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CHAPITRE I

ANNBAUX PRINCIPAUX.

§ 1. Bréves généralités.
§ 2. Exemples,

§ 3. Résultats valables pour un anneau principal quelcongque.

§ 1. Bréves généralités.

A est un anneau unitaire (existence de 1'élément neutre 1 pour
la multiplication), commutatif (ab = ba) et intdgre (ab =0 =ya =0 ou
b =0).

On rappelle la définition d'un idéal I dans l'anneau & . L'idéal
particulier I = A s'appelle idéal impropre, l7idéal particulierf“Ijz {0}
est 1'idéal nul.

L'idéal I = fa = {xa | x € A} est dit principal. L'élément a

est un-générateur.

Propriété 1. Deux générateurs a et b d'un m&me idéal principal non nul

sont associés : b =¢a, ¢ € U, oi- U désigne le groupe des unités de A

Démonstration (& faire en détail).
Rappel de la définition d'une unité u (telle que uu' = 1). Les unités
forment un groupe multiplicatif U . Lé relation & entre éléments associés
est une relation d'équivalence.
Définition 1. A est un anneau Erinéipal s'il est unitaire, commutatif, inte-
gre, avec la propriété suivante : tout idéal est principal.

Avant de voir certaines propriétés générales des anneaux principaux,

donnons dds maintenant quelques exemples.



§ 2. Exemples.

{10, L'anneau Z%Z des entiers relatifs est principal.
(.Rappelde,la_démonstration)°

20, L'anneau k[X] des polyndmes & une indéterminée X et & coef-
icients dans un corps commutatif k est principal.
(Rappel de la démonstration s'appuyant sur la division des polyndmes ordonnés
suivant les puissances décroissantes de X) .

30, L'anneau A = Z[i] des entiers de Gauss est principal.
Rappels : K= (i) = q[i] = {a + bi | a, b € Q] est l'extension quadrati-
que de @ engendrée par i . E1(K) = Z{jj = {a + bi ! a, b€ 7% } est un

sous-anneau de Q(i) qui coincide (on le verra plus loin) avec 1'anneau

E(K) des entiers algébriques de X sur % . On l'appelle l'anneau des en-

tiers de Gauss.

Si a+bi=o¢€Z[i], on a N(a) = & 4 b2 ¢cWy{o} (norme de q)
N(a) =.0 si et seulement si .= 0 ; donc : g % 0 = N(a) > 1 o De plus
N(aﬁ) = N(a)N(B) (propriété du module d'un produit de 2 nombres complexes).

Eléments inversibles de Z[i]. Si a8 =1, a et B € zZ[i], on a

N(aﬁ) = N(a)N(B) = N(1) =1, Comme o et B sont non nuls, N(a) et N(ﬁ)
sont des entiers 3 1, ce qui exige N(o) = N(B) = 1 . Les seuls entiers de
+

Gauss de norme égale & 1 sont £ 1, & i. Réciproquement F 1, £ 1 sont in-

versibles. Donc le groupe des unités est U = {i 1, i,i}

Téoréme 1. L'anneau % [i] est principal.

Lemme (de division). Soit o« =2 + ib € 4, o £ 0 . V Ee€h, 4n et

p €A fels que E =an +p  N(p) < N(a).
[

Démonstration : considérons = =u + iv, u, v € Q .
a
Ja ! £
I L'image de -2+ dans le.plan complexe tombe
; al: . . .
0 = X dans 1l'un des carrés du réseau des points
- % coordonnées entidres (images des éléments
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de l'anneau des entiers de Gauss). Soit n 1l'affixe du sommet le. plus pro-

che de g . (nn peut y avoir 1, 2 ou 4 choix possibles de 1y selon la po-
a

= é . Posons p = § - an .'Cm

sition de §). On a donc : N(§ - n) XY j +
« o 4
adonc p € A et N(p) = N(a) N(% - 1)< % N(g). Il en résulte bien
N(p) < N(a)-
Preuve du Théoréme. Soit .I un idéal de l'anneau A . Si I = {0}, I est
principal. Supposons I # {0} et soit « un élément non nul de I dont
la norme est minimum. On a donc o« # O . Soit & € I. Le lemme s'applioue
avec N(p)‘: 0 (donc o = 0) & cause du choix de g . On a donc & = an
et T« Aaqg - Comme Ag I ,ona I=Ax .
Remarque. Les. exemples précédents rentrent dans la classe des anneaux
euclidiens : anneau A intégre, commutatif et unitaire, avec une applice-
tion g : A- {0} - Wu{0}, qui vérifie les 2 conditions :
1) g(o8) » &)y Var BAO -
20) Soit a#£0; Yeea Jr,qe s tels que
E=aq+r ,avec =0 ou g(r) < gla).
Aors Z, k[X], Z:[i] sont euclidiens ; on le voit en prenant respective-
ment comme application g celle qui est définie par :
gla)
g(f) = degré de f pour f € k[X], f#£0

gla)

Propriété 2. Tout anneau euclidien est principal.

]al pour a € Z

1

N(a) pour o € Z[i].

(Faire la démonstration).

§ 3. Résultats valables pour un anneau principal gquelconque.

Les définitions sont valables poﬁr un anneau commutatif, unitaire
et intégre.
Dfinition 2. Un élément p € A est premier si 1'idéal principal Ap est

premier, propre et non nul. (p est donc non nul et non inversible).
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On rappelle que 1'idéal P est premier si l'on a :
ab € P = at€P ou be€eP.

I1 revient au méme de dire que l'anneau quotient A/p est intdgre.

Définition 3. Un élément p € A est irréductible (ou indécomposable) s'il

est non nul, non inversible, et s'il vérifie la condition suivante :
p=ab = a¢U ou DbecTU
U désigne le groupe des unités.

Propriété 3. Dans un anneau intégre quelcongue, tout élément premier est

irréductible.

élément premier == élément irréductible.

En effet, si p = ab, on a :. ab:€ Ap, idéal premier, d'ol a € Ap
ou b € Ap. L”hypothése a = up entraine a = uab d'ot 1 = ub (a # 0 et
A intégre) et b € U . |

Propriété 4. Dans un anneau principal, si p est irréductible, 1'idéal Ap

est maximal.

On rappelle que M est maximal s'il est maximal dans 1l'ensemble
des idéaux propres

Mcl = 1=1U ou I =4.

fela revient & dire que 1l'anneau quotient A/ﬁ est un corps (exercicelde
révision).

En effet, supposons Ap< I et A principal ; on a donc I = Ab
et p = ab. Comme p est irréductible il vient a € U éu b ¢ U, c'est-a-

dire I =Ap ou I = A . BEn corollaire, on a :

Théoréme 2. Dans un anneau principal, tout idéal premier propre

et non nul est maximal .

En effet si P est un idéal premier propre et non nul, on a
P=Ap ol p est un élément prémier, d'oh le théoréme avec les propriétés
%.et 4.

Propriété 5. Dans un anneau principal, il y a coincidence entre les notions
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dfélément irréductible et d'élément premier.

On sait déja que fout élément premier est irréductible. Réciproque-
ment, si p est irréductible et l'anneau principal, 1'idéal Ap est maxi-
mal (prop. 4) donec éremier (tout idéal maximal est preiier;;’le vérifier), et
par suite p est premier. ”

La propriété 5 est la condition de Gauss : si p est irréductible

et s'il divise un produit de 2 facteurs, p divise au moins 1'un d'eux :
p irrédutible, pjab =» pfa ou p|b .

Propriété 6. Dans un anneau- principal, toute suite croissante d'idéaux est

stationnaire.

Cela signifie que, si on a une suite infinie d'idéaux :
< ... , alors In =1 = ... & partir d'un certain
rang. Ou encore, si la suite est strictement croissante, elle est finie.

Cette propriété caractérise ce qu'on appelle un anneau noethérien (voir plus

loin Chap. VI, § 2).
Ii=oco
En effet, considérons la réunion L,ﬁ In des idéaux de la suite
n— o N
c'est un idéal I (du fait que les idéaux sont emboités ; ce n'est pas vrai
en général pour une réunion d'idéaux quelconques). Comme A est principal,
ona I=4Ab , L'élément b appartient & la réunion des .In et par suite

& 1'un d'eux, soit I On. a donc pour n ) q =

g *

Un anneau.principal est donc noethérien. (La réciproque est fausse :
K[X,Y] est noethérien (Chap. VI, § 5) et non principal).

D'autres propriétés intéressantes des anneaux.principaux font appel
ala décompésition d'un élément quelconque comme produit dun nombre fini
d'éléments irréductibles. Elles seront vraies dans le cadré plus général des

anneaux factoriels que nous étudions au Chap. II.



CHAPITRE II

ANNBAUX FACTORIELS

§ 1. Anneaux & factorisation unique.

§ 2. Exemples.

§ 1. Anneaux & factorisation unique.

A est encore un anneau commutatif integre et unitaire. Nous avons
donné au chapitre I la définition d'un élément irréductible (ou. indécomposa—
ble) et celle d'éléments associés (équivalents selon la relation d'équivalence
a=b @A) = é —e¢b, € € U, U étant le groupe des unités). Lavfhéorie de
la.décomposition d'un élément quelconque a (a £ 0, a g U .en un produit
fini d'éléments irréductibles, d'une maniére unique, va étfe valable en par-
ticﬁliér, pour les anneaux prinéipaux, ainsi que pour des anneaux plus généﬁ‘
raux que nous appellerons factoriels.

Définition 1. On appelle anneau factoriel un anneau A, commutatif, integre

et unitaire, satisfaisant aux deux conditions suivantes :

1°) Condition d'existence d'une factorisation : tout élément

a(#£0 et ¢ U) est égal & un produit fini d'éléments irréductibles.

20) Condition d'unicité de la factorisation : si un élément

a (#0 et bﬁ U) s'exprime de deux manitres sous la forme d’un-produit d'élé-

ments irrédutibles

(1) a = p1“p2..o p, = q1¢g2... a, -

On a n=m, et on peut ranger les éléments qj de fagon que p; = quk).
Autrement dit, si 1'on considére‘les'facteurs irréductibles distincts

pi (modA%) qui interviennent‘dans la décomposition (1), ceux~ci sont bien

déterminés & la relation d'équivalence R pres, ainsi que les exposants s



dont chacun est affecté
i=k (048
a=¢ I p *

|
e €U, p. Zp. (mod®R) si i# 3 .
i=1 1 d

i
Dans la définition, la condition 2° d'unicité va pouvoir, compte
tenu de la condition 1° d'existence, &tre remplacée par la condition de Gauss.

Plus précisément :

Théoreéme 1. Pour qu'un anneau soit factoriel, il faut et il suffit

qu'il vérifie les deux conditionstanivanmtes::

10) condition d'existence d'une factorisation (inchangée)

25) condition gé_Gauss : toﬁt ¢lément irréductible est p;emief,
(autrement ait': 81 p est irréductible et s'il difise uﬁ>produit de 2 fac~
teurs, il divise au moins l'un d'eux : p irréductiﬁles ab ;,§p:==> & = mp
ou b = tp)s

Démonstration : & faire en détails,>oondition nécessaire, condition
suffisante.

Les conditions du théoréme 1 sont déja plus,applicables;que,la défi~-
nition puisqu'on a vu par exemple qu'un énneau principal vérifie la,cpndition
de Gauss (profriété.S du chapitre-I);

Une aﬁtre‘forme équivalente encore plus élaborée est La suivante :

Théoréme 2. Pour gu'un anneau soit factoriel, il faut-et il suffit

qu'il vérifie les 2 conditions suivantes :

10) 1l'intersection de 2 idéaux principaux est un idéal principal

20) toute suite infinde croissante d!idéaux principaux est station-

naire.

Preuve .« condition suffisante. Etablissons.d'abord la donditioh P d'exis~

tence de la factorisation. En la supposant non vérifiée,. on.choisirait un
é1ément a ne vérifiant pas P tel que 1'idéal principal Aa = (a) soit -
maximgl  parmi les idéaux principaux dont les générateurs ne vérifient pas P.

Ce choix est possible en vertu de la condition 20 du th. 2 qui implique la
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condifion meximale pour les idéaux principaux (3% expliquer plus en détail).
Alors a n'est pas irréductible (sinon il vérifierait P) et il existe une
décompositién a = bc, avec (a)‘; (b) et (a)(; (c). Coﬁme (a) est maxi-
mal parmi ..., b et ¢ vérifient la propriété P : b = by s c= 1 ‘qj,
d'ol a =Dbe =11 p; I qj (contradiction).

Etablissons maintenant la condition de Gauss. Soit a irréductible
divisant bec, donc : bc = ka . D'apres la condition 1° du théordme 2 on a :
(a)n(v) = (m), oW m est un p.b.com, de a et b ; en particulier :

m = aa' = bb’w'L’élément ab est multiple commun & wa et b,,d}oh :

ab = dm daa'® = dbb' ; et par suite :

a =db', b = dal’,

L'élément bc (= ka) est multiple commun & a et b, dfol :

be =ka = fm = ¢ %% . Il en résulte
fa =cd .

Comme a est irréductible, d ou b' sont des unités. Si b' est inver-
sible : b'b"* =1 et d=ab" = D ; ab"a! qui est multiple.de a . Si \d
est inveréible 2 dd' =1 et ¢ = gad?' esf multiple de> a . Lé condition ae
Gauss est vérifide.

Condition nécessaire. La propriété 1° du théoréme 2 découle de 1l'exis-—

tence du p.p.c.m. dans un anneau factoriel. La propriété 20 est une conséqﬁence
des propriétés de divisibilité dans un anneau Ffactoriel (]éropriétés & expli-
citer au moyen de la décomposition en facteurs premiers).

Les conditions intervenant dans le théoréme 2 sont vérifides poﬁr
un annesu principal (propriété 6 du chap. I). On en déduit aussitﬁt :

Théoreme 3. Tout anneau principal est factoriel.

Mais il existe des anneaux factoriels non principaux (K[X,Y], voir

plus loin, S 2, 30),



§ 2. Exemples.

19) Z est un anneau factoriel.

Eﬁ effet Z est un anneau principal (cf. Chap. I). On'retroﬁve
ainsi les propriétés de factorisation d'un hombre non nul en puissances de
nombres premiers.

Rappeions cependant les démonstrations élémentaires. Un nombre in-
versible de Z est égal & +1 ou & -1. Donc : U = {+1, =1}. Tout élément
de Z est donc associé & un élément de IN . On appelle nombfe premier un élé-
ment de N, différent de 1, et n'admettant comme facteurs que + 1 et = p.
Cette définition correspond bien.é celle d'élément. irréductible dans le cas

d'un anneau intégre quelconque.

Tout nombre naturel # 1 est un produit de nombres premiers.
(Démorstration adaptée de la théorie générale : si cette propriété P n'est
pas vraie, soit a’ un nombre minimum ne la vérifiant pas 3 a n'est pas pre-
mier; d“oﬁ a=Dbc avec 1 <b<a, 1 <c<a. b et ¢ vérifient ddncvla
propriéfé P , ainsi que leur produit be = a ; contradiction. C.Q.F.D.. Aﬁtre
variante de la démonstration, en deux étapes : tout nombre naturel a % f pos~
sede un diviseur premier (par exemple un diviseur minimum de a autre que 1)
puis touf nombre naturel av¥ 1 est un produit de nbmbres premiers (récur;
rence surv a). Remarque : il est possible de présenter aussi la démonstration
poﬁr un anneau quelconque par une variante analogue ; cf. Cours Cartan, p. 16
et 17.

La décomposition d'un nombre naturel # 1 en un produit de nombres

premiers est unique a l'ordre prés

Qpeee @ => 0 =m

1 72

et, & l'ordre prés des qj P p= (i=1, 2,..., n). C'est une conséquence

8 =P, Pyeco P =3

(comme dans la théorie générale) de la condition de Gauss : b premier et .

p!bc => p|b ou plc . Pour établir cette derniére condition, on peut utili-
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ser 1'égalité de Bezout : si p et b sont premiers entre eux (c'est-i~dire

s'ils-n’ont pas d'autres diviseurs communs que I 1) ils sont 1iés par une
rélatioﬁ de la fofme : up + vb = 1. Alors, supposons p premier, Dpa = bc,
b non divisiblé par p . De la relation up + vb = 1, on déduit :

¢ = upc + vbc = upc + vpa = kp.

Exercices : énoncer et étendre 1'égalité de Bezout dans le cas d'un anneau

principal quelcongue. Donner un exemple d'anneau factoriel ne la vérifiant

pas (Cours Cartan, p. 21).
Iémontrgr gue la suite des nombres premiers est illimitée.

Former la suite des nombres premiers au moyen du crible d'Rrasthosténe.

2°) kﬁX] est un anneau factoriel (k = corps commutatif) en tant

qu'anneau principal (cf. Chap. I).

Les éléments inversibles sont les polyndmes réduits & des constantes

non nulles (le vérifier). Le groupe des unités est donc le groupe multiplica-

tif k¥ =k - {O}. Les éléments irréductibles sont les polyndmes irréductiblés
sur k qui ont été définis et qui interviennent dans la théérie des extensions
de corps (cf. Cours Lesieur, 01), Ils ne sont pas toujours aisés & reconnalitre,
mais on a vu cependant des cas simples de polyndmes irréductibles sur k

(en citer). La factorisation dfun polyndme de degré non nul peut donc se faire

d'apres la théorie générale, mais on peut aussi la retrouver directement comme

déns le cas de Z (& traiter en exercice : au lieu de‘considérer la[, on envi-

sage le degré du polyndme dans le cas de k[X]g et on utilise 1'égalité de

Bezout pour la condition de Gauss).

30) L'anneau k[X1, XQ,.G., Xh] est factoriel.

Ce résultat intéressant donne un exemple d'anneau factoriel non prin-

cipal. Il se démontre au moyen du théordme de transfert suivant :

Théoréme 4,(de transfert). Si A est factoriel, A[X] est factoriel.

Avant d'en donner la démonstration, disons qu'il s'applique au cas
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précédent par récurrence sur n. A4 = k[X1] est factoriel, donc aussi
k[x1][x2] = K[X,,X,], et ainsi de suite.

Preuve du théordme 4. Remarquons d'abord que A[X] est intdgre. Ses unités

sont celles de A. Quels sont ses éléments irréductibles ? Il y a d'abord
ceux de A , mais d'autres également. Nous allons les déterminer en‘introdui—
sant, d'une part larnotion de bolyn6me primitif, et d'autre part-en cbnsidé—
rant 1e-corps des fractions K de i'anneau intégre A et 1l'anneau de poly-
ndmes K X].

Définition. Un polynfme . f = a +a X 4+...4 aan est dit primitif si le

1
p.g.c.d. des coefficients a; € A est égal & 1. Remarquons que le p.g.c.d.
des éléments a; € A aun sens, car A est factoriel, et qu'il n'est défi~-

ni qu'd une unité multiplicative de A pres.

Voigl quelques lemmes utiles sur les polYnGmes primitifs

Lemme 1. Le produit de 2 polyndmes primitifs est primitif.,
Soient : f.=a  +aX +...+ aX . g=D + b X+ b2X2 foot b X, £ et
g primitifs. Supposons fg =h non primitif.  Les. coefficients auraient donec
un diviseur irréductible p en commun. Comme f est primitif, p ne divise
pas tous»les 'ai ; soit donc va1 le premier goefficient nonvdivisible par p.
on a P E 0 (p)? a, # 0 (p). De méme,‘soit bO = b‘1 = 0 (p) et b2 % 0 (p).
Le coefficient de X3 dans le produit fg est :

03 = aob3 + a1b2 + a2b1 + a3bO ;

On en déduit : a1b2 = 0 (p), ce qui est impossible.

Bxercice : démontrer le lemme 1t en considérant 1'anneau quotient

A/(p) qui est intdgre.

Lemme 2. Tout polyndme £ € A[X] s'écrit sous le forme : f = af*, a € A, £*

primitif. De plus il y-a "unicité" :

af* = bg*¥ =y a=¢b, g¥=¢ef*¥, €¢U

(U est le groupe des unités de A).
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En effet, si f = a, + a1X donot ann , on peut considérer le
P.g.C.d. a des coefficients ai . IL vient : ai = aaﬁ, et f = af*, avec
f* = ag + a?X Faoot a;XP qui est primitif.

De plus, af¥* = bg¥ = aai = bb§ ’ 1 =15.eey 0o S0it p un
facteur irréductible de a ; il ne peut diviservtous les bi puisque g%
est primitif. I1 existe 1 tel que p divise bbi sans diviser bi 5 par
suite, p divise D ;(condition de Gauss dans un anneau factoriel). Dans la
relation af* = bg*¥ on peut simplifier par p , puis on recommence. On abcu—
tit & ef* = kg*, et, comme f* est primitif, k est une unité (C.Q.F.D.).

Introduisons maintenant le corps des fractions KX de l'anneau in-
ttgre A (un rappel sur cette notion, au moins en T.D., serait peut &tre
utile). On a donc : AC K et A[x] < K[X]. Un polyﬁéme fe A[X] peut donc
&tre considéré comme un polyndme & coefficients dans K .

Lemme 3. Les éléments irréductibles de A[X] sont alors :

10) les éléments de A irréductibles dens A .

20) les éléments f de A[X] de degré > 0 tels que :

f est primitif et f est irréductible dans K[ X].

I1 suffit de caractériser les polynbmes irréductibles de A[X] de degré > O
par la propriété 20, ceux qui sont réduits & des constantes étant évidemmert
caractérisés‘par la propriété 1°.

f drréductible dans K[X], £ primitif =» f irréductible dans A[X].
En effet, si £ =gh, g ou h sont des constantes car f est irrdédductible
dans k[X], Cette constante est une wnité de A car f est primitif.

f irréductible dans A[X] =» f oprimitif et f irréductible dans K[X].
En effet, f dirréductible dans A[X] est nécessairement primitif car £ = af¥%,
a%fx > 0, d'ol, £* n'étant pas une unité, a on est une et f est bien primi-
tif. f est également irréductible dans XK[X] ; supposons en effet :

£ =g(Xn(x), f£eafx], ex) ¢ xx], n(x) ¢ x].
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On peut réduire les coefficients de g (resp. h) au méme dénominateur d € A

(resp. &) et écrire :
' g, (X) h, (X)

g(x) = ——, n(x) = -13-—, e, (X) ¢ 4Lx], n (%) e a[x].

Me ttons ,f,vg1, h sous la forme du lemme 2 :

1
f = af*, g1 = bg?, h1 = ch?, a, b, c € A ;
il vient :

addf* = bcgﬁh? .

Or gfn% est primitif (lemme 1) et, d"aprés 1'unicité du lemme 2 :
£% = egfn¥ , ce€U .
I1 en résulterait : f = agg?hT, d'oh la réductibilité dans A[X], ce qui est
contraire & 1'hypothése. Le lemme 3 est démontré.
Revenons & la preuve du théoréme de transfert. Pour montrer que
A[X] est factoriel nous prouvons le théoreme d'existence et d'unicité de

la factorisation. Soit f ¢ A[X]. i a°f =0, f € A, A factoriel, c'est

vrai. si &°f > 0, f est décomposable dans K[X] en facteurs que l'on

n aif§
éerit 3 £ = 11 - = af*, d'ol :
. =1 iy
¥* = *),
a(iE1di)f (m ai)(n fi)

I1 en résulte (lemmes 1 et 2) : £* = ¢(I fi) ; done
f I f* £* f*
= cga 121 T=e p1 pzeea Py 1eee In o

ﬁD'aprés le lemme 39 il s'agit d*une décomposition en facteurs irréductibles ..
dans A[X].
L'unicité est encore une application des lemmes 2 et 3, avec l'uni-
cité de la factorisation dans 4 et k[ 1] (1e lecteur le précisera en 2 lignes).
Le théoréme de transfert s'applique, non seulement pour montrer que

K[X1,a,e, Xh] est factoriel, mais il permet également de démontrer que :

Z [X1, YRR Xn] est un anneau factoriel.

4°) & [1] est un anneau factoriel puisque ZZ[i] est un anneau

principal (Chaps I). Nous allons revenir en détail sur cet exemple, et sur

1'étude des éldéments irréductibles au Chapitre suivant.



CHAPITRE III

L' ANNEAU DES ENTIERS DE GAUSS ET IES SOMMES IE 2 CARRES

§ 1. Nombres premiers dans l'anneau des entiers de (auss.
§ 2. Sommes de 2 carrés.

§ 3. Restes quadratiques modulo p -

§ 1. Nombres premiers dans 1l'anneau des entiers de Gauss.

Continuant 1'étude des élémeﬁts premiers dans les exemples clas—
siques, nous allons chércher ceux de l'anneau Z[i] . Tout élément de _Z[i]
irréductible Vest associé, soit & un entier naturel positif, soit & un nombre
complexe a+bi. (a #0 et b 74 0). (Le vérifier). I1 faut préciser dans
chacun de ces cas

Iemme 1. Soit p € W ; si p est premier dans Z[i] , alors p est pre~

mier dans Z .

En effet, p=ab, a et b€ &, implique ¢ a ou b sont
des .unités de %[i] , donc ¥ 1, et p est premier dans Z .

Cela ne veut pas dire que tout nombre premier dans Z est pre—
mier dans Z[i] ; par exemple : 2 = (14i)(1=1), 5 = (2+i)(2~i) sont des
nombres premiers dans % et non dans %[i] . | -

lemme 2. Si p premier dans % est divisible par (a+bi), a £ 0 et

b 74 0, alors p = a2+b2 et a+bi est premier dans Z[i] .

En effet, soit p = (a+bi)(c+di). Alors, en prenant les normes,

2.2 _ 2

on a : p2 = (a2+b2)(o2+d2), ce qui implique dans IN : a +b =1 ou D

ou p . L'égalité a2+b2 = 1 est incompatible avec a £ 0 et b £ 0 .

L'égalité &12+’b2 = p2 implique 02-;-(512 =1, et c+di serait une unité de
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Z[i] et par suite p serait associé & a+bi (a# 0, b # 0) (impossible).

I1 reste : p = &12+b2 R

Démontrons maintenant que- a+bi est premier dans Z[i] .

2.2

Supposons a+bi = (usvi)(ut+v'i). On en déduit : p = a+b° = (u2+v2) (u”2+v'2)

et 1'un des facteurs,soit u’2+v°2>,,est égal & 1. (n en déduit que u'+iv!
est inversible, et par suite que a+bi est premier.
Le lemme 2 permet déja de caractériser les nombres premiers de

% qui sont premiers dans Z[i] .

Corollaire. Les nombres premiers de Z qui sont premiers dans Z[i] sont

exactement ceux qui ne sont pas une somme de 2 carrés

p# a?'+b2
p premier dans %

p rpremier, p premier dans Z[i] 4::}{

En effet : supposins ..p premier et premier dans Z[i] , alors on ne peut
. 2 .2 2 .2 . . .
avoir p = a +b (a 74 0, b 74 0) car p=a+4b” = (a+b1)(a—b1) serait le
produit de 2 éléments non inversibles de Z[i] . On ne peut avoir non plus
2 ; s as 2.2 3

P =a ctest-&~dire p = a"+b avec b =0, car p est premier dans Z .
Réciproquement, si p premier dans % n'est pas une somme de. 2 carrés, p
est irréductible dans Z[:L] ; sinon : p = (a+bi)(a’+b'i), a et b # 0,
et le lemme 2 nous apprend que p = at‘2+b2 (contradiction).

Il reste alors & étudier les éléments irréductibles de la forme
at+bi, a # 0 et b # 0.
Lemme 3., les éléments irréductibles a+bi, a et b # 0, sont exactement
ceux pour lesquele P = a2+b2 est premier.dans % .

Supposons a+4bi irréductible dans Z[i] , a et b # 0 ; la décomposi~
2

tion de a +’b2 en facteurs premiers dans % donne

az+b2 = p1 Py eeo Py s By premiers (distincts ou non)

d'ou
a+bi a~bi =P P eoe P -
( ) ( ) : 1 2 n

D'apres la condition de Gauss dans l'anneau factoriel %[1] , a+bi divise



- 16 ~
1 : _ 2,2
1'un des facteurs, soit p1 , et le lemme 3 nous donne p1 = a +b” .
. 2.2 ’ . .
Inversement, si p = a '+t est premier, avec a % 0, b % 0, on

a p= (a+bi)(a—bi) et le lemme 3 nous indidue que a+bi est premier.

En rassemblant, on obtient :

Théordme 1. Les classes de nombres premiers dans % [i] sont :

19) Les classes des nombres premiers p dans Z gqui ne sont pas

de la forme p = a2+b2” (a, b€ Z).

20) Les classes des nombres gg Gauss a+bi (a # 0, b % O) tels

que p, = a2+b2 soit premier dans 7% .
Exercices : 1. Soit p = a2+b2 = c‘?’+d2 premier. On a :
a=2%c¢ , b = ¥4 ou a=24 s b = e

2. Le nombre 2 est le seul nombre premier de Z qui soit équi-~
valent & un carré dans Z[i],

2 = i(1-1)°.

§ 2. Sommes de 2 carrés.

L'étude des nombres premiers de Z:[i] nous ramene d'apres le
th. 1 & celle des nombres premiers de Z qui sont une somme de 2 carrés.
La réponse est donnde par le beau résultat arithmétique suivant :

Théoréme 2. Pour que p premier dans % , soit de la forme

p = a%4b® (a€ Z, b€ &), il faut et il suffit que :

p=2 oubien p= 1 (modulo 4)s

e cas p =2 est immédiat : 2 = 1+1 est somme de 2 carrés. Supposons

p> 2 et premier, donc impair. Démontrons : p premier impair,

P = a2+b2 = p =1 (mod. 4). En effet, 1'un des nombres a ou b doit
8tre pair, et l'autre impair, pour que la somme a2+b2 soit impaire. Si

' ' 2 2 2 2

a=2h, b=2k+t1, on a: a =4 =0 (mod, 4), b = 4k“+4k+1 =0 (mod. 4)
d'olh p = a4 = 1 (mod. 4). )

e
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La réciprogue est plus difficile ;
. R SR , . il 2
p premier (impair), p = 1 (mod., 4) == p =.a%4b" .
I1 suffit de'prouver’que' p. n'est pas un nombre. premier de Z:[i] (Th. 1).
On admet provisoirement le lemme suivant qui sera démontré dans le paragre-

phe consacré aux resites quadratiques mod. p :

Lemme.4ngOit3 P premief dans. Z, p = 1j(mod, 4) 3.1l existe x € Z tel

“que x°41 =0 (mod. p).

“Doncy,. 81 D & 1 (mod. 4), p. premier, il‘existe x  tel que
.p] 2o+ = (x+1)(x-1) dans .Z[i]., Si p était premier dans Z[i], p di-
viserait 1l'un des facteurs, par‘exemple : plx+i == X4+i = p(a+bi) == pb = 1,
ce qui est.impOSSible éour b entier. (.Q.F.D.

En conséqﬁence, on.véit d'aprés le théoreme 1, que les nombres
premiers p  dans . Z qui-sqnt premiers - dans Zi[i] - sont ceux qui ne sont
pas congrus a 1 (mod. 4)V; éommé ils ne peuvent pas &tre congrus & 0 ou
2, ce sont ceyx qui sont congrué a3 (mod, 4) '(ou, ée gui revient. au méme,
4 ~1) soit :

3s- 15 115 195 235 315004
Par contre :

2y 5y 13, 1739 ...
sont premiers dansjzz et non premiers dans Z{ﬁj ; ils sont égaux a des
sommes de 2 carrés: |

2 =141, 5 = 22+1, 13 = 32+22 s 1% = 42+1, 29 = 52+22,-..

UﬁeAquestion natﬁrelle ﬁn peu blus généréle se pose : quels sont
les nombres haturelé gui sont égaux a une»sommé de- 2 éarréS‘? Soit E leur
ensemble ; noué connaissons déja. : les nombres premiérs impairs. congrus &

1 (mod. 4), le nombre 2, les carrés parfaits (somme de 2 carrés dont 1'un

est nul). Par multiplication on en obtient d'autres, d'apres le lemme suivant




Démonstration :
(a%40°%) (c*4d%) = (ad+be)® + (ac-bd)?
(identité de Lagrange qu'on vérifie directement, et qui résulte aussi du
.produit des normes dans i’anneau Z:[i] :
N[(a+bi)(c}di)] = N(a+bi) N(c+di).

Théoréme 3. Pour gue n soit égal a une somme de 2 carrés, il faut

et il suffit que, dans la décomposition de n en facteurs premiers, les ex-

posants des nombres premiers p =3 (mod. 4) soient pairs,

Condition suffisante. n = 2aa2b, ou b est un produit de facteurs premiers

congrus a 1 (mod._4). On appligue alors le théoreme 2 et le lemme 5.

Condition nécessaire. Soit n = a~4b° (a # 0, b # 0). Considérons le:

p.g.c.d. d = (a,b) et posons a = da', b = db', d'ou : n = dz(a'2+b'2).

2

Soit p un diviseur premier de a® +b"2 ; alors 'p n'est pas premier dans

1'anneau IZ:[i] car p]a'2+b'2 = (a'+b*i)(a'=b'i) = pla'+b?i par exemple
=> pja' et plb“ ce qui est en contradiction avec - (a',b') = 1. D'aprds
les théoremes 1 et 2, p est donc égal & 2 ou est impair congru & 1 modulo 4.

2

Ainsi, tous les »p 3 (mod, 4) figurent dans la décomposition de d et

m

leurs exposants sont pairs (C.Q.F.D.).
Remargue. Contrairement au cas premier, la décomposition de n quelconque
en somme.- de 2 carrés n'est pas nécessairement unique :-

65 = 6441 = 49+16 ; 65 =5 x 13.

§ 5. Restes quadratiques modulo p . (p premier dans Z ).

La démonstration du lemme 4 : -1> est un carré mod. p lorsque
p =1 (mod. 4) fait appel & quelques propriétés simples du corps Fp = Z/p %
P premier. |

Dfinition. a € Z est un reste quadratique modulo p s'il existe x € Z

X2 (mod. p). Cela revient & dire que la classe a de a mod. P

est un carré dans Fp P a = 32 .

tel que a
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Comme O est un carré, il suffit de considérer les éléments non
nuls mod. p , donc les éléments du groupe multiplicatif F; ; Fp-{O}a On
peut d'ailleurs exclure le cas p = 2 pour lequel les 2 éléments 0 et 1
sont dés éarrés.

les éléments de F; sont les classes de :

'j, 2y eeey D1

en nombre 7p-1 . Ils vérifiént le :
Xp—1 = 1

Petit Théoreme de Fermat :

Rappelons une démonstration : le groupe multiplicatif F; étant
fini et d'ordre p-1, un élément quelconque x € Fz a pour ordre un divi-
seur d de p—{,,soit p-1 = dk (Théoréme de Lagrange, Théorie des groupes).
On a donc : - ; 1, dfol =212 (Xd)k =1 . |

Quéls sont 1és carrés de F; ? Ils forment un sous—groupe Gp
qui est l'image de F; par l'endomorphisme u : x#+ X2 . 11 s'agit d'un
endomorphisme pour la structure de groupe multiplicatif abélieﬁ :
ulxy) = (Xy)2 = X2y2 = u(x)u(y). Le noyau N de u est l'ensemble des élé-
ments x € F; tels que X2'= 1, soit (X—1)(X+1) =0, et bar suite (propfi;
étés de corps, donc d'anneau intégre) : x = +1 ou X = —%. On a ainsi :
N = {+1,f1} et Carva =2 . (Noter que -1 # 1 car p.¥ 2). On en déduit

d'apres le théoréme d'isomorphisme de la théorie des groupes :

. ¥
G, = P/

et par suite : Card Gp = Card F;/Card N, dtou :

Lemme 6. G? étant le groupe des carrés de F; » ON &

L'indice de Gp est donc égal & 2, c'est-&-dire qu'il n'y a dans F; que
deux classes modulo Gp, la classe 1 formée de tous les carrés et l'ensemble

complémentaire (qui ne contient pas forcément —1).
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les éléments de G-p vont &tre caractérisés par le théoréme suivant :

Théordéme 4. Soit p premier impair. Les éléments x gqui sont des

carrés dans F; sont caractérisés par :

=
2

p:d =1,

les autres, en nombre égal, sont caractérisés par :

1
X2 =-1.
=1
Preuve ¢ X € G & X 2 = 1. En effet, si x = y2, y € F¥ , on a :
b b
all
X e = yp_'1 = 1 (Fermat).
R |
x € F*, x . 16> x € & . En effet, i1 y a déja _——1
P p =1 2
racines connues distinctes dans Fp pour l'équation X 2 -1 = 0, qui sont
les éléments de Gp . Or cette équation, qui est de degré 21 , ne peut

admettre plus de 2%1 racines distinctes dans le corps Fp . Il en résulte

bien x € G .
P P~ -1

Bonfin : x € F; - Gp & X e = -1, car x € F;, y =X 2 vérifie 1l'équa~-

tion y2 =1, donc y=+1 ou y =-1, le cas y = +1 étant exclu si

X ¢ GP . De plus, si x 2 - -1 ona X ﬁ Gp .

Application. Cherchons & quelle condition -1 est un reste quadratigue
modulo p . Il faut et il suffit d'apres le théoréme 4 que (—1) 2 - 1,
donc que 2%1 soit pair, c'est-&~dire p = 1+4h. Le lemme 4 est démontré.
Exercices : 1) (p~1)! = ~1-(mod, p), p premier, (th. de Wilson)

2) 2 est un reste quadratique modulo p si et seulement si

P =+ 1 (mod. 8), ou encore :

=1 %1
2 2 = (—1) 8 (mod. p).

Cours CARTAN, p. 41 ou SERRE, Cours d'arithmétique, Presses Universitaires,
p. 16. Nous reviendrons sur la démonstration de ce résultat par le calcul

du symbole de Legendre (%) au chapitre IX, § 2.



CHAPITRE IV

QUATERNIONS ET SOMMES DE 4 CARRES

§ 1. Les guaternions.
§ 2. Sommes de 4 carrés.

§ 3. Sommes de 3 carrés.

Nous avons vu au chapitre III & gquelle condition un nombre entier
positif pouvait s'écrire sous la forme d'une somme de 2 carrés, Pour p pre-
mier impair, cetté condition est p =1 (mod 4), ce gui prouve en méme temps
que n'importe quel nombre n'est pas susceptible de s'écerire comme somme de 2
carréé. Nous allons completer cette étude de la représentation dfun nombre
entier positif comme somme de carrés en démontrant le théoréme sﬁivant :

Théordme 1. (Lagrange). Tout nombre entier positif est égal a une

(1)

somme de 4 carrés .

Ce résultat est le meilleur possible pour la représentation dlun
nombre entier positif quelconque comme somme de carrés, car il existe dés
entiers positifs qui ne sont pas des sommes de 3 carrés, exemple : le nombre
7. Nous reviendrons plus loin sur Tes sommes de 3 carrés. Mais, de m&me que
1'étude de l'anneau des entiers de Gauss éclaire certaines questions.liées aux
sbmmes de 2 carrés, l'étude de l'anneau des quaternions entiers va nous servir

quelque peu dans les sommes de 4 carrés.

§ 1. les guaternions.

Une définition possible des nombres complexes est le sous-corps de

1'anneau MzﬁR) formé des matrices (a 2), a et b E€R . Nous allons

-b
1 . . . —_
(1) dont un, deux ou trois peuvent &tre nuls. Certains entiers positifs peuvent
8tre égaux & 1 carré, a une somme de 2 carrés, ou a une somme de 3 carrés.
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donner une définition des quaterﬁionsrinspirée de cette méthode.
Définition 1. On appelle guaternicn toute matrice de la forme
q = (% _i), «€C BEC.

Propriété 1. Les quaternions constituent un sous-corps non commutatif @ de

1'anneau M2(C).
| On vérifie que Q est stable pour les opérations dladdition et de
multiplication dans Mz(m). Si g = (a,B), r = (y,é) sont deﬁx quaternipns,
on a : (le vérifier)
g+t = (atys B+6), ar = (ay-B8, oc6+57).
lLes propriétés d'associativité et de distributivité sont automatiques dans
Q au méme titre.que dans M2(a})o ha:9g=0&» ag=f=0; le quater—

nion e = (é ?) est élément unité, et tout quaternion g # 0 est inver—

1 o

@
o +[p]% P

sible, avec pour inverse —B)° Q@ n'est pas commutatif (cf.
o

propriété 2).

Propriété 2. Q est un espace vectoriel sur R de dimension 4, ayant pour

base : e, i, J, k tels que : i2 = j2 = k2 ==13 1] =-=3Ji =k ;

jk==kj =13 ki =-ik=j ; e élément neutre unité.

En effet, il suffit dfexpliciter, dans la définition 1, les nombres

complexes ¢ = a, + a1i, B = 32 + aBi pour trouver :

(1) q = ae +al+a]+ a3k
(1t 0y Lo qi0y L 0 1 (v 1
avec : € = (O 1)’ 1= (O —j.), J = (_-1 O)’ k= (i O).

Propriété 3. RS ¢ C Q .

En effet, Q contient les quaternions réels ae s identifiés a
a s et les quaternions complexes aoe + a1i , identifiés & a, + a1i =0 .
(Faire a2 = a3 = 0). En exercice, le lecteur vérifiera que @ est un espace
vectoriel & gauche et a droite sur ¢ , de dimension 2, et il précisera la
régle de multiplication.é gauche et & droité, ainsi qu'une base.

Propriété 4. le centre de Q est R .

Rappelons que le centre d'un corps (ou d'un anneau) est le sous—
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corps (ou sous—anneau) constitué par les éléments qui commutent avec tous
les éléments du corps (ou de 1'anneau),
| % = Centre de Q = {a € Q ]V:x € Q, xa = ax}.
La recherche en est facile ici (pridre de l'effectuer en écrivant que a com—
mute avec i, j, k).
Désormais nous prenons ¢ sous la forme (1). Bn effectuant la multi-
plication de deux quaternions q et r sous la forme :
q=a  + a1i + azj + a3k sy T = bo + b1i + sz + b3k
on obtient :
r = c_ + c1i + 02j + c3k ’

avec

Co = aobo - a1b1 - a2b2 - a3b3

=ab - b
( c1 ao 1 + a1bo + a2b3 a3 5
2) {
c

=ab. -~ ab_4+ a bo + a_b

2 o 2 13 2 31
c_=ab_+ab_ - b b .
%37 %73 T %P2 T %27 T %%
Guaternions conjugués : le conjugué de q = a + a1i + a2j + a3k est

q = - i-a.j- k .
1=12a, - a, ol = ax
Propriétés : q4r =T + T

T ; qr =7Tq (le vérifier avec (2)).
Norme d'un guaternion. C'est le nombre réel 3 O :

(30 p(q) 248 4 al

- _ 2
9.9 = a, +a, +a, + a3 .

Propriété 5. N(gr)

N(g)uw(r).
En effet : qr gt = qr T § = r? q7 (puisque rr est un réel
commutable avec ¢ (propriété 4)).
Enfin, notons que : q = 0 <= N(q) = 0 9'ef que l'inverse de
t . .
g#0 et T e

Quaternions entiers. L'ensemble des quaternions de la forme :

9=a +a i+a.j+ak, a , a8 , a.,a_ ¢ 7Z

1 2 3 o] 1 2 3

constitue un sous-anneau unitaire non commutatif de Q qu'on appelle l'anneau

des quaternions entiers (le vérifier).
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§ 2. Sommes de 4 carrés.

Pour démontrer que tout entier positif est une somme de 4 carrés nous

démontrerons les deux lemmes suivants

Lemme 2. Tout nombre premier p est une somme de 4 carrés.

De ces deux lemmes résulte aussitdt par la décomposition de n fac-
teurs premiers le @

Théoreme 4. (de Lagrange). Soit n € IN. Il existe des entiers a,

b, ¢, d 3y 0 tels que :

n = a2 + b2 + 02 + d2 o

Preuve du lemme 1. On interprete ai + a2 + a2 + a? comme la norme du gua-

1 2
. . A 2 2 2
i+ad+ ak , et de méme bl + b1 + by + bé = N(r)

ternion entier q = a, + a1

r = bo +bi+b.J+b k. nadonc d'apres la propriété 5 :

1 2 3 .
2 2 2 2 2 2 2 2y 2 2 2 2
(ao + a1 + a2 + a3)(bo + b1 + b2 +-b3) = co + 01 + c2 + 03 ’

co, 01, 02, 03 étant donnés par les formules (2)5

Preuve du lemme 2., Elle est plus difficile. Une 1ere étape consiste & démontrer

gu'un multiple mp de p est une somme de 4 carrés, puis dans une 2eme étape,
on démontre par une méthode de "descente" sur m que le coefficient de p
peut &tre ramené i la valeur 1. (Cf. Hardy et Wright, Chap. XX, p. 302). Nous

allons l'expliquer en détail.

<1>° Il existe des entiers x ) 0 et

Propriété 6. Soit p premier impair

y > 0 tels que 1 + x2 + y2 =mp, O<Km<Kp.

Démonstration. Les 2%1 nombres X2 (0g x( EE;) sont différents (mod p)
car si X2 = X'2 (mod p) on a, soit x = x! (exclu) soit x = -x' (mod p)

donc x = p-x' (exclu). I1 en est de méme des nombres —1—y2 (O 7K EEJ).
Si ces 2 ensembles {Xz} et {—(1+y2)} étaient disjoints, on aurait au total

2 X el = p+1.- nombres distincts mod p , alors qu'il y en a au plus p . Il

2 _ .
. (14 . 2 2 2, 2
existe donc un élément commun soit x° = -(1+y°) (mod p) ou 1+x“+y° = mp .

2 2 o

?

De plus 1+X2+y < 1+2 E)—-‘< p- 5, et par suite m < p . EVidemment? m n'est

7
(1)

le cas p =2 est vite résolu ! 2 est somme de 2 carrés.
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pas nul.
La propriété 6 exprime qu'un multiple de p est somme de 4 carrés

(et méme de 3) non tous nuls. Soit

(4) . mop=x2+X2+x2+X2 1¢m_ <D .

1 2 3 4"’ 0
Choisissons m minimum pour la relation (4), et démontrons que m est égal

& 1.
Si m est pair, on a m o= 2m', et en faisant le calcul de

X2 + X2 + X2 + Xz
1 2 3 4

2) ou bien les quatre sont impairs 3) ou bien deux sont pairs et les deux au-

modulo 2, on voit que 1) ou bien les quatre X, sont pairs

tres impairs. Dans tous les cas, on peut grouper deux dfentre eux, soit X1 et

X2 » €t les deux autres, soit x_ et X4, de fagon que :

X 4+ Xy X, = X_43 X_ 4+X 4 X_ =X

1 27 2" 3 4" 3 4
soient pairs, et ainsi :
X 4xX .. 2 X =X _ 2 X _4+X 2 X =X 2
1 et 12 1 2 3 4 3 4
5mp=n'p=(—5=) + () + () + (=5)

est somme de 4 carrés avec 1 ¢ m' < mO , ce qui est impossible.
On peut donc supposer m impair.. Effectuons la "division" de X,

par m_ sous la forme :

| _ i = 1

5) .~ y;=x,-bm  Ai=1,2,34), [|v]< 5m -

(Remarquer que 1l'on ne peut avoir ]yi] = % n du fait que m est impair
o

et que le point bimo ‘est celui qui est le plus proche de Xi par exceés ou

par défaut, ce qui explique le reste sous la forme indiquée). Cn a d'apres (5) :

— ' ' S .
y; = X, (mod mo), et d'apres (4) :

4 2
2 .v;=0 (modm).
i=1
Posons :
4
y2 =mn'm
- i o)
1=1

mt* % O car m' =0 = yi =0 = Xi 0 (moad mo) =2 p = mok , ce qui

est impossible pour p premier et 1 <2mO <P .

m
On a dtapres (5) : m'm_ < 4 Tf’ dtoll 0 ¢ m' < m .

Considérons les quaternions : x = X1'+ xi+x_j+xk et

2 3 4

y = Y1 + yzi + y33 + y4k . Ils sont entiers et on a :

¥ =X (mod‘mo) [ioe. vy §~xi (mod mo)]
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qui entraine évidemment par passage aux conjugués, et multiplication par le
quaternion X :

Xy

i

xx (mod mo)
et, comme XX = mP s il en résulte :
— SF — 1
Z =Xy =2
o z' est un quaternion entier., Calculons :
W(z) = W)HF) = MW) = (@ p)(a'n) = ntn'p,

d'ou :

N(z?) = N(z) =m'p .

L
2
m
0
Ainsi m'p est somme de 4 carrés, avec O < m' < moos ce qui est contraire

au choix de mO . On a bien mO =1 . ’ CoQoFoDo

§ 3. Sommes de 3 carrés.

Le théoréme 1 prend toute sa portée si l'on remarque qu'on ne peut
ltaméliorer par un théoréme du genre : tout entier. > 0 est sommé de s car-
rés, avec les valeurs de s moindre que 4 . Pour s =1 ou s = 2, c'est
clair. Pour s = 3 signalons la proposition suilvante :

Proposition. Les nombres de la forme 8m+7 ne peuvent &tre égaux a des sommes

de 3 carrés.

En effet : X2 = 0, 1, ou 4 (mod 8). (Prendre les carrés modulo 8

de O,i1,i29i39 4) d'ou
x° 452 42247 (mod. 8).
(calculer toutes les sommes possibles mod. 8 de 3 carrés 0, 1 ou 4

avec répétition admise).



CHAPITRE V

L'ANNEAU DES ENTIERS D'UN CORPS QUADRATIQUE

§ 1, Corps quadratique K = @(Yd).

§ 2, Entiers d'un corps quadratique K = @(yd).

§ 3. Groupe deé unités de l'anneau des entiers d'un corps quadratique.

§ 4. Groupe des unités. de l-'a.nneau des entiers d*un corps quaératique réel,

§ 5. Existence d'une solution non triviale pour l'équation : Xa-dy2 =+ 1 .

§ 1. Corps quadratique K = Q(YT).

Définition 1. Un corps quadratique est un corps K tel que Qc Kc ¢,

avec [K: Q] =2.
Rappeler la définition de [K : Q) : dimension de K comme e.v. sur q .

Propriété 1. Yo € K, o £ Q, on a : K = §(q) = @]ocl,

clest-d~dire K est une extension algébrique monogéne de @ .

En effet, soit un tel o ; on a : ®{a) = K, avec

1<[ae) : gl g2, dob [0a) : 6] =2 et @) =K.
Propriété 2. K = Q(a) avec a>-d = 0 (i.e. g=7d), ob d € Z est

sans facteurs carrés (d =g p

Phees Pos P # pj , £ =% 1). Réciproguement,

172

si d est ainsi choisi, K = ®(a) est guadratigue.

Démonstration. D'aprés la propriété 1, K = @(a), le polyndme minimel de ¢

sur @ étant du second degré, soit : a2 + pa + g = 0. On peut 1ltécrire 3

2
b

1% D .
(a + E) + g - jr =0 4, ety, en posant B = q + 3 on a évidemment :
K= qlq) = Q(B), o B vérifie : B2 - % =0 (h et T € %), dou
rBz -~ h = 0. Posons‘ rg = vy, d'ol Q(B) = Q(y) et y2 - rh = 0, c.a.d.

72 - d=0. 8 d possede un facteur carré : d = n26 , YZ - n26 =0 et

avec % =0, K= qe), 92 - 8 = 0. C'est aux notations prés la propriété 2,



- 28 =

Réciproque : =i a2 -d=0,d¢ Z, 4 sans facteurs carrés, on a :

[Q(a) : Q] =2 , car le polyndme minimal irréductible de « sur § est

X? -d. (si X2 - d était réductible, .il aurait un zéro dans § , soit
2 2
% d et d=p° lorsque (p,q) = 1).
9 _
Exemples : d =-1, X = Q(i) = Q(VZT) corps quadratique imaginaire
d=2 , K = q(y2) corps quadratique réel
a=6 , X = Q(V‘g) " ] 1

Remarques. 1; d =1 est exclu puisque X? ->1 n'est-pas irré&uctible sur @
2. Les éléments de K = @(Yd) sont de ia forme

a+byd, a€cq beq.
Cette dernidre propriété résulte de la théorie des extensions algébriques
monogenes (Cours Iesieur de ¢ 1) ; on la retrouve immédiatement en notant
que ¢ = Yd vérifie a2 -~ d =0, ce qui permet de remplacer tout polyndme
en. a & coeffioients dans @ par un polynfme en o du 1er degré. L'exﬁres—
sion a + bg ainsi obtenue a une écriture unique car

a+bg=0 = a=0 et b=20.
En effet ¢ ¢ =4 = E} est impossible pour Db % 0 (d est sans facteurs
carrés). Autrement dit {1,@}' forme une base de l'espace vectoriel Q(a)
sur @ . De plus, l'application ¢ ¢t a + ba > a - by obtenue en changeant
Y& en -yd est un @-automorphisme de la),

olx#y) = o(x) + o(y) 5 olxy) = o(x)oly) 5 (1) =1 ;

olc) =c pour tout c € @ ; o(YI) =~yd .

§ 2. Entiers d'un corps quadratique K = Q(VE).

Définition 2. On appelle entier algébrigue sur Z du corps quadratique X,

tout élément x € K qui vérifie une équation algébrique normée & coeffi-

cients entiers

n n- .
P(x) =X + a1x + ees + a = o, a; €%, i= 11..., n .
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Propriété 3. Si x est un entier algébrigue sur Z de o(yd), x vérifie

une équation algébrique normée de degré 2 &a coefficients entiers.

En effet, l'anneau Z}[X] étant factoriel, le polyndme P(X) se

décompose en un produit fini de polyndmes irréductibles P?(X) dans Zi[X],

soit : P(X) = ii P%ie(x)o Les polyndmes Pi*(x) sont primitifs dans % [X]
et irréductibles dans Q[X] (chap. II, th. de transfert, lemme 3), et on
peut les prendre normés car le coefficient de Xn est 1 = a1a2 cee By .
L'entier algébrique o est alors racine d'un polyndme Pﬁ(X) ; ce polyndme

est de degré ( 2 , sans quoi Q(a) serait de dimension plus grande que 2.

Propriété 4. E(X) désignant l'ensemble des entiers algébriques de K , on a :

EK)ng =% .

Clest connu (refaire la démonstration).; mais cela résulte aussi de la propri-

été 3, 81 x est un entier algébrique sur % et rationnel, le polyndme mini-
: er ‘ PN . .

mal de x sur @ est du 1 degré, normé a coefficients entiers ; or ce po-

lyndme est X*x , ce qui prouve : X € Z .

Théoréme 1, Pour que x = a + bYd , (a, b € @), soit un entier

algébrigue sur Z, il faut et il suffit que :

e e — —

Tr x = 28 ¢ 7 et  N(x) =a® - db° € Z.

Tr x = 2a s'appelle la trace de x ; N(X) = a2 - db2 . la norme de x .

Condition nécessaire., Si x € E(K) et si x€ §,ona x=a€¢Z et b=0,

Si x¢ @, le polyndme minimal de x sur @ est de degré 2 et normé & coef-

ficients entiers (propriété 3). Or ce polyndme est :

(X = a)2 = ab? = X - 28X + 8° - db° .

Condition suffisante. X? - 2aX + a2 - db2 est annulé par x = a + b{d .

Propriété 5. Propriétés de la trace et de la norme :

Tr(x4y) = Tr x + Ty 3 Nixy) = N&)N(y) 3 N(x) = 0&> x =20 .

(A vérifier directement) ; on peut également utiliser 1'automorphisme ¢ défi-
ni aun § 1 et noter que :

T x =x + o(x) ; Nx)==x.0(x) .
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Recherche des entiers de @Q(Yd). Elle s'effectue au moyen du théoréme 1.

Soit x=a+bfd€E;a, be€ Q. Jedisque : 2a=u€ Z, 2b=vE€Z.

En effet : 2a=u = Tr x ; 2% — b2 =h = N(x) ; d'ol b = %; ~h, et
4db2 =~u2 - 4h € Z, c'est-a~dire : d(2b)2 =w € Z .o I1 en résulte 2b =v € Z,
car 81 2b = g i (p,q) = 1,.il vient ¢ d Ef =W , dp2 = Wq2 ce qui entrainerait
q2 divise d , Or d est supposé sans fzcteurs carrés. En conclusion :

(1) 2a=u€Z, 2b=v€Z, uo=-dve =4n = 0 (mod 4).

a° - b =h € Z. S u

Il

Réciproquement, si 1l'on a (1) : Tr x € 7 , N(x)

est pair, v doit &tre pair car la relation dv2 0 (mod 4) avec vV = 1

(mod 4) entraine d =0 (mod 4) alors que d n'est pas divisible par 4 = 22o

Donc : x = a + bfd est un entier si a € Z, b € %, quel que soit d, (on
le savait !).

Si u est impair, il faut v impair pour avoir (1) ; mais alors :

u2 - dv2;#1—d.5 0 (mod 4) et d =1 (mod 4). Réciproquementysi d = 1 (mod 4),

1+2bt
2

1+2a’

S sont des moitiés de nom—

x = a + bfd est entier lorsque a = s b =

14 ) \
bres impairs. On a alors x = (1+2b’)(1%¥§) + 1+§a - 1+§b =4+ (1%¥§>

(z € Zy,m € X4 )9 Inversement 4 + m(légg) = é%;? + g Va est un entier. On
‘ 1+)d

remarque que la forme g + m (—7?-) englobe le cas a+bva s, A€ X, Db € X,

en prenant m pair. Diou

Théordme 2, Si d = 1 (mod 4), les entiers de Q({E) sont les élé-

ments du groupe abélien additif 7Z.1 + Z . 12}'& o

88 d=2 ou 3 (mod 4), ce sont les éléments du groupe

abélien additif Z .1 + Z . V4 .
I1 en résulte immédiatement que E est stable pour l'addition. On

vérifie méme que E est stable pour la multiplicétion, compte tenu de :

2
ﬂd_) =1L’”§Ei(_1=§ﬁ +E€Esi d_E'](mod[l_)o
2 : 4 4 2
Par suite :
Théoréme 3. 851 d = 1 (mod 4) les entiers de Q(yd) forment 1'anneau

Z[“.'ng]. Sl d=2o0u3 (mod 4), les entiers de Q(VH> forment 1'annesu Z[ﬁ]o



. 31~

On a retrouvé directement dans ce cas particulier une proprié

que L'on connaissait dans le cas général : les entiers d'un corps de nombres
algébfiques K forment un anneau E(K)o (Revoir é cette éccasion la démons—
tration, cours de C 1).

Exemples d =={. Les entiers de K = Q(V:T) forment l'anneau des entiers de

Gauss Z[i]. (A retrouver directement en exercice),

d = 2. Les entiers de K = (}2) forment 1'anneau ZZ[V§]°
d = 5. les entiers de K = §(y5) forment l'anneau % Elggij. (n

constate sur cet exemple la présence de lientier x = l€¥§' qui vérifie 1'équa~
tion X? - X=2=0 et, par suite, le sous-anneau de E counstitué par
E1(K) = ZZ[VE] est un sous—anneau propre.

d =3 =1 (mod 4) donne un exemple de corps quadratique imaginaire

pour lequel & = %[Hif] ?Ej(K) = z[iﬁ].

§ 3. Groupe des u.nités de l'anneau des entiers d'un corps guadratique.

Solit K = Q(Yﬁ) un corps quadratique, E = E(K)A 1'anneaun deé entiers
'algébriques de- XK sur % . |
Définition 3. Les unités de l'anneau E des entiers algébriques de X sur Z
sont les éléments de E inversibles dans E .,

Ils forment un groupe multiplicatif U . Par abus de langage on les
appelle aussi unités du corps quadratique.

Propriété 6. Soit x € E ; alors : x € U &> N(x) =41 .

En effet, si xy =1, x € B, y € E, on a : N(Xy) = N(X)N(Y) = 1,
et comme N(X) et N(y): sont des entiers de Z (prop. 5), il vient :
N(x) =& 1. Réciproquemeﬁt, si N(x)=eg=231,x=8a+ 5VE'€ E , 1'inverse
de x est y=¢g (a~-Dbfd) et y € E d'aprés le théordme 2,

Selon les cas, tous les entiers algébriques sur % unités de E

o(y=1))

I

peuvent avoir pour norme 1 (exemple s B = Z:[i] = E(K) avec K =,Q(i)

o

ou bien certains ont pour norme +{ et d'autres pour norme -1 (exemple
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K=002), BE=2%Z[V2] ; 1 + Y2 est unité de normé -1 tandis que 1 est unité
de norme 1)° Les unités de norme {1 forment un sous-groupe de U qui est soit
U tout entier, soit un sous-groupe propre d'indice 2 (exercice)° Attention :
les unités de norme —1 ne forment pas un sous—-groupe.

Nous allons étudier le groupe des unités d'un corps quadratique,
d?abord dans le cas imaginaire, puis dans le cas réel.
Cas d'un corps quadratique imaginaire Q(Vﬁ), d =~=d* ¢ 0 .

x=a+bd,xc¢E. Nx)= a2 = db% = 82 + aA'p° .

i d=2 ou 3 (mod 4), oma: d' =2 ou 1 (mod 4) et B = ZI{VE]. La

condition ¥ —a + DY@ € U s'éerit : a € Z, b € Z, ac + d'b° =1 . Si d' 3 2

N .

les solutions sont b =0, a=21 1 et les seules unités T 1 . Si d' =1,
ona U= {+1, -1, +i, —i}c i d=1 (mod 4), on a : d' = 3 (mod 4) et

E = Zz[i%¥§j, La condition x = a + byd € U sfécrit : a = % , b = % s u€ Z,
vEZ,u+vs=0 (mod2), u2 + d"v2 =4 ., 8 4d' = 3, les solutions sont
(w=F1,v=211) et (u=F2, v=0), d'olt le groupe des unités

- ; g kel

U=1{%1, ———15 ﬁ}o

En résumé le groupe des unités est toujours U = {X 1} sauf pour les cas

singuliers des corps @(i) et Q(iy3) ob l'on a respectivement le groupe

. émes .y . émes s
des racines 4 de l'unité et le groupe des racines 6 de 1l'unité.

§ 4, Groupe des unités de 1l'anneau des entiers d'un corps gquadra-

tigque réel.

Sa recherche va donner lieu & des résultats plus profonds qui s'ap-
pliquent & la résolution de certaines équations en nombres entiers.

Remarquons d'abord que, si x € U est une unité de K = Q(Vd),
x € B, alors X—1, -X, —X~1 sont aussi des unités. Il en résulte que tou£es
les unités s'obtiennent & partir du sous-groupe des unités positives,.et méme
3 partir de l'ensemble multiplicativement stable des unités > 1 . De plus;

si x=a + b{& €EE , ona: a2 - db2 =g = iy 1, de sorte que l'inverse de X
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x, € XK'y i=1,..., n. Le corps k(x1, Xpeens Xn) est alors un corps de dé-

composition de f(X) sur k .

Unicité & un k~isomorphisme prés. Théoréme 2., Soient K = k(x19 X2,oo°§ xd);

et k' = k(xa, Xé,..., Xﬂ) deux corps de décomposition de f(X) sur k Il

existe un isomorphisme ¢ : K- K' gui leisse invariant les ¢léments de k ,

Nous démontrons la proposition suivante dont le théoreme 2 n'est .qu'un

cas particulier.

Théoréme 2'. Soit ¢ : k » k' un isomorphisme de k sur k' .
. n -
Soit f(X) = a X +...t a8 € k[x], F(X) = aéXn +eoot 8l € k'[x], avec

al = @(ao), a; = @(&1),..., aﬂ = ¢(an).

Supposons K = k(x1,..., Xn), corps de décomposition de f sur k

K' = k'(X;,...,Xﬁ), corps de décomposition de f sur k'.

Alors il existe un isomorphisme ¢ ; K — K' gui prolonge ¢ : k e-k"(c'est~é=

dire tel gque la restriction de ¢ & k coincide avec ¢).

Cette proposition est vraie pour n = 1, quels que soient k, k' et

¢ o En effet : £(X) aO(X—X1) € xfx], kx=k(x,) =k

1

B = el (ext) € k[X], K =K (x) = K.

I1 suffit alors de prendfe c = ¢ . On remarque de plus que, ﬁécessairement9
xg = @(X1), puisque la relétion (X)) = aO(X+X1) dens k[X] donne
f(x) = aé(X-¢(;1)) = a!(X - x)) dans k'[X].
| Supposons la proposition vraie pour n-—1, quels que solent les corps
k, k' et l'isomorphisme ¢ : k —~k' .
Soient K et K' deux corps de décomposition de f(X) et F(X)
sur k et k' respectivement. On a donc :
(1) £(x)
(2) F(x)

aO(X-X1).j.(X—Xn) € X[x], kK= k(x1,.e., xn)

li

aé(x-x;)...(xexﬁ) € k'[x], xt = k'(x%,..., ¥£>-
Je sais que aé = ¢(ao), mais je ne peux pas dire que Xa = @(X1) car ¢ est

défini sur k et non sur l'extension K . Rappelons que, si
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£(x) = aoXn + a1Xn_1 +eoot B € Kx], on a: f(X) = aéXn + a%X@a1+o..+a£€k"[X] ;
ai = @(ai),
Décomposons f£(X) = f1(X)°.,.fk(X) en facteurs irréductibles dans
k[X]. Considérons la racine vg1 ; elle vérifie f(x1) = 0, d'ou
f1(x1)e.° fh(x1) =0 , et elle annule 1'un des polyndmes fi(X). Supposons gue

ce soit f1(X). Donc x, est racine de f1(X) = 0 , Par 1'isomorphisme ¢ on

1
obtient la décomposition :
F(X) = f1(X).,, ?h(X) en facteurs irréductibles dans k'[X]o
Comme k' < X', on a dans K[x] :
T(X) = 731(X) 'fh(x) = aé(x-x;)..o(x-x;l),
Le décomposition de F(X) dans »K’[X] se faisant en facteurs lindaires (donc
irréductibles sur X'), celle du premier membre doit se faire aussi en facteurs
linéairesvd'aprés 1l'unicité de la factorisation dans K'[X]. En particulier
??(X) se décompose en facteurs lindaires dans. K'[XJr,étfses.zérQs sont & pren-

dre parmi Xq,..., X£ , toujours d'aprés l'unicité de la factorisation. Supposons

‘par exemple que X; soit un zéro de f1(X). Alors d'aprés le théoreme de lfadjonc-
tion symbolique pour l'unicité, les deux extensions k1 = k(x1) et kq = k“(x%)

sont isomorphes dans un isomorphisme qui prolonge : k—-k', et qui envoie
: P4 ¢ q

X1 sur X'1 . En appliquant 9, on a 3

'f(x) (X—X1)g(X), g(x) (x-x2)..°(x—xn)ek1[x]

1l
Il

() (x-x;)‘g(x), g(X) (X-x'z),.b(x—xr'l) €k’1[X:|

() = 9, (e(0). -
Mais alors on voit que k1(X2,..., xn) = k(x1,a.., Xn) = K est un corps de
décomposition de g(X) sur k1 , et de méume, k;(xé,..,, xé) = K' est un corps
de décomposition de g(X) sur k; . Dtapres la propositioﬁ valable pour le
degré n-1 de g(X), il existe un isomorphisme o : K — K' qui étend Py

donc ¢ . La proposition 2' est démontrée, donc le théoreme 2 en prenant pour

@ 1'identité sur k.



CHAPITRE VIII

CORPS FINIS

§ 1, Nombre d'éléments d'un corps fini.

- § é. EXistencé d'un corﬁé Fq ayant q = pr éléments.

§ %, Unicité du corps Fq 3 g =p éléments, & un isomorphisme pres.
§-4. Ie groupe multiplicatif Fé est cyclique;

§ 5. Interprétation de r pour le groupe Fq s Q = pr,

§ 6. Ie groupe de Galois G(Fq,Fp).,

§ 7. Exemple.

§ 1. Nombre d'éléments d'un corps fini,

L'exemple le plus simple de corps fini est le corps Fp = Z@gz s

qui posséde q = p éléments et qui est de caractéristique p . Mais on a vu

aussi un autre -exemple, celui du corps .de décomposition de X2+X+1 sur FZ ’

qui posséde q = 4 éléments : 0, 1, J, j2 (Chap. VII). C'est aussi le corps
5 .

de décomposition de X’=1 (ou X4-X) sur F2 ; il est de caractéristique

2 =p, et lton a: q-= p2 . Plus généralement, nous avons le résultat suivant :

Théordme 1. Un corps fini F est de caractéristique p # 0, et le

nombre des éléments de F est ﬁr (r > 1).

En.effet, le groupe cyclique abélien Ze (e = 1 élément neutre de
F pour la multiplication) est nécessairement d'ordre fini p . la caractéristi-
que de F est alors un nombre premier p . Le corps F est donc unevextension
du corps Fp 2 Ze, que 1'on peut considérer comme plongé dans F, Comme F
est fini, la dimension [F : Fp] =1 est également finie, et il existe une base

{1=(x1,ooo,a

r} de r éléments, sur Fp, tout élément de F s'écrivant, d'une
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maniére unigue
X = a + a +eoot & a., ¢ F_ .
1% 2% * % i P
Comme chaque coefficient a, peut prendre p valeurs, il y a pr éléments
x distincts :

Card F = p .

§ 2. Existence d'un corps F,q ayant q = pr dléments.

E?QP}EQE : p premier et .r ¢ IV étant donnés, existe-t~il un corps ayant vﬁr
éléments ? Si oui, quelle relation y a-t-il entre deux corps & pr élénments,
par exemple sont-ils isomorphes 7

Traitons d'abord le pfobléme d'existence. Remarguons que, Si un corps
F de caractéristique p existe avec pr = q éléments, tous les éléments non
nuls forment un groupe multiplicatif F* ayant g-1 éléments et ils vérifient

-1 . . PPN .
e -1 =03 ei 1l'on veut une relation vérifiée aussi par x = 0 ,

la relation x
i1 suffit de prendre x(x¥ '-1) = x%x =0 .

Considérons salors le corps de décomposition de f£(X) = x? - X sur F_.

Toutes les racines sont distinctes car la dérivée de f(X) est gq Xq—1—1 = =1
en caractéristique p , et elle ne peut stannuler., Il y a donc g racines dis-

tinctes X1, X, go0eey Xq (q = pr) ; parmi ces racines se trouvent dfailleurs les

2
p éléments du corps F_, car si x € Fp s On & @ - x = (Xp)p.= P = x
clest-a~dire Xp2 = x, et par récurrence sur T : Xpr =X .
Démontrons que l'ensemble E = {X1, Xypeees Xq}' forme lui-m8me un
corps K.EmmntscéE,yeE»;m1adw£: xﬁizx,yﬁ)=y,dwhé£caﬁ%

téristique p :
(=3P = xF° _ P = xy
ce qui prouve que x~y € E . De méme
(Xy)pr = Xpr‘a ypr =xy , et xy € E .

Enfin l'inverse d'une racine non nulle est encore une racine. Donc & est un
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corps ayant g = pr éléments (C,QQFQDO) et on voit que B = K = FP(X1,..«, Xq)
qui est le corps de décomposition de Xpr - X sur Fp . Ici l'expression de
corps de racines est parfaitement justifiée.

Exemples : il exisfe un corps F8 & 8 éléments qui est le corps de décomposif

tion de XS-X, ou XT—1, sur F2 ; 1l existe un corps a 9'elements qui est le

corps de décomposition de XQ-X, ou X8-1 sur F_ .

3

§ 3, Unicité du corps Fq 8 q = p- éléments, & un isomorrphisme pres.

Soit F un corps & g = pr éléments. Notons d'abord que sa carac-
téristique est p' = p, car d'apres le § 1, on doit avoir lCard F= p“ri = pr>,
ce qui exige p! % p, T = ro.EnSuite, tous les éléments de F doiveﬁt 8tre
racines de l’éqﬁation X sur Fp . Or toutes les racines de cette éqﬁation
sont distinctes (la dérivée ést égale & =-1), et par suite F cofincide avec
l'ensemble E de ces racines et avec un corps de décomposition dé XQ~X sur
Fﬁ ° D'aprés le théoréme d'unicité du corpsvde décomposition, on a doné démon=—

tré le théoréme suivant :

Théoréme 2. Le nombre p premier étant donné, ainsi qu'un nombre

N

naturel r guelconque, il existe un corps Fq a gq = pr éléments. Fq a

s s s roo. .
pour caractéristique p , et deux corps Fq a qg=p ¢£léments sont isomor=~

.- T :
phes entre eux, et isomorphes au corps des racines de l'équation XP =X sur FP .

§ 4. Ie groupe multiplicatif iy est cyclique.
En effet; ses éléments sont les racines de lféquation :
) G e
sur le corps Fp . Or on a vu au théoréme 5, Chap, VII, que le groupe multipli-
. . Smes s . . . )
catif des racines n de 1'unité est cyclique si p ne divise pas n , ce

qui est le cas ici puisque n = g=1 = FF—1 . Le groupe Fé sera donc engendré

par une racine primitive ¢ .
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Exemple : ¢ = p = 5. Les éléments non nuls de F5 sont F 1, T 2 et ce sont
A ,

les racines de l'équation X -1 . Les éléments F 1 ne sont pas des racines

es

it

primitives 4em de 1l'unité puisque 12 = (-1)2 1 ; elles sont d'ordre 2 et

non 4. Donc 42 et =2 sont les racines primitives cherchées, Le polyndue

. R 2 2 " .
cyclotomique dfordre 4 est : IE(X) = (%2)(X+2) = X°=4 = X"+1 sur le corps
F5 . Iles puissances successives de 2 redonnent tous les éléments de F5 o
' Xp4-1= 0 dans Fp;

Remarque. Si o est une racine primitive de

o ne peut &tre un reste quadratique mod p . On sait en effet que o« est un

: 1 %;1
carré dans Fp si et seulement si aE%_ =1. Or « #£1 si « est primi-
jieadl]
tive, d'ou « e - -1 . La condition : ¢ n'est pas un carré dens Fp est donc

nécessaire pour que ¢ So0it une racine primitive ; elle n'est pas suffisante :

considérer o = 6 = -1 dans F7 R

§ 5. Interprétation de r pour le groupe Fq s 9 = pr .

Onaveau$§1que r=[F :F].Mais, si « est un générateur
q 1Y ,
g o ) . 2 g=2
u groupe multiplicatif Fé , on a s Fé = {1, ay 055eeey a” °} et Fq = Fp(a)
est une extension algébrique simple de Fp engendrée par o . Or, on sait que
la dimension de Fp(a) sur Fp est égal au degré du polyndme minimal de a
sur Fp , celui-ci étant un facteur irréductible du polyndme cyclotomique

Pq_1(X), de degré @(q—1). Il en résulte :

Propriété 1. Tous les facteurs irréductibles du polyndme cyclotomique Pq 1(X)

ont le méme degré r , et r est un diviseur de ¢(g=1), o q = P .

On voit en passant que, dans le .cas d'un corps k de caractéristique
non nulle, le polyndme cyclotomique QH(X) n'est pas toujours irréductible sur

k . Exemple : dans FP lui-méme, P (X) se décompose en facteurs linéaires

p=1
(g =p, » =1). Un autre exemple est donné par P (X) que l'on étudie au § 7.
P 8
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§ 6. 1e gfoupe de Galois G(Fq,Fp).

Définition. k étant un sous corps de K, on appelle groupe de Galois G(K,k)

de K sur k, le groupe des k-automorphismes de K (c.2.d. des automorphis—
mes de K qui laissent invariants les éléments de k).
31 f(X) € k[X] est un polyndme, X son corps de décomposition, le

groupe de Galois de K sur k s'appelle encore le groupe de Galois du polynlme

f sur k, ou de 1'équation f(X) = 0 sur k, soit G(f,k).
Ces définitions s'appliquent aux corps Fp C:Fq (q = pr) et & 1'équa-
tion Xq—1—1 = 0 pour le groupe de Galois G(Fq,Fp) que nous allons étudier.

Propriété 2. Cerd G(Fq,Fp)= r, 9 =7 .

Cela donne une troisieme interprétation de r ., Cherchons les auto-
morphismes du corps Fq ; ils conservent lfunité e , donc les éléments du sous-
corps Fp = Ze et ce sont des Fp—automorphismes, Soit o une racine primi-

tive de x¥

~1 = 0., Elle est racine d'une composante irréductible Q ¢ FP[X]

du polyndme cyclotomique Ié_1(x), composante qui est de degré r d'apres la
propriété 1, Comme on a : Fq = Fp(a), un automorphisme ¢ de Fq est déterminé
par le transformé g = G(a) qui est une racine de Q = O ; toute racine de

Q = 0 convient d'aprés le théoréme de l'adjonction symbolique., Il y & r ra—

cines, toutes distinctes, et par suite r automorphismes.

Propriété 3.Le groupe de Galois a(F ,Fp) est cyclique d'ordre r , engendré
q

par l'automorphisme o : X H’XP .

L'application ¢ : X+ P est un automorphisme du corps Fq . En

effet, Fq étant de caractéristique p , on a : (X+y)p = xpfyp ’ (xy)p = Xpyp,
d'olt un endomorphisme, évidemment injectif, qui laisse d'ailleurs invariants les
éléments de Fp(: Fq . Donc ¢ est une application Fp—linéaire injective de
l'espace vectoriel Fq sur Fp ‘qui est de dimension finie r ; ¢ est donc

surjective. (Plus simplement, considérer une application injective d'un ensem—

ble fini dans lui-méme, elle est surjective). Formons la suite d'automorphismes :
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_ 2 3 r
o 02 =gog : X (XP)P = Xp ’ 03 HEb o b xP geens or X b xf = x . n cb-

tient ainsi r automorphismes de Fq qui sont tous distincts. BEn effet, sup-

posons g L G @ 9 k1 et k2 £, k1 < k2 . En posant k = kz—k1 {r on
k

aurait ok =1 (identité), c'est-a-dire 2 = x, x € Fq . Mais cela est im-
possible puisdue cette équatién ne peut avoir pr racines ; elle en a au plus
pk . La propriété 3 est démontrée.

Cette propriété entraine que, si o« est une racine d'un polyndme

Q irréductible sur Fp , facteur du polyndme cyclotomique Pq 1 toutes les

racines sont données par les transformations ck (k = 15400y T), -s0it
P p2 r-1
[+ A o 9 04 geoeyg O -

§ 7. Bxemple. Etude de F9 (p=31r=2).

Ses éléments non nuls sont les racines de Xa-1 = 0 dans le corps

4

x*+1 (Ie vérifier)

de décomposition sur F3 . Ie polyndme cyclotomique est PB(X)

Ies facteurs irréductibles de P8(X) sur F3 sont de degré 2 . (n a en fait :

e 1= (B 1) (B=x1) (= x455241)

Prenons Q(X) = Xa—X-1o Le corps F9 est obtenu en adjoignant a F3 une racine

de ce polyndme irréductible sur F3 , Soit @ . Comme le degré [F9 : F3] est

égal & 2, {1,a} constitue une base de F_ sur FB‘; d'ol :

9
x€F,,x=a+ba, a et b€ Fy = {0, +1, -1}.

D'autre part x % 0 est une puissance de « o On retrouve ces résultats en
calculant les puissances de o« , compte tenu de a2 - - 1= 0, ce qui donne :
e=a 3 o2 =oH ; o =alet) = atlta = —otl

4 2 2 _ _ [ . , .
o« = (a+1)¢ = a“+20+1 = 30+2 = =1 (a racine de Q 1l'est de P8) ;

5 _ 6 7 8
o ==a 3 a ==¢=1 35 o =1 5 a =1.

On a‘ainsi tous les éléments de F¥* .

9

D'autre part, l'autre racine de Q = 0 est l'image de o par 1'auto-

3 3

morphisme ¢ : x —x” ; elle est donc égale & qa” .

Exercice. Etudier (ou retrouver) de la méme fagon le corps F

L



CHAPITRE IX

§ 1. Symbole de Legendre.

§ 2, Calcul de (%).

§ 3. Enoncé de la loi de réciprocité quadratique.
§ 4, calcul de (%).

§ 5. Dmonstration de la loi de réciprocité quadratique.

Dans ce chapitre, l'existence des corps de décomposition et des

racines primitives de Xp—1 = 0, va jouer un r8le d'outil trés utile.

§ 1. gymbole de Legendre.

Rappelons lebrésultat qui nous a servi pour l'étude des sommes de
2 carrés au Chapitre III.

Soit p’ un nombre premier impair,. Ies éléments x qui sont des

carrés dans F* sont caractérisés par 1l'égalité

21

X 2 =1 .

les autres, en nombre égal, sont caractérisés par :
-1

Donc, 8si n € %, n est un reste quadratique mod p si et seulement si
p-1 ' p-1

2 - 2 .

n = 1 (mod.p) 3 sinon on a : n -1 (mod ?). (0n suppose n % 0 (mod p)) .

DEfinition. Soit p premier impair et n € Z , on appelle symbole de Legendre

n . P .
- 1'expression définie ainsi :
p 9 .
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—~
I

S
It

+1 si n est un reste quadratique non nul mod-p .. ..

-1 si n £ 0 (mod p) et n'est pas un reste quadratique

il

{ (%)

(%) =0 si n=0 (mod p).

En prenant la valeur n =x dans le corps Fp , on a dtapres le résultat
mentionné plus haut (th. 4, Chap. III)

&) =x°2

b
cette expression étant encore valable pour n = O (mod p) =x = 0.

En particulier

-1 1 si p=1 (mod 4)
)=
-1 81 p=3 (mod 4).
! 1
Propriété 1. (=) = E)(=).
b P
En effet, en posant n = X, n' =x' dans F_, on a :
Yok =1 Et ot
nn' —y 2 2 2 2 nym'
=) = (nn! = (xx! = X x! = A=) -
() = @) ° = () EE

Par décomposition de n en facteurs premiers, le calcul de (%) est ramené
au probléme suivant :

Probléme. Calculer (%) pour ¢ premier % D .

§ 2, galcul de (%).
Propriété 2. On a :

(%) =41 81 p=+1 mod 8

2

(p)

Soit o wune racine primitive de 1'unité dans le corps K des racines de

-1 si p=23 mod 8.

1l

: - ‘
1'équation X8r— 1 =0 sur le corps Fp . On a donc X8—1 = (a4+1)(a4;1)

d'ol, comme ¢ est primitive : a4 = -1, Posons y = a+a—1 € K. Il vient :
4
2
y2=oc +—1§+2=a;1+2=2-
a o 1
on en déduit : =1 Lkl

1 2 2
VWeyy¥ l=y.(3%) 2 =y.2° = (E))y .
Mais, comme: K est de caractéristique p :

yP _ ap + a‘P .
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Si p=I1 (mod 8), on a : q =1, et y =a+a =y . On en déduit :
2 2 2
v = (E)>Y==> (5) =1 (car y#£0, y“=211).
. _ + . P _ 5 -5 -1 P
S p=25 (mod 8), ona: y =o +a = -0 -0 ==y o On en déduit :

2\ 2
-y = (5)y==> (5) =-1 .

La propriété 2 est établie si l'on remarque que + 5 = F 3 (mod 8). On peut en

déduire 1'écriture commune aux 2 cas :
po=1

<§;> =(-1) & .

§ 3. Enoncé de la loi de réciprocité quadratigue.

Soient p et g deux nombres premiers impairs distincts. On a :
I =1 a-1
Py (9 2 2
- - = -1

& @ = 0

—

Comme (§> =1 1, cette égalité permet d'exprimer :
=1 a=1 ‘

) | @=-en® 2@

et d'en déduire :

(%) = (g) si p ou q est = 1 mod 4

—(%) = (§> 81 p et g sont -1 mod 4.

Avant de donner la démonstration de la loi de réciprocité gquadrati-

gue, nous allons expliquer comment elle sert dans le calcul de (%).

§ 4. Calcul de (%).

Le symbole de Legendre (%) ne dépend que de la classe de n mod p.

On peut donc supposer :

< n < P

2 -1
LBy Co2he®y ooy 2
car : (—p-) = (p)(p) = (-1) (p) .

On décompose n > O en facteurs premiers. Comme le symbole (%) est connu

et méme : 0 < n <

ks rolks

(voir § 2), on est ramené au calcul de (%) pour ¢ premier impair < p , ou

méme < g . AMors, par la loi de réciprocité (1) on est ramené & un calcul de



- 66 =
v(g) pour un entier ¢ inférieur. On recommence le méme procédé, ce qui donne

donc une méthode de calcul par récurrence sur P .

Exemples - :
29) _ (43 (b (2L
10, (43) = (29) (29) (29)(29)
= (L) - (B () - -
= -(gg) ==(F) == = -1
20, (%%) = =1 (Exercice, Cours Cartan, p. 104) .
Boad 1 si p=1 (mod 3)
-3 2 (3 p -
[¢] — = ~ -_ = - =
50, ) = 1) 2 @) = +3)

~18i p=-1(mod 3).

4. @) =@.or D=1, ) =-1;aou:
5 1 si ps=2t 1 mod5
&) =
P =181 p=2t2 mod 5.

5%, Exercices. Calculer (%) ; (%) .

§ 5. Démonstration de la loi de réciprocité gquadratique.

Soient p et q deux nombres premiers impairs différents. On adjoint
au corps Fp les racines du polynéme XQ—1 sur Fp , ce qui donne donc le éorps
de décomposition K de x% sur. Fé . Les calculs se font dans K , qui est
de caractéristique p .

| FSoit a une racine primitive de Xq~1 = 0 . Toutes les racines sont
donc ¢, az, eoey aq-1, aq =1 .

(s s . k ‘
Considérons x € Fq o On peut définir aX puisque « ne dépend

que de la classe de k mod. gq. On pose :

y =’z:: (g)ax .

XEF
g

(Le coefficient de ao est (§> = 0 ; le symbole de Legendre (g) est égal

4 +1 ou =1 que l'on considére comme des éléments de Fp donc de K :JFP).

Calculons :

e[ Y7 B [T E)F =57 E)ST .
X 4 xR, 4 oz
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Effectuons pour les variables x, x' le changement :

X=X, X+x' =1 .
I1 vient :
t- t
Y2 = Z:: (X(q X>) = Cta , avec
x%t t€Fq
t=-x x{t-x
(5) o=y Gy vl
xcF xXeF*
d a
puisque, pour x = 0, le coefficient est (g) =0 .
Cas _t = 0.
—X2
C =3 . (=)
° owewe ¢
Sl el
or >_<1> <—>=<-1>2 , d'ol
q
(4) = (-1) 2 (q-1>
Cas. t 0.
t t
PR [C I R
On peut écrire : ( ) = ( ) = (==
' q q
Or quand x décrit Fz ’ ; décrit aussi Fé puisque ¢t ¥ 0 et 1 - ; par-

court Fq - {1} . On a donc d'aprés (3) et compte tenu de (— é) = \(—1

a1 g1 |
2 7 b4 1
S D BN CO RN GV DI ORI
ZE€F -{1} ZER
q qa
. 1 Z z . g-1 p
Mais =) =1 et -) = -) =0 car il a = carrés dans F¥
) % G-, @ ya & :
q q
et autant d'éléments non carr%s. Donc :
a1
. 2
¢, ==(=1) .
Par suite : 5 3%1
v© = (=1) < [o=1 -
tEFé
at
2
7o = (=1) 2
ter
a
Mais Z:Z at = 0 , car la somme des racines de l'équation Xq-1 = 0 est nulle.
teER
q
Il vient donc :
o]

(5) |y°=0(1)%.q].
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b

Nous allons maintenant calculer y* . Le corps K étant de carac-

téristique p , on a :

X X
Yp=: (a) onp
XEF
D q
avece (é) = (%), (N'oublions pas que u = (g) =231 est pris dans le corps
F et que p est impair, d'ol u? = u). On en déduit :
X\ X
¥ = ) o
xeF
et : 4
X X Xy X
(6) (g)yp=: (%—) o =5 (5) & =y .
XEFq XEFq

Car lorsque x décrit Fq , px aussi du fait que p % g.

On déduit de (6) en simplifiant par y (y % 0, dire pourquoi ?) :

(7) (%i)yp"1 = 1 .

Ferivons, dtapres (5) :

v - (5%

et remplagons dans (7) =
Dy (4 2 2
= jl=) =1 = 1
OIS
C'est la formule de réciprocité quadratique.
p=19-1
Corollaire. (%%) = (~1)—§— 2 (5) o

In effet :

1 e g
=gy =1y 9y 2 2 2 (p
(35) = (E;)(i) = (=1) (-1) (a)
Pt gt
=& 2@ .



CHAPITRE X

EXTENSIONS GALOISIENNES

§ 1. Définition.

§ 2, Extension séparable.

$ 3, Eitension normale .

§ 4., Apparition d'un corps de décomposition.

§ 5, Le corps de décomposition interprété comme une extension galoisienne;

§ 6, Téoreme récapitulatif.

§ 1. DEfinition.

Soit K une extension de degré fini du corps k . Soit a(x,x)
le groupe de Galois de K sur k , c'est-a-dire le groupe des keautoﬁorphis—
mes de K . Soit F = KG le sous—corps de K constitué par les éléments de
K qui sont invariants ﬁar toutes les transformations ¢ du groupe G . (Véri—
fier qu'il s'agit d'un sous-corps). On emploie aussi les notations

¢ = ¢al(X,k), F = Fix(X,q).

I1 est clair que kcC F . Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1. lLes deux propriétés suivantes sont équivalentes

(i) cerd ¢ = [X : k]
(i1) PFix(x,6) ='k .

(ii) == (i), Nous utiliserons plusieurs lemmes :
P

Lemme 1, Soit m automorphismes distincts a; de G . La relation

m
ST a0 (x) =0, Yxex implique A, =0 (i=1,..., n)
j_=1 1 1 1

hiﬁ X

Récurrence sur m . La relation est vraie pour m = 1, car x1c1(X) = 0,
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Vxex = x151(1) =A, =0.

m
Supposons la vraie pour m—-1 . Dans l'hypothése [ : Aici(x) = 0,
i=1
V:x € K avec des coefficients non tous nuls, on peut supposer tous les hi % 0,

car si l'un dfeux est nul on applique la propriété pour m={1 . On a donc en
dﬁd&mtpa*km:

(1) Ei_1§ Ao (x) +0 (x) =0, Vxex,

d'ol1, en prenant a € K tel que 51(a) % cm(a)o (In tel a € K existe, expli-

quer pourquoi, et n'est pas nul), et en remplacant x par ax :

me=1
> . kioi(a) ci(x) + cm(a) Gm(x) _ 0

i=1
clest=t-dire :

(2) S ayoy(8) o (@) o (%) + o (x) = 0.
i=1

Retranchons (1) de (2) :
- 1 ‘
57 ayloy(a) oC'(a) = 1) o (x) = 0.
i=1

L'hypotheése de récurrence impliQue que tous les coefficients sont nuls, ce qui

donne pour i = 1, K1 =0 . On arrive & une contradiction.

Lemme 2, Soit r =[K : k] ;j ona : Card G =mg T .

Ce lemme prouve en particulier que Card G est fini (ce qui peut
s'établir directement & titre d'exercice).. Considérons 1l'espace vectoriel K

sur K et, avec une base X19 X2,..., X, de X sur k, les vecteurs colonnes 3

o,x) o)x) .. alx)

5,(x) olx,) 5,(x,)

(3)

°
°
o

o (x,) o,lx) o (x,)
X
obtenus en appliquant a ( S
\ X,
T
que ces vecteurs sont linéairement indépendants sur K dans X . Supposons

) m automorphismes distincts oy € G .‘Je dis

en effet :

m
Z }\..G(X>=OQ p=1,a-a,ro
= TiTiTp



r
5. x €K, ona:x= z:: o X , o0 € ky, d'ou :
p=1
m m r m T
S he () = T e 0 ) =57 Ay T ae(x)
121 1:1 p:'] 1:1 p=1
r m
= AN cl(X ) =0 .
=1 b i - P

Il suffit alors d'appliquer le lemme 1 pour obtenir xi =0 (i= Tpeeoy m) .

Comme l'espace K est de dimension T , on en déduit bien Card G=m < .

Lemme %, Soit r =[K : k], Card G =m ., Supposons (ii). Alors :r ¢ m .
Considérons cette fois l'espace K' et les r vecteurs lignes
de la matrice (3)° Je dis qu'ils sont linéairement indépendants sur K . Suppo-

sons en effet :
r
{ — —
4) %_1 v.o (x.) =0, v, €K, h=1,0.,m

On raisonne par récurrence sur le nombre r de lignes. Si r = 1, en prenant

01 = 1q » on aurait V1X1 =0 = ‘v1 = 0 . Supposons la propriété vraie pour

r-1. 81 les coefficients A ne sont pas tous nuls dans (4), on peut supposer
par exemple v. % 0 et écrire aprés division par v, ¢
T 4

(5) ' Z:j vioh(Xi) + oh(xr) =0, h=1eeep,m .

1=1

les coefficients v, ne peuvent pas appartenir tous & k , car la relation
. =1
(5) donnerait en prenant 01 =1Iq 3 §_1 ViXi +x = 0 , qui est impossible

4 cause de 1'indépendance lindaire de X geeey X, SUT k . D®s lors si v1§/k,

il existe en vertu de (ii), un o, tel que aq(v1) # v, . Appliquons Sy a (5):

r—1
(6) Z:Z_Gq(vi) qu qh(Xi> + qu Qh(xr>

i=1

0.

li

Lorsque h = 1,..., m;, ¢

Y décrit le groupe G , et cqo o’

W aussi. On peut

donc remplacer dans (6) cqo o, Par o s ce qui donne :

h
=1

(?) PN oq(vi) ch(xi) + ch,<XI’> =0 .

1=1

Retranchons (5) de (7) :

r—1
%;% (cq(vi) - vi) ch(xi) = 0 4 h =100, Ms
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On obtiendrait une dépendance linéaire entre r-1 lignes avec un coefficilent
cq(v1) - v1 £ 0 ; ce qui est contraire a l'hypofhése de récurrence.
L'application des lemmes 1, 2, 3 donne immédiatement r = m, c'est-
d-dire (i) lérsque (ii) est supposé vérifié.
(i) =£?§ii}. Soit F 1le corps fixe de K pour G . Il est clair que G est
encore le groupe des PFe-automorphismes de X . On a de plus :
Fix(X,@) = F.
Ia condition (ii) est alors vérifiée pour F au lieu de k . La propriété
(ii) ==(4i) appliquée & F entraine donc :
Card G =[K : Fl.
Meis : kC Fc K = [K:k]=[K:F][F:Xk] d'oh, avec (i) :.
Card G = [K : k], on obtient :
V[F 2 k] =1,
et, par suite :
| FP=k
(ii) est donc une conséquence de (i}o
Définition 1, Une extension K de k, de degré fini, est dite Galoisienne

si elle vérifie l'une ou 1l'autre des propriétés équivalentes du théoreme 1.

§ 2. Bxtension séparable.

Définition., Soit f£(X) € k[X]. On dit que f est séparable sur k si toutes

les racines de l'égquation f(X) = 0 dans un corps de décomposition de f(X)
sur k sont simples.

Si f est décomposé en facteurs irréductibles sur k , £ est sépa=
rable sur k si et seulement si tous les facteurs irréductibles éont distincts
et séparables sur k . (A expliquer).

Propriété 1. Si k est de caractéristique nulle, tout polyndme £(X) € k[X]

irréductible sur k est séparable.
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Preuve : si 1"(X) = 0. avait une racine multiple ¢  dans le corps de décom—

3
[@]
0]
1 -3
t
I,J

ion XK de f sur k , celle-ci annulerait f(X) et f'(X), donc le
peg.c.d. A(X) € k[X] qui serait donc de degré positif. Mais f étant irréduc-

0, et f£(x)

il

tible sur k , 1'égalité f£(X) = M(X) A(X) entratne d°mM(x)
diviserait f£'(X). 8i f£(X) = aoxp + <a11)(jn_1 teeot @ 5 B £ 0, £r(x) = naoxn-?+ooo
ne peut &tre multiple de f(X) que si f’(X) = 0, donc nao = 0, ce qui est im-
possibleien caractéristique nulle.

Etudions de plus prés la condition obtenue en caractéristigue p
p est multiple de la caractéristique ;

1

(n~1)a1 =0 = a1 = (0 car n-1 n'est pas multiple de p ; d'une facon géné-

non nulle nao = 0= n=mnmn

rale :
n = m1p9 a1 = 0yoaes a = 0 8i h n'est pas multiple de p
at

(1) £(X) = ao(XP>m1 + b1(XP>m2 +oee. = g(xP),

_ou g(u)vé.k[u] est un polyndme de degré m, = 5

1 "o Il reste a étudier la

compatibilité de ce résultat avec l'irréductibilité de £ .

Propriété 2. Si k = Fq est un corps fini (q = pr), tout polyndme f£(X) € k[X]

irréductible sur k est séparable.

En effet, on a vu que l'application ¢ : u - w? est un automorphisme

diz corps F . Cette application est donc surjective et par suite : v = uP

possdde une solution en u quand on se donne v . Tout élément posséde une

N

eme . . .
racine P m ; on dit que Fq est un corps parfait. Mais alors, on peut poser

dans (1) : a = Bf, b1 = B? yeess avec B, € k ; et écrire en caractéristi-

que p m1 m2 D
£(x) = (g,x '+ B, X+ oo ) 5 B, €k

i
Ce quil est en contradiction avec 1l'irréductibilité de f sur k .

Revenons au cas général d'un corps de caractéristique p .

Propriété 3. 8i £(X) € X[x] est irréductible sur k , gg_caractéristique P

toutes les racines de f(X) = ¢ dans le corps de décomposition ont le méme ordre

de multiplicité qui est une puissance de p .
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(n raisonne par récurrence sur le degré, qui est un multiple de p

£(x) = glu) w=x° .

i

Si dog 1, on prend g(u) =Uu-q ; o € ke Soit B une racine de f(X) = O,

dtolr ¢«

il

8 et £(x) =% -~ &P = (%a)? .

Supposons maintenént f de degré quelconque.

g(u) est aussi un polyndme irréductible dans k[u] (si glu) =
h(u) z(u) on a : f(X) = h(Xp) z(Xp)) et son degré est moindre que celui de

f ; on a donc par récurrence :

pr r
gu) = (w-p,)" ... (u~ Bs)p
r . r
dtol £(x) = (x¥ - 51)p oo (%P - BS)P .
En prenant une racine Y5 de Xp—Bi = 0 dans le corps de décomposition de
£ sur K, il vient B =y, d'ol :
* r+1 pr+1
£(x) = (x- v )P oo (x-y) C. Q. F. D,

Xp-t, le corps k = Fp(t) étant une extension transcen—

Exemple. Soit h(X) =

dante simple de F_ . Dans le corps de décomposition de h(x) sur k , prenons

une racine ¢ ; elle vérifie ap =1t, dloh n(X) = %P - ap = (X—a)p .

Une composante irréductible de h(X) sur k est donc un diviseur de la forme

(X;a>r avec r =0 ou r = p. On ne peut avoir' .r = 0 car alors ¢ € k véri-

r
i it s eoo
fierai o aot too ot a,

b
o = ( -

) =t

b £ 4...4 b
0] S

cl'est-a~dire : - o
agtp Foee = t(bftp + ...)

et, en prenant les degrés dans chaque membre
p(r+1) = p(s+1) + 1 (impossible)
dtohr : h(X) = X - t est irréductible sur k = Fp(t) et non séparable sur k .

DEfinition. Soit K D>k wune extension algébrique de k . On dit que x € k

est séparable sur k si le polyndme minimal irréductible f£(X) de x sur k

est séparable. On dit que K est une extension séparable de k si tout élément

de K est séparable sur k .
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Si k est de caractéristique nulle, ou bien est un corps fini

Fq , toute extension algébrique K de k est séparable.

§ 3. Bxtension normale.

Définition° Soit KDk wune extension algébrique de k . On dit que K est
une extension normale de k si, quel que soit le polynﬁme<irfédMCtible
£(x) € k[X], 1l'hypothese que f(X) = 0 admette une racine dans K entraine
gue toutes les autres racines de £(X) = 0 (dans le corps de décom?osition
de f(X) =0 sur k) sont également dans K .

Autrement dit, le polyndme minimal sur k de tout élément x € K,
admet toutes ses racines dans K ;

Théoreme 2, Soit K une extension galoisienne de k . Alors K

est une extension normale et séparable de k .

Soit x € K . Nous allons déterminer le polyndme minimal f(X) de
i sur k. au moyen des transformés o(x) par les éiémeﬁts o du.groupe de
Galois G(K,k)° Dsignons par Xi les transformés distincts de x par les
é¢léments ¢ € G . On peut prendre g, = Ig d'olu 51(x) = x ='X1 . Ces éié_
ments X5 sont en nombre m au plus égal & l'ordre de G qui est
[K : k] =r ., (n a pour tout o € G, c(Xi) = @ o ci(x) € {X1,..., Xm} et ¢
induit une permutation sur 1l'ensemble X1,..., X (car clest une’bijection
dans X). Considéroms 1l'équation :

ﬂX):(X—XR(X—X? ne(Xfo.
Ses coefficients sont des fonctions symétriques élémentaires des X, et ils
restent donc invariants par tous les éléments ¢ € G ; ils appartiennent alors
au corps fixe de K par G qui est k puisque l'extension est supposée
Géloisienne. (n a donc :

P(X) € ¥ x].

De plus P(X) est irréductible sur k , car si un facteur irréductible 'Q(X)
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admet pour racine X s il aura également pour racine o(xi), \fo € G, clest-
é~dire'tous les éléments distincts X1,.o@, X - Cela prouve que Q(X) coincide
avec P(X) qui est bien le polyndme irréductible de x sur k . Ce polyndme
a effectivement toutes ses racines distinctes (c'est la séparabilité) et dans

K (c'est la normalité).

§ 4, Apparition d'un corps de décomposition.

Théoreme 3., Soit K Dk une extension de degré fini normale et

séparable sur k . Alors K est le corps de décomposition d'un polyndme

f(X) € k[X] séparable sur k .

Soit X de degré fini sur k et normal sur k . On prend x € K,
X f k, Ie polyndme minimal f1(X) de x sur k a toutes ses racines dans K
4 cause de la nérmalité, et le corps des racines est k1 = k(x1,.o., Xn) cK.
Toutes ces racines sont d'ailleurs distinctes & cause de la séparabilité. Si
k1-= K, le théortme est démontré. Sinon on prend wu € X, ﬁ ¢1k14 et le poly-
néme minﬂmal. f2 de u sur X ; ce polyndme f2 est différent de f1 puis—
qﬁe u ¢ k1 et il admet des racines distinctes dans X et distinctes des pré-
cédentes, soit oo Yy e Soit .k2 = k1(y19°..?,ym) C XK ‘avec k ‘;vk

1 2

(puisque u est dans k2 et pas dans k1)g
L'extension K étant de degré fini sur k , le procédé s'arréte

au bout d'un nombre fini d'opérations qui aboutissent sur K intervenant alors

comme corps de décomposition du polyndme f£(X) = f1(X) f2(X) cea séparable sur k.

§ 5. Ie corps de décomposition interprété comme une extension

Galoisienne.,

Théoreme 4. Soit f(X) € k[X] un polyndme séparable sur k . Alors,

le corps de décomposition K de f(X) sur k est une extension Galoisienne

de "k .
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Pour la démonstration, nous allons démontrer que le groupe de
Galois G(K,k) a pour ordre [K : k]. On utilise le lemme de prolongement
suivant qui ne fait que préciser le théoréeme 2 "d'unicité" du corps de décompo-

sition de f sur k lorsque f est séparable sur k .

Lemme de prolongement. (Cf. Mac~Lane-~Birkhoff, Algébre, Tome 2, p. 312).

soit f(X) € k[X] séparable sur k ; on se donne un isomorphisme ¢ : k — k'.

|on pose o@(f) = f € k'[X]. Soit K le corps de décomposition de £f(X) sur k,

K' le corps de décomposition de F(X) sur k'. alors, il existe exactement

d =[K: k] isomorphismes K — K' gui prolongent ¢ .

Récurrence sur le degrévde f . Vrai pour n = 1. Soit ¢ : K= X',
prolongeant ¢ : k — k'. Il transforme X1 raéine donnée de f(X) = 0 en une
racine X: de T(X) = O, ou plus précisément, si f(X) = f1(X) ..; fh(X) est
la décompésition de f en facteurs irréductibles sur k, et si X1 est racine
de f1(X) =0, X; est racine de f;(X) sur k'. Il y a exactement

1

sont distinctes (séparabilité de f1 et de f;). Fixons l'un de ces choix.

[k1 : k] = [k(x1) : k| choix possibles pour x! puisque toutes les racines

Nous avons un iscomorphisme @1 induit par o sur k(x1)-+ k'(xg). Considé-

(1) = g, (e(x)

rons f£(X) = (X—X1)g(X), g(X) € k1LX] ; £(X) = (X'—X;)g1(x) ; e,

i

'g‘f(x) € k;[x} ;K = k’(x1).

g est séparable sur k1 et le corps des racines est k1(X2,..., Xn)

= k(x1, X, goeay Xn) = K . Son degré est n-1, d'ol par récurrence sur n, il

2
existe exactement [K‘: k1] isomoryphismes qui prolongent @1 . n a ainsi

trouvé [K : k1] X [k1 s k] = [K : k] disomorphismes qui prolongent g : k - k!

K .

Le théoréme 4 en résulte en prenant 1'identité pour ¢ et K
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§ 6. Théordme récapitulatif.

Soit K une extension de degré fini de k . On pose G = Gal(K,k),
F = Fix(X,G). I1 y a équivalence entre les propriétés suivantes : |
i (i) Cerd ¢ = [K : k]
(ii) rmix(x,e) = k

(iii) X est une extension séparable et normale de k .

- (iv) X -est le corps de décomposition d'un polyndme f£(X) € X X]

L"‘ géparable sur k .
-
En effet : (i) <> (ii) d'aprés le théordme 1.
(ii) == (iii) dtaprés le théordme 2.
(iii) =2 (iv) d'aprés le théoréme 3,
(iv) = (i) dtaprées le théoreme 4.

Si 'k est de caractéristique nulle ou est un corps fini, on peut:

se dispenser de 1l'hypothése de séparabilité dans 1'énoncé.



CHAPITRE XTI

THEORIE DE GALOIS

§ 1, Sous-corps k! associé & un sous-groupe H de G .
§ 2, Sous—groupe H associé & un sous-corps k' de K contenant k .
§ 3. Théoreme fondamental de la théorie de Galois.
4, Condition pour que k! soit une extension Galoisienne de k ,
q

§ 5. Exemples et applications.

K étant une extension Galoisienne de k, G le groupe des k-auto-
morphismes de K , la théorie de Galois consiste & établir une correspondance

biunivoque entre les sous—groupes de G et les sous—corps de K contenant k ,

- K=F({e}) ¢ = 6(k)
/—/ﬂ H= G(k')
k' « F(H)

|

§ 1, Sous—corps k' associé & un sous-groupe. H de G .

= F(a) {e} = a(k)

H étant un sous-groupe de G , on lui fait correspondre le sous-
corps k' = Fix(K,H) des éléments de K qui sont fixes par toutes les trans—
formations de. H . Il est clair que k' est un sous—corps de K et que k'

cbntient k ., Posons k' = F(H).

Propriété 1. Le groupe H' des k'-automorphismes de K est égal & H .

On a évidemment H' D H . Il en résulte que le corps fixe de H',
gui est inclus dans le corps fixe de H , est inclus dans k'. D'autre parf,
il contient k' ; il lui est donc égal et K est une extension Galoisienne;
de k'. On a dénc d'apres le théoréme 1 du Chap. X :

(1) [x:x'] = card B',
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Mais on peut également calculer l'ordre de H au moyen des lemmes du chapitre X,

§ 1, formulés de la facon suivante, avec démonstration calquée sur celle qui

a ét¢ donnée.

Lemme. Soit H un groupe fini d'automorphismes du corps K ; soit k' = F(H)
le corps fixe de K pour H . On a :

(2) card H=[X: k'].

En comparant (1) et (2), on obtient H' = H, donc la propriété 1.
Cette propriété ne suppose pas que K est galoisien sur k , mais seulement

que [K : k] est fini.

§ 2. Sous—groupe H associé & un sous—corps k! de K contenant k.

Soit maintenant k' un sous-corps guelcongue de K tel que
ko k! <X
(Le sous-corps k! = F(H) du § 1 n'était peut=&tre pas quelconque). On iui
fait correspondre‘le groupe H = Gal(K,k') = @(k*) des k'-automorphismes de
K . Il est clair que H est un groupe et que ce.groupe esf inclus dans G .
On pose H = G(k').
Propriété 2. le corps fixe de H est égal & k',
Pour le démontrer, il suffit de vérifier que K est extension
galoisienne de k' . Cela résulte du fait que X est extension galoisienne
de k et de l'inclusion k< k' € K . On le vérifie en prenant l'une des pro-
“priétés équivalentes du théoréme récapitulatif du chapitre X, par.exemple la
propriété IV : K est corps de décomposition d'un polyndme f(X) € k[X] sé pa~
rable sur k ; alors K est également le corpé de décomposition du polynéme
£(X) € k'[X] séparable sur k'. (Explication ;s si X1,..., Xn sént les racines
de f(X) = 0 dans K , le corps de décomposition K = k(x1,..., Xn) ‘est aussi
égal & k'(x1,..., Xn) du fait de 1'inclusion k< k' € K ; la séparabilité sur

k' est conservée puisque les racines X, ,..., X sont distinctes).

1
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§ 3. Téorétme fondamental de la théorie de Galois.

Soit XK wune extension galoisienne de k , et G = Gal(X,k) son

groupe de Galois. Il existe une bijection décroissante entre 1lensemble é%

des sous-groupes H de G et l'ensemble X des sous—corps k! de X .conte-

nent k . Elle est donnée par les deux applications inverses l'une de l'autre :

o k' = Fix(K,H) = F(H) ; k' +— cal(Kk') = (k') = H .

0o ade plus : Card H = [K : k'], i(#) = [kx' : k].-Enfin, le nombre des kiiso-
_ index de .H dans G ' .
Enorphismes distincts de k' dans K est [k' : k].

Dmonstration. La propriété 1 indique que Go F(H) =H V,H.€ %ﬁ, C!esﬁ-é—dire
que GoF est 1l'identité sur ?,, La propriété 2 démontre que Fo Gk') = k',
V[ kt Eigi s dono.que l'application Fo G est 1l'identité éur X . Il_en résul te
ausSitﬁt que F et GV sont des bijections invérses l'une de 1l'autre entre 9&
et ji ; Elles sont décroissantes, clesi~a-dire :

k' C k" = a(k") < alk').
(Les k”—automorphismes de X sonf en parficulier des ‘k'—automorphismes) et :

H' cH' = F(E") < F(EY).
(Le corps fixe par H" 1'est en particulier par H').

On a de plus Card H = [K H k’] puisque K est extension galoisienne

: . N Card G
1 15 ;
de k', L'index 1(H) est égal a Tard T

=[xk :k] :[K:k] =[xk :kK].
Enfinbcherchons le nombre de k-isomorphismes de k! déns X (injgctions de

k' dans K). Si p ¢ k' > k" en est une, K est le corps de décomposition de
f(X) sur k' et de f(X) = @(f(X)) sur k%" . D'aprés le théoréme "d'unicité"
sur le corps de décomposition (Chapo VII), il existe un isomorphisme ¢ : K- K
gui prolonge ¢ et qui appartient donc & G . Alnsi, toute injection de k'.
dans K est la restriction & k' d'un k-isomorphisme ¢ dé X. Inversément,
si ¢ € G, la restriction de ¢ & k' fournit une injection de k' dans X .
Cherchons é guelle condition deux éléments ¢ et o' de G définiésent la

méme injection de vk' dans K . Il faut et il suffit pour cela que o' o d-1
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too L =h ¢ H, ou encore ¢' =hg, h € H,

soit 1'identité sur k', donc ¢
clest-a~dire que ¢ et ¢' sont équivalents dans G modulo la relation

d'équivalence définie par les classes & droite modulo H . Le nombre de ces

- . [ ., Card G
classes est l'index de H dans G, égal a Tord T s [k' : k],

La correspondance bijective entre les sous—corps de K contenant

kX et les sous—groupes de G permet de traduire en . termes de théorie des groupes

des pfopriétés de la théorie des corps. Traitons par exemple le probléme suivant

§ 4. Condition pour que k' soit une extension Galoisienne de k.

Si K est toujours extension galoisienne de k', k' n'est pas tou-
jours une extension galoisienne de k .

Théoreme 2, Pour que k' soit une extension galoisienne de k,

il faut et il suffit que H = G(k') soit distingué dans G . On a alors :

Gal (k' k) = G/ .

Si l"on suppose k' galoisien sur k , le nombre des k-automor-
phismes de k' est égal a [k“ : k], clest-a~dire au nombre total des kiinjec—
tions de k' dans K (théoréﬁe fondamental). Il en résulte que toute k?injec—
tion de k' dans X est un k-automorphisme de k', et par suite que :

>(3) V/c € G, ona olk') =K.

Réciproquement si olk') = k! pour tout o € G , les kiinjections de kb

dans K coiIncident avec les keautomorphismes de k', qui éont donc en nombre
[k' : k] et k' est extension galoisienne de k . Il y a donc équivalence en-
tre les deux prbpriétés : k' est galoisien sur k et la propriété (3).

Démontrons maintenant l'équivalence entre le propriété (3) et la
propriété : H = G(k') est distingué dans G . Supposons (3) et soit o E‘G,

T € H ; formons 51.6_1 et démontrons que o= 6-1 € H péur cela nous preﬁons
c € k' ; alors o7 6-1(0) = 00-1(0) = ¢ puisque 0—1(c> € k! d;aprés (3) et

gue < laisse invariants les éléments de k', Maintenant supposons H distin-
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gué dané G et dém@ntrbasi(B)a On‘a donc : 51v5f1(c)f;vcs‘pour tout ¢ € k',
7€ H, c€‘G’; dtqh};f:%%f;{c)v;'5“1(¢), Vi¢€ H,:§eisoffé1§u§>ha;?(c) .éppar—.
ti:ﬁt au_corpsmfix;.ﬁé” H ’éﬁi est_ﬁrécisémenfh k*;:iy:éﬁlréSQlté' cﬁj(k“) c k!,
'V6 € G e%_par éuiﬁe én5prenant ‘5“1, cﬁkﬂjiggk?@iMais‘de e W) e X' on
déduit en appliquanf “6 ;~vk’ ggg(k'), dtoh .é(gfjlgkk},: |

| . Lrappligatiqnwéui;‘é o é Gy faiﬁ éorféépénd;e_éé3restriction a  kt
est un théﬁérPhismé ﬁu}grOUfe @ sur le grnﬁnéh5éai(k?;kj’vdont le noyau esf
H = G(kﬁ), on~é donc 3

Gai(k?ﬁk)>3 G/ﬁ,n

Le groupe de Galdis &é ﬂk?_ Sur k»_est isomorphe aujgfoupefquotient de G
par le.sous;groupe,aistiﬁgué H .
(on suppoée.cbﬁﬁueékdu iggteﬁr 1és déf;nitions de'sogs;groupe'diStingué et de

groupe quotient, méme,dahs~le,cas non abélien).

§ 5. Exémples et applications.
vDonﬁons seuleméﬁt-qﬁelques indications qui pourront &tre développées
en travaux dirigés;h

1. Groupe de Ga101s de 1”equatlon X.e3 O sur Q_ (Mae-Lane, pﬁ 306)
4

_ polynome f(X) = X 3 est 1rreduct1ble sur Q e~ corps de decomp081tlon est

X = Q(l,a), ou 12 :‘%1, a Téel tel que a4 =’3@' Kk ;est une{exten31on Galoi~
sienne de Q‘gsd;aprééflejthéoréme récapituiatifiduiéhaﬁi X,fia}séparabilité
etant assurée du falt que Q est de caracterlsthue nulle. Onva ‘[K | Q] =8
et le groupe de Galels G(K k) est un groupe nénwabellenﬂd'ordref8.1somorphe

au groupe. dledral A des symetrles du carré. La ehalﬂe de sous—corps :

4
gc Q(l) < ofi, 13) K = ‘(i_;a‘)

donne par la\bigectlon.du.theoreme fondamental de la théorie de' Galois une
chaine de sbuSrgroupes,x-
GREDL D {e}

ue l'on précisera.
q ciser:
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2, Groupe de Galois G(Fq’Fp>‘ Déja vu au Chap. VIII sur les corps finis, Son
ordre est r 81 q = pr o Fq est extension galoisienne de Fp définie par

le corps de décomposition du polyndme £(X) = Xq_1 - 1 sur FP, qui est sépa~
rable sur Fp (les racines sont toutes distinctes). G est cyclique, donc tous
les sous—groupes de G sont cycliques et ils correspondent par la bijection fon-

damentale de Galois aux sous-corps de Fq , que 1l'on déterminera.

3, Groupe de Galois d'une équation bindme sur k .

P oa=0 stk .
Dans bien des cas il est cyclique, donc abélien.
Dans tous les cas, il est résoluble.
Rappeléer ou donner la définition d'un groupe résoluble (Voir Cours LESIEUR,
(roupes) .

4, Equation résoluble par radicaux.

Définition. On dit que 1l'équation : f(X) = 0 est résoluble par radicaux sur

k , s'il existe une suite finie d'équations binlmes intermédiaires séparables

X?O—ao = 0, a, € k, corps de décomposition k1 sur k

Xﬁi;a1 = 0, a1 € k1,'corps de décomposition k2 sur _k1

o

X -a = 0, a, € kh, corps de décomposition kh+1 sur 'kh
telles que : Kc kh+1

ot K désigne le corps de décomposition de £f(X) sur k.
les racines de f(X) = 0 vont alors s'exprimer au moyen d'une suite
finie dtopérations rationnelles et dlextractions de racines n® (c.é;d, de ra-
dicaux); On a vu (Coﬁrs de 01) qu'il en est ainsi pour les équations de degré R
kh+1 n'est pas nécessairement Galoisien sur k, mais on démontre qu'on peut se
ramener & ce cas. Alors la suite de corps emboltés :
kck1c oMC1<;i<:k._l_1<: .ﬂ.C%+1

1

va donner par la bijection du théoreme fondamental de Galois une suite décrois- -
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sante de sous—-groupes

‘ Gh+1:)'“:)Gi+1DGiD°"D{e}'

ki+1 est une extension Galoisienne de ki dont le groupe de Galois, dlaprés

le théoréme 2, est isomdrphe au groupe quotient Gi+1/Gi qui est donc résolu-
ble comme groupe de Galois d'une équation binlme. Il en résulte que Qh+1 est
résoluble ; de plus si G est le. groupe de Galois de f(X) sur k, ltinclusion
Xc kh+1 entraine que G(K) est un sous~-groupe distingué dans Gh+1 .(car K
est extension géloisienne de k) et, d'aprds le théoréme 2, le groupe de Galois
G de X sur k est isomorphe & Gh+f/G(K) . Or ce groupé est‘résoluble si
Gh+1 lt'est. (Résultats de théorie des groupes & admettre, ou & démontrer en
exercices). On a donc un apercu de la belle propriété suivante qui donne aux

travaux originaux de Galois leur plus grande portée.

Théoreme 3. Pour qu'une équation séparable f(X) = 0 soit résolu-

ble par radicaux sur k s il faut gj_i&_suffit_qué‘son groupe de Galois G(f,k)

soit un groupe résoluble.

5. Equation générale de degré n.

Voir Cours LESIEUR, Nombres algébriques et itranscendants pour la définition,
ainsi que pour la propriété,

Théordéme 4. Si f(X) est 1'équation générale de °n sur k,

n =1 o
£(x) =aoXn+a1Xn +oeot a =0

le groupe de Galois de f(X) sur k(ao, a1,.,., gn) (et non pas sur k lui-

méme !) est le groupe symétrique 3’n.

“

Or on sait (résultat de pure théorie des groupes, pas trés difficile
& démontrer : voir cours LESIEUR, Groupes, que : le groupe syméirique jzl n'est
pas résoluble pour n » 5, dfol .2

Théoreme 5. L'équation générale de degré n n'est pas résoluble

par radicaux pour n ) 5 .

Cela n'efipéche pas que certaines équations particulitres le soient,

5

par exemple X" - a =0, a € k . Les cas de résolubilité par radicaux sont jus—

tement éclairés par la résolubilité du groupe de Galois correspondant.



CHAPITRE XIT

CONSTRUCTIONS AVEC LA REGLE ET LE COMPAS.

§ 1. Ensemble de points &(B), constructibles & partir de B -
\§ 2. Bxemples de points constructibles.

§ 3. Noﬁbres réels constructibles,

§ 4., Propriétés dés nombres constructibles.

§. 5. Démonstration du théordme 2.

§ 1. BEnsemble de points 8(E)@ constructibles & partir de B .

Probléme : & partir d'un ensemble de points, E, donné, dans le plan euclidien

réel, de régles de coustruction données, quel ensemble E(E) peut-on cbtenir ?

* Régles de congtructions.

1°) Entersection de deux droites :

L*intersection des droites (PQ) et
(RS), donne un nouveau point T

R, S, P, Q€ E, Tc&®)

(On considdrera toujours l'intersection de deux droites différentes — c'est-a-
dire non confondues-, de maniére que la droite entidre ne soit pas,constructible).

2°) Intersection d'un cercle et d'une droite :

Lt'intersection de la droite (RS) et
du cercle P(PQ) donne deux nouvegux
points T et U

R, S, P, Q€ B, T,Uc¢&E).
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3°) Intersection de deux cercles :

De méme, on obtient deux nouveaux points
(et deux au plus, car les deux cercles
doivent 8tre distincts) en prenant l'inter-

section des deux cercles P(PR) et Q(QS)

o P, Q, R, SEE:

Définition., On appelle @1(E) 1l'ensemble des points constructibles & partir
de E en une opération, par une des 3 regles précédentes.

Propriété, Si Card B » 2 , B L €(B)

E = {A, B,...}.

La figure montre que l'on obtient le point B

par 1l%intersection du cercle A(AB) et de la

droite AB .
Définitiona On définit 82(E) par @1(&1(E)) (enseﬁble des points construé—
tibles en deux opérations au plus). |

On.définit ainsi par récurrence, &BKE) = 51(§n_1(E)). (points
constructibles en n opérations au plus)o
Définition. On appelle g(E) 3 "ensemble‘des points constructibles & partir de E",

o
g(E.) =\ & (&)

Définition. Soit P , un point. P est "constructible a4 partir de E ", si
P €€ (E).
Définition, La droite (PQ) est "constructible" si elle joint deux points

constructibles mais cela ne veut pas dire que tous les points de la droite

sont constructibles.

§ 2, Exempies_gg points constructibles.

(A)vgg_perpendiculaire_g une droite constructible passant par up point donné

est constructible,
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10) On trace Q(QM)

20) n o p(E)

M est le deuxiémebpoint d*intersection de
ces deux cercles :

alors la droite (MM”) est la perpendiculaire

2 (PQ).

1°) On trace M(MQ) et on obtient le symé-
trique Q° ae Q par rapport & M .

2°) On trace (Qa') et Q'(QQ') ; leurs
points d'intersection déterminant la per-

pendiculaire cherchée,

(B) La médiatrice d'un segment est constructible.

10) On trace P(PQ)
20) m v Q(PQ)
L'intersection de ces deux cercles définit

la médiatrice de (PQ)

(C) La parallele & une droite donnde constructible, passant par un point

donné est constructible.

10) On construit la perpendiculaire a (PQ)
passant par M (voir, pius haut)
2°) On construit celle passant par M . Clest

1a droite cherchée,
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§ 3., Nombres réels construcfibles.

On s'intéresse maintenant & B = {0,U}, et & gE®).

Pour représenter &(E), on construit un repére orthonormé OU, OV dans le

¥
v plan euclidien réel, isomorphe & ZE? . Un
— ' .
point M constructible sera représenté par
ses coordonnées x,y- dans le repére . QU, OV.
O .

AR

. ¥ est constructible

~ On construit la perpendiculaire & (OU) passant par O

- On construit le cercle 0(0U), et V est l'intersection
E®=los152:-15 G, D, d, Dy
("/2_;@.) ’

n (=)
Propriété. Supposons M € &(E) v 2
Lropriete
y "~ Alors P ¢ E(B)

et Q€ EE)
| (on trace la perpendiculaire & (0OU)
M.
“Q‘T' ————— +— — passant par M , puis celle & (0Q) passant

| par M)
P X

. Réciproquement, si P et Q ¢ B(B), M ¢ g(E).

Définition. x € R est un nombre constructible si le point M € Ox , d'abscisse

x est constructibleo
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Remarque : si Q(y) est constructible = y est constructible

. On trace V

\AQ(y)

. On trace (UV)

\\\\ ' . puis la paralldle & (UV) passant par aly)
A . :
+« le point ,P(y) ~est intersection de O0x
P(y) ‘ o
6] 7 N > . et de (Q(y)P(y)). Son abscisse est y .

Définition. On appelle K , l'ensemble des points de TR constructibles & partir
de {0,U}.
Propriété. M(x,y) € €(®) & x et yeK.

(On trace par M(x,y) les paralleles & Oy et Ox).

Théordme 1.| (K est un corps

szsz

Démonstration : 1°) x € K, y € K, => x#y ¢ K
\ . On trace la perpendiculaire & O0x passant

.par A(X)

. la paralldle & Ox passant par U . L'inter-
section de ces deux droites . est A' . Par ®

;;-A?;von méne la paralldle & (V B(Yl)-

. L'intersection avec 0x estfﬁ$¥£ﬁﬁv

donc x+y € K .
20) x €K,y €K, =xyc¢ck
. On trace (UV) et la paralldle passant

paf Ax . L'intersection avec Oy donne

’

K(%j\v Az,

. On méne (V By) et la paralléle passant

Clxay)® . par A'xz .

1N Alx) B~ ' .

. L'intersection -avec 0x donne x,y .
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30) 8i x£0, ;—{EK

Iy '
. (v a(x)) et sa paralldle passant par U
gul coupe Oy en AT

. (VU) et sa paralldle passant par A’

. L'intersection avec 0x donne 1/X o

S

&y ™

EAY

U
@ £KX, * ., Le plus petit sous corps de R est @ donc QCK

0,1} <k = Vp EN , p€kK (translation) comme K est un corps,

L
<
cec

£ K , donc %QK et Q< R .

et -

QAR , car 4A(Y3) c6@®) et 1378 (voir plus haut)

Kc® (évident), On verra que K& R .

§ 4. Propriétés des nombres constructibles.

i x€K: VxeKk
x>0

. On trace € , milieu de [-1,x].
. C(CX)
La perpendiculaire & Ox passant par O :

A 1lt'intersection avec C(Cx)

» OB =y =Vx .
EBn effet ¢

. Les triangles (A0B) et (BOU’) sont

semblables donc ; = % = X = y2 .

Théoreme 2, Propriété caractéristigue d'un nombre constructible,

))

. - o] 2 2 .
iR x K <= '(3 Uypeees o, €SIR]oc1 € Qyoroy o € Q(a1 coe & 4

et x € Q(a1, O ooo an)

2

(:L e . = = 6 o
e "o Q o k/l < ¢ a0 < kl’l-'l < kn e'—t k,] Q<(x1 )9 k2 Q(a1 9062)

X € kn ol ki est une extension gquadratique de ki 1 (on néglige les exten-

sions trivialeS)l
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Corollaire. 8i x € K, x est algébrique sur @ , et [Q(X) : Q) = o4

évident d'aprés le théoréme 2,

Applications.

1°) La guadrature du cercle

Bst-il possible de construire un carré ayant méme surface que le
cercle unité ?

Soit x le cOté du carré : on a alors

X=V__.
8i x € K, X2 €K, et X2 est algébrique sur @ . Or, = est transcendant
sur @ (Cours de M, LESIEUR, C 1, Orsay, et travaux de LINDEMANN), donc x 7 K.

Donc K # R .

2°) Duplication du cube

Peut—-on construire un cube ayant un volume double du cube unité ?
Soit x son aréte.

Alors X3—2 =0 , donc x est algébrique sur @ .

Comme X3—2 est irréductidle sur § ,
[alx) : @] =3

donc X n'est pas constructible puisque 3 # 24 .

30) Trisection de 1l'angle.

T
0 =5 =20°
9 A

C constructible <& H constructible

H constructible <«= OH € K

O =Cos 6 =x, Cos 30 =

Cos 36 = 4 C0539 - 3 Cos 9 =

N —

N —

3

=0 &> 8x° - 6% - 1=0.

Posons 2x =y (x €K & vy € K), y3 -3y -1 =0 . Ce polyndme est irréduc-

Ny —

4x” - 3% -

tible sur @ , n'ayant pas de racine rationnelle. Donc [Q(y) : Q] =3, 3 % 2m.
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Donc y § K et x {K,

Impossibilité de la trisection de 1'angle de 60° & 1

compas.
40) Construction du pentagone régulier.
7 . 2n '
B(z) B est d'affixe z , 6 = = , ]z] = 1 donc
C 2in 5 .
5 5 ST
Z = e et z7 -1 =0, OH =Cos o,
© 1
0§ A z+-=2Cs 0=y,
B constructivle <« H constructible
D

(%) H constructible & Cos 0 € K & y €K,
25—1 = (z—1)(z4 + z3 + z2 + 2 + 1) =0, =z % 1 car =z est l'affixe de B .
z est donc racine du polyndme cyclotomique PB(X) irréductible sur @

z4 + 23'+ 22 +z+1 =0

2 1 1 1
Z 4+ 2z + 1+ p + ;5 =0 vy =2 + p
2 ' . . , s - =1 +75
y +y-1=0. L'abscisse de H étant positive on obtient Vo=
Montrons que y € K ,
Le rayon du grand cercle est 3 .
0 =2, OG2=IG2-—IO2=9—4=5.

Donc OG =V5, FG = ~1 +15 .

Soit J le milieu de PG ; 76 = — 0t 12
Donc JG =y =2 Cos 6 =2 OH =08"

y € K C.Q-‘F.D’.

Soit A d'affixe z =e ! y O = E%E ’ 27—1 =0, y=2+ % =2 OH
= 2 Cog 6. z est racine”du‘polynéme cyclotomique‘ PY(X) irréductible sur @
c A(z) z6 ; z5 + z4 + 23 + 22 +2 +1 =0
O’?ﬂ ¢ G 2 + 2% 4 z +1 + é + ;%,+_4§‘= 0
> y=z+15 Y3+y2—2y-1'20'»z

Ce polyndme n'ayant pas de racine rationnelle est irréductible sur @ .
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Donc [Q(y) : Q] =3, 3 % 2m - Donc y ﬁ K et A n'est pas constructible,

Le polygone régulier de 7 c8tés n'est pas comstructible & la régle et au compas.

§ 5. Démonstration du théordme 2.

2 2 2 .
x €K e (1) 1 Qpy Oy eow @, 0 €Q, o € Q(a1),.s;, ane;Q(a1,,,an)

avec @ C Q(a1) C eeo CZQ(a1, a an_1)<: Q(a1,..; an) et x ¢ Q(a1,a ..an).

29"09 2”

On peut dire également

(1v) 1 Ky Kypenes K

avec k =QCk, Ck <...ck avec [k. :k ,] =2 et x€k . k est
0 1 2 n i i-1 n n

une extension de @ par racines carrées, (Nombre fini d'extensions quadratiques).

.o,an)$XEK?

Condition suffisante. x € k = Q(a19 Uys -

Faisons une récurrence sur n .

n =1 ] o a? €EfQ et x¢€ Q(a1)

(19a1) est une base de Q(a1) donc x = ua1 + v u, v€§q.
a? = f € @ , Donc o, = Vr et o, € X, Donec x €K C.Q.F.D.
Passage de n-1 & n , Hypothese : x € kn—1 = X:é X.
x € kn . 7 Oyrenes Qs ai =c € Q(a1,._;, an—1) = kn—1 ,
x € knw1(an)° Donc x =u an + v uf v € kn—1 ,
' ai =c € kn—1 => c € K (hypothdse de récurrence) et donc V¢ € K
u, v € kn—1 = u,v €K { " " j
Donc x = ua +v €K C.Q.F.D,

Condition nécessaire.

Lemme, K1 et K2 étant des extensions de @ par racines carrées, il en

est de méme du corps engendré par K1 et K2 s0it (K1v’K2)

K= Q(‘)‘1’ Opreees @) K, = Q(B1’ Bysees By)

(K1V KZ) = Q(a1, Oyyanns O

2 2
o, € Q o,

g B/l? 82""’ Bm>

ceey o )

2
€ Q(a1) oee 3 O € Q(a1, o n-1”

2’
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2. ; <z 2 \
51 € @ mais également B1€Q(a1, Uy oo an) '
2 n 1 2
p; € lp,) poe@la,yenes s By)
62 ¢ a(p B ) mais aussi BZGQ(@ a' B B )
o IETE o g Oy By e ey
K v K. est donc obtenu par extension de § par racines carrées - C.Q.F.D.

1 2

Preuve de la condition nécessaire du théoréme.

Soit x € K, Soit M de coordonnées (X,y) y €K
M ¢ Cn(E> & M est constructible au moyen d'un nombre fini n
dtopérations.
Paisons une récurrence sur n .

n = 41, Nous avons vu que les points M avaient alors des abscisses dans

@ (3). ona Q= Q(y3) et 3¢ et x ¢ Q(3) C.Q.F.D.

Pagsage de _n-1 & n M ¢ Cn(E) = C(Cn_1(E)). M se construit alors de 3
fagons pessibles,

(1) Intersection de deux droites

L'hypothese de récurrence s'applique

aux (Xi,yi) qui sont donc dans des
corps ayant la propriété (1'). Soit Ki ces corps (xi,yi) € Ki . Conegidérons

alors le corps L = K1V’K2hVK3V K4 . D'aprés le lemme il vérifie aussi (1')‘
Berivons que M est 1l'intersection des deux droites
X=X X, =X
: 1 2 1
ax + b a, b €L

droite

(P1 P2>° P P, est donc de la forme ¥y

de méme P3 P4 est de la forme y =a'x +b' a', b'cCL
bt-Db
ax +b =a'x +b' et donc x = . € L.

Donc x est dans un corps obtenu par extensions quadratiques successives C,Q.F.D.

(2) Intersection d'un cercle et d'une droite

La droite P1 P2 a pour équation y = ax+b,

‘a, b € L . Le cercle de centre P3 et de

rayon P_ P, a pour équation :

34
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2 2 2 2 2 2
X=X + {y—~ = (x,~X% + = ou X + +a'x +b'y +ct' =0
( , 5) (v yB? (=, 3) (7 4=75) ¥ | v+
a', b, ¢’ € L , L €L .
M vérifie donc 1'équation suivante (1'abscisse de M)
2 2 , = \
= + (ax+b)° + a'x + b (ax+b) + c' =0
ou uX2 +vx +w =20 u, v, w € L .
Donc x est de la forme og+y avec y2 €L
X € L(Y) = Q(a17 0529""9 Ocn’ Y) [L(Y) . L] £ 2
x est dans un corps ayant la propriété (1°7),

(3) Intersection de deux cercles.

C1 d?équation X2 + y2 +ax +by +c¢c =0 a, b, ¢c € L

02 d'équation X2 + y2 +a'x +Db'y +c' =0 a',bt,c'€L.
M est situé sur A droite joignant les deux points d'intersection,

A a pour équation (a“—a)x + (b'—b)y + (c'—c) =0 , coefficients dans L
M est donc obtenu & partir de C1 et A par eXempie,

et on se ramdtne au cas (2).

Le théoréme est démontré.




CHAPITRE XIIT

POLYGONES REGULIERS

§ 1. Condition suffisante de constructibilité d‘'un nombre réel.
$ 2, Généralités sur la construction d'un polygdne régulier de n c8tés.
2

§ 3, Réduction au cas n =p .

§ 4, Théoreme récapitulatif (Gauss).

1. Condition suffisante de constructibilité d‘un nombre féel.
§

Lemme 1. Soit L une extension galoisienne réelle de @ .

L :@q] = 2" s X €L =2 x est constructible, i.e. LK.

Démonstration., Récurrence sur n .

Si n =1 [L : Q] =2 ., bonc L = Q(a1) avec a? € Q et o, €R puisque

1

L est réelle, Donc «, € K (théordme 2 du chapitre XII)., Donc L K.

1
On suppose le lemme démontré jusgu's n-1 . Soit L telle que [L E Q]::zn,

L est galoisienne sur § = Card ¢ =2" , G = Gal(L,Q). Donc J g € G tel que

g2 =e et gt Z(G) = centre de G , S = {e,g} est un sous-groupe d'ordre 2 de G.

1

. . n—
Soit k , =Fix(L,8). ack cL.[L:k J=0(8)=2=1[k 6 :0]=2

1

et 8§ est distingué dans G car

o g car g€ z(a)

VgES, VOEG, @51
-1

ogo =g €8,
Donc kn—1 est une extension galoisienne réelle de € . Alors, d'aprés 1'hypothese
de récurrence, k.n_1 cXK .O0r L= kn“1(a) est une extension quadratique de kn—1
a2 €k , o €R .

n-1

Donc o € K et L CK . Le lemme est démontré.
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§ 2. Généralités sur la construction d'un polygone régulier de n  cOtés,

On dira que n convient ou n ¢ € si le

7 E polygone régulier & n cbtés est construc-
: tible avec la régle et le compas.
|
5 g g Bxemples : 5 € C , 7 £ C (voir Chap. XII).

Remarque : la construction du polygone

revient & celle du point M ‘d'affixe

217/,
. /n n

z = ,Z—'1=O.

Soit z =%x +1iy . M constructible < z. constructible &¥ x et ¥y
constructibles, Or ¥ € au cercle (O, 04) qui est constructible.

Donc N éonstrﬁctible &> x ou  y o oconstructibles
X, Y€K = z=x+1y ¢ K* €€ . K' est un corps.

K' est le corps des nombrés complexes constructibles,

§ 3, Réduction au cas n = p2 .

Lemme 2, n € C-, mn =3 mé€C .

Dénmonstration., Soit n = md .

Le polygone régulier & n cbtés €tant construit on peut joindre les
sommets d & d .

Le premier sommet obtenu aura pour affixe

y = eZind/n _ > eZin/m .

On obtient donc ainsi le ﬁolygone régulier & m cﬁtés.
Lemme 3, n€¢C ,n' €C, (n,u') =1 =» nn' € C .
1 =>3a,b€Z tels que na + n'b =1 .,
b 2n

Soit 'lT = j% 4-.n¢€C, donc on sait construire l'angle — .
nn n n n

Démonstration, (n,n')

il

Donc en la reportant b fois, on sait construire l'angle b %? . De méme

n' € ¢ => on sait‘construire l'angle a %E .+ Donc on peut construire l'angie

1
21 27 2n - ' c . N ' £y 2 ' ;
a = +D - = Donc le polygone régulier & nn cOtés est constructible
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et nn' € C .

Démonstration algébrique.

Le premier sommet du polygone régulier & n c8tés a pour affixe

2im/n i s itme s
a =e - . o est une racine primitive n de 1'unité, Donc o -engendre

un groupe cyclique d'ordre n , De m8me B , affixe du premier sommet de polygone
régulier & n' cOtés engendre un groupe cyclique d'ordre n' .
(n,n‘) =1 == le produit de ces 2 groupes ctycliques est un groupe cyclique

d'ordre nn' . De plus, si an + bn' =1 un générateur du groupe produit est '
b ?

Or « € K', B € K' et K' estun corps donc y €K' = nn' € C .,

.
- . 1
Application, n == P, -

.
n€C(==\IVi,pil€C.

Démonstration.

(ggr)o Lemme 2 P

( <4=). Lemme 3% + récurrence sur le produit.

(¢4

Lemme 4., vg'€lN s 2 € C .

Récurrence sur o .
B

/ : o =2, B estconstructible
| Le carré inscrit dane le cercle est cons—

tructible 22 €C .

N

Passage de. a~1 & a . | Soit B 1le premier sommet du polygone

régulier & 2% cBtés. 0C, médiatrice

de  AB , est constructible. Le polygone

régulier ayant € pour Jer sommet g

1 o

2 x 2% = 2% cotés.

Donc.r._ZOC O x/a EW .,
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Théoréme 1. (Gauss). Soit p premier % 2 .

19) ngc’;s.i-_m>2o

2Il
2) pEC & p=1+2° .

Démonstration. Soit 2z 1'affixe du premier sommet du polygone régulier & n

cbtés. Si z est constructible, z = x#iy ;, ¥ et y €K .Donc x et yck

provenant de § par extensions finies des racines carrées, i est racine de

X° +1 =0 . Donc k(i) est une extension quadratique de k et [k(i) : Q] = o

or z€k(i) = qlz) k(i) = [alz): ] =25 .

Py =0

Soit n = p premier différent de 2. 2z west racine de 'z
o1 = (@) s x4)
Xp_1 +...+ X + 1 est irréductible sur @ .
. » I p~1
Donc le polynOme minimal de z est X +o..+ X + 1 .
. 2 . _
Soit m=p° . X0 -1 =@’ -1 = P-1)@@P ) xR )
(xP-1) g(x).

z étant une racine primitive p21eme de l'unité, 0(z) = p2 . Donc 2P % 1

et g(z) =0 .
Soit X = 1+t
2
(146)° =1 = ((1+2)% = 1)e(t)
2 ‘ P »
tP + pH(t) = [t° + p K(¢)] &(t) .
Soit en faisant la division
R —1 .
g(t) = Pl p L(t).
D'autre part le terme constant de g(t) est p . Donc d'aprés le critdre
d'Bisenstein, g(t) est irréductible sur @ . Donc g(X) est irréductible sur
Q . Donc le polyndme minimal de z est g(X).
Application & la démonstration du théoreme.
m 2, m \ 2
Supposons que p €C avec my 2 . P ]p . bonc dfaprées le lemme 2, p € C .
D'apres ce qui préceéde, le degré du polyndme minimal de z , affixe du premier

sommet du polygone régulier 2 p2 c6tés est alors p(p-1) et [@(z) : Q] = of,
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Done p(p-1) = 2" » Or p est premier différent de 2, donc c'lest impossible,

Done pm /¢ s my2.,.

Supposons que p € C , Le polynlme minimal de z XP~1 foout X + 1
et [0(z) : ] =2° , Done p-1 =2°
p=1+%+ 2" o

D'autre part si p est premier et p ='1+2r , alors 1 = 2Il ; en effet si r % 2n

T = ab avec a impalr

1+ (2°)°
b(a—1) _ 2b(a—2)

Y
b
p= (142" )(2 Fouet 1)
b b ab . . . .
avec 1 +2 > 1 et 1 +2 <1 +2 ce qui est impossible car p est premier,

Donc si p ¢ € : ot
p=1+2 .

Mcentrons que la condition est suffisante. p premier — p =1 + 2r o

z affixe du premier sommet du polygone régulier & p cdtés.

z est une racine primitive pleme de 1l'unité,
Son polynlme minimal est Xp_1 +...+ X + 1 ., Donc [Q(z) : @] = p~1. Donc

\ : r . . “
[Q(z) s Q] =2, S0it z=x +1iy , z €K' &> x €K
X = Ei%ZE € Q(z) et x €ER .

Done x € k = Q(z) R . D'autre part Q(z) est le corps de décomposition de

4
=1

Xp +...+X +1 sur Q . Donc c'est une extension galoisienne de § ., Soit
G =Gal((z), Q). G est commutatif, cyclique d'ordre 2t Gal(k,q) est un
sous—-groupe de G commutatif, donc distingué . Donc k est une

L. e s ’ ¢ 2ao s r -
extension galoisienne réelle de. § , Son degré divise 2 donc et une pulssance

de 2, Alors dlaprés le lemme 1, x € k = x € K. Donc le polyndme régulier & p

c8tés est constructible, Le théoréme est démontré,

§ 4. Théordéme récapitulatif (Gauss).

nEC & n = 2“p1 .es P, &VEC D, # P si if£3 et p, premier
n .
1 +22 , Yi=1,..., .
n
Définition, Un nombre de Permat est un nombre de la forme Fn =1 + 22 o

Fermat avait conjecturé en 1640 que ces nombres étaient premiers. Buler a donné

en 1732 un nombre de Fermat non premier (Fn pour n = 5)a

On étudiera en application des résultats précédents la constructibilité des polygones
réguliers de n c¢btés pour n < 20, En particulier, le polygone régulier de 17 cbtés
est constructible, Sa construction effective.avec la régle-et le compas est un pro-
bleme de géoméirie que nous ne traiterons pas ici,



APPENDICE AUX CHAPTITRES XIT ET XIIT

Application de la théorie de Galois & une condition nécessaire et suffisante

de constructibilité,

Théoreme. Pour que x soit constructible, il faut et il suffit

que le corps K de décomposition du polyndme minimal P(X) de x sur Q

ait pour degré une puissance de 2

Kk :q] =2%.
Rappel : Le corps K° des nombres complexes constructibles est :
K' = {z = X+ly [ X, ¥ € K} o

On a pour XK' wun lemme analogue & celui du cas réel :

Lemme, z € K' = |z € K' .

La démonstration repose sur la construction du point PCWE) a partir de M(z)a

. 19
y Si z .= re? ,oma Yz=%p 2 avec
H(z) | (22
p=\r . 0r r=\x 4 est constructible
P(VZ) réel, donc Yr l'est aussi, ainsi que le cercle
o/2 % ,
_ -0 M de centre O et de rayon OP . La droite OP

P (-[z)

est également constructible comme bilssectrice
de l'angle des deux demi-droites (OxgoM), par exemple par la médiatrice de
MMD

, o M* est le point de Ox d'abscisse r = 0N .

Démonstration du théordme,

10, La condition est suffisante. En remarquant que K est une extension

galoisienne de @ (pas nécessairement réelle), il suffit de 1'établir sous
la forme suivante :
(1) Si k! est une extension galoisienne de @ de degré 2n s

et si 2z € k', alors z est constructible : z € K' .
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On raisonne par récurrence sur n . Si n =1, ona : k' = Q(z1)9

avec z? € Q (21 réel ou complexe). D'aprés le lemme, z, € K' et, comme

B S ULH , U, T € Q , on a également  z € X'.

Supposons la propriété (1) vérifide pour 1l‘ordre QH_1 et démon-

trons 1la pour n ., Le groupe de Galois G de k' sur § est d'ordre 2n9

11 en résulte, dlaprés

k?® G
kn—l

»S:{e,g}
Q {e}

une propriété de pure théorie des groupes, que G contient un élément g
dtordre 2 sgitué dans le centre de G . Le“sous—groupe S = {e,g} est alors
digtingué dans G car o € G, o’go‘w1 = 60—1g =g €8 G(Og u;ilise ici le
fait que g € Z(G), centre de G, pour permiter g et of1). Dlapres le théo-

reme fondamental de la théorie de Galois, la propriété S < G implique que le

corps fixe kn 1= F(S) des éléments de k' qui sont invariants par g est
) n
. - . s . Card G 27 _ _n-1
une extension galoisienne de § , de degré égal a Carda s =3 =2 . On a
done [kn~1 : Q] = 2n—19 kn—1 extension galoisienne de § , et 1'hypothese

de récurrence s'applique, dol kn_1 cK', Mais [k' : kn-1] = Card S = 2,

de sorte que k* est une extension quadratique de kn—1 . Ainsi k' = kn-1(zn)
avac z2 € k o D'aprés le lemme, on a ¢ z € K', et si z =u z_ + v,
n n-1 n n

u, v € k.n , on a également z € K' ., La propriété (1) est démontrée et la

-1

condition du théoréme est suffisante.

29, La condition est nécessaire. Supposons x constructible. On sait que x

appartient & une extension provenant de @ par un nombre fini d'extensions

quadratiques successives (réelles) :

'(D,CQ(,oc1) < Q(oc1,oc2) C ..o C Q(oa1, Qysenes an} =k

o > =k o

2 2 2
(2) a, €0, az € Q(a1) = k1,.o., a, € Q(@1y a2y°'°9 n—1 n—1

1

. n . £ s c
On a bien [kn : Q] =2, mais le théoréme n'en résulte pas encore car kh



nlest pas en général une extension géloisienne de @ . Il est assez facile
déobtenir la plus petite extension galoisienne de @ contenant kh . Ici,
extension galoisienne signifie extension normale puisque @ est de éarac;é—
ristique nulle, Soit ’mi(X) le polyndme minimal de o, sur R . Toute exten-
sion normale de ko contient évidemmént les racines Bij de 1'équation
mi(X) =0 , et par suite le corps de décomposition du polyndme s

u(x) =n (x) n(x) ... = (X)
sur § . Or ce corpé de décomposition est lui-méme une extension normale de

Q ; il coincide donc avec la plus petite extension normale de @ contenant

kn , soit
' N = Q(a1, PUREY Bij yooo)e

On va lui donner une autre forme mieux adaptée pour calcuier»son degré. Soit
g € G, groupe de Galois de N sur @ ; numérotons ses éléments
Gy =&y Oypeces Of . Nous allons démontrer 1'égalité :

N=0N= Q(a1,9°°9 o oé(a1),e.,, cz(an),e.o, o&(a1)y..09 of(an))o
Le second membré est inclus dans N , de sorte qu'il suffit d'établir 1'inclu-
sion opposée, ou encore :

Bij €N .

Notdns pour abréger Bij = Bi une racine quelconque de l’équation mi(X) = 0
vérifide par a, sur Q . Il existe, d'aprés le théoréme‘de 1ltadjonction
symboliq_ué9 un @ isomorphisme ¢ : Q(ai)——+ Q(Bi)9 qui transfeorme . en Bi°
Celui-ci 1éisse invariant les coefficients de M(X) € Q[X], et peut donc étre
étendu & un Q-automorphisme o du corps de décomposition N de M(X) sur
@ . Ainsi, il existe un élément o € G tel que Bij = cs(ai), ce qui prouve
que NC N', d'ou N =DN' , En d'autres termes, le corps N = N?* est engendré
par les corps d(kn) isomorphes & kn qui proviennent des injéctions de kn

dans N . (On sait d'ailleurs que ces corps sont en nombre égal a [kn : Q] = 2n).

Mais alors, les égalités (2) vont donner en appliquant o, *
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2 2 2
(02(a1)) € Q7 (Gz(ocz)) EQ(Gz(“1))"""(02(“n)) €Q(62(oc1)9m,62(an )

-1
ce ‘qu'on peut encore écrire :
(o, (a )526 Qla, yooes a ) ;s (o, (a ))2 € Qla, yeees oy ofa,)) HER
2" 1 n 272 1’ > m’ 271
et ainsi de suite, Il en résulte que N provient de @ par un nombre fini
dvextensions quadratiques ou triviales, dolu :

Zal

[N : q]
Mais alors, en revenant & x € kh.C:N‘ (normale sur Q), le corps de décompo-
gition K du polyn6me,minimal P(X) de x sur €@ est contenu dans N ;

c'est un sous-corps K de N , dont le degré divise celui de N , et par suite

est une puissance de 2 (COQ.FQD,),

Remarque. Si =x est constructible, on sait que [Q(X) : Q] est une puissance.
de 2, mais cette condition ne suffit pas pour que' X >soit constructible., La
condition du théortme donne une condition nécessaire et suffisante qui fait
intervenir le corps engendré par les racines du polynbme minimal P(X) de

X sur k ., Par exemple, un nombre algébrique x de degré 4 n'est pas toujours

constructible, (Voir un exemple en exercices),
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