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Cours de Mr. Cartan - 1

2.1.a - 1968/69

Sujet du cours : homotopie, groupe fondamental, revétements. Homologie singulidre

et a?plications,'

:Blbllographle ;

-~ Marvin X. GREENBERG L&ctures on Algebralc Tovology (WaA, Bengamln 1967)
-~ Edwin H. SPANIER, A]gebralc Topology (Me GraWwﬁlll 1966) ce livre est un

fcuvrage &e reference‘ 3? est trop complet poul qu 11 sclt questlon d‘aborder tous
Tles sngets traltes d&ns cet ouvrage, B -
?w‘Henrl CARTAN : une partxe éu cours polycople de la Fac.»des Sclences de Parls
{(c 3 ,‘1967;68),. Chap.IV ; fasplﬁules,12v,»15 16 , 17 5 18, 19., 20;. En.

outre, chap. IT (généralités sur les foncteurs).

Intraductioq

1 - Exemples d'espaces topologiques.

Bg”: Egyle_uniﬁé‘(fermée)‘delﬁn , est fOrmée~des"pointé Xi= (x Cyeesy x ) tels

.o 2 a2 . ‘ . .on-1

que fx§® = Z:J (Xg)zééitoV Sn ! s epheromunlte deiR L est deflnle par ¥ =1.
Noter que s’ {m 1, + 1} est formée de 2 p01ntsb i st 1‘hemxsphere suporieur
de §" 5 C est l‘ensemble des x .= (xo ,‘x1 ey xn) ¢ ; tels que

- b =1, 0?’0 - |

: Ei est homeomorphe » B (définif-ﬁn tel homéémorpbisme), Soit P un pointk&e Sn
définir un homeom@rpbxsme &e s" - P SHf%Rg (prejéc@ion stéréograﬁhiqné), et aussi -

sur la bou}e OLverie B - b ? N k ‘ o

; L espace proxeci}f réel de dimension 0, ncte_. (R , ou simplement P? , és£‘<”
“;le~quot;ent del& - {O} par 1a zelaizon d*eou3w(1@ncr s
(”O 5 Xy e X ) est dquivalent & (yo ;,y{ yﬂg.g‘éﬁ)

i1 ox1$te ,kc &,tnl que y, = ) X, (O&Ai n).;\hn tel Nest £0 .

Teeef sae,
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T un sous-

: . n ; N o . n+1 N
La topologie de P est la topologie-guoticnt de celle de R - {0:
-1

4

n ) ; ) n+1 -
ensemble U P est dond ouvert si et seulement si n  (tJ) est un ouvert de R - {0}

. . . 1 \ 11 .
[on note n 1fapplication canonique J - { % 3 P | . Au point de vue en-

[ :
3 noo . U ) = n+
sembliste, P s'identifie a l'ensemble des droites de R

passant par l'origine;
on vient de définir une topologic sur 3'ensemble de ces droites. Liapplication =
. \ ' : o1

est ouverte (1l'image d'un ouvert est un ouvert) , parce que 1 (n(V)) est ou-

n+1 fol 03 7 1 1
vert dans B - LOJ chaque fois que V est un ouvert; en effet, c'est le "sa-—

/3 . - . ’ s . ) P s

turé de V pour la relation d*équivalence, donc c'est la réunion des transformés
AV de V par toutes les homothéties de rapport Ag# 03 chaque AV étant ouvert,

leur réunion est bien ocuverte.

b n Id 7 ‘ + - .
La topologie de P (R) est séparde {exercice) . [A ce sujet, voir le cours

C 3 de 1967-68, chap. T} .

C oy .y . . ; ' n n-+1 ¢
La relation d'équivalence précédente induit sur la spheéere § R ~ iO}

la relation d'éguivalence 6 dont les classes sont les couples de points diamétra-~

lement opposés; on en dddult une application continue bijective

. o,
P 3 § S 2 Ih
=98/ e ¥ m) ,
Y
. s \ . Ry B , . ) . 1
ce qui montre que llespace guctient & ,? est separe, done compacth (pu1sque 3

est compacte): il s'ensuit que West un homéomorphisme. Ainsi l'espace projectif.

n . Lo . cpe s I
P (R) est compact, et peut &ire identifié au quotient &/

P

. . i . s IR ,
Exercice : définir l'espace projectif complexe P {€) ; monirer qu'il est

........ b

‘ - chs s ., Rntt s Sy oo
compact et s'identifie a un quotient de S par une relation d'éguivalence
qu'on précisera.

G ) . o i : . -

Liinclugion naturelie B wwr I . qui envoie le point (x, ,..., X ) au
N n-+1 o
point (O , Xy peees xr) , induit une ivelusion § 3 B - {O%mwméh' - 20} . puis,
4 I

par passsge aux guobien

{montxer gue c'est un 30US=CEPACE

e 2
appeléd

cosS e
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- par passago au quotlent a partlr de 1'application. confluue

n+ _
W) - @ (0 ) s
; v ‘XT , * : ,
qui envoie (x. , X, ,c.vy, X ) en — ,..., = . ; pour montrer que (1) est
Pl O 1 ' no XO «XO o ) . :

un homéomorphisme, définir une-application continue en sens inverse, par la
formule

(Y seeey y )b (1, Yy reees ¥

Quelques problémes d'homéomorphismes.

,é) LeS“boules‘Bniet‘Bm sont—elles homébmorphes lcfsque m £ h‘?kLa répoﬁsé
‘esﬁ non, mais la preﬁve ne peut 8tre éonnée icl : elie nécessite la thé§rig
'de_l'homOIOgie. | -

'b) Soit f ¢ B e B” wn homébmorpbisme;.éstwil vréi Que £ éPpliéueISn

n-1 .,
dan9 S ? La réponse est oui, mais cela ne pcut atre prouvé gu'avec la théorie

de l‘homologle {exerc1~e : le démontrer pour n = 1 . Cela sxgnlfie : dans un
homéomorphisme f du segment [~ 1 , + 1] sur lui-méme on a F(~1) = ~1 et
f(+1) =+ 1, ou ‘bien £{~1) = +1 ét f{+41) = -~ 1t . On utilisera le fait que si on

e

enleve un point intérieur au segment, ce qui wste n'est pas connexe | .

c) La boule B" et la sphere s" ne sont pas homeonorphe . 'On le montrera au

moyen de la théorie de 1'homologie.

d) Monirer ue la boule iermae B n'est pas homeom@rﬁhe 2y 1a bou]e ouweruc
I

n-
B - 5 (J‘unc est compacte, 1l'autre ne 3‘0%1 pas).

Définition : on appelle variétd topoloqiqugrde djmension n un espace topo-

logique X gui posséde la propridtd suivante : 10ut wnln* x € X pos%ode un voi-
sinage ouvert UJ qui est homéomorphe & B (ou, ce qui rev1ent au méme, & une
boule ouverte de dimension n). Le plus souvent, on suppose en oubre que la topolo-

Lomon-

gie de X est séparde, mais ce n‘egt po.s toujours indispensable. L Ex

trer que, de toute fo yon, les pomr%& d'une variété sont des ensembles fe:

n n n : . N e L ’
Par cx<mplc o, 5, ¥ () sont des varidtds de dimension n {(le démontrer).

LR A
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“ N i ;o . vy - oo :

Probleme (e) : est~il possible que deux varidtés de dimensions m et n dis-
tinetes soient hQM(omﬁ“ph05 ? La véponse est non; mais la preuve nécessitera la
théorie de l'homologie.

.

Princ’po d'une méthode pouy prouver gue deux oarﬂces domnés X et Y ne

7 e

sont pas homéomovphes : en Topologie algdbrique, on attache b chaque espace

Y

certains étres algédbriques (groupes§ algdbres, etc.‘.; de telle fagon que les

52

étres algébriqgues attachés & deux syacés homémmorphes soient isomorphes (algé-
briguement). Clest ainsi gu'on deflnira} péur chaque espace X , et chague entier n
un groupe abélicen HH(X) , wppelé groupe d'homologie de X en dimension n .

,Si on a deux espaces X et Y dont on sait déterminer effectivement les groupes

d'homologie HH{X} et Hq(Y"} {(pour un cc;*aln entier n}, et si, pour cet n , les

. [’ . At a4 - )
groupes HH(X) et HP\X } ne sont pas isomorphes, on pourrs conclure que les espaces

: pour nel , on a

X et ¥ ne sont pas homéomorphes. Exempl

, o, o
; , =0, i (b'} = Z
N ) n
done B n'est pas isomorphe & § . On verra dﬁ nombreux exnnﬁ]es de cette méihode,

plus ou moins raffinde.

3 ~ Autres exewmples do varidtéds.

peut 8tre considéré comme

o~
[
<
o
1=
=
fo.)
A
L34
-
;\‘JI
[l
&)
)
@
oy
o
]
i
fat
=
o
L4
©
S
-

. 1
~ Le produit B x §

, 11 de ) par la relation d'dqui~

quotient de ® x I {oh I
ralence @
(v , O) équivalent 2 {y , 1) , quel que scit y ( R .

. - Y b . . o .
[Exercice : e cémontrer ;. C'est une varidté de dimension 2 .

~ Une autre relation &

L'espace  quotrent sfappellie la o Mab n peutb.se lp veprésenter en

imagine
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1 1
Le tore S x 8 , produit de deux cercles, peut Etre congldere comme un.

1quoﬁiént du carré I x I ¢ on ldent1f1e les pozntb des deux c8tés vertlcaux gui -

sont sur une meme herlzontale, et les p01nts des deux cO0tés

horl?ontaux qul sont sur une ’ méme vertloale. Les 4. sommets‘

sont 1dent1f1es en un seul - p01nto Pour reallser le tore

‘avee un carre de papler (ou p]utot de caoutchouc ‘), on peut recoller d‘abord

;1es 2 cctes vertlcaux, ce qul donne un’ cyllndre (tronqué b deux bases 01rcu1a1res),
jlPuls on’ recolle les deux bases. On peut au851 con31derer ]e tore S X S1':

‘fcomme quotlent du plan R par 1a re}atlon d*equlvalence qui 1dent1f1e deux

k‘p01nts (x , y) et(x‘ y') si x ~xtety - y' ‘sont entlers, autrement dit, clest

fle quotlent de & p&r la relatlon d‘cqu1valence éeflnle par le. sous«groupe Z

~ opérant par translatlons,‘:

Chapitre I

Homotopie, groupe fondamental-

S g T

§ 1 - Homotopie.
V ?our ]e détail, nous renvoyons au cours Cart%n de C 3 (196?/68), chqr IV, pp. 22 33.

On notera I le bevment [O ’ ?]

1.1% Homotopjc de deux dpp]lcatzons fcntlnues,

Définition. Etant donnes deux er es topolcglques X et Y, et deux appli-
cations continues fo ¢ X wp Y oot fi X m»&«Y's on dit que fékest¢homopopg 4 i1
s'il existe une “hamctdpie F de fo é'fi ", clest-b-dire une. application continue

; P s XX T e T
5telle‘que'F(x , 0) = fo(x)~et‘F(x , 1) = fi(x) pour tout x € X .

On montre (ef. loc. cit.) que ceci est une relation d'équivalence entre

£foetb £, . En p’tciiu}1éi (bymeﬁrlc) on d’va gue "fO et fj sont "homotopes™

0 %Y S
PR A .
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(chacune d'elles est homotope & l'autre). Notons Y (X , Y) 1'ensemble de toutes
les applications continues de X dans ¥ j et soit H la relation d'équivalence
“d'homotopie. L'ensemble quotient ©(X , Y) / H se note souvent {X , Y] ; ses

;elements sont les classes d'équivalence sulvant la relatlon d‘homotopleo

On montre (lo . 01t., prop. 2.1. 2) que si on a trois espaces'topologlques
X,YI, Z, la composition des appllcatlons contlnues o
&g( Y Z) X %(X ’ Y) —"_"“3’ (ﬁ(x 9'.Z)

(qu1 au couple (g,f) associe g o f) passe au gquotient, et définit une comp051t10n

~des classes d'appllcatlons :
- [Y,zlx[x 1] —[x, 2] .
si P [x, Y] \{JE [y, z], on notera Yolp € [X z] la composée des .
classes (?etty . On a la relatlon &'asboclat1v1te ;
- Ao (o )= (hoy) 0P,
pour e [x,.¥], we[¥, 2], Ac [z, 1].

Parloné‘un peu le langage des catégories. On a la catégorie (Top) des

espaces topologiques-z'ses "objets" sont les”esPaces topologiques; ses "mor-

- phismes" sont les appllcatlons continues (de fagon pr601se, ltensemble des
'morphlsmes de X vers Y est,.par définition, l'ensemble B(X , X ) des appllcatlons
éontihues X = ¥ ); enfin, la cqmpésition &es,morphismeé est, par &eflnltlon,
1§ cémposition des applicationé continueso Nous venons de définir‘une nouvelle
catégarie (Tophom) $ ses objets sont encore les espaces topologiques; mais 1'en=-
semble des morphismes de X vers Y est cette fois [X , ¥ ] , ensemble quotieﬁt de

G(X', Y) . On a dit comment ces morphismes doivent 8tre -composés.

"{.2. Equivalence d'homotopie; type d'homotopie.

Rappelons que, dans une catégorie, un'morphismé f 3 X «3 Y prend le

nom d'isomorphisme s'il existe un morphisme g ¢ Y = X tel que.

gof = idX . fog = idY o
Un tel g est uniquej c'est aussi un morphisme, qu'on note £  (inverse de f) .
Le composé de deux isomerphismes est un isomorphisme.

ooo/csa
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Dans la catégorie (Top) , les iSOmorphismes s'appellent homéomorphismes.

On va voir ce que sont les isomorphismes dans la catégorie (Tophom).

Soit f : X —= Y une application continue; pour que la classe -
d‘homotopiexg de f soit un isomorphisme dans (Tophom), il faut et il suffit

qu'il existe une application continue g : ¥ —3 X telle que

{g’o f ¢ X s X soit homotope & l'application identique idX s
fogs Ye—sY soit homotope & l’application identique idi .

On dit alors qué f est une équivalence d'homotopie.

La composée de deux équivalences d'homotopie est une équivalence d'homotopie.

Définition : on dit que deux espaces X et Y ont le méme type d'homotopie

s'ils sont isomorphes dans la catégorie (Tophom), c'est-h-dire s'il existe une

équivalence d‘homotopie f 28 X oy ¥ o

>Deux espaces homéomorphes ‘ont évidemment le méme type d'homotopie. La ré-
ciproque est fausse : par exemple, on verra que le cercle~S1 et l'espace Rz - {O}
(plan privé de 1l'origine) ont méme type d'homotopie; or ils ne sont pas homéomor-—
phes (en effet, si on enldve 2 points & S1 , ce qui reét@n‘est pas connexe; si on

N . . me )
enldve 2 points @ B - {O} , ce qui reste est connexe).

1.3. Espaces contractiles.

Définition : un espace X est dit contractile s'il a méme type d'homotopie qu'un

R

“espace P réduit & un point.

Proposition 1.3.1. Pour un espace topologique X , les quaitre conditions suivantes

sont équivalentes 3

(i) X est contractile;

(ii) pour tout espace Y 9‘[Y 5 X] a exactement un éléments
(iii) X n'est pas vide, et [X , X] a un seul élément;

(i v) X n'est pas vide, et 1t'identité idX est homotope & une application constante.

Démonstration ¢ on prouvera les implications (i) =e=p (i) =2 (iii) == (Iv) =={(i).

“./.o.
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Exemples d'espaces contractiles 2 dans un espace vectorlel normé E

sur!R » tout sous-ensemble X et01le (par rapport A 1'un de ses p01nts a)
est, comme espace topologique, contractile : car la fonctlon contlnue
"Ft X x I —> X définie par |

| Fx , t)=a+t (x - a)

définit une homotopie de i'application identique idi’é l‘apﬁlication cons—
~tante de valeur a . [Rappelons gu'un sous~ensemble X est dit et011e par
rapport 4 a sz, pour tout x € X ,, les p01nts du segment 301gnant a dXx
.appartlennent a X ] . En partlculler, tout sous—-ensemble convexe non v1de ,
.de E est contractlle, car il est étoilé par’ rapport an 1mporte lequel de ses
7p01nts.aPar exemple, dans[R s la boule fermée B est contractile; de méme,

la boule ouverte Bn - Sn—1 eét contractile.

Céne d'un espace X 3 Soit X un éspace.topologique§ dans.Xﬁx I s intro-
duisons la relation d'équivalence R que voici ¢ tous les points de X x {0}
sont équivalents, les aubres classes d'équivalence n ayant qu un seul p01nt.
On note k )

C(X) = (X x I)/R
1l'espace quotient (muni, bien gntendu, de la topologie quotient); on l'appelle
le cbne de X . Le point S € C(X) , classé d'équivalence de X x (0} , s'ap-
pelle le sommet du cdne. L'applicatioﬁ continue |
b s X = C(X) _
cemposée de llapﬁlication k - (x , 1)»dékX dans X X I et de 1iapplication

canonique p de X X I sur son quotient c(x) , est un homéomorphisme de X sur

~son image (exercice : le démontrer). Au moyen de b , on peut identifier X

3 son image ‘appelée la base du clne.

- Proposition: 1.3.2. Le cdne C(X) est conm
tractile., '

Démongtration ¢ on va définir une homotopie de

l1'application identique & 1l'application cons-—

tante (qui envoie C(X) sur son sommet S).

Pour chaque A€ I, appelons homothétie de rap-

-port A,’et notons hA s 17 appllcatlon contlnue
C(X)bmﬁny(X} qui se déduit, par passage aux

oo ven
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‘quotients, de l’application S
%X 1 XX I -— X'% I définie par
(x,t)-(x,z\t)
v;L'appllcatlon passe blen au quotlent, pulsque kh transforme X x {?} dans

x {Q} ; 1‘appllcat10n hA

en effet, 1a composde k , .
XxI——-‘)ﬁ-—-aXxI—-—-I-)—-—ac(X)

o C(X) — C(X) alns1 obtenue est blen contlnue,»”

5est contlnue, par deflnltlon, elle est egale é la; composee
, P '
‘X‘xI'_ , «c(x) Ao,

:qul est donc contlnue,vet ce01 prouve que hk est contlnue, d'apres la deflnx—

tlon meme de la topologxe quotlent._

I1 est clair que l'homothetle ‘h, de rapport 1 est 1'1dent1te de C(X)

; 1
‘1'homothetle h0 ‘de rapport 0 est l'appllcatlon constante qul env01e C(X) sur
‘son somnet S . I1° reste & montrer que l’appllcatlon h: (y s A ) — h (y)

Ade C(X) x I dans C(X) est contlnue {par rapport 2 I‘ensemble des varlables.;

y € C(X) et AE I). or elle est obtenue par passage aux quotlents A partlr de;

1'appllcat10n
cL (xw’ X ) “"9 (x ’. A't)
’de Xx1I x I dans X x I . Donc la composee
' p X did.
I .
]

(X X I) x I ~a-¢ C(X) x I ——-——a C(X)
est contlnue. I1 s ensu1vra bien que h est contlnue 31 on sait que la
topologle de C(X) x I est la topolog1e«quon1ent pour Ia relatlon d'equlvalence
deflnle par P x 1&1 sur (X x I) x I . Il en est bien a1n51 i e 'est un exercice

un peu dellcat, qu'on lalsse au - lecteur (on utilisera la compac1te de I).

v Exerclce : définir un homeomorphlsme de C(S ) (cone de. 1a sphere S )

sur B (boule fermee) Pour cela, utlllser 1'app11cat10n contlnue

| A Sx)ﬁ»————ﬁ»B1
. qui-envoie le couple {x ; t) au- p01nt tx (homothétique de x € s* c:ﬁ% Uy

~ par rapport & 1'origine, dans le rapport ﬁ).

e d/‘tb
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Proposition 1.3.3. Pour gu'une application continue fﬂ: X —3 Y soit

homofope a2 une application constante, il faut et il suffit qu'elle puisse
8tre prolongée en une application continue g : C(X) —> Y [On a identifié
"X & la base du céne C(X)]'.

C'est un exercice trég facile, laissé au lecteur.

- 10 -
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-Corollaire : pour qu'une appllcatlon continue £ : Sn -3 ¥ soit homotope h une
; appl1cat1on constante,‘ll faut et il sufflt qu elle pulsse se prolonger en une

;appllcat1on continue de 1a béule B n+t dans Y .

1 4 Retracte, retracte par deformatlona

Voir le n’ 2.4 (Ch IV) du cours 1967- 68 pour C 3 . Blen noter que la sphere S
ntest. pas rétracte de 1la boule B" 1‘; on- peut des malnﬁenant le prouver pour n = Q
'£31 1'ensemble{0 s 1}etd1t retracte du segment I = [ 0 , 1] s au moyen d'une ren
tractlon T g—y {O , 1} les ensembles r (0) et r‘ (1) seraient deux ouverts
knon vides et dlSJOlnts ‘de I ,- ayant I pour reunl@n, or ceci est 1mposs1ble pulsque I
est connexe]o Le cas général sera prouvé plus tard, au moyen de la theorle de 1'ho- -
‘mblogie. ;

‘Une fois qu' oﬁ sait que s" ntest pas rétracté de.Bn+1 , on conclut qﬁe’l'appli—
-'catlon identique s? — S n'est pas homotope % une appllcatlon constante (cf. corol-

1a1re de la fin de 1. 3), en partlculler, s" ntest pas contractile (prop.;1 3.1).

En ce qu1 concerne 1a notion de rétracte par deformatlon, voir des variantes

et des exercices dans le livre de Spanier (pages 27 & 33).

1.5. Homotopie relative.

Soit A un sous—espace de X .

Définition : on dit que deux appllcatlens contlnues fO ’ f% i X _—a-Y ,1tellés

que f *A = f IA » sont homotopes relatlvement 4 As 11 ex1ste une homotople

P X}(I ey ¥
telle que
“(1 5. 1} - F(x , ) =¢F (x) = f (x) pour tout x € At tout t € 1. Cette condition

est donc EY ragouter aux autres condltlons pour une homotopie, & savoir :
(175&2)“ F continue,,F(x ; O) = fo(x , F(x y 1) = f (x) pour x € X .
La condition (1.5.1) exprime que 1evtransfqrme ft(x) F(x ; t) de chaque p01nt X,

de A reste fixe au.cours de la.déformation.

Proposition 1.5.1 - La relatlon ~d'homotopie relatlvement A est une relatlon

~a‘équivalence~danswl*ensemble ‘%(X s Y}»des~agpllcatlons.contlnues“de,quans»Y .
Démonstration : Exercice ! o ' : B
Proposition 1:5.2 ~ Soient X , Y , Z trois espaces, et soient AcX et B <X g

soient fo et fjldeux applicatioﬂs continues X -3 Y telles que T !A = f {A s

f (A) = f (M) B ; soxenﬁ go et g, deux appllcatlons cuntlnues Y — L telles Que

gOIB = gil . Si fO et £, sont homotopes rclatlvament & &, et osi go et g1 sont

1.
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;homotopes relativement B , alors g o f_ et g1 o f sont homotopes relatlvement a A .

0 1

(Demonstr%tlon : exercice).
Déduire de 1a une loi de compos1tlon : ‘ ‘ :
[x, y rel. A})({Y Z , rel. B] — [X y Z ’ rel. A], en notant [X , , rel. A]
1'ensemble des classes d'equlvalence d'appllcatlcns contlnues X ==~ ¥ pouvr la relat:on

«

d‘homotopxe xelatlvement a A .

ermnle important : clest celﬁi ol X :'I‘ettA = {O ; 1} . Considérors donc deux
chemxns de Y » | »
' o fO:I%-—yY, f{:‘I;;-»Y
ayant méme origine fO(O) :’f1(0) , et méme extrémité f0(1) = f1(1) . On dit qu'ils

sont homotopes avec origine fixe et extrémité fixe si ce sont des applications R
qui sont homotopes relativement au sous-espace {0 , 1} de I . )
. VEn‘particulier,‘si fo(O) = fT(O) = f0(1) = f1(1) , on a la notion de lacets

" homotopes avec origine fixe.

§ 2. - Le groupoide fondamental d'un espace topologique X .

2.1 - Composition des chemins.

Soient £ ¢ I ~s X et gt I = X deux chemins de X 3 sup§oéqns que l‘extrééité
f(1) coincide avee 1ltorigine g(0) . On va définir un nouveau cheftin, appelé le
comgosé de £ et g (dans cet ordre) , et’ﬁoté provisoirement fJ_g‘; ctest, par
définition, le chemin h : I —> X , avec ‘ | '

N £(2t) si  Octs%
(2.1.1) h(t) = { \
| g2t - 1) si LT&t=1 .

Intuitivement, le chemin h est obtenu en parcourant d'abord le chemin f pendant la
#

premidre m01tle du temps (i.e. pour 0<:t£=§) 3 puls en parcourant 1e chemln g pen—

dant la deuxidme moitié du temps. Noter que h(g) = f(?) g(0).

Cetie loi de composition n'est pas associative : si on a trois chemins f , g , h

tels queff(i) = g(0) et g(1) = h(0) , les deux cheﬁinS'(f L g)ﬂ& h.oet £L{glh) sont -
’ blpn defln}o, mals ils sont en genera} disbincts ¢ en effet, pour le premier on est au
poxnt g(1) = h{0) & 1'instant t = + , tandis que pour le second on est au point

£(1) = g(0) & 1'instant t = & .

Exercice : derire les formules explicites.

Proposition 2.1.1 ~ La loi de compusltlon Aes chﬂmzrq est compatible -avee la

relation d'homotopie (il s 'agit d'homotopie avec orlglne fixe et extrémité fixe) ¢
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ls loi de compositicn qu‘,elle induit dans les classes de chemins est associative.

Démonstra’aicn : 1) soit F une homotopie du chem1n fO au chemin f s et'soit G.

une homotopie du chemin gg 2u chemin gy 3 deflnlssons, pour (}c-t €1, Osugl:

, ; ~ (F (zt ,‘u)‘ pour O<tsy ,
(2.1.2) H(t , u) = ‘ : ‘ »
G (2t~1 ,u)  pour %«tm,, 4, =
Il est clair que H est une homotople du chemin h c=f .Lgo au chemln f1 1g ~(avec‘

'orlglne flxe et extrémité: f}.xe)

2} il reét_e “a‘m‘onf,rer que si on a trois chemins
_ ,f':‘I-—m;X,g‘:I‘-—-a.‘X,wh:I-——-;»X‘
tels que £(1) = g(0) et g(1) = h(0) , les deux chemiﬁsk(f..!.g)ih 'et“fJ_'({g;J. h) sont
homotopes. Ork,b notoh,s-les k ,et k1 3 on vérifie QUe‘ ‘ |
; k1 = k o K, »
oot I — I est 1‘appllcatlon continue que voici : c'est l'unique‘ application, 1li-
ri.éaikkre—-afflne dans chacun des intervalles [0 , ¥, [+, 4] et [4 , 11, Joe»lkle qu«é
«“(0) =0, R(}) = 4 , o<( ) =4, K(1) =1 .

- Tout sera &onc démontré une fois que nous aurons prouve s -

Lemme 2.1.2 ~ .S_i_ k': I — X est un chemin de X , toub chemin de la forme k 0 ok s

ol & ¢ I —3 I est une application continue telle que o(0) =0 , (1) =1,

est homotope & k relativement & iO y T}CI .

Démonstration du lemme : puisque le segment I est contractile, 1‘app11cat10n %4 est

hcrﬁotope 3 1tidentité. Par exemple, on peut poser, pour 0£t =1 , Ozusl
OB (b, W omuskt) £ (1w b,
ce qui donne B(t , 0) =+t , B(t , 1) = o(t) . Alors
kKof : IxI —s X ‘
est une homotopie du chemin k au chemin k O & .

C.Q.P.D.

Terminologie : on dit que le chemin k o « se déduit du chemin k par le ‘changement
de kl‘a, loi du temps : | A o .
b ()
Le lemme exprime qu'un tel changement de la loi du temps ne modifie iﬁas la classe
d‘homotopie du chemin. [N.B : il n'est pas nécessaire Que.ot. soit un homédmOrphisme

de I sur I ; en revanche, il est nécessaire que «<(0) = 0 et =<{(1) =1 .
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Notation»: soient q}etk¥)sont deux classes de chemins de X4(11 stagit de classes
de chemins avec origine fixe et extrémiié fixe)® supposons que l'on ait ?(1) :>Ky(0)
(ceci a un sens, bien que %7et q1301ent des classes dtéquivalence, puisque 1'extrbaité
est la méme pour tous les chemins de la classe ¥, et que l'origine est la méme pour
tous. les chemins de la classe W ) . Alors on notera tf cy(dans cet ordre) la composée
des claqses Y et ¢, clest- a~dire la classe du chemin fLg , ou f désigne un chemin

de la classe Y, et g un chemin de la classe Y . Ona (cf. prop. 2.1.1) :

(2.1.3) (v %0 L& =Y. (‘y, £) , lorsqu'en outre §s est une classe telle
que y (1) =¢(0) . On écrira alors simplement Y.y, L

Proposition 2.1.3 - Si § est la classe d'un chemin cqnstant (c’est~h~dire dfun

chemin e : I —s3 X tel que e(t) = a € X pour tout t+ € I) , on a

il
®

it
o

(2.1.4) | $.& = ¢ pour toute classe \p telle que @ (1)
£ = Y pour toute classe ytelle que W (0)

A

kDémbnstration : soit £ : I ~» X un chemin dans la classe Y; on a donc (1) =a .
On va montrer que le chehin fle est homotope au chemin f ; or on a
fle=fos, ot ek : I «——>» I est définie par
_ 2% pour Oété%
o (t) = { .
1 pour %&tiﬂ 3 _
I1 suffit alors d'appliquer le lemme 2.1.2. Ceci prouve la premidre relation (2.1.4) ,

et la deuxitme se prouve d'une maniére analogue.

2.2 - Le groupoide fondamental de X .

Soit & nouveau X un espace topologique. On va lui associer une catégorie,
notée ﬂ1(X) . Par définition, les objets de cette catégorie sont les points de X -
(donc, ici, les objets de la catégorie forment un gg?emble) . Si maintenant x et yk
sont deux points de X , on définit 1l'ensemble des gjrﬁhismes_ée X Vers y , noté

ni(X ;) X , y) , comme suit :

Définition : un élément de nf(X ;s X , y) est une classe de chemins aforigine X
et dlextrémité y (ii s'agit des classes de ;hemins’de X pour la relation d'homotopie
avec origine fixe et extrémité fixe)
 Pour achever de définir la catégorie ﬁ1(X) , on doit se donner une loi de compo-
sition
{(2.2.1) ﬁj(X T X 5 ¥) x~ﬂ1(X 5 Y s 7 ;ay ﬂ?(x ;X , z) qui, & une cla$se %>de
chemins dtorigine x et d'extrémité y , et 3 une classe Y de chemins d'origine y et d'ex-

trémité z , associe une classe de chemins diorigine x et
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d‘extrémité %z . Par définition, on prendra la classe composée .\ ; ainsi, (2;2.1)'
.ést‘i’appiication

(s p) = oy
:§;§.‘§ Si on utilisait Ié notation o pour la compoéition des morphismes d'une ca-
ftégorie, on aurait done

\t)o xf ({) ¥ (attention & 1ltordre ! )

I raste 3 rerlfler les axiomes d’une categorle. Or- l’ass001¢t1v1te de 1a com~

.p031t10n résulte de la formule (2.1.3) (qui exprime la prop. 2.1.:) ,_etfle fait
que chaque ensemdle . T, (X3 x, x)aum é1ément neutre E% résulte de la prop. 2.1.3 :
‘E% est la classe du chemln constant au p01nt b .’

' On a donc bien associé & l'espace X une categorle ﬂ (X} . Au p01nt de wvue notatlon,
‘on éerira 51mplement m (X, x) au lieu de T, (X 3 X , x) ; clest 1’ensemb1e des classes

de lacets (de X) &’orlglne X 5, muni de sa.101“de%c0mp031t10n.1nterne,

Théortme 2.2.1. Dans la catégorie m, {X) , tous les morphiSmws sont des isomorphis-

mes. En particulier, pour tout point x B la loi de- comp051t10n fait de n x, x)

un_groupe, dont 11'é1ément. neutre est.la classe du lacet constant au p01nt X

Démonstration : soit £ : I = X un chemin d'origine x et d'extrémité y , et

soit \p€ T X35 x,y) la éia%Se de £ . On veut montrer l'existence d'un inverse de ¢,
clest- a-dlre d'un element ql€ m (X 3 Y s x) tel que Y= & et Y= é& .

+

Or sozt g le chemin ﬁeflnl par

(2.2.2) Cogls) = f(1~t)

(g est le chemin f parcouru en sens inverse) . On va montrer que la classe qlde g

est inverse de v . Montrons par exemple que fig , qui est un lacet d'origine x ,
est homotope au lacet constant; il suffit d'exhiber une homotopie H-: I"I - X

4 savoir

. £ (2tu) pour O < t<¥ ,

H(t, u) = : o S ‘ :
‘ f (2u - 2tu) pour FTEtel .
Le fait que H est continue résulte du lemme du cours 1967-68 (page v - 23)’,
Le chemin hu défini par hu(t) = H(t , u) a bien pour origine le point £(0) =
(indépendant de u) et pour extrémité le méme point x ; le lacet hO est le lacet cons~
n'est aitre que g+ , car

£(2 - 2¢) = g{2t = 1)

tant au point x ; le lacet h1

C.g.F.D.
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Notation : on notera‘({rT 1'inverse de QP«
On voit, en particulier, que dans le groupe ﬂi(X , X) ; l'inverse de la classe

~d'un lacet f est la classe du lacet g définit par (2.2.2) .

- Définition : le groupe ni(X , x) s'appelle le groupe fondamental de l'espace X

au point x . La définition de ce groupe est due & Poincaré.

Remarque : 1!ensemb1e'n1(X § X , y) peut &tre vide si x #y . Pour qu'il soit
non vide, il faut et il suffit que le poiht v appartienne 3 la méme comgosante'

cannexe—par arcs que le p01nt X . S'i11 en est ainsi, soit &€ n (X3 x,v9);

1'application \p—> ot k o est un isomorphisme du groupe ET(X , x) sur le

groupe n1(X., y) - En effet ¢ 1) c'est un homomorphisme de groupes, car pour A et

f‘}'gnyi(xax):()na’ 1 : ' 1 : 1
' (A g)aC( = (o Hh.ek) . (& ,gL.aé) 3
2) c'est bijectif, car 1'homomorphisme
A «*%‘dp¢A{o<_1 de K1(Xv, y) dans R*(X , X)
est réciproque du précédent, puisque l

ookl Aol L = X, (< N Yoo 2 AL

Conséquence : les groupes fondamentaux 7, (X , x) et ﬂl(X , v) attachés & deux

1 ,
points x et y d'une méme composante connexe-~par—arcs de X sont isomorphes.

Attention ! L'isomorphisme ni(X , X) e n?(X , y) dépend en général de la classe-
de chemins ol € ﬂT(X i X , y) qui a servi & le définir. D'une fagon précise, pour que .
deux éléments £ et B de n1tX ; X, y) définissent le m8me isomorphisme, il faut et il
suffit que

,y X)

‘ ((3.04*1) A (0(.(5'1) :/\ pour. tout A€ ‘RT(X
Observons gque Q4¢&_1 =Y € RT{X s x)‘; 1t'application X\ — Y. M. }(‘1;de ﬂi(X y X)~

dans lui-méme est un aubomorphisme du groupe nT(X , %) 3 c'est ce qu'on appelle

l'automorphisme intériecur défini par 1'élément ¥. On voit que :

Proposition 2.2.2. — Supposons gue le point y soit dans la composante connexe

de x ; pour que 1'isomorphisme “1<X , X) - nT(X , y) défini par un élément
oL € nj(X 3 X , y) soit indépendant du choix d¢ =%, il faut et il suffit que tout
automorphisme intérieur du groupe ni(X , %) soit l'identité, ce qui exprime que le

 groupe ﬁ?(X , X) est éommut&tifn



Cours de M. CARTAN

, ; - 17 -
2.2.a -~ 196869

[En effet, la condition est que 1'on alt‘K'A x = N quels que soient \ et ¥
dans le groupe m, (X s x)] : ‘ ‘

- Lorsqu 117en est ainsi, et que l'espace X est comiexe par afcs,‘bn peut identi-
fier'entre eux les groupes fandamentaux relatifs aux différents points de llespace X H
d'une fagonkprééise, si‘on note n1(X) le‘groupe fondaméntal d'un point particulier‘x s

-

alors, pou: tout point y € X , en a un isomorphisme bien déterminé de n1(X ;,y)

sur nf(X) .

Remarque : toutes les considérations précédentes sont valables pour n'importe
. quelle catégorie dans laquelle tous les morphismes sont des isomorphismes; Une telle

catégorie s'appelle souvent un groupocide.

Exercice : soit f : IxI — X une application continue; posons, pour u € I,
£ (t) =£(t, u),
et supposons que f 501t un lacet quel que soit u ; posons
‘ =f (0) =
| | gla) =7, (0) =2 (1) .
Nous dirons alors que les lacets fO et f1 sont ”librement homotopes.

8i g(u) était indépendant de u , les lacets fO et f1 seraient homotopes avec origine
fixe (et extrémité fixe) . Dans le cas général, soit g(0) =x , g{1) =y , et
soit & ¢ n (X 5 x, y) la classe du chemln g . Montrer que 3‘1somorphlsme ‘

A > TN <

‘ gg‘nt(X , X) sur ﬁi(x , v) transforme la classe du lacet f, dans la classe du

lacet f1 .,[Indications sur la démonstration .: 1'application F : I xI —s X

définie par o . ‘ 1
g(3tu) ‘pour 04+t
‘ 3
1 .2_
T3

‘v

F(t , u) ={£(3t-1 , u) pour
g((343%)u)‘ pour %@st &1

*

A

deflnlt une homotcple (avec origine x fixe) d'un lacet de la classe de fO 2 un

lacet de la classe of, A o<>‘& désignant la classe de f1 dans o (X , ¥)] -

En particulier, 1orsque X est connexe par arcs, et que le groupe fondamental
de X est commutatif, une condition nécessaire et suffisante pour que deux lacets
de X (n'ayant pas nécessairement la méme origine) définissent le méme élément

de R1(X) , est qu'ils soient homotopes au sens de l'exercice précédent.
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2.3. Espaces simplement connexes.

- Proposition 2.3.1 - Pour un espace X , les conditions suivantes sont équiva-

lentes H

(i) n1(X ; X , y) est un ensemble & un élément, quels que soient les points x et y
de X';
(ii) X est connexe par arcs, et le groupe ﬁ{(X ; x) est réduit 3 1'élément neutre

quel que soit le point x C X 3

(iii) X est connexe par arcs, et il existe un x € X tel que le groupe ﬁ1(X s X

soit réduit & 1'élément neutre.

Démonstration : il est évident que (i) == (ii) ==> (iii) . Reste & montrer
que (iii) entraine (i) . Tout d'abord, (iii) entraine (ii) , puisqu'on a vu -que si
un espace X est connexe par arcs, les groupes fondamentaux ﬂ1(X , X) et n1(X y V)
sont isomorphes quels que soient les poinﬁs x et y . De plus, nl(X i X , ¥) n'est
jamais vide, puisque X est connexe par arcs ; si o et Fg sont deux éléments de
ﬂ1(X s x , y) , alors ﬂ;304~€ n1(X , X) ,Adoné »lek est 1'élément neutre, et par
suite K = @ . Ainsi 1l'ensemble ﬂ1(X ; X , y) a exactement un élément, ce qui prouve (i) .

C.Q.F.D.

Définition : on dit qu'un espace X est simplement connexe lorsqu'il satisfait aux

conditions (équivalentes) de la proposition 2.3.1. Un esPace simplement connexe est donc
un espace connexe par arcs tel que tout lacet d'origine x € X soit homotope (avec ori-

gine fixe) ou lacet.constant d'origine x .

Proposition 2.3.2. - Pour qu'un espace X soit simplement connexe, il faut et il

y 1
suffit que 1l'ensemble [81 , X] des classes d'applications conbinues du cercle S dans.

X sodt un. ensemble«f-un-éidmentie. -

Démonstration : 1) la condition est nécessaire. Supposons en effet que X soit

.simplement connexe ; alors X n'est pas vide, donc [81 s X] n'test égs vide (il con-
tient la classe d'une application ccﬁstante, et d'ailleurs téutés les applications
constantes S1 —3 X sont homotopes, puisque X est connexe par arcs) . Il reste &
montrer que toute application éontinue f: S1 ~x X est homotope & une application
constante. Or f provienﬁ, par passage au quotient, d'une application continue

g: I —X
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telle‘Que g(0) = g(1) (on identifie S1 au quotient de I par la relation d'équivalence
qui identifie O et 1) ; g est un lacet d'origine g(0) = g(1) ; puiéque»X est simple-~
ment connexe, il existe une homotopie |

G : IKI —s X
de ce lacet & un lacet constant. Par passage au gquotient, G induit une application
continue

Fos S1 R I ey X

qui'définit une homotopie de f & une application constante.

2) la condition est suffisante. Si [S1 , X] a un seui éiément, X est non
vide et connexe par arcs {car si x € X et y € X ne pouvaient pas &tre joints par un
chemin les deux appiications constaﬁtes 81'ﬂm¢ X‘de valeur x et de valeur y ne se~ k
raient pas homotopes) . Il reste i montrer que si x € X , tout lacet g to I > X tel
que g(0) = g(1) = x est homotope (avec origine fixe) % un lacet constant. Cr définissons
une applicationbcontinue h du bord du carré Ix I dans X , commé~suiﬁ %’1

h(t , 0) = g(t) , h(b , 1) =x , b(0 , u) =x , b(1 , u) = x .
I1 existe évidemment un hOméomorphismé-u>de IXI sur la boule B2 , qui trahsforme
le bord du carré dans le cercle st
: L*application continue h o ufq': S1 - X étant, par hypothdse, homotope & une cons-
tante, se prolonge en une application continue H ; Bz oo X . Alors G = How : IXI - X

‘coincide avec h sur le bord du carré IxI ;3 G est donc une homotopie.du lacet g au

lacet constant. ;
‘ C.0.F.D,

Proposition 2.3.3. ~ Tout espace conbractile X est simplement connexe. -
En effet, si X est contractile, 1'ensemble [¥ , X] a un élément, quel que soit
lrespacé Y ; il est donc ainsi lorsque Y = S
e . ’ N n
- La réeiproque est fausse : on verra plus loin que, pour n 2 , la sphére S est

simplement connexe, mais n'est pas contractile.
¥

2.4. Calcul du groupe fondamental de S1 .

1 , - ‘ . e
Montrons d'abord que S est connexe par arcs. Pour le voir, on peut ubtiliser

1'application exponenticlle

P S1 , définie par

v 2nit
tma-?e )

exp ¢ R

(S est identifié & 1'ensemble des nombres complexes de valeur absolue égale & 1)
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Cette application est surjective, de période 1 ; en fait, exp est un homomorphisme
du groupe additif de R sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de valeur

absolue égale & 1 , et 'son noyau est Z , le groupe additif des entiers. L'application

exp permet donc d'identifier ST aR/2Z . ' omi 4
Cela dit, soient X et x{ €'S1 ; choigissons to et t1 £ B tels que X, = ¢ 0 .
2ni t1 ‘ ‘ ,
X, = @ s Soit £ ¢ I =3 R 1'application lindaire-affine telle que f(0) = to s

1
(1) = t1 s alors exp o f ¢ I ws S1 est un chemin d'origine X et dlextrémité x1

Ceci prouve que S1 est connexe Ppar arcs.
Soit n € Z un entier quelconque. L'ensemble ﬁ1(ﬁ ; 0, n) au élément? puis—
que R est simplement comnexe (en fait, R est contractile) ; cet élément est la
‘classe du chemin affine £ : I —> R défini par f(t) = nt . Considérons le chemin
exp of ¢t I wp S1 ; clest un igégﬁ de S1 y d'origine 1 et d’extrémité 1. il est
clair que si on remplace £ par un cﬁemin homotope (ayant origine O et méme extrémité n) ,

exp o fest remplacé par un lacet homotope. On définit ainsi une application 3

3 Z‘ww«‘)'n}(ST 1) .

Théoréme 2.4.1 ~ L'application % est un isomorphisme du groupe additif 2

sur le groupe fondamental KT(S , 1) .

Démonstration du théoréme‘: 1) % est un homomorphisme de groupes. En effet,

soient n, et n, deux entiers; le chemin affine de @R , d'origine n, et d'extrémité n.+n,

est transformé par exp dans le méme lacet que le chemin de R diorigine O et d'ex~

trémité n, - De plus, la classe du chemin affine d'origine 0 et d'extrémité n1+n2 est

composgée (au sens de la composition des chemins, cf. 2.1) de la classe du chemin

d'origine O et d'extrémité n, , et de la classe du chemin d'origine n, et d'extrémité

; 1 ‘
n1+n2 . De 13 il résulte que %?(n1 + n2) est la classe composée de la classe g;(n1)
et de la classe §§(n2) , au sens de la loi de composition du groupe RT(S , 1) .
Ceci exprime que ¢ est un homomorphisme de groupes.
2) 11 reste & montrer que 1'application é; est bijective. Or la surjectivité

=

de & et son injectivité résultent respectivement des deux lemmes. suivants :

: : 1 . .
Lemme 2.4.2. - Pour tout lacet g : I —s S tel que g{0) = g(1) =1 , il existe
un chemin (et un seul) f : I —s R tel que

f{0) =0 , expo f =g .

Lemme 2.4.3. — Si fo et f? sont deux chemins I > R tels que fO(O) = fT(O) =0 ,
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et si
go = @Xp © fO et gT = exXp © fI
sont des lacets homotopes, alors les chemins fo‘et f1 ont méme extrémité ¢
f0(1) :f1(1)~€ z.
Ces deux lemmes éont~euxmmémes des cas parﬁiculiers'de deux propoéitions un
peu plus générales :
Lemme 2.4.2 bis -~ Pour tout éhemin g3: I ST et tout u LR tei que
“exp{u) = g(0) , il existe un chemin et un seul f : I —>» ® tel que
£(0) =u , exp of =g
(f s'appelle le reldvement de g , d'origine u ) .
Lemme 2.4.3 bis - 8i deux chemins 8y s 8 ¢ ) S1 ont méme origine et méme

extrémité, et sont homotopes (avec origine fixe et extrémité fixe) , leurs reldve-

0 f1 t T ww R ayant une méme origine u (telle que exp(u) :‘gO(O) o= gI(O))

ont aussi mbme extrémité.

ments f

Ces deux derniers énoncés seront prouvés plus loin, dans un contexte plus géné-
ral : celui des "revétements" (cf. prop. 3.8.1 et 3.8.2 ci-dessous) . Nous les admet-
trons pour le moment; ils entrainent bien le théoréme 2.4.1 , que nous considérons.

donc comme établi [sous réserve de la démonstration ultérieure des deux lemmes).

Remarque : le théordme 2.4.1 montre quéS(E n'est pas simplement conﬁexe,‘De plus
1 . .
le groupe fondamental ﬁ1(S , 1) étant commutatif, les groupes fondamentaux de S

relatifs & deux de ses points sont canoniquement isomorphes.

«

, : ' 1 V
Définition : on appelle indice dfun lacet de S?en un point v € S l'entier n € 7
gqui lui correspond dans 1'isomorphisme - '

1

(S , v)=a n (s’

1
Exercice : si g est un lacet I —p Si (d'origine V'guelcOHQue) , l¥indice de g
est égal & la différence
£{(1) - £(0) € #

pour n'imvorte quel reldvement f s IVw#+fR du lacet g

. . N ' 2
Application s indice d'un laced dans le plan @&
2 : , . ", L2
Soit h : I —> R un lacet (donc h{0) = h(1))} du plan, et soit a € R” un point
n'appartenant pds a l'image H(I) . fN.B : on fait lthypothese qu'un tel point a

existe; on exclut donc le cas ol h est une Ycourbe de Peano”| . Alors h d4éfinit
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: 2
un lacet I «—as R -~ {a},, qu'on notera encore h .
-Considérons 1l'application continue

k : BZ - {a} —3 S1

définie par

k(x) = |‘§i‘§‘1 ;

en notant |x—al la longueur euclidienne: du vecteur x-a ; l'application k est une
équivalence d'homotopie (exercice: le démontrer) . Au lacet h elle associe lé lacet

g=koh:I —> S1 5

par définition, 1l'indice du lacet k o h s'appelle 1'indice du lacet h par rapport au

point a { h(I) . Pour que deux lacets hy s by I -+(R2 - {a} soient homotopes,

1
il faut et il suffit. qu'ils aient méme indice : s'il s'agit de deux lacets de méme
origine, et d'homotopie avec origine fixe, cela résulte du théoreme 2.4.1 ; le

cas général résulte de l'exercice de la fin du n’ 2.2.

Propbsition 2.4.4. - Supposons en outre que le lacet

h:1-——g - fa}

1 N
soit de classe C par morceaux. Identifiant B & € , on peut considérer 1'intégrale

curviligne

1 d h(t)
(2.4.1) 2ni J; h{t)-a

Alors la valeur de cette intégrale est égale & 1'indice du lacet h (c'est donc un entier).

1
Démonstration : le lacet g = k o h de S défini par h est

b h{t) - a

Ih(t)- a

. ; 1 \ ] .
c'est une fonction de classe C par morceaux. D'apres le lemme 2.4.2 bis, 1l se re-

1&¢ve en un chemin I ¢ I «=p R tel que

J2mif(t) _ _h(t) - a

(2.4.2) = y
Ih(t) - al

')

(s 1 (14 .
et f est évidemment de classe C par morceaux. Un calcul élémentaire montre que,

dans chaque intervalle ol f est continfiment dérivable, sa dérivée f' satisfait a

(2.4.3) 2ni £1(t) di = _ah(t)

h{t)-a
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En intégrant on obtient

£(1) - £(0) = 2:1 i f h(?zgfe)x K
i

or le premier membre est égal & l'indice du lacet g =k o h .

C.Q.F.D.

Exercices. ~ Si g+t I —> R est un lacet, et si a et b sont deux points situés
L A o L, . ‘ : 2.
dans la méme composante connexe {(par arcs) du complémentaire de g{I) dans B ,
1'indice de g par rapport & a est égal a l'indice de g parkrapqut ab ..

Si i’image‘g(l) est contenue dans un ouvert simplement connexe {JCIRZ - f&% y

1tindice de g par rapport & a est nul.

it .
si g(t) = eznl € €, 1'indice du lacet g par rapport & l'origine est égal & + 1 .

2.5. Cas de 1a,jsphé‘re~sn(n>;.2)

PropositioniZ.S.i. ~ Pour n21 , la sphére s” est connexe par arcs.

Démonstration : on 1l'a vu lorsque n = 1 (début du n°2-4) . Pour nx1 , soient a

et b deux points distincts de Sn ; on veut montrer qu'on peut 1eS‘joindre par un che-
min. Par a et bVil passe un Sous~espace vectoriel H de dimension 2 deRnH (unique
sauf si a et b sont diamétralement opposés) ; Has” est homéomorphe é,S?~, donc a

et b peuvent &tre joints par un chemin de Hnas™,

C.Q.F.D.

. n .
Théordme 2.5.2. ~ Pour n 22 ., la sphére S est simplement connexe.

Démonstration @ soieﬁﬁ‘P et P deux points diamétralement opposés de Sn .

‘Alors
U=gs" - §{P} et VU=s" - (P}
sont deux ouverts, dont la réunion est Sn ; chacun d'eux est homéomorphe & mp

(cf. projection stéréographique) ; donc est simplement connexe.

Leur intersection
Ur\Ul: Sn - {P s P!}

‘ ; ' s n . :
est connexe par arcs, parce que n 22 ; en effeﬁ,i)anest homéomorphe B R privé d'un

point (par exemple, l'origine)} ; or si on a deux points
a ¢ - (0} , b€R -{0},
le segment de droite [a ,'b] gui les- joint est contenu dans‘@?‘w {Q} ; sauf si a et b

sont sur une méme droite D passant par 0 ; dans ce dernier cas, il existe un ¢ € & - {G}
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non situé sur D (parce que n32) , et alors la "ligne brisée" , composéé des seg-
ments [a , c] et [C , b] , est un chemin d'origine a et d'extrémité b .
Ainsi il est prouvé que UnU’est connexe par arcs. Le théoréme 2.5.2 va alors -

résulter du suivant :

Théoreme 2.5.3. —~ Soit X un espace topologique, réunion de deux ouverts simple—

; . . . / . 3
ment connexes U et U7; si l™intersection UnU’est connexe par arcs, X est simplement

connexe.

Démonstration : d'abord, X est connexe par arcs, car si a et b sont deux points

de X , et s‘ils appartiennent tous deux & U (resp. & U7 ) , on peut les joindre par
un chemin de U (resp. de U/) ; si a €U et b €U’ , choisissons ¢ € UnU’; on peut
joindre a & ¢ par un chemin de U, et ¢ & b par un chemin de U'; alors le chemin

composé joint a a b

Prenons ¢ € UnL’ | et montrons que ﬁ1(X , ¢) est réduit & 1'élément neutre.

Soit £ : I —= X un lacet tel que
f(O) =£(1) = ¢ 3
on veut montrer qu'il est homotope (avec origine fixe) au lacet constant de valeur c¢ .
Les deux ouverts f-T(L}) et f~1( U%) recouvrent I ; chacun d'eux est une réunion d'in-
tervalles ouverts dans I (en nombre éventuellement infini) . Comme I est compact,
I est recouvert par uninombre fini de tels intervalles'; chacun d'eux est appliqué
par £ soit dans U soit dans U’. Il existe donc une subdiviéion finie
O:to4t'1(_..°4tk:1 v

du segment I = [O , 1] , telle que, pour tout entier i satisfaisant & 0 ei <K , la

restriction fj de £ & [ti ’ ti+1] prenne ses valeurs soit dans Y soit dans U/.
On peut de plus supposer que fO , f1 .

dans U et dans U’(sinon, il suffit de grouper plusieurs segments consécutifs en un

. fk 1 prennentAalternativement leurs valeurs

seul). Ceci implicue que les points
a. =f. (1) = £ (0) (mer<iék)
i i~1 i
0= fO(O) ;a8 = fk(1) ; en fait, ag = a =c¢

Soit, pour Ozick , %g € n1(X ;a. aj+1) la classe du chemin £ La classe

du lacet f est évidemment égale & la composée .

Co- P v Croot Py = P

Il reste & montrer que ¢ est 1'élément neutre du groupe ﬂ1(X , C)

. . . .
sont’ dans UnU ;5 introduisons aussi a

Puisque Untest connexe par arcs, il existe, pour O <i «k , un chemin g..
' 1
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d‘origine’ai~et d'extrémité ¢ , contenu dans UnU’ Soit X; la classe (ie'gi

dans ﬁ1(X«; ai , ©) - On peut écrire

“P:.'(“Po‘?ﬁ')’(ﬁ}fr?fz) (b';zz'\fk-z‘fkn)‘(b’;i‘?k:i) :
Donc \¢ est un produit d'é1éments de ni(X , ¢) ; mais chacun d'eux provient d'un
‘lacet contenu soit dans U, soit dans U’ un tel lacet est done homotope au lacet
constant ¢ puis@ue U et Y sont simplement connexes. Donc tous les facteurs de b
sont égaux & Iélément neutre de n1(X y ¢) 5, et il en est de méme det? .

C.Q.F.D.

2.6. — Le groupocide ﬂ1(X) comme foncteur de l'espace X

Soient X et Y deux espaces topologiques, et £ : X —> Y une application con~
tinue. Pour chaque x € X , f(x) = y est un point de Y . De plus, soit u : I —» X

un chemin de X ; alors f oou t I —3 Y est un chemin de Y , appellé transformé du

chemin u par f . Si uo et u, sont deux chemins homotopes de X (avec origine fixe x

et extrémité fixe x') , les transformés f o u. et £ o u, sont des chemins homotopes

0 1
de Y (avec origine fixe f(x) et extrémité fixe f(x')): en effet, si

U: IxI —p X

est une homotopie de U a u, il est clair que

T foU: IxI —>»7Y

est une homotopie de f o u, & f o u, . Par passage aux quotients, on obtient

0 1

un@tapp}ication ‘
1 (5 £, 20

des classes de chemins, application que nous noterons n1(f ; X , x') , ou plus

T (X 3 x , X'") —> 7

simplement ﬁ1(f}‘s‘il n'y a pas ambiguité sur x et x' .
Soient maintenent p€ ﬁj(X';'x » X') et e ﬂ1(X 5 x!, x") des classes de
chemins, et soit
Yoy € ﬂj(X P x o, x")

la classe composée. Il est clair que =, (f) transforme ﬁt%ﬁdans la classe composée

1
ds 31(f} () pt_ni(f) (g&‘; en formule:

{2.6.1} i, (£) bpp) = (n (£) (o)) o (n (£) () o

Nous exprimerons cette propriété en disant que ﬁ1(f) est un morphisme du groupoide

7, (X} dans Je groupoide n (Y) .
i
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Pour x' =x , on écrira n1(f » X) au lieu de Ki(f ; x , x) ; on voit que
v nT(f , X) ¢ nan,, x) R— KT(Y , £(x))
»est un homomorphisme du groupe fondamental ﬁ1(X , x) dans le groupe fondamental

n.1(Y ) f(X)) .

I1 va de soi que si ¥ = X , £ étant 1'identité , n1(f} est le morphisme iden—

tique du groﬁpoide n1(X) . De plus, soient trois espaces X , Y , Z et deux

applications continues

alors le morphisme ﬁ1( g o f) du groupoide n1(X) dans le groupoide n1(Z) est égal
au composé K1(g) o ﬂ{(f) : c'est évident a'partir des définitions.
Nous exprimerons tous ces faits en disant que 1l'on a défini le groupoide fon-

damental ni(X) comme foncteur covariant de l'espace topologique X ; cfest un fone-—

teur défini sur la catégorie des espaces topologiques (et des applications_continues) 5
& valeurs dans la catégorie des groupoides (et des morphismes de groupoides) .

En particulier, pour x € X , 1'homomorphisme

’ ﬂ1(g o f{, x) = ﬁT(X y X) ———> ﬁ1(Z , g(f(x))

est composé des homomorphismes.

n (£, %) n (g 5 £(x))

Tn (X, ) ————d T

1 (Y ) £(x)) “W“‘?ﬂ,](z ’ g(f(x)> .

1

Donc le groupe fondamental n1(X , x) est défini comme foncteur covariant de l'espace

topologique pointé x, x) .

Exemple : si X est un sous-espace d'un espace ¥ , et si i : X ——> Y désigne 1'in-
jection canonique, on‘a, pour x € X , un homomorphisme naturel
n¥(i , X) 2 HT(X y X) e R1(Y , X) .
On se garders de croire QUe c'est une injeétion(car il se peut qu'un lacet de X',‘d'o~
rigine x , soit déformable dans Y en un lacet constant, mais ne le soit pas dans X) .
2

1 rd - \ 7 s
Par exemple, pour Y-B ; X = 81 s, le groupe RT(S‘) n'est pas réduit a 1l'élément

: 2 ~ N (12
neutre, tandis:quewﬁi(B ) est réduit & 1'élément neutre.

&

2.7. - Groupoide fondamental d'un produit d'espaces.

Soient X et Y deux espaces topologiques. On a deux applicatiéhs de projection
p1:X><Y-w-§>X, pg:XxY-—-—}Y;
d'ol des morphismes de groupoides '

7 s o, (X — T (X T : om (X -y Y}
w (py) s (XxY) (X5 m (py) ¢ m (XXT) = ()
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Ilsfdéfinissent un mofphisme

(27‘” , n(XXY)~m)n(X)x‘n(Y)

du group01de fondamental de XxY dans le "produit" des groupozdes fondamentaux n (X)
et n (Y) [On Ialsse au 1ecteur le soin de définir ce qu on entend par “prodult“

de &eux graup01desJ . Le morphlsme (2. 7 1) 1mp11que notamment, pour chaque couple

de,p01nts,(x,y) € X)CY‘, un homomorphlsme

.(2'7 2) (XxY ) (x,y)) --~+'n (X, x)x m(Y,y) .

du groupe fondamental de XxY au p01nt (X,y) , dans 1e produit des groupes fonda~- -
mentaux T, (x 3 x) et 7, (Y,y) . Rappelons que le produit de deux groupes G et G
est deflnl en munlssant 1'ensemble prodult G <G'. de la loi de comp051t10n

@@) (g, 1) (g. a,g g) s

“ou g de31gne le produit dans G, et gt .g1 le produit dans G'

Theoreme 2:7ele = L‘appllcatlen (2‘7.2) ést‘un“isomorphiSme‘de groupes.

La preuve est presque évidente : en effet, se donner un lacet £ : I —» XXY ,

dtorigine (x,y) , ce n'est pas autre chose que se donner deux lacets

V Py 0 £ ¢ I X » Py O f @11 ——>%
d orlglnes x et y respectlvement De plus, se donner une hemotople F Iv«I -9 =Y
d'un lacet fO 4 un lacet f1 , ce n est pas autre chose que se don"er deux homotoples.

Py © F Ix‘I w3 X Py 0 F:IxI —> X
ou lacet p? o f_  au lacet p

0 f (resp. du lacet p2 o f_ au lacet pg o f )

0 i 0
Ce31 prouve bien que l’appllcatlon (2 7.2} est blgecblve.

Plus generalement, 1'application (2.7.2) est un isomorphisme du grou901de fonda~

mental nQ(X)(Y) sur le produit des groupoides fondamentaux 2 {X) et w, (Y)
. 1

1 «
Exemgle : le groupe fondamental 2 (S x’S ) éu tore S x.S s'identifie au pro-
‘dmtq(s)xvzw)Nzxz. ‘ ' '

Exercmce :,etendre le theoreme 2.7.1 au cas d'une famille quéléohque‘d‘espécé Xi'

(finie ou infinie) .

' 2.8. — Groupe fondamental d'un H~espace.
Supposons Que'l'eépace X soit muni d'une loi de compbsition coﬁtinue‘
k | Mz XXX ——> X,
(ethu‘enbﬂutre>on se soit donhékun point e € X tel que
(2 8. 1)‘ }L(e ’ e) =e .
; Alars u_indult un homomorphlsme

’ ’ﬁ-!(/"*) ("e:e»)) = 77'1()(7(}( s (éye)) ““*ni(x ,;e)
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Mais, d'aprés le théoréme 2.7.1 , n1(XxX«,k(e,e)) est naturellement isomorphe au

groupe-produit x,(X , e) x ni(X.,‘e) . Par conséquent, p induit un homomor phisme

1
de groupes '

(2.8.2) A m: W1<X y €)X EQ(X s €) ——3 xﬁ(x , e)

gue nous appellerons j.'a;“mu}.‘c:i,pl.*Lca‘s‘:iaorﬂt définie par p .

Définition : on éppelle H-espace un espace topologique X muni dlune loi de
composition continue p @ X x X=X et d'un point e tels que :
(1) 1la relation (2.8.1) soit satisfaite ;

(ii) chacune des deux applications X —~ X définiés‘par

xeple , %), x-u(,e)

soit homotope 3 1'identité, dans une homotopie on le point e reste fixe.'

La condition (ii) exprime qu'il existe deux applications continues

v, XX - X, v, t ExI—» X
telles que .
| 'v1(x y 0) = ple , x) s v2(x » 0) =plx , e) pour x¢€X,
(2.8.3) vi(e ,u) =¢e y2(e ,u) =e pour u €I,
vi(x , 1) =x | ‘ vz(x s 1) =x pour x € X .

S'il en est ainsi, on a, pour tout g € nj(X , e) :
(2-8.4) ) » m(“ s a)‘ : a 3 m((x ¥ ?) =y
en notant € n1(X , o) 1'élément neutre.

Démonstration de (2.8.4) : soit £ : I - X un lacet de X , dlorigine e ,

dans la classe de ¢« . D'aprés les définitions, m(1 , o) est la classe du lacet
(2.8.5) : teple , £(1)) .
Ltapplication I x I - X définie par

(t s u) e Vj(f(t), u)
est, en vertu de (2.8.3), une homotopie du lacet (2.8.5) au lacet £ (avec origine
fixe e) ; donc la classe m(? , ) est égale & la classe ¢ de T , ce qui prouve
la premidre relation (2.8.4). la deuxieme relation (2.8.4) se prouve de méme, en

utilisant v2 .

Théorémé 2.8.1. =~ Si (Xw, e , g) est un H;espace, l'homomorphisme .m de la

~ formule (2.8.2) n'est autre que la loi de composition du groupe fondamentél ﬁi(X s e)
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et celui-ci est COmmutatif.

Démonstration Soxentc< et € ! (X ,e) 3 d’apres 1a définition d'un groupe

produit, on a
o (o, B) = (&, 1) . (1 B
puisque m est un homomorphlsme de groupes, on. a
m(ot, B) =m(d, 1) am(1, B)
’=kei' 8 d’aprés'(2 8.4) .
Donc m esh bien la 101 de camposmlon au groupe n (x , ¢} +» Pour la méme raison :
(o(, &) =(1,8). (ch, 1,) ,‘d'ouV
mo (ot B) =m(1 ,B) . moek, 1) = Bk,
etparsulte o(ﬁ 43::{. . o

il

C.Q.F.D.

Exemples de H—espaces : tout groupe;fopologique G est unLH-espace (en prenant pour e

“1%'élément neutre, et“poﬁr)xlé"loi de composition de G) , car alors
‘ Mle s X) =X, }L{x s ) =X . ‘
Donc le groupe fondamental m (6, e) est commutatlf, en partlculler, si G eet
connexe par arcs, on peut parler de T (G) sans spécifier le pomt—-b&se° C'était le cas
pour G = 31 (groupe multiplicatif des nombres complexes de valeur absoite egalo S 1)

Remarque. - Pour la validité du théordme 2.8.1 , 11 n'est nullement nécessaire

de supposer llassociativité de la loi de compgsition . Par exemple, onsgeut montreraqﬁé,
poﬁr tout espace topélogiqué Y”et tout point Yo € Y;; 1'espace des lacets‘dé Y dto=~’
rigine Yo
, X"’“‘Q(Y:yo)3

peui eire muni d'une topologle telle qu 1]lun Hwespace lorsqu'on prend pour e le

lacet constanﬁ, et pour loi de composition la loi de comp051t10n des lacets (qui
"n'est pas a35001at1ve) . Il en résulte que le groupe fondamental

n (2T, y) o), |

_qu'on appelle le deuxiome groupe d'homotopie w (Y s yo) , est commutatlfa»

Interpretatlon de la 101 de composition de W X, e) pour un H-espace X . Lé‘

théordme 2.8.1 dit que la 101 de composition du groupe fonéamenﬁa} T(X , el n‘est:‘
autre gue -la "multiplication" m définie par la loi de comp081tlon }L¢ Si on explicité'
ceci en remontant aux &éfinitions,kon'véit.que si on a deux laceﬁs

£:I-—X , g:Ie>X

d'origine e , et qu'on introduit leur "produit! ;L(f y g)., qui est par définition
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le'lacet; ,
b= p(£(t)) , g(t))

d'origine e , la clas;e du produit/L(f , g) n'est autre que celle du lacet composé

gl f (et aussi que celle du composé f Lg) , bien que ces lacets soient en général

distincts. Ceci s'applique notamment dans le cas d'un groupe topologique. Par exem-
1 ' . 1 e

ple, pour X =S , e =1 , le “"produit" de deux lacets de S (défini par la

multiplication des nombres complexes) a pour indice la somme des indices de chacun

des deux lacets.

2.9. — Quelqgues exemples de groupes fondamentaux.

Tout d'abord, il existe des espéces X dont le groupe fondamental‘ne soit pas
commutatif. Par exemple, on verra que le groupe fondamental de § privé de deux
~points (O et 1 par exemple) est isomorphe au "groupe dibre a deux générateﬁrs"
gui n'est pas commutatif.

Soit SO (n) le groupe orthogonal spécial & n variables, c'est—a—dire le sous-

groupe du groupe linéaire GL(n , R) formé des transformations qui laissent invariante la
forme quadratique %E: (xi)z_et dont le déterminant est + 1 ; c'est un groupe
compact, connexe par a%g;o Par exemple, S0 (2) = S1 ; donc

n1(SO (2)) ~ 2Z .
L'injection naturelle BF»«#»BH+1 induit une injection SO (n) =3 30 (n+1) ; on montre
gue l'homomorphisme '

n1(S() (n)) = (50 (n+1))

induit par cette injection est un isomorphisme pour nx3 ; de plus,
7 = n1(SO (2)) —> n1(SO (3))

est surjectif et a pour noyau 2% (sous-groupe des entiers pairs) .

D'ol |

7_%,1(80 (n));.s z/22 . pour np3

Soit U (n) le proupe unitaire, c'est-a-dire le sous-groupe du groupe linéaire com-
/ g ) >

plexe GL(n , €) formé des transformations laissant invariante la forme hermitienne

. ’ 1
(2. Z. e C'est un groupe compact, connexe par arcs. Par exemple, J(1) =8 3
foes i, i

——

donc

ﬂ1(U(1))mZ’ .
Ici encore, on a une injection naturelle O{n) ~—pU(u+1) , d'oh un homomorphisme

n1(L}(n)) 3y n1(§J(n+1)) .
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On. démontfé.qﬁe,‘pour ﬁ>~1 ,\c‘est un isomorphisme j; d'ol
(U(n));\\;Z’ pour nzl ..

Soit SU (n) 1le groupe unitaire spéeial, forme des . transformatlons unitaires dont

le déterminant est +'1.. On montre que, pour n»1 , SU (n) est simplement connexe.
- Lorsque n = 1, c'est évident, car SU (1) est réduit & 1'é1ément neutre] on va v
rifier que SU(2) est simplement cénneﬁe. SV (2) se compose en éffei des transfor-
mationsrc*linéaire de la forme

(x, M b>lax ~By ,bx +3y),
ot a et b sont des nombres complexes tels que a a + b b e 1 (a désigne 1le nombre
complexe conjugué de a) .vDonc, comme espace Lopologlque,,SLJ(Z) est homéomorphe &
la sphére 83 , formée ‘des vecteurs unitaires ée”$2', et par suite SU (2) est sim-
plement connexe (th 2.5.2) . En fait, le groupe SU (2) est isomorphe au groupe

multiplicatif des quaternlons de norme 1 .

§ 3 -~ Revétements.

- 3.1. - La catégorie des applications continues.

On va introduire ici une nouvélle‘catégofie\ﬁ .‘Un objet de la catégorie B est
une application continue p ¢ X —3 B (ol X et B sont deux espaces topologiques). Un
morphisme ; ’

(P, y B) —> (p' , X* , B')
est, par définition, un couple d'applications continues
f:Xw=—3X', g:B—»B

telles que le diagramme suivant soit commutatif :

X ety X0

pl flp'
B ~—~§-_§ B!
c‘est;é»dire g op=p'of . La composition des morphiémes est définie d'une @aniéie,
évideﬁte‘: le composé dfun morphisme
| (p, X, B) —> (p' , X' , BT )
défini par £ : X =3 X' y g% B ~—> B' et d'un morphisme
(p* , X* , B') —> (p" , X", B" )
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défini par f£' : X' —a X" , g ¢ B' —3 B" , est le morphisme
| | (>, X, B) —s (3" , X", B )
défini par
f' o f : X —3X" , g' 0 g : B ——p B
On vérifie facilement que les @Xlomes d'une catégoric sont satlsfalts, en partlculLer,
le morphisme identique (p , X sy B) ~> (p, , B) est le couple

idy + X =X, idB:Bm—«‘fB.

Tres souvent, on considére une sous—catégorie %% de la catégorie ‘@ précédente,
comme suit. Un espace B est donné; les objets de %% sont les couples (X , p) formés
d*un espace X et d'une application continue p ¢ X —~—> B , de but B ; un %%—mor—
phisme (X , p) — (X' , p") est une application continue f : X ~—» X' rendant

commutatif le triangle

X -—*~—~7 X?

\ 4

[autrement dit, on se limite aux morphismes (fb, g) pour lesquels g = idB]

Dans la catégorie f% , on vérifie qu'un tel morphisme est un isomorphisme si

et seulement si f est un homéomorphisme. On dit souvent B-morphisme, et B-isomorphis-

me, au licu de "morphisme dans la catégorie E%" et de "isomorphisme de la catégorie
\6 "
B

Exercice : si p : X —> B est surjective,et si X est connexe (resp. connexe

A

par arcs) , alors B est connexe (resp. connexe par arcs)

3.2. - Revétements triviaux.

Soit p ¢ X —> B une application continue. Pour b € B , le sous-espace p~1(b)
de X s'appelle la fibre de X au-dessus de B . Il est clair que si £ ¢ X —3 X' ,
g ¢ B —3 B' est un morphisme (p , X , B) =2 (p' , X* , B' ), f envoie la
fibre p“1(b) au—dessus de b , dans la fibre p’m1(b') au-dessus de b' = g(b)

Définition 1 - On dit que p ¢ X ~3» B est un fibré trivial si 1'on a X = BxF

(produit de B par un espace topologique F) , p étant l'application de projection
. ~1 . Cen s
BAF ~—p B . Alors,.pour tout b ., la fibre p (1) s'identifie & F .

Définition 2 ~ On dit que p ¢ X —> B est un revétement trivial si c'est un
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fibré trivial & Fibre discrété;'autrément dit, si 1l'on a X m BxF , F étant un

espace topologique discret, et si p @ BxF S B est l*application de projection.

S'il en est ainsi, & chaque feF cozrespond un .sous-espace X B><{fjde BxF ,~

A
qui ouvert et formé .dans B F ;3 et BxF est réunion des sous-—espaces ouverts dis-

joints X, ; pour chacun d'eux, la restriction de p & X_ est uh homéomorphisme'X e B
J T : ’ Pafy £

Les Xf s'appellent les feuillets du revétement trivial.

. Probleme : éherchons tous les B-automorphismes d'un revétement trivial BxF s
clest-a~dire tous les homéomerphiémes'
f it BxP w3 BxF

qui rendent commutatif le diagramme

B Y Foomeiy B XT

N

On a nécessairement .
f(k y y) = (x ,8(x, ¥)) poﬁr‘x €EB, v €T , ou 6 est continue;
de plus, pour chague x € B , 1'application N
’ Y ey & (x s ¥) '
doit étré-une permutation de F . - Ces conditions nécessaires sont évidemment suffi-

santes. Si on.fixeby ¢ P, ltapplication continue

X p~3E (x , y) de B dans F

est localement constante,puisque F est discret. Donc si B est connexe, cette appli-—

cation est constante. Ainsi :

Proposition 3.2.1. - Les B—aﬁtomorphismes d'un revétement trivial BxF ,

lorsque B est connexe, sont de la forme

(x 5, y) =2 (x, & )),

ol 67 ¢ F —=p F est une permutation de ¥ (indépendante de x ¢ B)

Autrement dit, un automorphisme permute les Ffeuillets du revétement.

[ -

Définition 3 ~ On dit que p : X ~> B est un revétement trivialisable ‘de base B

s'il-est B-isomorphe & uvn revétement trivial B«<F ; autrement dit, s'il existe un
espace discret F et un homéomorphisme

£ 1 BxF wices X
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tel que p o f $: BXF =3 B soit 1'application de projection sur le premier facteur.

Un tel isomorphisme T s'appelle une trivialisation du revétement.

Si f1 est une aqtre trivialisation, alors f"?o fi est un B—automorpbisme du
revétement trivial B><F.; réciproquement, pour tout B-automorphisme s du revéte~-
ment trivial Bx F ; £ o g est une trivialisation du rev8tement p : X B .

En particulier, si B est coﬂgexe, { est définie modulg le groupe.des automor—~
phismes de B xTF induits par les permutations de la fibre F ; dans ce cas, les images
par f des feuillets de BXF sont bien déterminées.(a l'ordre prés) : on les appelle
les féuilletq du revétement trivialisable p : X ~—» B (& base B connexe) ; ce;sonﬁ»A

les composantes connexes de X .

N.B. : on observera que si la base B d'un revétement trivialisable p : X -3 B
n'est pas conﬁexe; on ne peut pas définir les feuillets de ce revétement; pour
chaque trivialisation, on peut bien définir les‘feqillets relatifs & cette trivia-

lisation, mais ceux—ci dépendent du choix de la trivialisation.

3.3, ~ Revétements.

"Soit p ¢ X = B une application continue. Si A est un sous-espace de B , p
induit une application continue

-1
P (A) —3 A,

qui est un objet de la catégorie %% . On dit que A est trivialisant pour p si

p~1(A) ~=3 A est un revétement trivialisabley il revient au méme de dire gue
-1, , - ouverts _4
p (A) est réunion d'une famille de. sous-ensembles Y, ,f dans p (A) , deux 3 deux

disjoints,‘et tels que la restriction de p & chaque , soit un boméomorphisme de V, -

sur A . Alors tout sous-espace A' de A est aussi trivialisant pour p .

Définition. - On dit que p ¢ X 3 B est un revétement de base B si tout point

de B possdde un voisinage U qui est trivialisant pour p QEOn peut supposer U ouvert,
sinon on le remplace par son intérieur} . On peut alors recouvrir B avec des ouverts
trivialisants U, .

i

: -1 . *
Si U est un cuvert trivialisant, p (W) est réunion disjointe d'ouverts , V.

tels que, pour chacun d'eux, p induise un homéomorphisme de V., sur U . Si U
jue, 3 2 b )

: . ‘ , : -1
est en outre connexe, les zﬁ‘ sont nécessaivement les composantes connexes de p (U}

ce sont les “"feuillets" du revétement au-dessus de L'ouvert comnnexe U .

Remarque : si p 1 X —3 B ost un rev@tement, p est un homéomorphisme local,

i.e. toul point X4 £ X a un voisinage ouvert V tel qgue p : V —a3 p(V) soit un

homéomorphisme, Montrer sur un exemple gu'un homdomorphisme local nfest pas toujours
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un revétement.

Propositi0n13g35?a - Soit p ¢ X —» B un revétement dont la b&se‘B est connexe.

" Alors toutes les fibres pu1(b) sont des espaces discrets isomorphes entre eux.

Démonstration : soit F un espace discret. I1 éuffit de montrer que 1'ensemble B’

des b € B telq'qua la fibre p~t(b)'soit'iscmorphe a F‘ést L‘1é*fois ouvert et
fermé. Pour voir que B! est ouvert, on prend b € B'ﬂgﬁ utilise un ouvert: tr1v1311»;
sant U contenanﬁ b.; on constate alors que U < Bt , Pour v01r~que B est fermé, on
p1en& un point b adhérent & B' , et un‘ouvert ﬁrivialisanﬁ‘} contenant b 3 les
fibres des points de U sont toutes isomorphes, et parmi elles il y a deskfibres @uw

dessus. de points de B",kdéoh 1'on conclut U< B' , et en particulier b € B' .

3.4. - Exemples de revétements.

Considérons tfapplication . exp t R ;‘ST
o omix | ‘ R :
définie par exp(x) = e ni?ﬁ(cfn 2.4) . C'est un revétement. In effet, pour tout

o : 1 ) :
point b € S1 s, on va montrer que l'ouvert S = ib} est trivialisant pour exp. En

effet 1'image réciproque de S1 - {b}est R - exp“1(b) :ctest la droite R privée

de tous les translatés d'un point a par les translations entieres; seskcomPOSantés
soht des intervalles ouverts de longueurki ;‘l’application exp est un‘héméo~
morphisme de chaun d'eux sur S - {b} . Ainsi S1 peut &ire recouvert par deé
ouverts trivialisants.

C.Q.F.D

Ce vevétement n'est pas trivialisable, sinon R serait homéomorphe au produit

S x Z'(car les fibres sont homeomorphes 4 ltespace dlSCxet z) , proéult qui
nfest 23§ connexe. Contradxctlon,.

On va généraliser cet exemple.

Définition : on dit qu5un groupe discret G opére (5 gauche) dans un espace

topologique X si l'on s'est donné une application continue
6: (}xX:Qm~9 X

ieiz{ q1 { ( s x) (e : élément neutre de G) ,
(g y X) *«{’(gg s X) ,
ou yg dogzgne le predult de g et g' dans le groupe G . On note alcrs f{a) : XAmmﬁvX

>

ia tranmform&tlﬁn

X ()(g , %)
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gui est un homdomorphisme; on a
| e) =id, , plgg') = ¢ (gloplg') .
ple) X’ f(gg ) = ¢ (glopler)
Définition : étant donné un groupe discret G qui opére dans X comme ci-—

dessus, on dit que G opdre proprement sans point fixe si tout point x € X posséde

un voilsinage ouvert U tel que les transformés e (g).U forment, lorsqﬁé g parcourt'Gk,
une famille dfouverts disjoints. C'est par exemple le cas lorsque G = Z opéfe sur

X =R par les translations entidres.

| Dans le cas général 1'opdération CEde G sur X définit sur X une relation dféw‘

quivalence; la classe d'équivalence de x € X se compose des transformés f{g)o X

(g parcourant G) . Soit X/G 1'espace guotient, muni de la topologie quotient§ leé
ouverts de X/G s'identifient aux ouverts de X stables parvG « 81 U est un ouvert &é
X gui ne rencéntre aucun des ouverts e(g)aU? (lorsque g pargourt G’en restant £ e) ,
ltapplication canonique |

| Pt X —3 X/G
induit un homéomorphisme de U sur son image p(U) , qui est ouverte dans X/G ;
p"1(p(§}}) est la réunion des ouverts disjoints €(g)t} , g parcourant G . On voit
donc que p ¢ X ——3 X/G est un-revétement. Lorsque X =R , et que G = 7 opere sur R
par les translations entidres, on retrouve le revétement B ——s R/Z (identifié i S‘)».
Plus généralement : |

Soit X un groupe topologique,et soit G un sous-groupe discret de X ., Faisons

opérer G sur X par les translations & gauche. Montrons gue G opere proprement sans
point fixe. Pour cela, il suffit de montrer qu'il existe un voisinage U de 1té1dment
neutre de X , tel que U et son transla{é g-u par g € G soient disjoinﬁs quel que
soit g € G, g# e . Il revient au méme de dire que si on a

x €U s y €U, g ¢ G et y=gx ,
alors g = e ; autrement dit : les relations

x €U, vy €U et y‘x"% G |
entrainent ¥ x~1 = ¢ , Momtrons llexistence d'un tel U : puisque G est discret,.
1l existe un voisinage V de e dans X ., tel que | I

VG = e} e ,

stisque I'application (x , y) = y&“j de Gy G dans G est continue au point e , il
existe un voisinage 3 de e tel que l'image de Ux Y par cette application soit conte-

nue danz ¥ . .
C.O.F.D.

En résumdé

LN e N S S x e 21y, T S SR ' s
33 G est un sous-groupe discret dlun greupe bopologique X, et si X/G ddsigne

[

¢guivalence définies par le groupe G opdrant
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sur X par les.trénslations & gauche) , l'application canonique X - X/G est un

revétement. Il en est de méme pour l'espace des classes & gauche (classes d'équi~-

valence définies‘pafvlé groupe G 'opérant sur X par les translations 4 droite).

Cas particulier : si:én outre G est un sous-groupe invariant (ou "distingué")

de X (é’est—é~dife est stable par les automorphismes intérieurs de X) , on sait
gue les classes a dr01te sont aussi les classes & gauche, et que X/G est muni d'une
structure de groupe tello que

p i X —s x/¢
soit un.homdmoréhisme de groupes. Mﬁntrer que, a&ecAlé tdpologie Qﬁoﬁiént,' X/G

est un groupe topologique.

Proposition 3.4.1.: 4_§; G est un sous~groupe invariant discret du groupé

topologigue X ,etsi X eét connexe, G est contenu dans le centre de X .

En. effet, soit g€ G ; 1'application
X h—9 X g i-1;
de X dans G est continue. Comme {g} eét ouvert et fermé dans G‘,il‘enSemble
' X" des x é X - tels Que 'x g X-? ; g est ouvert et fe:mé. D'ailleurs  X“ n'est

pas vide, puisque e € X' ; donec si X est connexe, on a X' = X . Ainsi
Xg=gx

guels que soient g€ G et x € X : g est bien dans le centre de X ..

Voici un dernier exemple : la sphére 83 est munie d'une structure de groupe

topologique, définie par la multiplication deé-guaternions de norme 1 .>Considéroné

le sous-groupe discret G & deux éléments, formé des quaternions +1 et =1 ;

3

G opere dans S” , par l'identité et par la qymetrle par rapport & O‘. Le groupe

A quotlent 83/G est homéomorphe & 1l'espace progectlf réel P GR) . En fait, comme
3

‘ groupe, 3/G est isomorphe au groupe S0(3) des rotations dans l'espace R

On le voit en associant & chaque quaternion 2z de norme 1 l'application
Xy 23 2—1 (multiplication des quaternions) ,
ol X d931gne un quaternion ai + B + Yk dont la "partle réelle" est nulle ;
cette application est une rotation dansriﬁ (espace des quaternions dont la partie réel—

le est nulle). Pour que deux quaternions z et z' définissent la méme rotation, il faut
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et il suffit que z = 2' ou z = — 2° s et toute rotation peut &tre obtenue de cette
manidre., On a ainsi une jolie interprétation du revétement
3
S7 ——s S0(3) ,

dont chague fibre est constituée de deux points (diamétralement;eppésés dans 83) -

3.5, - Sections continues d'un revétementd.

D'une manidre générale,.soit p ¢ X —-s B une application continue. On appelle

section continue toute application continue

s ¢ B e X
telle que p o s = idB‘" Une segtiéﬁ continue associe donec & chaque b ¢ B un point s(b)
dans la fibre pM1(b} , et ceci de manidre continue.
Cette définition n'implique pas qu®il n'existe dé telles sections continues

(cf. ci-dessous prop. 3.5.2) . Plus généralement, une section locale, au-~dessus d'un

cuvert U< B, est une application continue

én:(J_ oy K
telle que p o s = idg} . Dans le cas ol p : X = B est un revétement, et ol U est
un ouvert trivialisant, on peuﬁ supposer que p”1(L)) =UxF , la restriction de p
A me(L)) étant la projection UxF w——s U ; dans ce cas, une section continue est une
application U ~~=3 Ux F de la forme | .

oD s (b, & (D)),

ot € ¢} —=s F est une application continue. Ainsi, une fois choisie une trivialisa-

tion du revétement au-dessus de , les sections continues au-dessus de () correspon—

dant bijectivement aux applications continues de U dans la fibre discréte F . On en

déduit que toute section continue s :U ~—3 X est un homéomorphismg de U sur son

. 1 .
image s(U) , qui est ouverte et fermée dans p (U) ; de plus l'ensemble des points

»e

de U ol deux sections continues s, , s

5 U wwsy X prennent la méme valeur est ouvert

1
et fermé dans U .

Ces assertions valent si U< B est un ouvert trivialisant pour le revétement

p: X —>B . 0n va voir qu'elles restent vraies -sans cette hypotheése. En effet :

Proposition 3.5.1. - 8i s ¢ B —> X est une section continue d'un revétement

pt X~ B, s est un homéomorphisme de B sur un sous—espace ouvert et fermé de X H

si S, et Sé sont deux sections continues B ~ X , l'ensemble des points b € B tels

que Si(b} = sz(b} est ouvert et fermd.

(Démonstration immédiate, en utilisant le fait que tout point de B appartient &

un ouvert trivialisant) .
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Corollaire : si la base B d'un revétement p ;VX ~m§ B est connexe, deux sections
continues B — X gqui prennent la méme valeur en un point de B sont identiques. 

" Cherchons si un revétement Pt X ~=3 B peut posséderkupe section continue
‘st B—>X.8iX est connexe, 1'image s(B) est nécessairement égale & X d'apres
la prop. 3.5.1 3 donc s est un homéomorphisme de B sur X , et p est 1'homéomorphisme

'récipquue. On dit alors qﬁe pt X~ B est un revétement trivial a un seul feuwillet.

Ainsi

Proposiﬁion~3.5,2» - Sip: X ~—»Best un revétement et si X est cohnexe,

il n'y a pas de section continue B ——3 X sauf si p est un revétement trivial a un

seunl feuillet.

3.6, — Image réciproque d'un revétement.

Commengons par le cas général ol l'on considére un objet p : X ~p B de la

catégorie B(cf. 3.1) . Considérons un diagramme

(3.6.1) %
J
Bt & 5B

L

o g ¢+ B' =3 B est une application continue. On va lui attacher un objet p' : X' —>» B!
et un morphisme de cet objet dans 1'objet donné, c'est-a-dire un diagramme commuta-
tif

(3.6.2) X1 e X

B'w.,....g.._._)B -
qui compléte le diagramme (3.6.1) [noter.que 1l'application g du diagrémme (3.6.2)
est la méme que celle qui figure dans le diagramme (3.6.1)] .

Voici comment on définit X' : dans le produit B'x X , soit X' le sous—espace

‘formé des couples (bf , xX) tels qde

(3.6.3) g(') = p(x) ;

par définition, p' : X' «—p B' est la restriction L X' de la premidre projection

BIAX e Bt 5 de méme, f 1 X' =3 X est la restriction de la deuxikre projcction
Bfx X «3 X . Alors 1la cemmut@tivité du diagramme (3.6,2} résulte de la relation

{3.6.3) ..
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‘Ltobjet p' t X' —» B! ainsi construit, muni du morphisme (f , g) dans

‘ 1'objet p t X —~3» B , s’éppelle 1timage réciproéue de‘pk:‘X —> B par 1'app1icaﬁion;

continue g de B! dans la base B . Lorsque B' est un sous-espace de B , g étant 1l'ap-

plication d'inclusion, on obtieht la notioh d'objet induit au-dessus du_sous-—espace
o o; : : : :
| Définition : étant donnée l'applicatién continue g : B! ——» B de B’ déns la
‘base B de i‘objet Pt X ~—»B, anappelle relévement de g toute application con~
tinﬁe | | 1 |
| ‘h :'E*‘—~§‘X’

teile‘que.p oh=2¢g. .

v Si on a un tel relévement, 1'af§1icaﬁion

(3.5.4) b === (b, h(b'))

de Bf‘dans B'wx X prend en réalité ses valeurs dans le sous;espace X! de B>&X ; clest
donc une section continué B! -3 X' de 1l'objet p' ¢ X' -3 B? . Réciproquément,

toute section continue est de ce type. Ainsi :

‘Proposition 3.6.1. -~ Les reldvements continus h : B' —3 X de g sont

en correspondance bijective avec les sections continues de 1fobjet p' ¢ X! —> B!

image réciprogue de P 3 X w==s B par 1'application g . Cette correspondance associe .-

& chaque reldvement. h la section définie par (3.5.4) .

Théortme 3.6.2. ~ S8i p ¢ X —=p» B est un revétement, alors son image réciproque

'3 X' e B! par 1l'application continue g ¢ B' —3» B est aussi un revétement.
p N -

Démonstration ¢ on doit montrer que tout point b' € B' posséde un voisinage

ouvert U/ qui est trivialisant pour p' . Soit b = g(b') ; par hypothése, b posséde
dans B un voisinage ouvert U qui est trivialisant pour p ; on va montrer que
u=g " (u) ,

qui est ouvert dans B! (puisque g est continue) , est trivialisant pour p' .
Soit »
| @i UxF T (L)
une tfivialisation du revétement P : X —3 B au-dessus de 1'ouvertl: on va en
déduire une brivialisation , 7

G s URF R p (LY,

comme suit, Observons que p“*i(bﬁ se compose des couples (b* , x) € B'x X
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'telSqﬁe
glb') = p(x) €U ;

pour b €Y', vy €F , on définit

@bt y) = (b0, ple(d) , ¥))
Pour voir que ' esl un hpméomorphisme, on définit une application coiﬁinue
Yoo p'f1( Q) w—p UXF , en associant au couple (b’ , x) le coﬁple (v, ¥y) > ¥
étant 1l'unique point de F tel que

- \Q(g(b’} P V) =X . ‘
Alo?s Yoo kf’ et %ﬁ 0 ﬁﬁ» sont les abplications identiques. Ceci achdve la démons—

tration,

3.7.- ~ Reldvement des chemins de la base d'un revétement.

Soit g+ I ~=—3 B un éhemin de la base B d'un revétement p i X s B . Con-
sidérons le revétement | ‘
ptot Xt e L
image réciproque du revéiement p par 1;épplication g (th. 3.6.2) . Les reldvements

h ¢ I = X du chemin g correspondent bijectivement aut sections continues I —3 X!

du revétement p' ¢ X' —» I (cf. prop. 3.6.1) . On va voir qu'un tel yeldvement h

existe toujours-: on peut choisir arbitrairement le point h{0) dans la Tibre du

point g(0) , et alors le reldvement h est unique. Pour le prouvor,'il suffit de

montrer que le revétement p* : X' «-» [ possdde une section continue et une seule

' . D . =1, .\ . . .
passant par un point arbitraire de la fibre p' {0) . En fail, ceci est vrai pour

tout revétement de base I , én vertu du théordime suivani :

\

Théoreme 3.7.1. ~ Tout revétement de base I est trivial (ou plutdt : tri--

liggb{e)

Erea—

On va prouver, plus généralement:

Théoréme 3.7.2. - Si n'est un entiery 0 , tout revéiement avant -pour base le

n e
rube I est trivialisable.

R - N . L .n
Démonstration : par hypothése, on peut recouvrir la base I du revétement

_ n N ) n .
p ¢ X = I par des ouverts trivialisants ; on peut rvecouvrir I par un nombre

e

pr s . n . P
fipi de tels ouverls, puisque le cube I est compact. 11 en résulie gu'on peut

subdiviser 1 en une suite
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de segments contigus, de telle maniére quef;;:j produit

I, %I, x...xTI, (avec 14i.<k pour 1=j<n) ,

i i i ' J
1 2 n

le revétement soit trivialisable au-dessus de ce produit (qui est un cube fermé con-

tenﬁ déns In) . On a fait la figure pour n = 2 et k =6 . On va maintenant
montrer, pour chaque entier P (ls]ysn),que le rev8tement est trivialisable
au-dessus de chaque cube | '

Ix D Aol eeexly

-+
p facteurs Pt o

pour p = n , le théoréme sera établi. On va procéder par récurrence sur p .
Supposons l'assertion vraie pour p<n (elle 1l'est pour p = 0) , et montrons que

le revétement est trivigl au-dessus de I w...x I x1I, : ><...><Ii .
1p+2 n
p+1 facteurs

Considérons les segments

- =1 UI = J. U e, I=J = I .
Jo=1y s Jy=L VL, Iy =d R e =g =9 0L

On va montrer, de proche en proche, que le revétement est trivial au-dessus de

oo ) Koo X
Ix xIxJ1><Ii Ii R
p+2 n
p facteurs
Ix ... x l[>£J2><Ii XeoeoX T, ’
N i’ P+2 ln

p facteurs

IXxeoee <xI wd RI. K eea XL,
\/———\v._,.,._,_/ k 1 1
p+2 n

p facteurs
Or on passe d'un de ces cubes (disons le h-ieme) au suivant en le réunissant avec
le cube

Ix ...x1I X% X I, Xoeo X I, 3
Ih+1 1P+2 ln

l'intersection de ces deux cubes (dont on vient de prendre la réunion) est

oo < I I aoe¥ ]
Ix fo(Jh/\ h+1)xi Py =1, 5
p+2 n
et Jhﬂ Ih+1 est réduit & un point. On est donc dans la situation suivante : on
a deux fermés B' et B" dans la base de notre rev@tement ; on sait que le revéte-
ment est trivialisable au-dessus de B' et au-dessus de B" ; de plus B'~ B" est

connexe. On veut en déduire que le revétement est trivialisable au-dessus de B'UB"
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On voit donc que le théordme 3.7.2 sera entidrement démontré quand on aura
‘ q

prouvé le lemme suivant :

Lemme 3.7.3. = Soit p ¢ X —» B un revétement. Soient B' et B" deux fermés
(resp. deux ouverts) de B , tels que B'UB" = B , et que B'n B" = C soit connexe
{non vide). Si le revé&tement est trivialisable au-dessus de BY et au-dessus de B"

il est trivialisable au-dessus de B .

Démonstration du lemme : soient

Lan)

des trivialisations du revétement au-dessus de B' et de B" respectivement. Alors
-1 ‘
‘\_ek O‘fn. : O LB _i‘_,_;ch!

est un isomorphisme de revétements triviaux de base € connexe. Ceci prouve déjh-

P! : B'x P! /\"'; p-1(B') , \ev": Bliy BN “ﬁ__),p"

que. les espaces discrets F' et F" sont isomorphes (puisque C n'est pas vide) ; on
peut donc stpposer F' =P" = F , et x{)'q ow" est alors un automorphisme du
revétement trivial Cx F w3 C . D'aprés la proposition 3.2.1 , il est de la

forme

(3.7.1.) (x , ¥) > (x, 6 (y)) , | |
ot & est une permutation de F . La transformation (3.7.1) esf, en ’fait,’ définie
dans BxTF , et en particulier dans B'x F ; notons~la §' dans B'x F . Alo’rs‘
L€° 06" : B'XF ..f:’_._} ;p“1 (B') est aussi une trivialisation de.pq(B') « De plus,
dans Cx F , on a

0= o |
dtaprés ce qui précede; autrement dit, les deux applications continues tto“ et
W 0§ » définies respectivement dans B"XF et B'XF , coincident dans 1'inter-
section BxF . Soit & BxF «—3 X 1l'application qui coincide a\'rec gp“- dans
B"X P et avec tg" 0§ dans B F ; elle est continue : c‘esf évident si B‘ et B"_
sont ouverts, et s'ils sont fermés cela fésulte du lemme du cours 1967-68 (page IV~
23) . I1 est immédiat que \p est une trivialisation du revétement p : X —s B .

C.Q.F.D.

3.8. — Reldvement des chemins e(S‘uite) :

Le théoréme 3.7.2 étant entidrement démontré, nous en tirerons. deux consé-

quences importantes, concernant le relevement des chemins.
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Proposition 3.8.1. - Soit p : X —> B un revétement. Pour tout chemin

g : I —>» B et tout point x € p~1(g(0)) , 11 existe un relévement h ¢ I —p X

de g et un seul, tel que h(0) = x ., [En effet, un tel reldvement est défini par

une section continue du revétement p' : X' —3 I , image réciproque de p par g ;
un tel revétement est trivial, et par suite posséde une section continue et une

seule passant par un point donné de la fibre p"—1(0)] .

Proposition 3.8.2. - Soit p ¢ X = B un revétement, et soient gy 0 & = I - B

deux chemins homotopes avec origine fixe et extrdémité fixe (on a donc gO(O) = g1(0) ,

g0(1)'= g1(1)) . Soit x € p—1(g0(0)) , et soient hO etﬂh1 : T —» X les reldvements

(0) = h1(0) = x . Alors les chemins h

0 0 31 h1 ont meme

g}ﬁrémité>ho(1) ::h1(1) , et ils sont homotopes avec origine fixe et extrémité fixe.

de ces chemins tels que h

Démonstration : soit G : f2 ~» B une homotopie de g a g,

On a donc

60, w) =g, (0) , 61, u) =gy1)
Soit p' ¢ X' ~—p 12 le revétement, image réciproque du revétement donné par 1'ap-

plication G . Il est trivial (th. 3.7.2) , donc il posseéde une section continue
(et une seule) passant par le point ((O , 0) , x) ¢ 12 X X de la fibre de X' au-
dessus de {0 , 0) € 12 . Cette section définit un relevement

_ H: 12 e X
de G , tel que H(O , 0) = x . La restriction de H & IX‘&Q}*”I est alors un relé-
vement de gy c'est donc h0 ; de méme la restriction de H & Ix{1}%1 est un relé-=
vement de g s et par suite c'est h1 . De plus u ~ H(O , u) est un relévement
du chemin constant u 3 G{(0O , u) = gO(O) , donc H(O , u) = x pour tout u € I .
De méme, u p—> H{1 , u) est un relévement du chemin constant u 3 G(1 , u) = g0(1) ;

ctfest donc unt chemin constant ; or

H(1 ’ O) :h0(1) 1 H(1 ’ 1)

Il

n (1),
et puisque H(1 , u) est indépendant de u , on a bien h0(1) = h1(1) : les releve~
‘ments h_ et h, ont méme extrémité. Enfin, H définit une homotopie (avec origine

0 1

fixe et extrémité fixe)} du chemin hO au chemin h1.

C.Q.F.D.
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 Avant d'aller plus loin, nous observons que le lemme 2. 4 2 blS, qui avait
été admis sens ‘démonstration, est un cas particulier de la prop. 3.8.1 (on a
l’appllque au revétement exp : R —wé-S . De méme, le lemme 2.4.3 bis est un
cas partlculler de 1la prop. 3.8.2. Ces deux lemmes sont donc maintenant demontres.
- On peut résumer les résultats precedents dans une formule;
.Soif p:X~=Bun revetement, et soient y, et y deux poin£s~de B. ChoisiSsons-‘
Xg ¢ dans la fibre ' (yo) ; pour tout x €p (y), ona une application »
(p ; xO , x) o (X 5 Xg x) —n T (B N y)
(cf. 2.6) . Dfaprés la propos1tlon 3.8.2 , ceci est une 1ngect10n ¢ car_sxkdeux

‘chemins de X, d'orlglne x, et d'extrémité x , ont pour images deux chemins homo-

0
topes de B , ils sont eux-mémes homotopes (i1 stagit toujours d'homctople avec
origine fixe et extrémité flxe) . Si maintenant x parcourt.la fibre p (y) s on
obtient une application '
b g X x5 %) —>m (B v, )
. x€p. (y) : ' ‘ o
ol le signe \/ du premier membre désigne la somme ensembliste disjointe.

Je dis que % est une bi]‘ection. C'est une injection, car la restriction de @ 3

chacun des 7, (X ; X, , x) est, une injection, comme on vient de le voir; de

1
plus, si x et x' € P (y) sont dlstlncts, un élément de m (X 5 Xg x) et un
element.de~u1(x ; XO , x') n'ont pas la méme image dans nj(B,, Yo 0 - y) , en
vertu de la prop. 3.8.2 , qui dit que les reldvements de deux chemins homotopes de-

B ont la méme extrémité des qu'ils ont la méme origine. Enfin, & est une snrjec-

tlon & cause de la prop. 3.8.1 , puisque tout chemin de B , é‘cmglne Yo * peut

etre relevé en un chemin de X , d'origine Xg

Cas particulier t supposons y =»y6 3 alors

¢ : | = m (X5 xg ) X) ———p m, (B , o)
x€p (y,)
est une ‘bijection; en partlculmer,
n(p,x).ﬁ(x,xo)——-—-}'ﬁ.(B;yo)‘
est un homomorphisme injectif du groupe fondamental de X dans le groupe fcnda-_

mentalvde B . Pour que ﬂ1(p y xo) soit bijectif,
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il faut et il suffit que 1'ensemble n1(X ; X. , X) soit vide pour tout x € p-j(yo)

0

~autre que x. . Si X est en outre connexe par arcs, ceci entraine que la fibre

0]
-1 N . . A
P ;(yo) est réduite & un point. Si de plus la base B est connexe, toutes les

fibres sont réduites & un point (d'aprés la prop. 3.3.1) ; donc p : X —> B

ést un homéomorphisme. On a ainsi prouvé :

Prdposition 3.8.3 ~ Soit p ¢ X = B un revétement tel que X et B soient con-

nexes par arcs. S'il existe un point x_ € X tel que 1'homomorphisme

0

'”31(P ’ XO) : 7[1(X s X ) o——> 711(B ’ P(XO))

0
soit surjectif {donc bijectif), alors p : X —> B est un homéomorphisme (on a

un revétement trivial & un seul feuillet). .

Corollaire : si p ¢+ X —> B est un revétement, et si X est connexe par arcs, et B

simplement connexe¢, alors p est un homéomorphisme.

3.9 - Cas ol la base est localement connexe.

Définition : on dit qu'un eépace topologique‘Blest localement connexe'si tout

point de B posséde un systeme fondamental de voisinages ouverts connexes.

Proposition 3.9.1. - Soit p ¢ X —> B un revétement dont la base B est localement

connexe; alors toute composante connexe Y de X (munie de la restriction q de p

3 Y) est un revétement de base B .

Démonstration : Soit b € B ;3 b appartient & un ouvert W B , trivialisant pour p ;

puisque B est localement connexe, il existe un ouvert U connexe, tel que
b { UcV ; aiors U est trivialisant pour p . Il suffira de prouver que U est tri-
vialisant pour q . Or considérons p~1(U) ; ses composantes connexes sont des
ouverts Vi ; si un Vi rencontre Y , la réunion YLJVi est connexe, donc c'est Y ,
et par suite Vi§: Y . Donec 1 1

¢ (U)=p (U)nY

est la réunion de ceux des Vi qui sont contenus dans Y , et ¢ est un homéomorphisme
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.de chacun d'eux sur U . Donc U est trivialisant pour q . ,
' | C.Q.F.D,

~ Proposition 3.9.2 - Soient p :+ X = Bet q 3 ¥ —> B deux. revitements dont

~1a base B est localement éonnexé. Sif X — Y est unkB—morphisme, clest-a~dire

une application continue rendant commutatif le diagramme

) CRUIIE SHNIS
p'\ /1,
B

alors £ ¢ X —> ¥ est un revétement.

Démonstration : tout point b € B posséde un voiéinage ouvert U qui'ésf trivia-

lisant & la fois pbur p et pour ¢ ; de plus, on peut supﬁoser U connexe, puisque B
est loéalement“connege» Cela dit, partons d'un point y € ¥ soit b = q(y) €B,
, ef soit U un. ouvert connexe de B , contenant b, et'tfivialisant pour pket‘ |
pour Q‘f soit V la composante connexe de q_1(U) qui contient y . On va montrer
que V est trivialisant pouf £ , ce qui établira 1a»froposition, o k

- Soit W l'une quelconque des composaﬁtes connexes de p*1(U) ; poestun homé0~
morphisme dé W osur U , et q est un homéomorphisme de V sur U . Je dis que deux
cas éeulement sont, possibles : ou bien f(W)nV = ¢ , ou'bien f est un homéomor—
~phismé de W sur V . En effet, si £{W) rencontre V , la réunion VUF(W) est connexe
ét~contenué'dans‘qf1(U) R donc elle est égale & V (puisque V est une composante

-1 ;
connexe de ¢ (U)) . Om a donc un diagramme commutatif

dans lequel p etrq sont des homéomorphismes; il s'ensuit que f = q;1,o p est un
homéomorphisme. ' A

Ceci prouve que’f*1(v) est la réunion de certaines des cémposa&te&‘conﬁexes Wi
de p—1(U) , et que pour chacune de ces Wi , T est un homéomorphisme de Wi sur V,.V
Done V est bien un ouvert trivialisant pour f .

C.Q.F.D.
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Remarque : I1 se peut que la famille des Wi soit vide. Ceci n'empéche pas

que £ ¢ X ~—> Y soit un revétement. En effet, dans la définition d'un ouvert V
trivialiéant pour £ , rien n'exclut 1'éventualité ou f_1(V) serait vide (i.e : au-
dessus de V , on a un revétement & zéro feuiliet). Rappelons toutefois que lors-—
que Y est connexe, lé cardinal de la fibre f_1(y) est le méme pour. tous les
points y € Y ; par suite, si X n'est pas vide et Y connexe, il est certain que

f_1(V) n'est pas vide.

3.10 - Cas ou la base est localement connexe par arcs; probléme du relévement.

Définition : on dit qu'un espace topologique B est localement connexe par arcs

(eh‘abrégé : LCA) si tout point de B posséde un systime fondamental de voisinages

ouverts dont chacun est connexe par arcs.

I1 est évident qgue tout espace LL A est localement connexe (cf.no 3.9.) , puisque

tout espace connexe par arcs est connexe.

Proposition 3.10.1 - Pour un espace topologique B , les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) B est LCA ;
(ii) pour tout b € B et tout voisinage U de b y 11 existe un voisinage V de b ,
contenu dans U , qui jouit de la propriété suivante : tout point de V peut &tre

joint & b par un chemin contenu dans U ;

(iii) pour tout ouvert UcB , les composantes—connexes—par—arcs de U sont

des ouverts.

Démonstration : on montre que (i) = (ii) == (iii) = (i) ; vérification facile,
laissée au lecteur. l

Exemples : toute variété topologique est LC A . Plus généralement, tout espace

localement contractile (c'est-a-dire dont chaque point possede un systeme fonda-—

mental de voisinages contractiles) est LCA .

Remarque 1 ¢ soit B un espace LC A ; les composantes-connexes-par—arcs de B
sont aussi ses "composantes connexes" (en effe%, ce sont des ouverts Ui , connexes
par arcs, donc connexes ; si x € Ui , le plus grand sous-espace connexe de B conte-
nant x est donc Ui , puisque le complémentaire de Ui est ouvert). En particulier,

si un espace B est LC A et connexe, il est connexe par arcs.
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"Remérgue 2:‘ soit P X —— B un revétement. Si B est LCA , il en est de méme

de X . En effet tout p01nt X € X posstde un v0151nage ouvert qui est homeomor~

- phe (au moyen de p)ca un v0151nage ouvert de p(x) €B .

- On va désormais c0n31derer la categorle des espaces pointés. Un morphlsme

£ (Y, yo) S (X » X ) est, par deflnltlon, une application contxnue £f 17 X
) ~> (B, b, ) est un revetement,

) é bO .

‘telle que f(yO) = X En partlculler, P (X y X

0.
pointé si p ¢ X = Y est un revétement, et si p(x

0
0

Soit donné un revétement pointé p : (X ;y X.) = (B, bo);; et soit donné ume

0

application continue g : (¥ , yO) ~>(B , bo) .

“Un reldvement de g est une application continue h : (Y , yo) — (X ;‘xo) telle que
g=po h . Si on suppose Y connexe, il existe au plus un tel relévement; en
effet, soit gt Z —> T le revetement, image réciprogque du revétement p‘E'X —> B

par 1'app11cat10n g:Y¥Y— B ;kon a un diagramme cbmmut&tif

L s X

(3.10.1) - q l | l P

Y —=f s
et 1'on sait (cf. prop. 3.6.1) que les reldvements continus h : (¥, yo) — (X 3 X )
sont en correspondance bijec%iﬁe avec les sections continues s ¢ Y —» Z du re-
vétement q , belles que s(yO)‘= z, [en notant z € Z le point (yo R xo) € YxXy
qui est dans le sous-espace Z des couples (y , x) tels que g(y) = plx)] . Puisque ¥

est supposé connexe, il existe au plus une telle section (cf. coroll. de 1la

prop. 3.5.1)
C.0.F.D.

On va maintenant donner une condition nécessaire et suffisante pour 1l'existence

‘du relevement h, dans le cas ol ltespace Y est connexe et LCA .

Théoréme fondamental 3.,10.2 — Dans la situation

)

(x, x

|

(Y s y0)-*-¢ (B, bA

0
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o p est un revétement, et Y un espace connexe et LCA (donc connexe par arcs) ,

une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'un reldvement continu

h: (Y, yo) — (X, xO) de l'application g , est que 1'image de 1'homomorphisme

R1(g): -n1(Y s yo} R ni(B , b))

0
gsoit contenue dans 1'image de I1‘'homomorphisme

ﬂ1(p) : ﬁ1(X . XO) O n1(B s b)) .

0
Alors h est unique.

Démonstration 3 on a déja prouvé l'unicité de h (s'il existe) . Montrons que.

1'inclusion

(3.10.2) Im ni(g)c: Im n1(p)
est nécéssaipg pour llexistence de h ; en effet, si 1l'ona g =p o h , 1'homo-
morphisme 7, {g) est égal au composé. , : ,
1 .
n, (h) n, (p)

1 ' 1

T (T, y,) s (X, x) —————— % (B, b)) ,

0
donc son image est contenue dans 1l'image de ﬂ1(p) .

Réciproquement, supposons que la condition (3.10.2) soit vérifide. On va montrer
l'existence du reldvement h . Considérons le diagramme commutatif (3.10.1) ;

il s'agit de trouver une section continue s : (Y , yé) —_— (Z zo) du revétement q -

Or ltinclusion (3.10.2) exprime ceci : pour tout lacet

i
1l

p? I -7 tel que \F(Q) \P(T) Yo 0

il existe un lacet

It

i
>

P I =3 X tel que qJ(O) HJ(T) 0’

satisfaisant en outre a

(3.10.3) gow=poy.

L'application T «—3 Yx X , définie par t p—» (gp(t) R kV(t)) , prend ses valeurs
dans le sous-espace Z &é Yx X , & cause de (3.10.3) ; elle définit donc un lacet
MN: I —s 7, dtorigine XO0) = AN(1) = Zy 0
tel que g o o= v o,
“Ainsi tout lacet P de Y , d'origine yO , se reldve en un lacet A de Z ,
d'origine z, 3 donc l'homomorphisme

0
,ﬁ1(q} :fﬂ1(Z ; zo} ——3 RT(Y R yQ)
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est surjectif ; il’est donc bijectif (cf. 3f8) .:Soit ZO la composante connexe
de Z qui contient Zy et soit

4 (ZO , zo) ey (Y, y0)~
la restriction de q . C'est un revétement , parce que Yest localement connexe
(puisgu‘il est LCA) ¢ appliquer la prop. 3.9.1. De plus Zg est LCA , pﬁisque»qg
est un revétement dont la base Y est LCA (cf. la remarque 2 ci-dessus) . Done
‘ZO est connexe par arcs, puisqu'il est connexe et LCA (cff 1@ remarque 1 ci-
dessus) .« ‘Il s'ensuit que l'inclusion ZO —> 7-induit un isomorphisme
ﬂ1(Z ) > " k

o’ %

1(Z , zO) , et par suite

mlag) 2 m (2, 2)) ——— (Y, yi) | |
est un isomorphisme. Appliquons la prop. 3.8.3 au revétement 4 : Z0 — Y 3

on voit que 4y est un homéomorphisme. Si on compose l'homéomorphisme réciproque

(x¥ , yo) — (Z0 . zo) avec 1l'inclusion ( ) —» (2, zO) , on obtient la

2y 7 %
section cherchée

s+ (Y, yo) — (7, zo) .
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.10.2.

Voici des cas particuliers importants ou le thoréme fondamental 3.10.2

stapplique.

Corollaire 3.10.3 — Soit Y un espace LCA et simplement connexe. Pour toute

application continue g :‘Yv-+ B & valeurs dans la base B d'un revétement p : X — B
il existe toujours un reldvement continu (et un seul) h : ¥ —> X (tel que

o h = g) qui, en un point donné €Y rend une valeur x. arbitrairement
D g} qui, Yo sy P 0

choisie dans la fibre p~1(b0) , en notant b, = g(yO) .

Corollaire 3.10.4 — Tout revétement p :+ X —> B dont la base B est LCA et

simplement connexe est trivialisable .

[En effet, prenons Y = B ,vg'éténf 1tidentité; le corollaire 3.10.3 montre que
le rev8tement donné possede une section continue B > X dont la valeur en un
b, € B donné est un point arbitraire de la fibre phi(bo) . Les images de ces
diverses sections sont des ouverts disjoints de X, dont X est la réunion; et p

est un homéomorphisme de chacun d'eux sur B | .

Remarque : le théeréme'3»7°2~, relatif aux révétements dont la base est I ,

'apparait maintenant comme un cas particulier du corollaire 3.10.4 ; en effet, ™
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est LC.A‘etAsimplement connexe

Voici un cas ol s'applique le corollaire 3.10.4 :

Proposition 3.10.5 - Tout revltement ayant pour base la spheére Sn(ng;2) est

trivialisable. (cf. théoréme 2.5.2) .

Rappelons que exp : R mué.SI est un revétement non trivialisable.

3.11. La catégorie des revétements connexes pointés; notion de revétement universel

On considére ici uniquement des revétements pointds
P':;(X s XO) i (B s bO)‘ |
- tels que B soit connexe et LOA , et X connexe (alors B et X sont connexes par

arcs). L'espace pointé (B , b )} étant supposé donné,ces revétements sont les

O) _
objets d'une catégorie; par définition un morphisme

7 (¥ , yO y q) —> (X ’ XO H P)
est une application continue £ : (Y , yo) — (X, XO) rendant commutatif le

diagramme

(Y, y,) —r &, %)

4 \\& 7 J//P
| | (B, b) |
Etant donnés deux objets (Y , Yo ,‘q)”et (x, Xy p) , il existe au plus un

tel morphisme f (puisque Y est connexe, et que f doit &tre un "reldvement" de p) ;

peur gue f existe, il faub et il suffit que

(3.11.1) Im nj(q) = In n1(p) ‘ '
(cf. théordme fondamental 3.10.2). De plus un morphisme £ : (Y , yo) — (X, xé)
est,en fait, une application de revétement, d'apres la prop. 3.9.2.

On peut se demander si cette catégorie admet un objet initial, c'est-i-dire si

(B, bo)‘posséde un rev8tement connexe q : (¥ yo) —> (B, bO) qui satisfasse

3 (3.11.1) quel que soit le revétement comnexe p : (X , xo) —3> (B ,'bo) .

Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi que Y soit simplement connexe,

car alors Im ni(q) est réduit b 1'élément neutre de n, (B , bo) . Ainsi :

1
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Théordme 3.11.1 — Si (B ,‘bd)'posséde un revétement pointé q : (Y , yO)MQ(B y bo)

tel que Y soit simplement comnexe, ce revétement est objet initial dans la caté-

gorie des rev@tements connexes pointés de base (B , bO).

Un tel revétement prend alors le nom de revétement umiversel de l'espace

(B , bO) . D'aprés ce qui précede, tout revétement copnexe pointé

p: (X, x.) ~——s (B, bb) définit une factorisation

0

B O)
de q 3 l'espace X apparalt donc comme la base d'un revétement £ ¢ Y ~» X 3

f .
¥, yo) —— (X, xo) —2 (B , b
c'est un quotient de 1l'espace Y du revétement universel.
On étudiera plus loin (no 3.15) & quelle condition un espace donné B , connexe

et LCA , possiéde un revétement simplement connexe.

3.12 - Groupe des automorphismes d'un revétement connexe.

»

Soit p ¢ X ~—» B un revétement; on suppose que B et X sont connexes et LCA .
On a la notion de B-—automorphisme d'un tel revétement : c'est un homébmorphisme

£ : X —> X rendant commutatif le diagramme .

’ ka
X ez X
B
I1 est clair que ces automorphismes forment un‘groupej on le notera G(p) ; ou

simplement G (s'il n'y a pas d’ambiguitéj , et on l’appé&efa le groupe de Galois

du revétement.

On va choisir un point x € X , et son image b, = p(xO) € B . Il est clair

¢ 0
que, si £ € G(p) , le point f(xo) est dans la fibre p_i(bo)

. Proposition 3.12.1 -~ Pour x

€ ?_1(b0) s 1l existe au plus une transformation f

: " 1
du groupe de Galois telle que

f(xo) =Xy 3

une telle f existe si et seulement si

(3;1291)‘ In n1(p s XO) = Im n1(p y x1)

[égalité de deux sous—groupes de n1(B , bo)] .



Cours de M. CARTAN

2.1.a - 1968-69 24~

Démonstration : d'aprés le n’ 3911 (ou, si 1'on préfére, dlaprés le théordéme

fondamental 3.10.2) , il existe au plus un morphisme £ : (X , xo) - (X, x1).de
revétements pointés de base (B , bo) ; pour l'existence, il faut et suffit que
- Im n1(p , xo) < Im n1(p , Xi) .

Pour que f soit un isomorphisme,il faut qu'il existe un morphisme g 3

(X, x1) —-— (X, xo)‘, ce.qui exige

’ ‘ ; Im ﬂi(p~, 31)<C: Im n1(p , xo)i,
dtod 1'8galité (3.12.1) ; et cela suffit, car alors £ o g et g o £ sont égaux

& l'application identique, en vertu de l'unicité..

Remarque : si £ € G(p) est distincte de 1'identité, f n'a pas de point fixe.

-On dit que le groupe de Galois G(p) opdre sans point fixe dans X .

Corollaire 3.12.2 ~ Pour que le groupe de Galois G(p) soit transitif

dans la fibre p~1(b0) , il faut‘ef il suffit que l'image de
7‘3.1(P ’ x) ¢ W1(X s x) ""“"?'7‘51 (B s bO)

‘soit indépendante du point x de la fibre p~1(b0) . On dit alors que le revétement

est galoisien.

Remarque : si le groupe G(p) est transitif dans la fibre pni(bo) , il est .

transitif dans chaque fibre pui(b) . En effet, si on regarde une trivialisation

du revétement au-dessus d'un ouvert U , on voit facilement que lfensemble des
points b € B tels que le groupe G(p) opére transitivement dans la fibre p*1(b) -
est & la fois ouvert et fermé dans B . Or B a été supposé connexe. |
Etudions de plus prés, dans le cas géﬁéral,‘la relation éui existe entre les
 deux sbus-groupes
Im ﬁi(p , xo) et Im n1(p , xj) | ?
de'n1(B , bo) , lorsque g et X sont deux points de la fibre p (bo) .

" Choisissons dans X un chemin d'origine x d'extrédmité x, , et soit o< € n1(B , bG)

0’ 1

son image. Si & chaque A€ Im ﬁT(P , xo) on associe
-1
o Ao ot
on obtient un isomorphisme de Im ﬁf(p ;>x0) sur Im n1(p s xi} , dont 1'isomorphisme
réciproqué est

/u.ynmnac<,}x.cé—1 .
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lLes deux sous-groupes Im T, (p ’ X ) et Im n (p- ’ x ) sont done. congugues

dans > (B, b, Y 3 d'une fagon prec1se , le second est transforme du premler ‘par

~1'automorphzsme 1nter1eur N\ o A o

vLorsque X parcourt la flbre T 1(b ) , o6 prend toutes les valeura poss1bles

1
dans R (B 5 b } , puisque tout lacet de B (d‘orlglne b ) se reldve en un chemin de X

B (d’orlglne x ) . Dol 3

.

Prop051t10n 3.12.2 = Pour gue le revétement p.: X - B soit‘ggloisieﬂ,'iL«§§u§ 

et il suffit que, si lton choiéit x0€ X et bo =kp{x0)e B, ltimage de,lfhﬂmomorphisme
T By %) m (X x)) = w (B, b))

soit un sous-groupe invariant de‘nq(B ) bO) .

[Rappelohs que X et B sont toujoﬁrs‘supposés‘conneXes et LG.A]

Remarque : le revétement simplement comnexe de B (s'il exist@)es€~galoi5ien.

3.13~ Opération du groupe HT(B , bo) dans la' fibre d'un revétement de base B .

Application aux revétements galoisiens.

- Soit p # X ~s B un revotement(qans autre hypothese pour le moment) ChoisisscﬁS'
b0 € B; onavu (n 3. 8) que la donnée d'un(£€ my (B, b ) et d'un x ¢ gy ?(bO)A’
définit un point x‘ €p (b } , obtenu comme sult on ch0181t un 1acet f dans .

kla classe X, On reldve f en un chemin g de X, d'origine x , et x‘ est alors 1‘ex——r
tremlte du chemin g (qui ne dépend pas du choix ée £} . On notera x.X ce point x'.

Le lecteur prouvera leskrelations évidentes :
(3.13.1) X, & = x (si g est 1'élément neutre)

(3.13n25 o (x,o(),‘ﬁ - xJ(o<; &) pOur o{é ﬂV<B , b ) ,; @‘€ ﬁ?(B\;bd) R

Elles exprlmenb que le gxoupe fondament&l T (B ; EO)’opbre % droite dans la

fibre m (b )

Supposons maintenant que X et B soient connexes et LCA ; et que le revétement
- . .. . . 8 . B U
P X — B~s01t galoisien. Choisissons un point X dans la fibre p {b )i
“on va lul associer une application g n (B , b ) — G(p) ’ % valeurs dans le

groupe de Galois du revetement On deflnlt e par la conéltlon

>

(3.13.3) €(c<) (XO) %‘x0°°< , pour ol € ni(Bii bo)‘,
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Ceci définit bien e(eé) € G(p) ,'pﬁisqu‘il existe un B-automorphisme et un seul

dans.le point x0°°<,de 1la méme'fibre,‘

du revétement X , transformant le point Xy

Proposition 3.13.1 - e est un homomogphisme‘de groupes.

Démonstration : pour montrer que (QL } = oL) op(B) E il sufflt de
¢ ¢ q
. Or

montrer que ces deux automorphlsmes prennent 1a méme valeur au p01nt xo

QU B) (x)) = xp (o6) = (xgeot ). B = (@ () (x))e
tandis que o ’ ‘

o() 0 0 (B) (x) = @) (p(B)x)) = g (o) (xg. 0)

Tout revient donc & prouver que si on note = 1l'automorphisme e(o() ,Von_a

(3. 13.4) 6(x)p =6 (xyp) pour G€ n (B, by)

Or choisissons un lacet f dans la classe de 3 , et relevons~le en un chemin g

d'origine x a'extrémité Xy 5'; si on effectue l'automorphisme &, g est

O ’
transforme en un chemln 6og d’orlglﬁe 6‘(x ), dlextrémité & (x .ﬁ Y

comme & o g reléve le lacet f, 1la relation (3 13.4) est démontrée.

Etudions de plus pres 1’homomorphlsme

g n1(B , bo) —> G(p)

11 est surjectif, car pour tout x € p_j(bO) il existe un ex € nT(B., bo) tel

que x = x_..o{ , puisque X est connexe par arcs [en d'autres termes, quand X est

0 y auand 2
connexe par arcs, le groupe n1(B , bO) opére transitivement dans la fibre p 1(b)] .

Cherchons maintenant le noyau'de e c'eét—é—dire le sous—groupe (inVariant) for-
mé des ot tels que e (L) = identité; la condition est que ancA Xy 0
c est—a—dlre que le relevement (d‘orlglne X ) d'un lacet T de la classe o soit
un lacet , ou, ce qu1 revient au méme, que X soit dans l'image de
n1(p ,on) : n1(X , XO) — ni(B R bo}

On obtient ainsi une suite exacte de groupes et d'homomorphismes (le noyau de

chaQue homomorphisme est 1'image de 1'homomorphisme précédent):

n, (D)

(1) — m (X, x;) —ms 7, (B, by} 5 G(p) ————> (1)

ou*(1) désigne un groupe réduit & 1'é1l¢ment neutre. On 1'appellie la-suite exacte

du‘revétement galoisien p ¢ X «w B . Il faut prendre garde que l'homomdrphisme €>

dépend non seulement du choix de bo , Mmais aussi du choix de X, dans la fibrekp_i(bé)
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On devrait donc parler de la suite exacte d'un revétement galoisien pointé.

Exercice : sans supposer que le revétement soit galoisien (mais en supposant

toujours X et B connexes et L CA) s soit?Nc:ﬂ'(R‘ b‘) le normalisateur de -

n (X ’. x ) s C est a—dlre le seus~gronpe formé deSc< tels que l‘automorphlsme»
1nter1eur k . ; ; k
N T }\04»
transforme 1'image de iy x, X, ) —> m, (B, b ) en elle—meme. Deflnlr, ‘comme
ci~dessus, un homomorphlsme e N o G(p) s et en déduire une sulte exacte
(1) — T (x, X ) —— N ~J;*% G(p) «—-mé (1) .

Le cas ou le revétement est ga10131en est celui ot N = a1(B s bo) .

 Cas particulier important>: c'est celui ol X est simplement cOnnexe;(revétémeht 
universel). Alors k '
g ﬂ1(B s bo) — G(p)

est un isomorphisme , et permet d'identifier le groupe fondamental de la base B

" (au point bO) au groupe &es’BwautomorphiSmes du revétement X ’ une fois choisi

un_point x5 € pcj(bo) . On a déja observé ce phénoméne dans le cas particuiier
du revétement o
‘ eXp :t B —— S? H

le groupe fondamehtal'z de la base opdre dans R par‘les translations X —> X + n (nEZ}

Exercice : montrer que tout revétement connexe b deux feuillets (i.e. dont cha-

que fibre est un ensemble & deux é1éments) est galoisien.

3.14 -~ Théorie &é Galois.

Soit q : ¥ —> B un revétement galoisien (Y et B étant toujours connexes et L CA)
Le groupe G(q) opere dans Y "sans point fixe" (cf. la remarque.suivant

la prop. 3;12;1), On peut méme préciser : G(q)fépéfe proprement sans point fixe

{(cf. 3.4) , car tout‘point~yb € Y posséde un voisinage quért {connexe) V tel
que les transformés ¢(V) (g parcourant G(p))soient deux & deux disjoints. En
effet, il suffit de prendre pour V 1la composante connexe de q”1(U) concernant

'yO ,- ot U est un ouvert connexe de B , contenant bb = q(yo) ,-et trivialisant pour g .
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On sait que l'application canonique
Y Y/G(q)
‘est alors un revétemeﬁt‘ en fait, il s‘identifie au revétement dcﬁné. En effet, -
q : Y —> B passe au quotlent suivant G(q), c est—a—dlre se factorise en -
Y ""'”"""‘"‘"> Y/G(C{) "'—""‘?” B,

il est immédiat que ? est un homéomorphisme (exercice !)

Dans la "théorie de Galois", on se donne une fois péur toutes un‘;evétemént
pointé |
qe: (Y, yy) ——> (B, b,) |
qu'on suppose galoisien (Y et B étant connexes et LCA) . Pour tout revétement

connexe pointé

P (X, %)) ——> (B, b))
il existe au plus un morphisme de revétements pointés
P (T, yg) —> (X, %))

qui donne une factorisation q¢ =p o r . 5i r existe, r est une application de

revétement (cf. 3.11); le revétement q est alors factorisé en deux revétements
(3.14.1) (T, y) —=> (X, x;) —Ls (B, b,)

Nous énoncerons, sans démonstration, les assertions suivantes (qui constituent

la "théorie de Galois")

Le revétement r est galoisienjson groupe de Galois G(r) {groupe d‘automor—
phismes de Y] est un sous—groupe du groupe de Galois G(q) ; si on identifie X
Y/G(r) et B & Y/G(q) , la suite (3.14.1) s'identifie &
(¥, 3g) = (T/6(x) , x;) ————3 (¥/G(a) , by) , ob
la seconde application est ltapplication canonique de Y/G(r) sur son quotlent Y/G(q)
Réciproquement, pour tout sous-groupe I'de G(gq), la factorisation
(¥, yy) ———> (T, %) ———> (¥/G(a) , by)

fou x 6931gne 1'image de y ) deflnlt un revetement X =Y/T de B = Y/G(q)
0

0
Pour que ce revétement p : X ~—>B 501t galoisien, il faut et il suffit que I1301t

un sous—groupe invariant de G(q) , et alors le groupe de Galois G(p) s'identifie

"au groupe quotient G(q)/I' (dire comment) .
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" En Partlculler, prenons pour q : Y w~§-B un revetement slmplement connexe de B

(s il ex1ste) . Alors une fois choisi un p01nt Yo € q (b Yo, m, (B by ) = |
s 1dent1fle au. groupe de Galois du revétement q ¢ Y -3 B, et B s 1dent1fle au.
quotlent Y/G HEEY chaque sous-groupe T de G correspond le revetement connexe p01nte

V (Y/r,x)M(Y/G,b)~~(B,b)
ol X5 est la classe de y0 € Y . Tout revétement connexe pointé p : (x, xo) éQ»(B ,‘E0)
est 1somorphe (d'une seule manlere) % un tel revetement, b savoir celul qui est

défini par le groupe de Galois I' du revétement r : (Y , yo) —> (X, XO) tel

que por =g » On obtient ainsi une correspondance bijective entre les sous—groupes

du gfoupe‘fondamental ,

connexes pointés de base (B s bo) . Dans cette correspondance, les rev8tements

(B, b0)~’ et les classes d’iSOmorphié de revétements

galoisiens sont les revétements qui correspondent aux sous-groupes invariants
dem (B, b
‘1(,0)
On obtient ainsi une classification des revétements connexes pointés de base
(B', bO) , lorsque l'espace B , connexe et LCA , posséde un~revétemenbfsimplementr

connexe (cf. ci-dessous, 3.15) .

‘Remargue : si le revétement p : (X , xo) —> (B, bo)‘est fini , c'est~bd-dire
si le cardinal de chaque fibre est fini (il est le méme pour toutes les fibres) ,
ce cardinal est égal au nombre des éléments de G/I' ([ opérant & gauche dans

G = ni(B', bO)) , clest-b~dire au nombre des classes & droite de G suivant le

sous-groupe L dans le groupe G = ﬂj(B . bo)‘. Cet indice est aussi (on 1e_sai£)
, . . 4

égal au nombre des classes & gauche de G suivant [7 (puisque'l'appiidaﬁion’g -3 g

de G dans lui-méme transforme chaque classe & droite dans une classe & g&uche} N

Exemfle : partons du revétement simplement connexe

expt (R, 0) —=> (s’ , 1)

2MXSin est un entier 21 , soit nZ le sous-groupe de ¥ (opérant

ol exp(x) =
dans R par les translations entidres) formé des multiples entiers de n. . D'ol une
factorisation de exp ¢ ' k

1

(3.14.1) R > BR/NZ e »>R/Z = S

D'ailleurs R/nZ est lui-méme homéomorphe & Si, car X P n X induit wn
homéomorphisme B/Z —> B/nZ . Ainsi la factorisation (3.14.1) est isomorphe d-

exp. 1 8, 1

R 5> 5§ e §
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:oh”‘gn‘est induite par la’multiplication‘pér n dans B/%Z . On voit gue tout re-
vétement connexe de S1 , non simplement conﬁéie,beét isomorphe étsif;;"g“;?~s1.’
‘pour un entier nj1 convenable (n est alors. le nombre des.feuillets du’ revétement).
Bien enﬁendu, tous ces revéteménts(sonﬁ galoisien$, puisque ﬂ1(31)3_Z"est commu—
tatif. | | B

k Péur construire des revétements non galoisiens,‘oﬁ.a besoin de chsf;uire un-

" ‘espace B dont. le groupe fondamental ne soit pas commutatif (cf. ci-dessous, § 4) .

" 3.15 - Existence d'un revétement simplement connexe.

Dans tout ce qui suit, B désigne'un espace'connexe.ét'LCA.

Théordme 3.15.1 - Pour qu'il existe un revétement p : X —> Bttel-gue_X ‘

soit simplement connexe, il faut et il suffit gque B possdde la propriété~suivanﬁe s

(TT) pour tout b € B, il existe un ouvert connexe U 3 b tel que 1'homomorphisme

RT(U , b) ~»>-n1(B , b) induit par 1'inclusion U —> B , soit neutre»[i.e : cet

homomorphisme envoie RT(U , b) dans 1'élément neutre de ni(B . b).] .

-Avant de prouver ce théoreme, faisons quelques remargues.

. . X L et oo ’ )
Dire que 1'homomorphisme ni(U , b) ~—9~n1(B , b) , clest dire que tout lacet de U ,

d'origine b , est homotope, dans 1'espace ambiant B , & un lacet constant. Pour un
ouvert connexe Uc B , cette propriéﬁé est indépendante du point b € U , car U est
connexe par arcs (puisque B est LCA) ; le choix d'un chemin de U d‘origine b

et d'extrémité b' , définit des isomorphismes verticaux dans le diagramme commutatif

n (U, b) ——s m (B, b)
et'par‘suite si 1e'premier hoﬁomofphisme,horizéntal est neutre, il eﬁ est de
méme du second.
Définition : disons qu'un ouvert UCB est Rrivilégié s'il est connexe et si,bVWL‘
bET , 1'homomorphisme 7. (U , b) —> = (B , b) est neutre.
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.La condition (T]) peut se reformuler comme suit

(TT) L'espace B peut &tre recouvert avec des ouverts privilépiés.

‘Faisons encore 1l'observation suivante :

Proposition 3.15.2 ~ Pour qu'un ouvert connexe UCB soit privilégié , il faut

et il sufflt que, pour tout couple de pomts b et b! de U , ltimage de l'appllcatlon
@:n(v b, b)—-—--e->n(B,b bt)

fa:ub un- seul element; [Cem sx,gnlfle que deux chemins de U d‘orlglne b et dtex~

trémité b' , sont homotopes comme chemins de B (avec origine fixe et extremlte fixe)].‘

Démonstration de la prop. 3.15.2 : soient
. R SR LARTEE
Dans le groupoide fondamental de U , on &
?? = ?0 X, o € ‘n,l(f(}},'b)'

On a done

| BB = BBy E ()
8i' U est privilégié, C{’(o() €m, (B, b) est 1'élément neutre, donc ‘5( F") = @(? ).
Rec:.proquement, si <§ {31 ‘i’( FO) quels que soient {30 et €1 , On &
(@(?0 @ (X)) = C@('GO pour tout Q(E ni(U,"b‘) ,

done B (M) est 17é1ément neutre. «
 C.Q.F.D.

Avant de commencer la démonstration du théordme 3.15.1 , donnons une condition

‘suffisante pour'que B possdde la propriété (TT) | il suffit que chague point b € B

posseéde un v0151nage s:.mplement connexe. A for'blora., il sufflt que chague point b € B :

~posseéde un systeme fondamental de vozsmages simplement connexes. Par exemple ’

+toute varidté topologique connexe possdde la proprlé‘té fH , eta done un revé=
tement simplement connexe [si on admet le théordme, qué nous allons justement

démontrer maintenant] .

‘ (1) 1a propriété (T1) est nécessaire pour que B possdéde un rev8tement simplement

connexe. En effet, soit

:X'->B
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un revetement X étant simplement connexe. 301t U un ouvert contenant b et

trivialisant pour P ;3 on peut supposer U connexe, puisque B est localement
connexe. On Va montrer que U est perllegle° Soit V une composante connexe

de p (U) et X €V le p01nt de la fibre p (b) . Considérons le

diagramme commutatif

n1(V , X) - A 2 n1(X s X)
h 4
TE (U ’ b) ["‘ i (B s

ou les homomorphlsmes horizontaux sont deflnls par les inclusions VX et
UCB , et les homomorphismes vertleaux sont définis par la projection p .

Puisque p est un homéomorphisme de V sur U , 1'homomorphisme X est un

isomorphisme ; or Mot = EC)X est l'homomorphisme neutre, puisque le groupe

1

est neutre. Donc U est privilégié.

n, (X , x) est réduit & 1'élément neutre. Il s'ensuit que 1'homomorphisme M

C.Q.F.D.

(2) Réciproquement, suppesons que B puisse &tre recouvert par des ouverts

.

privilégiés. On va construire un revétement simplement connexe p : X -2 3B .

Définissons dfabord X comme ensemble : choisissons une fois pour toutes un

0

point b €B 3 par définition, X sera l’ensemble:n1(B ;s b, ?) des classes
et d'extrémité qéelconque. Si a chaque -

de chemins de B , d'origine bO

chemin de B , d'origine b0 , on associe son extrémité, on définit bien

une application p: X ~—» B , puisque deux chemins de la méme classe ont
{par définition !) mdme extrémité. Il nous faut maintenant définir sur X

une_topologie‘% telle que 1l'application p soit ﬁﬁe application de revétement;

et ensuite on devra vérifier que X , muni de cette topologie, est simplement
connexe .

On n'a pas besoin d'avoir défini ﬁne ﬁépologie sur X pour avoir la no-
tion de section au-dessus d'un ouvert UCB : c¢'est une applicatioh s 1 U - X
telle que p o's = idU . Nous allons définir de telles sections; plus
précisément, pour tout ouvert privilégié UCB , et tout point x € p. (U)

on va définir une section

s 3 U 3 X

X
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telle que x ¢ sx(U) ;»image de la section s, . Qu'est-ce que x ? Clest,
par définition, une classe de cheminsg d'origine b0 et d'extrémité b = p(x) ;
ona bEU. Pour tout b' € U, on a un unique element y € m, Bj3sb, b)),

Y sav01r 1'image de n'importe quel élément de =, (U ; b , b') (cf prop. 3.15. 2)k

1
Nous poserons, par définition,

(3.15.1) sx(b'),z X’Y ,
composé de x € ﬁ1(B : bo .

b) et de y € ﬁ1(B : by b') dans le groupoide
fondamental de B § on a bien _— I

ps (1)) = b7
et par suite la relation (3.15.?) définit

‘bien une section s, 8 U eeep X &

£,

Toute section obtenue de cette manidre sera appelée une section privilégide.

Les propriétés suivantes sont évidentes : ‘ ,

(i) -si U est un ouvert privilégié, et x € pm1(U)1, il existe une section
privilégide s 3 U —> X telle que x appartienne b l*im@ge s(U) [B savoir ,
la section sx] ; ‘

(ii) les images de deux sections privilégides U —p X sont soit ’disjointes;
soit égales [car si x}‘ € sx(U) , on a s#‘ = Sx} .

(iii) si U'c U sont deux ouverts pri%ilégiés, et si 8 s U mmeiX‘est

une section privilégide, sa restriction ¥ U' est une section privilégide.

Lemme 1 = Il existe sur X une topologle et une geule aoulssant de la
propriété suivante s pour tout ouvert privilégié UCB , et toute section:

privilégide s ¢ U —» X , s est un homéomorphisme de U sur s(U) , gui est un

ouvert de X,

Demonstratlon du lemme ¢ je dis qu'il‘existe sur X , une topalogie‘g dont
les ouverts sont les réunions d'ensembles de la forme s(U) (ou U est un

ouvert privilégié de B , et s ¢ U —=p X une section privilégide R
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Pour 1e_vbir, il éuffit de moﬁtrer que l'intersection s{(U)n s'(U") , si
elié n'est pas vide, est une réunion d’éhsemblés dont chacun est de 1a for-
me s"(U") . Or soit ,
x € s(U) A st (U)
et soit b=7p(x); onabtUAU . Puisque Bkesﬁ'iocalemént éonnexe, il
existé un ouvert connexekU" contenu dans UNU' et contenant b , Les feétric;
£ioné s1‘et s; de s et s' & U" sont des sections ?riviiégiées, et x
appartient 4 chacune. des images si(U") et s%(U") 3 il s'ensuit que sy = s{»;
si on note s" cette section privilégide, on. a ,

s"(U") <« s(U) n s'(U') ,

ce qu'il fallait &émontfér,

Ayant ainsi &éfini la ﬁopologie({ , considérong un ouvert pfivilégié U
et une section privilégide s : U —> X ; puisdue tout ouvert contenu dans'Ui
est une réunion d'ouverts privilégiés, et que tout T —ouvert contenﬁfdans
s(U) est une réunion de b -ouverts de la forme s(U') (ou U est'un'OQVert
pri?ilégié contenu dans U) , on voit que s établit une bijection entre les
ouverts contenus dans U , et les T —ouﬁerts contenus dans s(U) . Il s'ensuit

bien que s est un homéomorphisme de U sur son image s{U) (muni de la t0p6+

logie induite pax'ﬂg ). Autrement dit, la topologie % posseéde la propriété -
exigée dans le lemme; et c'est un exercice facile de montrer qu'une telle

topologie est unique.

Pour achever la démonstration du théordme, il reste & prouver que
" p ¢t X —> B est un revétement (quand X est muni de la topologiecﬁ ) . et

que X est simplement connexe.

Tout d'abord p est localement un homéomorphisme (si x € X, si U est un

ouvert privilégié contenant b = p(x) , et s : U—> X une section privilégide
telle que s(b) = x , il est clair que la restriction de p & ltouvert s(U)

est un homéomorphisme s(U) —=> U) .
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- Cecl prouve d'abord que P est une application continue. De plus, ps X —9 B
kest bien un revetement t en effet, tout ocuvert pr1v1leg1e U est tr1V1allsant
pour p ; car les.Qomposantes connexes de p 1(U) sont précisément les images |
des sections privilégiées gt U-~»X, etla restriction de P évéhacune

d'elles est un homéomorphisme sur U .

- Pour montrer que X est simplement connexe, on va étudier les chemins

£f:1-—>X

d'origine £(0) = x_ , en notant X0 € n1(B:; b, , bO) la classe du lacet

0 0

“constant.

Lemme 2 - Soit g =p o £ : I —» B le chemin de B , image de £ par la
projection p'. Pour tout t € I , le point £(t) € X n'est aubtre que la classe
du chemin g, de B défini par l'application ;

U s> g(tu) de I dans B . »
[ Ce chemin a pour origine gt(O) = bO , et pour extrémité gt(j) = g(t)] .

Démonstration du lemme ¢ soit [gt] € X la classe du chemin g

Lfapplication ,
b — [gt]
de I dans X est contlnue (pour la topologie %’de X) clest 1mméd1at, car

si on se donne t € I, et qu'on pose g, =X et si on prend un ouvert prx—

1
vilégié U contenant p(x1) = g(t1) , on a1g(t) € U pour tout + assez voisin

de b, et
' [gt] = s(g(t)),

ol s ¢+ U —> X est la section pr1v11eg1ee (continue) telle que s(g(t )) = [gt 1
Comme g et s sont continues, s o g est continue, Alnsm 1 o——> [gt] est un
chemin de 1‘espace X ; sion le compose avec p , on retrouve le chemin % —e'g(t),

de plus son origine est X, » En vertu de l'unicité du reldvement des chemins,

0
le chemin t wp [gt] coincide avec le chemin t —» £(t) .

C"QCF’D' »
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Le lemme 2 étant acquis, nous pouvons montrer d'abord que.X est connexe
‘par arcs. En effet, soit donné x € X ; x est la classe [g] d'un chemin

g: I —> B d'origine b, . Le reldvement de g est, d'aprés le lemme,

, 0
le chemin

A b [g,]
son extrémité est [g;] =[gl=x.0na ainsi trouvé, dans X ; un chemin

d'origine x, et d'extrémité x ; donc X est connexe par arcs.

O
Il reste,a montrer que si & € ﬁ1(X , xo) , & est 1'élément neutre. Soit

£ : I —> X un lacet d'origine £(0) = £(1) = X5 dans la classe de X ;

soit g = p o f . D'aprdés le lemme, 1'extrémité £(1) n'est autre que la classe

du lacet [g] ; puisque f{1) = x le lacet g est homotope au lacet constant

0’
(d'origine bo) . D'aprds la prop. 3.8.2 , le lacet £ (reldvement de g avec
origine xo) est homotope au lacet constant (d'origine ko);‘-

C.Q.F.D.

La démonstration du théordme 3.15.1 est enfin achevée.

3.16 — Revétements d'un H-espace.

Soit p & (X, xo) -3 (B, bO) un revétement pointé; on suppose tou—
'jburs que X et B sont connexes et LCA.
Supposons maintenant que (B , bo) soit muni d'une loi de composition

continue

(3.16.1) Mo (B, bo)>§(B ; po) e3> (B , bo) o _
qui fasse de (B , bo) un H-espace (cf. 2.8); (3.16.1) implique, par défini-
tion, gue H(bo P bo) = b0 , et on suppose en outre que les deux applications
(B, b)) —> (B, by) o )
b) 6t b —> p(b bo) sont homotopes & 1'identité

définies par b ~—> r&(bo ,

dans une homotopie dans lagquelle le point-baée,bo ne bouge pas)

Théoréme 3.16.1 -~ Sous les hypothéées précédentes, il existe une loi

de composition continue

v : (X, xojhx (X- , xo) — (X, xo)
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et une seule, telle que

(3.16.2) poV (x,x') = ppx), p(x)) .

Cette loi ¥ fait de (X » Xy) 1n H-espace, et p ¢ (X, x;) —> (B, b)

est alors un morphisme de H-espaces.

Démonstration : on va seulement l'esquisser, les détails étant laissés

au lecteur b titre d'exercice. Considérons le diagramme
. v? S
(X ¥ XO) X ()( b XO) a‘“”’? (X s Xo)

lpxp | Ef.
M

(B, b)) x (B, b)) ——2 (B, b,)
et soit £ =po(pxp) + (X, x )X (X, x,) —> (B, b

en ¥ . On applique le théordme fondamental 3.10.2 ; la seule chose & vérifier

). I1 s'agit de relever f

est que 1l'image de
7 ; ni(f) = ni(X , xo)x’ni(X y xo) e 4 nj(B , bO)
est contenuedans l'image de ' o

, mp) == (X, xo} —=> 1 (B, b,).
Or soit m : m (B, bo)x m (B, b)) —>m (B, b ) la multiplication définie
par |t ; n1(f) est égal au composé k

; n (p)xm (p) ‘ : . '
7 . ‘ .

nf(k s XO)X RT(X s xo) —«—f-«--9-n1(B , bo))( ni(B s bO) _— n1(B , bO)
et on sait (th. 2.8.1) que m est la loi de composition du groupe fondamental
n1(B , bo) , qul‘est abélien. Si & § n1(X , xo) , eb p::T%(f).o{} n1(f)
transforme le couple (&, 1) dans ﬁ R donc.ﬁ appartient & 1'image de nd(ﬂJ .

' © C.Q.F.D.

I1 resterait & vérifier que la loi ¥ définit bien sur (X, xo) une structure

. d'espace de Hdp?*; on laisse ce soin au lecteur.

Remarque — Puisque le groupe n1(B s bo) est abélien, le revitement.
p: X‘——ﬁ B est nécessairement galoisien.
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Ccmpiément au th. 3.16.1 :‘si la loi M est associative {resp. commutafive)»
il eﬁ est de méme de ¥ . Si bo est élément neutre pour Mo X, est élément’neutre
pour V . Si,ﬁ est ‘une loi de groupe, ¥ est une loi de groupe. [Démonstration;:
exercice] .

En particulier, si B est un groupe topologique dont 1'é1ément neutre est bO s

on trouve sur le revétement X de B une structure de groupe topologiqué dont
l{élémént neutre est XO s et p : X -49»B est alors un homomorphisme de groupes.

En particulier, si un groupe topologique B , connexe et LCA , possdde. un revétement
simplement connexe p : X ~—3> B (cf. théoréme 3.15.1) , X a une structure de

groupe topologique.

Remarque finale : dans 1'énoncé du théordme 3.16.1 ; si on ne suppose plus

que (B, bo) soit un H-espace, on trouve encore sur (X , x,) une loi de compo-

0
sition ¥ qui "reléve" P, tout au moins dans le cas ol X est simplement connexe.

En effet, 1l'image de ﬂz(f) est alors contenue dans 1'image de ﬂ}(p) , car ces

deux images sont réduites & 1'élément neutre.

§ 4 - Calcul des groupes fondamentaux de quelques espaces.

Nous devons commencer par quelques préliminaires algébriques.

4.1 ~ Monolide libre d'un ensemble E .

Soit donné un ensemble E . Un mot de E est une suite finie

‘B, €. .24 ©
1 72 n

d'éléments e, € E (distincts ou non) , o' n est un entier> O ; pour n =0 , on a
1a "suite vidZ“ . Soit M(E) 1l'ensemble des mots de E ; dans M(E)Von définit une

loi de composition ~ :
M £ M(E)X M(B) ——3 M(E)

- ' ‘ ,
it ¢ = e, ... e et n==e! el ... e', on pose
comme suit : si m=-e, e, e 185

— i 1
’{(m , n) = ey vee Chip 7

avec e; = e pour ign , ex = ei_n pour i>n . On écrit souvent m.n

au lieu de p(m , n) ; le mot m.n est le mot obtenu en écrivant d'abord le m ,

puis, 3 sa droite, le mot n (aveq décalage des indices) .
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Cette loi de composition a pour élément neutre le mot vide , noté 73 elle
7 _» T s o . . . Ps - .
est évidemment associative. Ainsi M{E) a une structure de monoide. On a une
injection canonique i ¢ E ——» M(E) , qui & chaque e € E associe le mot formé

de 1'unique lettre e . Muni de i , le monoide M(E) s‘a?pelle le monoide libre

consvruit sur l'ensemble E , parce qu'il possdde la propriété umiverselle

o ) . . W
suivante : pour toute application f de E dans un monoide M’ , il existe un

morphisme de monoides g : M{E) —> M! et un seul qui rende commutatif le diagramme

j/ﬂ;M(E)
E  g
N
[Rappelons qu'un morphisme de monoide est une application qui envoie 1'élément

neutre dans 1'élément neutre, et respecte la loi de composition] .

- La vérification de la propriété universelle est laissée au lecteur :

on a g(e1 e, e en) = f(ej) f(e2) coe f(en) , produit des n éléments

2
ia loi de composition de M' est associative). .

f(e?)f: £le,) yeuey f(en) du monoide M' , pris dans cet ordre (on rappelle que

4.2 - Monoide quotient.

Seit M un monoide. Une relation d!'équivalence R dans M est dite compatible avec

12 R 1 2

i et m2 . Dans l'ensemble M/R des classes d'équivalence suivant R , 1l existe

alors une unique loi de composition telle que l'application canonique

. 4a loi de composition si mﬁﬁ m' entraine mmm,_ ~¢ m min, quels que soient

m

Pt M —3 MR
satisfasse 3. ;
p(m, m,) = p(m ) p(m,) ; |
pour cette loi de composition M/R est un monoide, dont 1'élément neutre est

p(TM} {en notant 1M 1'é1ément neutre de M) . Le monoide‘M/R s'appelle le

nenoide quotient de M par 1la relation d’équivalence R , et p est un morphisme de

‘monoides.

Etant donné un monoide M , donnons-nous une famille I de cduples (mi "m;)iEIby

€ MXM . Parmi les relations d'équivalence R , compatibles avec la loirdé‘compo~

sition, et telles que
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. ‘ N >
(4.2i1) m;fy m!  pour tout i€I ,
il en est une plus petite que toutes les autres. On 1l'obtient comme suit : disons

que deux produits m m. 1 et m mi n sont élémentairement équivalents si le couple

r(mi s mi) ou le couple (mi R mi) appartient & la famille I ; alors deux éléments
u et v de M seront dits R—équivalents s'il existe une suite finie d'éléments de M :
WS Uy, U ogeee, U=V

telle que, pour j = 0 , 1 ,,o.,'n«1 s les éléments uj et uj+1 soient "§1émentaire~

H
ment equlvalents, ctest-a~dire si l'on peut écrire, pour tout j ,

uj = m m.no, j+1

. ou le couple (mi ) mi) appartenant & I . On voit que tout élément u est'équivalent_

=mmin, le couple (m , m{)

3% lui-méme (car, .pour n = 0 , la condition précédente est vide) , et que la rela-
tion "u et v sont R-équivalents' est symétrique et transitive. Clest la relation
d'équivalence cherchée ; elle est bien compatible avec la loi de composition. On’

dit qﬁ’elle est engendrée par la famille I , ou encore qu'elle est engendrée par

les relations (4.2.1) .
Si R est cette relation, on lui associe le monoide quotient M/R . Sip: M ~9>M/R
est le morphisme canonique, on a |
. 7 P@ni) = pﬁni) pour tout i € I
alors, pour tout morphisme de monoides q : M —> M' tel que qﬁni) = q@zi) pour

tout” i € I , il existe un unique morphisme r : M/R ~—> M' tel que q =T o P .

On voit donc que M/R , muni de P 5 posséde une propriété universelle.

4.3, Groupe libre d'un ensemble E .

Y

Soit F l'ensemble E X{+ 1; ’ oun{+ 1& de51gne un ensemble & 2 elements,
notés + 1 et — 1 . L'ensemble F est réunion des deux ensembles disjoints E x{+'§

et EPx{e‘i}, dont chacun est en bijection canonique avec E . Considérons le

monoide libre M(F) ; introduisons—y les relations

(4.3.1) (e y+1) « (e, - 1)“4 g, (e ) - 1).(e , + 1)§f¢ |
[obh e € E, et § est le mot v1de, élément neutre de M(?)} . Ces relations engen-
»drent une relatlon d‘oqu1va1ence compatlble avec la loi de composition de M(F) ’
relation que nous noterons preclsement R . 801t

= M(F)/R

le mondide quotient. Munissens-le de l'application <?: E —> G , composée de -

UL S >M(F)-——t—¢M(F)Xﬂ,
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ol i est 1'injection e Fm?}(e s % 1) 4 i est 1'inclusion canonmique, et p la

“projection caﬁonique;,

Le monoide G est un groupe ¢ car la classe p_(fI f2 .

of ), oh

T O
= ‘ R = - i ers wse £ F .

£, (ei ; 21) €F Si + 1 ou~ 1) , a pour inverse la @lasse p(fP 12; 1) 4

1

o f. = (6. , ~£.) . En effet, les mots
1 L R 1 . X — e S I

' £, £, eu. £ F ... F.F, N R T U T SN S

172 pp o B 4 etffp 2711 2 Ty

sont équivalents & P suivant lé’relation B . Le groupe G , muni de l'application

_q>: E —> G, s'appelle le groupe libre construit sur 1'ensemble B s 11 sera noté

e

L(E) . Cette~tefminologie est justifiée par la propriété sniverselle suivante :
pour .toute application %/1 E ~>G' , o G' est un groupe quelconque, il existe
.un homomorphisme. de groupes g L(E).-§ G! et un seul,rtgl gue

(403:2) \l»/:: f (o] ({90
La vérification est laissée an lecteur, & titre dlexercice.

Remarque : Le groupe libre construit sur un ensemble & un élément est isomorphe
au groupe additif Z : cela résulte facilement de la construction ci-dessus; on

peﬁt aussi voir que Z , muni de l'application %?d'un ensemble E & un élément:qui

envoie E sur 1T € Z', posséde la propriété uwniverselle.

Proposition 4.3.1 ~ L‘apﬁlicatiml‘?: E —> L{E) esf une injection . En outre,
si ey et e, sont deux élémenﬁs distincts ag E (ce qui suppose que E possede
au moins deux éléments) , 1gs éléments ?(91) et ?(e2) du groupe L(E) nercom- :
mutent pas : o

Gle) @loy) £ Ple,) Ple)) dans 1(E) .

Démonstration : prenons un groupe non commutatif G , et choisissons dans G

deux élémenbs g et g, tels que g, g, £ g, gj'.-Il existe uhe'application
ensembliste) 1/: E —> G telle que \V(e1) =g ‘f(ez)‘érgz . Soit f : L(ﬁ)‘wué G
1'homomorphisme défini par Y 5 ona g :f(ﬂp(ei)) pour i = 1,2 , donc

£iple)) £ (@ey)) £ 209 ()2 (@le)))
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clest-a-dire

£(@le) @le)) £ (Ple)@le)), |
ce qu1~1mp;}que %?(ei)%9(e2)).¢ | (P{ez) ?(e1)_’. Cec1'1mp11que a fo?ﬁlorl que
(F(é1) %?(62) , et la proposition est démontrée.

4.4 - Coproduit d'une famille de groupes Gi .

Soit_(Gi)i€I une famille de groupes. Leur coproduit (pu "éomﬁe") est, par.
‘définition, la somme dans la catégorie des groupes et des homomorphismes de
groupes. C'est donc un groupe G muni, pour chaque-i€1 ; d'un homomorphisge{

'%E : Gi>u79~G s de maniere que soit vérifide la propriété univérselle que voici ¢
éhaqﬁe fois qu'on a un groupe G'muni d'homomorphismes Y& : Gi -— G, il»

existe un homomorphisme f : G ~» G' et un seul, tel que
(4.4.1) Y)i =f o %& pour tout i € I .

On va montrer que ce probléme universel admet effectivement une solutioh
(cf. aussi cours C 3 de H. Cartan, 1967-68 , chap. II) . Pour cela, on va

construire un groupe G et des homomorphismes ?E,:'Gi —3 G .

Seoit E = \); Gi l'ensemble somme des ensembles Gi (E est réunion disjointe

des Gi) . Dans le monoide libre M(E) , définissons une relation d'équivalénce R,

compatible avec la loi de composition, par les conditions :

(4.4.2) : e. /@ si e, est 1'é1lément neutre de G,
i R i ~ i

T, e

(4.4.3)- ' u.v v si u, v, w sont trois éiéments d'un méme grou;ﬁe,Gi
et que w est égal au produit  u v dans Gi ; ici, la notation u.v désigne le
mot de M(E) formé avec les deux lettres u et v ; .c'est le produit de u et v dans
le monoide libre M(E) .

Soit done R la relation d'éQuivalence, compatible avec la ldi de composition

de M(E) , engendrée par les relations (4.4.2) et (4.4.3) .
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‘Le: monoide quotient ME)/R = G ‘est un gfouge 5 car si a}az..aa‘ ‘est un mot de -

M(E) (avec _aj € E) , le mot (an)_1..o(a2)“1(a‘1)_1 , OU (a ) - désigne 1'inverse
de a. dans le groupe G auquel' ai a?partient, est tel que les deux mots

, P » - _ n U I
a a T a *s0 . e N .0 st -é
{Pgess n( n) (az) (a1) et (an) (a2)l,(a1)’ 2,8 a_ sont équivalents

a ¢ suivant R . [Le démontrer]. Soit

¢t M(E) — G

2.

-1 Thomomorphisme canoniqueide M(E) sur son quotient'_M(E)/R , et soit, pour chaque
i€ i‘, vwi H Gi—o-G l‘appllcatlon ccmposee -

G, —> E ->‘/I(E)—-> G _
olt VG ~> E et“ E~>M(E) sont les 1nclus1ons naturelles. L‘appllcatxon 95 esﬁlun

'homomorphlsme de groupes, car si u € G s v € Gi , et si w = uv  dans Gi , O 3

¢, () = ¢, (n) #; ()

en vertu de (45453)
' Le groupe G ainsi construit, muni desbhomomérphismes §; Gi—f>‘G , posséde
‘bien la propriété universelle désirée. En effet, soit G' -un groupe, et soient
%&s;:Gg;¢.G? des homomprphismes° SoitV Yy E~ G  1'app1ication’dont la restriction
4 chaque Gi- est Y, 5y se prolqnge d'une seule maniére en un homomorphisme
gt M(E)j—>G’ » d'aprés la propriété universelle du monoide libren'D'autre part, si
e, est 1'élément neutre de -Gi y ona
g(e ) = qf(e Y = et . (élément neutre de. G') ,
et e! est aussi i'lmage g(ﬁ) 3 donc |
o ogle) =g®) .
.D'une maniére analogue, si u, v, w € G ef‘si v o=uv dans Gi , On d‘
g(u V) = g(w) .
Il slegsuit que la relation d'équivalence définie par G?Y 'esﬁ’plus grossiéie qgé R-,.
et par suite g passe en quotient pour définir un homomorphisme ‘ |
- Cf1 6 =MR -G

s

On a bien L?i = f O‘Wil pour tout ig et £ est visiblement le seul_homombrphisme

ayant cette propriété. - C. Q. F. D, 7
Le groupe G sera désormais noté fgi Gi , et appelé le cogfoduit»des groupes
Gi « Pour chaque j € I ; on notera toujours ?j : GJ—-> Jéi G.. 1l'homomorphisme

défini plus haut.
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On va voir que les (ei sont des injections ( @i identifie donc Gi 3

un sous-groupe du coproduit) . En effet, considérons le groupe produit ié G, .
B . avec produits et coproduits : 1l i
Comme -c'est le cas dans toute catégoriq}ui posséde un objet & la fois initial

et final (ici, c'est le groupe (1) réduit & 1'élément neutre) , on a un
morphisme canonique _ v
he L 6 —s TTa, ,

i i i’ ; o .
défini par la propriéié suivante : quels que soient j et k € I , 1'homomorphisme
composé ‘ 46 _ 5
o J 1] G h T & k
G, T % 2 T S

(od M, Aaésigne la k-idme projection) est égal a‘E{ , clest~b-dire est l'identité
k . ) . g 3k

si j =k ,'et l'homomorphisme constant (neutre) si j # k . Puisque

(’Wﬁ o h) o ?j = 1de ,

i1 s*ehsuit bien que ?j est une injection.

Remarque : lorsque l'ensemble d'indices I est fini, l‘homomorphisme h est
sﬁrjectif . Supposons en effet, pour fixer les iddes, que I x‘{1 s 2 geeey n} 3
pour chague i€I ', soit Xy € Gi s alors 1'élément

(x1 s Xy ey xn) € T:r G,

est bien dans 1'image de h ;. d'une fagon précise, il est égal 2 h(x) , ot
x € 4%— Gi est la classe d'équivalence du mot

Xy Xy eer X € M(E) .

Aingi, ‘Tgx Gi s'identifie & un quotient de J%« Gi , lorsque 1'ensemble d'indices

est fini.

Cas particulier : supposons gue Gi =7 pour tout i€I (I étant fini ou in-

ini) s ; = $0i = 3 s ' -
fini) : Soit G = lﬁ* Gi , et soit a, $&(1) , ol %& Gi ~—% G est 1'homomor

phisme canonique. Ici, 1 désigne non pas 1'é1lément neutre de Z (qui est 0) ,
mais le générateur du groupe additif Z . Soit d‘autre part L(I) le groupe libre
construit sur l'ensemble I (cfﬁ 4.3) . L'application I - G , qui envoie i en
a; se prolonge en un homomorphisme

P : L(I) —> G .

Le lecteur montrera que $ est un isomorphisme ', Pour cela, on montrera que

ltapplication I —> G posseéde la propriété universelle du groupe libre.
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Ainsi tout gfoupe’libre L(I) est canoniquement isomorphe & un cbproduit de
groupes, toug 1somorphes a2z ' et indexés par l'ensemble d'lndlces I . Avec

les notatlons precedentes, on dlt souvent que L(IY) est 1e groupe llble engendre

‘par 195'ai(lEI)»”

4.5 - Ecrithfé'éanonique des éléments d’uﬁ'coprOduit de groupes;

Soit toujours (G ) une famllle de groupes, et soit E la’ somme d1s301nte
des ensemblesti . Tout €1ément du coprodult G = JJ— G peut s' ecrlre sous 1la
forme @(m) , ol m € M(E) est un mot On se propose de donner un crlterevper—
kmettant de reconnaltre quand deux mots m et m' ont méme 1mage par ?
clest-d—dire sont R - equ1va1ents, en désignant toujours par R la relatlcn d’e-'

quivalence def;ple aun’ 4.4.

Définition : un mot m = x, X ... x € M(E} , avec x, € E peeey X €E,

) 172 1
est dit réduit s'il satisfait d la condition suivante : 501t (11 se ey 1n)‘1a
suite des indices €I tels que

X, € Gi' ey X € Gi. .

) , 1 “n
Par définition, le mot est réduit si
(4;5{1) - Xy P e, ;...,‘i # e (é1éments neutres)

. 1 n
‘(43.5.2)’ i ;éi o ;é13 pewry B A
(deux indices consécutifs sont tougours distincts). On observera que 1le mot vide

est redult (car’ les condltlons preqedentes sont ‘alors vides)

Soit X le sous—ensemble de M(E) formé des mots réduits.

Théordme 4;5.1 - La restriction de %’: M(E) -§3i%— Gi. % l'ensemble X
‘des mots réduits est une bijection X —> ib @, . ‘
- - i i

~ .- Ce théoréme exprime que, dans la R-classe d'équivalence d'un mot, il y a
un mot réduit et un seul. Les mots réduits fournissent donc une écriture canoni-—

que pour les éléments -du coproduit lé- Gi"

Démonstration §>(1)’la restriction de @ & X est surjective.

 Autrément dit, tout mot m € M(E) est R - équivalent 2 au moins un mot réduit. C'est
trivial si m = # ; sinon, procédons pér récurrence sur la longueurrdu mot -

M= X X, eee X , c'est-a-dire sur le nombre n des lettres de ce mot. Si'm n'est
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pas réduit, deux cas sont possibles : ou bien l'une des lettres X, peees X

est élément neutre du groupe Gi‘auquel elle appartient ; mais alors onkpéut»la>
supprimer sans changer ld‘classe d'équivalence du mot, qui est donc équivalent
& un mot de longueur n-1 3 = .ou bien.onia'ik = ik+
_cutifs, et alors on peut remplaoer,(dans le mot Xy wee X X4 e X s le

, it d 3 1
Kk Xk+1 par uge seule yettre (le produit de X, et X1 dans le

groupe Gi = Gi ) ; le mot est donc encore équivalent & un mot de longueur
: . B k¢ ‘ '
n-1 . D'apr®s l'hypothése de récurrence, le mot m est équivalent & un mot réduit.

1 pour deux indices consé~-

mot partiel x

(2) 1a restriction de @ a X est injective. C'est 1% le point délicat de 1la

démonstration. Pour prouver cels, on va définir une application & JEL_Gi -3 X

telle que la composée

P ST

soit 1'identité. Dans ce but, on va faire opérer le groupe G :‘lEL Gi sur

1l'ensemble X , c'est-a-dire définir un homomorphisme de groupes

f G ———> Aut X ,

..

(o Aut X désighe le groupe des permutations de X) , de telle manidre que si
m € X , l'automorphisme f((P(m)) transforme le mot vide dans le mot m ; il suffira

alors de définir \Y: G =3 X par
(4.5.3) y(g) = £(g).(#) , pour g €G .

Pour définir £ , on ubtilise la propriété universelle de G = i%— Gi ; étant
donné, pour chaque i € I , un homomorphisme fi : Gi —> Aut X , il existera un

homomorphisme f et un seul, tel que

1

f. = 7 o'?i pour tout i € I .
I1 reste done & définir chaque fi :’Gi -3 Aut X .

L*tindice i étant provisoirement fixé, définissons une bijection

~

‘At X —> G, XX, ,
1 . 1 1

ou Xi désigne le sous-—ensemble de X formé des mots réduits Xy Xy e X

tels que'i1% i (c'est-a-dire X, [4 Gi) ; on convient que le mot vide appartient

a X, .
i
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On va définir Aiﬁm) , loquue m= X, %, - Xnkest un mot réduit. Il yjakdeux

cas possibles : sim € X, s on pose

(4.5.4) N (n) = (e, m) € 6xx, ,

ol e, est 1'61ém nt neutre de G . Si m ﬁ X, yoma m=x m', ol

m! =Xy een xn~(eventuellement v1de) appartlent ) X "3 on pose alors

(4.5.5) "A.(m) = (x; , m') .
On verlfle au551tot que A ~est bien une bijection. Si malntenant x € G

il est.fa01le de définir f. y € eqt~a~d1re de faire operer G ! gauche sur X ;.

il suffit de faire Q?érer Gi a gauche sur Gix Xi , pat

(4?596) %.(y , m) = (xy , m) pour x E;Gi‘, y € Gi yom € Xi )
' puis d'utiliser labbijéction X. s Cekqui donne finalement

- | - »
(4.5.7) f'i(x) (m) = >\ (x. A, (m)) . ;

On vo;t que si x € Gi - { i} s et it € Xi ; ona

(4.5.8) fi(x) (m) = x m, mot obtenu en éerivant x 3 gauche du mot m .
Cl'est aussi un mot réduit. k
Nous sommes maintenant en mesure de calculer le transforme du mot vide ¥ par

1 automorphlsme f(ie(m , lorsgue m =‘x1 Xg eee X est un mot réduit., On a . .

(m) = N (X) ( - (X ) 0“7 N (X ) s

(F fl‘t 1 (Plz 2 (Fln n
d'ou ‘ ' . o _
| {pm) =1, (x)o0f; (x) 0 0f (x);

, | 1 2 n
il résulte de (4.5.8) , appliqué m fois, que
£ (k Yo .ooo0f, (x) . ﬁ =f, (x,) 0 vvs 0 £, (x
i, LA i n i 1 V iy n
= fi (x1) 0 vee © fi (xﬁ—Z)'(Xn—T xn) .

1 n-2

B e e = X, X, a0 X
. n
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Donc 1l'automorphisme f(%>(m)) transforme @ dans m , comme annoncé ; et la
démonstration est gpfin achevée.

Remarque 3 le prodﬁit m, m, de deux mots réduits n'est pas réduit, en général ;
mais on a un procédé simple [expliqué dans la partie (1) de la démonstration] pour
trouver un mot réduit équi&alent 3 m, m, . On a donc une méthode permettant de
calculer dans le groupe Jﬁx Gi , lorsqu'on 1'identifie & l'ensemble X des mots
réduits (en utilisant la bijection @ , et en transportent alors & X la loi de com-

position du groupe) .

Application aux groupes libres : le groupe libre L(I) construit sur un

ensemble I s'identifie (on l'a vu & la fin du n’ 4.4.) au coproduit 1%— Gi "

avec Gi: Z pour tout i . Notons & nouveau a; 1'image du générateur 1 €7
par %& D —> if~ Gi.j tout élément de Gi , distinct de 1'élément neutre, est
k. '

. . ~ ' . .
donc une puissance (a.) * , ou ki € Z est £0 . Les mots réduits s'écrivent
i :

donc, dans ce cas

on (i1 yooey in) est une suite (éventuellement vide) d'éléments de I , telle que

i # }2 5 i, # Ly peeey 14 # i

et ol les exposants entiers k, ,..., kn (positifs ou négatifs) sont tous # 0 .

1

Telle est l'écriture canonique des éléments du groupe libre engendré par les

a, (i € I) . L'élément neutre correspond & la suite vide.
Le calcul précédent met en évidence que, pour i % j 5 les éléments a; et aj

ne commutent pas (cf. ci-dessus, prop. 4.3.1) :en effet a, aj et aj ai sont

deux mots réduits distincts.

Exercice : expliciter le calcul du produit de deux mots réduits.

4.6 — Coproduit amalgamé de groupes.

On se donne non seulement une famille de groupes G. , mais en outre un
i

groupe H et, pour chaque i , un honomorphisme
Mt B =3 .

On cherche un objet initial dans la cat gorie suivante : un objet consiste
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X1 : H o~ G et A, t H— GZ qui servent & l‘amalgamatlono

4.7 m‘Théorémé de van Ka,mpen°

Ce thecreme peut serv1r, commg on le verra,. S calculer dans certains cas
,le proupe fondamentai dtun espace.

Soit X un espace topologique, recouvert par‘deux ouvertskhﬁ& eﬁ‘ UZ .
Supposons que ‘ ; ; ' R
3 . V=R o
soit connexe par arcs (non Vide).<Choisissons XO‘E V : on peut considérer, au point

x .

o ? quatre groupes fondamentaux :

“1'(st) ’ “4((}1 3%0) s ‘“1(U23X) 5 Tﬂ;(X} x) .
On se propose de- trouver une relatlon entre ces groupes‘ |

Les 1nclu51ons AN - U& C,X et Ve U2 o X 1ndulsent un dxagramme commutatlf

(4.7.1) x (Y, %)

Biapiés la pfopriété univexselle dukcopréﬂuit’amalgamé;.ce diagramme,&éfinit‘un
homomorphisme ’ ‘ S 1 v C .
@2“({} 3X> .X-J. TE( ',X)N.,)’R:(X,X) ..
) 171 o 1 2

: T (V, X~) .

Theoreme 4 7.1 (van Kampen) - Sous les hypothéses precedentes,i§ est un 150»

rphlsme.

Avant de prouver ce. theoreme, examlnongmen quelques consequences parblculleres,

Tout d'abord, si U1 et U sont simplement connexes (et V. connéxe par arcs)

le coprodult amalgame est redult & 1'élément neutre, done ﬁ (X s X ) aussi %

‘autrement‘dlt,k‘x est simplement connexe. On retrouve ainsi le theareme 2. 5 3,

. . SRS n ,
qui - avait servi & montrer que la sphere S est 31mplemenb connexe pour n=>=2.
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en la donnée d'un groupe G , ‘et pour chaque i , d'un homomorphisme yir: Gi'——-bG y

de telle manidre que yi o %i t H ———G soit indépendant'de i+ Un morphisme‘

(¢, ‘yi) — (G, "yi) est un homomorphisme f : G ——sG' tel que les diagrammes

soient commutatifs. Lorsqgue H est réduit & 1'é1lément neutre, on retrouve le
“problime universel qui conduit au copré&uit des G, . Dans le cas général, on va
montrer 1'existence d'un objet initial : soit T :'vi% Gi le coproduit des
groupes Gi_, eﬁ éoi£ ¢, : Gi —f~5171'homomorphiéme»cénonique s le comgqsé

0 O‘%i t H —7 dépend, en général; de 1'indice i . Ceci conduit & faire le
quofient de T par un sous-groupe invariant R tel Que, pour tout H € H ,

1*élément _
. A »
(4..6.1) _“?i(}‘i(h))‘?j(/\_j(h))

soit dans R . D'une fagon précise, soit R le sous—groupe invariant de T engendré
par les éléments de la formé‘(4.6.1) [R est l'intersection de tous les sous—
groupes invariants contenant les éléments (4e6.i)] G'Posons;'E/R :'G , et-sbiﬁ ){i
1'homomorphisme composé | |

ol p. désigne l*homomorphisme canonique,dekl‘ sur son quotient. Il est clair que
W o‘ki =y e Aj pour i # j . On montre facilement que le groupe G',>mﬁni des>

Py o3 Gi-> G , est objet initial (Exercice !)

Le groupe G , muni des ¥y s stappelle le coproduit des Gi amalgamé par les

1

A §;H-> Gi s ou simplement le coproduit amalgamé des - Gi (s‘il»n'y’a pas d'am-
biguité sur les N.) . |

En particulier, s'il y a deux: groupes G1 et G2 ; on note
T |
G?_.H G2;¥
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Supposons seulement que U, so0it simplement connexe ; alors ﬁi(UZ , ib) est

réduit é_l’élémeﬁtfnegtre, et ie coproduit (non amalgamé) est isbmorphe % n1(U1 ,.xo)c
On passe de la au .coproduit amalgamé en faisant le quotient par le sous—groupe in-
variant engendré par les é}éments de la forme 'AT(h)., o h €_n1(V ,_xo) [ puisque
vk2(h), est l'élément,neutre]c Ainsi s

‘h‘UZ étant connexe.

2
par arcs), on a une suite exacte

1

Corollaire 4.7.2 ~ Si U, est simplement conmexe (V= U

(1)-—-—}»R->W1(U1 » XO) -->7F1(X "xo)*,__> (1) s

ot R désigne le sous~groupe invariant de 'n1(U1 5 xo)‘Aengendré par l'image de

| ni(V . xo) ——->.n1(U1 R xo) .

1
Un autre cas particﬁlier est celui ot V est simplement‘connéxe ;s alors le
coproduit amalgamé n'est autre que le coproduit ordinaire, puisque H = RT(V , xo)

.est réduit & 1'é1ément neutre. Dlol :

Corollaire 4.7.3 - Si l'espace X est recouvert par deux ouverts U1 et U2 v

dont l'intersection V est simplement connexe, et si X, € V, le groupe fondamental

n1(X R xo) st'identifie au coproduit

11:1(U1 y xO)JL ﬂ:1(U2 , xo) .

Démonstration du théordme 4.7.1 : on va montrer que le couple formé des homomor-—

phismes F1 et yé (tels que yﬁ 0 Kj = y2~o 'Aa) possede'la.propﬁlete un;e
verselle du coproduit amalgamé. On doit donc prouver ceci @

+

Proposition 4.7.4 — Sous les hypothdses du thdordme 4.7.1 , si G est un groupe

. guelconque, et si on a deux homomorphismes

bpor m U x ) > 6 ’ vyt (U, x )= G

tels que 91 bwki = 02 odkz_, il existe un homomorphisme

§ ¢ n1(X , x0)~ﬁ> G

et un seul, tel que

(4.7.2; Vi Gop, g V= g o, e
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4.8 ~ Démonstration de la proposition 4.7.4.

Pour définir ¢ , on définira d'abord une application
W of(x, xo)—vb ¢
o Q. (X, xo) désigne l'ensemble des lacets de X , d'origine X, puis on montrera
que deux lacets homotopes ont la méme image par Vq)','ce qui définira, par passage au
gquotient, une application 7‘ '
gt TE1(X , 'xo) —>G .
On vérifiera que ¢ est un homomorphisme quiksatisfait % (4.7.2) , et que clest

1’unique homomorphisme satisfaisant 3 (4.7.2) .

Définition : Soit f t I —>X un lacet d'origine X = £(0) = £(1) . On dira
,qu'ﬁne subdivision

(4.8.1) 0=t b, e gb =1
o n

1

du segment I = [0,1] est adaptée au lacet £ si elle satisfait aux deux conditions

sulvantes ¢
(4.8.2) f(ti} €V pour 0 £i £n ,

(4.8.3) pour chaque i (0 £i <n) , ll'image f([ti-, t est

‘ 410
contenue dans U ou dans U

1 2"

Lemme 1 - Pour tout lacet f : I —>X d'originé X il existe au moins une

‘subdivision de [0,1] adaptée & f .

Démonstration : f—T(UT) et f”T(U2

I ; .chacun d'eux est une réunion (en général infinie) d'intervalles ouverts. Puisque

) sont deux ouverts de I qui recouvrent

I es?d compaet, on peut‘le recouvriy avec un nombre iigi d'intervalles ouvertsktels
que chacun d'eux soit appliqué par £ , soit dans U1 , soit dans U2 . On en déduit
aussit8t une subdivision qui satisfait & (4.8.3) , mais pas nécessairement & (4.8.2).
Considérons un ti qui ne satisfait pas & (4,892) (on a alors nécessairement

0 <i «n , puisque f£(0) = £(4) = X € V) ; pour un tel t, , les images

f([ti~1 , ti]) et f([ti , ti+1]) sont contenues dans le méme ouvert (U, ou Uz)»;

1
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éinon f(ﬁi)' serait dans U{fﬂ U2 =V , On peui donc. supprimer un tel point de
subdivision t. , sans que (4.8.3) cesse d'etre satisfaite. Les points restants

définissent une sublelslon adaptee a £, - C. Q. F, D.

Le lacet f et la subdivision, &  étant donnés, soit £, la restriction de £

~au segment [ti , b ; pour 0 £i<n, f, définit un chemin de U, (resp. de

i+1] -1

UZ) . suivant que f([ti s ti+1]) gst contenu dans U, ou dans. U, o Soit (i) =

dans le premier cas, &£(i) = 2 dans le second ; et notons - --

ERAR

la classe du cheinin fi dans le gréupofdé fondaﬁen£a1

7 (U f(tiy»’,f(f,. ) .

i+l

e(i)
Choisissons dtautre part, pour i = 1',.0., n -1, un élément
y; € jiT(V X s _f(ti)) ;
ce qui est possible puisque f(ti) €V, et que V , par hypothdse, est connexe par 7
arcs. Soit l&(i)(xi) ~son image dans le groupoIde fondamental
n1(Ua(i) 3 X, f(ti))’° Considérons; dans ce groupoide fondamental, le composé
S o
8y 7 A1) (y;) - [f ]8(1) e(i)(xi+1) ¢ 7‘1(Ua(i) » X, s
i - s = s .’
[ On convient que ¥, et ¥, désignent 1%'élément neutje de n1(V s xo)]
Seit enfin

Oﬁl ( )(a) (0 éi<n)

‘1*image de a, . dans le groupe G -“donné.

Observons que si, pour un i domné, il est possible de choisir 3 volontd
¢(i) =1 ou €{i) =2 , clest=a~dire si le chemin fi est contenu dans Uif)Uz =
1té1ément di. correspondant & cet indice 1 ne dépen& pas du choix de e(i) .

En effet, soit [fi] la classe du chemin fi dans n1(V'; f(ti) y f(ti+1)) 5 on a

[f }E(l = Aé(i}([fi]) ’
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‘ -1

o % M)y - [fi] REY
et o S

V ‘ a =1

“ = Ve(i) © Me(a)®y 0 [5] cag)
or ceci ne dépend paskde la #éleur de e(i) =1 ou 2, puisque 01‘ok = 9 o'R“@

; 1 2 2
Congidérons le produit 7

Ky e Nn-—‘i €EG

il &épeﬁd,'a priori, non seulement:du lacet f ‘et de la subdivision & adaptée &

1) .

i

f , mais encore du choix des X (1£i<n

Lemme 2 -~ Le produit NOM est indépendant du choix des ‘ﬁi .

1o b(n_,!

Démonstration ¢ soit i un indice tel gue "1 £1i«n -~ 1 . Changer

¥ £ R1(V P X f(ti)) revient & remplacer ¥; par un produit ﬁixi,’ ol
Pi € n1(V ’ xo) . Ce changement affecte Ni’1 et Mi 3 en fait, a4 est remplacé
- par ;

C =1
, 501 * Ne(io) By )
et a; est remplacé par
Done % g est remplacé par
h | G IS
N £l 3 - -
: i-1 ,(¢£(1~1),°‘x£(1—1)(?1 DA
et S est remplacé par ;

Ogizy @ DeayPs)) - o -

Comme 01 o KT = 02 o Xz s on voit que le produit wiﬁi . % n'est pas changé. Ceci

démontre le lemme 2 .

Nous avphs maintenant le droit, étant donnés le lacet ¥ et la subdivision &

“adaptée & f , de poser

(4.8.4) o g, &) = XX one L €6 .

Cet élément ne dépend‘en effet que de £ et & .
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Lemme 3 - L'élément w(f , 6} ne dépend, en fait, qué de f 3 il est indépen-

dant du choix de la subdivision & adaptée au lacet. f ..

- Démonstration : soieut 6“‘et ‘o' deux subd1v1sxsns adaptees a I, et 301t
G". la subdivision obtenue,en superposant 6; R (c est~&~d1re dont l’ensemb1e~
~ des peints de subdivision est la réunion de ceux de - <f et de . 64),0 Il est‘cla1r

que  &" est adaptée au lacet £, 11 sufflra de montrer que (£ ;‘Gﬁ =y(f , &) N
et y(f , &) = ylf ,e"), ~‘

Montrons par exemple ﬂy(f‘, &) :<¥(f s G“) ; changedné les'notétions, en écri-—

vant maintenaﬁt &' au lleu de s, Alns1 6t ésf.obfenue en subdi?isahiﬁcép—
tains des segments [t ; ] de la SublelSlOn <3
Soient
3 0843 . . C ‘g ‘: ' ’ ' .o n d " 72 o
(4.8.5) | bom bl < < <t = by
- les points de la subd1v151on e cbnténus‘dans [t ,‘tl+1] . Sdient ;
u%‘,km;'gb.., ué‘i € G les elements deflnls comme ci~dessus.’ Le lemme 3 sera demontre

si nous prouvons que

(4.8.6) X, = gé ! e.oAu’"1 (prcduit‘dané'le groupe: G} .,
e : o P C . . ] a1n81 que ;
Supposdns, pour fixer 1es idées, que  &(i) = 1 ¢ le chemin f , ,7tous les chemlns

partiels en lesquels il est decompose par 1a subd1v151on (4.8.5) ’,est contenu dans

, U1 . Introdulsons, comme plus haut, des elements

X' € “1(V 3 XO 9.f(t§)) o 0<jr
avec g' =Y, R xlﬂ . On introduit, pour 0 £j <p ,
o= v 4l -
ou f§ d931gne’1avrestriction de £ & [tg.’ %3+1]‘,,puis on a
'. = ¥ a,’,. °
o ’ NJ; .1( 3)
Or il est clair que

- =" !V t ‘ ' e s AN
a, ='al al ... ap 1 (produit daps‘ jz1(U1 , Lo))‘
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et, en appliquant & cette relation 1'homomorphisme 01 s ni(U1 , xo)-—> G, on

obtient la relation (4.8.6) ,désirée. Donc le lemme 3 est démontré.

Désormais, nous noterons \V(f) € G 1'élément q}(f , &) , qui est indépendant

du choix de la subdivision_adaptée & . Ceci définit une application
4}:“&1(X , xo)-> G .

Lemme 4 —~ Deux lacets homotopes ont la méme Lugge par Y oo

Démonstration : soient 'fbl_et £, deux lacets homotopes. Une homotopie de fo

; v 1
a f1 est une application continue

F:IxI—X
telle que, si on pose fu(t) = F(t,u) pour 0 £u<1, fu soit un lacet d'origine
(et d'extrémité) X, qui coincide avec fQ pour u = 0 , et avec £, pour u=1.
I1 suffit de montrer que l'application

u k> qﬂfu)

est localement constante, - ce qui impliquera qu'elle est constante puisque I est

connexe.
Soit donc donné uwn u € [0,1] ; on veut montrer que, si €>0 est assez petit,
on a
W(fur) = W(fu) des que lut —ul < ¢ .,
Choisissons une subdivision 6 adaptée au lacet fu . I1 est clair que & est aussi

adaplée & fuY si €& a été choisi assez petit : cela résulte du fait que F_1(U1) ,

Fa1(U2) et F—1(V) sont des ouverts de I x I .

Choisissons, comme plus haut, pour chaque point ti de la subdivision 63

(avec 0 <i < mn) , un élément

soit ‘?& € ﬂ1(V ; fu(ti) , fu’(ti)) la classe du chemin défini par la restriction
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de F au segment vertical t = ti (la seconde coordonnée variant de u & ut) .
Prenons

Y' '_\6' ‘S € ’JE (v xo "fu'(‘{éi)) .

Par‘définition, q) (f ) ‘est égal au produit * %1 cee ®_, avec

,o(ik:A oﬁ(i)(ai)"
= M) - Maleqy P )"‘m) ’

ol [f,]e(’. € n (UE( RN ), f (tm

restriction de F 3 1'horizontale dtordonndée u . De meme :

)) est la c]asse du chemln def1n1 par la.

| “i = Oe(i

E( )(f ) [f } E(l (X1+1) '

)(ai) . aveé

o [erl gy €m Uy s 2, (8 £ (tl+1)) est la classe du chemin défini par la

restriction de F & 1'horizontale d‘ordonnee‘ u' . On a‘

" e ) Ao &) é’"[f*]em Negt) S ?\e,(l o) -
Or B ) ) \ . B
(4.8.7) A1) 3) - [f ]E(l e(l)(§1+1 = [, ]

comme le montre la restriction de F au rectangle suivant :

A ¢ - D

ut

0 3 T >
i AT

F Aapplique le rectangle (intérieur 2%t bord) dans Ue(i) , dor.z définit une homotople

du éhemin défini par le segment AB avec le chemin défini par la llgne brisée ACDB
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La relation (4.8.7) montre que a; = a, j; par suite, &i - mii, et

1
gy(fu) = 0(1 “nq = u; u; ax;l“} gq;(fu,) .

Ceci achbve la démonstration du lemme 4 .

Liapplication y: (X ,'x0)-§,G passe donc au quotient, et définit une

application
P 'ni(X , %>M>G .
Regardons finalement comment 1'application ¢ a été définie. Si un élément

€ ﬂ1(Xo s X) est un produit fini

1 '

A m eee B
Vo& a, € yé(i)(bé) , pi E’né(UE(i) , xo) . &(i) =1 ou 2 y
on & . .
(4.8.8) | @(S) S_QE(O){ao}Qe(ﬁ)gaT) of¢ 0&(n~1)(anw1) .

Ceci montre que ¢ est un homomorphisme de groupes.

Inversement, tout homomorphisme P s ﬂi(X ,‘xg) -> G qﬁi satisfait & {(4.7.2)
satisfait nécessairement & (4.8.8) . Il existe donc un homomorphisme @ et&un seul

‘satisfaisant 3 (4.7.2) , et la proposition 4.7.4 est enfin démontrée.



Cours de M. CARTAN

2.1.a - 1968-69 00~

4.9. Calcul du groupe fondamental du plan privé de n pointsﬁ'

- Théoreme 4.9.1. Soient a, yeeos a des points distincts du plan 1R2 .

Alors niﬂRg - {aI s 'eod an} , k0)> est un groupe libre & n générateurs

(donc non abélien si n = 2) .

Démonstration : on peutféupposer,que a1‘,;;;, aﬁ sont les‘points
(0,0) 5 (1,0) yououy (=1, 0) ,

. . N -, . ey 2 2 .
- car il existe toujours un homéomorphisme TR -—-» TR™ qui transforme By geeey B

"en'ces points (Exercice !) . On va procéder par récurrence sur n , le théordme

‘éﬁant vrai‘pour n = 1 (on sait que le groupe fondamental de 1R2 - {01 est

‘iSOmorphe a4 » groupe libre & unfgénérateur)a-Soient Uij et UZ les\deux
ouverts de ¥R2 5 {a1 oo aﬁ} définis par '

X < § et x>z  respectivement.
U1 est homdomorphe au plan privé d'un pbint, et U2 au plan privé de n - 1
points ; et UT{} U, est la bande % <X < % , qui est contractile (parce que

convexe), donc simplement

L~ connexe.
t:::::::’ T Appliquons le théoréme de
’ﬂd’#j;: E;“-- _ ‘ van Kampen, en prenant par
i::::f:,2‘~\i\\\\ 2 3 exemple pour point x = le
ot ~ ‘
T~ point (%,0) ; on a

. . ;T, : .
li(UTn er, Xo)‘ 0 , donc

ﬂl{X’Xo) s'identifie au cdprodﬁit (non amalgamé)

n, (U i w, (U
1( 1’ Xo)‘ 1( 2’ Xo)

Le premier est libre & un générateur ; d'aprds lthypotidse de récﬁrrence, le
second est libre &% n - 1 générateurs. Donc le coproduit est libre & n géné-

rateurs.

¢. 0, F. D,
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4.10. Groupe fondamental d'un bouquet de cercles.

Soient (X1‘, x1) seeey (Xn s xn) n espaces pointés, tous homéomorphes

”au;cercle pointé (S‘,i) . On prendbleur somme dans la catégorie des espaces

- topologiques pointés : pour cela, on en prend d'abord la somme topologique
(disjointe), puis on identifie les points Xy geees X en un seul point. Soit
X 1'espace gquotient (muni de la topologie Quotient), et soit xo‘€»X la

-classe d'équivalence de Ky seeey X oo Ltespace (X,xo) est, par définition,

un bouquet de n cercles. Pour chague 1 , l‘appliéation naturelle

Cr (X, %) — (X,x
% ( i’ 1) ( ? o)
“est un homéomorphisme du cercle (Xi s Xi)~ sur son image ;3 elle permet d'iden-
tifier les n cercles & n sous~espaces de X , qui n'ont en commun que le

point X et dont X est la réunion.

Théoreme 4.10.1. Le groupe fondamental ﬂT(X,xo) d'un bouquet de =n

cercles est un groupe libre & n générateurs.

Démonstration : on pourrait montrer que X a méme type d'homotopie que le
plan privé de n points. Mais on va procéder diréctement, par récurrence sur
n , le théoréme étant wvrai pour n = 1 . Appelons Yi ltimage Qi(Xi) ]
qui est un cercle contenu'dans‘ X , et contenant le point X, e Soit Vi, un
arc du cercle Yi s contenant AKO , et distinct de Yi tout entier : Vi,‘se

rétracte par déformation sur X e Soit U1 l'ouvert de X , réunion de Y1

et des Vi pour 1 > 2 ; et soit U2v Itouvert de X , réunion de V1 et
des Yi pour 1 > 2 .‘Il est clair que X = UQLJ U2 , et que k

U?JK>U2‘: U V. se rétracte par déformation sur X donc est simplement
teign ~
connexe. D'autre part, U1: ge rétracte par déformation sur Y1 , donc
~ ﬁj(U1 s xo}' est un groupe libre & 1 générateurk; U2 se rétracte par

déformation sur Y2 , donc WQ(UZ , XO) est un groupe libre & n - 1 généra~
teurs (paf 1thypothése de récurrence). Il suffit alors d'appliquer le théordme

‘de van Kampen pour conclure.
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4.11. Groupe fondamental du tore & p trous.

Soit p wun entier > 1 ; soit YP 1'ouvert du plan qu'on obtient en
nenlévaﬁt d'un disqué’fefmé n -disques ouverts deux & deux disjoints. Prenons
deuxregemplaires YP et Yé , et recolicﬁs~1es le
long des cercles homologues : on obtient une variété ,Tp
de dimension P , qu'on peut s'imaginer comme une
surface dev1R3 , bord de ce qu'on obtiendrait en

"gonflant" ce qui est entre les deux exemplaires Yp

et Y .
e

-

On peut voir gque 'TP peut aussi s'ob%enir comme quotient du disque-unité
D comme suit : on partage la circonférence S, bord de D s en 4p arcs

égaux, qu'on nomme successivement (dans 1'ordre)

b! ,ie0, 8 , b a' , b' .
2’ ’P’P’P’P

Le cercle S é&tant orienté, affectons ces c¢dtés des orientations suivantes :

b a b

840 P 280 Py By

2 1 %

R T TP ;i‘*? 3~ 9 ™ oigoccy +A9""‘ y = g - °
(Voir figure).
Cela fait, réccllons’le cdté a, au cbt8 a;f, de fagén‘é faire cofincider les
orientations définies ci-dessus (donc l'origine de ay pour l'orientation
choisie sur ay est identifide & l'origine de a% pour l'orientation choisie ;
de méme pour les extrémités). Faisons de méme pour b1 et b; ;'aé et aé ;
etc... On observera que les 4p . points de subdivision du cercle S sont alors
tous identifiés en un seul. Soit X le point correspondant de l'espacé quotieqt°
On admettra que l'espace quotientkde D par la relation d'équivalence R ‘ainsi
définie est homéomorphe % Tp . [P&r exemple, c'est évident pour p =1

tore ordinaire comme quotient d'un carré].
Soit alors O le centre du disque D » identifié & son image dans
D/R = Tp ; et soit B l'image de S dans Tp ; le lecteur vérifiera que B.

+ b t 4 2 les. On notera o o eeey N
est un bouquet de 2p cercles \ no ;! P1 2 %o 9 Py seeey p’ PP
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les éléments de n1(B,x0) , classes des lacets de. B , images des arcs
&y s b1 s @2 s b2 ,..,,,ap ’ bP par 1fapplicati§n canonique de S sur son

k quotient B = S/R .
L'espace T  est réunidn des deux ouverts

U, ;’Tp—,{o} , Uy=T,-B .

L'ouvert Ué
simplement connexe. De plus l'intersection V = U1f7 U

-est homéomorphe & 1l'intérieur du disque D , donc est

‘ 2 est homéomorphe & ce
disque ouvert privé de son centre O , donc V est connexe par arcs, et

ﬁj(V) ~ 74 . Nous sommes done dans un cas particulier du théoréme de van Kampen
(ccrollaire'4.7°2> ) e nj(X) s'identifie au quotient de ﬂ?(U) par 1e»sous~
groupe invariant engendré par 1'image, dans nj(U) s- du générateur de n1(V)=$K‘.
Or la rétraction par déformation de D - }0} sur le cercle § induit, par
passage au quotient par R , une rétraction par déformation de U1 sur B = S/R .
Done

nj(U1 , xo) = n1(B,x0)

~est le groupe libre ayant pour 2p générateurs LY P1 ) Uy s P2 seeey “p y FP‘;'

Cela dit, prenons un point~basé xé € V , nécessairement &istinét de xbb,
mais -sur un rayon joignant le centre O & 1l'un des 4p points de subdivision
de - .S . Joignons xg 4 ce point de subdivision par un segment porté par ce
rayon ; ceci définit, dans TP ; un chemin d'origine xé et A'extrémité X, s
qui permet d'identifier ?51(U1 s xé) a ﬂ;?(U1 , xo) ; le générateur de
n1(Ud ,'xé) est représenté par le cercle de centrg 0 passant par xé + la
rétraction par déformation de U1 sur B 1le transforme dans B, et.par
suite le générateur de n1(V,xé) a pour image dans m;1(U1 , xg) , identifié
3 n1(U1:, xo) :kn1(B,x§) , la classe du lacet d'origine x_ que l'on obtient
en parcourant S dans le sens direct, puis en prenant l'image par l'applica-
Vtion S ~>S/R=B.0n voit que c'est

o -1 -1 o
) fP T P T2 Be®a P2 ¥ Pp¥p Py
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En résumé

Théordme 4.11.1.- Le groupe fondamental du tore & p ~“trous TP'“eSt iso~

morphe au quotient du groupe libre & 2p générateurs.

! oo ' ep 1 ous-groupe invariant en endré par
1P1,‘>‘2’f>2: :Ukp:ppPar e sous—g P g

1'élément {x) .

Cas particulier  (p =1) ¢ le quotient du groupe libre & 2 générateurs «

et P par le sous-groupe engendré par~cxﬁ mni’ﬁ—j est le groupe abélien 1.brs
3 deux générateurs e, et 82 (images de o et F } ¢ clest le Z-module

libre ayant une base formée des 2 éléments e, et e

1 5 On retrouve le fait

connu ¢

ni(STxST)% Z x 7 .

4, 12 Appllcatlon au théoréme de Pncard,

On se borne ici & des 1ndloat10ns rapides,  sans exposer une théorie en
détail. Il s 'agit simplement d'illustrer sur un exemple la fagon dont la theorle

des revétements peut. 8tre utilisde dans l'analyse classique.

Théordme de Picard. Si ‘une fonction holomorphé'dansile plan complexe €

ne prend pas deux valeurs (0 et 1 par exemple), elle est constante.
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Ce théoreme est beaucoup plus fort que le classique théordme de Liouville,

qui dit qu'une fonction holomorphe dans € et bornde est constante.

Puisque € ~ {0,1] est une variété, il existe un rev8tement simplement
connexe

p:X—>¢C- {0,1] .

kPuiéque p _ est un homéomorphisme local, tout point x € X a un voisinage
ouvert U que p applique homdomorphiquement sur un ouvert V de € ; par
suite les points de U peuvent 8tre repérés par un némbre complexe z variant
dans V , et 6h a donc la notién de fonction holomorphe dans U . On sait donc
ce que c'est qu'une fonction holomorphe dans X (i.e. holomorphe au voisinage

de chaque point x € X) . En termes savants, on peut dire que p définit sur X

une structure de variété analytique complexe (de dimension complexe égale & 1) .

Le théoréme fondamental de la représentation conforme, dfi & Poincaré, dit

ceci : si X est une variété amalytique complexe (de dimension 1) , simple-

ment connexe et non compacte, il existe un isomorphisme holomorphe ¢ de X

sur €, oude X -sur le disque ouvert
D= {z €¢ l lz| < 13 .
"Isomorphisme holomorphe" signifie que ¢ est'holomorphe, que c'est un homéo-—

morphisme, et qﬁe 1thoméomorphisme réeciproque est holomorphe. Les deux cas

possibles (le cas o g : X pog €, etlecas ot ¢y : X —> D) s'excluent

mutuellement, car il n'existe pas d'isomorphisme holomorphe € —> D , & cause

du théoréme de Liouville.

On va montrer que si X est le revltement de € - {0,1} défini plus

haut, . X est isomorphe & D , et non 3 € . En effet, si on choisit un

point-base x € X , de projection z, € ¢~ [0,1} , on sait (n® 3.13) que 1le
'groupe n1(® - 10,1}, xo)‘ opére dans X , comme groupe de B-automorphismes
sans point fixe (B désignant la base € - {0,1}) . Or n1(B,zo) est le

gfoupe libre & deux générateurs (th. 4.9.1) , donc n'est pas abélien. D'autre
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part, les transformations de ce groupe sont des transformations holomorphes
X—>X , puisqu'elles induisent 1'identité sur la base B . Supposons que ¢

soit un isomorphisme X —» € , et montrons qu'il y>a contradiction. Par g

~le groupe ﬂ1(B,20) opérerait comme groupe d'automorphismes holomorphes de
€ , sans point fixe. Or il est bien connu que tout automorphisme holomorphe
de € est de la forme

Z}> az + b (a et b constants € €, a £0) .

S'il est distinct de l'identité et sans point fixe, on a forcément a =1 .

Donc ﬂ1(B,zé).'opéyerait comme groupe de translations de € , et par suite

serait commutatif. Clest la contradiction annoncée.

Considérons alors l'application holomorphe

y tpo ¢ D~ C - 0,1}

C'est une application de revétement, qui fait de D un revétement simplement
connexe de € - 10,1}y .
On peut maintenant prouver le théoréme de Picard : soit
f:€C—> C- [0,1}

une application holomorphe ; elle prend ses valeurs dans la base du revétement
g comme € est LCA et simplement connexe, elle peut se relever en une
application continue

g:¢—>D ,

telle que f = Y o.g . Puisque W est un homéomorphisme local, et que q)
et T sont holomorphes, il s'ensuit que g est holomorphe. D'aprés le théo-

reme de Lioﬁville, g est constante ; donc f = yog est constante.

C. 0. F. D.
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§ 5. Comparaison du grcﬁpe fohdamental et du groupe

d'homologie en dimension 1

La 1ecturé‘de ce paragraphe suppose connues les définitions fondamentales
relatives aux groupes d'homologie d'un espace X (Voir Cours C 3 de H. CARTAN,
Chaa:ps I‘V’, Po 35"‘47) °

5.1, Définition de l'homomorphisme h .

On veut comparer le groupe fondamental ﬂ?(X,xo) et Ie‘groupe‘&*homclﬂgie
Hi(X) = ZT(X)/B¥(X) , ol Z1(X) désigne le groupe des cycles de dimension 1 ,
et B1(X) le groupe des bords de dimemsion 1 (image, par d , du groupe des

chaines Cz(X) de.dimension 2) .

Soit KZ(XQXO) l'ensemble des lacets d'origine X Un lacet £ : I X,
tel que F(0) = £f(1) = X, est un chemin, donc un élément de la base du gréupe

Ci(X) des 1-chafnes singulidres. Le bord de f € C!(X) est

af = déf -4, f = (£(1)) - (£(0)) ,

combinaison lindaire formelle des points f£(0) et f£(1) ; mais comme f est

ici un lacet, ona £{0) = £(1) , d'ol
af =0
Ainsi £ est un cycle, et on a done

‘(501) S x,x) < 2, (x)

Lemme 1. Si deux lacets f et f£_ sont homotopes, alors ils sont

| 1 2 ‘
homologues (comme cycles) ; autrement dit, f2 - f1 appartient & B1(X)'s‘

Démonstration : (a) si f -est le lacet constant (au point xo) , T est

un bord, & savoir le bord du 2-simplexe singulier

S2
En effet, dgu = d

u: D —>X ; (appiication constante de valeur xo) .

1uA=;déu;: £, diod | |
= - -+ = f -
du dou d1u> dzu : £
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~(b) soient £, et deux lacets homotopes, et soit

1 T2
F:IxI — X

une homotopie de f1, X f2 ; si on regarde le carré

,F 'apfliqué les cdtés Vertiéaﬁx ‘AC‘iet BD au poinﬁ‘ X0y la restriction

‘de F au cbté AB définit f1 et la restrictixn. de F & CD définit f2 s
Si on identifie entre eux les points du ¢8té AC , le quutient du carré est
homéomorphe & un triangle ; l'application F passe au quotient et aéfinit une
‘ application continue wu s D2"4$ X, ot Dz. ddsigne le
2-simplexe-type (triangle) , dont nous numérotons les
f sommets 0 , 1’, 2 , de telle manidre que la restric-
(x) tion de u au oBté [0,1] soit £, , au c8té [0,2]

0 soit‘ f2 y et au cbté [1,2] soit constante de valeur

1 v X e Le bord du 2-simplexe singulier u est

. — d = - i
dou d,u + 1, (xo) f2 + f

1 1’ :
ou ‘(XO) ‘désigne le lacet constant. D!'apres (a) , le lacet (xo) est un
cycle homologue & zéro. Done f2 - f1 est homologue & zéro. Et ceci démontre
le lemme 1 .

- Le- lemme 1 prouve que 1'inclusion (SQ?) définit, paf passage aux quotients,
une application

ho:om (x,go) ~> 2 (X)/B1 (x) = H, (x) ]

Proposition 5.1.1. h est un homomorphisme de groupes.
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Démonstration : n'oublions pas que la loi de composition de ﬁi(X‘x }
N - . ‘ O

- (qui n'est pas abélien en général) est notde multiplicativement, tandis que.

celle de HT(X?' est notée additivement. Rappelons que la loi de composition;
dans n1(X,x0) s proTientﬁ par passage au quotient, de la loi de composition
(non associative) des lacets. Soient donc £, et fz deux lacets d'origine

xé , et soit '

fo= f1 J~.f2 |

le lacet composé. La proposition 5.1 sera démontrée si nous prouvons que le

cycle f  est homologue 3 la somme Ff, + f2~‘ Or on va voir, plus généralement :

1

deux chemins tels que f1(i) = f2(0) , et

Lemme 2. Soient f1 et f2
soit f = fT'L £, leur composé. Alors la chaline singulidre f1 -+ f2 - £ est

2

.un bord. :
Montrons ce lemme. Considérons le 2-simplexe type D2 s avec ses sommets

numérotés 0 , 1 et 2 . Définissons une application continue g, du cbté

[0,1] ~dans X , par la condition que l'isomorphisme canonique de I sur [0,1] s

suivi de g soit llapplication donnée f1 - De méme,'définiséons g, sur-le:

ebté [1,2], de facon que 1'isomorphisme canonique (lindaire-affine) de I

sur [1,2] , suivi de g soit f2 . Alors g et g, prennent la méme

valeur au sommet 1 , puisqueé f1(1) = fé(O) . On a donc une application conti~ -

nue g , a valeurs dans X , de la ligne brisée L qui joint

7

2

0 & 1 'puis 1 & 2 . Prolongeons g en une application

continue h D2 ~>» X , eh prenant

h=ygop ..

olt p est l‘appliéation de rétraction qui projette chaque point de Dl’ paral
lélement & la médiatrice du c8té [0,2] , sur un point de L . Alors 1'appli~

cation composée
S% ‘ h
I > D2 > X

n'est autre que f = f1.L f2 ; d'aprés la définition de la composition des
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chemins. Ainsi h est un 2-simplexe singulier qui satisfait aux relations :

.dh=*¢F 5 d1h =f dzh :‘fib.;,
“"done
dh = f1>+ f2 - ?' s

ce qui démontre le lemme.

Corollaire du lemme 2 3 si f, = £, , c'est-a~dire si

2 1
fz(t) =’f1(1-~ t) f
on sait Que k£1.L f2 est un lacet homotopé au lacet consbant. Il s*ensuit que

le cycle f1 o+ f} est homologue 3 zéro.

5.2, Le groupe n1(X,xo) rendu abélien.

Pour simplifier 1'écriture, nous écrirons souvent m,  au lieu de

n1(X,x0) . I1 est évident que le noyau de 1'homomorphisme

h : T, ->H1(X)

contient les commutateurs de Ty si % et ﬁ € Ty leur commutateur ’[u,?]
est, par définition, u{su—1ﬁﬁ1 ; puisque h prend ses valeurs dans un groupe

commutatif, il est clair que
hepo'p) =0 .
Dans un groupe quelconque T , l'inverse du commutateur [u,ﬁ} est
[p;u]‘; 17é1ément neutre est un commutateur ; donc le sous-groupe engendré par

p 7 Bpl -

Ce groupe se note [T,D] ; et s'appelle le sous—groupe des commutateurs de T .

les commutateurs se compose des produits finis {m1 s %Tjg[ug s sz..,ﬁx

- C'est un sous-groupe in?arianﬁ, car si Y €T , ona
-1 oyl ~1
yelooploy™ = Dyxy™ Sypy™'1 -

“Le groupe quotient ?/[f,?]« est évidemment abélien, car dans ce groupe tous les

commutateurs sont égaux & 1'élément neutre. L'homomorphisme canonique

2 1/ 7]
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posstéde la propridété universelle suivante (évidente !) 2 pour tout homomorphisme
¢t T > G, ot G est abélien, il existe un homomorpbisme

£ : /[0, 7] —> G et un seul, tel que

Yo=f oy o

L.e groupe T/{f,?} s'appelle "le groupe T' rendu abélien®.

Pour en revenir au groupe fondamental n1(ng } = mn, et & l'homomorphisme
0

i

h ¢ an—~> H1(X) s 11 se factorise donc d'une seule maniére en

P. R -
m, > n1/[n1 s an > Hi(k)

On va maintenant étudier 1'homomorphisme h' .

5.3. Le résultat fondamental.

Théoreme 5.3.1. Lorsque X est connexe par arcs, h' est un isomorphisme

[

En d'autres termes, h' identifie le groupe d'homologie H, (X) au groupe

1
nj(X,xo) "rendu abélien'.

La démonstration va nécessiter un peu de technique et prendra un certain’

temps. On va définir un homomorphisme
k s H1(X) ~€>ﬂﬁ/[ﬂ1‘, ﬁ1] ,

puis on vérifiera que k ¢ h' est ltidentité de 111/['1&1 s n1] ; et que h' o k

est 1tidentité de H1(X) v
La définition de k va utiliser 1'hypothése : X est connexe par arcs.
Pour chaque x € X , on peut choisir (arbitrairement) une classe de chemins
Xx € ni(X 5 X x)

d'origine x et d'extrémité x ; il sera commode de supposer que Xx est
0 ,

la classe du chemin constant. Soit alors °

us I —> X
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un chenin quelconque j posons

ao) A

(5.3.1) ) = Yao) (195 (hy € M ix) s

en notant ful € gT(X ; w(0) , u(1)) la classe du
7o : chemig u , et en utilisant la loi de éo&position
‘(associative) du groupoide fondamental de: X . On a ainsi défini‘une applieation %\.

de la base du groupe des chafnes C1(X) dans le groupe m, . Soit

; 1
)Js"': {?0:}\ '

DY

‘application & valeurs dans ﬁ1/[ﬁ1 s n1]4, Par lindarité, M se prolonge en une

application linéaire, notée encore Ko

P;: C{(X) - “1/[K1 ’ ﬂ1] o

Lemme 3. M s'annule sur le Sous—groupe Bi(X) .

En effet, soit v : D2 - X un .2—simplexe siﬁguliere On doit montrer
que p s'annule sur le bord
dv = d v -~ v o,
oY 7d1v + d2v s
¢clest-t-dire que

(5.3.2) | pla v) - }L(div)r + p(a,v) = o .
‘ 2 ‘ . , : o
Or un calcul facile, utilisant la définition (5.3.1) , montre
d v dv
1 0 que '
: « NS I S e B
RS (5.3.3) Md v). (M@, Ad,v) “'XV(T)G[dov]‘[d1v] °[¢2v3°xv(1)€“1

' en notant v(1) 1f'image par v du sommet numéroté 1 de D2 o
Le lacet ((dov).L (5:;))‘L (azv) , dtorigine v{1) , est homotope & un 1acet‘con3w
‘tant (le 2-simplexe singulier v : D2'*> X fcarnﬁt‘la_déformatidn). Donc les @eux
membres de (5.3.3) sont égaux & 1'élément neutre e Ty Leur image dans

ﬂ1/[ﬂ1,, ni] est donc O , ce qui prouve (5.3.2) . Ainsi le lemme 3 est démontré.
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La restriction de P, 3 Zi(X) s'annulant sur B1(X) g@faprés le lemme 3)
définit, par passage au quotient, une application linédaire
kot HT(X) —> n1/[n1 , ni]‘
Clest l'application qu'on voulait définir.
Lemme 4. k o h' est 1'identité de VAR I

.

En d'autres termes, la composée

'h )
m, > Hl(X)

k .
>my/lmg s m ]
n'est autre que l'application canonique ¢ . Montrons-le : partons de la classe
d'un lacet f € Sl(X,xo) ; h lui associe la classe dthomologie du cycle f .
Or on a, par définition,
plf) = ¢(X(f))

et  A(f) = Lf] d’apres (5.3.1) , puisque ¥ est 1'é14ment neutre de
o

e

Done k() = $(M(2)) = 9([£]) -
| C. 0. F. D.

Lemme 5. h' o k est 1'identité de HI(K) .

En d'autres termes, l'application composée

hv
Z1(X) > T /[n ) Ty —— H1(X)
~ est i'application canonique de Zi(x) ‘sur son quotient H1{X) . Montrons—le
soit z = %% n,u, - un cycle (ni entiers, les uy étant des chemins). On a
- - % 3 a
F(z) = o, F(ui). ] @(K(ui;, T avec

. -1
}\(ui) = Xui(O)'[ui]’xui(ﬂ

Soit ¢ un chemin dans la classe x . Le Iacet
u, (0) : .

u, (0)

(CUi(O) 4. ui) & Cui(.‘) .
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‘est hémologue 3 la chafne (qui est un cycle)
C +u. - ¢
ui(O) i ui(j)
{d'apreés le lemme 2 et son corollaire). Donc
‘ 3 .
h { F(ui) =h o %(ui)

:est la classe d'homologie du cycle

u, +¢ -
i éi(O) ?i(i)
 Par linéarité, h' o F(z) est la classe d'homologie du cycle
2. L. n.(c -
T MYt g ni(cui(O) cui(1))

On a %a n.u, =2z On va montrer que

(5.3.4) 5 " (0) T S () 7O

ce qui entrafnera que h' o p(z) est la classe d'homologie de 2z et prouvera

donc le lemme 5 .

Or écrivons que z est un cycle ; son bord est
%% ni(ui(O) - ui(1)) =0 .
Ceci est zéro dans le groupe des combinaisons linéaires formelles de poihts
de X . Cela veut dire que si x € X est donné, et si I{x) est l'ensemble des
i  tels que ui(G) =x , et si J(x) est l'ensemble des i tels que ui(1) =X ,

on a
$.on, = 2, n. .
i€1(x) v ied(x) *t

Or cetbe relation entraine immédiatement la relation (5.3.4) .

C. Q. F. D.

Remarque finale : 1'application k : H1(X)-> ni/[ni', n1] , qui a éé

construite grdce au choix des "XX € ﬁi(X 3 X s x) , est, en fait, indépendante

de ces choix, puisque c'est l'application réciproque de h' .
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5.4. Quelgques applications.

1°) soit X :TRZ - {aT ,‘.;; an} le plan privé de n points-
Dfaprés le théordme 4.9.1 , ﬂl(X) est isomorphe au groupe libre &% n généra—

teurs. Si on fe rend abélien, on trouve le groupe abélien libre & n généra-—

teurs. Ainsi le Zmodule Hi(X) est libre et a une base formée de n é&léments ;
les éléments de cette base sont les classes des cycles représentés par n

cercles, de petit rayon, centrés respectivement en a, ,..., &

| 1 n -
20) Soit X le “tore & p ‘trous" TP {cf. 4.11) . Le théoreme

4.11.1 donne son groupe fondamental
n1(X) =G/H |,

ol G est le g;gupe libre engendré par %y o %1 sesoy ap s Fp ; et H 1le
sous—groupe invariant engendré par 1'élément '

FE M P X Py ot YpPp®p Bp
Dans 1'application canonique ¢ : G ~€>G/[GQG] s 17é1lément Y va en zéro, donc

'@ s'annule sur H , et induit
g+ 6/H — 6/[6,6] .

I1 est immédiat que tout homomorphisme n1~w> i‘ dans un groupe abélien T' sé

factorise d'une seule manidre en

m, = G/H ¢/[¢g,c]— T -,
donc G/[G,G] est canoniquement isomorphe n1/[n1-g n1] ..Ce dernier groupe

est donc un groupe abdlien libre & 2p générateurs. Ainsi le groupe Hi(X)

du tore & p tlrous est un groupe abélien libre ayant une base formée de 2p
élémenﬁs. [En fait, il existe une autre méthode pour obtenir ce résultat, baéée
sur des considérations purement homologiques, et ne faisant pas appel au calcul

. du groupe fondamental]g
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 Enfin, signalons les résultats suivants :

‘Hi(sf)m 7, 'Hi(sn) -0  pour n= 2,

qui résultent du calcul du groupe fondamental de ﬁsi‘ (resp. de s pour nx2) .
D'une mani’re générale, chaque fois que l'espace X est simplement édnneXe,

on a“HI(X) =0 .

5 e ¥ e T o
E3-Eoh S-S
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