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Introduction.

Ce cours comprend essentiellement deux parties, d’abord une partie
(chapitres I & V) contenant l'&tude de probldmes linéaires dont la so=
‘lution se réveélera indispensable dans la seconde partie (chapitres VI

-~

& IX) qui concerne les problémes non linéaires. Les trois premiers
chapitres sont destinés & des lecteurs ne connaissant a priori que les
résultats élémentaires sur les espaces de Banach, On traite au chapi-
tre IV les probldmes linéaires d'évolutions et on définit la notion,
trés importante pour la suite, de semi-groupe holomorphe., Le chapitre
V est consacré a4 l1l'étude des perturbations "analytiques"” des opéra-
teurs linéaires non bornés et des semi-groupes holomorphes,

Le but du chapitre VI est de rappeler les techniques essentielles,
utiles dans la suite, comme l°emploi du théoréme des fonctions impli-
cites, On aborde enfin au chapitre VII 1l'&tude du probléme d'évolu-
tion non linéaire de la forme

du
(1) dt

u{0) = u

+ Lu -~ M{u) = 0,

Q’

ol L est un opérateur linéaire non borné et M non linéaire ;, non borné
vérifiant pour u fixé et k voisin de O M(ku) = 0(k?), dans un cadre
fonctionnel simple. On donne des régsultats sur la stabilité de la so=-
lution nulle de (1) selon le spectre de l'opérateur L , Loptique de
ce chapitre est différente de celle de la thdse de H, KIELHOFER [1]

et est considérablement simplifiée grBce 4 une estimation fondamentale
((1,I) au chapitre VII). Enfin il faut remarquer qu'un résultat ana-
logue & celui du théordme 3 a été énoncé par V.I. IUDOVICH [2] dans

le cas du systéme d'équations de Navier-Stokes,

Le chapitre VIII est consacré a l°étude des bifurcations de la solu-

tion nulle pour une équation du type

Lu - MA(u) = 0,



ol les opérateurs L et M dépendent maintenant analytiquement d°un
paramétre A o, L' étude entreprise est entidérement analytique et n'uti-
lise pas la théorie du degré topologique qui, & notre sens,; ne donne
pas de méthode constructive de résolution. Pour des références sup=-
plémen'taires concernant ce type de problémes on pourra consulter la
bibliographie citée., Il faut toutefois noter que la théorie de la
bifurcation & vu son intérét croitre depuis une décennie, et qu'elle
doit beaucoup & Vs I, IUDOVICH et W, VELTE qui ont expliqué mathé-
matigquement certains phénoménes physiques intervenant en mécanique
des fluides,

Le chapitre IX étudie la stabilité des solutions bifurquées pour

le probléme du -
-é-g'l' L}\u - M}\(u) = 0,

ce qui est essentiel puisque dans la nature, on ne peut raisonnable=

ment observer que des phénoménes stables dans le temps., En fin de

chapitre on donne un résultat nouveau sur l'évolution de la solution

4 partir de t = 0, qui donne accés & certalns problémes ouverts,
Enfin, le lecteur intéressé par une étude plus compléte dans le

cas précis de 1l'hydrodynamique, peut consulter le travall de

K. KIRCHGASSNER et H., KIELHOFER [3] ou encore celui de D.H., SATTINGER

[h] dont les points de vue sont sensiblement différents.
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Compléments sur les espaces de Banach,

I. Théoréme de Hahn-Banach et conséquences.

1) Lemme de Zorn.

On admettra le lemme suivant, gui est &quivalent & l'axiome du

choilx de Zermelo

Soit un ensemble E muni d'une relation d'ordre partiel, si toute

partie totalement ordonnée (par 1'ordre induit) de E est majorée,

alors 11 existe un élément maximal.

Ce lemme permet de démontrer le théor&me suivant

2) Théoréme de Hahn-Banach réel.

Soilt un espace vectoriel réel E et soit une fonction p + E—-R

telle que : p(x+y) s p(x)+p(y) ; plax) = ap(x),a>0 . Soit f wune forme
linéaire réelle définie sur un sous-espace VeE , telle que f(x) s p(x),

xeV . Alors 3 au moins un _prolongement linéaire F(x) défini sur E ,

tel que F(x)sgp(x) , xekE .

— S —— a3t - —— - —

gements linéaires g de f pour lesquels g(x)< p(x) , x « domaine

de g .+ On définit une relation d'ordre partiel par : hy g <= h est
un prolongement de g . Il est évident que toute partie totalement
ordonnée est majorée : soit {hi ; 1€ I} wune famille totalement
crdonnée , on peut définir un majorant h , dont le domaine est la
réunion des domaines des {hi » 1eI}, qui sera un prolongement de f

, 11

tel que x¢ domaine de by o, et hix) = hi(x)s p(x)]. D'aprds le lemme

tel que hix)s p{x) , Y xe domaine de h |si X e domaine de h
de Zorn, 1l existe dcnc un élément (au moins un) maximal dans la famille.
fotons F(x) un élément maximal, on a donc V¥ x e domaine D de F R

F(x)s p(x) . Il reste 4 montrer que D = E .

2§§§_§E§ES' Supposons donc que D # E , ]donc x ek
et x0¢ D , nous allons construire un prolongement de f défini sur le
'sous—espace D' engendré par D et X s et majoré par p - ; d'od la

contradiction.



Tout vecteur x e sous-espace D' admet une décomposition unique de &

forme x = X5 + dxo avec xDesD + Pour toute constante ¢ , la forme

linéaire g définie sur D' par

gl{x) = F(xD) + ac

est un vrai prolongement de F ., Il suffit donc de montrer que 1l'on

peut choisir ¢ telle que g(x) <p(x) pour xeD' .,

Soient X5 et yDesD , on a alors

F(yD) - F(x_ ) = F(yD-xD) € p(yD—xD) s p(yD+xO) + p(—xD-xo) .

D
d'ou o Xy xo) F\gD) & p(yD+xo) F(yD) .

Le membre de gauche de 1l'inégalité est indépendant de Yp o tandis que
~le membre de droite est indépendant de Xp il existe donc une constante

¢ telle que
+ -
(1) ¢ s plyp*x ) ~ Fly,) » YyjeD
(2) =p(~yp=x_) = Flyp)sc, Y ypeD
On a alors, en utilisant (1) pour «>0 , (2) pour «<O et en notant
xXyp = Xp i

xe ¢ plx ) » ¥xyeD, YaeR .

: D

+ -
xo) F(xD

Choisissons dans l'expression de g , la constante ¢ ainsi définie,

on vérifie alors immédiatement que VYx D' , g(x)<p(x) . g

3) Théoréme de Hahn-Banach complexe.

Définition., Soit E un espace vectoriel normé, on note E* 1l'espace

vectoriel des formes antilinéaires continues sur E , E* sera dit le

" ual" de E ,

On sait de maniére classique que E ™ est un espace de Banach

(conséquence du fait que [R et € sont complets).

Théoréme de Hahn-Banach complexe. Soit V "un sous-espace d'un espace

vectoriel normé E ., Alors, & tout y¥eV"™, correspond un x*eE* tel

que

Tl = Iy*l s (x*y) = (y*y) , YyaeV .



Remarque. Il existe un énoncé plus général utilisant seulement une

semi~norme p sur E (pour nous, le théorime donné sera suffisant).

Démonstration : 81 E est un espace réel, le théoréme se déduit aisémen:

o - - o o

du théoréme de Hahn-Banach réel en prenant p(x) = Jy*.Jx|| (norme ae

x 4 une constante prés) et f = y* .

Supposons maintenant que E soit complexe, Pour tout yeV ,

soient fl(y) et fa(y)eﬁi définis par

»

(y*,y) = £,(y) + i f,(y) , yeV .

Alors, on =a Yo,8 c® et X,y eV
Sfl(ax+6y) = af (x) + 8f, (y)

2lfl(y)| R ICAR 2 I FAd N iFA e

Considérant E comme un espace vectoriel réel, on peut appliguer le

théoréme de Hahn-Banach réel : 1 une fonctionnelle lindaire réelle Fl

sur E telle que

IF I s 9%l et Yyev F (y)=1,(y) .

On définit maintenant la fonctionnelle x* sur E complexe par

x*(x)

Fl(X) + 1 Fl(lx) >

montrons que x*eE™ .

ax*(x) pour o réel

S x*(ax)

x> {(ix) Fl(ix) + i Fl(-x) = -1 x™(x)
x*(y+u) = x¥(y) + x*(z) Yy et zcE ’
donec x¥ est antilinéaire.

: . ie o
Posons maintenant x*(x) = r e , r>0 , 8 réel

; &alors
[ (x) ] = x (e %) = F (e ) < Iy de™ k] = Yyl
ce gui prouve que fx*[ls)y*l , @'od x*eE* et l'on peut noter

x*(x) = (x*,x) .

Montrons enfin que x* est un prolongement de y¥ :



Ik

soit y eV , alors fl(iy) + ifz(iy)\= (y*,iy) = -i(y*,y) = -ifl(y)+f2(y

ce qui montre ‘que : fz(y) = fl(iy) , d'ol

(y",y) = fl(y) + ifl(iy) VyeV et x* prolonge y*.

On en conclut évidemment que- "x””zAny*" , ce qul entraine ﬂx*” = uy”"
puisqu’'on a aussi i'inégalité inverse.

L) Cons€guerces du this:die gde Tanr-Tanach,
Théoréme. Soient V un sous-espace fermé de I (Banach), et u & ko,
_e_Ec—iV « Alors 4 fe¢E¥* tel que (f,uo) =1, (f,u) =0 Yuev et

f£ll = 1/aist(u_,v) .

Démonstzgfigg : Soit V' 1le sous-espace engendré par V et ug alors

e Y

VueV' ‘on & u =_$uo+v oi veV . Si E#0 ‘on peut écrire

"E-lu” = "uo+£_lv” >d (a = aist(u_,Vv)) ,

d'od |g|¢ JJull/@a (encore vrai si §=0). On définit alors la fonction-
nelle f telle que f(u) = E£ , ueV' . f .est.antilinéaire et bornée
(1/d) « En fait on a | f]] = 1/38" car si 1'on considére une suite

{vy} eV telle que Ju -v || —> 4, alors

n-»co

-

3 S f£]) , a'on

L= (fu v ) s fofllug-v | — fefla =

la conclusion aprés extension de f sur E & l'aide du théoréme de
Hahn~Banach,

Corollaire. Pour tout u_ €E , ] feE® tel que (f,uo) = "uolf R
e =1 .

Une conséquence immédiate de ce corollaire est que

flull = sup lee, )l . sup |(f,u)] .

S T R P =t

II. Théoréme de Baire et conséquences.

1) Théoréme de Baire. Si un espace métrique complet E est la

-réunion dénombrable de sous-ensembles fermés, alors au moins un de ces

fermés contient un ouvert non vide.




]

Démonstration : NWotons p(x,y) 1la distance dans E et soit {4} 1a

oo
suite de fermés telle gque \J An = E . Supposons qu'aucun Ar ne
n=1 :

contienne un ouvert # ¢ , alors Al # E et [Al est ouvert, donc il

«(0,1/2) . Par hypothése A, ne

. contient une boule S(pl,el) avec 5

€1
contient pas S(pl'eI/Q) , d'ol CA2fWS(pl,el/2) contient une boule

S(p2,€2) avec ¢, €(O,—%) + Par récurrence, on obtient une suite

2 €
1 n-1
{8(p se, )} de boules telles que sn:e(O,EEJ , S(pn,sn) <8(p, _;» = )»

i

s(pn,en)(\An g , n=1,2,..,

Maintenant, pour n<m , on a

1
& v—
n

E!H

1
pppapy) s o (Ppap g) + o+ 0lp_yhp) € o Beeet o .

3

d'ou {pr} est une suite de Cauchy dans E qui converge donc vers D .

Or, ’o(Pn.P) < p(Pn,Pm) + p(pm,p) < e+ p(pm,p) e—p e -d'ou

m->w
}peS(pn,en) V n , et donc p n'appartient 4 aucun des An .
Cecl est en contradiction avec pegE = é:{ An .

2) Principe de "majoration uniformg"

Théoréme général., Soient un Banach E et une famille {p;, ieIl de

fonctions continues non négatives définies sur E et telles que

p;(u'+u") & py(u') + p,(w") ,  p.(-u) = p.(u) .

8i {pi(u), ie I} est borné VY u rixé, alors {pi(u);:ielj est

uniformément borné pour |ulsl .

Démonstration : Soit A = {uek; pi(u)sn, ieI} . A] est Termé puisgue
““““““““““““ It 1

'pi est continue. Par hypoths. ., pour uch , 3 ncit tel oue

K

pi(u)sln, 16l = LzeAh et K = \\J An . L'aprés le théordme de
n=1

Baire, au moins un An contient une boule S(uo,r) . Mais, tout ueE
-tel que Jufs2r peut s'éerirc sous la forme u = u'-=u" avec u',

uw'e S(uo,r) , car il suffit pour cela de prendre u' = u + % ,



LI

-E ' A1 ' " .
u u, +« D'ol, pi(u)s‘pi(u ) + pi(u ) £2n et {pi(u), ieI} est

2
uniformément borné pour MWull €2r . Si 2ral , le théordme est démontré.

81 2r<l , soit meM +tel que myl/2r alors

| ullsl = ][u/3n||s2r — pi(-;-ll)\<2n - pi(u)s2mn et le théoréme est
démontré., B

Corollaire 1, Soit {un} une suite de vecteurs de E telle gue

{(f,un)} soit bornée pour tout feE* fixé. Alors {un} est bornée
"un"shd.

“Corollaire 2, Soilt {fn} une suite de vecteurs de E* telle gue

{(fn,u)} soit bornée pour tout ueE fixé, Alors {fn} est bornée
3 .
TARY

Démonstration : Pour le corollaire 2, il suffit de prendre

p#(u) =_|(fn,u)| et d'appliquer le théordme précédent.

Pour le corollaire 1, il suffit de remplacer le E du théoréme
par E¥ , et de poser pn(f) = |(f,un)l « On applique ensuite le
~théoréme général qui donne l(f,un)ls M pour Jf]l<1l , ce qui & 1'aide

du corollaire, conséquence du théor&me de Hahn-Banach donne }Iun"sM . B

_ Remarque. Nous verrons plus loin une autre application du théoréme de

Baire : le théoréme du "graphe fermé",

Conséquence 1, Une suite {un} faiblement convergente est bornée, Si

] une limite faible u , alors Ju|l «lim inflju | + Si E est réflexif,

i_toujours une limite faible.

Conséquence 2., Une suite {fn} faiblement » convergente est bornée et

admet toujours une limite faible™ feE* , telle que |[f]l <lim infff |l <.

(La faible ™ convergence de {fn} est définie par

(u,fn) ~— limite pour tout ueE , C'est une convegzgence plus faible
. fovoe

que la convergence faible dans E” , en général).

Démonstration de 1'inégalité : On peut choisir f tel que

(u,£) = lim(u ,f) ol feE” est tel que |[ff=1 et (u,r) = {ul
(théoréme de Hahn-Banach). D'od |ul ¢ ”unn = |lull€1lim infllu | .
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II.1

Opérateurs linéaires dans les Banach.

I. Rappels et définitions.

1) Définitions.

Soit T wun opérateur linéaire de E dans F , E et F
4tant des Banach, On note D(T) 1le domaine de définition, qui est donc
un sous-espace de E , et on note R(T) 1le domaine des valeurs qui est
un sous-espace de F ., Enfin, on note N(T) le noyau de
T = juceE; Tu = 0} .

2) Rappels sur les opérateurs bornés.

Si T est continu en O , alors T est continu dans tout D(T)..

La continuitéd de T est dquivalente & : J M<e tel que [[Tull<Mlull

Y ueD(T) . Le plus petit nombre M tel que l'on ait 1'inégalité
précédente est appelé la norme de T : ||T) . On dira aussi que T est
borné., (On ferm la démonstration dans le cas des applications multi-
linéaires continues). Par le principe d'extension, on peut dans ce cas

étendre la définition de T & D(T) (femmeture de D(T) dans E ).

On note Y (E;F) , l'espace des opérateurs linéaires bornés de E
dans F (iei D(T) = E) , et <(E;E) = £(E) . On sait, de manidre
classique, que <(E;F) , muni de la norme définie plus haut, est un

Banach,

3) Différentes notions de convergences (ordre de force décroissant).

Convergence unniforme (ou en norme) : c'est la convergence dans
(Q(E,F)
T, —> T: ||Tn-T|);Z(E;F) — 0 .
Convergence fcrte Tf ‘ia T HTnu-TuHF —> 0 pour tout u fixé
i
dans E (on note "s" comme "strong" car fort et faible commencent par
un nfn).
Convergence faible de {Tn} : (Tnu,g) converge ¥YuekE , geF ¥,

Si T,u a ure limite faible Tu , YucE , on dit que {Tn} a

1

.. .. , .. ] W
une limite faible ' et on écrit Tn > T (w comme "weak").



1I.2

4} Rayon spectral.

1l/n
Soit Te<Y(E) , on note spr T = limnTnn le rayon spectral

n-—»>w0
de T , Si spr T = 0 , on dit que T est quasi-nilpotent.
n 1/n n 1/n
Montrons gque »1imlh i existe et &gale infflz® .

nell

Démonstration : On a

- — = ——

Rr™ 2 < He™ 0o le™) et o0 < o™, V m,nem .

a : a
n n . n
Posons a, = Log”T “ et montrons que . - Db = 1inf el
nelN- {o}

. . -~ —-— [ ] ~

On a donc : am+n < am+an et, pour m fixéyn = mq+r , Ogr<m , d'ou
%n g &y
a < q&a_+a a < qa et — < a + =
n S 187 % (<mq‘~q m) ’ n “n m n °

Si n = pour m fixé"% — % y, d'ol

a a a A

lim sup HES'EE » mais, m est arbitraire == 1lim sup EE £ inf ;E = Db
IL~»¢co n e melN- § O} v
%n &4
D'autre part, ;—-zb , d'od lim inf T—>»b et il en résulte :
Il ~» o
lim inf = lim sup = lim=inf ., l

5) Dpfrateur adjoint de Ted(E;F) .

VeeF”, 1a forme u —> (g,Tu) est anti-linéaire bornée
sur & , puisgue |(g,ru)}) s« g Tull sliTh gl lull. on définit donc
fe®® toL que (f,u) = (g,Tu) et on 4d&finit T * par

T = f .
On a alors |IT* = (tll= sup |(£,u)) <« Tl gl =p N < NI},

. . fluflel .
d'odl T e£L(F™ME™) , la linéarité étant évidente.

Montrons que JIT*| = It} :
Démonstration :  On a, de la m@me fagon que ci-desss JT**]|<llo*l<)Tl
Mais, si on identifie E & un sous-espace de E*¥, on a Y uecE ’
geF?*
*¥ » e ——
(T "u,g) = (u,T78) = (T"g,u) = (g,Tu) ,
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d'ol, la forme anti-linéaire T¥*u sur F* est identifiable &
TueF == T"*5 T (prolongement de T) ., Il en résulte que "T*“”>I|T",
d'ol finalement | T*[| = | T|. .

II. Opérateurs compacts.

1) Définition., Soit Te<(E;F) , on dira que T est compact si

1l'image {Tun} d'une suite {un} bornée de E , contient une sous-

suite convergente,

On note %b(E;F) l'ensemble des opérateurs compacts de <£(E;F) .

2) Propriétés de eZO(E;F) .

Théoréme 1. ﬁb(E;F) est un sous-espace fermé du Banach <(E;F) .

Démonstration : On montre aisément que si T, T', T"e,é;(E;F) alors

aTe;ﬁ;(E;F) et T' + T"€€£O(E;F) . Montrons que Q%(E;F) est fermé.

Soit .{Tn} une suite d'opérateurs compacts tels que

u Tn'T“ —> 0 , o Te<(E;F) . Montrons que T est compact.
n>e
8oit donc une suite {un} bornée de E , on peut alors extraire

(1) ) NEOR .

une sous-suite {un } telle que {Tl n converge dans

{uﬁl)}

3} on peut

(2),

telle que {T2 n

ensulte extraire une suite {uéz)} de

converge dans F et ainsi de suite. On considére alors la suite

(n)}

n H {vn} est une sous-suite de chagque {uék)} ,

diagonale {Vn = u

k fixé&, donc {Tk vn} converge dans F .

Ye>o , 3 k tel que uTk-Tu<e et jN tel que ”Tk v~ Tk vn+p"

pour n>N , p>0 , Alors

|z v, - T vn+p” < ”(T—Tk)(vn—vn+p)" + ”Tk(vn-vn+p)" s (2M+l)e ,

pour M = sup“un" « D'ou (T vn} converge et T est bien compact. |

Théoréme 2, Le produit d'un opérateur compact par un opérateur borné est

comEact.

Tefo(E;F), Acef(F;G), BeSL(H;E) = A’I‘eifo(E;G), TBc—:‘io(H;F) .
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La démonstration est laissée au lecteur (prendre une suite {unk bornée).

Remargue. Si l'on considére des opérateurs de <(E) , on peut dire que
ﬁ%(E) est un idéal bilatére fermé de 1'Algdbre de Banach <£(E) .

Théoréme 3., L'adjoint d'un opérateur compact est compact
Te&ZO(E;‘F) — T*eﬁfo(F*;E*) .

Qégggstration : Notons S et S* 1les boules unités fermées dans E

et F* respectivement. Soit Te#io(E)F) et soit {fn} une suite eS™ .
Puisque l'on a I(fn,y)-(fn,z)l < "y-z”F , n=1,2,...2, 11 en résulte,
d'aprés le théordme d'Ascoli, que l'on peut extraire une sous-suite

L(1) (o)
n n

telle que sY) converge uniformément pour y e compact TS

(en effet {fnﬁ forme une famille &quicontinue de fonctions du compact

(1) (1)

TS dans un borné de € ). Donc, (fn ,ITx) = (T"fn .

uypiformément pour xeS . D'ou, Yero , IN  tel que

X) —converge

I(T*fil).' T*fél),x)l < e 8i n et mN et [x[s1 .

or "T*fr(ll) - el - e | (rrelt) 0t ) < ey nymy , dtod
I=|l<1
T*fél) converge dans E* et T* est compact.

III. Opérateurs fermés,

1) Généralités sur les opérateurs non bornés,

Si l'on considére deux opérateurs linéaires S et T de E
dans F , leurs domaines D(S) et D(T) n'étant plus nécessairement E

tout entier, on doit faire la convention suivante

D(aS+B8T) = D(sS)ND(T) .

Il peut arriver que le domaine intersection soit réduit &8 O , Néanmoins,

on peut montrer que

0OTcO0 , O+ T =T+ 0 =T

(R#8) + T = R+ (S+T) , S+ T =T + S , (S+T) - TcS .

Le domaine de TS est par définition : D(TS) = {ueD(S) tels que
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SueDdD(T)} , d'ou D(TS) = S_l{D(T)} . On montre alors, que (TSR = T(SR)

(Tl+T2)S = 1,5 + T,5 , T(Sl+S ) >T8, + TS

2 2
. . . -1 -1
51 T est inversible de E dans F , alors T Tcl s, TT "< 1

E F

2) Opérateurs fermés.

Norme dans Ex F : On cholsira dorénavant la norme suivante
2 o 172
ITu, vl = tlullg + vz

L'avantage de ce choix est que 1l'on & alors un isomorphisme iso-

métrique entre (ExF)" et E*xF* (espaces gque nous identifierons)

1/
(Jee.e) Melred ) .

ENTF*

Démonstration : i) V [f,g]e E¥ xF* , on définit Fe (Ex F)* par

(F,[H,V]) = (f,u)+(g,v) .

Réciproquement tout F e (ExF)  s'exprime de fagon unique sous la

forme [f,gje‘E*x F* grace a : (f,u) = (F,[u,o]) et (g,v) = (F,[O,v])
.. 2 2 1/2
ii) on a [IF|| = |[[£,ell = Q2|+ el™) s
Bn etret [ ([f,e], [u,v])] < Il flul+lel vl < §lu,v]l-te)+ el ,
‘et, pour [f,g] fixé, Y ¢ donné>o . j[u,v] tel que ”u” = ”f” .
Ivll = lel o (£,0) % (2=e) 2], (&,v) s (1-c)fel , a'od

([£,8], [u,v]) > (1=e) (| 2|P+)el®) .

1/2
= delPee® . B

€ @étant arbitraire, on a bien ”[f,g]“
(ExF

Soit maintenant T un opérateur linéaire de E dans F , nous
notons G(T) son graphe : {[u,Tu];u«sD(T)} qui est un sous-espace de
ExF

Définition., On dit gque T est un opérateur fermé si G(T) est fermé

dans E xF

On note F(E;F) , l'espace des opérateurs fermés de E dans F .,

3) Propriétés &lémentaires™

(a) Si on a une suite {un} telle que une_D(T) avee u —>1u
dans E et Tun-é-v dans F , alors on en conclut : ueD(T) et

v = Tu (propriété équivalente & la définition).

* N(T) est fermé car N(T)x {0} = G(T)N(Ex{0}) est fermé dans ExF,
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(b) 8i Te(E;F) alors Te%(E;F) .
Un opérateur borné plus général (D(T) £ E) est fermé si et seulement

gi D(T) esgst fermé.

(c) Adoptons un formalisme utile, 8 l'aide des graphes. On a vu
que G(T)cExF , on note : G'(T) = {fTu,u]; ued(T)}cFxE , alors si

T est inversible

d'ou T fermé <= Tl fermé.

L) Théordme du graphe fermé (application du Théoréme de Baire).
8i TeJ(E;F) et D(T) = E , alors Ted(E;F) .

Démonstration : Soit U 1l'image réciproque par T de la boule unité

On ne salit pas a priori si U est ouvert ou non., Mais, puisque
D(T) = E

de Baire, 3 N tel que NU contienne une boule K de centre u

, E est la réunion de U , 2U, 3U, ... D'aprés le théoréme

1}
de rayon r .

Tout uwueE avec [ulj<2r peut s'écrire u = u'-u" avec u' et
u'e K (cf. démonstration du principe de majoration unitorme). Mais
puisque KcNU , 3 des suites {ué} s {u;}c NU telles que ug —_— u' o,

ug —> u" , On a alors
I Cui-w) |« flrat ) + foat) < 2x

d'od u'-u"e?2NU et u = lim(u'-u")e 2NT .
n n n n

.. en résulte que Y A>0 , s. Jull<kAr alors w e MU ,

Soit maintenant ueE tel que “u”<r et ¢ €(0,1) , alors
uelNU et ‘H ule:NU tel-que Hu—ul“(<er et HTul” «N (par déginition
de NU) . D'ou, u—ulegNU et 7 u,€eNU tel que ||u-—ul-u2”<g oy
HTu2H <eN . On itdre le processus et l'on construit ainsi une suite

{un} telle que

u-u,=u.- eee = U <€nr . Tu “ <€n-llN » n=l,2'noo
1 "2 n n
Posons w,oo= u + .. U, s alqors L ;::- u et

= n n+p=-1 N
N S N I O AR ERARSL IR v S
k=n+1
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d'ou Tw, ~=—> Vv et, comme T est fermé, v = Tu .,
Mais, puisque [Tw Il < (1+€+.,.)N = S ,» on a |[[Tul ¢ il vral
n l-¢ 1-¢
¥ ueE tel que Jlull<r . Donec T est borné, et comme ¢ est arbitraire,
on a aussi "T‘IQ% .o .

Application élémentaire.

8i Te%(E;F) , T inversible et R(T) = F alors, T-lejﬁ(F;E) .

En effet, on sait d'apréds le 3)(c) que T-lezg(F;E) , 11 suffit

alors d'appliquer le théoréme précédent.

5) Application aux projections.

Définition. Unée projection P est un opérateur linéaire borné dans E ,
tel que P2 =P ,

On associe & P la décomposition de l'espace E
E=M®N odl M=PE et N = (L-P)E ,

(on montrersit immédiatement que si ueMON alors u=0), Les sous-
espaces M et N sont fermés dans E , car ce sont les noyaux de P

et L-Ped(E) .,

Réciproquement, si l'on a E = M®N avec M et N fermés, on

définit une projection P sur M parallélement & N par
YueE , u= u'+u" avec u'eM , u'eN et Pu= u' ,

I1 est immédiat de voir que P est linéaire dans E . Montrons que P
est borné 3 l'aide du théoréme du graphe fermé. Soit {unﬁ une suite
telle que u —_ u , Pun — v ., Puisque Pune.M fermé, velM ,
Puisque (l-P)unésN fermé, u-v = lim(un-Pun)e.N . D'od Pu = v par

définition de P et P est fermé, Or D(P) = E , donc Pe¥(E) . l

6) Opérateur adjoint.

Soient un opérateur T de E dans F et un opérateur S de

F" dans E* ; T et S sont dits "adjoints" entre eux si

(1) (gyTu) = (Sg,u) , ueD(T) , geD(8) .
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Pour un opérateur T de E dans F , 11 y a en général un grand

nombre d'opérateurs adjoints, mais si T a un domaine dense, 11 existe

un adjoint maximal unique T* . On dira que 'T* est "1'adjoint" de T

et tout autre adjoint S ne sera gqu'une restriction de T* ,

Construction de T * ,

D(T*) = {geF"; Irer* tel que (g,Tu) (fou) , Yued(T)} .,

(¢',0) Y ued(T) >t = ¢

puisque D(T) est dense dans E . On définit donc bien un opérateur

feE”™ est unique, pour g fixé, car (f,u)

T* de F" dans E™ en posant T g = f ., Il est &vident que T* est
linéaire ; de plus V¥ S adjoint de T , on a ScT* et T* est

lui-méme adjoint de T ,

Montrons que T*eF(F*;E*) & 1'aide du formalisme sur les graphes.

Pémonstration : S1 S est un adjoint de T , on a

(-8g4u) + (g,Tu) = 0 ,
d'oll [U,TU_T; L (<sg,g] avec [u,Tu] €G(T)cExF et
[-Sg,2] €G'(=S)CcE*xF" = (ExF)" (cf. 2)).

La définition de TX montre que G'(-T%*) = a(T) qui est donc fermé

* - - .
dang (Ex F) v D'ol, T* est fermé, méme si T ne l'est pas. l

Autres propriétés.,

4

(a)s On montrerait aisément que N(T¥*) = R(T) .

(b). Montrons maintenant le

Théoréme, Soit Te%(E;F) avec D(T) dense dans E , Si T 1 existe

- ) - - >
_gEeei(F;E) , alors (T%) 1 existe et ¢ F(E*;F*) . De plus, (T7) 1. (T l%

Réciprogquement, si (’I"")"l existe et e S(E¥*;F*) , alors 771 existe
et e £(FE) .

Démonstration : Soit 7 le ZL(F;E) , alors (T-lfkﬁi(E*;F*) .

iy — - —— - Y —

¥ g2eD(T*)cF* et YveF on a

1

((T-l)*T*g.V) = (77, T 1v) = (g,77" 1 v) = (g,v)
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D'autre part, V feE* et YueD(T)cE , on a

((T"l)*f,Tu) = (f,T‘lTu) = (f,u) ;

a'od (T”l)*feD(T") et T*(T’l)*

On a donc bien montré que (T")-l existe et que (T")-l = (T-l)* .

f = f par définition de T,

Réciprogquement, soit (T*)-le £L(R*;F*) YfecE" et ueD(T), on a

((T*)'lf,Tu) = (T*(T*)'lf,u) = (f,u) .

Mais, d'aprés Hahn-Banach, YueE , 3 reE* tel que Hfll=1 et

(fyu) = Wul . Pour cet f , on a alors
lull = (2~ e,7u) < Veos)™Hirall,

ce qui implique que T est inversible avec “T-l" < \l(T*)-lll + Puisque
'I‘-:L est fermé et borné, D(T-l) = R(T) est fermé (ecf. 3)(b)).

or, 1'on & R(T)" = N(T*) = {0} => R(T) = F et T le <(rF;e) .
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Exercices.,

1.

Soit E = L2(Q) ol Q@ est un domaine borné de R®, Soit 1l'opéra-

U —s Tu défini par :
(ra)(v) = [ x(yox)uix)ax

ol k est continu sur {12, i vgleurs dans C.

a) Montrer que T €.f [L2(Q)] (appliquer 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz). |

b) Montrer que T € & [L2(2)] (eppliquer le théordme d'Ascoli et
le fait que l'application identique est continue de C%({) dans
L2 (a)h

c¢) Montrer que l'on a les mémes résultats a) et b), dans le cas
oii (x,y)——s k(y,x) est mesurable sur 82 et € L2(Q2)
(appliduer le théoréme de Fubini et 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour retrouver a), puis utiliser la densité de cO(T72)
dans L2(022) pour retrouver b), en appliquant le théoréme 1),

d) Montrer que l'adjoint T de T est défini par

(™) (y) = J k{x,y)u(x)ax,
Q

Soit E = L2(0,1) et soit D(T) = {u€E ; S2€E, u(0)=0} od il

est sous-entendu qQue l'on prend le représentant u, dans la classe,

qui est continu pour définir u(0), et ol la dérivée est prise au

sens des distributions ,
Soit alors l'opérateur u—,Tu = %; pour u € D(T).
a) Montrer que T est fermé dans E,
b) Refaire la démonstration dans le cas od E = c0[0,1].
c) Dans le cas oi E = L2(0,1), montrer que l'adjoint de T est

défini par :

D('I*) = (ué€E ;%;GE, u{l) = 0} et T™u = -g’—:.
1
(On suppose g€ D(T¥) et on pose h(x) = - f (T¥*g)(t) at ; on
x

1 —
arrive 4 : Yu€ n(T), f (g+h)%§dx = 0, d'ol le résultat),
: 0
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Résolvantes et spectres.

I. Définitions.

1) Commutativité et décomposition.

Si T et Se¥E) , T et S commutent si et seulement si
ST = TS . Dans le cas des opérateurs non-bornés, il faut faire attention

& cause des domaines.,

Si Aedg(E) et T est simplement linfaire, on dit qu'ils commutent

s1 et seulement si :

(1) ATc TA ,

ce qui signifie que Y ueDd(T) , AueD(T) et TAu = ATu .

Montrons que si T est inversible et commute avec Aegf/(E) , alors

=1  commute avec A : AT *c T %A .

l) = R(T) , alors T-lue.D(T) et

lueR(T) et T YAu = AT tu . ||

Démonstration : Soit ueD(T"

Ar(r~tu) = ma(r™tu) ; a'od Au = TAT™
Soit maintenant une décomposition de l'espace E = M@ N ; T sera

dit "décomposé" si

(2) PD(T)ec D(T) , T™McM , TNc X

ol P est la projection sur M parallélement & N . Ceci est équi-

valent 4 :
(3) PT < TP .

Démonstration : (2) implique que Y ueD(T) , PueD(T) et TPueM ,

T(A-P)uelN . D'od (L-P)TPu = 0 et PT(L-P)u =0 ., Il vient alors
TPu = PTPu = PTu ., On montrerait de méme gue (3) implique (2). Il

On notera TM et TN les parties de T relatives & M et N

respectivement. M étant fermé dans E , Ty ©€st un opérateur linéaire

dans le Banach M . Si T est fermé, alors TM est fermé car

G(TM) = G(T)NMxM . 8i D(T) est dense, alors D(TM) = D(T)NM est
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dense dans M ,

2) Résalvante - Ensemble résolvant - Spectre.

On suppose dans tout ce qui suit que T est fermé dans E .
Ted(E) , alors Y ¥ e€ , (;1-T)e®(E) .

Eneemble résolvant P(T) .

; & p(T) G SR-T inversible et (;n-T)'le: 4(E)

Résolvante de T : R(g;T) ou R(g) s8'il n'y a pas d'ambiguité.,
-1
R(gz;T) =(sL-T) " , Seep(T)

D(R(3;T)) = E , R(R(%;T)) = D(T) , Y$eplT) .

Spectre de T : o(T) .

C'est le complémentaire de p(T) dans € ,

II. Propriétés de p(T) et de o(T) .

1) Propriétés générales.

La résolvante R(z) satisfait "1'équation résolvante" :
(1) R(z )-R(g) = (z-z )R(z IR(3) .

Démonstration : On remarque d'abord que

R(CZ)PcTR(g) = -1 + tR(z)e L(E) (facildh ,
puis on a
R(¢ )=R(z) = R(z_)(c-T)R(z) - R(3z_ )(z -TIR(g) = (c—co)R(cvo.)R(c) . ]
Mais, de (1) on déduit, si l;-co|<|IR(co)||'l , que l'on a

R(z) = [1+(z-g IR(z )} ™" R(z,) .

ce quli peut encore s'écrire

col k
(2) R(%) = é[-(t-co)g(tg)]! B(Zp)_ ’

* Par suite des propriétés de l'inverse de r-T,
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série qui converge dans <H(E) .+ Il en résulte :

Théoréme, L'ensemble résolvant p(T) est ouvert dans ¢ , tandis gue le

spectre o(T) est fermé. La résolvante R(z) est holomorphe dans o (T)
. -1
et [R(z)] > [aist(z,0(T))] N

Démonstiration : En effet, si toeo(T) et si |;-§o|< “R(;o)“"l

alors zep(T) et Ic—col <dist(;o,c(T)) « D'ol
"R(co)ll'l\< aist(z_,o(7)) . W

Caracté&risation du spectre o(T) .

UP(T) = {zeo(T); {L-T n'est pas inversible} ; c'est le spectre

"ponctuel" ou l'ensemble des valeurs propres.

oc(T) = {eo(T); 1-T est inversible et R(zL-~T) est dense

dans E mais # E }; c'est le spectre "continu? de T .,

or(T) = {eo(T); 1~T est inversible et R(fL-T) n'est pas

dense dans E} ; c'est le spectre "résiduel"” de T .

On a o(T) =_cp(T)LJoc(T)L)cr(T) (démonstration laissée au lecteur).

2) Spectre des opérateurs bornés.

Théoréme. Le spectre de Te<(E) est fermé, borné, non vide dans @ .

De plus, sup|o(T)| = spr(T) (cf. §.I.4) du chapitre 2), et pour

lcl > spr{T) la série R(z;T) = E ',Tn/z;n+l converge dans <S(E) .
n=o

n .
si |z]>1lim sup \/th“ = spr(T) « On vérifie alors, que

n—>»o

R'(z)(zl-T) = (g1-T)R'(z) =1 , pour |g|> spr(T) .

Il en résulte que R'(z) = R(z;T) et que sup|o(T)| = spr(T) car le

domaine d'analyliticité de R(g;T) étant o(T) , la série de Laurent devra

avoir le domaine de convergence |z]|> sup|o(T)| .

Montrons maintenant que o(T) # ¢ « Si o(T) = ¢ , alors R(z;T)
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est une fonction entidre, analytique 3 1'infini ; c'est donc une cons-
tante., Donc, le coefficient de C-l dans le développement doit @tre

nul, et 11 y a contradiction., I

3) Spectre des opérateurs fermés.

Lemme, Si Te%(E) et p(T) contient l'extérieur d'un cercle dans ¢,

alors : soit Te<(E) et R(Z) est holomorphe & 1'infini avec

R(e) = 0 , soit R(z) a une singularité essentielle & 1l'infini.
DEESEEEE?EESE : Supposons que « ne solt pas une singularité essen-
tielle pour R(Z) . On a donmc pour ]t] assez grand,

R(z) = ¢4 + 1B + ... avec A, B, «vved(E) , A # 0.

Alors
TR(z) = ¢R(g)=1 = -1 + e o+ B o+ .., .
et si ky0 , = 5*L)p(y) = . 1z~ (E*1)p(y) = 4.
q -5 0O

Cela implique A = O puisque T est fermé (VY u , Au= 0) et il y a
contradiction, d'ol ksg~1 et R(z) m 0 , TR(z) E_‘:: -1 + 11m; J)A
Comme T est fermé, cela entrailne que

k+1
)

1 = (lim ¢ A == k = =1 et A =1 ,

D'odl <zR(¢)u —> u et TzR(g)u —>» Bu VYueE .
Comme T est fermé, on aura ueD(T) et Bu= Tu , d'ol Te<d(E) ., .

On note dans la suite o(T) = o(T)U{=} si T¢ﬁ£(E) , Sinon
(si TeZ(E)) G(T) = o(T) .

Théoréme, Si TeF(E) est inversible, alors T(T) et T(T

correspondent par [ ~» g_l dans @ U{=} .

= TR(z) = -1+zR(z)efE)

Démonstration : Soit O # gep(T) et posons S(z)
¥ ueE , s(z)u = TR(g)w et T Ts(g)u = R(g)u = ¢ T[1+s(g)]u
D'oud (T 1 'l)s(;)u = u et R(T‘l-c'ln) = E ,

De plus, l'opérateur (T-l-c-ll) est inversible car :

-lc-l)v=0 =—>v=z;'.[‘-lv = Tv = [V =m» v = 0 ,
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-1 1

1)" = s(z)e(E) et ¢ le (T

si oep(T) , T'le<£(E) et o = o'le.H(T"l) par définition.,

D'ol, (T'l-; 1

§i »e3(T) , alors Te<(E) et [0-T ] 'e<£(E) , a'od

L. 8

0 = = ep(T-

III. Séparation du spectre,

On suppose dans ce paragraphe que le spectre o(T) , de Te%(E),

contient une partie bornée o' séparée du reste o¢" de sorte qu'il
existe une courbe fermée T simple rectifiable (ou un nombre fini de
telles courbes) qui entoure un voisinage de o' , o" étant &

l'extérieur., On va montrer

1) Théoréme important. Soit o(T) séparé en o'Uo" de la maniére

décrite ci-dessus., Alors on a une décomposition de T associée & la

décomposition E = M' @ M" de l'espace (au sens du §.1), telle que les

et T coincident respectivement avec o' et o")

spectres de Ty

et TM,eﬁi(M') .

M"

Démonstration : On pose

s A At Gt Smp s Ay S0

27Tl

P = = J R(g) dze<S(E) .
r

Montrons que P est une projection : P2 = P

I'' étant une courbe frontiére 4'un voisinage de o' contenant T

et extérieur & <" , on a

2 1 1 R(z)=R(z')
P° = . R(z) R(g') az dg' = J J ‘ 4 dg ag!
(2ni)? Jr jr' : : ‘ (271)2 Jrir? L=t

d'aprés l'identité (II.(1)). Puis, en remarquant que l'on peut changer

l'ordre d'intégration dans l'intégrale double et gque l'on a

1 .
i?-—— = 271 et -—(;E- =
rts - r ¢ -z

|
(@]
-

on arrive &
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~

P projette E sur un gous-espace fermé M' parallélement 3
M" = (1-P)E . De plus, PR(z) = R(z)P , Yzep(T) , puisque R(cl) et
R(gg) commutent (§.II.1)). Il en résulte d'aprds la propriété citée
au §.I.1)) que P et T commutent : PT<TP , et donc que les opéra-
gont définis.

teurs TM' et TM"

De plus, si re€p(T) , il est facile de voir que

(QI-TM,)-l = RM,(c) dans M' (méme chose pour M") , d'ol
p(T)c'p(TM,) et p(T)c:p(TM") + Montrons que p(TM,) contient aussi
0'" .

¥zeo(T) et 74r , on a

R(z)P =A§%; Jr R(z) R(g') ag' = - 5%; j} R(nggfc') ac' .

Si ¢ est en dehors du domaine de frontiére T , on a

R(z)P = 1 J R(z') ac
T

2wl g~z

expression gui est holomorphe en dehors du domaine de frontiére T
D'ou, R(z)P , et donc RM,(;) dans M' , ont un prolongement analy-
tique dans tout 1'extérieur de T . p(TM,)' contient donc l'extérieur

de I et en particulier o¢" . I1 en réaulte que c(TM,)c:c' .

De méme, s8i ¢ est & l'intérieur du domaine de frontidre T ,

on a

Rle)e = m(e) ¢ ghy [ R acr,

ce qui montre que R(g)(1-P) , et donc RM"(;) dans M" , ont un

prolongement analytique dans tout l'intérieur du domaine de frontiére

o (T contient donc en particulier o' , dfoﬁ o(TM")c:c" .

M" )

Enfin, 8i 7e€o(T) , c#p('l“M,)ﬂp(T ) sinon (¢ appartiendrait

M",
p(T) puisque RM,(;)P + RM"(;)(l-P) serait l'inverse de (zi-T) .

D'od o(T)e o(TM,)L)o(TM") et alors o' = o(TM,) et o" = c(TM") .
Montrons finalehent que TPe<%(E) : on a d'abord
TP = TR(z) 4t
211 T

puisque T est fermé et gque l'on peut approcher 1'intégrale par une

o/
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somme finie, D'autre part. TR(%) = =L + ZR(%) , d'old

N

]

TP = T

j tR(Z) dzeZ(E) et TM,esf(M') . l
r

Remarque. On & vu que l'on peut écrire R(Z) sous la forme suivante

R(z) = R' (%) + R"(%) , avec

R'(z) = PR(Z) = R(§)P , holomorphe en dehors de O' et ¥ RM,(C) sur M

$R"(C) = (1-P)R(%) = R(%)(L-P) , holomorphe en dehors de 0"
et & Ryn(%) sur M,

1(1-!*))1’(;) = PR"(%) = 0 .

2) Valeurs propres isolées.

On suppose dans ce paragraphe que O(T) a un point isolé A ,
C'est un cas particulier de la situation du 1). L'opérateur Tyr @
son spectre uniquement constitué par {)x} ., D'ou TM,-Au est gquasi-
nilpotent, puisque O = suplO(TM,-kl)f = spr(TM,-ll) + I1 en résulte,
d'aprés le §.II1.2), que la série

-»
=-(n+1
Rye (8) = 50 (22070 (g an)®
n=o
converge dans <£(M') sauf pour %=X , On a donc, avec les notations
du 1) :

. P = D"
(1) R(;),:’RM'(C)P'mi-ZWl

n=zl
ol D= (T-X)P = six jr (z-1)R(Z) dte4(E)

est quasi-nilpotent et D = DP = PD ,

Maintenant, RM"(C) est holomorphe en %=X et admet un dévelop=-

pement en série de Taylor, déduit de la formule (II.2))

(2) RY(5) = Ry (0)(1-p) = 37 [-(5-2)5]"s
k=0
ol 8 =‘RM"(A)(1-P) =vlim{h(£}(1uP)] s R(A) n'existant pas.
L+

Remarquons que

1

s« g [ HH acesm)
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et que STcTSe<(E) , (AL-T)S = L-P , 8P = PS = 0 ,

Le développement en série de Laurent de R(rz) est obtenu en

effectuant Rf{r) + R"(¢, exprimés par (1) et (2)

20 n w
N P D . k k k+1
R < i = ww— v — -] - S .
R = 0 M A WA
n=l k=0

Dang le cas ol M' est de dimension finie, T, ,-AL = D est alors

Ml Mv

nilpotent : on montrerait aisément que M' > (T '-A)M'D ...:>(TM,—A)nM'3..
M

toutes les inclusions &tant strictes, il existe donc k>1 tel que

(TM,-AI)RM' = 0 . Dans ce cas A est valeur propre de T donc de T,

M' ?
d'indice k , de multiplicité m , ol m est la dimension de M' .

Quand, dans la suite, nous parlerons de valeurs propres isolées, nous

entendrons par 1la8 : des valeurs propres de multiplicités finies, points

isolég du spectre o(T) .

3) Résolvante de l'adjoint.

Théoréme., p(T*) et o(T*) sont respectivement les conjugués de o (T)

et of(T) dans € . De plus, si czep(T) ,

R(T;T*) = R(g;T)™

Démonstration : D'aprés le §.I1I,6) du chapitre 2, en remplagant T

par (z1-T) , le théoréme est immédiat. .

Cons%guences.

Si o(T) est séparé en o'Uo" par la courbe I comme au 1},

alors o¢(T*) est séparé par T en deux parties o' et o" . De plus,

= 1 . L ™ 1 F . # I
P E?T'j? R(7;T)A; seedp P - 5T J? R(Z;T*)az ,

mais la deuxiéme intégrale n'est pas prise dans le sens positif, d'od

1
P* = ey ff R(g;T*)dg
r

et P*® n'est autre que la projection associée & la séparation du

spectre de T* en o'UGo" . On a alors
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gE = M' P M" , M' = PE , M" = (L-P)E ,

Et = Mv‘-e M"l . Mnr = P*E", Mnl =,(1-P')E“ .

Supposons maintenant que M' soit de dimension finie m (P dégénéré

de rang m ). Choisissons une base {vl,...,vm} de M' = R(P) .
VIleE s Pu = nj vj , nj unique & partir de u .
J=1
De plus IndS'Y"PuHG'Y"P“-“u" , Puisque toutes les normes sont égqui-
valentes dans M' , D'ol u -—+-'WjeIE’ et on note n; = (ej,u) ol
ech" . On a alors
m m
Pu = e.,u)v. P = vs€: ) V.
:2 ; (e5ou)vy = z : (eaeylv,
J=1 . J=1

Soit maintenant feE¥, on a VYuekE

m m
(P*f,u) = (£,Pu) = (e.,u)(f,v.) = ( (f,v.)e.,u) .

D'ou

. m m

f = f,v.le. P* = e, V.)e.
2 : (£,v;5)e; =3 E : (eavides
J=1 J=1

et R(P") = M'* est engendré par les m vecteurs €1s0vese o Il en

résulte que P* est dégénéré de rang m%m . On montrerait de méme

que le rang m** de P** est ¢ m* . Or P peut &tre considéré

comme une restriction de P*" , d'od mgm** ., I1 en résulte que m=m*

c'est-a~-dire que

dim M' = dim M'* et dim M" = dim M"* (finies ou non).
I1 en résulte que 8i A est vealeur propre isolée de T , d'indice k
de multiplicité m , alors A est valeur propre isolée de T¥*,
d'indice k et de multiplicité m . De plus (on raisomnerait dans M'
et M'* comme en dimension finie)

dim N([(T=AL)P]") = aim N([(T"-31)P*]") , n=1,...,k .

En particulier 8i l'indice vaut l’e(valeur-propre "semi-simple" ) alo:

¥ Nous utiliserons fréquemment dans la suite, la propriété &énoncée
dans ce cas,
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les Av'j sont des vecteurs propres de T et les ej des vecteurs

» . =
propres de T* , tels que : (ej,vk) 6jk

IV, Spectres des opérateurs compacts.

1) Opérateurs compacts.

Théoréme, Soit Tc%fo(E) , alors og(T) est un ensemble dénombrable

sans point d'accumulation autre gque O . 8i 0O # r€g(T) alors

est valeur-propre de T de multiplicité finie,

Démonstratiog : lére &tape., On montre d'abord que les valeurs propres

de T ne peuvent s'accumuler en un point A autre que O .,

En effet, soit {An} une suite de valeurs propres distinctes, et
des vecteurs propres associés u , telle que 0 # A, =) #F 0 .
On note Mn le sous-espace engendré par les vecteurs Ujgesesl o
Mn est invariant par T et Mn-l
linéaitement indépendants). Il existe alors v €M tel que “vn" = 1

et dist(v_,M
n

c:Mn strictement (les us sont

n-l) = 1 (cf., en bas de page). On considére maintenant

la suite (1 oov ).
n n

-1 -1 -1 -1 :
‘oo TVa = A TV % Yy - g™ Tvg = A (T=3)v) , nom
\M_/
€ Mn—l
. -1 -1
Comme dlst(vn,M ) =1, ﬂxn Tv, = A Tva‘>l , et on ne peut pas

n-~1
extraire de sous-suite de Cauchy de {T(A;l vn)} ce qui contredit la

compacité de T ({X;l vn} est bornée).

En effet, dist(u ,M _,) = d et j{wp}c:Mn_l telle gque "un-wpﬂé'I%T7—
uﬁ-w P
On pose v, =":—:;2 , alors "vn,p" =1 et
n p
dist(v, .M, ) = L inf Jlu_-v] = d __ > 1-1,
Tl weiy - »

Puisque dim M <> et que M  est fermé, on peut extraire de la suite

{vn D t P®2,3,+44} une sous-suite convergente vers un certain v qui
»

vérifie alors :

v I =1 et aist(v_,M =1,

n-l)
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2éme étape. On montre ensuite que si O # ¢ non valeur-

propre de T , alors R(T~-zl) est fermé.

On suppose que (T-;)un —~ v , et on doit montrer que veR(T-z) .

(1)

Si {un} est bornée, {Tun} contient une suite de Cauchy : Tun _— W .
Alors cuil) = Tuﬁl) - (T-;)uil) —+ w=v , d'ol cTuél) —_— T(w=v) ,

...l(

et v

z T-z)(w=-v) e R(T-z1) .

Si {un} n'était pas bornée, on pourrait extraire une sous-suite

ufl)
{uél)} telle que "ur(ll)“ - o , Posons alors u'lgl) = Bl et
Ju{ty
{ué(l)} est bornée et telle que (T-?)uh(l) —_— 0
Or 3 {ué(z)} telle que Tua(z) - w , d'ou ;ué(e) -— W et

(T-z)w = 0 . D'od |w| = Limfgur @)} =

n-r-os
propre de T pour la valeur propre ¢ . Il y a donc contradiction,

lz] >0 et w doit &tre vecteur-
d'ol {un} est bornée et R(T-zL) est fermé.

3éme étape. On a vu au §.II, théoréme 3 du chapitre 2
que T‘e;ﬁg(E*) . On dira que [ est exceptionnel si 1 est valeur
propre de T ou T est valeur propre de T* ., D'aprés la lére étape,
l'ensemble des points exceptionnels est dénombrable et n'a pas de point
d'accumulation asutre que O . Montrons que 8i O # ¢ n'est pas excep-
tionnel, alors zep(T) « On & vu au chapitre 2 que R(T-cl)l = N(T*-Z1),
or T non valeur-propre de T % entraine que R(T-cl)L = 0 .

Mais R(T-zlL) #&étant fermé, R(T~z1l) = E et (;1-T)’lee?.(E) - ep(T).

D'autre part, un point exceptionnel appartient évidemment & o(T)
(cf. Théoréme du §.III,3)). D'od o(T) est identique & l'ensemble des

points exceptionnels (& 0 prés).

héme &€tape. Montrons maintenant que la projection P

associée & r1eo(T) , » # O , est dégénérée, Comme A est isolé, si T

est un cercle centré en A , de rayon assez petit, on a :

1

b= 2m1

21 = 2 1R(z) € 4 (E) car

Jr R(z) & et R(g) - 21 =%
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produit d'un opé&rateur compact par un opérateur borné. Mais, puisgqgue

f 92 = 0 car A # 0 s, alors P = Eiv f TR (z) it € € (E) car
LA z o
T

limite en norme de sommes finies d'dpérateurs compacts, Mais une pro-
jection compacte est nécessairement dégénérée (puisque tout borné de
l'espace-image doit &tre séquentiellement compact) Il en résulte que
YO # Aeo(T) alors A est valeur-propre de multiplicité finie de T

et A valeur-propre de méme multiplicité de T* . .

2) Opérateurs 4 résalvante compacte.

Théoréme. Soit T un opérateur fermé dans E , tel que la résolvante

existe et soit compacte pour un certain ¢ . Alors le spectre de T

est entidrement constitué de valeurs propres isolées de multiplicités

finies et R(g;T) est compact pour tout zep(T) .

Démonstration : On suppose que R(z;T) est compact pour coe.p(T) .
Alors le spectre de R(;o;T) est dénombrable et n'a pas de point

d'accumulation autre que O . Mais, d'aprés le Théordme du §.II1.3)),
1 de 3(C01-T) .

Il en résulte gque O(T) est l'image par [ == go-g-l de c{R(cO;T)}

E{R(QO;T)} = d{R(;O;T)} est 1'image par § =+

Le spectre o(T) est donc constitué de points isolés. On peut alors

écrire
P = Qii J R(z;T)dg od T entoure seulement ieoc(T) .
T
Or. P. = _l, R[u'R(C 'T)]du o= 1 T entourant (¢ -A)~l .
* 1 271 r » o’ ’ L=t * 01 o
1

Mais, d'aprés l'identité :
R[(z -2) " 3R(z ;1)) = ¢ = ¢ + (g =t
o ’ o’ o

on arrive &

~——
[ol)
I
]
o]
.
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-I1 en résulte que si Meo(T) , alors XA est valeur-propre de T ,
de méme multiplicité que (CO-A)-l pour R(;O;T) , l'opérateur

projection associé étant identique.

Maintenant, Y 7 ep(T) on a
R(£3T) = R(z3T)[1 + (g -2)R(z;7)]

d'od R(g;T) est compact comme produit d'un opérateur compact avec

un opérateur vborné. |§

V. Opérateurs linéaires dans les -Hilbert.

1) Rappels de résultats généraux.

On note (u,v) 1le produit scalaire de u et vel'espace de

Hilbert H . Tout fe&H™ peut &tre identirfié

& un ueHdH (Théoréme de
* ¥
H*

Riesz). L'espace H est réflexif : H = H (isomorphisme

isométrique). Bi Te<(H) , alors T**= T ,

Si T est un opérateur linéaire fermé de H dans H' , de

domaine dense, alors
T :H -—» H' ; T®: H'=H'* —» H*=1H

et N(T*) = r(7) , N(T) = R(T*)L .

Si Te#{E) est norial : T*T = TT* , alors spr T = |T|| (méme

démonstration qu'en dimension finie : JiT®™[ = |7)® ) .

2) Opérateurs symétriques.

Définition 1. T est dit symétrique s8'il est de domaine dense et que
T*sT .
T est dit autoadjoint s8i T*= T ,

Il reviendrait au m&me de dire que T est symétrique si et

seulement si

(Tu,v) = (u,Tv) yu,veF(T) .

On remarque gque (Tu,u)eR ; alors on a
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Définition 2. T est dit non-négatif s8i T est symétrique et si

(Tu,u)2 0 , ued(T) .

3) Spectre et résolvante des opérateurs autoadjoints.

On a d'abord, par la symétrie de T :
' 2
Vuen(r) , lz-9)ull® = f(1-Re $)ul® + (1m $)%ful® ,
ce qui entralne

Nr=-9)ull > |1m g| full .

Donc, si g ¢ R 4, 11 en résulte immédiatement que T~TI est inversible
et que R(T-3X) est fermé, Mais, N(T*-T1) = R(T-cl)i et T 4R ne
peut €tre valeur-propre de T* = T , d'odl R(T-%1) = H et <vgsp(T) .

De plus on a
IRGg;m) ¢ ltm g™ et o(T)cm .

D'autre part, l'opérateur TR(Z;T) = ~1 + ¥R(¢;T) est normal, puisque
[R(ﬂ;T)]* = R(F3;T) . Cela entraine

UTR(;;T)" = gpr(-I+ZR($;T)) = sup I-l + =

Aec(T) C-l' ’

"ol R(¢;T =
atod  |rR(3;m)| g =7

Enfin, si le spectre ¢(T ) est séparé comme au §.III, alors la

projection P associée est orthogonale : P = P* | Hell = 1 . c'est en

particulier ce qui se passe 8'il y a une valeur-propre isolée dans o (T).

L) Opérateurs semi-bornés et opérateurs accrétifs,

Définition 1. Un opérateur symétrique T est dit "semi-borné inférieure-

ment" si ¥ ueD(T) , (Tu,u) 2 v (u,u) , pour un certain YeR .

On &crira T»¥ et la borne inférieure de T sera sup Y .

Définition 2. Un opérateur linéaire T est dit "accrétif" si ¥ ueD(T)

®Re (Tu,u)y 0 .
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Définition 3. Un opérateur linéaire T est 4it "m-accrétif" si pour
Re A1>0

(T+x)"te d(H) et |](T+x)"lll\<1/ee N

Théoréme., Si T est un opérateur linéaire m-—accrétif, alors T est

fermé, de domaine dense et maximal-accrétif.

Démonstration : T est fermé puisque, pour A>0 , (T+A)-lc:£(ﬂ)‘.

Maintenant, on a ﬂ(T+A)-lﬂ < % , d'od VY ueD(T)
1
ol  $H{T+2)ul]
et Nuf®« 2lmu)® + 2 @e(ru,u) + Jul® ,
2 |
0 s $hrul® + 2 @e(ru,u) .

Si 1l'on fait tendre A —> « , on doit avoir ®e(Tu,u)>» 0 , d'od T
est accrétif.

Soit maintenant T, une extension accrétive®de T , alors (Tl+)\)-l
est une extension de (T+A)-l pour @®e A >0 } mais D[(T+A)-l] =H ,

LIPeS} =
d'ou Tl = T .

Enfin, D(T) = R[(T+A)—l] pour ®e i> 0 ; montrons que ((T+A)~lu,v) = 0
Y ueH == v =0 ,

Prenons u=v et posons (T+A)-lv = w , on a alors
-1 2
0 = Re((T+2) "v,v) = Re(w,(T+r)w) » ®Re A|w]® ,
d'odl w=0 , v=0 et D(T) est dense, B

Définition 4. Un opérateur linfaire T est dit "gquasi-accrézif" s'il

existe un certain ®eR tel gue T+& s0it accrétif.

On aurait une dé&finition analogue pour les opérateurs "quasi m=-

accrétifs",

5) Opérateurs m~sectoriels.

Définition 1. On appelle "image numérique”" @& (T) de T 1l'ensemble

des zeC tels gue =z = (Tu,u) , weD(T) , Jul=1 .

* T+ est inversible car VqED(Tl). Re((Tl+A)u.u)>Auullzo
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Définition 2. Un opérateur linéaire T est dit "sectoriel"”, de sommet

y , de demi-angle 6 (non-uniques) si l'image numérique & (T) est

dans le secteur ».: ®Re z > y, |Im z| < tg 6 (Re z-y) .

Définition 3. Un opérateur linéaire T est dit "m~sectoriel"” s'il est

sectoriel et quasi-m-accrétif?'

Il en résulte immédiatement que si T est "m~sectoriel", il est
alors fermé de domaine dense, maximal quasi-accrétif. De plus, 3 o e R

tel que T-a soit meaccrétif c'est~d~dire que

si @®e g <a alors “(T“Cm)-l“'S ) -lﬁe g

Notons maintenant y et 6 respectivement le sommet et le demi-angle

du secteur Z:, alors si c¢§::on a dist(g,z:) = 6>0 et YueD(T)

aveec |ull =1 on a

8§ < [(Tu,u)-z]| = | ((T=g)u,u)| < [HT-Fu]l .
D'oll, par homogéndité :
(1) Yued(r) [J(r=g)ul » &ful .

Il en résulte que N(T-zl) = O et que R(T-zl) est fermé, par la
méme démonstration que pour les opérateurs autoadjoints. Or, l'on sait
déja que pour Re g<a , zep(T) , c'est-d-dire que si l'on suppose

asy o, on a en fait

H(r-z2)"1) < [dist(CijZ:)]-l .

(si a>y , le raisonnement est encore plus évident). Mais on a vu au

§.II.1), que si L € p(T) alors tout le disque
I;—;o] < diSt(C05§ :) < U(T-;ol)_l”—l c p(T) . Il Qevient alors évident

que l'on peut recouvrir tout le complémentaire de E dans € par de

tels disques centrés dans la région Qe Lo < o Il en résulte que

o(T) CAZ:: et que
VeeD o Ir(m)] < [aist(z:) 017t .

% Cf, en exercice un lemme donnant une condition suffisante pour que

T scit m-sectoriel,
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Estimations utiles pour la résolvante de l'opérateur m-sectoriel

Soit ¢ =y +p e'® avec o +%slal\<n , alors

IR(z;T)] < 1/,
d'od, s8i A = p e*®  avec |B|.s-1-2r-- 8 , on a

I(z-y+x)™2) < T%T ,

c'estas-dire encore :

(2) I(e®B(Tay)+r)" ) < 1/, + i 250 et [BleF - 0 4
Soit maintenant g = y + p e'® avec 9 < lalé 0 + %,, alors
¢
dist(;;g ,) = o sin(|a|=-08) , d'oR
1
IR(g;T) ) < =
p sin(|al|-0)
et Y1 € ¢ tel que |arg A|s m-6-¢ on a une constante M_  telle

(3) I (T-y+)"1] ¢ o .
T

que
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Exercices,
S R

l, Alternative de Fredholm. (On montrera celle-ci dans le cas des
opérateurs 4 résolvante compacte, au chapitre 8),
Soit T un opérateur linésire compact dans le Banach E, on suppose
que 1€0(T)%
a) - Montrer que R(1-T) est fermé dans E.
Indications. Soit v€ R(i-T), et {u 21 Ey (1=T)u —»v,
Soit,dist [u yN(1-T)] est non bornee et cela condult & une absur-
ditéy soit, dxst [n yN{(1-T)] est bornée et 3 {u }y u -ul€ N(1-T)
avec {u'} bornée, et cela conduit a ve R(t-T). °
b) - Deduzre du a) que R(%-T) = {N(L-T™ )Tﬁ\E.

znglgqﬁlgng. On montre que Y le sous~-espace V de E, on a

(VAYnE = V, grice au théordme de Hahn-Banach, et a l'identifi-
cation de E 4 un sous-espace de E**, Ensuite on utilise une
propriété démontrée au § III.6 du chapitre II.

¢) - On sait que N(L-T*) a la méme dimension que N(1-T). Montrer
qu'une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une
solution pour le probléme (1-T)u = v od u est 1l'inconnue et VEE,
est que VE{N(l-T*)} + La solution u est alors définie & un élément
de N(1~-T) prés.

2. Démontrer que si T est un opérateur linéaire tel que T-l soit

borné et autou_lglnt dans H (Hilbert), alors T est lui auasi autoadjoint.
Indications. Soit w#0, T+in = T(L+inT" ) d'ol (T+1n)'1€§§0{)
et TEN(H)., Montrer que D(T) = R(T’l) = R{(T+in)_l} est dense
dans H., On applique ensuite le thécréme du § III.6 du chapitre II.

3, Montrer que si T est sectoriel (sommet v, demi-angle g), et si
3)AEC tel que Re). >~y et T+)1 admet un inverse borné, alors T est
m-sectoriel,

Indications, Soit o tel qQue Reg. <y, montrer que T-ql est injec-

tif et tel qne R(T~gq) soxt fermé, Puis V¥ g tel que |g+a|<y+Re)
alors ||(T-g)” "<(74Re;) + En considérant un -\' appartenant au
disque précédent, on itdre le raisonnement et on recouvre ainsi
le complémentaire du secteur (y,8) par de tels disques et 1'esti-
mation ci-dessus est encore vraie Y en dehors du secteur (y,8).
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L, Soit L autoadjoint > O, d'inverse borné&, on note Ao = infEK}QEOSLZL
Montrer que YV u€D(S), SLu.u)H_L_g_aﬂl[ﬁ.
Indications. 8i i 30, nontrer que JH(L+a)"Y) = (A +A) en uti-
lisant spr(L+:r)”t = B(L+a)” ﬂ. puzsque (L+a)~t est autosdjoint.
Ensuite Yu€D(L) on a |u| < (A +2)7 u(L-M)uI qui donne
((L=2 Juyu)y > 0. |

$. Soient H = L2(0,1) et T 1l'opérateur de domaine
D(T) = {u€l ; a—eﬂ. —3— €H, u(0) = u(l) = 0}, et tel que
Vu€D(T), Tu » « e,

N. B, Les dérivées sont prises au sens des distributions et les
traces u(0) et u(l) sont celles du représentant continu de 1la
classe, sur [O.l].

a) - Montrer que T est autoadjoint dans H, & résolvante compacte,
Indications., On comstruit l'inverse de T (opérateur intégral)
qui est alors autoadjoint et ¢ompact dans H., On applique ensuite
le résultat de l'exercice 2 et le théorémw du § IV.2.

b) - Montrer que le spectre de T n'est constitué que des valeurs
propres linglés_ lk-kzwz. kER™,

Indication. Montrer que les valeurs propres d'un opérateur auto-
adjoint sont toujours semi-simples (indice = 1), le calcul des
Ak est alors &vident, ainsi que celui des vecteurs propres :

sin. kwx,

2.
c) - Montrer queV ue€p(T), ““'":2 ;wzlluuLZ {ef, Exercice 4),

6., Soient H et T définis & l'exercice 5, et soit l'opérateur S tel que
D(s) = D(T), YV ueD(T), Su = a(x)%l,:- + b(x)u ol & et b € C°([0,1];R).

a) - Mongtrer que ST-l est compact dans H,
Indicationss On montre d'abord que rle L(H;D) o D= p(T)
muni de la norme du graphe de T, grice au théoréme du graphe
fermé, On montre ensuite que S est continu de Hl(o,l) dans
L2(0,1) od H(0,1) = {ue L2 (0,1), %-:—GLZ(O.I)} est muni de la

norme (Iuﬂ Idu 2 + I1 reste alors & montrer que l'application

identique est compacte de D dans Hl(o.l), en utilisant le théo-
réme d'Ascoli et la continuité de 1'identité ae c°([0,1];¢)
dans L% (0,1),
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b) - Montrer que l'opérateur T, = T+S est sectoriel (D(Tl) = D(T)).,
Indication, Utiliser une intégration par parties et des inéga-
lités classiques pour montrer que Y u€ D(T) on a

| Jm(Tlu,u)HI < tg eegﬁe(Tlu,u)H - yt"u"ﬁ},}oﬁ 1'on peut
rendre 8, aussi petit que l'on veut, alors que yse R dépend de ¢,

c) - Montrer que T, est m~sectoriel & résolvante compacte,

1
Indication. Utiliser le résultat de l'exercice 3, et montrer
que pour i > =Y Tl+1,eat d'inverse compact(-l n'est pas valeur

propre de (s+a)T™1),
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IV - Semi-groupes d'opérateurs.

I. Définitions.

1) Définition d'un semi-groupe fortement continu d'opérateurs.
2) Semi-groupe uniformément continu pour t30 .

3) Fonction exponentielle pour un opérateur non borné.

II. Propriétés de la fonction exponentielle U(t) .

1) Norme de U(t) et continuité forte.
2) Commutativité entre U(t) et T .,

3) Propriété de semi-groupe.

IIT. Semi-groupes bornés et quasi-bornés.,

1) Semi-groupes bornés.
2) Semi-groupes quasi-bornés (Th. de Hille-Yosida-Phillips)

3) Résolvante du générateur infinitésimal,

IV, Solution de 1'équation différentielle non homogéne.

V. Semi-groupes holomorphes.

1) Hypothéses sur la résolvante.

2) Vérification des propriétés de semi-groupe.

3) Semi-groupes holomorphes quasi-bornés.

L) Solution de 1l'équation différentielle homoglne.,
5) Compacité d'un semi-groupe,

6) Adjoint d'un semi-groupe holomorphe dans un Hilbert.

Bibliographie,
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Semi-groupes d'opérateurs.

Dans ce chapitre, il s'agira, d'une maniére générale, de résoudre

le probléme d'évolution suivant :

au
dt

u(0) = u s

+ Tu = £(t) ,

el u, T et u ~ sont dans un espace convenable, T étant un opérateur

linéaire, borné ou non.,

I, Définitions.,

1) Définition d'un semi-groupe fortement continu d'opérateurs.

Une famille {g(t)} , Ogt<w , d'opérateurs linéaires bornés

dans le Banach E , est appelée un semi-groupe fortement continu si

T(t+s) = F(t).¥s) , s,t20 ,
¥0) =1,

YueE , (t)u est continu en t sur [Q,m[ .

2) Semi-groupe uniformément continu pour tx0 .

Si Te<(E) , il est classique de définir

<0

n
Tt zz: (z1) . n on
nl!
n=o
La famille {e-Tt; t20} est évidemment un semi-groupe (et méme un

groupe! ). De plus ce semi-groupe est uniformément continu (topologie
de la convergence en norme dans <(E)) , et méme t -—> eIt est
une fonction entiére (holomorphe dans ) .

On a

4 , -Tt, _ -Tt _ -Tt
H(e )-Te = e T

On connait donc la solution du probléme

du - _
(1) STt Tu=0, u(o) = u €E ,
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qui est : u(t) = e-TtuOEE pour te[0,=[ .

On pourrait montrer (cf. référence [2]) réciproquement que si
{3(t)} est un semi-groupe uniformément continu pour t>0 , alors
] Te<4(E) tel que X(t) = e~ Tt pour t30 , avec
-T=lim-(—3:-§-£)—il .

h-»>o

3) Fonction exponentielle pour un opérateur non borné.

L'idée est de définir e LU par la limite quand n — « de

-n
t . - . .. .
(1+ET) , Par analogie & la fonction numérique exponentielle.

Soit donec T wun opérateur linéaire fermé, de domaine D(T) dense
dans E . On suppose de plus que l'axe réel <0 est dans p(T) et

que  [(T+5) M s g7, &0 .

On note d'abord que si a20 , alors

(2) [(a+aT)™t| <1

puis, si 1l'on pose
£y
V (t) = (I+=T) , t20 , n=1,2,v40 ,
n : n
il est immédiat de voir que les Vn(t) sont uniformément bornés
“Vn(t)||$l + De plus, Vn(t) est analytique en t pour t>0 , car

(T+£)“l est analytique en §£>0 . En particulier

-n=-1

d _ %
g V() = =T (342T) e S(E) , t>0 .
Enfin, si ueD(T) ,
f(1+aT) " tumu] = af(Z+aT) " Tu) € afTu]] — O

a a a s afruf = .

d'od, puisque D(T) est dense,
s .

(3) Vn(t) e Vn(O) = 1 (fortement continu en O0) .

Maintenant, on peut écrire : (on introduit ¢ & cause de la non

continuité de Vé(t) quand t —> 0) .,
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t-g d
1lim JS EE[Vm(t_s) Vn(s)u] ds
g+0

Vn(t)u - Vm(t)u

t-
= lim J e[-Vé(t-s) Vn(s)u + Vm(t—s) Vé(s)@] ds

€>0 €
t-e -m-1 -n-1
= lim I [& - B850 (p + E=2r) (2 + 37) U ds .
n m m n’
£+0 vJe

Si on suppose que uezD(Tz) , alors, comme la résolvante commute

avec T , on a

s t-s fmg,  TBL AR P
v_(t)u - Vm(t)u=J‘o(z-——)(]!.+ ~21) (1 + Sr) 7’y ds |,

m

car ici l'intégrand est continu pour s e[p,t] i cause de (3).
D'oli, d'aprés (2), on a pour ussD(T2) :

t 2
Iv_(6)u = v_(8)u] < %] Jo(ﬁ + 228) g5 = 22 4 )P

On a donc une suite de Cauchy dans E , qui converge uniformément
pour tout un intervalle fini de t et VIJGD(Tz)

or, D(Tg) est dense dans E car D(Te) = (T+§)-1D(T) pour
E>0 et R[ﬁ+£)-l] = D(T) est dense dans E (vérifier en exercice
que si AeZ(E) et R(A) = D dense dans E alors A{D} est aussi
dense dans E). Comme {Vn(t)} est uniformément borné et que Vn(t)‘
converge fortement pour tout u dans un sous-ensemble dense, il

en résulte que la limite suivante existe :

-

= U(t) = s-lim Vv_(t) = s-lim(]+%T) , £20 .
N -+ o n =+
On note, par définition U(t) = e—tT , mais il reste 4 vérifier les

propriétés de semi-groupe pour U(%) .

II. Propriétés de la fonction exponentielle U(t) .

1) Norme de U(t) et continuité forte.

Comme la convergence Vn(t)u —> U(t)u est uniforme pour t
dans tout intervalle fini, et que Vn(t)u est continu en t , alors

U(t)u est continu en t .

= U(t) est fortement continu pour t30 .

De plus “Vn(t)ﬂs 1 et Vn(o) = 1 , entraine
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[}
=
-

Thoe)ll ¢« 1] et [u(o)

2) Commutativité entre U(t) et T .

On a

vI(t) = - T(l+§T)-l v (t) = - vn(t)T(1+§T)'l = - TVn(t)(l+§T)-l

Or, pour u&D(T)

il en résulte que

Yuen(T) , -vnttnml+%m)'lu — =U(t)Tu .

De méme,

)-l

Vuekr ,ﬂ“ﬂ(%ﬁT u == U(t)u ;

il vient alors, puisque T est fermé

YueDd(T) , TU(t)u = U(t)Tu ,

clest-a-dire [ Tu(e) su(e)r |

3) Propriété de semi-groupe.

Si ueD(T) , on peut écrire

t
_ Sp,y=n=1
Vn(t)u - u= - Jo(]+nT) Tu ds ,

mais (1+§T)-n-l = (]+%19-1Vn(t) -, U(t) uniformément pour t

M—w»oo
dans tout intervalle fini, d'ol, en passant 4 la limite n - o
t
(1) ‘ U(t)u ~ u = -J U(s)Tu ds , YueD(T) .
o

Or U(s)Tu est continu en s , d'odl U(t)u est différentiable en t

YueD(T) , %; U(t)u = = U(t)Tu = =TU(t)u , t»0 .

Il en résulte que u(t) = U(t)uo est solution de l'équation 4iffé-

rentielle (I.(1)) pourvu gque uoe;D(T) .
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Montrons maintenant que la solution est unique

existe pour t-0 ,

au
dt
u{t)eD(T) pour t>0 et QU oy =0, (On n'a pas supposé que

soit u(t) continue pour t30 , telle que

dt
du . b
3T existe pour t=0). Alors, pour O<s<t

%g[ﬁ(t-s)u(s)] - U'(t=-s)u(s) + U(t=s) u'(s)

U(t=-8)Tu(s) = U(t=-s)Tu(s) = 0 ,

On doit en conclure que U(t-s)u(s) est constant pour s el[0,t]

en effet Y £>0 arbitraire, on montrera que
(2) lu(t-s)uls) - v(t)u(0o)l <es , sel0,t]

alors U(t-=s)u(s) = U(t)u(Q) s'en suivra (en faisant €~ 0) .
D'abord, pour s>0 assez petit, on a 1'inégalité (2), puisque 1la
‘dérivée & droite est nulle en O ., Soit [0,c) 1le sous-intervalle
maximum de {[0,t) dans lequel (2) est vérifiée. Montrons que c=t .
Si c<t , on a Ju(t-c)u(e) - U(t)u(o)l € ec par continuité. D'ol

puisque la dérivée est nulle en c¢ ,
JU [t~ (c+n)] u(c+h) - u(t)u l = Jlu(e-clule) - u(t)u ll + o(h) < ec + o(n)
& &(c+h)

pour h suffisamment petit, d'ol la contradiction == c =t et (2)
est vérifiée V9>O sur [O,t] .

Il en résulte (en faisant s=0, s=t, et s Y )

(3) U(t)u(o) = u(t) U(t~s)u(s) ,

et l'on a prouvé l'unicité de la solution de l'équation différentielle.

En outre, (3) montre gque Yuoe D(T) ,

U(t)uo = U(t=-s) U(s)u0 .

c'est-d-dire, comme D(T) est dense dans E , que

(L) U(t+s) = U(t).U(s) , t,530
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La famille {U(t)} définie dans I.3) est donc un semi=-groupe
fortement continu d'opérateurs bornés dans E , On dit que 1le

"générateur infinitésimal" de U(t) est -~T ., De plus, comme

fu(t)ll €1 , on dit que 1l'on a un semi-groupe de contractions.

III. Semi~groupes bornés et gquasi-bornés.

1) Semi-groupes bornés.

Si 1l'on veut que ~T soit générateur infinitésimal d'un
semi~groupe U(t) , il n'est pas nécessaire d'imposer & T 1la
conaition du §.I,3) sur la résolvante, En effet remplagons la
condition U(T+¥)-H|$f-l pour ¥>0 par la condition plus faible

(1) Mo+ e) ™ ) « m/e® , ¥>0 , x=1,2,...

ol M est indépendant de ¥ et de k ,

Cette condition entraine

(2) (1) ™) < M, a0 ,

et la construction de U(t) du §.I est possible exactement de 1la

méme maniére (avec (2) & la place de (I.(2)).

Dans ce cas, on saura aisément :
(3) luce)ll ¢« M, U(o) = 3, U(t+s) = U(t).U(s) , t,s%0

et U(t)u continu pour t30 .

On dit alors que {U(t)} est un semi-groupe borné.

2) Semi-groupes gquasi-bornés,

On peut en fait encore remplacer la condition (1) par 1la

condition suivante

(L) L'intervalle [B,+=[ est inclus dans ¢(-T) , et

o)™ ) ¢ M(e=8)"% |, 58, k=1,2,3,...

Alors, l'opérateur Tl = T+Q® vérifie les hypothéses du 1), de telle
-tT

maniére que Ul(t) = e 1 soit défini. Posons alors
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U(t) = eft Ul(t)v,

il est facile de vérifier que {U(t)} a toutes les propriétés d'un

semi-groupe., De plus, a4 la place de (3), on a

(5) Ju(e)]) ¢ moeP®

On dit alors que {U(t)} est un semi-groupe guasi-borné.

Enongons maintenant :

Théoréme (Hille - Yosida - Phillips). Une condition nécessaire et

suffisante pour gu'un opérateur linéaire fermé ~T , de domaine dense,

soit le générateur infinitésimal d'un semi~groupe fortement continu

est qu'il existe M et BeR tels gue

YavB » Aeol-T) et H(T+1)“kﬂ.s M(x-8)"F , k=1,2,...

On a alors : "e-TtH <M ePt

Corollaire. Une condition nécessaire et suffisante pour gu'un opérateur

linéaire fermé ~T , de domaine dense, soit le générateur infinité-
Bt
< e

-~ ]

simal d'un semi-groupe fortement continu tel gue ﬂe-TtH est

qu'il existe B &R tel que YA)S, A_ep(-T) et

-1 -1
Hr+)™7 ]« (a=8)7"
Nous avons montré la suffisance des conditions, la nécessité ne
sera pas prouvée ici (nous ne l1l'utiliserons pas dans la suite), mais

le lecteur peut consulter, pour celle-ci, la référence [2] .

3) Résolvante du générateur infinitésimal,

On veut montrer la formule utile suivante

L]

(6) => (7+3)" 1 = J e""" u(t) at , Re 58,

(e]

qui montrera gque la résolvante de ~T est la transformée de Laplace

du semi?groupe u(t)

Définissons l'opérateur A(Y) par
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T -rt
Aﬁ)u=‘J e"®" U(t)u dt , ueE .
(o]

L'intégrale est bien définie puisque 1'intégrand est continu en t .
Le second membre de (6) est par définition un opérateur qui est la

limite forte de A(x) gquand T — = .,

Soit donc ueD(T) , alors %?[U(t)u] = = U(t) Tu et

%?[e—ct U(t)u] %t U(t)(T+z)u . En intégrant, on obtient

u = J“ e”% U(t) (T+z)u at .
)
On pose alors v = (T+g)u, et
-] _ o _ct . 2
(T+g) “v = J e U(t)v dt si ¢ réel, et r>8 (zep(=-T)) .

)
Or, quand u parcourt D(T) , v parcourt E entier, d'od (6) est

démontré pour > , ¢ réel.

Maintenant, le second membre de (6) est holomorphe en ¢ pour
®e z>B , car JU(t)|f<sM Bt « Il en résulte que (6) est nécessaire-

ment vral pour ®e > et que l'on a :

-1 -(Re z~B)t _ M
[(mee)™ e [ o710 R an -

ce qui montre que tout le demi~plan @®e T >® est inclus dans ¢(=T) .

IV. Solution de 1'équation différentielle non-homogéne.

On cherche maintenant la solution de l'équation

) §~%% + Tu = £(t) , t>0
1

u(0) = u,

Théoréme, Soit =T fermé, de domaine dense, générateur infinitésimal

d'un semi-groupe fortement continu dans E , et soit f continfiment

différentiable pour t20 . Alors Y uoe.D(T) s+ 1 une solution unigue

de (1), contintment différentiable pour t»0 , donnée par l'expression:

t
(2) u(t) = Ult)u, + J U(t=s)f(s) ds .
Q
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Démonstration : L'unicité résulte du m@me raisonnement que pour

l'obtention de (II.3)).

Remarquons maintenant que si u(t) est solution de (1), de 1la
méme manidre que pour l'obtention de (II.3)) on a
d

E[U(t-s)u(s)] = U(t-s)f(s) .

En intégrant sur (0,t) (fortement continu en s), on obtient (2).

Il reste & montrer que, réciproquement, 1l'intégrale du second
membre de (2) satisfait 1'équation (1) avec une donnée initiale
nulle. '

t
Notons vit) = J U(t=-s)f(s) ds
o
s
et remarquons que f(s) = £(0) + j £f'(r) dr .
o

Il vient alsément :

t ot
v(t) = [J U(t-s)as] £(0) + J [J U(t-s)ds] £'(r) dr .
o & r

t
(3) T J U(s) ds = U(r)-U(t) , Ocrgt
Ir

Pour le démontrer, on commence par considérer ueD(T) , et il est

facile de voir que
t
J T U(s)u ds = U(r)u ~ U(t)u ,
r

or, comme T est fermé, en utilisant la définition de 1'intégrale

comme limite de sommes finies, il vient que

t .
TJ U(s)uds = hHr%@(tﬂu , YueDn(T) .
T
Soit alors ueE , j une:D(T) tels que u, —> u dans E , et
t t
J U(s) u_ ds —> J U(s) u ds
r n r

[u(r)-v(e)]u, — [u(e)-v(s)]u

d'ou, puisque T est fermé, 1'égalité (3) dans JS(E) .
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Il résulte de (3), que 1l'on a

t
(L) T J U(t-s)ds = 1 - U(t-r) , o<rst
r

Grdce & (4), on en déduit que +v(t)eD(T) et que

t
T v(t) = [1-U(t)] £(0) + J [1-U(t-r)] £'(r) ar
o
(5) N
= £(t) - u(t)fr(o) - J U(t-r) £'(zr) dar .
O

D'autre part, N

v(t) = J U(s) f£(t-s) ds
0]

t

d'od (6) -2§%32 = U(t)f(o) + j U(s) f'(t-s) ds .
(o]

En comparant (5) et (6), on voit que

dv(t)

at £(t)

+ T v(t)

ce que nous voulions montrer. La continuité de f'(t) entraine celle

dge I par (6). La vérification de v(t) —> O est évidente. @

dt £

V, Semi-groupes holomorphes.

On a vu, d'aprés la formule (6) du §.III, que la résolvante de
-T est la transformée de Laplace du semi-groupe U(t) . On est donc

tenté d'écrire

(1) | U(t) = 5=r J e ¥ (140)7t ag
2m1
; T
en prenant r o= ligne droite allant de c¢-i® & c+lio avec c>B .

~

par analogie & la formule d'inversion de la transformée de Laplace,
En fait, on peut montrer que si ueD(T) alors U(t)u admet la
représentation (1), mais la démonstration n'est pas facile (cf.
référence [3}). C'est pourquoi, nous allons faire ici des hypothéses
plus précises sur T , pour justifier (1), ce qui fera apparaltre

une classe de seml-groupes moins genérale,
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1) Hypothéses sur la résolvante,

On suppose encore que T est fermé, de domaine dense D(T) ;
de plus on fait l'hypoth&se que le secteur |arg 7]« % + w , w>0

est inclus dans p(-T) , et que VYe>0 , 3 M indépendant de ¢ ,

tel que
M
-1 € T
(2) [(T+z)™7 < T pour |arg z]| < Stu=c
La courbe T <choisie est telle que sur la figure : située entiérement
dans le secteur Iarg c]< %+w et de branches infinies d'arguments
+
z (%+w—e) , avec €< .
\
A Im ¢ X Im g
W
£ A
.4,‘E \‘
_’ 4 ;
4] Re Re ¢

On remarque que si l'on translate T vers la droite, on ne change

pas 1l'intégrale dans (1) (le vérifier en exercice).

2) Vérification des propriétés de semi-groupe.

i) On a

U(s)u(s) = —E— J J 8 5 e (pe ) ()™ ap agt
(ewi)” Jr' Jr

et en utilisant les identités

(Trg )™ (meg) ™t = (geg ) TH[(meg ) ()] (1IL(1))

LS

J eCt (C-C')-l dC dC' = -2rie s
r

"
(@)
-
1
[(]
I
)
—
¥~
1
T
N
{
’—J

on arrive a .

U(s)U(t) = 5 J e8(t+8) ny =Ly = Ultes) .
. |

ii) On remarque maintenant que (1) est défini méme pour te €
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tel gue Iarg t|<w , car on peut déformer T de manidre & assurer
|arg(tc)’> % pour ¢z €T et I;l -~ o , Comme on peut dériver en

t sous le signe somme, il en résulte que U(t) est holomorphe en t

dans le secteur |arg t|<w . On a

4u _ 1 Ct -1, 1 zt -1
% - 5T JFC e’ (T+g) ~ dg = 37 jr e [a-1(T+5)77] dg

= - 2ii T j e2;1'-'(’12‘+c)-l ag = =T U(t) (calcul justifié puisque T
T

est fermé),

Il en résulte gque pour >0 ,

(3) L ed(E) et = -T U(‘t) 5 - u(s)T

la derniére inclusion se déduisant aussi immédiatement de la forme (1)
de U(t) et de la commutativité de (T+C)-l avec T .

iii) Posons maintenant dans (1), z'=¢t , nous obtenons

1

- AN AN .
U(t) T Jr'e (T+t ) ag

ol l'on peut prendre T©' indépendant de t . Estimons U(%t) pour

|arg t[g w=€

' -1 %
pour Y'eT' , on a "(T+¥—) | < cte]27i , d'ou
”U(t)“ £ cte .JF'eReC' g,’ = cte.,
Il en résulte : HU(t)“ § M} pour larg t| sw-¢ , d'ou {U(t)} est

uniformément borné.s

De méme on montre, pour larg t!$w—e :
au -1
() Izl = I ute) ) < Ml]e|™
De plus, on a aussi, pour |arg t|su-¢
. |
_ z! -1 -1 _ % e -1

U(t)=1 = T Jr'e [(tT+C') -z'" "Jag' = - eﬂi'Jr' = T(tT+z ') ac'.
Si wuwuepDd(T) ,

fu(t)u-ul < cte.|t].ra) [ of¢ & az: | - 0 .

rt IC’[Z t»o
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Mais, D(T) #étant dense dans E , et (U(t)} uniformément borné, il

en résulte que ¢
gs=1lim U(t) = U(0) = I pour arg t |sw-e¢ (définition de U(0)) .
t 0 .

On a donc vérifié toutes les propriétés de semi-groupe pour {U(t)} ;

par 1l'unicité on a donec U(t) = e~tT |

Notre semi-groupe a, en fait, des propriétés plus puissantes que

celle du §.II : t = U(t) est holomorphe pour |arg t|<w, unifor-
mément borné et fortement continu en t=0 pour |arg t|<w-e , avec
U(0) = 1 . On dit que l'on & un semi-groupe holomorphe borné.

Remargue. Il n'est pas évident a priori que la condition (2) soit
plus forte que la condition (III.{(1)). On peut en fait le démontrer
(cf. référence [1])..

3) Semi-groupes holomorphes guasi-bornés.

On peut étendre le 2) comme au §.III en considérant les

opérateurs T de la foime T = T =Bl ou To vérifie les conditions

-tT Bt _~tTo

du 2) et pelR . Il est évident que e = e est un semi-

groupe holomorphe pour Iarg t[ <w. La seule différence d'avec le 2)
est Que l'on a :
”e-tT" < M%]estl s Vt tel que larg t|sw=g o

Notons maintenant un théoréme que nous utiliserons souvent

Théordme. Soit T wun opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert

H . On note vy le sommet et ¢ le demi-angle du secteur .z: s Oseég .

Alors ~T est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe
-tT
e

pour ]arg t|'<%-6 , qui vérifie

[T ¢ oTYRE

Pégggg}gg}igg : On a vu au chapitre III que T est fermé de domaine
dense D(T) . D'autre part on a montré que pour arg ;|<~%+(%-9)-€ R
on a
-1 Me ol M est indépendant de ¢ (cf. V.(3)).
I(T=v+2)™7| < €
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Il en résulte que T-yl vérifie les conditions du 2), d'ol

- (T= s
e (r-Y)t est holomorphe pour Iarg t|<:§-9 .
p'autre part, pour +t20 , on a “e-(T-Y)t“ €1 , d'aprés le §.1I1I,

. ) T
et 1l'on a vu au chapitre III que si Ial<-§-9 s alors
I(e™(p-v)+r)~L] s% si A>0  (ef. V.(2)) ,

ia
l|e=® (T_Y)t" < 1 pour t20 ,

enfin

He-(T-Y)t“ £ 1 pour arg t <f%-6 .

et le théoréme est démontré. E

4) Solution de l'éguation différentielle homogdne.

D'aprés les propriétés du semi-groupe holomorphe U(t) = e~ tT
on sait que pour t>0 , u(t) = U(t)uOELD(T) méme si u eE .
De plus,

%%(t) = «T u(t)e E pour t>0

et u(t) —= u, dans E ..
t+0

Remargque l. On peut montrer facilement que

n M
IS5 = JIr° u(e) ] « =2, >0,
dt t

d'oli, u(t)ed(T) Ynel , pour t>0 .

Remarque 2. Pour l'équation différentielle non-homogéne on peut

améliorer les conditions du théoréme du §.IV sur £ , mais, si 1l'on
suppose seulement f <continue dans E pour tout t20 , c'est insuf-

fisant & cause de l'estimation :

lTu(t=-s) £(s)]| < cte_ﬂf(a)ﬁ

t-s

sy t>s .

On pourrait supposer que f est contipue~HS1ldérienne dans E (cf.

référence 1), et cela marcherait alors.

En fait, dans la suite nous utiliserons une propriété, d'une

autre nature, faisant intervenir un espace "intermédigire" entre E
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et D(T) , de maniére 4 "awméliorer" l'estimation ci-dessus.

5) Compacité d'un semi~groupe.

On a vu, dans le cas des semi-groupes holomorphes, qus U(t)
est uniformément continu pour t g Eto,tl] ou O<to<tl<w (si to=0 ,
alors U(t) a un générateur infinitésimal borné). Montrons alors le

Théoréme (cf. référence [h]). Soit {U(t); te Bb,w[} un semi-groupe

fortement continu, de générateur infinitésimal -T . Si

{(U(t); te fto,tl],to>0} est uniformément continu, et si la résolvante

R(z;T) est compacte pour ze p(T) , alors U(t) est compact pour
t>,t .
)

Démonstration : On va montrer que dans £ (E)

U(to) — U(to) , 8i t zréel —> = ,

Comme l'opérateur du premier membre est compact, & cause de la
compacité de (T+c)'l (€p(=T) pour { assez grend), il en

résulte que U(to) est compact et que, pour t>t
U(t) = U=t ) U(t)

est aussi compact.

On a, d'aprés la formule (III.(6)) :

(T+z)"t U(to) = J e~ ot U(t+t°)dt pour &t réel >8 ,

(o]

D'old

t(mee)™t Uls,) - Ut ) = Jo;e-ct[U(t+tq)-U(to)] at , ¢>8

8
Iz (reg)™d ult ) - U(to)ﬂ < (J

+ J )lcle-ct”U(t+to)-U(to)“ dt = I. + I,
o) 8 =

1
Y e>0 . J >0 tel que

”U(t+to)-U(to)” £ €/2 pour te [Q,S}

§
-Tt
1, < |zl Jo e at < 3 .
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I, = [clj e "V u(ert )-U(t ) flat s 2M'[;|J e (B=)tgy ¢ yn o~ (6-B)8
2 o o
§ §
€ N _ .

pour ¢ >N(8) , on a I,€3 d'ol I, + I,s¢c et l'on a bien
démontré que

. -1

lim|lz(T+g) ul(t,) - U(tO)H =0 . @

C—)oo

6) Adjoint d'un semi-groupe holomorphe dans un Hilbert H .

Lemme. Soit T opérateur fermé dans H de domaine dense D(7) ,

alors T* est fermé de domaine dense D(T?*) .

Démonstration : Supposons gqu'il existe ueH tel que (v,u) = 0

Y veDn(T#*) , i1 s'agit de montrer que u=0 . En effet, si u#0 ,
(0,u) ¢ ¢(T) (graphe de T) . G(T) &tant fermé dans H H , on
peut appliquer le théoréme du §.I.4) du chapitre 1 (conséquence du
Théoréme de Hahn-Banach) qui affirme qu'il existe

(x,~y)e (HxH)* = HxH tel que
((xy=y), (0,u)) = 1 et ((x,-y), (u,Tu)) =0 VYued(T) .

Il en résulte que :

d'ol yeD(T*) et T* = x . Mais ceci est impossible car on doit

alors avoir (y,u) = 0! .

Remargue. Le résultat est encore vral dans un Banach réflexif.

Supposons maintenant que Te%F(H) , de domaine dense, vérifie

m

M :
)_lm g TE§ET pour |arg(z-8)] s Stu-e , Yeso ,

| (T+ z1

alors on sait que =T est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
holomorphe dans le secteur arg t|<w ., Montrons que =T% est aussi
générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans H et que

( =LT ¥ -tT*
e ) e

En effet nous savons, d'aprés le §.III.3) du chapitre 3 et le

§.I.5) du chapitre 2 que 1l'on a
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IR(z;T) ] = JR(Z;7™) | dans <(H) .

On a donc, pour Iarg(C'B)IS'%+w—a s

M
- -1
e S TR

et comme T™ est fermé de domaine dense, d'aprés le lemme, -T* est
- -*
générateur infinitésimal d'un semi~groupe holomorphe e tT .
De plus,
~-tT* - r 7t ¢ — y=1 .=
e~ S er’t(T’#;Il) * dg = - L e5 (T*+71) dg
27l : 271 | =
T r
1 gt ~1 * -tT >
(5t fre (r+z1)"tag) = (D)7 L @)
. . -tT .
Remarque, En fait, on peut montrer gque si e est un semi-groupe
. _ . -1 * -tT *
fortement continu dans un Banach réflexif E , alors (e T) = e

est aussi un semi~groupe fortement continu dans E® (démonstration

plus difficile).
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Exercices,

1.

Soit l'opérateur T défini 4 l'exercice 5. du chapitre III.
Montrer que -T est générateur infinitésimal d'un semi~groupe holo-

morphe, de contractions, autoadjoint, tel que

-12Re t

-Tt
Il e T “-‘G(H) < e pour Re t > O,

De plus l'opérateur e-Tt est compact pour t > 0.

Soit l'opérateur T, = T+S défini 4 l'exercice 6, du chapitre III.
Montrer gue =T, est genérateur infinitésimal d'un semi~groupe holo-

morphe, compact pour t > O,

Soit un opérateur T, tel que =T soit générateur infinitésimal
d'un semi-groupe fortement continu dans le Banach E. Soit u € E
tel que ”e-Ttuo - uouE < € t% pour t ¢ Ty, a > O, Montrer que l'on
. -1 a
a alors ||[(1+eT)™" - tJuo“E < C'" e pour e ¢ 8 (38 ).
Indications. On peut utiliser 1'identité

1 =% ot tT
(1+eT) u_ = f e” " e ¢ u_ dt pour e < 1/3,
o o
o
Remarque, Dans le cas ou {e-Tt} est un semi-groupe holomorphe, les

propriétés suivantes sont é&quivalentes : soit a & [O,l{,

. PN -Tt
i) u  véririe : pour t g1 JT e uo“E < <=5

ii) ug vérifie : 3 60 tel que si € g 60 on ait

ﬂ[(l+e‘1‘)-l - ﬂ_]uo"E < cre? ,

iii) ug vérifie : pour t £ T, ne-Ttuo - uo”E
L'équivalence entre i) et ii) sera prouvée au chapitre VII, (cf, An=
nexe 2), On vient de voir que iii) entraine ii) dans un cas plius
général , Le fait que ii) entraine iii) est aisé i montrer en uti-

lisant 1'identité (4 justifier )

e-Ttu - u = f -T e-TTu dt.,
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4L, Exemple de semi-groupe non holomorphe.

Soit E = é;(R) = {fonctions continues sur R tendant vers O i 1l'=},

muni de la norme "u"E = gup [u(x)y E est un Banach., Soit l'opérateur
x€ R

T: D(T) = {u ; wu€E, $L€E}, VYu€D(T), Tu = - =

a) = Montrer que D(T) est dense dans E.
b) -~ Montrer que T est fermé ( € F(E)).
¢) - Montrer que pour Re ) > O et pour Re )x < O, la résolvante

(A -T)" 1 e L(E) et est de la forme :

X
VEE —» u(x) e~ AX f et v(t) dt, si ®Re 1 > 0O,

VEE = ulx)

+o
-Ax f e*® v(t) at, si Re 2 < 0.
X
d) ~ Montrer que XT est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
fortement continu de contractions,
Indications On montre que

si Re A > O, H(K-T)-l“,g(E) < Ri X

si Re A < O, ”(A+T)-1]L$(E) € :ﬁ%-xo

On a donc en fait un groupe fortement continu (eT(tl+t2)=eTtl.eTt2
V t1,t2 € R) . (Onvérifie directement que eTt.e-Tt=l).

e) - On considére le probléme d'évolution :

u continu de [O,+~[ dans E, dérivable sur (0,2),

Ty {i(¢) € D(T) Vi > 0.

Q1ﬂ
e

u(o) = u € p(T),

dont la solution est eTtuo. Montrer que la fonction

Tt

(tyx) —> (e"%u ) (x) véririe (eT¥u_)(x) = u_(x=t), c'est 3

dire que {eTt}est le groupe des translations,

Begazq&e_s&r_ciTl. On peut montrer que le spectre de T est cons-

titué par la totalité de l'axe des imaginaires,



V - Eléments de théorie des perturbations.

I. Familles holomorphes de type (A).

1) Définition.

2) Conséquences.

3) Estimstibns utiles.

L) Analyticité de la résoclvante.

5) Projections associfes &8 une séparation du spectre,

II. Perturbations analytiques de valeurs propres isolées.

1) Cas général,
2) Cas des valeurs-propres simples.

3) Cas des valeurs~-propres semi-simples.

III. Perturbstions gna;ytiques des'semi-ggoupes holomorphes.

3} Lemme .
2) Théordme.

3) Bstimations utiles dans le cas des hypoth&ses du Corollaire.



Eléments de théorie des perturbations.

I. Familles holomorphes de type (A) .

1) Définition,.

Une famille {T(A)}cF(E;F) est dite holomorphe de type

(A) dans le domaine. Doc:C Ei D(T(r)) = @ est indépendant de 2
et 8i Y ued, » —» T(A)u est holomorphe dans D

2) Conséquences.

Si A,e D, on peut done écrire ¥ue 9,

(1) r()u = 200 s e e s 0ea 2@ v L,
série qui converge dens un disgue ]1-A°|< r (dépendant a priori de
u). Les T(l) y i=0,1,2,... 8ont des opérateurs linésaires de E

dans F de domaine & , définis gréce & 1'unicité du développement

(%)5 et linéairesa cause de la linéarité de T(A) . De plus
?

Y

d'espace de Banach avec la norme :

ﬂ‘TﬁAb) ast fermé&, d'el l'en peut munir D d'une structure

1/2
[RER{N A EALN SE

k]

On a alors 9 G E avec injection continue et T(O)e SL@;F) .

Maintenant, T(X) est la composition de 1l'injection bornée
P ~—+ E et de T(A)e F(E;F) , d'od T(1) € &F(D;F) , mais comme
le domaine de T()A) est & entier, on en conclut que T(N\)e F(9;F)
Enfin, Yue®, X =+ T(A)u est holomorphe dans D, 4 a'ol

| 1 (A" )u ..,
T(A)u = 2-«;(} o 4

ol T est un cercle orienté, contenant i , De plus, sur T ,

”T(%)UNF vérifie les cbnditions du Yprincipe de majoration uniforme”
(efs §.II, 2) du chapitre 1), d'od T(A') est borné sur T

"T(A')u"F < MEu%D . Y A'é“r .



On a salors

1 . d . n T(2')u
=[T(a+n)=T(X)Ju = ==[T(A)u] = 5= ax'
”[' " Je ‘”[ ol 2mi Jr (A'=r=n)(a'=2)?

pourvu que A+n soit intérieur & T { on a dérivé sous le signe J
T
pour obtenir %T[T(A)u]) « Il vient enfin, que 1l'intégrale du second
membre est majorée par un nombre de la forme |n|.M".||u"£D pour |n]|
. . 1 d
assez petit. Ceci montre que ;[T(A+n)-T(A)]u ;:g— EX[T(A)u]

uniformément pour "uqﬁsl.. Il en résulte que

%\-»[T()\-t-n)-'l‘(}‘)] 2 () = —-[T(U]

+0

en norme dans <£(;F) , et donc A — T{(A) est holomorphe de D

(o ) L(D;F) et 1eo

rayon de convergence du disque IA-loi'<r de la formule (1) peut

dans € (D;F) . En conséquence, les opérateurs

€tre choisi indépendant de ued.

3) Estimations utiles.

Soit. D, wun compsctcD c € , alors YreD

1 1

‘IT_(A)I}Q(ﬁ_F)..sM » M indépendant de 2 ,

1l
“T-(pzl)ngcb;F)s Moo, M indépendant de X .

”T'(A)"£($-F) < Ml. M indépendant de ) ,
’ ?

Exprimons ces inégalités autrement

' 1/2
(2) Yued, r(M)ul; < M{llu||§+nm(°)u|]§} » Yo en,

ce qui peut aussi s'écrire : YueD

2 2 2
{“u"E+"T(A)u“F} < YMT+1 {ﬂuHE+uT(°) "F , Yre D, -
Mais, par un raisonnement classique, gr@ice encore a la compacité de

D, s on a v ued

1/2 1/2
ez pulBr T ¢ wtfulBelza)ul®y -, ¥a,a,eD)



(i1 suffit de construire un réseau fini de Ai tels que les ouverts

AY=T(AX. < € ' i a .
lo(x)—z( 1)“HK$;F) . recouvrent D et d'associer 3 chaque ),

l ]
une constante Mi du type de M , on trouve alors facilement la

constante M'), De méme on montrerait que Y ued

1/2
) e o0l weClalBelrooul?) " Yaen,

et que Ye>o R 6 el que lll-lel € 8§ entraine

| 5 2 1/2.
(3) !m(xlm-wz)ull; e ulg+lr)uli? Yued et YA 2,0

Enfin, notons au sujet du développement (1) que l'on a

() Mop 12, o (o) g2,/ 2
(5) K ul . € ={Julc+ilT ulsy s M indépendant de n ,
F oD ‘B F

oﬁ P>0 est un nombre plus petit que le rayon de convergence r de

la série E : (A=2 )n (n) dans ﬁZ(S F) (si Ik—ko|=p<r , alors
n=o0

ﬂ(l-ko)nm(n)n££$_F) —> 0 quand n —» ® , d'aprds le critdre de
?
Cauchy, d'ol l'inégalité (5)).

4) Analycité de la résolvante.

Montrons d'asbord

Lemme 1. Soit T e$(9;E) tel gue T-le:%(E;.@) et soit Ae<@(D;E)
tel que I all < fo=ty-t , alors

(T+4) " te LE;D) et
(T+a)”t = 77t }:: (-ar"1)®
JLT Il Jal

1 1
le(z;9) ¢ 1w-alllrty

de plus | (T+A) =T

Démonstration : On remargque d'abord que AT-%;fZ(E) et que

<1.1 & éri
S (E) 1l en résulte que la série

R=3 0 (-ar")"

n=o

converge dans <(E) en norme,

€D
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Maintenant R(I+AT™ %) = A(]+AT_1‘)R => (=a7~1)® >, (-ap~1)B*l o 3
n=o n=o0

atod (1+ar” 1)1 = Re4(E) .

Or, T+A = (1+AT_1)T y d'od T+A est inversible et
(r+4)~1 = p~l(a+ar™ )"t
De plus,

, et la formule cherchée est démontrée,

"('I’+A)-l-'l‘-ln = "T-l Z..: (-AT-l)n" < "T-l” "AT-IJL , et 1'on a montré le
| o=l 1-far~2y

lemme 1. .

Supposons maintenant que E = F et que <, € p[T(}\O)] , alors
L oyp-l :
[,3-2( 17" = rIxs1(a )] e 2(2) .

Mais ‘GOJ-T(‘AO)G‘:Z(.!);E) ol 1 est ici l'injection canonique bornée

de 9 dans E , d'ol R[SO;T(AO)JQ,C.F(E;S) , mais comme l'ensemble

de définition est E , il en résulte que

R[$ :T(x )] e €(E;D) & L(E) .

Il résulte alors du lemme 1, que comme A—> T(x) est holomorphe

d& valeurs dans <(;E) et que R['so;T()\o)] e¢3(E;9) , alors 7 79/()\0)
tel que pour Xeﬂv(lo)-, A -ﬂn_R[go;T())] s8oit holomorphe & valeurs
dans <(E;9) G.<£(E) . De plus '

RBO;T(,\)] = R[y_iT(x )] g {(T(A)-T(,\o))R[go;T(;o)]}n ,

Y3s,ep[T(A, )] et 21 tel que IlT(a)-T(zo)llﬁz(m;E)<IIR[so;,T(xo)llﬁ%E;$)-
Enfin si D, est un c.c>mpact<:Do et inclus dans p[T(;\o)] , On a
sup "R'[g;T(ko)"‘i(E':D) = M <= , et J 19‘(7\0) tel que si )\61}()0) »
Sedy iy
($,A) — RI[%;T(a)] est holomorphe (par rapport au couple de

variables). De plus : rev(h ) et Y<xenbD on a
o] 1

R[z;T(a)] = R[;;T(Ao)].i} ([T(A)—T(AO)JR[c;T(AO)])n .

n=o

clest=d=dire

(6) R[:3T(A)] = R[gsT(a )] + g (= )? R(n)(c.'/\o)
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(n) " . (\)l) (\)2)
o RU(3,A ) = >~ rlur))]r trlEro)le cee
\Y +...+\)p=n ( )
9,31 v
J T P R[c;T(*O)] .

Remarque. On a montré une sorte de "semi-continuité supérieure" du
spectre G[T(X)] en ce sens qu'il ne peut pas s'étendre brusquement.
En revanche, il existe des exemples pour lesquels le spectre se

réduit brusquement quand XA —> Ao .

5) Projections associées & une séparation du spectre.

Supposons que le spectre: c[T(AO)] soit constitué de deux

"

parties Gé et 9 telles gqu'il existe une courbe simple recti-

fiable fermée T entourant un voisinage ouvert de cé et extérieure

& un voisinage ouvert de cg

. Alors, on peut définir la projection
Sur un sous-—espace M'(Ao) parallélement au sous-espace supplémen~
taire M"(Ao)

1
P(2,) = 55 JPR[;;T(AO)]dc .

Il résulte du 4), comme T est compactc;Doﬁ p[T(AO)] , qu'il existe
un voisinage @(Ao) tel que (g,A) — R[t;T(A)] soit holomorphe
pour ce€Tl et Ae/&(ko) . D'ot Te p[T(A)] pour XQQ}(kO) et le
spectre de T(A) est lui-méme séparé en deux parties par ' . De

plus,

27T1

P(A) = == jPR[C;T(A)]dC

est une projection, sur un sous-espace M'(X) , bien défini et
holomorphe, pour Ae‘l}(ko) , dans 4 (E;9) &L(E) .

Montrons maintenant :

Lemme 2., Soient P et Pl deux projections dans E telles que

”P-Pl" < inf(”P"~l,”Pl"-l) » alors si l'une des projections est

dégénérée, l'autre l'est aussi et

dim R(P) = dim R(P,) .

1

Démonstration : Notons M R(P) et M, = R(Pl) , alors l'opérateur

- o = om l

PP, P agit de M dans lui-méme et, dans M , on a
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Iep p-pl = ho(p -p)el < d2llp -p) < 1,
car P est l'identité dans M , D'ou, 1l'opérateur

PP,P = P + (PPlP-P)
admet un inverse dans <(M) et le domaine de valeurs de PPlP =M .
I1 en résulte : (PlMg_:Ml) .

M=PP.McPM <M,

1 1

d'ou M= PM_,
1
Ceci montre que dim Mg dim M

dim M) dimn M

1 De mé€me on montrerait que

l.d'ol _ai-u-ai.xl. R

Lemme 3. foit A — P(A) wume prejectien helomerphe peur [r-rj|<v

et soit P(Xo) dégénérée de rang m , M étant le sous-espace

associé, Alors 3 6>0 tel que si '{ul,m..,um} est une base de M ,
- o

alors {P(l)ul.....rll)u.} est une base 4N, = R(P(X)) pour
[a-a ] < 4.

DEmonstratien:D'aprds le Lemme 2, 3 & tel que [i-) |<8 == dim M =
dim Mo = m ; pour cela il suffit que 1l'on ait
HP(AO)-P(A)“ < inf(“P(k)u-l,uP(xo)u_l) . Alors, les vecteurs U ,...
+eesu ~engendrent M_ et P(A)ul,...,P(A)um engendrent P(A)MO
de méme dimension que M, d'aprés la démonstration du Lemme 2,
Les m vecteurs P()\)ui , i=1,.¢.,m sont donc linéairement indé-

pendants et forment donc une base de Mk . l

Dans le cas d'une valeur propre isolée Co de T(AO) , de
multiplicité m , on peut calculer le développement en série de
Taylor au voisinage de ko de la fonction XA =—+ P()) . Pour cela
on utilise le développement de R[c;T(ko)] (cf. § .III.2)) au

chapitre 3) :

m=1 n o»

(1) R[C;T(xo)] = ‘;f‘:o = :%?;;Ji)_m + g (‘l)k(C‘Co)k gL
» [}

ol D=1 )t 3P , P

PR ),

8 = 1im [R[$3T(3 )] (1-7)] ,
24 o

o
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et on remargue gue T(n)R[;;T(AO)] . T(n)s . T(n)P . T(n)D € <L(E)
puisque d'aprés les expressions intégrales du chapitre 2 (§.I1I.2)),
S, P, De 4(E;9) . Maintenant, d'aprés la formule (6) du L), on

obtient finalement :

(8) P(a) = EEZ (=2 )" p(a) o3 plo) o p o P(r,) s
n=o

et (9) pln) . 2ii JPR(n)(c.xo)dc ,

ol R(n) est calculé & l'aide de (6) et (T) .

Exemple. Calcul de P(l) .

Calculons d'abord R(l)(;,xo) d'aprés (6) :

(l)(c.ko) = R[z;T0O0 )] (1) Rlz;T(Or )] .

Ensuite il faut calculer le résidu dans la formule (9) en utilisant

(1) :
(10) p(1) _ pp(llyy gp(2)p Ef:(_l)n—l[Dn-lT(l)sn+SnT(1)Dn_1] .
n=2

Dans le cas d'une valeur propre semi-simple, m est la dimension du
sous-espace propre et D=0 , alors dans (10) le terme entre crochets

disparait.

II. Perturbations analytigques de valeurs propres isolées.

1) Cas général.

Soit ;, Valeur-propre isolée de T(Ao) , de multiplicité
m 3 on est donc dans la situation du §.I.5) et l'on sait gque pour
]A-AO]< § , on peut définir une projection P(A) holomorphe, dégé-
nérée de rang m , correspondant donc & une partie du spectre de

~

T(x) située strictement & l'intérieur du cercle T entourant Lo ¢

Soit maintenant l'opérateur "réduit" Tr(l) = T(A)P(r) & L(E)
qui représente T()) dans le sous~espace MA et qui vaut O
ailleurs. D'aprés le §.III du chapitre 3, le spectre de Tr(k) dans

MA n'est autre que la partie du spectre de T(X) intérieure & T ;
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de plus Tr(A) étant de rang fini son spectre est formé unigquement
de valeurs propres N iél,...,k . Le probléme est maintenant de
savoir quel est le comportement de ces valeurs propres quand A a—AO,

sachant déjd qu'elles sont voisines de Z, et que leurs multiplicités
: "k
., L&l - _
m sont telles que ;:1.mi = m .

Soit alors {ul,...,um} une base de M_ (sous-espace associé

a co) ; d'aprés le Lemme 3, {P(A)ul,...,P(A)um} est une base de M,

Définissons alors les coefficients tij par :

m
(1) T(A)P(A)u. = Z : t..(A)P(X)u. , i=lyeve,m ,

i ST i j
et montrons que A —> tij(k) est analytique si IA-AOI est assez
petit,

Soient {ej 3 J=lyese,m , eje,E*} tels que (ej,uk) = 6jk .
l'existence des e étant assurée par le théoréme de Hahn-Banach
(ef. §.I.4) du chapitre 1), alors on a

m

(2) (e) s TAMP(A)u, ) = Ezg(x)(ek,P(x)uj) . K=1,s00,m .

J=1
Or (ek,P(Ao)uj) =_(ek,uj) = skj » et le déterminant A(XA) de la
. - 'S
matrice »((ek,P(A)uj)D vaut 1 pour A=i_ . D'ol 3 §,s6 tel que

[A(A)J-l soit borné pour IA-A0|<'61s § + Il est donc possible de
résoudre (2) par rapport aux tij de manidre 4 obtenir le guotient
d'une fomction analytique par A(X) qui est # O . Il en résulte

que A == tij(k) est analytigue pour |A-A°]< §, -

La partie du spectre de T(A) , intérieure & I , est donc

constituée par les racines de l1l'équation

qui est un polyndme de degré m en ¢ , et dont les coefficients
sont des fonctions analytiques de X , et tel que pour A=AO ' Ty
soit racine multiple d'ordre m . Il en résulte, d'aprés un résultat

de la théorie des équations algébriques, qu'il existe, pour
l)\—Ao|<(S (A)"."Ck(}\)

<6 ksm valeurs propres distinctes ¢

2 1
et un nombre n , tels gque

1



(3) e (0) = T e (=3P ey e

P=o J°

2) Cas des valeurs-propres gimples.

On a alors m=sl et dét(;ssftn(l)) = 0 devient

g = t(X) avec t(lo) =%

Il en résulte que A —=p (1) est analytique pour lk—kol<?52 et
que l'on peut associer & (1) un vecteur propre de T(A) lui-mé€me
analytique : wu(1) -_P(A)uo , ol u, est le vecteur propre associé
a 5, Ppour T(Ao) .

3) Cas des valeurs-propres semi-simples (processus de réduction).

On suppose que (5 est valeur-propre semi-simple de T(XO),
c'egted~dire que D=0 (ou encore que l'indice de ;o vaut 1).

On a alors, d'aprés le §.III.1) du chapitre 3 :

(r(2)-z,3) P(2) -,3%; jr(c-co)n[c;mfk)]dc e 4(E) ,

et 1'on peut calculer tous les termes du développement

(T(A)-Col) P(A) = D + Z: (A‘-)‘o)n ‘,},‘(n)
n=]1

‘convergent dans <£(Z) , avec
T(e) -_5%; Jr(c~c°) R<n)(§,lo) ac .
Ici, D=0 et l'on peut définir un opérateur
?(l)(x) B,T%T:[T(A)'zol] P()) = gé; (A'Ao)n ~(n+1)

qui laisse M, invariant et qui vaut O ailleurs, A toute valeur-

propre (i) de T(A) , telle que (X)) —> ., » donc valeur-
L Ardo
propre de T(A) P(A) , correspond une valeur-propre C(l)(k) de

~(1 2z N
T () , et réciproquement, par la relation

g(x) = g+ (A=2 ) c(l)(k) .



On est donc ramené & la recherche des valeurs-propres de l'opérateur

7))

dégénéré holomorphe , tel que

3(1)(Ao) - 7)< E%T'J (c-co)R(l)(c.xo)dc = el
r

(1)

Si l'on a m valeurs-propres distinctes 5 s 1Fl,40e,m de
PT(l)P [G:Q(Mo)] » €lles sont donc simples et on sait que les valeurs

propres de %(l)(l) sont alors holomorphes au voisinage de Ao Il
en résulte que l'on & alors pour T(A) , m valeurs-propres simples

distinctes holomorphes au voisinage de Ay 9 telles que

' 1 2 .
g (A) =g+ (A-AO)C§ = 0(a=2, )" 4 i=l,ese,m
S'il existe des valeurs-propres muliiples pour PT(l)P » 11 faut
encore étudier le comportement des valeurs propres de 5(1)(A)

voisines de celles-ci quand )\ —» LA

Exemple., Soit l'opérateur suivant dans @ , dont la matrice relati~

vement & une certaine base, s'é@crit

<a(A) b(x)

c(a) = a(a)

ol les fonctions a, b, ¢, 4 sont holomorphes dans Do » On suppose
que pour ) & D/ ,.a(xo) = d(AO) =%, b(Ao) = c(AO) =0 , On a
alors o valeur-propre semi-simple, et l'équation caractéristique
s'écrit

c2 - (a+d)z + ad - bec = 0 .

Or le discriminant A = (a-d)2+hbc admet A, comme racine double,
d'od VA est analytique au voisinage de Ao (chagque détermination)

et les deux valeurs-propres sont elles-mé€mes analytiques de la forme

a+d VA
c-—e—i—-A--.-.C

5 + (A-Ao)c(l) + o(x-xo)z .

o

Si 1'on suppose maintenant que Db(a_) =1, c(Ao) =0, ¢, est

valeur-propre double, non semi-simple, et l'on voit immédiatement que

1/2C(1)

=7 + (A-AO) + O(A-Ao) (2 déterminations).

o



III., Perturbations analyﬁiques des semi-groupes holomorphes.,

Montrons d'abord :

1) Lemne,

Soit Te%(E) , de domaine dense D(T) , tel gque Y >0

3 M vérifiant

M
(1) H@&B+c)-1" $ T%T pour |arg ¢l ¢ %+w-a .

Soit aussi un opérateur linéaire A tel que D(A)DD(T) et

(2) laull < ajlull + vljTu)l , Yued(r) .

Alors, Y e>0 , 3y et 5 tels que si a<§ et b<s , alors

-(T+A) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans
et (T+4)

le secteur |arg t]suw-e¢ , et vérifie

| < M;léytl Yt tel que |arg t|s w-e~a .

Démonstration : L'inégalité (2) entraine que

fa(Tea+z) ™2 < all(T+8+2)™ ) + vfT(Tea+z)™L) o
si |arg ¢]¢ %+w-e s On 8

' M
-] -1 €
fr(T+g+z) ") = 2-(B+z)(D+8+z) )] ¢ 1 + TFT'B”I .

dtol
€

M M
HA(T+6+;)"1H $ 8Tt b[1+T%T(s+[;|)] .

5 . . i1 -
B vy,» 0 tel que si Iarg(;-yl)l.s stw-¢ , alors R 6(yl)> 0 tel que

a et b <6(yl) entraine
-1
fa(T+p+z) ") <L

D'oll, la série représentant



-1 -1 -1, "1
(T+B+A+g )™ = (Teg+g) " [3 + A(T+p+z)7 7]

converge dans <(E) (cf. Lemme 1 du §.I.4)). De plus, on a

I(Tepeg)™T) M, .
l-”A(T+3+C)"l" [cT-(aM_+bEM_)=[¢[b(1+M_)

| (zepec+n) ™t <

Il est alors facile de choisir un nombre Yo3 Yy tel que si

iars(c-vz)l-s %+w-e , alors

Ic-Ygl

< M
: _l\ b
|z |=M_(a+b8)[1-b(1+M )]

et il vient
J(T+a+z+A)" 7| < Te=voT Y tel que |arg(g-v,)| ¢ ztu-c ,

d'ol le Lemme aveec y = By, o

2) Théoréme,

Soit {T(A)}c F(E) wune famille holomorphe de type (A) , ég

domaine dense, définie dans 'U(Ao) . 8i -T(Ao) est générateur

infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe, il en est encore ainsi

our =T(A) si A=A est assez petit. De plus, la fonction

(A,t) =—> e~ tT(Y) est holomorphe pour |A-A°|< § et t dans un
n -tT(x)
secteur |arg t|<w . Enfin t —> e est fortement continu
+ A

sz 0 .

Démonstration : L'opérateur A

—— — - ——— o - — -

Lemme, grace & 1l'inégalité (4) du §.I avec a et b aussi petits que

T(A)—T(ko) vérifie 1'indgalité (2) du

l'on veut, suivant le voisinage v%xo) choisi. Il en résulte, d'apres
le Lemme que =T(A) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe

holomorphe tel que

"e-tT(A)" < Mé[eYt[ Y t tel que |arg t|g w-e ,
car on peut choisir w, M! et Y indépendants de Ae’v(ko) .
-tT(2)

Considérons alors l'expression de e pour t>0



(3) et . B [ o™ a

: i,
oi T est une courbe que l'on a définie au §.V.,1) du chapitre 4
(translatée de (+Y) vers la droite)., Si l'on veut justifier la

dérivation par rapport & A sous le signe j s 11 nous faut estimer

a® -1 _ nl (r(x')+za)"t
—=(T())+zX) = - ar!
d)\h C '2‘"’1 Jc ()\'-A)n+l

ol C est un cercle de ¢ entourant ) dans Do » On utilise alors

1'inégalité, indépendante de ke’!}(ko) :

M
n(T(A)+c1)'lH < TE%;T pour |arg(g-y)| < ;+m-c.

et on arrive &

a2 -1 MCnINn
den (T(x)+z1) 7| < =T
ol N est une constante pour Ae1ﬂko) , ce qui justifie la formule
n ‘ n
(W) A emerla) L L, J et S_(r+1)t ar .
DY ’ r da

On montre alors, de la méme maniére qu'au §.V.2).1ii) du chapitre 4 que
n

1 —> 3—; e~ tT(X) est holomorphe dans le secteur |arg t|<w , pour

R y A
Ae’&(ko) . Il résulte de ceci que la fonction (A,t) —> e-tT(A)
est holomorphe pour Iarg t|< w et Aeﬂv(ko) . Enfin, on montre comme
au §.V.2),iii) du chapitre U4 que

B~ tT(A) *® .
t =+ ——————— est fortement continuen 0 . J

dA
Remargue. Si on note
-tT(x ) w
-tT(A) : o n _(n)
e = e + E_é (x=2 )" U (t,xo) R

alors, d'aprés la formule (6) du §.I.4), on a

vl (e, ) ='-§%,—;J ** R )
r

% Cf. la démonstration en Annexe,
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(n) M, " ' (; "
avec R (=g,a )] < T%:;T pour |arg(g-y)| < F+u-c.

Il en résulte que t -—>» U(n)(t,lo) est holomorphe dans le secteur
|arg t| <w et que pour |arg t|g w-c
(n) v Bt
ju (t,Ao)" < M N e’ "]

{" Nn
s = (tl<m) .

(n)
au
1=

D'autre part, d'aprés la forme de fmb-c,ko) , On a aussi
() Mg N
fzta) v (ea ) < —f;T- » tl<r, |arg t|l¢w-c ,
T fini fixé,
Enfin, on a U(n)(t,ko)u -+ 0 , uekE , n21 , ce qui d'ailleurs,

t+o
peut se vérifier directement (utilisant l'expression de R(n)(;,xo)

et la méthode du chapitre 4, §.5.2)).

Corollaire, Soit H wun Hilbert et soit {T(A)}c@F(H) wune famille

holomorphe de type (A) dans D,c € , telle que Vre D, » l'opérateur

T(A) soit m-sectoriel dans H de sommet Y, &t de demi-angle

9, < % . Alors si D est un compact < Do s 3 w>0 tel que la fonction

A 1
( -tT(2) ..
Ayt) =+ e soit holomorphe pour XreD; et t dans le secteur
aBe—tT(R) .
larg t]<w . De plus t —> ———— &st fortement continu en O
~v.Ret °* ’
et on a “e-tT(A)ug(H) < e A .

Démonstration : D'aprés le théoréme du §.V.3) du chapitre L4, 1le

résultat est évident. fJ

3) Estimations utiles dans le cas des hypothdses du Corollaire.

On a vu au §.V.2).1iii.du chapitre 4 que 1'on a

(5) () e-tT()‘)%(H) < —k-;_‘—(}‘-l pour te‘vj'(o) < R .

D'aprés la démonstration de (5) et la démonstration du Lemme précédent,



il est immédiat de voir que pour Ae/&(ko) on peut trouver une

constante k' indépendante de ) .

Munissons D de la structure hilbertienne définie par le produit

scalaire suivant

(.“,)s) = (T'(Ao)..T_('AO).)H + (.,.)H . o€ D, s

alors, pour ie¥(Xr ) , on a les estimations suivantes

-v.t
(6) “e-tT()\)u&g(g) < ko e Y>\ , 130 ,

-yt
(7) ne'tT-(”ﬂg(H;m) <k (141/%) e W o

Démonstration : On a vu au §.I.3) que Ve>0 , e<l, 3 §>0 tel que

|>\7J\°|< § entraine "T(A)-T_(Ao)“im;ﬂ) < € « D'ol, 1 ueH , on a

- - - 1/2
"e tT()\)u“‘$= {"T(}‘o) e tT(}\)u'IE + ne tT()\)u";}
2 1/2
e I A Y P Dakiata
1/2
 =tT(2) ~tT(2) 2 ~tT(A)_ g2
< elTEu s gz e T Vup e et gy

Finalement, s8i wueH , en utilisant (5), il est immédiat que l'on &

k

"e-tT(A)“i(H;$) < ?i pour te? (0)-{0} » et pour une certaine

constante kl .

Maintenant, si ued ,

1l/2

. le'tT(A)ﬂi(H){("T(Ao)uuH+e"umﬁ)g + Huué} s

(l-e)"e-tT(A)uug K

d'ol

||e'”(”lg($) < (m)<1-e)-lne-w<x>nﬁ(H) Y t320

ol ¢ et 'U(Ao) sont fixés. Il en résulte, gréce au Corollaire du 2)
1'inégalité (6). Pour obtenir (7), remarquons que l'on a pour t>t>0 ,

feq}+(°) ’

~PT(R) o - (B=0)T(X) -1T()



ol e-TT(A)e £(H;9) comme vu plus haut, et e-(t-T)T(x)

1'inégalité (6). I

e 4(D) avec

Soit maintenant une séparation du spectre de T()A) : oi()cx
telle que celle décrite au §.I.5), et soit ©P()A) 1la projection
associée & la partie oy « I s'agit d'estimer e-tT(A)P(A) et

e-tT(X)[l-P(A)] dans le cas ol l'on suppose que ce:c; =>» Re >E50 .

Pour cela considérons la formule (3), on remarque immédiatement
que P(x) et e-tT(A)
(T(A)+;])'-l[1-p(>‘)_'] est holomorphe en [ pour -CG:G)"Up[T(A)]
(efs §.III.1) du chapitre 3), on peut déformer le contour I , dans

commutent. D'autre part, comne

l'expression de e-tT(K)[l—P(A)} s de maniére & ce, qu'en dehors des

demi-droites constituant ses branches infinies, on ait un segment

~

paralléle & l'axe des imaginaires d'abscisse -% (dont la distance &

L

A
est fermé), On a donc ais€ment

-0 est ¥ O , puisque le segment est un compact de € et que o;

puis, de la mé&me maniére que pour (6) et (7) :

(9) lle'tT(”[l-P(A)Jlﬂm) < k! e, tx0 ,

(10) ne-tT(k)[]—P(A)J“‘;Z(H;.‘D) < ki(l+t-l) e'ft ., t>0 .
Notons maintenant MR = Rl?(A)] , alors on peut définir le groupe

-t (2)

e VteR dans %(MA) puisque TM(A) est borné. D'autre part,

en utilisant (3) on a

p(r) e ¥ o o= tTOp(h) o Lf e2%(q (MV+e1) TP (0) ag
2m1 r M
-tT (1)
ce qui prouve que e-tT(A)P(A) = e M sur M, , t30 .
-tTM(X)
De plus, comme P(x)e<£(H;9) , l'opérateur e P(r) e £(H;9) ,
Yter . Enfin, si l'on note Fl une courbe simple fermée entourant
—6! telle que celle du §.I.5), on peut écrire

8

(11) T Mp(h) = ?%j SV (M)+c1)" P (M) ar , teR
r
1
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puisque (T(r) + cl)-lP(A) est holomorphe en 7 pour

-cep[T(A)] Uo'i » Gue pour tout t>0 on peut remplacer I par ry

-

gréce aux propriétés de décroissance a l'infini* de
“(T(A)+;1)'1P(A)ﬂ;5(s). et que le second membre est analytique en

t €C, comme e'tTH(Q). Il résulte de (11) que si Ve ai .IA-AOI £ 6;

on & & < Re 7 < b, et l'egtimation. : .

ue-tT(x) -bt.e-;t)

(12) . t €R,

(si t>0, ce sera k2 o-‘t, 8i t<0 ce sera k, e-bt). ce qui illustre

l'aspect "régularisant" de P (en général Q) est strictement inclus

dans H et contient donc des fonctions plus "réguliéres"),

Annexe.
- an.-t'r(x)
Montrons que t comp S ——— est fortement continu en 0%,
: 3

Pour cela montrons d'abozd que cette famille d'opérateurs est unifor-

mément bornée pour lcrg t| gw e s Puis nous montrerons que si u €

ane-tT()\)
8l0rs ew—————— u ~#; 0 , ce qui donnera la conclusion cherchée
528 o

gréce 4 la densité de @ dans E,

a) - On sait aéja que YAEUQR )
n
n ' Mnt N
-5 (rOOse) e S
da [z-v|

pour |arglz=-y)| ¢ Ftu-c.

En posant alors (g-y)t = ' dans l'intégrale représentant

n
—i—e-tT(k) » et en choisissant ' indépendant de t, on obtient la
P £T(1)
n - A ’ '
majoration : ”a = ™ "&*cte.]eyt[.j eReC lsi pour |arg t| € w-e.,
ax r' 14 .
Il en résulte immédiatement :
n_-tT(1)
9
== — || € M! n! N |e¥Y,
A <Z(E)

* on e (T(A)+z0)"2P(A) = (P(A)P(A) +21) " P(2) et T(A)P(1) €L (H).



b) - Soit W€D, on a slorsV i € ‘U()\o)

(r(x) + )™ tu = [g7h 1 - 7o) (T(h) + 21)7 ],
n .
et il en résulte d'aprés la forme de —EE(T(A) +c1)-l, la majoration
di
n
n M n! N
"S—E(T(A)+cl)-luﬂ z

£
E\
ax

——osup [T(A")ull,
lelle=y| arec E

pour argl|g-y| ¢ £+u-£ et #0

Comme u €D on a pup'T(A')uﬂE £ K « I1 suffit alors de refaire
A'E C

le raisonnement du a) pour |t| ¢ & assez petit pour choisir r°

indépendant de t(a& cause du dénominateur|g'+yt|.|z'|), et 1'on

voit que |t] est en facteur dans la majoration finale , ¥



Exercices.

1, Soit {T(A)} une famille holomorphe de type (A) dans le Banach E,
Soit ;, une valeur propre isolée semi-simple, de multiplicité m
de T(Ao) = T(o). D'aprés (I,10) on a :

P(1) = P(O)*(A-XO)P(1)+O[(A-AO)2]

(1) . plo). 5(2) (1) p(a)

avec P S+ 87T
et s(;o-T(°))c:(;°-T(°))s = 1—P(°) .

: (T(x)=z_2)P(2) -
¥x) = 2 = 3 (A=)

A=A n=o
o

Soit ng(n+l)

a) - Retrouver $¢1) « pl0)p(2)5(0)

développements de P(1r) et T(A).
b) = Montrer que 1l'on & (cf, chapitre III, §III, 3)

en utilisant uniquement les

(o) =
P = 37 (v,e.)v,
E RS R
ol {vj} est une base du sous-espace M , et {ej} un systéme de
(O))*

vecteurs propres de (T » bour la valeur propre Eo’

aans

tels que (ej,vk) = sjk .

c) - Dans le cas olU il existe m valeurs propres simples

(1) . ~(1) ' ok
;i s 1®l,6e00ymy, de T s en tant qu'opérateur dans Mo’

montrer qu'il existe m vecteurs propres, analytigues au voi-

sinage de Aos Vi(x) associés aux m valeurs propres simples de

T(x) (pour A#Ao), tels que {vi(x )}

o soit une base

i=l,oooo,m

de M_ .
o

2. Calcul pratique des valeurs propreé et vecteurs propres si o

(0).

est valeur propre simple de T

On sait que dans ce cas.la valeur propre voisine de % s'écrit

(l) + eee + (A-Ao)nc(n)+ sse POUr

z(xr) = L, * (A-xo)c
) € U(Xo)c

De plus le vecteur v()) = P(x) v, = VB+(A-AO)'V(1)+ ‘e +(X-X°)Qén2..
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(o)

ol ﬂvon = 1 et (T -;o)vo = 0, est vecteur associé & r(1). Or

~

on remarque que l'expression de P()) n'est pas facile i manoeuvrer,
il est donc souhaitable de chercher un vecteur propre v'(x)=k(a)v())
plus facile & calculer, ol k(A) est une fonction scalaire analy-

tigque au voisinage de Ao °

~

¥ -
(o)) associé a Too tel que

Soit W, le vecteur propre de (7
(vo,wo) = 1,

posons k(1) = (P(A)\ro,‘\ro)"l .

a) - Montrer que cette relation définit bien une fonction k analy-

tique au voisinage de *o' Montrer qu'en outre
k(2) = 1+0[(x=r)3].

b) - On a maintenant pour Aéﬁﬂxo) :

vi(a) = v +3 (x-2_ )% (v! = v(l)).
o o n 1
n=l
Donner un mode de calcul simple pour les véet ;(n).

(e) v -

Indication. On a (v'(A),wo) = 1, d'ou P .

Oy n» 1,

et on identifie les puissances successives de X=X dans

l'expression [t ()-T()]v'(x) = o,
On obtient : c(l) = (T(l)vo,wo),
v(l) = vi = 8 T(l)vo,

(n)

on obtient en faisant le produit scalaire avec v du
coefficient de (A-Ao)n. Ensuite v; est déterminé en appliquant

S 4 ce coefficient,

3. Application du 2.

1
Soit {T(x)} daéfini par :3=H§(O,l)nH°(O,l) (cf, exercice 5,

. 2
du chapitre III.,), Vu €D, T )u = - .‘.1..3 P L
axz dx

On connaft le spectre de T(o) qui est autoadjoint

céol k2x2 , Kk EN™ et les vecteurs propres SE)‘-_'sin KT X



Montrer que si l'on &crit les valeurs propres de T(\A) pour

AeV(r )
° e (1) = glo) s PRLE ()
n=1l
alors C(l; vél) - (§?: i, - g;%_;)sm knx
et ;(2)= (T(l) (1) véo)) ol T(l)u = x %%-.

(o) (o)

NeBs On montre que Vi = 2vk .
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Rappels sur les opérateurs non-linéaires =« Théoréme des

fonctions img;iciteso

I, Applications différentiables.

1) Dérfinition,

Soient E et F deux Banach, et f une application 3

E = F , définje pour xeU ouvert de E . On dit que f est Fréchet=~

différentiable en x ssi L e<fE;F) tel que

f(x°+y> = f(xo) + Ly + ¢(y)

ol “¢(y)HF < “yﬂE viy) , vwly) étant 3 valeurs réelles et tel gue

lim y{(y) = 0 .
J>o

On écrit MH(y) = O(HyUE) et 1'on note L = Df(x_ ) , dérivée de f en
X, o et Le4(E;F) »

Remarque. Si L existe, il est unique (évident)s

2) Cas des applications @omglétement continues,

Définition, On dit que f : E = F est complétement continue ggi f

est continue et compacte (lvimage de tout ensemble borné est relstivement

compacte ).

Remargueo Si {xn} est une suite bornée de E , alors 31 une sous=-suite
'{xnl } telle que {f(xil)>} converge dans F

Théordme, Soit f ¢ E == F , Fréchet-différentiable en x eE , g

localement compacte en X, (ﬂ un _voisinage U borné,de xojdont

1l'image est relativement compacte), Alors L = Df(xo) est un opérateur

compact de E dans F o

Démonstration : Supposons que L ne soit pas compact et soit B un

- e ez o A G TR 0 D D

ensemble borné de E tel que L{

B} ne soit pas compact. J donc une
suite {ya}C:L{B} et une boule B

o ® de centre O , de rayon p , dans

F , tels que
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Yo = yBeFBp si o # B o

Soit {xu}czE une suite telle que Lx =y, » et Y 6>0 , définissons :

na(xn) = f(x°+6xn) - f(xo) .

On a

(1) nglx ) = 8y = f£(x +dx ) - £(x ) - oy = L(Gxﬁ)~- Sy, +{¢(6xn)
avec “¢(6xn)”F 3 Gﬂxn“E w(dxn) ’

et

(2) nglx, ) - “s(xs) = 8y, = Syg * ¢(éxa) - ¢(6xs) o

Maintenant, ] une boule W de centre O dans E telle que

g{sWlco(s) B, /3

d'oll, puisque B est borné, § A>0 tel que A Bc W et Ya

W $
Glex)ed(s Hicod) B,
s ,
8 1 oun c § ] ] a
Pour assez petit °(1> Bp£3 Bp/3 , dfoll, d'aprés (2)
né(xa) - na(xs)éa Bp/3 (zinon §y, = Gyee GBp et il y & contradiction
avec lL'hypothése), D'ol, d'aprds la définition de ng on a

f(x0+5xa)’w f(x°+6x6)¢:6 B pour o # B et & assez petit,

p/3
Il y a alors contradiction avec la compacité locale en X de £ . B

Corollaire, Si f : E == F est complétement continue et Fréchet=diffé-

rentiable en x €E , alors L =-Df(xo) est compact de E dans F ,

II. Dérivées d'ordres suyérieurge

1) Applications multilinéaires continues.

Théoréme, Soient EipecesE y Fop ntl espaces de Banach, et une applica-

tion u mnmultilinéaire de E_. x occo X E dans F , u est continue ssi

il existe un nombre K> O tel gue Y (xl,eamgxn)e Elx o@oX.En s on ait
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Hu(xl,ooo,xn)HF < K"xl“Eloowoouxn“En o

Démongtration : Suffisance : L'inégalité entraline trivialement la

continuité en O . Pour la continuité en un point quelconque, on utilise

la multilinéarité pour estimer

”’U<x1500093n) - u(xigooogx:)”F ®

Nécesgité ; Soit u continue en O , 31 une boule B :

o sup ”xi”EGS r , dans E, X coox B, telle que
l"—'lgoo.o o 13 1

(Zlgoqogzn)EB - Mu(zlgeeegzn)"F\< 1

Soit alors (xl,OQOan) et supposons que YV i , x; # 0 , on a done

o g,
Zi= rm $ 1=l..ooosn 4 u(xlﬁooobxn) = u(zlgb@“zn) ii[lm-;:--n—
i
1 . .
Dol HU(xlgeOOQXn)“F $ :E"xl”El°°°°°“xnﬂEn s et il suffit de

choisir K = l/rn.o si 3 i tel que x, = 0 , alors u(xl,ooo,xn) = 0

et 1'inégalité est encore vérifiée, %

Remargue. On dit aussi que u est "bornée"” et 1l'on d&finit sa "norme"
Jul = sup Mu(xlooooaxn)ﬂF = inf K satisfaisant 1'inégalité,
x|, <1 '
1YE .
i
i=lg0009n
Notation, On note €£(E190009E33F) l'espace vectoriel des applications
multilinéaires continues de E;X soo X En dans F

Théoréme . ﬂ(Eloooann;F) est un espace de Banacho

La démonstration est la méme que pour SL(E;F) ,

2) Identification de %[Elgi(Eng)] avec <£(E),E,F)

Théoréme, Pour tout ueCJ;(El,Eng) et tout xeB

2. 1 soit uxed;(ngF)
y == u(x,y) o Alors T s x> uxe:Q{El;Q(EQ;F)] et u = U es

un_isomorphisme igsométrigue de %(El,EggF) gur Q[El;,cg(Eng)] o
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La démonstration est laissée au lecteur, Par récurrence sur n , il en
résulte que é(ElQOOOOEngF) peut &tre identifié, avec conservation de
la norme, a Q/(ElgwgioooiﬂEngF))ooo) 0

3) Dérivées d'ordres supérieurs,

Soit f Fréchet-différentiable dans UcE , Si Df(x) est
elle-méme Fréchet-différentisble en X, o on peut définir sz(xo)

appelée dérivée seconde de f en X, 9 et l'on a

D2f<xo)€£[Egi(E;F)]

c'est-d~dire, d'aprés le 2), sz(xo)eeﬁ(E,E;F) = QF(E;F) .

Par récurrence on définit une application p fois différentiable
de U ouvert de E dans F et on note Dpf(xo) la dérivée p °"° en

x, qui appartient & LP(EF) o

Notation. f est de classe C° 5 3 D®f en tout point de U et
x = D® f£(x) est continue de U dans <LP(E;F) .
(k)

On notera dorénavant ¥y les k—uples (yy000,Y), de manidre & ce que

p* f(x)[y(k)]eF o

Propriété., D f(x ) est symétrique par rapport a4 tous ses arguments
{(cfo [3] pour une démonstration ne faisant pas intervenir le Théordme de

Hahn=Banach ).

Démonstration ; On remarque d'abord, grace & l°identification précédente
que la dérivée de l“applicati@n X e Df(x)[y] , ol ¥y est rfixé dans
E , est, en x_ : D2 f(x )EOQy]eﬁi(E F) o Montrons que si f est de

classe C° alors D2 f(x )[xgy] = D°r(x )[&,x]

YgeF* , notons

F(gyn) = (ggf(xo+£x*ny))

2
O°F 2
alors agan(o 0) = (g,D f(xQ)Ey,x])
2
3 _F 2
I 0) = (g,D°f(x_)[x,¥])
F &tant continuement différentiable jusqu'’d l'ordre 2 4, on a
82F 32F

SESn - Sndf d’oli, d'aprés le théoréme de Hahn~Banach 3
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sz(xo)Ly,x] = sz(xo)tx,y]

On montrerait de la méme maniére que

Dmf(xo)Exl’x2f°°°’xm] = Dmf(xo)[xp(l)’xp(z)‘°°°'xp(m)]

ol p est une permutation quelconque des m premier entiers, E

4) Formule de TaxlorQ

Théordme., Soit fec™ de UCE dans F . Alors ] une fonction Q d’un

voisinage V de O de E dans F ; telle gue

f(x°+y) = f(xo) +(%T Df(xo)Eyl + o000 * %T Dmf(xo)[?(m)] + Qly)

oi Qly) = olllyl™) , pour yev .

Degonstratlon s Soit geF* , on considdre alors la fonction scalaire

définie sur [0,1]
t = F(t) = (g,f(x_*ty)) .

(k)“)_ -

On a, pour kgm , F (gngf(xQ+ty)[}(k)]) o Puis, 4 l'aide de la

‘formule classique :

m=1 : t
F(t) = Flo) + 32F7 (0)%, et Lo #(m (o) */TE%ITT'J (¢-5)"" 7(®) (4)as,
LY N 0 .

On obtient,gréce au théoréme de Hahn-Banach (8i xeF et (g,x) =0 ,
V geF* » alors x = 0 , car 3 geF* tel que (gbx):=:}]x“F ®
MQHFQK =1 ) 8 '

f(x°+y) f(x ) + Df(x Yy +ooot ﬁ.];.i.r. p= lf(x )[y(m-nl)-.] +

+ m £(l=t)mml pMe(x *+ty) F™7 at

Maintenant, il suffit de remarquer que

f(lwm ¢ = &

et de prenafe Qly) T;“Iy- f (lmt)mwllp £(x +ty) B(m)] D f( B(mjlldt

B

pour avoir le résultat du théoréme, grace a la continuité de D%t
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5) Fonctions analytigues.

Définition. Soit fe&C de UcE dans F , on dira que f est "analy-

tigue” dans U , si pour tout xeU , § une boule Bp ouverte dans E ,

de centre x , de rayon p(x)>0 , telle que f puisse s'écrire sous

la forme 3

flx+y) = f£(x) +§j f<n)(X)[¥(n)j R

n=l
ou f(n)(x)ejﬁn(E;F) s 12 série étant normalement convergente dans F

pouwr ye Bp )

Remargue, Il y a unicité des f(n)(x) o« En effet, considérons

op
. glx,y) = E f(n)(x)ﬂy(nXJ = 0 et soit p le plus petit entier tel que
n=1
'f<p)(x) # 0 o Alors h{t) = glxaty) est continue sur J0,1] pour

% ‘
”yHE = p’<p o Or 1im h(t) = f(p)(x)[&(P)J s D'autre part, par construc-
t-+o .

tion h(t) = O y1;e]Q,l] == 1]l y a contradiction.

III. Théoréme des foncitons implicites,

1) Dérivées partielles,

Soit fe,cl de UcE dans F , On considére le cas ol

E = Elx E, o Pour (al,az)e U, on a les applications partielles

X, o f(xl,az) et x

1

5 = f(al,xe)

d'ouverts de E, et E, , respectivement, dans F , On définit, de méme

que pour les applications de i o, Les dérivées partielles de f

{le(algae)e%(EliF)

D2f(al,a2)c-:‘.z(E2;F) .

. exl - n
On montreralt, de maniére analogue au cas R , que

DE (%) 0%,) [¥307,] = Dy flayox,) [3)] # Dyf(xyex,) [v,]



VI.T

et que pour que fe:Cl il faut et il suffit que le et D2f soient

conbinues,

2) Méthode des approximations successives,

On veut résoudre y = Fi(x,y) par rapport & ¥y o

Théoréme 1. Soient U et V , deux boules ouvertes de centre O et de

rayons o et B respectivement dans E et F , et soit F une aBElim

cation continue de UxV dans F vérifiant :
YIRS 000 SEMTREwRbeaeet et St s

flﬁ(XQYé) ""g(xele!F v{i k”yz‘“ylﬂF y k<l

our xeU , vy et yzev o Alors, si de plus

I§(x,0 )5 < 8(1-k) VYxeu ,

] une application unigue f de U dans V telle gue

f{x) =F[x,2({x)] , YxeU

et f est continue dans U o

Démonstration : Posons Yo =0 et y_ = @(xsynwl) pour n3l . Supposons

oD e D wD @D e e WO e @D e @D

que ypev pour p=l,ccosn=1l o Pour pe [2y,n] , on a

| -1
Iy =7 poallp = NFxay g =Flxay ollp < By, 1=y, oy « %77yl
Par suite

FA
*oootllfly g ¢ —Ecp = y.ev
1

o

n=1
v lle s (x

De plus, par récurrence, yn(x) =€F[x,ynml(x)] = fn(x) est continue de

U dans V et [[f (x)-f  (x)] < k""1g(1-k) pour xeU . On a alors
une suite de Cauchy dans l'espace de Banach des fonctions continues bors
nées de U dans F {(muni de la norme de la convergence uniforme), Cette
suite converge donc vers f continue bornée : ”f(x)”F< B o Lunicité

est immédiate, H
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3) Théordme des fonctions implicites (ef. [3]).

Théoréme 2, Soient E, F, G +trois Banach, & continuement différentiable

de UCExF dans G . Soit (x_,y_)<sU tel que gf(xogyo) = 0 et_gque

Daﬁlxoeyo) admette un inverse borné.

Alors, 4 U{XO)C:E tel gue VY 4% voisinage ouvert connexe de
x@c'&(xo) » ] une application continue unique f de ¥ dans F  telle
gue flx ) =y  , (x,f(x))eU et Flx,£(x)] =0 Yxe v, De_plus,

f est continuement différentiable dans ¢ et sa dérivée est donnée

per

£1(x) = = [D,%[x,0(x)]]1" e [D F[x,t(x)]]

Démonstration : Trois &tapes 3

ldre étape.Existence et unicité de f , de '&(xo) dans ’&”(yo) o
Notons T = Dgfﬁ(xo,yo)e‘é(F;G) o L'égquation F(x,y) = 0 s'écrit

augsi
, -]
y = g(x,y) avec -g(x,y) =y - T, TF(xey) o
On a D2g(xo”yo) = 0 par construction et l'on va appliquer le théordme
1 & la fonction (x°,y’') == g(xo*x”,yo+yﬁ) - ¥, o

o o
Soit €>0 tel que eHTb NQXG;F) < 1/2 E deux boules ‘U(xg) 9

‘w”(yg) de centres X, 0 Vg et de rayons respectifs o, B, dans E et

F , telles que Y xeﬂw(xo) et ¥y y2e1}”(yo) , On ait
"g(xbyz )‘”%<X»yl)“1’o(y2“’yl NH G < e,ﬂyamyl “F 6
D%ou

G (xo5,)=8lx,y M < "Tzlwﬁ(GsF>OHTo(ygeyl)cﬁ%xgyz)m@(x,yl))HG
< 1/2 “yzmyl“F °

D’autre part, g(x,yo) -y, = - T:l@(x,yo) o Or @Kxogyo) =0 et F est

continue, D'ol, pour a assez petit on a

”g(xgyg)wyoﬂ < B/2 pour xeﬂﬁ(xo) o

On peut alors appliquer le théordme 1 : 7 une application unique £ de
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fv'(xo) dans ‘U’V(yo) telle que @[x,f(x)] =0 yxa’@'(xo) et

f(xo) =y, o De plus f est continue dans TKxo) o

2éme étape. Extension de l°unicité,

Soit maintenant ’Uc:ﬁKxo) s un volsinage ouvert connexe de X, s OB Va
montrer que f est l'application continue unique de 1 dans F telle
P T NN

que f(xdb =y 4 (x,f({x))eU et F[x,f(x)] =0 &

o
Soit g une deuxidme application vérifiant ces conditions et
considérons le sous-ensemble M<:®(x°) des x tels que f(x) = g(x) »

X &M par définition et M est fermé car image réciproque par f-g
de {0} . Montrons que M est ouvert, il en résultera ainsi que M = ¥

et le résultat voulu sera démontré.,

Pour cela on utilise le fait que l'ensemble des opérateurs linéaires
d'inverses bornés est ouvert dans %(F;G) , d'oll, pour :ce@%xo) .
Dzﬁfx,f(x)J est d'inverse borné, Soit aeM , on montrerait alors comme
4 la premidre étape qu'il existe W(a)cV et ¥'[f(a)]c F tels que

Y xew(a) , £(x) est la solution unique de W(xgy) = 0 telle que
vyew'[f(a)] . Mais comme g est continue en a et que g(a) = f(a) s
Bl ’l}l(a)c’l}(a) tel que g(x)ew[f(a)j pour xe'w'l(a) ¢ Dlol,

g{x) = £(x) pour x«svl(a) et M est ouvert.

3éme étape. Différentiabilité de f o
Soient x et x+heﬂ}(x°) et posons u = f(x+h) -~ £(x) , alors
F(x+h,f(x)+u) = 0 et u ==> 0O quand h == O , Maintenant, d'aprés
la différentiabilité de & , on a ¥ 6>0 , { r>0 tel que

|F[x+n,£(x)+u] ~ Flx,£(x)] = D Flxyflx)o[n] = ng(xaf(x)[u]HG

<&(Inf+[lul) pour fnf<r ,

Comme Dé?[x,f(x)] est d'inverse borné, ceci peut encore s'écrire :

| [, F (xy2(x)] ™" [0, 5 [x, £0x)1T0 (] +ully < 8 I [D,F(xae ()] fUUnisliul) .

Or si on prend & tel que &U(D2$?ml”-s 1/2 et si on pose
a = 2“(D2$?"lo Dlﬁﬂ+l » on arrive immédiatement 3 "u"F < aHhHE 6

Par sulte, revenant 4 la définition de u on arrive 3§
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Hf<x+h>-f<x;+[ngs(x,f(x>fi[Dl§<x9f(x)]e[h]uF < s(2ra) (0,8 M nlg »

et ceci prouve la différentiaebilité de f et l'expression de sa dérivée

montre qulelle est continue, E

4) Théoréme des fonctions implicites dans le cas analytique,

Théoréme 3, (ef. [h])o Si, ... outre les hypothéses du Théoréme 2, F est

analytique de UcExF dans G , alors, la solution y = f(x) de

F(x,y) = O est analytigue dans un voisinage ﬁ%xc) o

Démonstration : On peut donc écrire pour (x,y)e:B?(xo,yo) (boule de

o @ an a cm oo D G G 0 v T en

rayon ¢ dans ExF) ,

y - | (p) (q)
() Flxyy) = T F, [xmx) P oy )10
p*az>l
avee F_ e L(EjosesEy FpooogF3G) et fv”"le%(G;F) o
P9 N NP ol
p fois q fois
On pose x=-x_ =h et y-y = u , on peut alors écrire F(x,y) = 0 sous

0
la forme :

(2) u = .-‘F'"’igi‘ﬁl [n] + F [h<p),u(q)]}
o o P;Z;;z helo}

On cherche alors la solution (dont on connaft l'unicité), sous la forme :

- (n) .
(3) u = u [h ] (notations du II,5)),

Cela donne, en identifiant (on utilise ici 1°unicité du développement)

u[p] = - F .8 ]
u2[h§2)] = -M?Zie{@éo[h(2)1+3al[h,ul[h]]+ﬁg2[(ul[h]J(z)]}

6006860006000

w 0] = 2 (hyup,eeeu )

n=1
ce qui permet de déterminer successivement les unIh(n)] o

Il reste & montrer la convergence de (3).
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Remarquons d’abord que si ”hﬂEs p, et ”u”F‘ p, avec p, * p,<p 4

alors |9 h(p)su(q) I wmemecte O uniformément par rapport & h et u
bq G ptg-ee -

En effet, d'aprés la définition de l'analyticité et le fait que l'on a

Z:: ?Pq[h(p),u<Q)] = @(n)[z(n)] oi z = (h,u) , alors si
p*g=n

Hu“F + ”h“E sp'<p , 3 K>0 tel que

| Z S?Pq[h(x’),u(q}_]][cs Kll‘.‘.il_*;m‘_ﬂ] .

p+q=n
Supposons maintenant que [lh| = Py s | uf|= o, et que p, + p, = "< o’
alors H E : P u‘l gpq[h(P)ou<Q)]”G m 0 pour )\gue[ogl] s
' p+q=n

Faisons u = 0 = ”@go[h<n>]ﬂG T3 0 . De méme, on arrive &

“mbn[u<n>]”G > 0 , On & donc maintenant

-+
-1 -1 4 3
” Z:: AP uq ﬁﬁq[hkpjgu(Q)]" n»g 0
ptg=n
p et gzl

En opérant de méme que précédemment, on arrive &

19,y 2Bl g 0 e 19y T gm0

Itérant le processus, on obtient la propriété gherchée,

Finalemant, on peut donc garantir l’existence de M>0 tel que

7S

l!ﬁ:ioypq[h(p)'“m}]”F M si |ﬂhﬂ[E\<p1 et IluﬁlFsog 8

Nous sommes alors préts 4 construire une série majorante pour(3). Pour

cela écrivons bl =& et Ju LTI 8_£® . Nous obtenons
E n F n
L.
3l€ €« M o1 7
2 B. ¢ B,E 2
887 € M[(3=) + (E=)(=de) 4 (=2
1 P1 P2 P2
6000000000 nml
B, & g g
Bnﬁn £ MQn[fﬂ » E£“9000@ -lLiéamwn o Polynéme homogéne de d°n
1 2 2 en £
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Remplagons les inégalités par des égalités en notant Y; au lieu de Bs
o8 o

et n = Yigl » DOUs obtenons une série majorante dont chague terme
i=1

est déterminé & partir des précédents. Il est alors immédiat de voir

que n satisfait formellement l'é€quation :

Y q
(L) 9= M5 S .
D IRl
ptqy2

Mais, dés que T <op et n<op l'équation (4) peut encore s’écrire 3
® ') 1 2 ] q

(5) = i - M - M
" (1-»-5»-)(1@‘;}-) Po

f1 2
L'équation (5) doit fournir une solution n = n(g) telle que n(0) =0 .

Pour cela, on vérifie qu'il est nécessaire que

2

g < O avec a4 = p (m%—nm)
< v 1'p,*2M ’
et qulalors 3
2
P 1/2 =1/2
= 2 1 mg muin-nV
v =gy (- (- e

Le développement en série entidre de n{(g) garantit la convergence pour

Osg<asp, o Finalement, si l'on prend “xnxowE < a(plgpg) on est assuré

de la convergence en norme de la série :

y = v *.Z:: un[(x~xo)(n>] o

n=1

Remargue., On peut rechercher le a optimum, puisque + Py <P est la

seule contrainte, Si on admet que M = M{p?) ol p'< p , alors si

= 5
Pl + 92 ) ’
qui est, ainsi que o de l'ordre de 1/3 p® quand p'/M est petit

1/2
v -
» le meilleur choix est donné par Py = p? = 3M{(l+%%~) -1

devant 1 o

IV, Théoréme de Brouwer (théoréme du point fixe),

Théordme, Soit ¢ une application continue de S = {xezmngﬂxﬂ$l} dans

lui-méme, alors 9 y tel gue ¢(y) =y o
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Remargue. Le théoréme est encore vrai si on prend un domaine Z} homéo-

morphe & S , & la place de celui-ci (si y =¥ (x) et E = Y (S) wmp
=1

x =¥ "o god(x))

Démonstration : lére @tape. Supposons que l'on ait montré le théordme

=D D D o am En oD G @D G ©D an

pour tout gec” de S dans S . Alors, d'aprés le théoréme d'appro=-

x*imation de Weilerstrass, 3{¢k}c:c" de S dans S , convergeant unifor-
mément vers @ dans C° de S dans S o Y k 4 3 y €5 tel que
¢k<yk> = ¥y oo Puisque S est compact (dimension n), ] une sous-suite

{yk } convergeant vers un point ye S . Mais,
1

lim ¢k (x)
kl"‘@" 1

gy

#(x) uniformément sur S , d'ol

lim ¢ (y) = 1im ¢ _ (y._ ) = 1lim y =¥y .
k| > ky k> kyp kg Ky >en ky

Ceci montre qu'il est suffisant de considérer @$eC° de S dans S .

2éme étapes, On suppose @$ecC® de S dans S et on

suppose que @(x) # x s YXxeS . On considére alors une fonction fec
de (n+l) variables, de la forme : f(t;x) = x + t a(x)[x=@(x)] , te® ,
xeS , o x =+ a(x)eC (S) est telle que a(x) = 0 pour |ixll = 1

et |lx + a{x)[x=@(x)]] = 1 o On peut expliciter a{x) , sous la forme

_ 1/2
fx - g(x)Fa = (x,0(x)=x) + {(x,2=0(x))% + (1=f|x]?)[x=0(x) ][>} .

c’est-d~dire la plus grande racine de 1l'équation [x + a[xm¢(x)]ﬂ2 =1,
Par hypothése, comme me¢(x)ﬂ # 0 , le discriminant est >0 gquand

“x“ # 1 . De méme, si ux“ = 1 , alors (x,x=@(x)) # O sinon

(xgﬁ(x)) = 1 entrainerait (x) = x . Le discriminant n'étant jamais

nul pour xe8S , il en résulte que x =3 a(x)e C (8) .

Notons maintenant Do(t;x) le déterminant dont les colonnes sont

les vecteurs %%m(t;x),goo,'%éu(t;x) » €t considérons l1l'intézrale
1 n
(1) 1(t) = fs D (3%) dx)4000,dx -
I{0) = vol(S) car DO(O;x) = 1 puisque f£(03x) = x ,
I(1) = 0 car Do(lgx) = 0 puisque [ £(1;x)|| = 1 donne une relation de
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dépendance entre les vecteurs-colonnes de Do(l;x) » On va montrer qu'en

fait I'(t) = 0 , ce qui donnera la contradiction recherchée.

Si 1%on note Di(t;x) le déterminant dont les colonnes sont les

of of 9f of . 3f
vecteurs 3?(t5x) . 3;—(t;x) soeay 3;7“—(t;x) " 3;T-(t;x) poosy Egu(t;x)
o a=l i+l n
alors on a
d = i 3

2 w—— 4 = oxo - ————— s

(2 = Do(t,x) E : (-1) = Di(t,x) .
i=1

En effet, posons cij = Cji = déterminant dont la premidre colonne est

2

8" f . " P af af « df af .
Exiaxj ; les autres etant T *°°°0 axn oud axi et xj sont omis de

l'énumération. En notant t = x_, 1 pouvant varier de 0 & n

maintenant on obtient

aD. . .
FH E (=1) Cij + ; (=1) cij 6
J<1 Jj>1
Dol
, 9,  m " o , :
(=1)7 == = (=1) Cs ;3 6{igj) ol o(i,J) =1 si jei
. J=0 = 0 gi j=1i
==1 81 J>1
Enfin 3
. i 9Dy . i+
Y (-1) = = Y (-1)itd Cis 0(isd)
1=0 i i,j=0
n .. n ..
_ i+j . _ " (it . .
= (=1) Csi o(j,i) = (=1) Cy o(i,j)
i,3=0 isJ=0
Z:n i 804
o (=1) 5= = 0 et (2) est démontré.
1=0 i
Il résulte de (2), aprés dérivation sous le signe f’ de (1), que
I'(t) est une somme d'intégrales du type :
. 9D,
+
(3) (-1)**? m—= dX. oo dAX_ o

g axi 1 n
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° - ° P . 9 2 . .
Seit Si la sphére unité dans l'espace de variables (XIQOGngingxi+la

. + 2 2 2 2.41/2
x et solt x., = |1l = {(x, + + X. + X, + + x et
0600g n) % o 3 [+ ( 1 00 el el 600 n)]
= * o - *
. B wX, Sol1t encore . = (X X. X5 %K. x alors
xl =X o o1t en pl { 1900°9%; _1eX 0% 100000 n) $ (3)

"gse décompose en deux intégrales
i+l + -
(h) (“”l) JS [Di(tgpi>mDi(tapi>]dxlooodximldxi*looodxn ®
i

+ +
Mais, NPEM =1 et %%(tgx) = 0 pour [x| =1 == D.(t3p;) =20,

et I°(t) = 0 . Il y a donc contradiction, et cela montre que

1'hypothdse initiale @(x) # x V xeS est erronée, ﬂ

Notons pour mémoire, la généralisation du théordme de Brouywer dans

un Banach

Théoréme de Schauder. Si S est un convexe fermé borné de E et ¢

une application complétement continue de S dans S , alors 3 xS
tel gue
¢<X> ®

>
]

Remargue. Ce théordme résulte du théordme plus général de Schauder=
Tychonoff (ecf, référence [1]) :

Un sous-ensemble compact convexe C d'un espace vectoriel topolo=

ique localement convexe a la propriété du point fixe : c'est-d-dire gue
L

toute application continue de C dans C & un peoint fixe,

En effet, 2(g) est un compactc=S et l“enveloppg convexe étant

notée col(.) , on a : co[@(s)] qui est un compact convexe < S . D'ol,

$ [cole(s)]] = ¢(s) < cofels)] ,

et, puisque le Banach E est localement convexe, 3 admet un point fixe
dans c@[Q(s)J o
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VII - Problémes d‘évolution faiblement non-linéaires

Opérateurs indépendants de t

I, Espace K .

IT, Equation différentielle linéaire avec second membre,

III. Probléme d'évolution non=linéaire,

1) Définition du probléme,

2) Existence de la solution. Propriétés générales,

IV, Comportement de la solution quand & == o ,

1) Définitions,
2) Cas ol tout le spectre de L est du cBté des réels >0 .,

3) Cas ol une partie du spectre de L est du cdté des réels <0

Annexes.
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Problémes d'évolution faiblement non-linéaires

"Opérateurs indépendants de t

Is Esgace K &

Soit L un opérateur linéaire fermé, de domaine dense 0 , dans
1"Hilbert H , vérifiant les conditicns du §.V du chapitre b, c'est-d-

dire que ¢ e emLt

est un semi-groupe analytique dans H ., On
suppose alors, qu’il existe un Hilbert K tel que les injections
canoniques D < K< H soient continues, ol D est muni de la struc-

ture hilbertienne définie par le produit scalaire :

(u,v)50 = (ugv)ﬁ * (Lugbv)H .

On sait gque pour >0 , exp(=Lt) e<(K;9) puisque c'est la composi-
tion de l'injection continue K = H et de emLteﬁi(Hgﬁ) o Nous

faisons alors l°'hypothése essentielle suivante

=Lt c -
(1) deso , e “.35(1{%53) € ;&’ e e [0,1] , te]0,T] &
Cela implique nécessairement que l1l'inclusion H &K soit stricte si les

espaces sont de dimension infinie (e¢f. chapitre 4},

Exemple.,
H = La(Ogl) v D = Hg(O,l)f\Hi(O,l) (notations classigues

des espaces de Sobolev),

2
L : Yued, Lu = ~ émg e H o
ox

On montre que P est dense dans H , l'injection étant compacte. D'autre
part, L est autcadjoint, strictement positif., Il en résulte que

t - e”Lt est un semi~groupe analytique dans H . On montrerait de
plus que si l'on prend K = Hi(o,l) s, alors 1l'inégalité (1) a lieu avec

o = 1/2 (interpolation entre espaces). Enfin, on montrerait que si

K = Hl(O,l) s alors 1l'inégalité (1) a lieu avec o = 3/4 (démonstration

faite & 1fannexe 2).

* o B - < o °
Lemme 1, Une condition nécessaire et suffisante pour gque l'on ait (llest

gu’il existe une constante y&R et une constante k€>0 s telles

®* ¢cf, & 1'annexe 2 un lemme équivalent (D, et H, Brézis) qu'on utilise
ensuite pour démontrer les estimations pour l'exemple ci-dessus.



VII.2

18 ¢
- 'ars(C~Y)]$ =+ -€
(2) I (L+ ) l"g(x;g) < “--TT:; s pour 2

lz=vy lz=v|> €

Démonstration : =L &étant un générateur infinitésimal d'un semi-groupe

holomorphe dans le secteur |arg t|<w , ] YeR et M_7 0 tels que

M
€

| @) gy € ooy Bovr larslz=v)ls F+ w-c .

D'autre part, on a vu que :

(L+c)'l = J e”CE =Lt 4y pour Q®e >y 3
)
bPrenons alors felR , >y , on a
- M® 1
(TS 73 et [PPSR Y '
‘ (K32 ™ (y)t=e (g=y)®

car uenhtuz(Kv$)1s MV(l+t"a)th pour t>0 (§ M t) .

On a maintenant 1%identité

(Lrg)™d = (Degm)™ o (gego)(nrg)"H(oegn)™t

oi |arg(g-y)| < %-* w=-¢€, |t=y|] = z* = y , et oll on remarque gque

(L+;)”%sf£($) avec la méme norme que dans <(H) (évident)s On arrive &

102 Mgy € DB ) g, gye [+ Temer 1o llzre) gy ]

R U T 1.1+ 2u
o L (=07 - s

et 1°0on a bien montré 1'inégalité (2) cherchée.

Réciproquement, si on a 1°inégalité (2), alors on utilise

~Lt _ _1 et -1
Tl o A JP e (reg)™t agp

oi T est une courbe identique 4 celle que lfon a définie au §.V,1) du

chapitre 4, mais translatée de +y, On a alors pour %>0

k
le™* ek, 0) € 57 fr e{Re B)%, T el
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et l'on arrive 1mmédiatement a

(3) e %% < c(1rt™%)e¥Y

i(K;fb)

oi C est une constante positive, On en déduit immédiatement la formule
(1) pour te]0,T] &

Remargue. On montrerait de la méme maniére, que

=Lt Cl
3 cp>0, e “g(x;ﬁ)‘$ :TTE sy te]o,T] ,
d'ou
C
2 =Lt 1
L% e "%’(K;H) SF-; » telo,T] .
I1 vient alors, pour s<t , S,t € ]0,T] ¢
t =Lt t
=Lt -Ls de 2 =Lt
™™ = e Ry gy = E [ B arl = [ 1F o7 an
4(K3H) s dt s
t C C a _a :
1 1 t =g
< medeem QP R e emmesscos
) Js 1t ¢ (ts)?
D'ou
. a _a
”e”Lt - e-Ls”%(KsQ) < C2E%::§; + (t”5>l-uj si o # 0 s,te]0,T] ,
s
-Lt -Ls . ¥
et |e - e ”%(K;&) < Cz[(Log t - Log 8) + (t-s)] si a=0 s,te]C,Tl

II, Equation différentielle linéaire avec second membre.

Il s'agit dans ce paragraphe de résoudre le probléme

du

(1) < *+ Lu s f(t) , uec®(0,7:9)Nct(o,TiH)
1

u(o) = uoe.$ .

oi fe Cc®°(0,T;K) . On rappelle que Cm(O,T;B) est l'espace de Banach
des fonctions de [0,T] dans 1'Hilbert J) (T peut &tre infini),
continues et bornées ainsi que leurs m premidres dérivéesy muni de la
norme 3

m

(m) (k)
= ' {t) °
lHuiHBT §=; tz?gnT)Hu HB
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Lemme 2. Le probléme (1) admet la solution unique s

t

(2) u{t) = e”Ltuo + j _emL(tmT)f(f) dtr , T ©borné.
o
Démggfsfagiog 3 a) Unicité de la solution de (1), Soient u, et u,
deux solutions de (1), alors v = u,-u, vérifie 3z
S-g-% +Lv=0, vec®0,7;9) nct(o,T;H)

1v(0) =0 ,
Or, on sait, d'aprds le chapitre 4, que 1%0on doit avoir v=0 ,

b) Vérification que 2) est solution de (1),
La fonction t = e‘Ltub eco(ogtaﬁ)flcl(O,T;H) s car uoe‘ﬁ et
Sfe~lty ) = <7kt 1y ec®(0,T;H) . De plus e“l%y  ——s u_ dans 9 ,
° ° o o
t-+0
t

Notons maintenant v(t) = J e‘L(tmr)
o

£f{t) dr » Alors v(t)e D et

v(t) =3 0 dans 2 , puisque
t-+o

=L(t=1) C <
e g ¢ woimg Mgl v et

De plus, si h»>0

B L (t+het)

t
v(it+h) - v(t) = f [e"L(t+h"T) - e“L(t“T)] £(v) dr + J £{z) ar
Q

t+h t+h
or Hj e‘L(t+h‘T>f(r) dr || ¢ J
t D t

t

il ar = er e FI

[t+ ] l=a
et 81 a # 0O
t N
(.‘L(t‘i‘hm’f) - "L(t—T)>f(' ) de 1l < C £ 1 lmoﬂd
“jo € e T T“:D 2”! “!K [(.t“‘r>a (tmf.*h)a v
=C21”fI”K {T hl:a + T%;(hl“d + tl"a - (t*h)lna)}
T

(si a=0 , le calcul est semblable), Il en résulte que

”v(t+h) v(t)” est au plus de l'ordre de nt® , aton

ve c%(0,T;9) et, de la méme manidre on a Lve CO(0,T3H) .
Eanfin,

t+h

viern) = v(t) . L( ~Lh_g, J" e L(t=T) ey aq %J =L {t+h=7)
t

h £(v) ar,
o

o3
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v(t+h) = v(t) -
h

dod lim
h+o*

admet une dérivée & droite D+v(t)e:C°(09T;H) o

- Lv{t) + £(t) (dans H) , et t w=>» v(t)

t
Oor wv(t) = J D+v(x) dt (par un raisonnement classique *), ce qui
(o]

entraine %% = D+v(t) et v est dans Cl(O,T;H) R

La vérification de l1l'équation (1) devient alors immédiate.

Lemme 3. Soit o(L) le spectre de L , si v;eo(L) s Re T »E> 0

alors le probléme (1) admet la solution unique (2) dans CO(O,agﬁ)(\
1
c™

0,*;H) , pourvu gue f'eco(ogm;K) .

Qémonstration ¢ En déformant le contour d"intégration I dans l'expres-

L e T

sion du semi-groupe holomorphe, de maniére a4 ce que sa partie la plus

4 droite soit un segment d'abscisse —£<0 , on arrive aux estimations :

(3) ”?mbt"i(H) = “emLt“ﬁx$) = koemgt ® t20 ,
(&) I, Rt L) e, w0
K39 t

La vérification du fait que uft) , exprimé per la formule (2), soit
dang Co(Oswgﬂ)(\Cl(Oaw;H) est alors immédiate. %

III. Probléme d'évolution non-linéaire,

1) Définition du probléme,

Il s'agit dans ce paragraphe de résoudre le probléme :

(1) s% +# Lu = M(u) = 0 , uec®(0,73D)n ct(0,T;H) .
]u<o) =uecd,

oi M : @ -+ K est analytique au sens du chapitre 6, et tel que

¥ Notons w(t) = 2D+ v(t) dt . Alors %% existe et est continue, de

“plus D' (w=v) = O ,» +ef0,T] ; d'ol, si 1'on fait le méme raisonnement

qu'au §.II,3) du chapitre 4, on a w(t) = v(t) = cte = 0 ,
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Il < vulf si Jully s 5y -

D'autre part, on impose & M de transformer tout borné de 9 , en un
borné de K .

Exemple, Reprenons l'exemple du §.1 et choisissons le terme non-linéaire
M{u) = f(x,uggf) y ol f est continiliment différentiable par rapport &
ses trois variables et, de plus, analytique par rapport aux deux
dernidres variables, le développement au voisinage de O commengant
rar des termes quadratiques, Pour ued , on sait que u et %% sont
continus et bornés sur [O,l] s On aura donc bien une estimation du

type 3

”f(xausau)” 1

— i (0,1) < yﬂu"; si Wu“$ est assez petit,

et l'on peut envisager‘de résoudre le probléme d'évolution

5 |
du 2 2
5t T —~§ - f(xnuegﬁ) = 0 (par exemple f(x°u°%§) = (%%) )
ox
u = u eH?(0,1)nHL(0,1)
lt=o ) s o )
° 1
“lx=o = Y|x=1 " 0, ueC (0,T3D)NC {0,T;H) »

2) Existence de la solution., Propriétés générales.

Lemme 4, Le probléme (1) est équivalent au probléme

t

(2) u(t) emLtu° + jo’eub<t'r) M[}(T)] at uEZC°<OgT§$).g

od u e D,
- o

Démonstration : En effet, s8i u est solution de (1), alors

D i ) A - - WD D D WD D b

M(u)e CO(O,T;K) et d'aprés le Lemme 2, on a bien (2),

Réciproquemgnt 3 {2) =% M(u)e CO(OQT;K) s d%old 1l'intégrale du

second membreéECO(O,Tg£)()Cl(O,T;H) comme on 1'a vu au §.II,
Dautre part t —> e“muoec"(o,m;.@)ncl(o,T;H) s et ul(t) s u,
t+0

dans &£ . Le fait que u(t) vérifie l'équation (1) se déduit du Lemme 2,

Théoréme 1. Existence et unicité de la solution de (1),

'l uoe.S s 11 existe une solution de (1) pour tout T~<Tm(uo) » De plus,

5% grace a TTexistence de >0 tel que sup (lu(x)l,l%ﬁ(x)]) < clufl o
xe(oyl >
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cette solution est unigue et dépend analytiguement de LI Enfin, ‘83

T,<*te , lim sup[”uﬂ”$T = 4o

T-»T
m

Démonstratigg ¢ lére étape : Existence de la solution,

- D D A D B e e ) e

Posons ”uo“m = R /2 et soit By 1la boule fermée de centre O
o

de rayon R~ de l'espace D ., Alors, on sait que 4 Mp
o

ueB, ([M(u)liKsMR .
o o

[¢]

U, v, € By, HM(uz) - M(ul)”K € M ”u2'ul“@
o °

Soit alors

t
@t(u) = fo ewh(tmT) M[u(’@‘)]d"f »

81 on note

t
() =j K(1+77%) &¥7 ar ,
©

on obtient Y ul,uze:co(osT;BR ) s
o
By (uy) = By lu) g« 1(8) MRo“Hug"ulmQT 0
. =Lt
Soit alors T _  tel que sup _fle™Fu_|l, = R [1-M_ oI(T )] ,
° te[0,T_] °d or R, e

To existe puisque le premier membre est non décroissant, le second

strictement décroissant et que 1l°on admet la valeur éventuelle T° = ®

Alors, d’aprés le théordme du point fixe du chapitre 6, il existe une

solution unique de (2), uG:CO(O@TO;BR ) I
o

1

On assure alors l°'existence de ue:Co(O,Tl;BR ) se raccordant avec le
1
précédent, On itére le processus, jusqu'’d l°obtention d’unme solution

Reprenons maintenant le probléme avec u =-u(T°) et Ry =‘2"“1“$'

de (2), Bur un intervalle maximal [Ong[ » telle que si T<T , la

solution soit bornée dans 2 ., Remarquons que si 1°un des T, itérés

précédemment est infini, alors la sclution est dans Co(o,w;%up R ) J
i

d’autre part si T < +e alors lim sup||/ufll = « , sinon il serait
n P D
m

possible de construire une sclution sur un intérvalle contenant [O'ije
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2 .
el < YhulE s fully < 8,
D°autre part, on impose & M de transformer tout borné de P , en un

borné de K .

Exemple. Reprenons l'exemple du §.1 et choisissons le terme non-linéaire

~

M{u) = f(xguggg) , ol f est continliment différentiable par rapport i
ses trois wvariables et, de plus, analytique par rapport aux deux

dernidres variables, le développement au voisinage de O commengant
. . u
rar des termes quadratiques. Pour wed , on sait que u et %; sont
»

continus et bornés sur f@al} » Oon amura donc bien une estimation du

type :

Hf(x,usﬁﬁﬁﬂ < yﬂu“z si Jul, est assez petit,

et 1l'on peut envisager de résoudre le probléme d'évolution s

U 32u

3wy _ Uy _ s3u2
= - ;;5 - f(x,uaéi) = 0 (par exemple f(xguggx (3;) )
2 1
= 1
Uipag = Uo €H (0,2)NE (0,1)
u = u =0, uec’(0,T;2)0 c (0, TsH) o
!x=o Bxgl ] s+ $ <+

2) Existence de la solution., Propriétés générales.

Lemme 4. Le probléme (1) est éguivalent au probléme

t

(2) ul(t) embtuo + IQ e=L{t-1) M[}(t)] dr , uec®(0,T;9) ,

ot u e d,
o

Démonstration : En effet, si u est sclution de (1), alors

D I D - AT D ED WD WD D WD WD BT

M{u) e CQ(O,T;K) et d'aprés le Lemme 2, on a bien (2},

Réciproquement : (2) == M{u)e CQ(OQT;K) , d700 1%intégrale du

second membreeSCO(OQT;$)()Cl(O,Tgﬁ) comme on 1'a vu au §.II,

D'autre part & —> emhtugeco(O,Tgﬁ))nCl(O,T;H) o et ult) —

t=0
dans D , Le fait que u(t) vérifie l'équation (1) se déduit du Lemme 2.

Théorédme l, Existence et unicité de la solution de (1),

Y u e 9 , il existe une solution de (1) pour tout T~<Tm(uo) « De plus,

¥ grace a TTexistence de ¢>0 tel que sup (ﬂu(x)[,[%ﬁ(x)l> < clull o
xelo,l : >
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28me étape : Unicité de la solution sur [O,Th[ o

Soient deux solutions wu et Vv bornées sur [0,T] , on note

W =u=-YvY , On a donc

wit) = @t(u) - @%(v) 0

d%o1 ”w(ﬁ)“g)s I(¢) sup [M[u(x)] - M[v(r)]ﬂK o

te(o,t
Soit alors K(t) = max{M sup  [lu{t)]"* ¥ sup ﬂv(r)”} ?
te{o,t) telogt)

ce gqui donne

”w(t)“@ & I(t) K(t) D(t) &
Or, le second membre est une fonction croissante de t , d'old 1l'on a
D(t) ¢ I(t) k(%) D(t)

et T, tel que I(T,)K(T,} =1/2 , d'oll D(t} = 0 pour te[o,mlj[
(83 T,>T , on a d&ja 1'unicité sur [0,T] cherchée).,

Notons alors [O,s] 1°fintervalle maximal inclus dans [0,T] tel que

D{t) = 0 Y te [0,8] » Il en résulte que pour _t>s s On a

t
wlt) =j e L= (yTute)] - M[v(s}]) as ,

8

et si 1%on note X = [éup k(%) ,
te[0,T]

t
«L{twt)
|§W(t)ﬂ!$\< L“e lg(xyg) KD(t) dt s I(t=8)oKoD(t) o

Si te[s,s+s] od & vérifie I(8).K = 1/2 , alors D(t) = 0 et
il y a contradiction avec la maximalité de [0,s] , d’ol 1l°unicité sur
[oyT] , VT< T, e

38me étape Analyti@ité'enn_uéT“(T<w) o

Comme 1l'application t = D M[u(t)] ae [o,T] dans %(ﬁgK)
est continue, il en résulte que J[|D M[u(t)]%x$bx) < Cc, tefo,T] ,
®

(on a noté D M(u) 1la dérivée de u =—> M(u) au point u J}, Alors
3 §>0 tel que :
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= sup lqtemb(tnT)D M[u(t)]drﬂ
L[c°(0,639)] tefo,s] Jo £ [c%(0,6; «SD)QSD]

et s1 1l'on note

Il D &Cu )l

fF(uoau) = u(s) - e”Ltuo - @t(u) = 0 dans C°(0,T;®) ,

% est analytique de 9 x ¢°(0,T;9) dans c°(0,T;D) et vérifie
D,Flu yu) = 1 - DB(u) , avec [DB(ulf <1 dans £[c°(0,5;2)] « I1 en

résulte que l°on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites
(théor&me 3 du chapitre 6) pour conclure 3 l°analyticité de u en u,
sur [O 6] u(S est done aﬁalytique en u et 8i on recommence le

o

raisonnement en remplagant u, par u(é) on obtient l'analyticité en
u(8) sur [6,28] , c'est-d~dire en fait l'analyticité en u, sur
[0@26] o En itérant le processus, on recouvre |0,T]| par un nombre

fini de tels intervalles et u sera donc bien analytique en: u, sur

[o,7]

Remargue. Si u, = 0, on a u=0 sur [O.w[ et 1%analyticité est bien
vérifiée sur [0 T] 4 YT<+m

IV, Comportement de la solution guand ¢ e o

1) Définitions,

Stabilité d'une solution stationnaire.

Soit M une solution stationmaire (indépendante de ) de
l°éguation

(1) .d_% + Lu = Mlu) = 0 , uec®(0,»32)0 c*(0,=5H) ,

sera dite stable si YV 1le voisinage Q%Qb)dans P , 3 un voisinage
Vpldb) tel que u, %J&)eTVCué » ] une dolution wu(t) de (1)
vérifiant u(0) = u_ , telle que Y te [0,=] , u(t) eV (W)

8i M n'est pas stable, on dira gque UL est instable,

Stabilité asymptotigue.

On dira que W est asymptotigquement stable si 3
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i} a est stable, ii) Vuoe-’w’g(w) o lim u(t) = w dans D
) t Soe
Stabilité exponentielle,

On dira que A est exponentiellement stable si 3

.. . €
i) AV est asymptotiquement stable, ii)  n>0 tel que 1lim {u(t)-a)e" =0
t +ow
D

dans s

2) Cas ol tout le spectre de L est du c6té des réels > 0 o

Théordéme 2. S8i le spectre o(L)} est tel que Y gecl{lL) , Re £3£>0

alors 3 Gl tel que ai ”uol&fssl » ] wune solution unigue u dans

c®(0,#;D) , aépendant analytiguement de u, o gh telle gue ul(t) T O

exponentiellement (la solution nulle est exponentielleﬁent stable,,

Démonstration : Nous sommes dans le cadre des hypoth&ses du Lemme 3,

”ewhtu £t

S1i ”uomQé:Gl , 8lors. s £20 . Si nous posons

successivement ¢

1 1 2
v t =L, (t=1) (7 7
oM o) = $/ ) = [T AN A (0]
o
alors u, = ég/QTM[e4E/QTul(T)] est analytique de C°(0,»;9) dans

00(09m§ K) et 1'on a, d'aprés les propriétés de M :

N R TG P [P

Il en résulte que u -aadﬁil)(ul} est analytigue dans Co(O,w;Q) au

1

voiginage de O , et telle que
lﬂ@élﬂul)!!@s kl[fo(l + i:.a) e"€/2)rdx]mul”@w = Ylmulug“ .

dioli 1l'&quation

du VeVl A
1 2/t t
FrREE L e /2y (o H73 uy) ’
u (0) = ued , u ec’(0,32) N ct(o,=3n) ,

1
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egt équivalente &

=L,k
(2) ul(t) = e 1 u, +G}él>(ul) s Uy € CO(O,“%«Q) s

e C°(O,wg$) s analytique en u au

et (2) admet une solution unique u o

1
voisinage de O , par l'application du théordme 3 du chapitre 6,

or uf(t) = e4€/2kul(t) et Jlu(s)l < e4€/atmulmg) 4<% 0 exponen-

tiellement.

-

*
Corollaire. Si L est & résolvante compacte, et si o(L) est tel que

Y teo(L) , Re >0 , alors le résultat du théordme 2 est encore vrai,

Démonstration : En effet, le spectre de L est constitué de valeurs
propres isoclées, et d'autre part il est situé dans le secteur de ¢§ :
{z;|larg(z+y)| < 7/2-w} o Il y a donc au plus un nombre fini de valeurs
propres de L de parties réelles <& , V&>0 . Il en réuslte l'existence

d’un  £>0 tel que ®e 2% , Yizeol(L) o %

3) Cas ol une partie du spectre de L est du cdté des réels <0 ,

* %
Théordme 3, Si la projection du spectre o{L) sur 1%'axe réel est

contenue dans le complémentaire d'un intervalle [519§2]90‘<§2 5

et si inf Re{o(L)} <0 , alors il existe une variété 9 , dans un

voisinage de O de 9D , telie gque Y u,e %, la solution wult) de (1)

tend exponentiellement vers O sur 4% guand %t == o 4 est

définie par Pu = @[(lmP)uo] » 80 P est ls projection associée 4 la

séparation du spectre de L , § est analytique avec

lglta-2iu 1]

g o(ft=p)u )5 ) .

Enfin, la solution nulle u

]

0 est instable.

Démonstration : lére étape. Par hypothdse, on peut séparer le spectre

=D o D D - WD @ e ) o @D

o(L) en deux parties disjointes o' et o¢" , et o'Uo" est intérieur

»

au secteur de € s {g;|arglg+y)| € (n/F=-uwl. o', qui est borné a droite
par la droite d'abscisse El » €5t donc borné, et Yon peut entourer un

voisinage de{=d°§ par une courbe fermée simple Fl rectifiable, d une

% ¢f, annexe 3, le cas ol 3 COE.G(L) tel que QRe Cb = 0 , le reste du
spectre vérifiant ®e >0 ,

%% of, annexe 4, le cas particulier ol §l<0 6
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distance positive de{-c"§{. On a vu au chapitre 3 gqu'alors H se
décompose en somme directe H = M@ N , qu'en fait McD et que si P
est la projection associée & cette séparation de (L) , alors

L,f =L Pe $(H;D) .

=Lt
Il en résulte qu’on peut définir e M YteR , dans <(M) ou
=Lt
e " P dans F(H;D) , et 1'on a
el I
e“l¥p = ¢ ¥p pour t30

grice 4 l'unicité du semi-groupe dans M (cf., §.III, 3) du chapitre 5).
D'autre part, on sait que G(LM) = ¢’ , donc 4 E; tel gue
~E;-<inf{Re ¢’} <0 , et ] Cl vérifient

=Lt -E.t +E %
{(3) Jle M P"‘.’Z(H;m € C, supfe e °), VYter,

. . s . L%
comme on le démontre aisément en utilisant l1°identité

Lt :
. wl
(3°) e M P = E%T }, egt(LM+;) P dg ,
Iy
1

(LM+§)~1 étant borné sur T qui entoure {«g?} ,

1

Soit alors CZ(O,ﬂ;Q) (noté CZ 8'il n'y a pas d’ambiguité), l'espace

de Banach des fonctions u telles que t = estu(t)e:co(ogagﬁ) s et

dont la norme est définie par : E”u“ﬂ6= sup ﬁestu(t)n ’
o ¢ ) te(oyo D
Alors si El<}6k'52 sy On a successivement ¢

i) b - e“‘“ump)eﬂmw;) .

en effet, 3 02 tel que
mgat

(L) ”e"Lt(]-P)uo“&\< cp e vl

t
ii) © = {t = @t(u) Ej (lmP)e”L(t"?)M[u(r}]dr}
o

est une fonction analytique au voisinage de O , de Cg dans lui-méme,

En effet, 3 Céi'ﬁel que

oymLlb=tly 1 -8y ()
(5) “gm“P)Ei : t*h{(Kém? <€ 03[1 + (tmTjd e .

* obtenue en modifiant le conjour T dans_%“expression de eLt s et graced
l'existence de k>0 , [\(L+z) P"ﬁ(H)é Klz] pour |z| grand.
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et si mu“k S8 ,ona eP” Mule )l < v ematMumz
" v -{g,=8)7
158, ()l < vey [ taw e 2 aneilulilg

d%0U lanalyticité évidente au voisinage de O

iii) w = {t = B (u) = e P M[u(z)] dar}

v +oo ‘LM<t~T)
t

t

est une fonction analytique au voisinage de O , de C% dans lui-méme,
En effet, si '”um5$ §, s 0n a
B=&. ) {t=1)
Bt Y = (8-¢, 2
lle®%8, (W, « vey .L e axeffull?
dou l'analyticité évidente.
Si 1'on cherche maintenant la solution uescz(Ongﬁ) de 1'équation

(6) u(t) = ,embtv + @t(u) - ét(u) .

[¢]

ol v vérifie Pv_ =0 , il suffit d'appliquer le théordme des
fonctions implicites (§.III.4) du chapitre 6) pour conclure 4 l’existence
d'une solution unique de (6), analytique en v, dans un voisinage de O,

Notons cette solution A»(vogt) o

Il en résulte que

u{0) = Q - éb(u> = vo‘ é’ [Ab< j‘)]
et P u{0) = [ (VQQO)]
§(IwP) u(0) = VO 0

On arrive donc finalement, pour uf(0) = U, oo & une équation représentant

une variété (pl@ngée) Y dens D au voisinage de O

(7) Pu + éoﬁu{(luP)uégo]} = 0

dont la codimension est la dimension de M (finie ou infinie), et dont

l’espace vectoriel tangent en O est N (noyau de P)

Si 1%on suppose alors uoeam%, la solution de (1) telle gque
u{0) = LI existe, est unique, et tend exponentiellément vers O quand

t = « o En effet, montrons que ce n'est autre que'la solution u de

(6),
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Comme: ue:02(09w3$) , alors M{u)e ¢°(0,=3k) et on a vu au Lemme 3
- o 1 :
que B{u)e ¢ (0,=3D)NCc (0, =;H) et

LB (u) = LB, (a) + (3-P) u[uls)]

¥
DPautre pars, Glu)e CO(mesﬂﬂfSCl(09“§H>
de fagon évidente puisque Y h , on a

=Ly v t+h =Ly (t-v)
(e mm)<5t+h(u) - j e PM[u(r)]dt 0

\Y%
(u) = @t(u) R

#

v
@’t-ﬂ-’h

ce qui montre :

a_ @ - e ‘ (g o
I B (u) = -1y B (u) - P M[u(t)]esc (OpmyM)

Enfin, si l'on note v _ = (le)uo s @lors
-Lt o 1 d , =Lt =Lt
t e e v,eC (0,23D) NCT(0,=3H) et Eﬁ(e vo) = =L e LA

81 on applique ces résultats & wu(t) défini par (6), il en résulte que
u est sclution de (1) sur [0,«[ . Or, d'aprds le résultat sur

i R
1%unicité des sclutions de (1) (encore valable sur [O@m[) , on doit

conclure gque wu est bien la solution de (1) vérifiant wu(0) = uoeﬂfcu@ o

2éme étape. Soit maintenant £ = = inf Re G(LM)> 0 4

=l
alors le rayon spectral de e M est eg s Comme on pourrait le
mentrer & partir de (3°), Il en résulte qu'il existe p et u_ tels
que ;Lf<p<e€T N u@eM °
=Ly N
e T u_ll_>p “u@“g pour un certain NeIN .

D
Remarquons alors que #i l7on note bu(t) =,u4u00m> la solution de
(L), telle que wu(0) = u, » l'application u, m#—.uiuoet) est analy-
tique au voisinage de 0 de D dans CQ(Ongﬁ) et la dérivée defr

Fréchet en 0 vaut ¢

Dl&(uoau>!uozo = e o

D’aprés le théoréme 1, on sait qu’il existe & tel que si
] o q

X of, démonstration d 1"annexe 1o
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lu 1| < §<6_ on ait : <““o“3 peut &tre pris aussi petit que l7on veut)

lwtup1) = e”NLuQHB € Kﬂuoﬂe ,  (Ix>01)

ceci est possible car 1'intervalle [0,N] est borné,

On a vu au théoréme 1 que si 1°on ne peut trouver une solution de
(1) sur [o,=[, alors Jb(ugﬁt) ne peut étre borné pour t assez grand,
Supposons donc que JL(uogt) existe sur [0,»] et que 1l7on ait

alugs )] < 8, pour te [or =l

Il vient 3 [lu_,N)f > (oY - K“uo“@>°”uoi et si l'on a 8g8,<5  avec

l .
pN - K8, = p,>1, ( 351) o Blors, soit Jﬁﬂ%ﬁd,N)Ws § , soit 1%inégalité
n'a pas lieu et cela contredit l'hypothése, Supposons donc que celle=ci
ait lieu. |

Alors on a immédiatement
sty 20l 5 (o7 - K flatug o) ) ol n oW
» ol Wil > plllugly -
On- recommence le raisonnement précédent et on itére le processus,
Mais ué il existe k>0 tel que pi“uo“$>v§ {puisque pl>l) .
d’ol l'incompatibilité avec l'hypothése de départ, |

On a donc montré l'existence de >0 tel que ‘V’msjé ,j quSD
vérifiant ’ﬂuogfgbsn s et 1 t>0 tel que "!Lw(uggt)’ﬂg)> 8o

Cela prouve a4 l%évidence 1l'instabilité de la solution triviale, @

Corollaire, Si L est & résolvante compacte, le Théordme 3 s’appligue,

an—

Démonstration : On sait que o(L) est discret, sans point d’accumulation

3 distance finie ; d'ol l'existence d’un intervalle [Elggzj tel que

celul du théoréme 3. E

o o o
o P em O oam §oam
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Annexe 1,

- Soit 4 montrer gue si £ = sup Re o(-LM) o, alors

=1
spr(e M) =e*

L est considéré comme opérateur linéaire borné dans M et l'on a
b )

=Lt

) O N S -1
e = E?Elj e (LM+§) dg t%o ?
Pl .
od T est une courbe simple fermée entourant le spectre de =L

1 M °
Puisque c(mbM) est compact dans € , on sait qu'il existe coesa(~LM)

tel que Re ¢ = &

)
Y€>0 , on peut construire ry telle que
Vieer et < &87F H(LM+§)-IH $ K _ o
On a alors :
-L,. n -nk
M +
e ™ =fle M) gxy emlEre)
-nL, 1/n ;
et limfle T ¢ %% (VY ¢) ,
T ree
. =Ly .
d'ol sprle ) & e” .
Notons e ~ = spr(e ) , alors V ¢>0 , on a
=nL,, n(£l+e)
”e ” < € pour n)Ne »
=Lt t(g +e)
et J K telle que |[le M l <« K e 1 s 30 &
Mais, d'aprés lfidentité
oo =L t
(LM+§)-1 = J ettt e M g4 v
o

on voit que si Re [ >&; * ey ;e;p(-LM) , 4’0l

E<cg te (Ve) = g<ct, o

On en conclut done £ = gl (on avaeit déja montré als E)

° < o
- 0 e e O oam
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Annexe 2.

Montrons un Lemme équivalent au Lemme 1 (d'aprés une communication
de D. et H, BREZIS}.

L est par hypothése un opérateur linéaire fermé, de domaine dense D

dans H (Hilbert), tel que | yeR vérifiant pour &30

M
“(L+;)‘l”£<H) < TE%?T pour Earg(cmy)is*g + o= €

On sait qu'alors =L est générateur infinitésimal d'un semi-groupe

holomorphe emLt dans le secteur Iarg.tl<w ®

Lemme préliminaire. 4 0>0 tel que Yved on ait :

™™ u iy < cllvig + Flu vl » telo,T] o

Démonstration : On sait que pour te O,T] , ] Cl>0 tel que

o s e e g e o WD GO WD O o %O

°1

~Lt
le ™ lg(u,9) < 7= 3

9 - . c
dfol le Lt(uomv)wg < Téﬂuomvnﬁ o
or ”e&Lth$ < C2“V“$ pour te [0,7] (évident), ce qui nous donne :

C
”emhtuOHS < Iéﬂuo“V"H * Cg“V“@ ° E

Lemme &équivalent au lemme 1, Soit K tel gue dGKGH ¢, une condition

nécessaire et suffisante pour que l'on ait

(1) ice0, ”embt“&y(K;$> < "E'“g; v ae[0,1[ , te]o,T] ,
est que I M>0 et 6 >0 tels gue
(2) ﬂ(mmL)"“l]_ﬂi(K;g)) < M™%, ae 0,1 , ee]o,8.] .

e e e e e wp @0 e oD

Démonstration : a) Soit u, ek et v = (I+tL)”luo s t>0 . D'aprés (2)

~on a ﬂvﬂ$ < tha“uoﬂK .
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De plus, [v-u,lly < M3+60) ™ =Tl oy o fugl
= t[]L(JImL)"l]IQ(K;H) o Jug g

-1 , 1-
< t](1+1L) "QKK;9) ® ”uoHK.s'Mt a“uo"K .

D'oll en appliquant le lemme préliminaire, l'estimation cherchée est
Lt
fle™ "u_ 1, o

obtenue, pour olg

b) Réciproguement, ] k tel que Je sk(l+t“3eyt

lg(x ;)

t»0. +-0r on salt que

(1+eL)‘l = % j e € e ltay .
)

ce qui permet de majorer

“(l+eL)mlnﬁ( j (1 + ala) e “dtr 4 €< T ¢
< M e * pour e e]o, -T—Tj - B

Remargue. En utilisant 1'inégalité (aisément démontrable)

"Le‘L'tuo < %-q-[“v" %lu mv" 1], ¥ves , te]o,T]

on a immédiatement (de la méme manidre qu'au a) du Lemme)

c?

“Le HQ(K Q)\ l+0( ®

te]0,T]

On obtient donc ensuite comme au §:I les estimations nécessaires sur
=Lt mLs
Ize xl22(1( sH) °

Application.(la démonstration qui suit se généralise aisément & des

problémes elliptiques plus complexes (H. et D, BREZIS)).

»
[~}

da
dx

B=1%(0,1), 9=8(0,1)pK.(0,1) , K =5(0,1) , YueS , Lu = -

N

=3/4

Montrons gue ﬂ(l+eL)“lu£(Ka£) < Me . a.s]o.aoj

Démonstration : On sait que L est autoadjoint positif, d'ol

s ) D A D GED I N0 O G D XD
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"(I+5L)‘lm£(H)s 1l , et comme K G H , tout revient & montrer que

f(a+en) ™t - Illgg(K;H)%Mlel/h 5

lére etageo On considére le probléme

d2ug
{ u =~ € 5= = U, ue H

€ dx

(1)

u e—@ °
€
On a donec ‘(JI+e:L)ue =u =2 u = (1+eL)”lue£D ®

On aura besoin dfestimations sur u_ ; pour cela effectuons le produit

scalaire de (1) avec u dans H

5 ‘J.,du'e _ o1
nue”H - ejo —5 u_ dx = J uol_ dx

2 Gl 2
d’ ol "ue"H + e"a;f"H = (u,ue)H , et
" sy < bl

due 1 .
I, < Sl

28me étape. On considlre le probléme (1), mais ue:Hl(O,l) = K ,

o an e oo . e o .

Effectuons le procuit scalaire de (1) avec u_-u ‘dans H :

5 1 due dﬁe 4% due _ due .
Ju_-ul? + EJ TG - B e e [m7E.ED) - F20).E(O)] = 0 .

1l du - du du 2
. ' d d 1
Mais IJ -l _&:dxl N ”dxe"H . 9“ S E"dxe , 2" "

o dx. ax d; H\
d'ou
3 2 e du dus ,
(3)  Ju_=-ul} < EUulI * (=1} o]ula)] + |m==(0)}e[u(0)])
On sait que |u(1)] et [u(0)] sont majorés par Clul, o Il reste
' du
donc & majorer les traces lﬁ;i(o)l et I (l)l

Remargue. Si K = Hi(o,l) » alors u(0) = u(l) = 0 et on a prouvé

quialors o = 1/2 -dans le lemme .
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du

Pour majorer HEEE(O)[ s on introduit une fonction 6=1

et = 0 en dehors d'un voisinage de O ,

et nulle dans un voiéinage de 1
du
Effectuons le produit scalaire de (1) avec efE;E

dans un voisinage de O
telle qu'elle soit C (R)
et prenons-~en la

partie réelle :

1 d2us aT_ dgﬁe du_ 1 aa du,_
° = u .
eJ 6( =+ = = ) dx = J e(us.ﬁzg + U o ) dx
¢ dx ax .0
' 1 an

En intégrant par partie cela devieat :

1 du_ 2 1 o
el = e[ I e [ g e - [ s e g

du

€ g2 2
< K(eﬂ3§~ﬂﬂ “ge"H)‘+ KoﬂuﬂKoﬂueﬂﬁ

D’aprés les inégalités (2) , cela devient :

dx

o o o
o Q wo O wo Q am

2 2 2
I £00)| ¢ kiR + < [l hully < €l
On obtient donc
du
=1l/2
(=) <5, e P,
. de méme ld (l)g K =l/2" “
ax Ulg o
En reportant dans {(3) on arrive 3
2 2 l/2 . e
Nug-uli < Slhul} + 2c™/Zex, fulf
et 7 § >0 tel que pour ¢ e]O.GO] on ait
-1 1/h
H(JH'E:L) - ]l"i(K;H) < Ml € » Ml>0 [ '
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Annexe 3.

Considérons le cas ol le spectre de L , o(L) 4 est de la forme
o{L) = {Co}LJg(L) ol Qe L, = 0w I étant une valeur propre de
multiplicité finie, et Y e G(L) s Re £>£>0 ,

Si 1'on procé&de comme pour la démonstration du théoréme 3, on note P

la projection, associée & la séparation du spectre, & valeurs dans le

~

sous-espace invariant associé & [ 4, et on a

o
=L t
e Mp=e”lp o il f et (L +2)"tp ac s YteR ,
2T M ,
T
1
ou T est un cercle de rayon assez petit, centré en -7

1

D'autre part, d’aprés ce que 1l’cn a vu au chapitre 3, au §.III,2),

Q

on a

p kel (zsun)np

+ O S TSR

C"‘@ el n‘*“l
- n=1 <g+§6>

(LM+c)"lP =

ol k est l'indice de la valeur propre Eg » I1 en résulte alors, de

maniére évidente, que ;

~L t -7 t k-1 .n
M - ¢
(1) e P=el'p o 0[P 2 : ff(zomn)nP] € 4(H;9)
n=1

1) Cas ol 1l'indice de t, &st supérieur & 1 .
=Lt
M

Dans ce cas Eu@ tel que |e Puo”@ z»Ct“uoﬂ o

”ewLT 2

Il existe done T tel que u > Eﬂuow$ et l'on peut faire

o“$
exactement le méme raisonnement que lors de la 23me &tape de la

démonstration du théoréme 3, Il en résulte :

Théoréme b, Si le spectre o{(L) est de la forme {QO}KJ%(L) s ol

Re co = 0, étant valeur propre de multiplicité finie™, d'indice

supérieur 3 1 , et ol £ed(L) —> Re {3»&§>0 ; alors la solution
nulle de 1°équation (IV.l1) est instable.

¥ Dans le cas ol la multiplicité est infinie, 1'indice 1'étant aussi,

la série (1) est convergente dans <H(H;9) et les résultats du
Théoréme L4 s'appliquent.
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2) Cas ol l’indice de L, &st égal 8 1 o

Dans ce cas, on a |e E Pl = |P] YteR . Néanmoins on ne peut
pas conclure au sujet de la stabilité on nom de la solution nulle., Ce
probléme a été traité en dimension finie par A, Liapounoff (1907) dans
le cas ou L posséde une valeur propre nulle simple, les autres ayant
leur partie réelle positive, En résumé, la stabilité, ou la non sta-
bilité, résulte de la forme du terme non linéaire M{(u) , chacune des

deux éventualités pouvant arriver,
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Annexe U4,

Nous allons &tablir le théoréme suivant {(dans le cadre des hypo-

théses du chapitre 7, pour les opérateurs L et M) :

Théoréme 5, Si la projection du spectre o(L) sur l'axe réel est

contenue dans le complémentaire de [51952] o8 €1

et si Inf{Re o(L)} <0 , alors la variété ¥ , définie au Théoréme 3,

= ..N < £
€l<o i) -3

est telle qu'il existe un voisinage ¢ de O tel que
Vuo€18¢v » J1t>0 tel que u(t) ¢ ¢,

u(t) étant la solution du probléme d'évolution (IV,1),

Remargue. On peut dire que si u, n‘est pas pris sur la variété ¢ ,

alors u(t) quitte un voisinage fixe de 0 ,

Démonstration : On sait que la solution wu(t) du probléme d'évolution

(IV,1) vérifie 1'équation :
t

S u(t) = e-Lt’uo + J emL(tmT>M[u(r)]dT s ol ued ,
o

(1)
1 ue c°(0,2;9) .

Mentrons qu’il existe un voisinage @, de O , tel que si l'ocn veut

que u({t) reste dans O VYte(0,») , alors nécessairement uoe‘v o

Supposons donc ﬂu(t)“$<.6o » Yt , et décomposons (1) socus la forme :

t
= pe~lt ~L(t=1)
(2) { Pu{t) = Pe u, + Joe t PM[u(T)]dT »

=Lt

(1-P)u(t) = e (1-P)u_ +’@t(u) .

Pl
L'application u == {{t == @%(u)}- est analytique au voisinage de O
de Co(Oamgﬁ) dans lui-mé€me (m&me démonstration qu’au §.IV). Il en
résulte que la deuxidéme équation du systéme (2) ne pose pas de probléme.

En revanche la premiére équation impose gque

-L_t t <L (t=T)
(3) e M Pu_ + J e M PM[u(t)]dr e CO(O,«;E) R
o}

Or, le spectre de Ly est tel que -f<®Re G(LM)"”%l , d'ol, ]C tel

que
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Lyt . ngit
e "ﬁ(H;$)5 Ce s t20 ,
=Lt v
grace 4 la représentation intégrale de e déja utilisée, Il en

résulte que l'on a, d'aprés (3)

t LMT
J e PM[u(r)]dt w—e mPuo quand t w=» +o , diol
o

o8 LMT t LMT :
J e =~ PM[u(r)]ar = -Pu_ = J e pMfu(zt)]dxr ,
t o]
et, si 1'on utilise les mémes notations qu'au §.IV,

v =Lyt t »LM(t~T) :
-® (u) é e Pu° + Joe PM[u(T)de 6

L'équation (1) devient alors :

Lt ~ v
" u(t) = e (I-P)uo + @%(u) - @%(u) s

uoe‘Q , ue c%(0,=;9) ,

ce qui coincide avec l'équation (IV,6) avec vy (I-P)uo » Il est
alors évident que uoe?? , d'aprés l'unicité de la solution de (k)

dans Co(o,mgﬁ) o I

o ° o < o
- Jem Jow Sen Jan oo
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Bifurcation des solutions stationnaires,

I . Formulation du groblénc.

1) Définitions.

On considérers dans ce chapitre les solutions "voisines de 0"
de l'équation

(l) Lxu - Mx(u) = o [ ut@.

od L, est une famille d'opérateurd (réels si \ecR) dens l'Hilbert
E , holomorphe de type (A), de domaine D , Arec D, s & résolvante
compacte, et ol la fonction (A, u) = MA(“) est analytique de
Doxéb dans K (défini au chapitre 7), vérifiant de plus :

2 .
3 v>0 tel que IIM)\(m)llK < viull® =i "u”ébs 8, o

Remargue. On pourrait simplement supposer dans ce chapitre M & valeurs
dans H ,

Lemme 1. (cf. référence [1]) . 8i A€ € est tel que L;l existe etef(H)
°
.0x8 350 et w0 tels que Y\ vérifiant |A-A°|\< § , seul u=0 soit

golution de (1) dans la boule Ju] ¢u (0 est solution isolée de (1)
» L] w
pour A yoisin de Ao) .

Démonstration : Om & donc Ocp(LA ) o et d'aprés ce qu‘on a vu au

o]

chapitre 5, il existe un voisinage 'l?()\o) tel que

A - R(O;LA) = -L, 80it holomorphe de -'z}(xo) dans < (H;9) « Il en

résulte que pour Acv(xo) s (1) est équivalent &

(2) u = L;l Mx(u) » UED

-l . '
Or, J16>0 tel que IA-Aols § wmp "LA ":Z(Ksib) s ¢ 4 et 8i 1'on note
¢, 1la norme de l'injection K G H , on a, pour "ul$< s,
1

- 2
III.A Mx(u)u$< ¢y € yuul‘b ’
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~

Il suffit alors de considérer <inf{(c° cly)‘l.do} pour voir que (2)

a 2
entraine  Jul < °°°1Y"“" s et |luljsn donne wu=0 , g

Définition d'un point de bifurcation (cf. référence [1}).

A, est appelé "point de bifurcation" si Yeso, 3 §,>0 tel

que Y¢ 5]0,60]‘, 3 2 tel que [A-A°|< € et tel qu'il existe une

solution wu, de (1) avec “uAUQ = § .

Remarque. Pour toute boule de rayon assez petit § , 3 au moins une

solution de (1) sur sa frontidre, correspondant & un A voisin de i .

D'autre part la définition n'implique méme pas la continuité en

J\o : (uA
o

dérinie ) .

=0) pour A = u, (prolongée par O , 13 ol elle n'est pas

Théoréme 1, Condition nécessaire pour qu'il y ait bifurcation en Ao.

Une condition nécelsairel pour gque Ao soit Eg}nt de bifurcation

de (1), est que L, n'admette pas d'inverse dans <L(H) .
o

Démonstration : Cela résulte immédiatement du Lemme 1 et de la

- D @B G- D Ee S G W N D

définition d'un point de difurcation, .

Exemples. 1) Au-u3 = 0
{

ueR .
i=0 est point de bifurcation (point singulier pour l'opérateur u = u
dans [R) + Pour A0 , il n'y a que la solution wu=0 , mais pour >0
il y a en plus u = 1(A)1/2 s, ce qui fait trois solutions,

2) i AV + u(u2+v2) = 0

2
-Au + v(u2+v2) = 0 (uyv)er™ ,

L'opérateur linéaire associé & ce systdme n'est pas inversible pour
A=0 , néanmoins il n'y & pas de bifurcation, la seule solution Y

étant umv=0

,2
3) -u" - Au + u3 + 225- = 0 5 ‘1
(3)§ (0) ) . " uexi(o.l)(\Ho(o,l) .
u s u -

"

Aﬂra est valeur propre simple de l'opérateur u e=> -u dans

Kan Hi (déja vu)s Or on voit que (3) domnne :

“ ¢f, 4 1'annexe 1, d'autres exemples simples de bifurcations,



2

2 uu'
(R Y Y I R e L
¢ [ * 13
et comme on sait que "u'nz; ngnuﬂQ 8l uefH2ﬂ Hi(O,l) s 13 €n
résulte que si Ag T il n'y a pas d'autre solution que O .
Maintenant si A > 72 on trouve deux solutions non triviales

2)1/2

u= 3t (A=m sin #x , On dit que A = 7> est un point de "bifurca-

tion & dAroite",

L) Si on considére

2
. uu' u'
-u" -« 2Au + (A-ﬂz)u' cos mx + u” sin wx + === cOB X - == = 0 3

wer®n B1(0,1)
u{o) = u(1) = 0o ,

2

alors X = n est encore un point de bifurcation, mais ici la solu=-

tion non triviale "voisine de O" quand A est voisin de w2 est

2
u = (Acre) sin *x , la bifurcation est donc bilatére en i = 7~

2) Relation avec le B;obléme d'évolution.

Nous étudierons au chapitre IX comment se rattache 1'étude
des gsolutions de (1), de "normes petites” au comportement de lsa

sclution du probléme aux valeurs initiales

dt A

(22410 - M) =0, wec®0,=®)nct(o, ) ,
Y uio) = ued.

(L)

Nous avons vu au chapitre 7 que, lorsque le spectre de LA est situé
tout entier du cdté des réels >0 , alors pour ”uoﬂ assez petit,

u(t) e==» O , et que d'autre part, s8i ] une valeur propre (le
tboe

spectre étant discret) de partie réelle <O , alors u, (avec gl
petit) tel que wu{t) =& 0 ,
toe

Il est donc intéressant d'étudier le comportement de wu(t) dans
une telle situation, et c'est pourquoi nous allons faire l'hypothése

gsuivante

[>H.l. 3 A,€R tel que inf{ﬂe[c(LA)]} devient négatif quand

XelR devient plus grand que A, e

Dorénavant, us0 est donc une solution instable de (4) , et il s'agit

¥ ef, exerciees du chapitre 3,



de saveir s'il existe une autre solution UW(A) de (4), indépendante
de t (=tationnaire) qui, elle, soit stable., Mais nous avons vu au
théoréme 1 que si l'on souhaite trouver U(r) , de norme petite pour
A voisin de A, » solution de (1), i1l est nécessaire que A, soit

tel que L;l¢f£(H) y c'lest-d-dire que Oe:a(LA ) + Or, & priori, H.1
o o
n'implique que l'existence d'un certain nombre de valeurs propres

imagineires pures pour A = Ay ¢'est pourquoi nous allons faire

l'hypothése :

[B.2. sew Oeo(L, )N {axe Re z = 0} .
o
Comme LX est 4 résolvante compacte, la multiplicité de O est

. . le]
finie = m ,

Exemglea.
1) %—% - Au+ u =0, uect(0,R) ,

u{(o) = u,

alors pour AsD , Vuo y u(t) == 0 ;

t o
pour A>D Y u, ¥ 0, u(t) Fwrees 3(X)l/2 selon le signe de u
2 , 2
2) 3y Ay _ Au + u3 + aul 0
9 2
9x L
uec®(0,#;8%0 B ) ct (o, =587 H)

u(0) = u e B N HL(0,1) .

On trouve de fagon analogue & ce qu'on a fait au 1) que si A ¢ n2 .
la solution u = O est stable (exponentiellement stable si A <n2) .
D'autre part, si A‘)We son montrerait que les solutions bifurquées
gcnt stables alors que la solution nulle est instable (en effet, la

valeur propre la plus & gauche de l'opé@rateur linfaire associé est
7‘2"‘) <O) )

II. Décomposition du probléme.

1) Structure de L;l au voisinage de 1 (ct. référence [2]) ,

On suppose donc que {LA}AeD s €8t une famille holomorphe
o

de type (4), ol D° est ouvert connexe dans ¢ , On suppose de plus
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que L est 4 résolvante compacte et que Oe;c(LA ) « On va montrer

A
)
que si J A€ D, tel que L;le.i(H) » alors ) est un pdle pour
L;l . 1l

0 est donc valeur propre de multiplicité finie m de LA- et un
)

point isolé de U(Ll ) « On peut donc définir
0o .

P(3) = xiv J (z=r(a)71 &g
r

pour 161?(10) s et T entourant O , A == P()) est analytique
dans 19(10) s & valeurs dans < (H;9) . On sait que
’I:‘x = L;\P(-A) sur M, = P(A):{H}eZ(H;D) , et que

€ = _L;\('J-P(x))eff'(n) .

Ly

On introduit la famille d'opérateurs :

ula) = P(a_ ) P(A) + [3-P(2)][3-P(2)]
=1+ (A=) {P(a;) p(2) | [I-P(AO)JP(I)} + 0(x=2))

Alors U(r)ed(H) et U(A)‘leg(n) pour Ae‘v(xo) .

o

Notons encore que : U(A){Mx} = {MA } o,
{U(A){NA} = (N 1,

et {U(A) P(r) = P()\o) u(ar)

= [ ‘
u(x) [3-P(x)] = [2-P(a_)] Ula) .
Il en résulte que l'on peut définir l'opérateur fermé

B(2) = U(r) L, u(r)~t , de domaine 2D car U(i}

envoie ) sur lui-méme [U(1r) - 1€<4(H;D)] « Les opérateurs B(x)
L~ sont équivalents, mais B()) est décomposé par une projection
indépendante de ) : P(Ao) .

Définissons alors

-1
A

{ ¥(a) = u(a) T, U(r)
B°(0) = u(n) I ™,

nous avons les propriétés suivantes :
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by ’

g/BV()\)e‘;Z(H) et laisse invariant M
o

2§c(l)e§(H) et laisse invariant Nk .
o

D'autre part, cep(Lx) <= rep[B(2)] , puisque
U (z-L)7F u(0)™ = [z=B(1)]7 L pred o) = o[B(A)] .

Nous avons les identités
[e=B(A)]™h = [e-B(a)]7? P(x,) + [c-'ﬁc(x)]"l[l-P(xo)] '
[;m'ﬁ(A)]'l P(J\o) = U'(x)[c-’f:x]'l p(x) u(a)"t .

-[;-§°m]"l[n-puo>3 = U(a) [;-’ﬂi]'l [2-P(2)] u{)™h,
qui entralnent que
o(L,) = a(F(1)) , o(X5) = o[B°(0)]

Montrons qu'il n'existe pas de suite {An} convergente vers Ay telle

que LA admette O comme valeur propre, Cela entrainera l'existence
n
de ‘U(xo) tel que pour Ae'v(xo) - {Ao} » O ne sera pas valeur

propre de L , et donc L;le $(H)

Démonstration ; En effet, si ] {a,} = 1A, , telle que Oe:o(Ll )
n
n>0 , 11 en résulterait que B(An) s qQui opére dans M, de dimension
)

m , aurait un déterminant nul, pour n>0 , Mais, puisque

A ——pm dét[g(A)] est analytique deans /U(Ao) s 11 en résulterait que
dét[gﬁx)] =0 Ya s’U(Ao) , d'ol Oe:c(LA) pour Aeﬁ&(xo) . Or, on
salt que l'ensemble des points d'accumulations de l'ensemble

{AeDo 3 dét[ﬁ(x)] = 0} est fermé dans D, et nous avons montré que
cet ensemble est ouvert., Comme Do est connexe, cet ensemble serait

donc identigque & D° tout entier, Or ceci contredit l'hypothése de

l'existence de A,e D, tel que L;lee£(H) + A, est donc un point
1
isolé de D, tel que O soit dans c(LA ) e %
o

Montrons maintenant que Ao est un pdle de L;} pour xe19<xo) .
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Qémon:tfasigg : En effet, on remarque que B®(1) est inversible pour

lcﬂv(ko) puisque son spectre ne contient pas O , On écrit :

(1) 3t 2 5 a0 Pl g )
g;; (o € xo

Or, on remarque, comme au chapitre 5, qu'en fait
Be(x)"t [I-P(lo)] cL(E;D) et (8 [I-P(lo)] e $(H;2)

la convergence de (1) a lieu dans f{(H[’]NA 1)
)
D'autre part, si Ae1f(xo) - {(x,} 4 ona

B(a)"t = (A-xo)“ c(“)es&(MA )
e :

(=¥ ¥ 0, N>0,

od N est € & l'ordre du zé€ro de dét[ﬁ%k)] en Ao ¢ Il en résulte

que pour AeQ}(AO) - A} s

(2) L}l = E:: (A= )" uTt(n) {C(n)P(Ao) + Q(n)[n-P(Ao)]} U(a),
n=-N

ol Q(n) = 0 pour n<0 , c'est-d-dire que L;l est de la forme

-1l - n _(n)
(21) L = :E:: (x=2,)" B ,

n==N
ol B’(n)e:‘.Z(H;$) , B(-N)ei(HiMA ND) et ol { 6>0 tel que la série
: o

converge pour 0<]A-A°|<6 dens £ (H;9) . |
Lemme 2, Soit {L,} s D domaine de ¢ , une famille holomorphe

A AeDo (o}

de type SA! dans H , de domaine 9 , 4 résolvante compacte, Si O est
- I3 ’3 . h (l)
valeur propre d'indice 1 (semi-simple) de L y et 8i P(AO)L u # 0,

A
o
s s ) . -1
Yu# o0 vérifiant LAOu = 0 , alors, 8i § A ,€ D, tel gque LAle.i(H) "
Ao est un pSle d'ordre 1 de L;l qui peut s'écrire :

(3) L:l = EE: (A-Ao)n g{n) . g{n)e <(8;9) , B(‘l)eéXH;MA )

n*=] (o}
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la série convergeant dans <(H;D) pour keV()\o) - ()

Démonstration : Il reste 4 démontrer que dans la formule (2'), on a

N=1 . Or, on sait que N»1 puisque Ll n'est pas inversible, Effec-

(<
tuons le produit LX.L;l = 1 dans <(H) . On obtient
L alM) ()W) Ly p(emed)
o 0
+ + vo0 =1,
N N=-1
(A=2) (x=2,)
Comme O est valeur-propre semi-simple, on doit avoir LA B('N) = 0 ,
o

et i1 en résulte que si NKN>1 , on a nécessairement

L(1)g(-m) (-N+1)

+ LA B = 0
o

(1) _(-N)

Cela entraine P(Ao) L B = 0 , car P(Ao) L, =0, Or, par

0
hypothése l'opérateur P(Ao) L(l) P(Ao) est injectif, donc inversible,

sur M, (dimension finie), Il en résulte que B(-N) = 0 d'old la
[o]

contradiction;, et N = 1 , I

(1) S(-1)

B

Remargue 1, On obtient en passant : P(Ao) L = P(Ao) , d'ol

pl=1) . [P(10>L(1)P(A°)]"1.P(xo) » o8 P(1r)) (1) P(AO) est considéré

dans Q&Mx )
o

Remargue 2, L'hypothdse d'injectivité de P(xo) L(l) P(Ao) sur M,
' o

revient & supposer que les valeurs propres de LA voisines de 0O sont

de la forme :

;= (A-Ao) Cﬁl) + O(A-Ao) sy avec ;gl) ¥ 0,
o c£l> est valeur propre de P(Ao) L(l) P(Ao) (et §.II, 3) dﬁ

chapitre 5)).

2) Décomposition du probléme (18re méthode, dite "naturelle").

L'idée, c'est de ramener l'é@quation

l\h) Lxu - M)‘(\l) = 0 ’ u€9 Y
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& un systéme en dimension finie, en &liminant une partie de dimension

infinie qui ne pose pas de probléme. Les hypothdses sont les suivantes :
i) {Ll}keD est une famille holomorphe de type (A), de domaine 9 ,
o

& résolvante compacte dans H 3

ii) O est valeur propre de L‘X s, de multiplicité m }
)
iii) 3. €D_ tel que 1 le £(H) :
1l o Al

iv) (a,u) = MA(“) est analytique de D xD dans K , et
P 2 .
vérifie : 3 y>0 , "'MA(_u)"K < yluf® 4 si ||u|l$§ §,

On a vu que si Aev'(ko)-()\o} . L:ls £(H;D) et admet le dévelop-
pement en série (2)., L'&quation (4) est donc &quivalente &

(5) u = L;l MX(“) ’ ued s ACQ}(AO) - {AO} .

Or, la formule (2) permet d'écrire :

P(A) 17t = Z‘_; (= )® 5200, 3P gm0 , 3V . 50T

t [1-?(1\)]1.;1 - Z(A-Ao)" o) aepn)] L e 2
n=o
et cela suggdre la décomposition suivante de D :

U=u+v avec U= P(A\)u, va= [1-P(2)]u,

et ‘\icMA de dimension m .« L'&quation (5) devient alors le systéme

(7) g (=2 )% T 500y M (Tev) ,
A
PR
(8) v =5 (h-a PRI [1ap ()] M (Tev) .
A

3) Décomposition du probldme (2&me méthode) (cf. référence [3]),

~

Montrons & titre de préliminaires que l'éguation

(9) L, u= v, v donné (N(LA ) de dimension n) ,
o °



¢et"normalement résoluble”, c'est-d-dire que si v L N(L} ' , elors I

sclution de (9) d€finie & un €lément de N(LA ) prés, © :0n suppose
)

2 dense dans H , pour pouvoir définir l'adjoint).

Démonstration ¢ Il suffit de montrer que R(L

- e e e WD D D T . .-

N ) est fermé, puisqu’

alore on aura n °
R(L, ) = N(L; ) et v i N(L; ) veR(LA ) .
o ° o o
Soit {vn}cR(on) et v = v , il faut montrer que veR(L;\o
3¢ i ' -
= Lun}c<9 telle que Lloun = v s et soit u! = (X P)un ol P est la
projection orthogonale dans H sur le noyau de Lk o Comme P envoie
o

H sur N(Ao)cg, ux';eﬂ),nem et

L, uw' = v - Y
n n

)" existe et soit compact dans H , d’od

‘o
(3=L, )7 L, u! = gig-L, 1"tut = u' = (geL, )"lv . 8i {u'} est
Ao A, B A" m n A ’ n
o
bornée, June sous-suite {ué(l)} telle que

(z-L, )-1%(1) —~% w dens H ,

o
(1) - ,
d'ou ué‘l‘ b W = (C‘Lk ) lv =y , alors que Lk u;(l) -y
0 )
Comme L, est fermé, il en résulte que ued et que v = L, u
o °
d’ou veR'{Lx ) .
)
Si {u;} n'est pas bornée, ] une sous-suite {u'(l)} telle que
) (1) u,(l)
poogtd . 1
fatt — ' "
|un I e, » et si 1'0on note u” ”-TTTT”
t(z-L, y~tun (1) w0 wr g iy >
)
]| alors une sous-suite ’ {u;(a)} telle que
(g-L )-ln"(a) -~ w dans H

’
Ao n

>o



d? ol u;(z) — Tw et c(;-Lx )"lwﬂ W o, avec WG[N(XO)]*nﬂe

o

I1 vient Ly w=0 = v =0 et ug(z) - 0 ce qui est impossible
o

car ﬂu;(e)ﬂ =1, VY n . Il en résulte que la suite {u!} est bornée,

) est fermé.

et que veR(LA ) , d'od R(L

) ‘o
. . -4
Nous venons donc de montrer que LX est bijectif de [N(LA 0D
1 o "o
BUY [N(L; )1 . D'autre part, L, est borné de 9 dans H , 1l en
o )

' . - » ol
résulte que l'on peut dé&finir un opérateur q de LN(L:°>] NH dans
[N(LA )Jl'ﬂ 9, qui est borné, d'aprés le théoréme du graphe fermé.
° Lad . Pad
On a donec QL, € I-P , L, Q(1-P*) = 1-P" , et si l'on note P* 1la
) °
projection orthogonale sur N(L; ) (qui n'est pas l'adjoint de Pi
)
puisque celui-ci est P lui-méme) on obtient

L, P=0, P*L, =0 ,
o [+]

Pour décomposer l1l'&quation (4), il suffit de faire les hypothéses

ko

ii) et iv) du 2). On peut écrire

(10) onu = ¥, (u) - E:: (Amxo)“ L8y & N, (u)
n=l

ce qui se décompose de la maniére suivante :

P*Nk(u) = 0
{(I-P)u = 5Nx(u) .

~

Nous sommes alors amenés & poser u = T + v , avec U = Pu et

v = {J=P)u , et le systéme précédent devient :

(11) P*Nk(ﬁ+v) = 0 ,
(12) v = Ehx(a+v) .

Il est remarquable de constater que (l1) fournit une &quation de dimension
n Eien noyaux N(L; ) et N(Lx ) ont la méme dimension ng<m = muiti-
pl;cité de 0 (cf, §.III.3) du ghnpitre 3)] s C'est-d=dire qu'il y a un

gain relativement a4 l'équation (7) qui est de dimension m , supérieure,



¢
21 1%indice de O est différent de 1 ,

Remarque, Dans le cas ol O est valeur propre semi-simple, au lieu

d'employer les projections orthogonales P et P* sur N(Lx) et

)
N(L: ! , on peut utiliser P(lo) s qui vérifie :
o
Yuern , P'u = 0 &= P(lo)u = 0 ,

[3-P(2 )] {2-P) = X = P(2)) ,

[1-P(x )] §[1-P(2 )] = 8 = ti: (;«LAO)'l[mcp<xo\] .

Démonstration ¢ Si P*u =0 , alors V¥ ved

e -y ST WP .- .-

(P{r_Ju,v) = (u,P(X)v) = 0 , puisque ud N(L} !,

o
si P(A Ju =0, alors V\reN(L; ) , cn a
o
(ugv) = (u,P(25)v) = (P(A Ju,v} = 0 = u ek m(L] ).
o

I1 en résulte gque P¥u = 0 (= P(Xo)u = 0 ,
Cela entraine I-P(a_ ) = (3-P*)[1-P(a )] .

On montrerait de mé&me que
Pu = 0 <> P*(Ao)u =0 ,
ce qui entraine P[lmP*(Ao)] = 0 , d'ocd en prenant l'adjoint :

[1-P{x )P = 0 (P est autoadjoint), et

[1-p(x )] [3-P] = 1 - P(x,) .
Enfin, on a défini au chapitre 3, l'cpérateur S tel que

S = lim fg:bk )'l[lmP(Xo)] s qui vérifie donc
t+o )

SLA c LA S = ) ~ P(xo) .
Q (o]

On ott:ent alors immédiatement, en remarquant que

;ﬂc.axoﬁjQ@mmp(xo>]LA° = [1-p{2_}]Q onc 1 - Pia)

o

+



et LAQEJ-P(XO)]QIJ-P(XO)] = {x-P(Aainxoa(mnp*)[xmpixo)] = 3-Plr_) ,

que l'on a 8 = EJmP(Xobﬁﬁ[lnP(Xd)j . B

11 en résulte que le systdme (11)-{12) peut &tre remplacé par le

systéme (plus "naturel") :

‘131 P@AO)NX(E+V) = 0 ,
t1k) v = SNx(§¥v) .

o W= P(a)u et v= [1-P(2 )]u .,

%

II1. Részolution Aans e sez gfnéral,

1} Réduction & un evs+téme en dimension finie,

Que ce soit le systéme (7)~(8) ou le systéme (11)=(12}, 1le
méthode de résolution est la méme : on commence par r&soudre par
rapport & v la deuxiéme équation, 4 l'aide du thécréme des fonctions
‘mplicites, puis on reporte v dans la premidre équa*ion, afin
A°obtenir un systéme en dimension finie (m ou n), Si i'on suppcse que

ia valeur propre O de L, est d'indice >1 , on a en générai intérét
o
-4 considérer le systéme (11)-(12), car l'équation de dimension finie

associée n*a que la dimension n du sous-espace propre assoclé & O .
Considérons donc l'équation (12), elle est de la forme

Fov,U, A 0 , od ¥ est analytigque par rapport & ses %rois arguments,
Fi0,0,0: =0 VaeV(a i ,

o
D,F(0,0,1) = 1 + > (-2 ) &P e g9,
n=l

&t Dlﬁfoaogx) est inversible dans (D! pour Relﬂxg) . On peut donc
sppl:iquer ie théoréme des fonctions implicites du §,II1,4' du chapitre 6,
qu: pous zondult 2 l'existence d'une zolution unigue v = vid,.! dane ux
voisinage de (o.xo) de Dx € , telle que

Z‘” (

- n _{p)-_ipls

v(d,a) = D= e TR,

n+p=2

p2l

]
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(o} (1) ~ (1).1.1

-y (1) =
aves U = 0 , A = 0,7 )[u] = ~-QL ’

w121 2 B2, 0 ...

od on & noté ﬁﬁp)[ﬁ(p)] = vﬁ?)[ﬁ,....ﬁ] une application p-linéaire
bornée de PP dans D , et ol

- n (p)p (p)
P
t2) M, (u) = z : (a=a )% M POt P,
p>2
n+px2
Remplagant v par v(u,A) dans (11) , on obtient ce qu'on appelle

"l1"équation de bifurcation"” :

r30 P*Nx[ﬁ+V(ﬁ.K)] =0 ,

qu: est donc un systéme de n équations pour uU{Ax) qui a n composan~

tes dans N(L\ ) « Il faut remarquer que U = O est solution de {3
o
4 heiﬂkg} . Ceci était prévisible puisque u = O est solution de II,. L]

2) Résolution des cas usuels,

L'équation (3) se met sous la forme :

5 s rtMa e el g8+ riE,0) = 0,
o
. C— . oan {p)r~_{p)
ol R'U,r) = E :(ngo) Rnp [u P/7
‘ n+p=3
pzl
Si 1'cn considére la "partie principale” de (L) ([[@] et §X~Xg§ son*
npetitsn 4

,(1mx°)P*n(l)ﬁ + P*Méz)(ﬁ,ﬁ) .

on remarque que si l'équation

{s5) - P*L(l>w + P’Méa)(w,w) = 0
admet une solution non triviale W, s alors (A-Ao)wo annulle la partie
principale de (4), C'est pourquoi l'on pose

q = (A-Ao)w .



2¢ {4) donne :

£y = - Yo ipts
R S Y e AN SUSNNLAS LIRS L VD
o} Loncd o] n - -
n+p=3
prl

Cette équation est de la forme TF(w,x) = 0 ol & est analytique et

§€w0,lof = 0 , D'oll, si l'opérateur

(1) > (2)(

; %*
{7} Dlﬁ(wo.xo) = =P L + 2PTM T v )y,

qu: est dans $[N(L );N(L: )] s 8t inversible, on peut appliquer le

A
o o
thécréme des fonctions implicites du §.,IIT,4) du chapitre 6, pour

conclure 4 l'existence de A = w()} solution de (6!, anslytique

dans @1&0} ; telle que v(lo) il P

Nous scmmes alors en mesure d°’énoncer :

Thécréme. Bifurcation dens le casAgénéralu Soit & chercher u # O

soivtion de L u - Mx(u) = 0 dans H , ol

o
Y

{LA}AED est une famille holomorphe de type ‘Aj. de domaine I,
0

4 résolvante compacte dans H

iy 3 Aoe Do tel que O s8olt valeur propre de I.s)\° 5

1340 Ta,u, Mx(u) est analytique au voizinage de Lh s0  de

D x® , & valeurs dans K , et vérifie s: HuIB.SGO R

-y

4 y=0 [pr(u)“K & Y"u”; N )\eDo .

Alore, a1 1} équation

(5) ety P“M£2>(w,w) = 0
a une solution wl non triviale dans N(Lk ) o et s8i l'opérateur
o]
el 2P*Mé2)(w o)

est inversible, alors la bifurcation est "bilatére” et 3 une so.ution

u ¥ 0 de Lu = MA(u) = 0 , anelytique au voisinage de A _ , gu. vér,

po Q
w/A) = Z (a=r )%
o n

n=1

i.e

]



3} Diagramme de Newton.

Nctecns 1'équation (L) sous la forme

o8

(8) {§'” G=a )P RIPITIR 2o
o n -
Pyl
nze
_ n+pz2 '
S: P*L(l)(s Ril)) P”Mﬁe)ﬁg Réz)) est identiquement nul sur

N(LA ) , 1a partie principale de (8) n'est plus celle qui conduit & !5},
Pcurodes raizgns pratiques9 nous sommes amenés & faire les hypothéses

swuivantes

iv: 31 reR , Lk et M, sont des cpérateurs réels,

o} o]

car on ne s'intéresse véritablement gu'aux solutions réelles de
L v =M ful =20,
A A

le premier probléme est de chercher la partie principale de f8),
pour appi:guer une méthode analogue & celle du 2), Pour cela, on pose
sort U o= (k-lo)aw(k) , S0it W = (Aomx)“w(x) ol a>0 et w continue
801t 8 droite scit A& gauche (respectivement) en Xo » ¢t on cherche

&

* > rd -
dans (&) & égaler deux des différents exposants de IXmXOE de teile

N

manidre que tous les autres exposants soient supérieurs ou égaux a

"eux=2i. Les a , solutions de ce premier probléme, sont déterminés &
1'aide du "diagramme de Newton" défini comme suit :
Les e¢xposants de liskol dans (8) sont de la forme n + ap .

Une solution o devra vérifier :

3 % + + >
3 p, et q, s m, *oap =an . +ag , 0,
) )
29 V'p,n ) intervenant dans (8) on & n_ + apzn + GP_ o
P P P, o
Cr ‘nterpréte ceci en considérant dans le plan (p,n) 1les points de
irordonnées (p,np) . Si on note n : (a,l) le vecteur qu: es% ortho-

gonal au segment joignant (posn ) & (qogn ) , alors YM = ip,n_!
P, q, P

correspondant 4 un couple d'exposants de 1l'éqguation (L) on a
o hd ~ - = -~ ~ P K
M:W.Q;G y ¢'est=d=dire que les points M sont tous d’un meme coO%té idu

©5té de @W! de la droite passant par les points (po,n } et {qg,n P

Po iy

# cf, & 1l'"Annexe 2, pourquoi l'on doit égaler au moins deux termes dans la
partie principale de l'égquation de bifurcation.




VIIT«17

On obtient donc toutes les solutions a , 8i on considére l'enveloppe
convexe de l'ensemble des points (p.np) du plan, et si on prend

l'opposé de la pente (<0) de chague segment appartenant & la frontiére

de cette enveloppe. On obtient évidemment ae:Q: .

n A Lo
pl | | }
J .
1
i
- - - 4 ;
é i
3 R
o S _T _— ,,,_",, .
1 L -
0 12 3 P

. x (1) . (k) {p)
1 - =
Exemples., s1 P L £ 0, alors si on a Ro # 0 et Ro 0

POuUTr Pp=l,ees,k=1 , on trouve a = 1l/k=1 (seule solution),

- 813 PﬂMé2> 4 0, alors si on & Ril) £ 0 et Rﬁl) = 0 pour
% = l,0s1e4v=1 , on trouve a = v (seule solution).

- si P*L(l)
(1) (2)
R,™"s By™ '
et solution (la seule si aucun n'est identigquement nul).

et P*M(z) sont = 0 , et si deux des coeffi-

)
)
cients R§3’ ne sont pas identiquement nuls, alors a=1

Supposons donc que l'on ait trouvé un ae:Q: vérifiant les pro-
priétés ei-dessus., De maniére analogue 4 ce qu‘on a fait pour obtenir
{5}, on considére tous les termes de l'équation (8) {(en nombre fini'
tels que np+ap soit égal au minimum B ., On écrit ensuite la relation

gue dcit vérifier w(lo) :

. ( (p)- ) .
soit 19) Rnp)[wop)J =0 si u(ir) = (A-%o)aw(A, :
n+ap=R8
e Qo (p)r. (p) . e
soit (97) (-1)" R (w'¥'] =0 8i u(a) = (1 =i w. ad
z : n o o
n+ap=8

Alors on trouve immédiatement par la méthode précédente, utilisant le
théoréme des fonctions implicites et la définition de o , que &3 3 w

szivtion non triviale de (9) (ou wé # 0 solution de {9')) est sz

e}

i'opérateur linéaire



4
s
o
N

\ Jfpt - 2 : n ) y
/ P Rnp 1yo,aoe,w09,j (resp., (=1)"p Rﬁp Ewo,.e.gwoa°j§
n+ap=Q e — - n+oap=8

'p~1)=uple

quf€i55N€L) };NfL; j] €st inversible, alors 4 i =» ul(i! solution
0 o]

du probléme, de la forme

alo
»

on

P , - ] a n/d

13¢) uirl = (x-xo) E : (l-xo) w, s ol a=
n=o0

{respe, 10"} avec (XO-A) 4 la place de (A-ko)) s

Remarque: Si1 d est impair (dénominateur de a), la bifurcation est

bilatdre car u(a} est défini VY A €’0(Ro) (& gauche et a4 droite de i

S1 4 est pair {¢ est alors impair), la bifurcation peut
ftre unilatérale (elle l1'est si la seule branche "bifurquée” est celle
que l'on considére, ou sl pour cet & 1l n'y a pas & la fois des
sclaticns v, de (9) et de (9°)).
Exemple. On suppose P*L(l) £ 0, P*Mﬁz) £ 0 et R£3) £ 0 = o= 1/2 ,
L équation (9) donne :

* (1} (3)

{11) PL'"'w + R, {(wowewi = 0

Jn suppose que 3 v # 0 solution de (11), il en résulte que  =w_ est
gaussi sclutien de (11), Si l'opérateur
)
p¥p (1) (3)

+ 3RQ (WO,W°°->

es~ inversible et 8711 n'y a pas de solution non triviale de (9'}, la
[

bifurcation est unilatérale de la forme

o

*, . ; n/2 + +
u (x) = E fkl-lo} LA M A

= +
=1 Ae W (i)
ow /2 Q
=y R - -
u {x) = E zﬁl-xo) Wy WS =W
nwl
pour les deux sclutions qui correspondent & w et & ~-wv_ ,
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'V, Cas particulier important.

Ncus allons considérer le cas qui intervient le plus souvent dans

ia pratique, notamment en théorie de la stabilité hydrodynamique, i

gavoir, le cas ol O est valeur propre simple de LR .
)
La décomposition associée & 1l'équation L,u - Mk(u§ =0 , est

maintenant {cf, (13)-(1L)} :

(1) a2} u+ =

1) Piag) N)\(u v) =0

(z) v = 8§ NA(ﬁ+v)

.= ‘ (o), (o} Fo e -
ed @ = Plx Ju = fu,w EHu y V = LI«P;AO)Ju R
- . . lo) (o)
Cn a noté u et w leg vecteurs tels que

30 L ‘J{O} = 0 "u(o3“ = 1 L* w(@? = N amﬁo: w,”o}} = 1

: A * " ’ ’xo Vop o E H -

Dans e cas on peut se ramener & une équation de bifurcation scalaire,
£
1 Q7 . -

Cr. nove pour czela : (u,w )H = a , et en procédant comme au §.II1,

on arrive & 1l'équation de bifurzation ¢

n _p _

E anp(k=ko) a o,
p»l

n>v

n+p32
L1y fes lo), {
averc all = I *’u‘O/,w“o}EH =z .5 1) N
{(2), to) {0}, ‘o)
_ (3), (o) {o) (o) (2)r (o) (2), oy lo}. o,
% g3 (M o'(u' yu p U ) o+ 2M | u o SM_" " in 7 su il,w o

Remarque l. On sait que pour Xeﬁﬁéxo} s 3 une valeur propre simp.e& I

f17 \2 f37

de L, , telle que (i) = €xon)¢ + Oéxxxoﬂ o O - est valeur

y , . Ty f1y {o) fgl,
1 PfAQJ s c'est-d~-dire que c‘l” = (L > uxo’pw °

3

/ 3
propre de P\AQ L H

Femarque 2, On ne cherche dans la suite que des solutions réelles,

. 1) : « . _
17 Résultats dans le cas [ 1 # O {aver les hypothéses :vi et v .

Notons que & = 0 est solution de (k), et correspond 3 la

snplution w = wa=v =0, Il reste alors
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(1) | n _p-1 _
{5 m(k-lo)c + a8+ E : anp(x-xo) a 0

n+p>»3
p>l

Si e 5 # O , on peut appliquer le théoréme du §.III,2), et l'on a une

bifurcation bilatére de la forme

(1)

(A= )% b
Lz ) Z:: n
6v a()‘) = (12 + an(l AO) .
o ¥
Si a,, = 0 , on remarque, sur le diagramme de Newton, que le deuxiéme
terme intervenant dans la partie principale de (5) provient de

%ok ak(¢ 0) ol k est tel que « = pa = 0

02 ®ok-1

Si k est pair, la bifurcation est bilatére, de la forme
ﬂ 1/k=1 g(l) 1/k=1 = n/k=1
{7) a(d) = (a=2 ) { ) + 2{::8 (A=) }
o a n )
ok =3

8i k est impair, la bifurcation est unilatérale, le coté

(1)

dépendant du signe de %——— , mais il y a deux branches :
ok
(1)
(x=r )z 1/k~1 el
&+(A) = o + a"'l)\mA ]n/k‘l R
%ok n o
(8) n=2
(1)
' (x=2 )z 1/k-1 o
[ = o - - n/k-1
Q. a” (1) = =]—— | + 2 : a [x=a_] / 0
ok
n=2
ei ¢ M 0 = eV (a)
°%ok ' o’ ®

sa 0t Tca €0 == aevT ()

{
BeBe Un cas trés courant en hydrodynamigue est a = 0 , ;“l> > 0

o
o2 *“o3
pcur la "premiére"bifurcation (correspondant au Ao le plus petit,

le paramétre A #étant bien choisi),

(1)

2) Résultats dans le cas ¢ = 0 ,

On doit considérer le diagramme de Newton associé &
s - . « 3 P Pd
l'équation (4), en cherchant a = lA-Aol b(A) + Une fois a>0 déterminé
comme vu au §.III,3), il faut trouver b = b(Ao) # 0 et le cdté de ia

b:furcation s8i elle est unilatérale, On aura donc b # 0 solution de
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‘9) E : a bP =0, 00l B est le minimum de n + ap
n+ap=8

‘respectivement (9') (-1)" %y bg = 0 , pour une bifurcation avec

n+ap=g
kei}‘(lol).

Enfin, pour résoudre le probléme par le théoréme des fonctions impli-
cites, on doxt avoir (cf, §.III.3)) =

Pl 4 o

P unp o

n+ap=g

p-1
bo # 0)

{respectivement E : (-1)" pa_ .

n+ap

¢ est-d~dire b~ racine simple non nulle de (9) (respectivement (9')),

Remarque. Une condition suffisante pour que b ¥ 0 racine simple de
'9) (respectivement (9')) est que l'on n'ait a égaler gue deux termes

dans (9} (respectivement (9')),

3) Exemple de calcul des branches bifurquées,

Reprenons l'exemple du §.I.,1).n°3 :

" 3 uu'? = o,

éu o= Au + u” + >

2 1,7 2
uerOJ)ﬂHowvH =32 s H = L°(0,1)

fo) a .
A= n2 . w Y2 sin mx = w(o) (LA est autoadjoint)
! o _

(1) . (L(l)u(°>.w(°)%{= - (u(°).w(°))ﬂ - -1

e
Mu = - @3 - uu2 - Mg3)[u(3)] .

v
(3)
= %o2 T O %03 (Mg3>[u(°) ].w(o))H = -} jo sin2 1x dx = =2

+
; 44 3 §
; ay3>0 = e (Ao) (bifurcation pour A)Xo) .

A=A 1/2 @
= &0 =)+ Y a0 )R
n=2
1/2

~ + / . N o
d%ou u=(a) = + (A-wz) sin wnx + O(A-n2) .



A

(2%

Y ) 2 2 {o (ol (1)

B Iigg %“-” > u = /2 sin kmx = w° ’ ck =3 . ,102 = 0 ,
1 2
r _ \ .
3 5T b J gins knx(l+(k2~l)cosg krx)dx = = £5_é
o
1/2
dob uliar = 4 (a-kPe’ 2 sin knx + O({a=kZ72) .

C) On peut encore chercher des solutions bifurquées 4 partir d'une

nouvelle solution comme W' (1) = ()\mvr‘?)l/2 sin nx . L’avantage, dans

cet exémple est que l'on connait l'expression exacte de la branche

MfiA} y MEéme pour i = 2 non voisin de O ,

Ck pose u = Qf(x) + v , et on cherche les points de bifurcation pour le
probléme en v , On trouve, bien sur, une bifurcation pour i = "l
gui doit denner v = -t () (correspond & u=0) et

v o= - WA + AR {correspond & U (A} pour u) pour AzA, » I1 se

pourrait que l'on trouve d'autre points de bifurcation.

Ici, le nouvel opérateur linéaire L; est de la forme :

fp = {A-ne}l/g)

1" 2

2 . 2 sin TX,CO08 TX
Ll v= = v" = n%v + 2u"(sin"n1x v + - v'},

L

o8 ved ., On peut montrer (en posant v(x) = cos mx,w(x) , on se
raméne au ler ordre} que la seule valeur réelle de Y donnant une

tifurcation est wu = 0 ,

Avez les notations du 2) on & ici : uy = o,

\ >
L'(l” g 0 , L“(Z)v = 2 sin2 TX Vv + 3&2;31£ vt

iol w(o)

u = ¥2 8in mx ,

d'ol @1y T 0 40, = - 2{= - (L'(e)u(o),w(O))H) .

Puis, on remarque que Mé(z) 2 0

' 2
Mé(B)[v(3)] N B & AR\

“2 ’
. '2
M£(2){v(2)J - {sin mx(3v2 + v2 )+ 2 c:s 1X o oyt o,
L
TN 2 )
d'oau 002 = 0 s Q°3 = -2 ’ ql2 = (M;( )(u(o).u(o))'w(O))H =‘_3'/—2_ .

Le diagramme de Newton donne a = 1 et



VIIT«23

=2 -3/20 - zbi =0 = b = -/2 ou - 1//2 ,

+ -
et l'on obtient bien - m:(l) et - (A) + W(x) .
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Annexe 1.

a) - Exemple de deux branches bifurquées se "raccordant" (7, TRIIEL)

(1-x)ul+u2 =0

2
. . -+ . .
aﬁ“)u2+ui = 0 —> bifurcationsen A= =1 (valeurs propres simples
solution triviale : u, = u, = o .

solution bifurquée :sul (1-1)1/3(l+1)2/3 .

~(1+2)1/3(a.1)2/3

On note que les branches bifurquées en +1

et =1 se raccordent en une méme branche.,

b) - Exemple de bifurcation secondaire (G. TRONEL),

2
(1+X)ul-u2+ul =0 '
—3 bifurcationsen A=0 et =-2 (simples).
2
(l+h)u2-ul+u2 = 0
+ solution triviale : u, = u, =0 .,
. solution bifurquée en 0 : u, = u, = -
_|/2
. L . - ) N
+« 80lutions bifurquées en =2 : uy (3+2): 4
pour 2Ag=2 .
Lo =2t VP
2 2

.« bifurcation secondaire (sur la branche bifurquée en 0O) en 1i=+2,

_(A+2)$Vk2-h

1 2

-(Aa+2)2Va%-y
2

pour  Ay+2 u

.

Y




Annexe 2,

Pourquoi doit-on égaler au moins deux termes dans la partie

principale de 1'éguation de bifurcation ?
+
n apoR(po) (p,)

Soit (A-Ao) ° n v ] le terme principral (o étant
o
fixé), s'il n'y en a qu'un, de l'égquation de bifurcation, oi L'on a

remplacé u(x) par (A-Ao)aw » Vo # 0 ,

o
Comme l'on veut employer le théordme des fonctions implicites, i1l
faut d'abord trouver L # 0 solution de
(p ) _ (p)
(1) R ° W °1=o0.

n Q
o}

On remargque déja qu'en dimension 1 , ce n'est pas possible,

En dimension supérieure & 1 , si v # 0O est solution de (1), i1l
faut encore vérifier que la dérivée de Fréchet par rapport 4 w ,

au point (wo,Ao) est inversible (dimension finie)., Or cette dérivée
vaut

(p.) _ (p_-1)
(2) p R % [w ° ,.] =a

o'n o
o
et l'on remarque que Av =0, d'aprés (1). A n'est donc pas

injectif, donc non inversible de N(L; ) dans N(LA )
) o
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o
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Stabilité des solutions stationnaires,

I, Formulation du probléme.

1) @ntroduction,

Nous avons vu au chapitre VIII., que l°'&quation

(1) Lxu = Mx(u) =0, u €D

-~

6f L)et M. satisfont des conditions adéquates, peut admettre & partir

A
d’une "valeur critique” Ags de X, une solution non nulle "bifurquant"
4 partir de O,

Nous allons maintenant considérer le probléme d’évolution

du , L.u=M{u)=0, u@,co(o.m;ﬁ»€WCl(o,w;H)g
(2) dt A A

ulo} = u €2 ,

pour lequel l’existence d’ume sclution sur [0,T] a été montrée au
chapitre YII, , et nous allons étudier le comportement de la solu-
tion guand t == < . Nous avons vu au théoréme 2‘qué si tout le spec~
tre de L, est du c8té des réels > 0, alors pour ”uo" assez petit, il
existe u unique solution de (2), et ult) == 0 exponentiellement.
Nous avons vu au théoréme 3 que si une paritie du spectre de LX est

du c8té des réels < O, la solution stationnaire u =0 (solution de
(1)) est instable., Mais nous avons vu dans certaines conditions, que
pour un choix convenable de U s On a encore u(t) 3;3-0 exponen=
tiellement. Le probléme est alors de savoir ce que devient u(t) pour
uo"non convenable". En réalité on ne pourra pas répondre & la ques-
tion en général, néanmoins on pourra préciser pour certains L “non
convenables” que la solution u(t) tend, quand t =—» =, vers une solu=-
tion stationnaire non nulle de (1)}, En fait, on montrera dans quelles
conditions les solutions "bifurquées” de (1) sont stables, au sens

défini au chapitre VII,

2) Définition du A critique. Hypothéses générales.

Dorénavant, pour le terme linéaire de (2), nous nous
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placerons dans les hypothéses suivantes :

Holo {L }}\G_D

4 résolvante compacte dans H. LA est m~sectoriel, de sommet my € Ry

est une famille holomorphe de type (A), de domaineéb,

de demi-angle eké Bu§ De plus, L, est réel si A€ R

Notons £ {(Aa) = inf Ge{c(h }}, nous sommes alors amenés a définir
o roc®

un“”lo eritique"”

Ho20 J 4 e.m, g un voxsmnggg i gauche U (1 et _un voisinaﬁe & droite
@j (A ) dans R, tels que _
£, 0a,) =0, AeV7 A )-1a T =g (1) > 0,

AE®+(lo>m{lo] —- e;o(;\) < 0o,

Une conséquence de ces deux hypothdses est que, pour Ale"(Ao)a{An},
d’aprés le corollaire du théoréme 2 du chapitre VII; on a stabilité
de la solution nulle, alors que pour ey (A J= {A }e cellemcl est
instable d'aprds le théoréme 3 (ch., VII.).

Il résulte aussi de H.2 que pour A—Ao s J certaines valeurs
propres de LA s qui sont de parties réelles nulles, les autres valeurs
propres, qui constltuent le reste du spectre d'aprés H.l, sont de
parties réelles positives. Nous devons alors remarquer, vu cé que
nous avons €tudié au chapitre VIII., , que si nous désirons avoir une
bifurcation pour AQJU(AO)Q nous devons supposer que O est valeur pro-
pre de L 0

C“est pourquox nous faisons l“hypothese suivante

Ho3, Seul Oeo(L}\ YN {ze tiRe =01,
(o]

Nous savons alors que l'indice et la multiplicité m de O sont finis,
d4%°ailleurs nous serons amenés plus loin a4 faire des hypothdses plus
précises Sur ceuXx-cCio.

Pour €tre dans les conditions susceptibles de nous fournir une
bifurcation en Ao' 1l reste & formuler les hypothéses sur le terme

non linéaire 3

Hobo J un espace de Hilbert K tel que d GKGH, et tel que

(Apu) = Mk(u) soit apnalytigue au voisinage de (AO,O), de D_ xD, &

valeurs dans K, et vérifie :

36, >0 tel que VA€ D on ait an(u)“K £ Yﬂuig, pour tout u

vérifiant “u“@ £ 6oo
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Remarque 1, Il n'est pas nécessalire ici de supposer que M, transforme
PP q A

un borné de D en un borné de K, puisque dans la suite nous raison-

nerons sur des{hﬂ&)petitso

Remarque 2. Nous sommes obligés d'utiliser un espace K strictement
inclus dans H puisque nous emploierons des théorémes du chapitre VII
{contrairement & ce que nous avons vu au chapitre VIII ou MA(u) peut
€tre simplement 4 valeurs dans H).

Il nous faut préciser les hypothéses sur K, afin de pouvoir

appliquer ce que nous avons fait au chapitre VII,

HoSo YA€U(r_ ), 3 une constante C > O telle gque, T > O &tant fixé,

e A C, avec a€[0,1[ , £€70,1]
e & momem avee a € (0,1 t€E |10,T|,
%(K;a)) N t& ) ® 9 ]

A ce sujet, il est utile de savoir pour un probléme donné, si
H.5 est vérifiée,d cette fin le lemme de perturbation suivant peut

€tre utilisé s

Lemme 1,

oo

Soit LEJF(H), de domaine densed, tel gque JYyE€ R vérifiant

: M
(3) Ve >0, 3 M@ > 0, “<L+C)wllﬁﬁH> g T“‘ET » larglz=v)]| < %*w“€°
E=Y

Soit aussi un opérateur linéaire A tel que lPon ait s

soit (b) nAuﬂ}k < C([!uﬂBH-F”LuHﬂH) Yued, ot DSKGH,
soit (47) ”AuMH < a(”uﬂH+ﬂLu"H) Yu€d .

8i 3 M > 0et s >0 tels que

@

(5)  fl(1+el) Mg gy € Mpe™® 4 o€ [0,2[ 4 c€]o,s ]

alors si (4) est vérifiée (resp. si (b') est vérifiée, Fn > O tel

que a £ n entraine)
3bﬁ°> 0 et Gl > 0 tels gue
- ] ® mo
(6) ” @’+5(L*A)I “‘x(K;@) < Mye * » a€ [0,1] , c€ ]ooalj ®

Démonstration. Si (L) est vérifiée on a ”AJ&XagK) < Cv/Z , si
»

c’est (4') qui est vérifiée, on a ”A“$(®°H) < av2 , Majorons la norme
*

de l'opérateur (14 +eL)mleA dans 5 (D),
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” (‘ﬂﬁeL)wleA"z(a) g e”(ﬂ.+eL)nl"x(Hsm)°"AH$($;H) )

ou £ 5“(l""GL)ml".I(Kiz)o”A”-E@;K) ®

Si (4) est vérifiée, d’aprds (5) on obtient :
”(l-#eL)mleAlLZ(@) < MoelnaC/E . s

et 11 est évident que pour 6, assez petit, si ¢ ¢ § la quantité

Moel-ac/§ peut &tre rendue ¢ % .

Si (L*) est vérifiée, il nous faut estimer H(1+cL)-l"$(H°$)o Mais,
: L]

l.

d'aprés (3) on a pour §, bien choisi, I M > O tel que

”(1+8L)~l"$(H) < M pour 0<egs, o

Onutilise alors l'identité eL(L+elL)™ ' = 1-(ﬂ+eL)*l, pour obtenir

-1 M.
Harel) " lgm,a) € T °

I1 en résulte pour n = 1/ 2/2M’, que si a g n alors

”(1+5L>~15A"Z($) £ % comme dans le premier cas,

Or, on a 1l'identité suivante

[1+e (L+A)]"l = [L+e(f+el )"’lA]"l(nJ«eL»)'l,

et celle<ci fournit la majoration cherchée (dans les deux cas) :

| 7
f [a+e(nea)]™t * pour e¢ Jo,8.] - _

“-Z'.’(K;@) €2 Me

Enongons alors :

Corollaire, Avec les hypothéses du Lemme °l - (L+A) est générateur

infinitésimal d’un semimgroupe holomorphe et 3J C > O tel que

C

- (L+A)t :
lle lexio) < T3

¢ tE]O,T] ®

Démonstration : La condition (3) implique que ~L est générateur infi-
nitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans H. D'autre part, on sait
que s8i (4°) est vérifiée pour a assez petit (§ III du chapitre V),
alors =~(L+A) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holo-
morphe, Dans le cas ol c'est (4) qui est vérifiée, on sait d'aprés

le lemme 1 du chapitre VII que Ve »IK_ > 0 tel que

€

|I(L+c)“lAHz(@) < -Iw—--i-f_-;; ”AILZ’(%;K) y |larg (g=v)| s'-gw-’e o
=Y
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Dioli, pour |f~y| assez grand on a

ﬂ [14' (L+z )mlA]-%l "er(.b)‘w*i 2 o

Il en résulte que

"(L+A+C)-l“ZKH§®) £ 2”<L+c)mln£(H;®) < M; pour IC”YI 2 65
Or, 1%identité

(L+A+;)"l = ;'l

dez”t(Lea) (Learg)™t

£
nous permet d'obtenir
M"'
=1y €
Paenee) gy < pgp pour leovl > 6 4 @ £ o0 et
larg (z=y)| < Z*tu-e o
On peut évidemment remplacer le second membre de cette inégalité
M"d
€
- 5 8 190 o o o
par TEZVT pour ﬂ§ YI 2 6" et Me bien choilsi,
I1 en résulte, encore dans ce cas, que -{L+A) est générateur infi-
nitésimal d'un semi-groupe holomorphe,
I1 nous reste 4 utiliser le lemme de 1l'annexe 2 du ghapitre VII,
équivalent au lemme 1 du méme chapitre, qui nous dit gque dés que
l1'on a (6), on sait que I C > O telle que

C

”e (L+A)ti£z(Kg®)’\< :&‘ ® t@JOQTJ //

A

Remargue. Il résulte du Corollaire que si pour x=x°, l'hypothése H.5
est vérifiée, alors 3 un voisinage @TRQ) tel que ‘dle‘vfko). Hoe5 est

engore vérifiée,

IX. Stabilité linéaire,

1) Généralités,

Nous avons vu au chapitre VIII qu'en général la solution

"bifurquée" wU(i) dépend analytiquement de g = ﬂlulollfd s, et peut

n'€tre définie que pour XG‘U+(1°) ou pour XE?}’(XO)O Pour étudier la
stabilité de cette solution il est naturel de poaser :

u=Ur) + v
et de considérer, dans une premidre &tape, le probléme linéarisé,
c'est 4 dire l7évolution, quand t =% =, de la solution du probléme

suivant ¢
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dav -
=+t L,v - DM(Uir))v =0,

(1)

v{o) = VOED , b —» v(t) continue dans D pour t > O,

et continliment dérivable dans H pour t > O,
On veut montrer que l*opérateur linéaire

=L! = =L, + D M, (w(}))
est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans H,
pour & petit, Pour cela on remarque que le domaine est toujoursd,
puisque D MA(‘U.()\)) € LH(D;K) G L(D3H). D'autre part, comme J 6 > O
tel gque Eu(x)u$ < Cik~kole (¢f. chapitreVIII), alors d'aprds
l'analyticité de M
3 Yy tel gque

(2) o Mx(““”l‘;g(@;n) S vqlr=ag

A et son comportement au voisinage de O,
1°

pour ﬂkmlog assez petit. Nous sommes alors dans les conditions d'ap-
plication du Lemme du § III du chapitre V, qui affirme gue pour
ﬂkmlol assez petit, mLé est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
holomorphe,

En fait, si on prend e = (Amxo)l/d (resp. (lo-x)l/d) comme nouveau
& + l ad - ) o P
paramétre quand i€ (Ao) {(resp. Xev'(lo)), 4 cause de l'analyticité

en ¢ de w(xr), Lé est alors une famille holomorphe de type (A), pour

~

eeVUlo) (définie méme pour e complexe). De plus, Lé est & résolvante

compacte, comme on le verrait immédiatement grice & la démonstration
du Lemme du chapitre V (il suffit de le montrer pour un g particulier).

Or, pour ¢ = 0, on a Lg = LA dont le spectre est constitué par
Ao .

la valeur propre O de multiplicité m, et d'autres valeurs propres de
parties réelles > O, Il en résulte que pour eestﬁo), les valeurs
propres qui seront de parties réelles < O ne proviendront que de la
perturbaﬁion de la valeur propre nulle, D'ol, le comportement quand
t == « de la solution du probléme linéarisé (1), sera 1ié aux
parties réélles de ces valeurs propres,

Si elles sont toutes de parties réelles > 0, alors v(t) €::'O
exponentiellement Vvoé D .

si d une valeur propre de partie réelle < O, alors Hvogﬂ) tel
que ”v(t)“é ne soit pas borné quand t ——s (i1 suffit de le choisir
dans le sous-espace propre relatif & cette valeur propre).

Comme nous ne pouvons préciser davantage dans le cas général, il

est utile, pour continuer, de faire des hypothdses supplémentaires.
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2) Cas ol O est valeur propre semi-simple de L

tigueo

Nous faisons dans ce paragraphe les hypothéses supplé-

A et U analy-
0

mentalres suivantes

HO .1, O est valeur propre semi-simple de Ly o
o
HY,2, 3 une solution bifurguée de la forme

wir) = E O-r ),

ol w, € N(LA ) est solution non nulle de
o

aP(lo)L(l)w + P(XQ)M<§)(W&V) =0 ,

(1)

et l'opérateur

P{a ) + EP(AO>M(§)[wlSP(AO)’o]

}o
Ao
On a donc maintenant ¢ = A=A et nous savons, grace & H',1 que les

wP(AO)L

est inversible dans N(L

valeurs propres voisines de 0 de Lé sont dordre A=X e Nous avons vu

qu’il sagit de chercher d’abord les valeurs propres de l'opérateur

p(a 10 VP ) od 101 est défini par L' = L. + 1’2 4 ... . or,
o] ] & Ao

3 n, {p)r (p)

(r=a 37 5[5,

pour ﬁu“a ¢ 8§, on a M {u)=

of n>0,p>2
d%olu DMl(u(}\)) = n>0§>2p<;\%lo)-nMiP>[(u(}\))(P“’l)‘ o]

= 2G-a 2w L)+ 0(a-a )2 dansBE@iK).
Il vient .
(3} P(AO)LV<1)P(AO) = P(A0>L<1)P(xo) - 2P(AO)M£2)[W1,P(AO) o] o

Mais nous savons d'aprés H'.2 que cet opérateur n'a que des valeurs

§<§)¢ 0 &£ m (multiplicité de O), Considérons le cas ol

? izl,ooo,k\

Re Q(z> >0 Vi ; on sait alors que pour Aelv*(lo)"{xo}’ toutes les

valeurs propres de Lg sont de parties réelles > O (elles sont de la
(o} - -
forme (X-XQ)C i O(Anlo) et =i _ > O}, De méme, pour leQ)'(Xo)m{Ro},

elles sont de parties réelles < 0O, Il en résulte dans ce cas, comme
nous le verrons au § III, que la solution bifurquée U(XA) est stable
pour i > onet instab;e pour A <'XO (on utilise le théoréme 2 du cha=-
pitre VII).

En revanche, si 1l'on considére le cas ol J i # j tels gue Re ;(2)>

et Re §<§) < 0, alors, pour Aé'Uf(Ro) - {Ao} et pour AE?}’(AO) - {RO}
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il existe au moins une valeur propre de partie réelle < 0. Il en
résulte dans ce cas que a()) est instable des deux c3tés de Age

. & .
Remargue., Si -«Q(Ao) # O, alors, on sait que l'opérateur

, da
P(XO)L(;L>

{correspondant & 1"instabilité de la solution nulle pour X > Ao)@ Ceci

P(Ao) admet au moins une valeur propre de partie réelle < O

n'impligue évidemment pas le méme résultat pour l'opérateur

p(a )Lt

P(Ao). comme nous le verrons au 3).
ag

3) Cas ou O est valeur propre simple de L et EYS(RO) # 0,

Xo

Nous faisons dans ce paragraphe les hypothéses supplémen=

taires suivantes

H'.3, 0 est valeur propre simgle de LA ®
: ' o
dao
O NSO
HO b, <5 (Ao) # 0,

L'’hypothése H".3 implique pour LA l7existence d'une valeur propre
simple A== [(A) analytique, telle que
g(a) = (lmlo)g(l) + 0(&@10)20

Or,ici ﬁo(A) = Re g{A) = z{(a), puisque (i) est réelle a4 cause de

le réalité de L, (A réel, cfo Hol). En fait si ¢(A) n'était pas réel

il existerait une valeur propre (i) conjuguée, aussi voisine de O,

ce qui est impossible, & cause de la multiplicité 1 de 0 (H",3),

I1 en résulte, d'aprds H' 4 que g(l> # 0 et,d"aprés H.2, g<l) < O,
On peut donc appliquer les résultats du § IV, 1) du chapitre VIII,

c’est 4 dire que si @ x £ 0, a = 0 dans l°&quation

02 = o000 = aok*‘l

de bifurcation (5) du §IV du chapitre VIII, alors

si k est pair on prend g = (Rwlo)l/k‘l’
si k est impair on prend (e = (Awko)l/k‘l sia, <0,
{8 = (Aonl)l/kml si @ > 0

a) = k=2 , €=Xmla
C'est un cas particulier du 2) , ol l°on peut immédiatement
donner complétement le résultat, On sait déja,que
(1) (1)
POA L 'P(A ) = £ P(A_)

P(AO)Mgz)(u(o) nled) o a°2u<°) , ol LA°u<°> = 0, ﬂu(°)ﬂH =1,

®
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D’autre part, si on écrit
1(3) = I (a=a )P
wia) = 2o (=2 ) v,

on & w, = blu(o) et b, ER est solution non nulle de

(1) _ . .
d + a b, =0 {cf, chapitre VIII).

I1 en résulte que

PO [, 200) W] = via,pGo) = R0,

donc, d'apréds (3) :

PO n ey = cPei) - 2c i) = < Pr0 ).

Comme ;( 1) 0, la valeur propre de l'opérateur (3) (qui opére en
dimension 1) est positive, dfol, pour AGQ7(A°),

=» 81 A >A, toutes les valeurs propres de L; sont de parties réelles > O
=>s8i A <A, J une valeur propre négative d'ordre (A-Ao)o

A 1'aide du § III, on pourra conclure que U(A) est stable pour
A o> Ao et instable pour A < Ao (contrairement & la solution nulle),

b) =k > 2, ¢ = (A-A‘)l/k-l. k_pair ou impaif.

On peut alors écrire

> = b.ul®) { or
alr) = Z. wn. ol w, = bu et b, solution non nulle de
mc(l) + o ok ﬁ -1 = 0 (cf, chapitre VIII),

On va calculer directement le premier terme non nul du développement
de la valeur propre z'(c) de Lé qui est de la forme :

ci(e) = 2o P (B (pr(0) = o),

n=1°

Pour céla. remarquons que l'on a l'identité suivante pour e¢€ V(0},
ol 1%0m note ax(e) = w(X) :

() 1wle) - M (v(e)) =
dLl v dMA
En remarquant que Y € L(D3H) et que I est analytique de

dans K, on obtient en dérivant (4) par rapport & ¢ :

dL au
(5)  [r,- oM, (w(e))]. d”(E) + (k=1)e8" 2[—-—ﬂﬂe) - -——(vie))] = 0,

Notons alors, que L, - DM (u(e)) = L! 4 et que (5) fournit les pre-
miers termes du developpement du vecteur propre u'(e) relatif a 1la

valeur propre ;'(e) de L; « En effet s8i on pose & priori :
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kel .
ul{e) = Z. n en‘lwn + ekwlu"(k) + s000 (le vecteur propre est
défini en fait 3 une cons=-
on obtient : - tante préds).
dule) ' n=1 k=1 (k)
2440 = 1.0 GNE;] . 84y 0 vo e
Liu (e) Li —32 Ls(ggkne wn) + € Liu + cooo
= -(k-l)ek"’lLu)wl - kskmlbk W *ek‘lLA w (B 4 (R,

o} o

kwlé“(knk) + O(ek), avec

i}

1 en résulte que t'(g)

gv(k-»l)w

1

-(kml)P(AO)L(l)wl = ~(k~l)§(l>w

1

“ (k-E‘l)
1] ¢
d’oud - (k 1) (l) 0

Pour X&‘U(Ao), et k pair, la valeur propre "la plus & gauche" de Lé
est de la forme n(k-l)(xmxo)g<l>

lD

+ o(x-xc), et l'on obtient un résul-

tat enalogue 3 celui du a). Pour k impair et a < 0, on ne doit con=

ok
sidérer que i > Xé, et les deux solutions bifurquées {(cf. chapitre VIII)

sont stables,

1/k=1
o

e} =k > 2, € = (A =x) k impair (a > 0)o

ok
Par les mémes calculs que précédemment, on arrive a
Lo (k=1) (1)
g’ = (k=1)g < 0,

et pour xeqy"(xo), la valeur propre la plus & gauche de Lé est de la
{1)

forme (k-1)g ' ~’'(A -1} + O(EAQ~A§>O I1 en résulte que dans ce ¢as les

deux solutions bifurquées sont instables,

Remarque. Des résultats analogues onit &té trouvés par D.H. SATTINGER
dans [1], par la "méthode du degré topologique",

Tr&s récemment, M.G, CRANDALL et P,H., RABINOWITZ ont trouvé des résule
tats tout 4 fait semblables dans un cadre non-analytique plus géné- j
ral [2]0

III. Stabilité non linéaire,

1) Justification de la linéarisation,

Nous avons posé& au § II, u =U(r) + v = He) + v, et le
probléme est en fait d'étudier le comportement, quand t =—p «, de la
golution du probléme d'évolution :

' %% + L'v =« M'(v) = O, véico(o,agﬁ)(icl(o,ng),
(1) € £ »
vio) = u, -uU(r)eD,
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[}

" - - ® - 4]
ol Le L, DMA(v(e)) avec € {x AOD ou (Ao Y A

et Mg(v) = Ml(v(s)+v) - Ml[v(e)] - DMAGv(e)) o Vo

Le probliéme (1) est défini en fait pour ego)} dans €, et le terme
non linéaire vérifie :

38, et y > 0 tels que, pour ﬂv”@ s §_, on ait

s (v e < vlvIZ

comme 1l résulte de l'analyticité de M, et de la définition de Mé o

A
D%autre part, l'application (e ,v) —> Mg(v) est analytique au voisi=

nage de (0,0) de €¢x D dans K.
Pour pouveoir appliquer les fésultats du chapitre VII, il nous faut
encore montrer une estimation du type :
wLét c
[le ”%(K;@) ;E pour t €]0,T].

~

Celle=ci peut €tre obtenue 4 1l'aide du corollaire du § I, mais

A

augsi directement de la maniére suivante.

Démonstration,
GAmE MMM MDA MRS S D

=Lt
Par définition u(t) = e & v, est la solution du probléme linéaire
484 pou= DM (Wie)) o u
dt A A ®
(2) ufo) = v_en s, WECY(0,T5H) VYT < o,

u continfiment dérivable pour t > O et u(t)€D pour t > 0O,
Il s’agit en fait d'estimer wu(t) pour V,EK G H, t €J0,T],
T fini fixé, Or, si 1l'on considére l'espace de Banach (Ba des fonctions
t ~——2 u{t)ED , continues pour t €]0,T], telles que sup (t*fu(s) ] )

e [o,7] 2
< ® , que 1%on muni de la norme u =+ [full] = sup Jt%ul(s)]_,
Lt *te [0,7] 2

on sait déjad que e A VO‘E &% (a"apréds H.5), D'autre part, on sait

d'apréds le § II, qu'il existe une constante Yo > 0 telle que

6
"DM?\(W(E)"Q‘;(ﬁgK) < “(21}‘-)‘0g »
et 11 est alors facile de montrer que l’opérateur linéaire &Ees défini
t =L, {(t-1)

par (B u)(t) = jo e D, (¥(c))sulr)ar

EeoTlma (la

continuité pour t > 0 résulte des calculs faits au chapitre VII).

est borné dans 05a par une constante de la forme y3ﬂlmko

Il en résulte qu’une solution u €<Ba du probléme
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(3) gu(t) =e * v, + (& ulit),
VOE K,

sera aussi solution de (2),

En effet, si u est solution de (3), ué(% et t —> @z u)(t)

€ ¢®(0,T3H), dﬂou w€Cc’(0,T;H) et on verxfle aisément que ufo) = Ve
dans H. Enfin, n» est continu dans H pour t+ » O, et 1l7équation (2) se

vérifie de la mgﬁe maniére qu'au § II du chapitre VII,

Il suffit alors de remarquer que si e €V{0) fixé, I T fini nom nul
tel que l“@pérateurez; soit strictement contractant dans d%;e Le pro=
bléme (3) admet donc la solution unigue

o1 . =Lyt
n = (m-“”@zg) o[e VO;HQ(BG

On a donc bien, pour u{t) solution de (2), une estimation du type

annoncé.,

2) Résultats généraux,

On peut maintenant &énoncer.

Théoréme 1.
Dans le cadre des hypothdses Hol-2~3-Le5, et si H° .1 et H'.2

sont vérifiées, la stabilité de la solution bifurquée ne dépend que du

signe des valeurs propres de 1°opérateur P(A )LVTJ)P(A } (opérant en
d’_ M

dimension flnle)o Si elles sont toutes de méme ﬁﬁgnel p081t1ves par

exemple, alors la sglutlon bifurquée est stable pour A > AQ et ing~

table pour A o< A » Si elles ne sont pas _toutes de meéme signe la solu-
tion blfurquee esb instable Vae€ @NA Jo

Théoréme 2, _
Dans le cadre des hypothéses Hol~2m3m¥~59 et 81 H'.3 et H' b

sont vérifiées, alors d’une maniére générale, la solution nulle et la

gsolution bifurquée &changent leurs stabilités.Plus précisemment, =i la

bifufcation,est bilatére, alors la solution secondaire est stable pour

A > Ao et_instable pour i < Ao tandis que sl la bifurcation est un i-

latérale, les branches bifurquées sont stables ou instables selon que

la bifurcation a lieu 8 droite ou & gauche de Xoo

Q ogstratlono
Il suffit de vérifier que nous pouvons appliquer les résultats du
chapitre VII (théorémes 2 et 3) au probléme dévolution (1),

On a déja vu au § II et au 1) du § III que llopérateur Lé vérifie



toutes les bonnes hypothdses pour e €U{o)s, Il nous faut donc montrer
que Mé vérifie lui aussi les bonnes hypothéses., L'analyticité de
(eyv) mm»»M;(v)v= MA(%%e)+v)le[@(e)]mDMA(W(aﬁ@v , de Ulo) x D 3 va=
" leurs dans K, découle immédiatement de l'analyticité de (i u) -
Mk(u)a et de l'analyticité de wl(e) et A en €. D'autre part, d'aprés

les propriétés de la dérivée de U ——m» Mk(u) en ¥ie), 3 s, tel que si

gﬁvﬂﬁ@ § &  alors }iM;(VHﬂK < y“ﬂﬂvﬂﬂé ; ol y' est indépendant de e ¢ WO%%

3) Domaines de stabilité,

Nous sommes maintenant amenés & préciser dans quel domaine
on peut prendre u, pour gque la solution du probléme d°évolution tende
vers la solution stable quand t == +e . Plagons nous dans le cadre

du chapitre VII, ol l'on considérait le probléme d’évolution

(L) %% + Lu = M(uw) = 0, u,€c°<oﬁwg®)fmcl(o,w;g)a et ol L et M

vérifient les "bonnes propriétés”, Faisons de plus l°hypothése suivan-
te sur le spectre o(L) :

3 £, > 0 valeur propre simple de L

Re [ofL) = (g 3] > € > ¢_ .

k3 > o
"petit” devant E au sens suivant

On suppose de plus que gu est
chague fois que &g interviendra dans une estimation ou un calcul,
nous pourrons le rendre auwgsi petit gue nous voudrons, alors que g ge=
ra £ixé ; ceci pour considérer ensuite le cas ol g@est d’ordre ) = Ago
alors que g est indépendant de ) au voisinage de Xg? dans le cadre du

probléme considéré dans ce chapitre.

Lemme l. J une constante > O, ey indépendante de % telle que,

pour ¢  assesz petit, si l’on a

TR

alors la solution du probléme d'évolution (L) existe, est unique, et
=L %
tend exponentiellement vers O comme e © p guand t —= «,

Ce lemme améliore le théoréme 2 du chapitre VII.

Démonstratiopn.
dk > 0 tel que - %
" -Lt
IPlgcia) € %0 B gy <2 ¢ 7o
gge“mmw)gwm@) < k{1+t™%)e~ 5%,

D'autre part, on sait qu’il existe y > O tel que
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si flully o fugll, s Nuglly < 604 ators

et < vllul
”M<u2) - M(ul)"K < Y(“ulﬂ!@"'ﬂugiia)°"u2'f’ul "& °

Si 1%on pose alors ul(t) = e © u(t), le probléme (4) peut se

formuler :
<s>§“x“> = e
u, € €°(0,%3D)s
Il suffit alors d’appliquer le théor@me du point fixe (Th., 1 du
chapitre VI)., En effet (5) est de la forme

(g ~L)t t (g ~L)(%=7) ¢ -5
© u + fo e ° ' e o M[e .oTul(ﬁ)]dt,

(8 = F(ogny),

avec oF continue de D x Co(ngpﬁ) dans C°(0,w;d) et telle que si]“ul

et ”Hu]‘i m@g 8, on a

m y(uo,sul) = y(uosug_) m@<§ Yl(m“lm@ + mui’_”%> m“l = u;_ "3)

I,

- (¢ <8)t =g =
avee y, = kyj [ﬁl +-£a) e ©° +e ° ]dIo
: ) T

Pour ¢ assez petit, on a Y, € 3510
)

4
. . o .
Seit &, = inf (Go‘g§?>° alors gy(uo,e) est contractant de rapport
1/2 dans la boule de centre O, de rayon 80

De plus =i "uoﬁ < 61/2k, alors

D $
1
B Ftugs0dlly < xlugll, < 5= -
On est donc bien dans le cadre du théoréme 1 du chapitre VI qui
fournit l'existence et l’unicité d’une solution de (5) dans la boule

de rayon § Le lemme s'en déduit immédiatement,

lO
Considérons maintenant le cas ol g < O (mais petit), et précisons

le théoréme 5 du chapitre VII,

Lefiie 2, J deux constantes > 0, ¢, et ¢

2 3 indépendantes de to telles

que pour ,COI assez petit, si l'on a u ¢ ?.Z: ﬂ"uoll£€ czltol o

alors E?tb > 0 tel gue u(to) vérifie “Pu(to)ﬁ®= 03'c6'0 Q%% est la
variété de codimengion 1, définie au théordme 3 du chapitre VII, et

ul.) est la solution du probléme d'évolution (4) vérifiant u(0)=uoo
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a) - Montrons que si v € Q7' alors 5162 et 72 > 0 indépendants de
%o
.5 tels que si [[(1-P)v ﬂeD € 8, , alors
1Py ll, < v, la=P)v, |2
En effet, si nous reprenons les notations du chapitre VII, on sait

que Ve € [0,8] 4 t —s e F(1-P) €L (D5
A pa t
u = @®B(u) s ¢ mm»dgt(u) = j (ﬂmP)e°L(t”T>Mfu(r)JdT
Q

est analytique au voisinage de O dans CZ et vérifie

jm%(u)ms < y“Mumé avec y' indépendant de B ; de plus
\Vd Y b
U = B(u) tnm»05t(u) = j @L<tmT)PM[u(x)jd?
t

est analytique au voisinage de O dans CZ et vérifie

mQ(u)m < 2B° m m avec y" indépendant de Bo

Si on choisit pour le moment g = ?e alors l%€quation

e w 03 é( )

6 t) = + - W, Pw = 0

() u( ) 75 t(u) % 9 o ®

admet une solution et une seule dans C, au voisinage“de 0, pourvu que

ﬂwgﬂ@ € 8,. On note %(w o o) la solutign de (6) (62 est indépendant
de ¢ )o Lvequatlon de la variédté Q7 est alors

o
Pv_ = UQS{%{Kimp)v s o]} (ef. chapitre VII).
La conclusion du a) est alors immédiate,

b) =~ Supposons maintenant que u°§‘1§ et décomposons le probléme

d'évolution (4) sous la forme ©

PM [u(-zr )] dT e

t
(1) Pult) = Pe”Ltuo + j o~Lit=1)
Q

A
(8)  (a-Plult) = e"“¥(a-p)u, + B (u).
8i HPu(t)“d)reste borné sur (O,=), cela impligue

t
Pu_ + j e PM[u(r)]dr =w 0
[ troe

t o .
d’ol  Pu_ + fo eLIPM[u(T)jdr = m[t eLIPM[u(T>]dT;
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+ ) 1%
et emLtPuQ + jo emL(tmT)PM[u(r)]dr = “&%(u)o

Il en résulte que si [[Pu(t)]lg reste borné, u est alors solution de
(6) avec v, = (ﬁmP)uo et u.ECo(O,m;iwa
? S 3 9 7 ¢ 2 3 4
car d'aprés (8), si HPu(t)ﬁQ € Sy 352 et Y] (8,4 62, Y indépendants

_ . . _ . .
de go> tels que pour [{(a P)ugﬁ@ € 62 on ait {2 Hu(t)ﬂﬁ < YEG Mais
cela revient & faire B = O dans le a) précédent., Or, nous pouvons
assurer l'existence dune solution u de (6) dans une boule de rayon

Y;B;QEQ dans le cas ol ﬂ(ﬁmP)uoﬂg ﬂw@% € Svﬁgoﬁ (E‘Y; et 6; > 0

indépendants de Lyo gréice 3 l'estimation du a) sur m&(u>mo)9 et alors

u@e‘%z‘ ce qui est contradictoire avec 1l'hypothlse,

Il en résulte qu'il existe c, > O %tel gue si l'an a Huoﬁ® < @2§§o§9

2
alors ”(1m?)ugﬂ@ € leggﬂ et HPu(t)M@ ne peut &tre borné comme ci=
dessus, par la gquantité y;ﬂgoﬂ%PMo
‘ \ 3 PN
Rgmargueo Soit w(;o) le vecteur propre de L ~ asgoclé & gog alors les
nombres réels y
(Pu_ +%{%[(ﬂ-"1}>u090]}9w(;®))

et (Pult ) +(§ {u[(ﬂmr)u(t )9o]}°w(z }J) ont le méme signe,

En effet 8i ce n'était pas le cas 1l existerait ¢ E,[Q t ] tel que
Pu(t ) o+ Q5{ﬂ{(ﬂ P)u(t Jpo]} = 0, c'est A dire u(tl)E‘U% ce qui n'est
pas pogglble pulisque uoﬁi%? Or, on peut remarquer que

ﬂ(iaP)u(t )H est borné pa? @hﬂ | (a’aprés 1'équation (8}), d'cl

MB {%[Ki Plult ),o]}gw(c )) est majoré par @u35032° I1 en résulte que
(Pu *‘g {%E(mezu g0 R},w(; )) a, pour foB85e2 petit , le méme signe

~

que (u(t J,wlz )}. Or w(go) est orthogonal 34 (4~P)H qui est la variétié

linéaire tangente 38 ¥/ en 0, On peut alors interpréter la remarque

en disant que 3.8t u(%‘r) sont d’un meme coté de@% o
)

Plagons nous maintenant dans le cadre des hypothéses du théoréme 2,
On note U{i) la solution bifurquée et on suppose qu’il existe au moins
une branche pour i > i_o On note %% la variétéQﬁ'pour A fixé, de
codimension 1, introduite au chapitre VII, Diaprés le § II et les

lemmes 1 et 2 précédents, nous gavons donc gue
e a. + .
J ¢, indépendant de reU (AO) tel que si

(93 Mlug = uld g e (a=a ),
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alors la solution du probléme d'évolution

du -

u(0) = uoe:a . uECo(Osw;@)ﬂCl(O,ugH) 0

tend exponentiellement vers U(A) quand t =—=» o,
Nous savons de plus, gque
Je, et ¢y indépendants de 3\6‘2}+(>\ ) tels que si
u 3 Q& et n“o"i)s cz(xmae),

alors Jt_  » O tel que u(t )} vérifie HP(A)u(to)“ = c3(XmAQ), ol
u(.,) est la solution de (1.0)e u(to) étant du méme cbté de %& que u_.
Le probléme alors se pose de savoir ce qu'il se passe quand t——p o,
dans le cas ou u, ne vérifie pas (9) et & QK
D'aprés ce qui précéde on peut toujours supposer
”P(i)u@“@': egla=a ), 12 mP(;\)]uO]La € ey (a=a )y

et étudier le probléme d'évolution assccié, Il s'agit alors de prou-

; > 0 tel que Hu(tl) m%dx)ni)g cl(lmlo), puisquial=

ors on sera sur que u(t) ~—»U(1) quand t —» =, Pour faire cette &tude

ver qu'il existe t

il semble nécessaire de procéder directement sur le sous-espace propre

~

associé & la valeur propre (i) de L o Nous le ferons dans le cas oll

la solution bifurquée est analytiquexen Xﬁ,Q}<X0>g c’est & dire
C # 0 dans l'équation de bifurcation* » Il est raisonnable de penser
que 1l°on a dans les autres cas des résultats analogues a4 celui qui va
etre montré, bien gque la technique s’alourdisse considérablement,

Montrons dongc le

Théoréme 3,

Dans le cadre des Potheaes du théoréme 2 avec en plus

@, # 0 d un_voisinage 4 droite 9t (x,) tel que si re Ut (x,) et

ﬂuoﬂz>s e (A=2_ J)o on_a les résultats suivants s

i) si uoéi %ae alors la solution du grobléme d’évolution {10) tend

exponentiellement vers O dans Q) guamd L e g

ii) 8iu @EQ& et si u est du méme cO6té de Q&lgue la solution bifur=~

gué ‘%(A)ﬁ clest & dire si
(P(l)u + G5 ?uﬁ:cP(A)Ju so]},w(l)) est du méme signe gue
QM(X)DW(%))Q ou E*W(R) g{xjw(r), alors la solution du_problime

¥ Dans le cas ol a@2=0 et @ < 0, on peut consulter[S] pour la tech-

o3
nigque de démonstraticn & adopter,
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d?évolution (10) tend exponentiellement vers WUl(ar) dans D quand

'g,m.pwi

1ii) =i uOQEQK et si u n'est pas du méme c8té de U} que la solution

A
bifurquée w{r), alors la solution du probldme d'évolution (10} sort

d’un voisinage fixe de %K au bout d'un temps fini et on ne peut pas

conclure sur son évolution ultérieure.

Remargue l. Les points i) et iii) ont &té précédemment étudiés, on

peut ajouter dans le cas iii) que l°on est siir que u(t) =<£» WU(1) en
restant dans un voisinage de O de l’ordre de (Awko)g sinon 1l y aurait

un t, pour lequel u(tl) € Q% et on serait alors dans le cas 1),

Remargue 2, Pour le point ii) on peut supposer d’aprés le Lemme 2,

que u_ vérifie :
ﬁp(x)uoﬂ@ = c3(xnx°), ﬁ[ﬂ”P(A)]“o%m € ) (a=a))

et (P(k)uogw(l)) du méme signe que (U{x),w{Ar)) c'est & dire du signe

1
de g(l)/a o puisque (i) = Eem (i~ }u(°) + O(a=1 )2, ol L u(°)=o9
02 %o o] o AO
' 2
o, = (M( ><u(o)eu(o)},w(°>) et LY w(o) = 0, avec (u(o),w<°>) = 1
02 o] Ao
et win) = w4 0(A=2_Je
Démonstration du_point ii) :
Décomposons l'espace H - VYu€eH, u= xty ol x = P(A)u = a ul(x),

y = [L-P(1)]u, et [LA - Q(A)jul(k) = 0, On rappelle que P{x) € B(H3D)

Le probléme d°évolution (10) admet la formulation équivalente suivante

dx

{11) 5 * g(a)x = P<5\>Mj\<x+y),
mth t mhl(tmr}
(12) yi(t) = e v, * Jf e [ﬂa-P(;‘\)]M}\[x(T)*Y(T)JdT,
o] .
- 09

x{o) x, = Plxdu
(13) {

o 1
Vo = [ﬂl.mP(}\):juo, YEC (0,23D) , x €CT(0,%;D),
Il faut remarquer que l'équation (11) est unidimensionnelle (coli-
néaire 3 ul(l)), et que 1l%on peut résoudre (12) & 1°aide du théordme
des fonctions implicites par rapport &4 y au voisinage de O, si on

suppose]ﬂxmﬂ>w $8, [indépendant de Aé?j+(ké)jg et sans oublier gque

ﬁyoﬁ&>§ ¢), (A=A ) par hypothése. En remplagant y dans (11), on arrive

finalement & une équation intégrodifférentielle de la forme :
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da _

afo) = a_ = (P(A)uo,w(k)) ; 8 ECT(0,=;R),

(l>a + a02a2 + P{A,a,¥),

ol y(t) = Y (yogaux) dépend des valeurs prises par a sur [O,t], et

t
ol f est analytique par rapport a (A,a,y) au voisinage de (AO,O,O)

dans R x R xJ et vérifie

[t0ay il s cflalollylly + fal(a=a )2+ [al?[a=a [+ ]a]3+ly]2],
pour |a(t)]| s Gio De plus, si on note
flalfl, = sup Jalx)]
4 [ . J

TE|o,t

on & l'estimation ﬂYtH@-g y(ﬂyoﬂ@ewgt + JlalZ), et les constantes c et
y sont indépendantes de i € %#(Ao>o

D'aprés la remarque 2, on peut supposer que a, egt du signe de
(1) (1) Los o o
Ja_, (& < 0) et vérifie ia@ﬂ = efla=2,)o

Considérons ls fonction alE cl(osw;m) qui vérifie

da
1 (1) 2
mm = =(A=d )T a, + a_, &
(15) dt o 1 o2 1
al(o) = a o
On a en fait, pour t €[0,=[
a {x=2x )c(l>t . (a=x )g(l)t
1 - o2 [¢] e Q
(l6> e = (l)[l - @ ] + zfe °
1 {(x=1x )z o
)
3 =1 =l
De plus, si on note b = a » b, = a," et h = b,=b ,

on obtient s
1 2
L a2+ 208,50 (b, =005,
dt o 1
(27} 3
h{o) = h =0et as= (blmh) .
I1 s'agit de montrer que la différence [a(t) - al(t)ﬂ reste o(l-lc)

Yt e[o,=[ , alors que ”Yt” devient o(A=A_ ) ; cela prouvera bien que
la solution x(t) + y(t) du systéme {(11), (12), {(13) est & partir d’un
certain tl 3 0 dans un voisinage d’ordre o(kmlo) de al(t) ul(i)o

Or, on peut remarquer gque pour ¢t assez grand on a

”al(t)ul(k) - HKA)H&)= o(lmlo)%, 4’0ol la conclusion par le lemme 1. En

fait, au lieu de majorer |a - a.|, nous majorerons |h| ce qui sera

.

équivalent, Nous allons montrer qu’il existe une solution unique h de

l%équation intégrodifférentielle (17} dans Cl(O,u;R) telle que

' (1) -1 _ (1) -1
ay (t)uy (A)wmm (A=i )27 Ta 5w (M)=(h=d J2 " e

t—»w

u<°>+o(x~xo}2

(l)unl u(O)

et Ulr)=(r=1 )z o2

- 2
+0{x Ao)
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"h”a £ K(Rwlo)-s avec B < 1 {(8=1/2 par exemple), et K indépendant de i .
En effet d'aprés (16) on a :
m{a=2 )" < |v (¢} < M{x=2 ) o

ce gui entraine pour A €‘v¢(ko)o
m[?(k~lo)]-l < [o(e)] = [p,(t)=n{t)]| s 2M(A-A°)'l

Ih(t)]

[o(e)||b, ()]
ce qufil était suffisant de démdntrer,

et Ja(t)-a (t)] = < 2km"?(a=2 )28 = ola-2 ),

Pour montrer l'existence d'une solution unique de (17) dans
Cl(O,w;}R)9 nous allons employer le théoréme 1 du chapitre VI, appligué

a4 l'équation

(18) hit)

t
jo 8T(Auhoy°)dTa

(1)

ol g {ashyy ) = (A=3Jg ""h + flaga,Y, ) (b =h)2,
-1
avec & = (bl-h) et Y, = Yt(yo,a,k)o
Soit B, la boule de centre 0, de rayon K(lnko)-s de ¢°(0,T;R), on

sait alors que si hé€B g{i,h,y )e.CO(O,T;R) puisque [a-a =
2ol o 10T

TO
o(kwlg) entraine que YtG.CO(O,T;QU et que £ est analytique par rapport
a (&th) au voisinage de O dans C°({0,T;R) x Cc°(0,T;D) & valeurs dens
c® (0, TiR) .

En fait on a, pour h€B, :

1- -5t
(19) lgy (xonay )| s vy [K(A=a)) B4 MY (A=2) + o e *] < Y, pour

~

t €[0,T]., De plus, si h., et hy, € By

1
i
ley (Aabpay ) = g (b Wy D € vy (a=a ) efny=ny |l

Choisissons alors T0 = K[2Y2(1~10)B]“1, il est alors immédiat de voir

gue le second membre de (18) est strictement contractant :

% %
“l,, . yl=By. W
N}ost(x,hz.yg)df - jogT(A,hl,yo)dwnTo < Kyg(2y,)7 7 (a=2 ) th-hlﬂT
N * - -
ou3 Y (Ao) tel que Ky3(2y2) l(x-xo)l B ¢ x < 1/2 ’
| s K -8
et gue de plus : ”j g (Agh,y dar] < < (l-k)o[K(A-Ao) 1.
o ' Ty 2<A_A°)B

En appliquant le théordme du point fixe, on a donc l'existence d'une
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solution unique h de (18) dans CO(ODTO;R)9 d’ol h.€Cl(O,To;B) daprés

{18) et h est solution de (17) sur [baT°J°
-ET

Or, 3 Q)#(AQ) tel que si A€ ﬁf*(ko) on ait e ° < A=X s il en ré-

gulte gue pour t » TOQ 81 h€DB avec T » T09 on a

Ti)
~ 1=8
(203 g, (ashoy )| s vy KO=2 )77% + w (a=a )]

Or, on & 28§ |n(T )] < K[z(x-xo)?]ml < (l«k)[K(A-AO)"BJ,,
K

: 1-8
+ v, T [K(a=a)) +

M" (A= )]

T+t
et Mh(To) + jT: gr(x.hayo)dr“To S 2<AmAO)B

< (1-k) [K(a=2)""],

dés gue AE@UJKAO) adéquat, On peut donc assurer l'existence de h sur
EP92T01 et si nous montrons que pour t » T _, |[h(t)| reste borné par
K[?(%m&@)sjmlg on pourra itérer indéfiniment le raisonnement et pro=-
.longer la solution sur [baw[o ‘

Or, si h€ B, 3 ), indépendant de A€ Q%+(Ao) tel que l'on ait

Ef(kgaaYt)(bl«h)zl g yh(A~Ao) pour t » T
et (17) montre gue si |h| > yhiq<l)ﬂmlg alors E%%l ¢ 0,
+ ‘ Bq=1 (1) -1
Comme pour A& U (AQ)Q‘nn a K[?(A»AQ) 1 > thz |" "

, 1B
il en résulte que WYt > T, on a in(t)| s KEZ(Aqu)Bj lo
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Exercices,

1. Soit B = R® et le systéme différentiel suivant, vérifié par

(xlgxz)é Cl(o.w;H) 3

dx
1 2
at -1 2 v
(1)
ax
2 2
T ¢ {l+l)x2 A Oo

Les solutions stationnaires de (1) ont &€té données d4 l'annexe 1 du
chapitre VIII. Etudier la stabilité de la sclution nulle et la sta-
bilité des solutions bifurquées, pour tout A€ R (le théordme 2 s'ap~

plique ),

2, Soient H = [L2{o0,7)]2%2 et D= [H2(o,w)n Hi(ogﬂ)jz munis des
produits scalaires classiques (cf, le N.B. du probléme récapi-
tulatif ),

On note U = (u,v)EH et YueDd

LU= (=u"=ru,=v"+av)

_ M{U) = (sin x(v2+v??) sin x(u?+u’?2))
a) -~ Quels sont les points de bifurcation de la solution nulle de

L,U + M(U} = 0o (Réponse : A, = *k?, keWN™)

@

b) = Montrer que les branches bifurquées en A+ = 1l et Alw = =1

ge raccordent, et donner lbexprqssion globale de cette branche,
(Répomse : w(r) = (=(1-a}*/3(1+23% 355n x , (2212732422 3510 x)).

¢) - Stabilité de la solution nulle pour le probléme d'évolution 3

%% * LU+ M(U) = 0 , UECS(0,=;D) ﬁcl(of,«;ﬁ)o

{On monitre que le spectre de LA est constitué des valeurs propres

Lo ™ %A+ K2 k€ B = 0 est stable pour A € ]~1,1[),
Montrer qu’il y a €change des stabilités entre O et les solutions

bifurquées en 1 et =1,
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Probléme récapitulatif,

Le but du probléme est d'étudier le comportement quand t —==p = de

la solution du probléme :

2
aul - & ° ul + 222 w AW, = u.u. = 0
ot A 2 X 1 12
X
2
ii% - 22 9 112 - )‘l"u - u (aul i‘lf’ i.ji%.) 0
ot ax§ ; 2 2 '9x 2  23x

1 2 2
ul(xgo) = ulgo(x) } .
donnés,
ue(xgo) = uggo(x)
On &tudiera la stabilité de la solution uw, = u, = O

i1 - "2 s
on montrera qu'il existe Ao > 0 tel que pour i réel > Ao cette solu=
tion est instable et qulalors, c’est une autre solution statiomnaire

"bifurquée"” qui est stable (en un sens & préciser),

Texte .

N.B, Si 5 est un Hilbert, alors @2 sera 1'Hilbert muni du produit
scalaire U,V —» [UQV]Ez = [ul”VIJB + EP2®V215 ol U = (ul’u2> et
V = (vlgvz)o '

I, Soit 1'Hilvert H {Le(Ool)}g o, on considére la famille d'opérateurs

linéeaires {Ll}

2
= € =
\e€-{0} o Pelle que Yu (ulguz) D= {8°(0,1) N
Hi(oal)}z o on ait '
= “"l 1} 9 2 " L” 2
LXU {=2x uy+ug Aul o =A ugul w)EH .,

1) Montrer que V A fixé # 0, J g réel tel que t-L, admette un
inverse compact dans H {on peut utiliser les résultats de l'exercice
5 du chapitre III).

2) Montrer que {LA}
(A),

Ae€={0} est une famille holomorphe de type

3) Spectre de L, ? Pour A réel > 0 , quelle est la valeur
propre de partie réelle go(i) la plus petite ?

Donner 1%"indice et la multiplicité de celle=ci,
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4} Montrer qufil existe A, > O tel que EO(AO) 0 , EO(A) > 0

pour 0 < A < A, go(A) < 0 pour A > A_ , pour A A, s domner
une base du sous-espace invariant relatif 4 la valeur propre nulle

{Vlgvz} (montrer que sa dimension est 2),

5) Montrer que L. est m-sectoriel pour A > O,

A
6) Quel est l'adjoint LT de LA ? (On peut utiliser les résul-
tats de l'exercice 5 du chapitre III),
Donner pour A = A_; une base {Wlawa} du sous-espace invariant
relatif & la valeur propre nulle, telle que [wi’vj]H = § i,J=1,42,

(1)

ij

7) Expression de L U-pour UE€JD (on notera

SR NRE
A—Ao

(l)P(Ao) dans la base

{Vlgvz}g ou P(Ao) est la projection invariante associée a4 la valeur

(1)

Expression de la matrice représentant P(AO)L

propre nulle de L, o Diagonaliser P(AO)L
)

valeurs propres et une base le diagonalisant),

P(Ao) (donner ses

II, On considére, d'autre part, la famille d’opérateurs MA , ‘telle
AX
= = §  wm  oowm 9 =
que U (ul,u2)€§D ° MJ\(U) (ulueauz(ul 5 ul))€ K

(5. (0,1))2,
1) (a,U) -¢-MA(U) est analytique de € xD dans K; et peut
g'écrire au voisinage de (AO,O) sous la forme

M, (U) = 2. (Amxo)n Mip)(uaoom.u) »

p22
nz0
ol Mﬁp) est p-linéaire continue de 2D dans K.

Donner les expressions de Még)(ubv) et Mig)(U,V) pour U et V

quelcongues dans D .,

(1)

2) Soient Vio) et Véo) les vecteurs propres de P(AO)L P(Ao)

ol on a noté Vio) celul qui vérifie
(2),,(0) (o) _
M, (vl oV ) = 0 &
En posant U(o) = aov§°) + boV§°) . on montrera que l’é&quation
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(1)4(0) (2) o) ylo)y g

P(AO)L - P(AO)MO

(o)

admet une solution U non nulle, dans D {on ne calculera que les

coefficients nécessaires au raisonnement),

3) Montrer qu’il existe une solution non nulle a(A) de
1'équation
- = €D
L,U=-M(U)=0 , U
dans un voisinage de A e telle que A —% 9, (A} so0it analytique,

de la forme

(o)

Wlr) = (x=2) U + o((}«mxoﬂ) o

k) Stabilité de la solution U(X) ? Montrer que l'on a

le " lgmim < stz powr 2]l L acW Q)

{on peut utiliser le résultat démontré & l%annexe 2 du
chapitre VII dans le cas K = Hi(ool) pour pouvoir employer le

corollaire du lemme 1 du chapitre IX).

5) Calculer les deux premiers termes de 1l°éguation de la

variété Q}A au voisinage de 0 , telle gue si er'Qfﬂ v
-+ o N 2 >
A E Q} (Ao) s alors la solution du probléme d’é&€volution tend

exponentiellement vers O quand t == o ,

o ° °
m Qan §am 3 owe
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