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CHAPITRE I - Définition des suites de Spencer

§ 1 - Quelques notations

Soit X wune variété de dimension n (C° ou anslytique
réelle) de faisceau structural ¢ , Nous noterons Jk (k. fini
ou infini) le feisceau des germes de ke-jets de sections de O .
Nous considérerons deux applications canoniques de O dans Jk :
l'application jk associe 4 une fonction f , et au point x ,
le k-jet en x de f 3 alors que l'application ik leur
associe le k-jet en x de la fonction constante f{(x) . Nous
ellons d'ailleurs donner une définition de Jk comme quotient,
et ces deux applications nous apparaitront de fagon naturelle :
soient Y un deuxiéme exenplaire de X , GXxY le faiscesu
structural de XxY , ¥ 1'idéal de 4définition de la diagonale
de XxY , -U“’l'iﬁéal des fonctions plates sur cette diagonale.
Alors, 7% est 1le guotient de kaY per {Ik+l ;s l'application
ik provient de l'application i de O dans Oy . v qui, a f(x),
associe f(x) , tandis que jk provient de l'application J qui,
& f(x) , associe f(y) .

Les applications 1% et jk donnent & 7% deux structures
de O-module ; nous les distinguerons en écrivant la premiére
comme structure & gauche, la seconde comme structure & droite.
Lorsque nous &crirons un produit tensoriel de C-modules compor=-
tant J° en facteur, la place de % nous indiquera quelles
structures considérer : par exemple, E étant un O-module,

Jk@D E est le produit tensoriel de E et de gk muni de sa
st;;cture & droite (structure héritée de jk) ; ce produit sera
lui-msme considéré comme VU-module gr&ce & la structure gauche
de J° .

Nous poserons Jk(E) = Jk @6 E . On définit encore une



application jk : E -+-Jk(E) , par passage au quotient & partir
de l'applicetion E -->-OXxY ® E qui, &4 s , germe de section
0

de E en x associe 1 ® s en (x,x) . (Par contre, ici 1'ap=-
plication ik n'a pas de sens). Lorsque E est localement libre
de type fini, il est le faisceau des sections d'un fibré vectoriel
de rang fini sur X , on retrouve les définitions habituelles
(vérification immédiate, laissée au lecteur).

Soit 2Z wun troisiéme exemplaire d2 X . L'application
f(x,y) #» f(x,2) (le second membre étant considéré comme fonction
de (x,y,z)eX xY xZ) induit par passage au guotient, pour
tous r, s entiers >0 une injection gr¥s s J5 (%) , qui est
O-linéeaire., L'application associée dans les fibrés peut &tre
décrite ainsi : soit a wune secticnde 0 au veoisinage de x
par js , on en déduit une section de J® , puls par jr “une
scction de JT(J%) . Soit JT(J%){(x) 1a fibre en x du fibré
associé & J?(JS) 3 11 est clair que jr(jsa)(x)eer(JS)(x) ne
dépend que du développement de Taylor de a d'ordre r+s en x ,
i.e, de 1l'€lément de Jr+s(x) défini par o . D'ol une applica=-
tion Jr+s(x) —+-Jr(Js(x)) , qui est 1l'application cherchée
(vérification immédiate).

Par produit tensoriel, on en déduit une injection canomique
0-linéaire : J7 5(E) s JT(3%(E)) .

§ 2 - Opérateurs et suites de Spencer : définitions

a) Premier opérateur de Spencer
Nous considérons encore un O=-module E sur une
variété X , de faisceau structural ¢ ; désignons par T le
faisceau associé& au fibré cotangent de X ., Reprenons un deuxiéme
exemplaire Y de X : la différentielle extérieure par rapport
% la variable x nous fournit, pour tout p positif ou nul, des

aprlications

. AP = P+l %
dx : A T ® OXXY -_-5— A " ® OXXY
¢ v}
(o étant considéré comme O-module gréce & i )

XxY



Par passage au quotient, nous obtenons des opérateurs

D: AP 1@ gF AP o @ Rt L o ks0
& o

qui sont O-=1linéaires pour les structures héritées des structures

3 droite des J® . D'ol, par tensorisation & droite par E ,

des opérateurs

+ -
D : AP T*@Jk(E) o AP px g K l(E) s D, k>0
") o
qul ne sont pas O=linéaires pour les structures provenant des
structures de O-module usuelles des Jk(E) . Dans les fibrés

associés, D est un opérateur différentiel d'ordre 1 .

b) Premiéres suites de Spencer d'un fibré,

Un noyau de l'application

. >
dx ! OXxY =3 T (g UXxY

est ©O ..+'UXxY + Par passage au guotient, nous trouvons que la
suite

1

0 =b 0 2oy gt 2

—T"®@D 0 =20

est exacte. Si nous tensorisons & droite par le O=-module locae-

lement libre E , nous obtenons la suite exacte

.1
0 - E -Q-+J1(E) -Re—T*@E - 0,
que nous appelons premiére suite de Spencer, & l'ordre 1 , du
fibré E .

Plus généralement, nous pouvons considérer la suite
.T
0 = E =3es J5(E) - 2@ sy vo. 2 AT TP @ ITTR(E) -» 0

(si k<0 , nous convenons que Jk(E) = 0)



- b4 -

Nous l'appelons premiére suite de Spencer, 4 l'ordre r , du

fibré E , et nous allons montrer qu'elle est exacte, On a

€videmment D D = 0 , puisque dx d = 0 .

§ 3 - Exactitude de la premiére suite de Spencer,

a) Locelement, une section s de JT(E) C)Ak T* peut

tori
s'écrire

g (y=x)% Joni
s = a . i(x) —Ej——- dx
laj¢r, lilex 7 ¢
En expliquant d, en coordonnées locales, on voit que Dr K
9
est localement la différence de deux opérateurs d4' et 4" =

dont aucun n'est défini globalement

U a" s = a' s.
3
‘avec
-
o .
RN Zt'l e, (x) R axg axt?
ajgr=1,1ilgk, A ’
1gj<n
et
E 28, 3 (y=x)°® i
d" s = . -‘é"—z‘—' (X) —z-—-'——~ dX.A dxA
tajgr-1,lil¢k, ©%; a: J
lgjgnm

b) Considérons le diagramme (Br)

0 0 0

J r,o l r=1,1 l r=2,2

0~ 0~ 5T(T%)9E Lms ™" H(19)@r0E Sons 5T 2 (21)0 P T'RE Samels ...

b, It V' ' |
0 =+ E e JT(E) 2o 7T Y(E) =Bams APriesTT2(r)  Dens ...

i el Jﬂ Iﬂ L“

-1 - -
0 — E does g7 HE) -2 17077 %(2) =By APrr@eT3(m)  Dees ..

1 ! b |

0 0 0 0



dont nous savons que les colonnes sont exactes, et ol les

§¥KsX  sont aérinis de fagcon & assurer la commutativité

gTokE provient du morphisme O=linéaire provenant du morphisme
de fibrés défini comme suit
r=k,k

sT7ESK L gTE(paym AR (1%) s TR (p#) @R

T*)

ya dXAl (yeT;, dx GT;, lal'—'-‘r’k ’ 'i‘=k)

représentant un point du fibré associé i Sr- (T*)()AR(T*) aue
dessus de X , nous posons
Sr;k’k(ya dxAi) _ ) 5%— (y4) dxjA axh?t
1<j<n J
Le complexe &crit dans la premiérec ligne de (Br) est
acyclique car il provient, par tensorisation par le faisceau E.,
d'un complexe acyclique de fibrés (en chaque point, c'est simple=-
ment le complexe de la différentielle extérieure pour les poly-
ndmes!) La deuxiéme et le troisiéme ligne de (Br) ont donc 1la
méme cohomologie., Ainsi, la cohomoclogie de la premiére suite de
Spencer de E ne dépend pas de l'ordre r auquel est écrite

cette suite : et elle est triviale pour r=0 , donc pour tout r .

§ 4 - Deusiléme suite de Spencer d'un fibré,

Reprenons les diagrammes (Br) , avec des notations condensées:

0] 0 0
¥ v v

e s => Pr+2’k-l@E -"é'é" r+l kOE —'—')' I'r’k+l®E - e
i yi ¢i

vee == AT 2 (1) Dy p¥eatti(E) Do A lpoT(E) - ...

L" ¢n ¢w
k=1 r+l(E) D, DI @J (E) _Q%.Ak+l®Jr-l(

T | L

¢ 0 0

E)"-no

Nous avons écrit une partie du diagramme (B ) : elle

r+k+1



ryk+l

nous permet de dé&finir le faisceau € (r1, k,1)

gr,k+l _ Ak+1€Ur(E) / ia(rr+l’%3E) = Ak+%@Jr(E) / Di(fr+l’%3E)

Pour tout p positif ou nul, pour tout g strictement positif,

gPs

nous définissons de méme ; et nous posons enfin

¢?° = gP(x)

Le diagramme (B nous donne un morphlsme canonigque,

r+k+l)

soit Di’k s, entre les faisceaux de [R-espaces Ak<3Jr(E) et
2
r,k"‘l l z : P * ]
L5 ; D est un opérateur différentiel d'ordre 1 3 son noyau

r,k

contenant D(Ak-lanr+l(E)), D:'k induit un opérateur différen=-
]
tiel d'ordre 1

TR F ok oF vk*l

En fait, le noyau de Di . est égal a D(Ak-l(DJr+l(E)) . Le
2
T
noyau de Dr,k est
Or, c'est l'image de D! « Pour tout r positif ou nul, pour

ryk-l
tout k strictement positif, la suite

§ 1
cgr,k-l Dr,k-l gl sk Dr,k @f s+l

est donc exacte, La considération des trois premiéres colonnes du

diagramme (Br ) montre l'exactitude de le suite

+1
D'

. T
E -2 Jr(E) = @Ts0 _TX,0 sl

Désignant tous les opérateurs D; . ber la méme lettre D' , nous
]

obtenons, pour tout r positif, une suite exacte :



: T Y % v
O%Egﬂ‘@r’og-'ber'lg—b...g-r?r’n-#O

que nous appelons deuxiéme suite de Spencer (4 l'ordre r) du
fibré E .

§ 5 - OU apparaissent les systémes d'équations aux dérivées

pertielles.

Nous donnerons ici un bref exposé, de caractére provisoilre.
La question sera entiérement reprise d'un pcint de vue dual au
chepitre III. Lorsque certaines hypothSses de régularité sont
satisfaites, les deux points de vue sont équivalents.
Soit X wune variété , E un O -module :

X
Définition (valable seulement pour la fin de ce chapitre).

Nous appellerons systdme d'équations aux dérivées partielles

ordre k sur E un sous-faisceau ¢ de Jk(E) . Le faisceau

d'
F = ¢ ner sera appelé faisceau des solutions du systéme.

Considérons 1l'injection 1 : Jk+l(E) C---»-Jl(Jk(E)) définie
k+1 .=17.1
1 [J

au §1. Nous poserons ¢ = (¢k)] . Par récurrence, nous

définirons de méne ¢r+k pour tout k30 (avee ,¢r = ¢4) , et
nous appelerons les ¢r+k "vrolongés" de ¢ . Soit w la pro=-
. . + +1 5

jection J° l(E) - J°(E) 3 ona m ¢ T (s>1)

En général, on supposera E localement libre de type fini, et on
ne s'intéressera qu'aux systémes v@rifiant les conditions de ré-
gularité suivantes

+k .
1) Pour tout k>0 , ¢ K ¢st localement libre

. + . .
2) Pour s)sO s le morphisme 1w : ¢S . - ¢s est surjectif

Au chapitre III, nous discuterons ces conditions {(ou, plus exac=-

tement, des conditions "dueales").

Exemgles

i) Supposons E = O (ou plus généralement) supposons E locale=-
ment libre de type fini, ce qui revient au m&me localement), et
prenons des coordonnées locales en un point de x . Suppcsons ¢

défini par un systéme fini d'€quations :



-8=
% a;(x) fa(x) =0 i=l,ecesp 3 £, & valeurs dans OF
afsr

alors J1(¢) est défini par les équations

I el(x) £_(x) = o0

i
Baa(x) ;
) T fa(x) + Eaa(x) fa,j(x) =0
J
(parce que Jl est localement libre pour sa structure de O-
module & droite) ; par conséquent ¢p+l est dé&fini par les
équations :
i
I a (x) £ (x) =0
‘)a(l!(x) i
———t——. 4 -+ 4 - .
axj fa(y) ) aa(y) fa+€%(x) 0

Les exemples qui suivent sont des particuliers de celui=-la

ii) Prenons r=1 , et définissons ¢ par 1l'équation
. 1 . 1 .
fo(x)=0 (i.e,, p=1 3 a =1 si a=0, & =0 si lo]=1)

Alcrs ¢2 est défini par les équations fo(x)=0

{

lfej(x)=0
L'hypothése 2 n'est pas satisfaite
et

iii) Prenons m=1 . Solent deux chemps de vecteurs

£ 3
1 2 1

sur X , Prenons E=0 , et scit ¢ 1le sous=faisceau de J

défini par les équations

(gg , ccordonnées locales de € » i=1,2)

H
o

J .
2 gi fs.
J

les solutions sont alors les feO vérifiant G(Ei)(f) = 0 en
désignant par S(Ei) l'opérateur différentiel défini par £y
elles vérifient donc aussi G[El,ﬁgl(f) = Q0 , Et un calcul immé-

diat montre que si ged¢ , On &

I legap]? g, =0
j



a . 3 . . .
De méme, si ged¢” , il vérifiera des équations telles que

z [E ,[E "S }JJ g = 0 etc...
1 1°°2 €.

d
L'hyrothése 2 sera vérifiée notamment si [51,52] est combinaison
sur O de El et €2
Cet exemple montre que la condition 2 est liée & "l'intégralité"

; mais en général elle ne sera pas vérifiée,

du systéme (approximativement : dans les &quations de définition
de ¢ , toutes les équetions d'ordre k du systéme ont déja été
€crites)., Veir au chapitre II et zu chepitre III une discussion

détaillée de cette question.

§ 6 -« Suites de Spencer attachfées & un systéme d'é@quations ¢ .

z) On voit immédiatement que l'opérateur de Spencer, induit

un opérateur différentiel

D : AP 1* ® 65T s AP*L 30 ® 6% (s3k)

. s+1 s+l S . PR .
Soit v le noyau de 1 : ¢ — ¢~ . On voit zussi immédia=-

tement que ¢ induit le morphisme (O-linéaire
§ :+ AP T €)v5+1 -— Ap+l T ® v

Plagons-nocus dans les hypothéses de régularité considérées au §5
pour s assez grand (p. ex. s;so+n), considérons le diagramme

commutatif :

0 0 0
-n+
O-+vs+l-§-+T"®vs-£->...-§->An T"@vsnl 0
| B E )
| D +1
+ . 1
0 = F =5 0571 Dy prgpo® Dy L. Do AR prg e 0
¢ l“ L" Lﬂ
0 —» — ¢s D Ta.O¢s=l D, .. D AnTﬁD¢ Sen — O



Les colonnes en sont exactes (hypothése 2). La ligne inférieure
(resp. médiane) s'appelle la suite de Spencer d'ordre s (resp.
s+l) du systéme ¢ . La ligne supérieure donne lieu & une suite
de fibrés, dont nous montrerons plus loin que, pour tout point
XeX , elle est exacte dans le fibré en x pour s assez grand.
Par conséquent (argument standard de cohomclogie des complexes

de fibrés), la suite de faisceaux sera aussi exacte en x (et
aussi, d'ailleurs aux points voisins de x). Donec la suite de
Spencer, restreinte aux germes em X , aura une cohomologie indé=-

prendante de s .

b) Sous les hypothéses de régularité 1) et 2) (et, plus
généralement, sous l'hypothése 2), on peut définir de maniére
analogue a4 §4 une deuxiéme suite de Spencer. Nous laissons au
lecteur le scin d'étudier cette question (que nous reprendrons

d'un point de vue dual au chapitre III).
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CHAPITRE II = Résolutions locales

1l - Généralités.,

Dans ce chapitre O désigne 1'un des anneaux suivants :
3 n
a) Germes de fonetions C™ en O dans R , & valeurs complexes

b) Germes de fonctions analytiques en O dans mn, i valeurs

complexes
¢) Séries formelles C[[x,c00,x ]]
d) L'anneau € (1identifié aux- fonctions constantes sur mn).

On désigne par ¢ 1l'anneau des opérateurs différentiels
linéaires & n variables, 4 coefficients dans & . P est un
anneau (non commutatif), et ¢ se plonge dans D en identifiant
0 avec les opérateurs différentiels d'ordre zéro. En particulier
& est un O~module & droite et a gauche,

Soit S un O-module a& gauche. Un systéme d'équations aux
dérivées partielles (au sens usuecl, et non d celui du chapitre I)
dans S est défini par une natrice ool , qui définit une
applicetion (notée encore a ) 5% —~sP (on &crit les éléments
de 8P comme des matrices & une colonne) ; on note sol le noyau
de cette application.

Considérons l'application 2P - 8% : b == b & (on écrit
b e comme une metrice 3 une ligne] que nous noterons encore
a .3 soit M son conoyau, qui est un D-module & gauche., En vertu
de l'exactitude 4 droite de Homﬁ(.,s) , on a un isomorphisme
canonique scl A:Homng,S) . Celo montre que, & un isomorphisme

prés, sol ne dépend que de M (et non de la présentetion

DP e 3% s M - 0O choisie)



Examinons maintenant les équations avec second membre : on
s'intéresse & la question suivante
. D : .-
Soit geS* ; on suppose que, Ybeadl wvérifiant b a = 0 s

on & : b g =0 ; existe-t=il fe s? tel que &a f = g ?

Supposons que bl,...,bre:gﬁ engendrent sur < le sous-module
{beébplb a =0} = ® 1a matrice b = ({,l) c® *P  géfinit une

r
epplication D : DY ey PP , et nos hypothéses signifient que la

suite
of 2og? B 2% M e 0

est exacte ; appliquant encore le foncteur Hom@(.,M) y on trouve

que notre probléme équivaut & l'exactitude de la suite

0 ewd SOl =i Sq —i& Sp -3+ Sr

i.e. & Exté(M,S) =0

(ce résultat serait d'ailleurs vrai aussi sous l'hypothése de
finitude faite sur ® ; cependant, cela n'aura pas d'intérét pour
nous dans la suite). Ici encore, nous trouvons que, la solution de
notre probléme "ne dépend que de M" et non du choix de a et b ,
puisque deux "présentations d'ordre 2" de M sont homotopiquement
édquivelentes (voir n'importe quel traité d'algébre homologique).

Appelons de fagon générele p-présentetion de M (p»0)

une suite execte
Y 2 2

et nous appellerons résoluticn de M wune w-présentation, i.e, une
1
(1) 4

~

suite illimitée du type précédent & premiére chose d faire
est donc d'étudier la possibilité de truuver de telles présenta=~
t ions, et d'étudier leurs propriétés ; le probléme d'étudier les
Ext;(M,S) , P. eX. pour S convenable (p. ex. 8S=0 lui-méme) est
en général beaucoup plus difficile : c'est 1l'objet de la théorie
des équations aux dérivées pertielles proprement dite, qui ne sera

pas abordée dans ce cours.

(1) Nous scus~entendons ici, en parlant de p-présentation et de
résolution les mots "libre de type fini" (convention valeble seu=-
lement au cheapitre II).
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2 - Bonnes présentations,

Désignons par mkczﬁ le sous=ensemble des opérateurs dif-

férentiels d'ordre <k . On obtient ainsi une filtration de D ,

D . T = 9 /D : D i i 1'en-
aveé . © ¢ ; posons $k k/ kel %k est 1somorphe a l'en
semble des polyndmes homogénes de degré k sur 0 , et le gradué
associéd D = @ 3% est isomorphe en tant qu'anneau &

= 2
0le)s.nes 1 (8, = axi)

Théoréme 1,

Si O est noethérien, P est noethérien & geuche (et 3a

droite).
Soit Y un idésl & gauche de © , et I son image dans )
= (Ufﬂmk)/mknl ; T est un idéal

7.
k
homogéne de £ , qui est noethérien (Hilbert) ; donec il existe

i.e. le somme directe des

Ei,...,&b éléments homogénes de J , qui engendrent 3 . Soient
al,...,ap des éléments de J qui remontent les Ei ; nous
allons voir qu'ils engendrent J .

Soit en effet bed ; posons d4° b = inf{klb(s$k} , et

b = 1la classe de b dans E& (k=d°b) ; il existe 71,...,7£ea§>

tels qu'on ait B = ) 7& 5} , et l'on peut supposer qu'on e,
Yi a° 7} # a° é} = d° 9 . En remontant les 71 en des Y e g,
on trouve que ¢ = b - zYi 2, vérifie d° ¢ <«<d° b . D'ol, par

récurrence sur d° b , le résultet .
Supposons O noethérien, et donnons=-nous une p-présentation

2 a 2 1 L
{DP_Eé Q‘Jp- —— g -.'?30"'.9"1\’1"‘-“*'0

posons 2P = ker(ap) : d'eprds le théoréme 1, 2P

es% de type
fini sur ¥ , donc s'écrit comme un gquotient d'un S)p+l , ¢& qui
prolonge notre p-présentation en une p+l-présentation . Par
récurrence, on en déduit ceci : toute p~présentation se prolonge
en une résolution ; tout L-module de type fini (i.e. admetteant une
O-présentation) admet une résolution.

Examinons maintenant les propriétés de filtration ; conmmen=-

gons par le cas d'une l-présentation

(1) 2l 9, 9° _E y -—> 0
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Soit g le degré de a = (sup. des degrés des termes de la
matrice ao) ; sur Kerg=2° , il y a deu§ filtrations

1°) la filtration induite zg = zonsz"

2°) la filtration image Z;?= ao(ﬂiimo) (= 0 si p<mo)
On a toujours Zg'c Zz , mais on n'a pas 1'égalité en général

- -

Définition.

5 On dira que la l-présentation (1) est O-bonne si, pour p

o' _ ,0
assez grand, on a 2 =Z_ .
P p

Théoréme 2.

Supposons O noethérien. Toute O-présentation se prolonge

en une l-présentation O-bonne.

2
. o € .
Soit & o=+ M ==+ 0 une O=-présentation, et posons encore

2° = Ker ¢ , 2° = 2°n2 °
p P
Lemnme.,
: ' - . O= 0
Il existe m tel qu'on zit, VYp:0 : Q% z, Zm+P
En passant au gradué& associé&, il suffit en effet de prendre

pour m le sup., des degrés d'un systime de générateurs de 7,9

(détails laissés au lecteur).
Pour démontrer le théoréme, prenons un m ayant la proprié=-

té du lenne.

I1 suffit de trouver une l-présentation telle qu'on ait Z; = Z

en effet, on aura, pour tout p20

? ?
2° c2° =@ 72° = 9D 2° et d'autre part, évidemment
m+p n+p P n P n
o! o 0o o' _ ,o0
Ei chZm+p d'ou Zm+p = Zm+p

Or, Zg est un module de type fini sur O (pour la struc=
ture induite par la multiplication & gasuche par O) ; soient

- o} . .
al,...,ag des généreteurs de Zm et so1it 8 le matrice
]

N
(& ) , qui est de degré m .
L

L Ql
= Z° , et conmne Qp Zm = Z , on a aussi

o]
a(s ) = 2° 5 d'oii le résultat.



Définissons maintenant, par récurrence, la notion de

-présentation k-bonne (kgp-1)

a) Si k<p=l , on dira que la p-présentation est k=bonne si

la (p~l)-présentation qu'elle définit est k-=bonne

b) 8i k=p=l , on dira qu'elle est(p-ﬂ-bonne si elle est
(p=2)~bonne et si la l-présentetion de Zk-'2 qu'elle définit

est O~bonne,

De méme on définira une résolution ke-bonne ; si elle l'est pour
tout k , on dira simplement "bonne",.

Du théoréme précédent, on déduit immédiatement que, si © est
noethérien, toute p-présentation (p=l)-bonne (en particulier,
toute O=-présentation) se prolonge en une bonne résolution.
Reprenons maintenant une l-présentation ; avec les notations

précédentes, posons

'e i~
M= 9 °/z° 5 u = 99720
D p P 1 P

&

2 £
l'application 5£°.—+ 9 ° définit par passage au quotient des

applications (la premiéfelétant injective, mals non la seccnde

en général) Mp—l - MP et Mé—l - M£ dont fous dfﬁignerons
Eés conoyaux respectivement par ﬁ£ et ﬁ; ; Moo= C)MP ifesp.

Mt = €>M£ ) est muni naturellenent d'une structure de D-module,
que le lecteur explicitera.

Conmnme zgic.zz ’ Mp est un guotient de Mé ; et pour que
la présentation soit O=bonne, il faut et il suffit que l'appli=-
cation Mé -+-Mp solt bijective pour p assez grand.

Prenons maintenant une p-présentation et désignomns par K°

le complexe non augmenté associé ; soit K; le complexe K°'

"restreint au degré r" :

Te=lll e=q ¢ o=I1 Tr=m r 1 1
D
on 2 une suite exacte 0O =+ K' -+ X° - K -+ 0 (en définis=
__ r r+l r+l
sant K° de maniére évidente).

r+l
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Prenons la suite exacte de cchomologie

Vi -—
a) on a une suite ho(Kr) - Ho(ﬁr+l) - HO(K ) =+ 0

r+l1
Si la p-présentation est O-bonne on a, pour r assez grand
Mr = H (K ) et de méme pour r remplacé per r+l ; donc, on a

M
Jr+l (Kr+1) °

b) Si elle est (p-l)-bonne, on zura pour r assez grand

K* ) = H (K ) = 0 (l¢q¢p=1) ; en utilisant ce fait (et, pour

H( r+l
q= l , le falt aque Mr - Mr+l est injectif), on voit qu'on a
H(

Kr+l) =0.

Par conséquent, le complexe

0 _ 2

O-")'ODP - 5 a0 “‘*‘@ 'é"ﬁ "‘“)'O
-mo'----—m r r

2

sera acyclique en dimensions =1,0,...,p=1 (mais non p en
générel). Désignons par L' 1le complexe sugmenté défini par la
p-présentation (i.e. ladite présentetion munie de O =+ & son
extrémité gauche). Le résultat précédent peut s'exprimer en disant
que le gradué associé L' (on gradue M par les Mr) a sa
cohomologie en dimensions =1,0,...,p-1 concentrée dans les bas
degrés : nous dirons que, pour ces dimensions, il est "asympto=-
tiquement acyclique'.

Réciproquement, prenons, pour p32 une p=-présentaticn de
M , et supposcns que, pour lgeqg¢p=-1 on s&it Hq(ﬁ;) = 0 pour
tous les r assez grands ; en notant qu'on a MY = H (K') , on
trouve par le suite exacte de cohomologie que 1l'application
M' -+-M'+l est injective pour r assez grand ; d'autre part,
on voit facilement qu'on a : Ker(M; *’-Mr) = %im Ker{M!® M;+p)
d'ou le résultat. P

Appliquant ensuite la suite exacte de cohomologie, on trouve
que, pour q=1,...,p=2 , l'application canonique
Hq(K; -— Hq(K;+I) est bijective pour r assez grand ; passant

i la limite inductive, on a Hq(K;) = Hq(K') = 0 , puisque K°
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provient d'une p-présentation.
En particulier, avec des définitions évidentes, on trcuve

le résultat suivant :

Théoreéme 3,

Pour qu'une résolution soit bonne, il faut et il suffit que

le complexe (nron augnentéy gradué associé soit asymptotiquement

acyclique en dimensions 3»1 .

3 ~ Symbole.

Soit P wun idéal premier de D ne contenant pas 1'idéal
engendré par € 500058 3 il revient au méme de dire que (»
contient des polyndmes homogénes de degré arbitrairement grand.

Soit M un P=-module 4 gauche, soit K' wune bonne résolution de

M (supposée exister), et soit K°' 1le gradué associé a K .

Localisons cette situation par rapport & P

Théorénme UL,

K; est une résolution de M; .

Soit en effet « un cycle de E; ; en multipliant e par un
k
polyndme homogeéne bé p de degré assez grand, on trouvera (théo-

réme 3) que bua est un bord ; dm « = b'l(bu) est aussi .un bord.

Ceci monEre que K% est acyclique en dimension >0 . Le fait
que Ho(Ké) = Mp est laissé au lecteur (la démonstration est
analogue).

Soit .Ep/p j% le corps résiduel de ‘éP . On peut considérer le

complexe,

Homjg (E; , éé/p 5%) qu'on appelle p=symbole de L° ; ses

groupes de cohomologils sont elors

)

I

i —
Ext: (M_, D
bz (Mo Do/ O

Théoréme 5.

Les asserticns suivantes sont &quivalentes

1. Le p-symbole de K° est acyclique en toutes dimensions
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2. I1 est acyclique en dimension O

3. ﬁp = {0}

I1 est évident que 3) = 1) = 2). Le fait que 2) =>3) résulte

du lemme suivant conséquence immédiate du lemme de Nakayama

Lemme.,
Soit A un anneau local, m son idéal maximel et E un

Aemodule de type fini., Si HomA(E,A/m) = {0} on &8 E = {0} .

Exemple. Scit A eC” ,A#0 , et soit (R) 1'idéal de & formé

des f(x,%¥) tels que £(0,2)=0 ., Le complexe symbole est alors :

£ aO(O.R) 91 al(O,x)

0 - C ————neap ——————— e

e,
z i . . .
(les éléments des @ sont ici des matrices & une colonne, sur

lesquelles les a opérent & gauche)

Dire qu'il est acyclique en degré O signifie simplement que
ao(o,l) est injectif (ceci vrai aussi, naturellement, dans le
cas général). Si cette propriété & lieu, le théoreme 5 montre
que ce complexe est acyclique en toute dimension. Les experts en
équations aux dérivées partielles verront tout de suite l'appli=-

cation possible aux systeétres elliptiques.

L - Existence de solutions formelles.

Nous nous placerons ici dans le cas od 0O = C Hxl,...,xn” .
Soit M un D-module & gauche de type fini et K' wune résolution
de M , En faisant opérer £ de la meni€re usuelle sur les
"fonctions" [opération notée (a,f) =+ a(f)] , on fait de O un
P-module 3 gauche. Le probléme de l'existence des soluiions for-
melles pour les équations avec second membre revient, comme nous
1'avons vu au §1, & étudier les groupes de cchomologie du
complexe Hoqﬁ(K',O) , qui sont égaux aux Ext;(M,d) .

Remarquons maintenant qu'on & des isomorphismes canoniques
Hogg(ﬂ,ﬁ) ¥ Homo(m,c) (¢ considéré comme quotient de O par
son idéal maximel), le dernier isomorphisme &tant celui qui est

défini par l'accouplement Lx6 = C : (a,f) = a(f)(0) .



- 19 -

Appliquant cet isomorphisme & une résolution de M , on trouve
des isomorphismes canoniques, ol M est considéré comme O-module

par l'isomorphisme O « 3%

Exﬁg(M,O) x Extg(M,C) . En particulier

Théoréme 6.
S8i M est libre sur O on a, pour p>l : Exg£(M,U) = 0

L'hypothése sera vérifiée en particulier dans le cas sui=-
vant : on se donne une O-présentation de M , définissant une
filtration de M par des M, (notations du §3) ; et l'on

k
suppose ceci

a) Mk est libre sur 0
o)

b) Pour k>k_ , les Ek sont libres sur O
(ces conditions sont i rapprocher des "conditions de régularité"
du chapitre I).

Si 1'on prend pour ¢ 1l'anneau des séries convergentes
(au lieu des séries formelles), Quillen a démontré, en utilisant
la théorie de Cartan-Kfhler que sous les hypothéses a) et b)
précédentes, on a encore ExtP(M,0) = 0 . A noter que ce cas est

plus difficile que le cas des séries formelles, car on n'a pas

ici 1'isomorphisme Homm(w,ﬁ) = Homo(m,c) (le premier terme est
l'anneau ¢ des séries convergentes, tandis que le second est
l'anneau des séries formelles!). Quant au cas ou O = l'anneau

des germes de fonctions C* , on sait que les conditions a) et b)
sont loin de suffire pour gqu'on ait le résultat désiré (méme si

M admet une résolution de longueur 1 : contre-exemples de

Hans Lewy et de Hdrmander), et que la question est incomparablement

plus difficile.




CHAPITRE III - La résolution de Spencer

§ 1 -~ Quelgues notations

Soit X une variété de dimension n (C® ou analytique
réelle) de faisceau structural O (nous nous intéresserons parfois
& des situations "ponctuelles" ; O sers alors un anneau de
germes, ou méme de séries formelles).

D est le faisceau des germes d'opérateurs différentiels

sur X 3 il est filtré par les &P, , k»0 , faisceaux des germes

k
d'opérateurs de degré <k

9= 9
k
k>»o

k
'Qk = HomO(J ,0)

les Jk étant munis de leur structure de O-module & gauche, La

composition des opérateurs différentiels

£H

munit 2 d'une structure de faiscesu d'anneaux non commutatifs.

0 s'injecte dans 9 , une fonction pouvant &tre considérée
comme opérateur de degré 0 ; D est ainsi muni de deux struc-
tures de CU-module filtré, ure & gauche, et une & droite, Lorsque
nous écrirons un produit tensoriel comportant 2 en facteur,
pour savoir quelles structures de O-module interviennent, nous
adopterons les mémes conventions que pour les produits tensoriels
faisant intervenir J (cf. chapitre I).

Nous identifierons 31/0 & T , faisceau des germes de sec=

tions du fibré tengent &4 X . Les deux structures de O-module sur
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ﬁ& donnent, par passage au quotient, la m€me structure sur T .

D'autre part, T s'injecte dans ﬁﬁ , un champ de vecteurs
étant considéré comme un opérateur de degré 1 de la fagon usuelle.
Cette injection est un morphisme pour la structure de O-module &
gauche de Qﬁ .

Nous désignerons par Eﬁ le quotient gh/j%-l . Les deux
structures de J-module induites par celles de :Dm Yy coincident.

T sera le gradué associé au module filtré I

T=@® T
m
m >0
Dans la situation "ponctuelle" (0 est un anneau de germes ...),

—

2 est isomorphe 8 une algébre de polyndmes O[%L,...,ij .
Soit E un fibré vectoriel(l) sur X . Nous désignerons
par 2(E) 1le faisceau des germes d'opérateurs sur E , 4 valeurs

scalaires :

o(e) = U 2 (E)

k2o

3 (E) = HOmO(Jk(E),O)

On vérifie que Ebk(E) est isomorphe & .Ektbo E* , E® étant 1le
fibré dual de E , et ‘mk étant nmuni, suivent nos conventions,
de sa structure de O-module & droite.

Plus généralement, le faisceau mk(E,F) des germes d'opé~
rateurs différentiels de E dans F (E et F sont deux fibrés
vectoriels sur X ), de degré <k , est isomorphe & F@kaC)E* ,
l'opérateur différentiel associé & fpame* (fecF , ae.’bk .
e e E*) étant celui qui transforme la section e de E en la
section a(<e*,e>).f de T .

Remarquons au passage que & E et E ® D sont deux €tre
tout & fait différents ; le premier est le faisceau des opéra-
teurs sur E* , & valeurs scalaires ; le second est le faisceau

des opéreteurs sur le fibré 1y » & valeurs dans E ,

(1) Nous désignerons un fibré vectoriel et le faisceau de ses
sections par la méme lettre en laissant le lecteur interpréter.



- 22 o

§ 2 = Introduction

Nous nous intéresserons & une situation du type suivant
a est une section cu-dessus de X du faisceau d'opérateurs
9 E,F) , et nous voulons étudier le faisceau des sections de
E annulées par a .

Par composition & droite, a définit un morphisme de

D-modules & gauche
a : D(F) -+ 2(E) ,

dont nous appelons M 1le conoyau. Appliquons le foncteur

Hoqm(.,ﬁ) 8 la suite exacte

D(F) =23 OD(E) ==s M «—> 0 .
Nous obtenons la suite exacte

0 ——+-Hog$(M,6) ees E wos F

(ol E désigne le faisceau des germes de sections de E ) ;
cette suite nous montre que Hoq$(M,U) est le faisceau de solu=-
tions & étudier (cf. chapitre II, §1).

Dans la suite, nous partirons d'un D-module & gauche M , le
loi de J-module sur M étant contenue dans le morphisme € Qe
la suite

D@ M-Sy M =0,

et nous chercherons & prolonger cette suite en une résolution de
M,

§ 3 - Recherche d'une résolution de M

Considérons le rcorphisme

D: 9D C)ﬁatj M ews D@ M

a®E @D epat@@mne-a®Ein
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Si £ est de degré O , l'image de a@E®n est O . Par passage

au quotient, nous en déduisons un morphisme
D: DT @ U ~——> DOM

(donné par la méme formule si nous considérons que T est in-
jecté dans 5&)

Plus généralement, fabriquons les morphismes
D : Q)P(S_()APT@M -->f0k+l®/\p'l'r @M , k,p»0

2@ (£, 438 lEm P> Z(-l)l'l[af,i@(&“.-gi--A£P)®m

147 3
- 2@(5),eek;e 8 )@ E ]
1+J A
+ It Yae(fe e ]AEU- €508 ) @n

i<

Nous affirmons que la suite

(x) 0 —=3pA 1@ 25 ..... 25 9@ATOM 25 DoM S+ M — O

est une résolution de M .
On vérifie facilement que DoD = O

Le complexe (x) est fibré par les complexes

(#p) © ...>ﬂ> ®A TM L LQP@M E4 M -+ O

(p»0 ; si k<O , on pose 2 = 0). Le noyau de l'injection de

(»p-1) dans (xp) est le complexe
(+p)0--»£D _®A T@M-»....El-»ﬁp@M-»o,
oi l'opération

a : ED ® NPT @M~ mq @ AL lrgM
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est définie par
- i=1 A
a(s @(glA..Agp)cgm): E(-l) 3519(51'\"51 ..Agp)®m

S1 M est localement libre sur © , le complexe (+p) est

acyclique ; cela résulte de 1l'acyclicité du complexe
(XP)O-*EP n@AnT§+..o.2+%—+0

( & étant défini comme on le pense). Or, la fibre en xe&X 4u

fibré associé au faisceau &_ est l'espace des polyndmes homo-

q
- P . o ’f) S
genes de degré q : R 3?: P 5?: q’ ou (xl e xn) est un

systéme de coordonnées locales de X &u voisinage de x . Le
complexe (xp) est un complexe de Koszul sur un anneau de poly=-
ndmes ; on sait qu'un tel complexe est acyclique (c'est le dual du
§-complexe considéré au chapitre I, §3b).

Il en résulte que tous les complexcs (=xp) ont la méme
cohomologie, soit une cohomologie nulle puisque (#0) est le
complexe acyclique :

0+ 2@u=u 1o

Le complexe (%) , limite inductive des (xp) , est donc exeact,

§ 4 ~ Résolution d'un module M filtré

Nous supposerons maintenant M filtré par des M, (k20),
et nous allons filtrer en conséquence la résolution trouvée pour
M . Nous ferons dés le départ deux hypothéses sur la filtration

de M

1) pour tous %k , £ positifs ou nuls : D M, cM

2) pour k supérieur 4 un ko , Mk engendre M sur O ,

k+é&

Le complexe (») est filtré par les complexes

(kx) 0 2@ A%ToM. 24 ... e 90TeM . 2o oaM
k=n kel

€
k
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Le complexe gradué associé 4 cette filtration a pour composantes
homogénes

n Y] § § 7
(k.x) O "+ $®A T@L‘d "'+o... -é‘m®T®l\'l

k=n

I —
kel —F $®Mk - 0

N . P p-l. =
ol § : DA ®1\I(1 - D®A ®hq+l

est défini par

(e ®(Ey peey8 V@) = [(-1)" a@(g) vebyee b )@ET

Ce dernier complexe est le tensorisé par &2 d'un complexe gque

nous écrivons
(k+) 0—+/\nT®ﬁ},_n§+.... LT@M §+M - 0

Nous allons montrer que, sous certaines hypothéses, les complexes
(k+) sont exacts, pour k assez grand. & étant libre sur 0 ,
les complexes (kx) seront aussi exacts. Les complexes (k=)
auront donc 3 partir d'un certain rang une cohomologle constante,
donc égale & celle de leur limite inductive (%) , donc nulle.
Nous aurons ainsi trouvé de nouvelles résclutions de M , moins
volumineuses que la résolution du §3 (susceptibles par exemple
d'étre de type fini).

Pour &étudier la cohomologie de (k+) , plagons-nous dans

les germes en un point x de X , Rappelons que

a 0 o
.EZ) = 0’ [_...._ ce e .—] R
X X Dxl axn

Désormais, nous omettrons les indices x .

a) Premier systéme d'hypothéses : O est noethérien, M est

de type fini sur 3D .,

Soit £ un élément de T = 3& . Ncus utiliserons l'opération

£ . : APT @l -+ At io o
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définie par :
EplEq g8 @0) = (£ 6 00 B )@ &

On vérifie(d'atord sur les éléments d8composés) la formule

d'homotopie

G(gl\x)=£x-§,\ 8§x EeT B
Xe N*TEM

Cette formule montre que, si x est un cycle, £x est un bord,
On en déduit que, si x est un eyecle, et o un €lément homogene
de & , de degré >0 , alors ax est un bord,

Appelons Zp l'ensenble des cycles de APre i . L'opération
¢ &étant D-linéeire et homogéne, M &étant de type fini sur T ,
qui est noethérien d'aprés le théoréme de Hilbert, Zp est un

D-module gradué, homogdne, de type fini., Soit {zi} un Syse

iel
téme (fini) de générateurs homogenes de ZP , et A le plus
grand degré de ces opérateurs., Soit 2z un élément de Zp .

homogeéne, de degré strictement supérieur & A . On a

Y

ol les a; sont des éléments homogénes de 3P , de degré >0 .
Le cycle 2z est donc un bord, et nous avons montré la nullité

de la cohomologie de (k+) pour k>A+n .

—

b) Deuxiéme systéme d'hypothéses : O = C®, les M, sont

libres de type finli au=-dessus d'un voisinage de x .

Calculons d'aberd la valeur en xeX de la suite de 8-
cohomologie, c'est-d~-dire travaillons, non pas avec Ox , mais
avec son quotient par son idéal maximal, qui est R . Ce dernier
est noethérien et le démonstration du a) peut &tre reproduite :
le veleur en x de la 6 — cohomologie est nulle en degré assez

grand.
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Nous nous plaegons maintenant, non plus dans les germes,
mais au-dessus d'un voisinage ouvert Q de x , L'espace
APTCDQ£_P étant libre de type fini sur & (si Q est eassez
petit), il est isomorphe & l'espace des sections au-dessus de Q
d'un fibré vectoriel Ek,p. de base X ., Les applications 6
étant O-linéaires, (k+) est le complexe des sections au-dessus
de Q d'un-complexe de fibrés

§

8 6
(k.)o-‘P‘Ek,n-'bEk’n_l-‘?ooot - B - 0O

Nous avons en fait démontré que, au noint x , la suite des fibres

0 = E n(x)LE

K, (X) = cees =2 E, 0(x) - 0

k,n-1 >

est exacte. On en déduit alors que le complexe des sections de

(k.) est exact, si § est assez petit (raisonnement classique).

Remarque 1 (de caractére pratique) : sur la liberté (locale) des

M, et ﬁk {(leur type étant supposé fini)

a) S5i les ﬁk sont locelement libres pour k>ko , et si
Mk est localement libre, elors Mk est localement libre pour
o

k»>k .
©

B) Supposons la S~cohomologie concentrée en degré k<kO .

Si les Ek sont localement libres pour k -n<k<k ils le sout

pour tout kzko-n . Démontrons par exemple que ﬁ% est locale=~
' o)
ment libre. La suite (de sections au-dessus d'un ouvert O de

X) :

> eeoe §¢—T<aﬂi Sy ¥

n=1
A kO«l k

n v 5
0 -+ A TG)Mk o

ToM, 41
0 0

0
-~ 0

e une cohomologie nulle en tout point. Les applications § sont

donc de rang constant (du moins les n-l premiéres, qui sont des

morphismes de fibrés) ; la derniére application & est surjective,

donc ﬁk est localement libre.
c



Remarque 2 : sur les filtrations possibles de M ,

Soit a un E=F opérateur différentiel, de degré «r ;

soit M 1le conoyau du norphisme
a : 9(F) -+ F(E)

Appelons N 1'inage de ce morphisme.
On peut filtrer N & l'aide de la filtration de 2D(E) :

N, =X nwk(E) ,
puis filtrer M en posant

- 33 D
M, = D (B)/N,
C'est ce que nous appellerons la bonne filtration de M (cf.
chapitre II).

On peut aussi considérer les opérateurs

By Qk(F) -— §%+r(E) k>0 ,
| 1] LI
et appeler Mk+r le conoyau et Nk+r l1'i1mage de By pp * Il

existe elors une application naturelle, iq , de Mé dans Mé+l .
sans que cette application soit nécessairement une injection ;

qu'elle en soit une équivaut d :

N' .00 (E) = N' ,
q+l q( ) q

— | .
Nous appellerons alors Mq+l le conoyau de 1q .

Avec les Mé , on peut se livrer & des opérations analogues

4 celles décrites avec la bonne filtration Mk . On définit en

particulier des opérateurs

§ : APT@N' - Ap-lTG)I\T’

1
q
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Nous allons les utiliser pour donner un critére pour 1l'injec=-
tivité de i
Théoreéme

Supposons remplies les trois hypothéses

1) 91 Ni = Hé+1 (le premier membre est toujours inclus dans le
second)
2) i,_, &st une injection

3) la suite

o]
AP M S APreur . L reu

k=2 k-1
est exacte,
Alors, ik est une injection,

Remargue :jusqu'ici, Ni et M; nfétaient définis que pour
kyr . Pour Ogk<r , on prendra pour Né n'importe quel sous-
module de i&(E) » pourvu que soient remplies les conditions :

. N

1 Ny eX

1

k+1 °?

et nous poserons Mi = Qy(E)/Né « Pour k<0 , nous poserons
M!' = 0 .,

k
Démonstration du théoréme : Par définition de M' , la suite

O =+ N' =5 D(E) =5 M' =3 0
est exacte. Ecrivant la suite exacte deb-cohomologie, sachant

que la 8-cohomologie de D(E) est nulle, et tenant compte de

l'hypothése 3), nous déduisons l'exactitude de la suite

2 1 5 ! 6 T ¥
(2) ANT@NL , =~ TON! — N} .
. . .
Soit b un &lément Qde Nk+l(\1L(E) .
Nous allons montrer qu'il appartient & Ni :

- ~ N1 = D at Y Xa o :
Puisque b elNy ., L & (hypotnése 1)), on a
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c, bi‘aﬂé

L o
1

Puisque b ei%(E) , Si g; désigne la partie d'ordre Kk

de bi , ONn &

a _—
) ox. 21 T 0
i

Cecl exprime que Z N C>b efP@N’ est un cycle pour la
¢=-cohomologie, donc un bor& d'apreg l'exactitude (2) ; nécessai=-

rement

2X. Cij i~ k-l

L[}
!
Q

C.. . -
1) Jz2
Alors
C..
oX. 1
j J

est un &lément de N'!®0D _(E) , donc de Ny _q (hypothése 2)) 3
)

— b' appartient

oK.
i
]
= + — !
b ¢ Z axi bl

est un &€lément de N' ; ceci démontre le théorene,

k
Remarque 3 : La résolution de M
D Alm D (
0 — "D@A J.@Mk-'n —_— s e e =P Q@I“lk -t M =3 0

(dans la mesure ol c'est une résoluticn), filtrée gréce i la

filtration de & , n'est pas une bonne résolution : la suite

greduée associée est

0 2@ A"TeN,__ S ..., S 2eu -+ 0

Elle est obtenue a partir de la suite



e 3] =

0 —+9@r % ... S D00,

qui est cexacte, en tensorisant 4 droite par des modules de plus
en plus grands : elle ne peut donc &tre exsacte. Nous allons
construire une deuxiéme suite de Spencer, qui donnera de bonnes

résolutions de M .

§ 5 - Deuxicéme suite de Spencer.

Nous reprenons un Y=-module & gauche M , filtré per des

M, k»0 . Consid@rons le diagramme

2eA’TeN, 4 TEAPTreN .
" al
P ! D aq p"lm 3
@A TOM, - Ab@A,L T@ M,
i ‘[ if
P D P=ln
A T®Mk-1 -—— DR\ T® /I¥

ol D est le premier opérateur de Spencer (§3) , et § 1l'opéra-
teur introduit au §i.
Posons

€, = (8 =hPTe@M, | §& = mDg = 0}

D étant libre, Q@fn est le sous-module de $®APT®Mk formé
3

k
des €léments dont l'image par D appartient & i($®Ap°lT®Mk) .

A 1'eide de D , on fabrique naturellement un opérateur

D' : D¢ - DeE€
P,k ® p~1,k
tel que
D'D' = O
D'ol le complexe
0 — 9 D D! D! D5 2 M - O
b ®€n,k -"+(Q}®€n_l’k -— s e .+$®‘8i,k iy ®Mk - -

Si la premiére suite de Spencer est exacte en DR APT oM, ,
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cette deuxiéme sulte de Spencer est exacte en :qu%,k : en effet,
on & gardé tous les bords de D @ AFT ®Mk s mais on a peut=&tre
supprimé des cycles,

Dénontrons que cette nouvelle résolution de M (dans la
mesure ol c'en est une) est bonne, c'est-d-dire asymptotiquement
acyclicue, aprés filtration sur le premier facteur : le deuxiéne
conplexe de Spencer est filtré par les complexes
Di

-")‘ceoo -.-*me@Mk -’*‘I“{ ""9"0

0 — fD&z-«rx@(en k+e

Lk
Le complexe gradué associé a pour composantes :

d'

(#) 0 =+, @€ | =+ cvve > DM — M

£=n n,k -+ 0,

k+ &
ou l'opérateur d' est obtenu par passage au quotient & partir
de l'opérateur 4 .
Chaque é} . €st défini par une petite suitec exacte
.

0 — APT@Mk_l — € - Z(APT@;Mk) - 0 ,

Dk
la notation Z(APT@)Mk) désignant l'ensemble des cycles de
APTC)Mk pour la O-cohomologie. Nous pouvons donc injecter dans
le complexe (*) le complexe

d

2 d 7
(x) 0 =59 ®ATOM,_, = ... = D,@M _, —0,

ar Mk-l d'un complexe de Koszul

sur un anneau de polyndmes, déjd rencentré ; (x) est donc acyclique

qul est le tensorisé & droite

o]

S1 Mk-l est libre,

Le quotient de (%) par (x) est le complexe

(+) 0 - ..., -+9‘_p®Z(ApT®My) 4, 9

p-1
¢ peps1 @ZATTTT@M ) =4 o = O

Nous avons affaire 4 un complexe double, borné dans les deux



! }
P 3 d ¢ P"’l
000 == :De®A T@,l\lk o 'D.e,'*'l@/\ T®IVI

}s |8

p-l d It P"e Y
D, @A . TeM ,, — °°e/+1®£ ToM 1

k""‘"‘-on

o> s
Les deux différentiations sont liées par la relation
dé +Sd=00

Si les Mk sont libres, les lignes sont exactes., S1 k est
assez grend, et avec quelques hypothdses étudiées au §k4, les
colonnes sont exactes. Il est alors connu que les complexes de
cycles pour la S-cchomolegie focrment une suite exacte pour la
d-cohomologie. D'ol l'exactitude de (+), qui, jointe & celle
de (x), donne l'cxactitude de (»), et démontre la bonté de le

deuxiéme résolution de Spencer de M .

§ 6 - Relations avee le chapitre I, et la théorie des noyaux.

a) Reprenons, dans lec cas trivial, la sulte de Spencer &u

chapitre I

APT*®Jk Ly pPHere gkl s L,

par composition, on en d&duit une application

pﬂT*@ 5 hy S 2(APr*e oF)

D* : D(A
Mais si E est un fibré vectoriel, D(E) = D®E™ ; et J =

donc (APT*G)Jk)* = APTGbEk ; cn trouve donc une application

D@ AT ®D, = s T D9 4,

que nous ncterons désormais D" , et dont on vérifiera facilement
que c'est, dans le cas oi M =& , celle qui a été notée D au
§3.

Si maintenant nous nous donnons un fibré vectoriel E et
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un P-module M , quotient de B(E) , muni de sa bonne filtration,
on posera
$% = HomG(Mk,ﬁ) (en particulier, si M, est localement libre,
¢k est le fibré dudl Ade Mk) ; c'est un sous-faisceau de Jk(E)
qu'on pourrait appeler "solutions formelles d'ordre k du sys-
téme d'équations défini par M". Lorsque les Mk sont localement
libres de type fini, les epplications ¢k+l - & seront sur=-
Jectives (puisqu'on a muni M d'unc benne filtration), et les
hypothéses de régularité du chaepitre I, §6 seront satisfaites ;
d'autre part {(sous les hypothéses de régularité) on voit facile=-
B6nt que si 1'on a D M =M l@>¢k)f1Jk+l(E) = oft!
1 k k+1 ?
(utiliser chap.I, §6, exemple I). les deux points de vue se re-

on a (J

collent donc relativement bien, & ceci prés que celui développé
eu chapitre 3 est plus riche : deux systémes différents peuvent
evoir les mémes solutions formelles, sans colncider (et m&ne sans
aveir, p. ex, les m&mes solutions distributions, exemple : X=R ;

prendre les équations d'ordre O : xf = 0 et f = 0)

b) Rappelons enfin que nous avions défini au chapitre I la
différentielle de Spencer comme provenant de dx sur un produit
XxY . Nous allens rmaintenant utiliser cette définition, et la
dualité que nous venons d‘obtenir, pour interpréter D* au
moyen de la théorie des noyaux.

Seit X wune variété crientée, de fibré cotengent T*™ ;

AnT* est le fibré des formes volumes de X . Dégignons par

g( AP *) 1l'espace des sections ¢” sur X du fibré des p=formes.
Cet espace, en tant qu'espace vectoriel réel, a pour dual

& (APT@ AT ) , espace des sections distributions & support compact
du fibré APT @ A"T* . Précisons quel est 1l'accouplement entre ces
deux espaces : soit w(x) une section de AFT* , a(x) une

section distribution de APT , dXx une forme volume ; w(x) a(x)

est un courant de degré O , w(x) a(x) dx est un courant de

degré n (& suppert compact), et nous posons :

<w(x), a(x) dx> = Im(x) a(x) dx
X



Remarquons que, gréce au produit intérieur, APT @A *  est iso-
morphe & A""Frw |

La différentielle extérieure
a i E(APT™) -s E(APTITH)
admet une opération duale
a* : g (APT@AT") -+ € (AP TT e A"T)
ou a* : €' (A""Prx) -—-é-i'(An-p+lT*)

Scus cette deuxiéme forme, ¥ s'explicite par le méme formule

que 4 . Dans la premiére forme, d4* est définie explicitement

par :
ar(e, .o £ ®0) = J(-1) "1 E.o0, £ ®6(E;)Q
1A .A p i lA.. lﬂOA p i
i+j ~ A
+ 1§J(-l) [Ei’gj]/\gl/\..Ei..gj../\gp®Q ]
oi 6(g)

€signe l'opération dérivée de Lie par rapport au
g

a
champ §. [ i‘EE(T)’ Q<g€'(AnT*)]

Soit Y un dcuxilme exenmpleire de la variété X .
Nous associercns & un opérateur K de &(Y) dans &(X) un
noyau sur XxY , c'est-d-direc unc section distribution du fibré
sur XxY 1image réciproque du fibré des formes volumes sur Y

(section i support prorre en y)

Kf(x) = j £{y) K(x,y) dy
Y

Aux opérateurs différentiels, sont associés des noysux dont le
support est la diagonzle de XxY (ils annulent une puissance de
1'idéal de définiticn de cette diagonale). Plus générelement,
£D®A1ﬁ? s'injeéte dans l'espace des noyaux K(x,y) dy , courants

de degré O en x , en y , sections distribution de APTQQAnT*,
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m(jApT<jﬁ> s'injecte dans l'espace des noyesux K{(x,y,z) dy dz ,
courants de degré O en x , en y , sections distribution de
APT @AD" , et, en 2z , sections distribution de A"T* .,

Le différentielle d* par rappcrt & le seconde variable ¥y

nous donne un opérateur
x P p=-1
a* : DOATED = IRAT TTED,

gqui n'est autre que 1l'opérateur de Spencer D™ , dens le ces
M =2 , Vérifions-le pour p=l : scient & et b deux €léments
de. @ , auxquels sont asscciés les noyaux al(x,y) dy , et
b(u,v) dv respectivement. Hous pouvons toujJours suppcser que la
forme dy est inveriantce par le champ de vecteurs ‘?%f « A

: i

1'élément a@s—a{—(@b de 9®T®d , est assoclé le noyau

2 a(x,y) bly,z) dy dz . A 1'élément (a—>—@®b = acD;%—b) de

Dyi 'axi i
2®9P, qui n'est autre que D(a@o'i ®@b), est associé le noyau
i
D a _ D
{- —— (x,y) bl(y,z) = a({x,y) =— b(y,z)| dy 4z
L8 'byi ’Dyi N

- - ...5.. [a(x,7) b(y,z)] dy dz

qul est bien égal & d; [D;.l@a(x,Y) b(y,z) ay dz] .
i

MO LG - A
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