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LA METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

Soit i résoudre dans TR"
(D A .x=b,

avec bER! et A matrice n x n symétrique définie positive.

Ceci est équivalent & résoudre le probléme d'optimisation :

(2)  Min f(y)

y EiRn

avec F (y) = %‘(AY, y) - (b, y)

1/ Méthode de Richardson (ou "gradient', ou steepest descent)

° n
X €R
k20 :

L+ D ) (),

M. M. x + 0y (b - Ax

ak est tel que :

(k + 1)) (k) 1

F (x = Min F (x + oM (b- Ax(k)))

on vérifie que a, est donné par :

k

N CALE Bl s

koam -1 28, Wl W

avec

(k)

r =b - Ax(k)

M = matrice de préconditionnement (expliqué plus loin)

2/ Gradient conjugué : introduction - détermination des paramétres

L'itération du gradient conjugué est de la forme :

@ R L0 0
(5) p(k) vt r(k)‘*Yk p(k - D
avec
@ % oo ax®
o3y, = paramétres calculés comme suit



On pose :

(k) -1 (k)
r

(7 Z =M

-

les paramétres sont déterminés de facon a vérifier

(1)

@ |, mzPy -0 |, i4;

M = matrice de préconditionnement déterminée plus loin. On la choisit

-~

symétrique définie positive et "facile" & inverser.
De (1) et (6) on dé&duit :

@ EFD 0 g, ®

O D (S o A »®

d'oll avec 1l'hypothé&se (8) ; appliquée avec i =k , j =k + 1

aoyla = arz® , 28y 7 @ p® 2

@, M =™ =L Az

k

G+ 1)y 00,

d'oti avec (5)

- é- NS ALY S IPACO NPACO Yooyl amz®E k- D
k Q-1
(67 o _
an uz® =D oy g &) , Ik k20 -y g - Dy
k-1

k)
- ak AZ
(k + 1)

En multipliant (11) par Z et en appliquant la relation d'orthogonali-

té (8) on obtient :

umaks—%_l(Aﬂ”,ﬂk'”)/mz&‘lﬂz&"B

k+ 1 on obtient :

) 0k + 1y

En multipliant (11) par Z

2+ D pk+ Dy

M - ak (A Z

ou encore (en remplacant k par k-1)

a2 20y g R MMON

- 1 Az

et en reportant dans (12)

(k = 1)

(13)‘!Yk - z®, 2y, gy , 2k - Dy




3/ L'algorithme du gradient conjugué préconditionné

Algorithme 1

x$? choisi dans R"

200 ot (p o a2 o s k@
p(0) _ 5(0)

o = (z(o), M Z(O)) / (p(O)’ A p(O))

LEED L

k
s ) _

(k)

b - Ax(k D [}ariante : on peut aussi calculer r(k *

D par (9)]

L+ 1) -1 _(k+ D)

=M

v = @, uz®) @D kD,

(k)

RO (k = 1)

+Ykp

a = @™, uz®) @™, 4p®)

Test de convergence ..

Remarque :
On a montr& que les relations d'orthogonalité (8) impliquent que les para-
métres O

K’ Yk vérifient nécessairement (10) et (13). Il reste 3 prouver la

réciproque.



Variante (Algorithme 1')

r(o) =b - A x(o)

@) _ 1 (@

@) _ 5@

N SEROR

(o] .

ORI

x, =8/ 6, @)

k 2o0

LD g 00
Ler D00 g 00
JE D L Gk D)
8, = 2™, 1)

Ye = B/ B oy
N
S -y ®

o, =8 / ™, %)

4/ Preuve des relations d'orthogonalité

(k)

Théoréme 1 : _soient Z , k20 les vecteurs définis par les algorithmes du
paragraphe 3
alors, : Yk > 1,

sy W, mz®y = 0 pour i #k

Démontration :

On raisonne par récurrence :

k=1:1=0

(Z(O), M Z(l)) = o par construction de ¢
o



Hypothése de récurrence : (14) est vrai judqu'a k > 1.

I1 faut montrer que (14) est vrai pour (k + 1).

Par 1'hypothé&se de récurrence :

(Z(l), M Z(J)) = o pour i # j, iet j<k

Par construction :

@B mzE Dy g our i =k et k - 1

Si k = 2 le résultat est démontré - sinon soit i < k - 1

Par application de (11) :

(k + 1)

(15) (M z 21y o o (a 2K 71

Distinguons les cas i > o et 1 = o.

Sii>o0:

Appliquons 3 nouveau (11) :

w G+ Dy @ @, fiM

MZ -MZ

- i-1
ai AZ )

i-1

(k)

En multipliant par Z on obtient

A Z(l), z(k)) -5
d'oli le résultat grdce 3 (15) et 3 la symétrie de A.

Si1i=o0":

(o) (o)

M Z(l) =M2Z - ab AZ

(k)

d'oli le résultat en multipliant par Z et comparaison avec (15) o

Notation : Si ap;, a a sont m vecteurs de sz [al, a ..am] désigne

2’ A 2,

le sous espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

Théoréme 2

(16) (p(i), A p(j)) —osii#j



Démonstration

Par (9) et (7) on obtlent :

(k) () &+ Dy

Ap € [M2

d'ol par récurrence :

p(i) E{z(i), 2 - Do, 2()q

Donc

(A p(k), p(i)) =o0si i<k =]

Remarque :

(k)

Les directions de "descente" p sont "conjuguées" par rapport i A,

d'oti 1'appellation de 1la méthode.

Corollaire |

an fo = az®, 280y 7@ p®, p®

Démonstration

Par (5)

k k k k k-1
(Ap(),Z())=(Ap(),p()-Ykp( ))
d'oli le résultat en utilisant le théoré&me 2, et en reportant dans 1'expression

de Oy (10). o

On utilisera 1l'expression (17) en pratique, de préférence a (10).

Remarque :

S'il existe k tel que p(k) = o et p(k -1 4o,
alors :
k
comme
pk = Dzl =Dy =2y = gy
ceci n'est possible que si Z(k) = o0, autrement dit :
(k) (k)

r = b - AX =0



(k)

Donc tant que l'on n'a pas obtenu la solution les p sont nuls et on peut

poursuivre 1l'algorithme.

Corollaire (2)

[ L'algorithme du gradient conjugué converge en n itérations au plus.

Démonstration

Résulte des relations d'orthogonalité (8) 0O
Remarques

i/ Dans tout ce qui précéde on a supposé que l'arithmétique &tait parfaite

et qu'il n'y avait pas d'erreurs d'arrondi.
q y p

En pratique c'est faux : 1'arithmétique en virgule flottante des ordinateurs
introduit des erreurs d'arrondi ; si on laisse s'accumuler les erreurs d'ar-
rondi, les relations d'orthogonalité (8) et (16) ne sont plus vérifiées ; la
convergence n'est plus garantie. Pratiquement il suffit de tester périodique-

(ke + l), Z(k)) et de réinitialiser 1'algorithme

ment le produit scalaire (M Z
si ce produit scalaire devient supérieur & une valeur préalablement

choisie (par exemple 10_]3 en double précision sur IBM).

ii/ La propriété du corollaire 2 n'est guére intéressante pour n grand.
L'intérét du gradient conjugué réside en fait dans ses propriétés de conver-—
gence qui seront étudiées dans les paragraphes suivants. Un choix judicieux
du préconditionnement M permet d'accélérer la convergence dans des proportions
spectaculaires.

5/ Pourquoi le gradient conjugué est-il une méthode itérative rapide ?

On pose K = M | A.

Lemme (1)

11 existe pour tout k 2 o un polyndme de degré k tel que Z(k * D

s'exprime sous la forme :

(k + 1) _ (o)

(18) z (I-KP (K) Z



Démonstration :

par récurrence :

PO = a
Pl m=°Lo+o‘1+*(10‘1:{0‘861{0‘1A
k
Pe ) = (- (o m g ) W B )
Y, o
k "k
-~ AP () m|
%) 1 k 2
On pose
E(y) = (A.(x-y), x —y),
ol x est la solution : A x = b =0 : E(y) est donc une norme de l'erreur.

On va montrer que le polyndme Pk apparaissant dans (18) est optimal en un

certain sens.
Pour démontrer cette propriété fondamentale on introduit un autre algorithme

(Alg. 2) que l'on montrera &quivalent & 1'algorithme 1.

Algorithme (2)

n
L =x%er™, 2 oy -4 x(°))

k (¢}

ItV

On construit un polyndme Qk de degré =k, tel que pour tous les polyndmes

Rk de degré = k, on ait :

A9 E & v o ® 2 8 & v r ® )
On pose :
oy ¥ &+ D _ (o), o (¥ (@)
Remarque :
21y 2 & D _ ol w-ax©" D o a-xq @) 2@

Théoréme 3

i/ I1 existe pour tout k > up polynéme Q, unique vérifiant la relation
d'orthogonalité (19)
(1) ’ »(3)

ii/ % )= o pour i # j




.10.
Notations :

}w{(k + 1)) - %(k + 1)’ K—l %(k + 1))

On a : E ( M

(k)

(utiliser les définitions de K = M_I,A de Z set la symétrie de M)

(k)

On noteB" ’j les coefficients de Qk :

gk .
- (k). .3

USRI DR O S SR O 10
: .

On pose u(J) = xJ Z(O)

y (r D) _ 0 _ 5 0 ()

=0 ]
Comme MK = A, on a encore : %
3 - k L
22) g ¥ &+ D _ gy @ —‘i BJ(k) A oD, g7 2 _ % 32()u( )y
R Peo
Il s'agit de calculer les coefficients B§k) : ces coefficients rendent

(k)

minimale une fonctionnelle quadratique en les Bj ; le résultat du théoré&me
(i)

3 sera acquis si 1l'on vérifie que les vecteurs u sont lin&airement indé-

pendants.

Démonstration du théoréme 3

Pour k = o, il suffit de prendre Qo = ao (cf paragraphe 1)

Pour k > o, on fait 1'hypoth&se de récurrence suivante :

H R(k) i/ on peut construire les polynémes Qj pour j < k et donc

également Q(J) s %(J) , § < k.

ii/ v j < k,

SRS DA (remarque : quand 1S DR D l'algorithme 2

s'arréte)

-1, §(j), ne))

<
=
IA

) =0

vae sk, odj, @D mz®y o,




Lemme (2)

(k)

(k > o) HR = les u(J) (o < j< k) sont linéairement indépendants.

Démonstration du lemme (2)

Supposons une relation de dépendance linéaire :

(22) E 8. u(j) = g
j= J

(k)

Multiplions cette relation par M Z ; 1'hypothé&se de récurrence implique

que le seul terme non nul dans la sommation peut &tre obtenu pour j = k, d'ol :

G(k) M %(k), u(k)) =0

Or :

Z(k) (o) )

=z -xq_, ® 2

k-1

S 2@ ] D G
j=o

Appliquons encore 1'hypothé&se de récurrence :

CRARNE AN G IR ORI}

Comme,r(k) to@mr), mz® My 4o

donc (M i(k), u(k)) # o,

Le méme raisonnement permet de montrer que les autres coefficients 6j de la

relation linéaire (23) sont nuls : Gj =0, j=o0,1 ..,k
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Reprise de la démonstration du théoréme 3

Soient B(k) et h(k) les vecteurs de ﬂRk * 1 définis par :
Bc()k) | h(gk)
B(k) - R &) _ " g ,
h j) = (u J)’ MZ O))
(k) (k)
B K h K
o=z, k! 200y
Alors d'aprés (22)
(produits scalaires dans 'Rk+1),
oll G(k) est la matrice carrée k x k de coefficients :

G(%i= (Au(j), u(ﬁ)) (produit scalaire dans 'Rn)

G(k) est une matrice k x k symétrique ; grice au lemme 2, elle est définie
positive.

I1 existe donc un vecteur unique B(k), et donc un polyndme Qk’ minimisant
g 3Dy,

I1 reste 3 vérifier 1'hypothése de récurrence HR (k + 1).

(k)

Le vecteur B est solution du syst@me linéaire :

g ) )

La jiéme ligne de ce systéme s'écrit :
k

U e (@) g0 _ (@)
9o ’ 1 ’ ’

(o)

MZ )

soit encore grice 3 la symétrie de A :

PRC IO
(wr, ez 8, WPy = 0

=0 £

> N1

Finalement (u(J) , M %(k+l)) =0 V jsk
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D'autre part, par définition, pour j <k, j > o :

o 7D 3y

i
—u 3D y(0) _ > BS(Lrl) MCIRDN
4

— %(k+1)’ %(0))
Mais Z(O) = u(o) , donc d'aprés ce qui précéde,
o yED 3y o,Vjsk

Fin de démonstration du théoréme 3.

L'algorithme 2 définit donc une suite unique de vecteurs ;(k)
k

vk+l) (o) 7ooel (@)
jeo 7

%(k+1) b= A v(k+1)

%(k+1) _ M—l ¥(k+1)

k .
RIS
j=o

D'autre part l'algorithme 1 (ou 1') (gradient conjugué) définit la suite de

(k)

vecteurs x , que l'on peut développer de la méme facon d'aprés le lemme
1 , en notant y(ﬁ) les coefficients du polyndme Pk on obtient :
D _ @ , 5w ()
X = X + I Y. u
j=o
k
LD e kw0 ()
1=0 ]
k
O IR O RS SV ORI 6
j=o

I1 s'avére qu'il s'agit en fait des mémes sultes, comme le prouve le

théoréme suivant :
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Théoréme 4

Les algorithmes 1 et 2 définissent la méme suite de vecteurs

Démonstration :

On raisonne par récurrence.

On suppose que les deux algorithmes partent du méme vecteur :

yo) _ (o)

Supposons Q(J) = X(J) , Vi< k.

- : k k), . (3)
K 1 (%(k+l) _ Z(k+l)) .- (ng) -~ ) u
o J J
donc :
R A PG DI O BN IR OB
or :

O S O B O B¢ S (%

s * ’

Comme les Z(J) sont linéairement indépendants, ces deux sous espaces vecto-

riels sont &gaux.

(20, 2D, L, 2 L@, Dy
Dome
A S AR AC A I PAC AL SPAC)

D'autre part,Vj < k :

EDIN CDIPE U3 DU Y C DI (3 D RGN

Donc : (M (%(k+l) - Z(k+1)), Z(j))= o, J <k

d'olt avec (24)

(K-l (%(k+1) _ Z(k+l) M(%(k+l))— Z(k+1)))= o

b
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Posons :
v = A_IM(%(k+l) _ Z(k+1))
Sachant que K_l = A_l M, on obtient :
(Av, v) =0
d'ol
v =0
d'oli

%(k+1) - Z(k+1)
d'od le résultat

En conclusion on a le résultat suivant :

L'algorithme du gradient conjugué est, parmi les méthodes ité&ratives de la

forme :

LD ) gy )
(avec Pk polyndéme de degré k), celle qui a chaque étape minimise 1l'erreur
E (X(k+1))

6/ Propriétés de convergence liées au spectre de K = M—IA

On pose :
QD) | Gerl) | -1 (krl)
On vérifie :
D g P (K) e ()
d'odl :
(25) E ( k+1) -4 - x(k+1)L % - x(k+1))

A e(k+l)’ e(k+1))

(o)

(0))

(A (I -K Pk K)) e », I - K Pk(K) e

M étant par hypothé@se symétrique définie positive, on peut la diagonaliser :
il existe une matrice V telle que :

T .
M=VD VT, vV v=1

ol D = (dI\\ O) = matrice diagonale
0 “dn
(di = valeurs propres de M)
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On note :

d 0
wl/2 2y 1 ~. 1/2 vL
0 ~d
n

On vérifie que Pk (K) peut s'écrire (K = M--1 A)
- : - -1
(26) P () =M 1/2 P, (M 12, /z) /2
D'autre part
P, ®) =p ®.K.
On a donc :
- - -1/ - 1/2 (o
27) M1/2 e(k+l) - (1 - P, ey 1/2 A M 1/2) M 1/2 A M 1/2) M / e( )
Soit Al Az .sAp les valeurs propres de K.
s ’
soit K = M 2 A w12 oyl 2 g /2
La matrice K(l) a les mémes valeurs propres que K ; on peut donc écrire :
k=uav’, vTU =1, 2= (M0
o n
1/2 -1/2 - ' T
P, (M = - :
e ¢ AM )=P (K =UP ()T

En reportant dans (27) on obtient :

g2 (U2 e+ )y _p1/2 1/2 (o) _21/2 (K)KMI/Z (0)

= g2 /2 ) _ (ﬁ) FRl/2 (12 (0)

U (@-p (M)A U KI/Z_M/ e ()

(28) Posons :

) (1 - P, (M) D) e

D'autre part A = Ml/2 KM 1/2

Donc :

B (X(k+l) _ (Ae(k+l), e(k+1)) - 1/2 ﬁ M1/2 e(k+1)’ e(k+1))
e SO 172 (kD)

(KI/Z 1/2 e(k+]), ﬁl/Z MI/Z e(k+1))

- ('e‘ (k+]), E (k+1))

~

(1) K est symétrique définie positive



7.

si o (k+1) _ @ fk+l), s (k+1))’

I Y

k+1), _ % - (k+1).2
E (X ) - i=1 (ei. ) b

E (X(O)) - Z (gi(O))z

1

D'autre part, gridce a (29), A étant diagonale :

= (k+1) _ ., _ 5. ()

e, = (1= P () ) ey

Donc :
(k+1)

E&x 1) < max (1 - A, Pk (r.) )2
©) i ' *

E (x )

Le résultat fondamental sur la méthode du gradient conjugué est le suivant,

résultant de ce qui précéde et du théoréme 4 :

Théoréme 5

Pour tout polynOme Qk de degré k (k 2 0), on a :

(k+1)
GOy | B G chax (1 -2, g 0 )2
E (x(o)) i ' *

(Ai = valeurs propres de K = M_lA)

7/ Rappels sur les polyndmes de Tchebycheff

On rappelle seulement les propriétés utiles pour les majorations du para-
graphe suivant
Sur )-1 + 1 (, T, (x) est défini par :
T, (x) = cos (n Arc cos x)
Propriétés :

. Tn est un polynOme de degré n dont le coefficient principal est 2n—1

- T, (x) =1
Tl x) = x
Tn+1(x)=2xTn(x)—Tn_1(x),ngl



. 18.

si | x| £ 1,

TG =3 (/oD k- /S DD

Soit ﬂ; 1'ensemble des polyndmes de degré n valant | en o
Soit (a, b) un intervalle. Alors le polyndme de ﬂi qui a la plus petite

norme du maximum s'exprime 3 1'aide du polyndme de Tchebycheff T ¢

a + b- 2t

Min 1 Max |Qn(t) | = Max T (—-b_a )
Qneﬂn ag tg b astsb P
T ( )
nb_a
_ a+b
= v/ Tn ( b ~-a )
1
To2tdy 5, L (_{_E_L_‘/;E___)n
n b - a 2 ‘/15__‘/5

8/ Taux de convergence de la méthode du gradient conjugué

On ne connait &videmment pas 1l'expression analytique du polyndme Pk

réalisant le minimum dans le théoréme 5.
. . . . (k+1) . P
Pour obtenir une majoration de l'erreur E (x Jon applique le théoréme 5

avec des polynlmes Pk astucieusement choisis.

On suppose que A et An sont les valeurs propres extrémes de

1

= min A. A = max A
i 1 1 H

On a alors

A
3
o
X

max (1 - Ai Qk (Ai) )2 (1 -2 Qk ) )2

1 AS A A



.19.

D'aprés le paragraphe précédent on connait le polyndme qui donnera la

plus petite norme du maximum sur 1l'intervalle (An, Al) : 11 suffit de prendre

(__iiﬁn___g / T, (%J_i_ﬁn_g

1 -xP (A) =
k 1 vn 1 n

Tk + 1

On a alors

2(k+1)
G| Ba® D, (e
E (x(°)) /K + 1
U A1/An = conditionnement de K .

Ce résultat correspond 3 l'intuition suivante : la convergence est

d'autant plus rapide que K est proche de 1.

Or si K est proche de I, K = M—IA est " proche" de 1'identité (& une

constante multiplicative prés).



.20.

~

" Or si k 8tait égale a 1'identité, la convergence serait obtenue en une
itération.
I1 faut donc choisir une matrice de préconditionnement M telle que les

valeurs propres de K = M—1 A soient le plus groupé&es possible.

En fait on connait des résultats un peu plus précis ; par exemple la
présence de quelques valeurs propres isol€es n'altére que faiblement le

taux de convergence

Proposition :

Si
as< i £ < ... bg A < el A
n n-1 = "n-m+l = = 'n-m =~ = 1
alors, pour k + 1 2 m =
(x(k+1)) /JE7_ \2 (k+1-m)
E (x(%) \,/g— 1/
Démonstration
I1 suffit de poser
n-m N
L=2Qu W =R,y )= I (0= =57 Typpon (20222
i=1 b-a
a+b
k+1-m boa
et de remarquer que
2 2
max Rk+1 (Ai) = max Rk+1 i)

n-m+}1£isn

A
e
A
=]

9/ Comparaison des cofits du gradient conjugué et de la méthode de Choleski

On compare sur un cas simple une méthode itérative et une méthode directe

(Choleski).
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i/ Laplacien cen 2 dimensions sur un carré -

discrétisation par différences finies avec I mailles par cdté (schéma

a 5 points)

Nombre d'inconnues : n

o(iz)
0(I)

Largeur de bande : b

Choleski : Factorisation : O (IA) (nombre d'opérations)

Résolution : O (4 13)

Gradient conjugué :

On suppose que l'on a choisi M (matrice de préconditionnement) de la
forme M = LDLT, avec L triangulaire et D diagonale, oli L a la méme structure
que A (c'est-3-dire des zéros dans les mémes positions ; par exemple précon-
ditionnement de Van der Vorst). Alors la résolution d'un systéme linéaire

avec la matrice M colite un nombre d'opérations du méme ordre qu'une multipli-

cation par A, soit 5 12.

Une itération de gradient conjugué (algorithme 1') colite (en négligeant

les opérations scalaires) :

s s s .. n
3 combinaisons linéaires de vecteurs de TR
2 produits scalaires
]| résolution de systéme liné€aire avec la matrice M
1 multiplication de vecteur par la matrice A
. -2
soit : 0 (20 17)

1.~ rapport gradient-conjugué/Choleski est donc :

P
o ( Nombre dllterat1on$ X 5) (en ne comptant que la résolution pour Choleski)

i1/ Laplacien en 3 dimensions sur un cube -

Discrétisation par différences finies avec I mailles par coté

(Schéma a 7 points)

Nombre d'inconnues : n 0(13)

0 (1%

Largeur de bande : b
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Choleski
Factorisation : O(I7)

Résolution : 0(415)

Gradient conjugué (mémes hypoth&ses sur M)

Colit par itération : o (2413)

. . _ e
Rapport gradlenF co?Jugue. =0 ( Nombre qzlteratlons X 6)
Choleski (ré&solution I

Nombre typiques d'itérations (2 D ou 3 D) : 10 a 100

La méthode du gradient conjugué réalise en outre des &conomies de

mémoire (&vite de passer sur disque).
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PRECONDITIONNEMENTS POUR LA METHODE

DU GRADIENT CONJUGUE

On demande 3 la matrice de préconditionnement M de satisfaire deux exigences
contradictoires

— le conditionnement de M-]A doit 8tre aussi proche de 1 que possible

- la résolution du systéme : MZ=r doit &tre beaucoup plus “facile" que la résolu-

tion du systéme d'origine Ax=b
Dans beaucoup de méthodes M est de la forme
M= L.D.LT

avec L triangulaire inférieure et D diagonale : il s'agit donc d'une factorisation
"approchée" ou "incompléte"” de la matrice A. On s'arrangera poﬁr éviter en partie

(ou en totalité) le remplissage qui survient lors de la factorisation "compléte'.
. . . -1

Sauf cas particuliers, on ne sait pas donner de bormes sur K(M "a), autrement que

par éxpérimentation numérique. Cependant, ces méthodes donnent de bons résultats

. . . P - : ~1
sans nécessiter de connaissances préalables sur les spectres de A ou M "A.

1/ Préconditionnement par factorisation incompléte de Cholesky : motivation

On rappelle que la factorisation de Cholesky décompose A sous la forme :
_a=TDL"T

avec D = matrice diagonale,

L = matrice triangulaire inférieure, Tii = 1

Si la matrice A est creuse, la méthode de Cholesky souffre du phénoméne de

remplissage : il existe beaucoup de couples i,j tels que

=0et 1..7 0
1

a..
1} ]

toutefois : .

. le remplissage a lieu seulement & 1'intérieur de la bande (ou du profil)
de la matrice.

. On observe dans de nombreuses matrices de discrétisation de problémes
elliptiques que les termes Tij sont de plus en plus petits & mesure que 1l'on

s'éloigne des diagonales non nulles de A :
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On peut donc s'attendre 3 obtenir une bonne approximation de A en négligeant les

petits termes dans L.

L'idée la plus simple pour atteindre cet objectif et de construire la factorisation

.. £
compléte 3 une certaine tolérance domnée ; on définit donec L = (Qii) :
e - g
d>. = d..
i1 1i

P [_ i] i3’ 33
ij 1Rij sincn

€ eT

£
£

La matrice de préconditionnement du gradient conjugué est alors : M =L
La figure 1 donne le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence
(Laplacien en éléments finis) en fonction du pourcentage d'éléments de L gardés
dans L® : on constate qu'un nombre assez faible d'éléments dans L suffit pour
assurer une bonne convergence (5 i 107%).

Cette technique présente deux inconvénients :

i/ on doit construire au préalable la factorisation exacte L D LT, qui ne tient
peut-8tre pas en mémoire centrale pour un gros probléme; il faut alors utiliser
une méthode par blocs et passer par la mémoire secondaire (disques). Toutefois,
ceci peut —-€tre rentable si le systéme linéaire avec matrice A doit &tre résolu
un grand nombre de fois avec des seconds membres différents.

iii/ on doit représenter en mémoire centrale les graphes de deux matrices creuses

pour le gradient conjugué : A et L% ; ces deux graphes sont a priori distincts.
En revanche la technique ne repose sur aucune hypoth@se supplémentaire, contrairement
34 la méthode de Van der Vorst exposée ci-dessous. (voir &galement KERSHAW, 1981, pour

une autre stratégie d'application générale)

2/ Préconditionnement par Cholesky incomplet pour les H-matrices et M-matrices

{Meijerink & Van der Vorst)

On se donne un ensemble G de couples i, j tels que
i> 3:
e {1, ....n}rx1{1, ..., n}

On définit L, D, R telles que :

il

(A =1p1" - g,
D = matrice diagonale > o
(]ﬂ L = matrice triangulaire inférieure, zii =]

L.. =0 si {%¥, i} & G

o si {i, J } €¢G, rii=o

=
[
L
N
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Le préconditionnement M est alors

e
iM=LDLT;

On vérifiera que L et D satisfont les équations

(i3 3)
( =
255 7 2 M % e
{i,ktec
(2) ) {i,k}ec
k £ 3]
Rii =1, zij =0 811X ]

Des formules (2) on déduit aisément 1'algorithme pour calculer les Qij et di’ ana-
logue 3 la factorisation "compléte'.
Toutefois il n'est pas certain que la factorisation (1) existe ni que 1'on puis-

se mener 1'algorithme jusqu'au bout (il faut que les dk soient > o).

Théoréme |
Soit A une H-matrice non singuliére symétrique & diagonale positive.

Alors pour tout G la factorisation incompléte (1) existe et est déterminée par
(2).

Remarques

i/ cf annexe pour les définitions et propriétés des H-matrices

ii/ les hypoth&ses impliquent que A est symétrique définie positive.
Démonstration

Décomposons la factorisation en plusieurs étapes :

A la premiére étape, on pose

. T
as; a, agy by o Iy

avec



{3, 1} G = bjl = ajl, rJ.1 =0
{3, 1} G = bjl = o, rj] = —aj]

Effectuons une &tape de factorisation compldte sur M] i

1 0 311 o 1 2?
M =
1
2] 1 o A2 I
T
= L] - D, . L1 s
soit :
_ _ _ 1 T
Q] = b]/a11 . A2 = B1 P b1 b1

11

On vérifie aisément que A, est symétrique

2

Montrons que A, est une H-matrice non singuliére 3 diagonale positive.

2
N 1 T
Posons A =B - — a a
z 1 a 1 1
it
o
(Remarque A2 correspond a la premiére &tape de la factorisation compléte de
n,
Cholesky) On sait déja que A2 est non singuliére.

“~ . . . - . . .
On montre d'abord que A, est une H-matrice mon singulidre & diagonale positive.

2

Par hypothése, A est une H-matrice non singuliére : il existe e ey cnep €

tels que :

e. >o
1

(3) 1 e, ]aij] <e, a. Vi
Fidon
v . . . . v
Notons aij (i, jJ » 1) les coefficients de A2 :
) "
(i >1) a;, = ag, e |a

T _
(i, 3 > aij =a..=a,. a, /a..

En multipliant par ej et en sommant de 2 3 n, on obtient

4) £ e, |a.. | = z e, la.. ~a,. a,, / a..]
(S i3 'j>l,j;i 1] i 713 11
j#i
< ;
£ 7 ej ]aijl + (I ej ]a]j I ]a]i]/ a..
i>1 j >1
j#I1 j#i
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D'aprés (3)
n
T ejlaijl = I ejlaij]— e]]aill <e.a. —e]]aizl
jti j=1
i>1 j#i
pooeglagl = weglagl -eplag ] <y ay = e lay ]
j>1 j>1
j#i
D'oli en reportant dans (4) ;
a, |
1l
z ejlaijl < ejag; meglag |+ (egayy - ei‘ail])‘ETT“
j>1
j#i
=e, (a,, - |a |2 / a )
i ii il 11
n
=e, a..
i “ii

n, . . . . ..
Donc A2 est 'une H-matrice non singuliére a coefficients diagonaux positifs.

Alors il en est de méme pour A2 par le théoréme A6 (Anmexe).

On peut alors recommencer la méme opération sur A2 :

[ & Dy e o\ | K,
a, =| %22 27 = | 22 21 -|° V2

4
2) » |
=M R

b2 est obtenu 3 partir de 352) en anmulant les coefficients dont les indices
n'appartiennent pas 4 G. On factorise M2 :

/1 o' :/a(Z) o /1 2T f\
M, =l - 22 L2

2 . iy
52 IR A3/ o T

On vérifie que 1'on a :

_ T _ T o o T
A=Ty LyDy Ly Ly =L (0 g
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avec :
'1:__0_ l...0... 0..
Ll = i R | L2 = 0.:.]... o..
l] ~ o \\
{
. 22 <
1 o
LyLy, =J L, 1 0
pob
1.\
\
i (2 I
‘ \
0

Le méme raisonnement que ci—dessus montre que le processus se poursuit jus~
=~ . - ) - -y » . -
qu'd son terme : & chaque &tape le bloc diagonal non encore factorisé est

Jui-méme une H-matrice non singulidre & coefficients diagonaux positifs.
Exemples :

i/ soit A la matrice de discrétisation du Laplacien avec conditions aux
limites de Dirichlet par différences finies (schéma & 5 points) : A est une

M-matrice (théoréme A3) donc une H-matrice.

ii/ soit A la matrice de discrétisation du Laplacien avec conditions aux limi-
tes de Dirichlet par &lé&ments finis Pl ; on suppose que tous les angles des
triangles du maillage utilisé sont aigus.

Alors A est une M-matrice.

Ce résultat est vral sous des conditions un peu plus générales : voir RUAS

(1980) .

Choix de @

Un cholx simple consiste & prendre :
¢ =1{1{1i, §} = a4 # o } (ICCB(0))
Dans- ce cas L posséde la méme structure de matrice creuse que A, On verra

d’autres choix possibles plus loin.

3/ Factorisation incompléte d'une matrice définie positive

(Y. ROBERT, 1981)

Si A n'est pas une M-matrice, on ne peut pas toujours mener 3 bien la fac-
p ’
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torisation incompléte du paragraphe précédent.

Un premier reméde consiste 3 modifier la matrice que 1'on factorise
en effet une matrice & diagonale strictement dominante est une H-matrice ;
donc en chargeant suffisamment la diagonale de A on obtiendra une H-matrice.

(MANTEUFFEL, 1978).

Une autre méthode (ROBERT, 1981) modifie la facon de factoriser la
matrice.
On reprend les notations du paragraphe précédent : a la premiére &tape

de la factorisation, on écrit :

Un ensemble 6 d'indices &tant donné on définit de la mBme facon les

vecteurs b] et r :

b, =(b..)) , r = (¢

1 jl 1 in
bj] = o et Ty = aj] si {j, 1} 4 ¢
bj] = ay, et riy = o si Ij, 1t ec
Posons
5 lr |
r = 3z T,
11 jop 1
r,. = |r.. |, J >1
T ] Jll i
r22 ¢;
DR = matrice diagonale d'ordre n - 1 : .
0 Tar
nn
R, = ) T
1 ST r
S L
r ‘ D
14 R
On a donc avec ces notations .
a + r. bT r.. | rT
11 1 1 11; 1
A = g g - Y
i
]
b By * D0y o1 Y
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Décomposons'Ml :

[ t ! T
_1 0 .?11‘+ r]] i 0 _]~J_ glw
Ml = } -
21 I 0 ! A2 Q I
ol
b 1
2 = : A =B +D, - —m—— D bT
1 a + T 2 1 R a,, + . 1071

11 11 il 11
Cette &tape est possible car par hypoth&se A estdéfinie positive, donc

a,, + r > 0.
11

Pour continuer il faut vérifier que A, est définie positive,

2

Lemme 1 :

R] est semi définie positive,

Démonstration :

R1 est une somme de matrices de la forme :

]F]. O..r
P . 0
N \ , dont les valeurs propres sont o et 2 |y]|
r
Lemme 2

A2 est symétrique définie positive.

Démonstration

Gr3ce au lemme 1, M

soit x € iRn—l, 0O ER, vy =(z) ; on a donc :

;= A+ R, est définie positive.

(M] ¥y, ¥) > o

En développant cette inégalité on obtient :

2

a” (a + r]l) + 2 (b], x)y + {(x, B, + DR)x) > 0

11 1

.. 2
Choisissons x pour que : 0 (a

(b 1° x)

a5 Yy

”+v”)+0!.(bl,x)=o:
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I1 vient
(®, > )
- g + (x, (Bq + DR) x) > 0

Autrement dit
(%, A, x) > 0

-1
d'oli le lemme 2, car x est quelconque dans 7R"

Méthodes ICCG (n) (GUSTAFSSON , (1978) MEIJERINK & VANDERVORST (1981),

Dans le cadre des factorisations incomplétes du paragraphe 3 il est pos-—
sible d'améliorer la convergence en enrichissant 1l'ensemble 6 : il est clair
que plus on est proche du graphe de la factorisation compléte, plus

M= LDLT est proche de A.
On pose :

¢ = (i, 4} 1a #0}

1]
soit 1.8 pl@ (@ T
M(o) est différente de A et contient de nouveaux &€l&ments non nuls ; on pose
1 ..
G( ) - G(O) U {1, j :‘m(§§ # a }

et M(]) = L(]) D(]) L(])T est la factorisation incompléte construite & 1'aide
de G(]). I1 est bien entendu possible de recommencer le processus et de cons-

(k) (x) (k)

truire une suite de graphes G et de factorisations assoclées M = L

() (T

Cette construction est bien entendu possible avec une matrice de discrétisa—

(1),

tion par éléments finis (il faut représenter le graphe de L

Dans le cas d'une matrice pentadiagonale 3 structure réguliére (différen-
ces finies), la construction est assez simple : on peut vérifier par exemple

que si A est de la forme :
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(o)

alors M contient 2 diagonales de plus

u(0) = (@) (o) (o) T

et N
L \\ (m&thode ICC G (1))

(1

Exercice : calculer les coefficients de L en fonction des coefficients

de A

Par contre M(J) = L(ID D(]D L(]) T contient 6 diagonales de plus que A, soit

(o)

3 diagonales supplémentaires par rapport a L pour L(3) (méthode ICC G(3)).

La figure 3 tirée de MEIJERINK & VANDER VORST donne une idée de la rapidité

de convergence de ces méthodes.

5/ Factorisation incompléte par blocs

(CONCUS, MEURANT & GOLUB),1983)
Soit A une M-matrice symétrique définie positive de la forme :

A=D+ L + LT
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Dl 0~
LN .
D = ™ = h
R 0 T, AZ - 0
0 D 0
n
A

m_ = dimension du bloc diagonal D,

1

On définit par récurrence les blocs Zi de méme dimension m, par :

o -1 T )
(5) £, =D, - A, I, A ,i > 1

On a alors la factorisation

1

A=(+1) 2! @+1h

ol I est la matrice diagonale par blocs :

ro=[ Zi~ . 0
0] \'\E
n
et L + L = \Z]
0
Azs 22\
™ AN
0 AR
n n

Théoré&me : (CONCUS, GOLUB & MEURANT)

Les blocs Zi sont des M-matrices symétriques définies positives.
-1 .. . .
On notera que Zi est a priorl une sous matrice pleine.
Pour construire un préconditionnement on remplacera dans la formule pré-

~ -1 e .
cédente (s) Zi  Par une sous matrice creuse A, |
- i=
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" R -1
(Ai - approche Ai—])

On prend alors pour priconditionnement :

1

M=(a+1) A (a+ L),

(1)

M= T T

L2\ 0 L] wz\ 0
~ ~o T = ~~

~. . L
2. T
h - W
0 Ln-—] n
W L 0 L
n n n

o W. = A, L?
1 1 1=

Comme dans 1'algorithme du gradient conjugué le préconditionnement M
m'intervient que dans la résolution des systémes linéaires MZ = v, il n'est

pas nécessaire de stocker les blocs W..
1

(1) I1 faut bien siir s'assurer que les Ai sont symétriques définies positi-

ves.



CONCUS, GOLUB & MEURANT :

Probléme test :

Table
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Comparaison

Laplacien 2500 inconnues

3

# its.

Number of iterations and total work per point forHFkHw/”FOHw<10-
Test problem 1, N = 2500.

6

M work/N
1 109 1199
DIAG 109 1199
ICCG(o) : IC(1.1) 33 495
ICCG(1) : IC(1.2) 21 399
IC (1.3) 17 357
ICCG(3) : IC(2.4) 12 300
DKR 23 345
MIC(1.2) 17 323
MIC(1.3) 14 294
SSOR w=1 40 640
SSOR w=1.7 21 336
LJAC 80 1120
BSSOR w=1 28 532
BSSOR w=1.7 16 304
BDIA 22 418
POL(1.-1) 18 342
POL(0.9412,-0.4706) 21 399
POL(1.143,-1.143) 17 323
INV(]) 15 285
MINV(1) 11 209
CHOL (1) 16 304
CHOL(2) 12 252
CHOL(3) 9 225
CHOL(4) 8 232
CHOL(5) 7 231
UND(2.3) 15 255
UND (2. 4) 15 255
UND(3.4) 11 231
"UND(3.5) 11 231
UND(4.5) 9 225
UND(4.6) 9 225
UND(5.6) 7 203
MUND(2.3) 12 204
MUND(2. 4) 10 170
MUND(2.5) 9 153
MUND(3.4) 10 210
MUND(3.5) 8 168
MUND(3.6) 8 168
MUND(4.5) 8 200
MUND(4.6) 7 175
MUND(5.6) 7 203
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CONCUS, GOLUB & MEURANT : Spectre de M 'A

Probléme test : Laplacien 2500 inconnues

Table 5

Extremal eigenvalues and condition number of M—1 A.

Test problem 1. N = 2500 .

M Amin(M'lA) Amax (M N K(M 1A)
I 0.0076 7.992 1053
1CCG(o)IC(1.1)] 0.0128 1.206 94.0
1CCG(1)IC(1.2) 0.033 1.179 35.6
IC(1.3)] 0.049 1.131 23.2
ICCG(3)IC(2.4) 0.091 1.138 12.5
DKR i 1.003 15.36 15.3
MIC(1.2) : 1.003 8.83 8.3
MIC(1.3) ; 1.006 6.19 6.1
SSORw = 1 | 0.0075 1. 132.5
SSORw =1.7 0.040 1. 25.1
LJAC . 0.0038 1,99 527.
BSSOR w=1. 0.0150 1. 66.8
BSSOR w=1.7 0.074 1. 13.5
BDIA . 0.024 1.023 42,6
POL(1.~1) 0.035 1. 28.7
POL(0.9412,-0.4706) 0.027 1.002 37.2
POL(1.143,-1.143) 0.043 1.023 23.8
INV( 1) 0.059 1.073 18.2
MINV(1) 1.006 4.261 4.24
CHOL(1) 0.050 1.050 20.8
CHOL(2) 0.090 1.065 11.8
CHOL(3) 0.142 1,076 7.56
CHOL (4) 0.204 1,078 5.29
CHOL(5) 0.272 1.078 3.97
UND(2,3) 0.058 1.07 18.5
DND(2.,4) 0.059 1.073 18.2
UND(2.5) 0.059. 1,073 18.2
UND(3.4) 0.104 1.086 10.5
UND(3.5) 0.106 1.089 10.2
UND(4.5) 0.162 1.091 6.75
UND(4.6) 0.166 1.096 6.59
UND(5.6) 0.228 1.088 4.78
MUND (2. 3) 0.102 1.242 12.2
MUND(2.4) 0.202 1.564 7.74
MUND(2. 5) 0.380 2.024 5.33
MUND(3.4) 0.164 1,242 7.58
MUND(3.5) 0.291 1.518 5.22
MUND(3.6) 0.483 1.887 3.91
MUND(4.5) 0.234 1.221 5.21
MUND (4, 6) 0.375 1 1.449 3.87
MUND(5. 6) 0,309 1.197 3.88
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Considérons le cas particulier des discrétisations par différences fi-
nies : alors les Di sont des sous matrices tridiagonales et les Ai des matrices

diagonales ; en prenant pour Ai- une sous matrice tridiagonale, alors Ai est

1

également tridiagonale.

Le choix de Ai— est alors ramené 3 1'approximation tridiagonale de

1
LN : . . oo
1'inyerse d'une matrice tridiagonale.
Le choix suivant s'avére parmi les plus performants parmi ceux &tudiés
par Concus, Golub & Meurant :

on prend'f\i - » 3) = matrice tridiagonale formée des 3 diago-

1
.. ; -1
nales principales de Ai .
Comme Ai est tridiagonale on peut trouver aisément des formules explicites
donnant les coefficients de la factorisée de Cholesky de Ai et en déduire ceux

de“Ai_l (Exercice !)

On démontre par récurrence que les Ai sont a diagonale strictement do-

minante.

6/ Le préconditionnement SSOR

(AXELSSON, EVANS)
Spit A=D + L +.LT, D diagonale ;

L dénote donc la partie triangulaire inférieure de A,

On pose :
. -1 T
(5) M = 1 (D+wl)D (D + w1l
w (2-w)
n = paramétre, o S w < 2
l.emmes :

. -1 - .
Les valeurs propres de M "A sont réelles et comprises entre O et |

. s'il existe M et § tels que :
1T - Lox,w)
Max (D x, x) < u Max (LD L~ x, x) — p\WX,X

X#0 (A%, x) ' x#0 (Ax, x)




R/

alors

i/ 11 existe w el ( =
/ opt tel que, pour w = w

opt
NV % / G+ D)
.. , -1 u
ii/ siw=1=xK M A g1 + 7 + 8

. dans le cas de Laplacien sur un carré discrétisé par différences finies

(schéma 3 5 points)

1
A B
A 2.7
n ZSin(ih)
On en déduit que pour w = 2/() + 2 sin % h),

kM la) =0 (%-), alors que K (A) = 0 (E})

(Mais on ne sait pas déterminer mopt)'

7/ Approximation de A_] par un polyndme en A

(JOHNSON, MIGCHELLI & PAUL, DUBOIS, GREEBAUM & RODRIGUE, ADAMS)
Soit A une M-matrice non singuliére, symétrique, définie positive.
Alors A peut s'écrire :

A=D- B,
avec D = matrice diagonale,

B> o, Q(B> < Q(D),

} . . _ .
et A est la limite de la série.:

ATl s (1 -7

1

1 -1 -1

B) D

-1

=a+p B+ e 'BY+ LD

On peut donc songer a tronquer cette série pour définir le préconditionne-
ment

M = 3 (D
k

avec ¢ faible ( 2 = 2 ou 3)
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Plus généralement, si A s'écrit :
A=P~Q, (P inversible)
On peut poser :

2
(6) M = 3 (P Q) P
k

les théordmes suivants sont démontrés dans Adams (1982)
Théoreme :

Hypothéses :

A =P - Q est symétrique définie positive

P symétrique inversible

Alors :

. M définie par (6) est symétrique

., 8i ¢ est impair,
M définie positiye « P définie positive
si % est pair

M définie positive P + Q définie positive

Démonstration ii
i/ symétrie de M : exercice
ii/ 2 impair ;:
soit G = P—]Q, g une valeur propre de G, g # 1 :

I1 correspond 3 G une valeur propre de :

R=I+G+G +,..+6 !
donnée par :
2
I +g+ 82 + ...t gl L= lT%E—M > 0
Sig = 1, la valeur propre correspondante de R est & > o

Comme P = MR et M est symétrique, on en déduit le résultat
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On utilisra le lemme suivant
Lemme Si X, Y, Z, sont des matrices, X = YZ, X sywétrique définie positive,
Y symétrique, Z a des valeurs propres réelles positives, alors Y est
définie positive).

1i/ si & est pair :
. -1
soit G = P Q.
e =1 L.
Vérifier que M  peut s'écrire

-1 -1 2 4 2-20 -1

M P (P+Q (L +G +G + ... G ) p

sachant que P est inversible et symétrique, en déduire le résultat ii/ en utili-

sant le lemme ci—~dessus.

Théoréme

pr——

Si A =(P - Q) symétrique définie positive
et P est symétrique inversible,
alors i/ p(P_] Q) <1 & P+ (Q définie positive

ii/ les valeurs propres de G sont réelles.

. . -1
Si en outre la plus petite valeur propre de G = P () est 2 o, alors

-1 . . . .
K (M "A) est une fonction décroissante de m.

Exemple d'application :

P

I

préconditionnement SSOR (cf (5)), c'est-a-dire

. 1 M+wl) D (D+wh
P = it e
w (2-w)

Plus généralement encore on peut chercher le préconditionnement sous la

forme (cf Saad)

avec Q_ polyndme de degré m.
On souhaiterait avoir Qm (A) A proche de la matrice identité et donc minimiser :

(6) max [T -2, @ ()]
X. €S (A) romo
i~ 7p

Soit (a, b) un intervalle encadrant les valeurs propres Ai de A, on peut

essayer de remplacer ce probléme par :
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trouver Qm polyndme de degré m

tel que max |1 =~ A Q, (») | soit minimum

%

X

fIA

a b

On sait que la solution de ce probléme s'exprime & 1'aide de polyndmes

de Tchebycheff convenablement translatés et normalisés.

Malheureusement la qualité de la convergence obtenue est trés sensible
a la connaissance d'un bon encadrement des valeurs propres de A, ce qui
n'est pas toujours possible. En outre le polyndme obtenu ne réalise pas
toujours le minimum de la quantité intéressante a savoir (6).
I1 est en fait plus performant d'utiliser une autre norme pour définir

Q_ .

m
Soit w (}) wune fonction de pondération positive. On ppse

L@, = J" 2w an'’?
a

On cherchera alors Q tel que I 1- AQ M1 , Soit le plus petit possible.

I1 s'agit d'un probléme classique en théorie de 1'approximation :
Par exemple, si w (M)=¥A (I- 1), on peut déterminer par récurrence les poly-
ndmes orthogonaux par rapport 3 lw (A) et en déduire Qm ).

(cf Saad, Stiefel).

Par exemple les premiers polyndmes sont, sur 1'intervalle (0,1)

Q () = 3/4

0

Qo

4 = (16/5) A

2 _ 2
QZ (A) = 7—(28 56 A + 32 A7)

Pour un intervalle quelconque (a, b) les Qm s'en déduisent par change-—
ment de variable,
En pratique on pourra prendre a = o et déterminer b par le théoréme de

Gerschgorin

b = Max (£ |a..]|)
- - ij
1]
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SAAD

Approximation polynominale de A_1

Influence du degré de Qm

Probléme test : Laplacien difference finies

40 x 30 (1200 inconnues)
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Figure 5-1: lterations versus degree of preconditioning
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ANNEXE : RAPPEL SUR LES M-MATRICES

(¢f MEURANT & GOLUB, BERMANN & PLEMMONS)
Définitions

i/ Une matrice A est monotone si
. A est inversible
-1 . s .. -1
. A > o (c'est—3-dire tous les coefficients de A sont > o)
11/ Une M-matrice A s'écrit

A=sI -8B

avec SER, s > o0, B matrice > o, p(B) < s

Remarque
Si A=8S 1 - B est une M-matrice,

A est non singuliére e p(B) < s

Théoréme Al :
Soit A une matrice non singuliére
A est une M-matrice aij:< o Vi,j 1#]
et A_1 > o0
Déf. Une L-matrice et de la forme :
A=sI -8B, s>0 B> o

Autrement dit

Bii>OV1;aij<o i# ]

Théoréme A2

i/ soit A une L-matrice a diagonale dominante irréductible alors A
est une M-matrice non singuliére
ii/ MEéme résultat si A est une L-matrice 3 diagonale strictement do-—
minante.
Définition :
. strictement L o .
A est a diagounale dominante généralisée si 11 existe un vecteur
A
x €R, x > o, tel que

vV i Iaiil X > 1 | ai.l X.
j# ]
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. A est 3 diagonale strictement dominante si 3 x > o :

. ]a.,! X, > I ]a.., x.
Vi il i 34i 1J§ i

Remarques :

soit D = matrice diagonale de coefficients X
A est a diagonale dominante généralisée
¢ AD est a diagonale dominante
. A est a diagonale strictement dominante généralisée
& AD est a4 diagonale strictement dominante
. A est diagonale dominante généralisée
< D matrice diagonale > o :

p~! ap a4 diagonale dominante

Théoréme A3 :

A est une M-matrice non singuliére

e a

i<ovi#j,

(SR

et A est 3 diagonale strictement dominante généralisée.

Démonstration :

i/ si A est & diagonale strictement dominante généralisée, D matrice
diagonale > o, telle que AD soit 3 diagonale strictement dominante,

= AD est une M-matrice par le théoréme A2

= A est une M-matrice par le théoréme Al

ii/ soit A une M-matrice non singuli@re. par le théoréme Al :

. . -1
R .. X ¢ : ;
a, s 0, 313 o pour i # j, A > o

1 -1

Spit e= , x =A e ! X. > o0 Vi
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Soit D matrice diagonale : D = 1. 0 : De = x

Alors : A Se = Ax = e > o

En déduire le résultat !
Définition
Soit A une matrice :

M (A) : matrice de coefficients mij :

M.. = ]a
i1

m. . a..
ij ij
A est une H-matrice si M (A) est une M—-matrice.

Caractérisations d'une H-matrice

(résulte aisément des définitions et des théoremes ci-dessus)
. A est une H-matrice non singuliére
® A est a diagonale strictement dominante généralisée
(x) ® 2 D matrice diagonale > o,
-1 s s . .
D AD a diagonale strictement dominante
. Si A est une matrice & diagonale dominante irré&ductible alors A est

une H-matrice.

. Une M-matrice est une H-matrice.

Théoréme A6
Soit A une H-matrice et G un sous ensemble d'indices i, j (i.e. un sous-
ensemble de {}, ..., n} x {1, .., n}
Soit C la matrice définie par :

C.. ¢t a.. V1
il il

Cij = aij sii#3j, {i, j} € G

Cij =0 sii# 3, {i, j} € G
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Alors C est une H-matrice.

Démonstration :

Appliquer la caractérisation (%) ci-dessus et utiliser le fait que

| > Jc..| viet]j.

la. .
ij ij
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CALCUL PARALLELE : UNE INTRODUCTION

1/ Evolution des calculateurs et des besoins scientifiques

Depuis 1'apparition des calculateurs electroniques il y a environ 35 ans, la
technologie des circuits a accompli (et continue d'accomplir) des progrés
spectaculaires.

Pour prendre un exemple, le calculateur EDSAC réalisé vers 1950 & Cambridge (GB)

avait les caractéristiques sulvantes :

. addition : 1,5 ms
. multiplication : 6 ms
. période d'horloge 2us

. environ 100 mots mémoire pour les données
En comparaison pour le CRAY-1 dont le premier exemplaire a été livr3 en 1976 :

. la période d'horloge est de 12,5ns = 12,5 x ]O_9 S

. pour les opérations numériques (virgule fixe ou flottante, mots de
64 bits) le CRAY-1 peut débiter jusqu'd 160 millions de résultats par
seconde.

. 1la mémoire est de | ou 2 millions de mots de 64 bits,

Ainsi : alors que les performances technologiques n'augmentaient que dans un rapport
de 1'ordre de 160, le nombre d'opérations arithmétiques exécutées augmentaient dans un

rapport de 1'ordre de 106 : cette différence considérable s'explique par une meilleure

architecture, ou organisation, du calculateur.

L'importance croissante de 1'architecture par rapport & la technologie dans les
calculateurs rapides devrait s'accentuer dans les années 3 venir, car les progrés

technologiques sont de plus en plus difficiles a obtenir.

Par ailleurs, les besoins exprimés par les utilisateurs, physiciens et ingénieurs, ne
pourront sans doute pas 8tre satisfaits par les seuls progrds technologiques dans les

circuits.

(1) Un calculateur contient généralement une horloge envoyant des signaux &

intervalles réguliers (période d'horloge, clock period); cet intervalle de temps

donne une mesure de la rapidité du matériel; c'est par exemple le temps minimal qui

sépare deux chargements de registres.
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Ces besoins sont souvent en degd des possibilités des calculateurs actuelsles

plus rapides : dans le domaine de 1'aérodynamique on a évalué que la simulation

d'un écoulement turbulent autour d'un avion (tridimensionnel) nécessiterait un
calculateur débitant de 1'ordre de 109 opérations flottantes par seconde

(cf CHAPMAN, 1979).

Les besoins des météorologistes sont encore supérieurs.

Une caracté@ristique des nouveaux ordinateurs rapides est la suivante :

pour obtenir le maximum de puissance le programmeur doit impérativement tenir compte
de l'architecture; sinon il risque d'@tre fortement dé¢u : la puissance du CRAY-1
varie de 130 3 2 millions d'opérations par seconde selon le probléme et la

programmation !

Avant de décrire les différentes architectures existantes, 11 convient de s'en -

tendre sur une mesure (grossidre) des performances. On s'interesse ici aux applications
numériques (équations aux dérivées partielles) ol 1'on doit réaliser un grand nombre
d'opérations (additions, multiplications, divisions) en virgule flottante(l). Une
quantité intéressante pour 1'utilisateur est donc le nombre de millions d'opérations
flottantes par seconde ou megafliops (mega = 106, flops = F Loating point Operations

Per Second)-

On espére utiliser le gigaflops vers 1990 ... A quand le Teraflops ?

Remarque :

Cette mesure n'est pas nécessairement adaptée 3 d'autres applications telles par
exemple que le traitement des images (par exemple le MMP de Goodyear Aerospace
débite 106 éléments d'images ~ "pixels" - par seconde, chaque &lément d'image
demandant 100 3 1000 opérations sur des informations élémentaires de longueurs

variées : entiers sur 8 - ou 12 bits, flottants sur 32 bits).

2/ Classifications des architectures

2.1. La classification de Flynn

L'augmentation de puissance des calculateurs est obtenue, d'une maniére générale

en éxécutant en paralléle des opérations indépendantes.

(1) Dans ce type d'applications les calculs sur les entiers (virgule fixe) somnt le
plus souvent des calculs d'indices pour accéder a 1'élément de tableau contenant

1'information "utile" en virgule flottante.
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Ce parallelisme peut @tre obtenu d'un grand nombre de maniéres différentes; la
classification suivante, sommaire mais couramment utilisée, a &té introduite par
Flynn :
SISD : '"Single Instruction, Single data"
C'est le calculateur séquentiel classique (IBM 7090, CDC 6600)
d un instant donné 1'unité de calcul &xécute une seule instruction
traitant une seule donnée.
SIMD : "Single Instruction, Multiple Data"
Le calculateur possé&de n unités de calcul identiques éxécutant a chagque
instant la méme instruction, sur des données différentes
(ILLIAC 1IV,ICL - DAP)
MIMD : "Multiple Instruction, multiple Data" :
Ce calculateur permet 3 n taches différentes de travailler simultanément
sur des données différentes, pour coopérer 3 un méme travail (HEP-DENELCOR);
ceci peut étre réalisé par n processeurs travaillant chacun "3 leur rythme"
(Carnegie Mellon, C~mmp, CRAY-XMP)
Pipeline: Les opérations arithmétiques sont divisées en n &tapes élémentaires 3 un
instant donné 1'unité de calcul est capable de contenir plusieurs

instructions travaillant sur des données différentes, et rendues 3 des &étapes

différentes.

{exemple : IBM 360/91,CDC 7600;
CRAY-1, CDC - CYBER 205,
CRAY-XMP, FPS - AP120 ...)

2.2. SISD : Calculateur séquentiel classique

La structure simplifiée est la suivante
(==—: flot de controle : ordre de 1'unité de contrdle

(—=: flot des données)

,---'—~‘-~——-—~—>,T UNITE: de CONTROLE |[& — =~ — — —- -
¥ : » T. v
: .
[ pownees | > | PROCESSEUR RESULTATS ,
| MEMOTRE ‘(

L'unité de contrdle est chargée de déclencher les mouvements de données et de

g

lancer 1'unité de calcul.

I1 est pratique d'expliquer les architectures d'ordinateurs en utilisant 1'image

d'une chafne de montage industrielle.
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Prenons 1l'exemple d'une usine de mise d'eau minérale en bouteilles; sur chaque
bouteille on doit effectuer les opérations suivantes :

1/ Laver la bouteille : cette opération prend un temps tj
2/ Remplir la bouteille : temps tp

3/ Boucher la bouteille : temps t3

4/ Poser 1'étiquette : temps ty

L'architecture SISD correspond & un ouvrier seul

i 5 E'""" LT i1l
Bouteilles, : | ouvrier ] __? Bouteilles
eau, étiquettes ’ ’ bouchées

2.3. SIMD

- CONTREMAITREJ"‘

s o N

N
BOUTEILLES ]4.<f)lOUVRIER 1}~ JBOUTEILLES ‘

etq_mmm___ﬁf::::’OUVRIER 2 bouchees

| ouvrIER N l

Un certain nombre d'ouvrier N éxécutent les opérations précédentes sous les ordres
d'un contremaltre; les opérations sont synchronisées 3 chaque instant c'est la méme
opération qui est éxécutée (lavage,ou remplissage, ou bouchage, ou &tiquettes).

Pour traiter N bouteilles il faut un temps :

tN=t‘l + to + t3 + ty

et pour k  Dbouteilles :
tk=(t1+t2+t3+tq)xk/N

ou k/N désigne la partie entiére supérieure de k/N. Noter qu'un certain nombre

d'ouvriers restera partiellement inactif si k n'est pas un multiple de N. En laissant

les ouvriers travailler & leur rythme on aboutit @ la notion de SPMD (Single program,

multiple Data) : chaque ouvrier exécute la méme séquence d'instructions mais on

abandonne la synchronisation.

2.4, Pipelines : la chaine d'assemblage :

Gardant 1'image de l'usine de bouteilles, cette organisation comptera 4
ouvriers : le premier ouvrier lave les bouteilles, le second les remplit, le
troisiéme les bouche, le quatriéme pose les étiquettes
Soit t le maximum de temps d'opsrations élémentaires :

tm = max (t}, tg, t3, tu)
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A des instants réguliérement espacés par tm, chaque ouvrier prend une bouteille pour
le traitement dont il est chargé. Aprés une phase de démarrage les 4 ouvriers se

trouvent occupés comme 1'indique le diagramme suivant ou l'on a indiqué & chaque

instant le numéro de la bouteille traité&e par chaque ouvrier :

ouvrier
A
01 Jr B1 B2 B3 B4 BS B6 B7 B8
02 + B B2 B3 B4 B5 B6 B7
03 - B1 B2 B3 B4 BS B6

i
04 Bl B2 B3 B4  BS5
i

-

T SIS

. N
/
! 2 3 * > 6 l 8 temps (unité = tm)

Ainsi la premiére bouteille sort de la chaine aprés 4 périodes s la Kidme

bouteille est préte aprés un temps :

4
£, = iZfi‘ + (k=1) x £

Donc passéela phase de démarrage i1 sort une bouteille tous les temps tm.

L'organisation ci-dessus, shématise 1'organisation des calculateurs pipelinés
"vectoriels" (CRAY-1, CDC-CYBER205) prévus pour exécuter rapidement de longues

séquences d'opérations identiques sur des ensembles de données appelés "vecteurs".

Les opérations arithmétiques peuvent €tre trongonnées en opérations &lémentaires d'un
grand nombre de facons ; prenons 1'exemple de 1'addition en virgule flottante de deux

nombres aj et a, : chaque opérande est représenté par le couple (exposant,mantisse) :
a;=my x b1 a, = my x b°2
(b= base de la représentation en virgule flottante, par exemple b=16)
On écrit :
a} + a, = (m) + my x beZ_el) x b1 si e > e,
(m; x 17 €24 my) x be2 sie; > e,
On voit donc que :

x décompose de maniére évidente en 4 étape 1'addition :

lere étape : soustraction des exposants

~ P . . . . + (eq-—
2éme étape : multiplication de 1'une des mantisses par b- (e1= ep) (décalage)
3éme étape : additions des mantisses

4éme €tape : normalisation du résultat
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2.5. MIMD, ou l'affranchissement des esclaves

Cette fois non seulement les ouvriers travaillent 3 leur rythme mais ils
peuvent exécuter des séquences d'opérations, ou programmesdifférents. L'image la
plus expressive pour décrire 1'architecture MIMD est celle de la construction d'une
maison ol plusieurs corps de métiers travaillent simultanément. La premiére difficulté
est la synchronisation : le peintre attend que le platrier est fini sa tdche pour
poser le papier peint !

(1 capable

Un exemple de calculateur MIMD est le CRAY-XMP constitué& de 2 processeurs
de coopérer pour servir un méme utilisateur. Celui-ci doit alors découper son probléme
en deux taches si possible équivalentes.

Prenons 1l'exemple de la factorisation L LT de la matrice d'un probléme d'éléments
finis. Il est généralement possible de renuméroter les inconnues de fagon 3 ce que la

matrice se présente sous la forme :

A, 0 BY

T

A={0 Ay Bj

By By Aj

Alors
Ly © 0
T -

A=1L1,L=]0 1, o
C; Cz; Lj

oli les blocs L- et C» sont définis par les équations
1 1

AL, i=1,2

C; = By (L?)']

T
1+ 0205 + 1313 = Ag
En affectant le traitement des blocs Ajet A3 au processeur 1, et le traitement de

Ay au processeur 2, on obtient le shéma suivant :

PROCESSEUR 1 PROCESSEUR 2

T
I/ Calcul de Ly: LiLy = A 1/ Calcul de Lyp: LZLE = Ay

1 1

2/ Calcul de Cy: Ci= By (L)) ™ |2/ caleul de Cp: Cp= By(LY)~

3/ attendre C2.<—~—w3/ Prévenir le processeur |
que C, est prét
4: Calcul de Lj3:

T T
LgLE = Az= C1C7] = CrCH

(1) Chaque processeur est lui meme un calculateur pipelinéd vectoriel du méme genre
que le CRAY-I.
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Sur le CRAY-XMP toute la mémoire est partagée; le processeur 2 "avertit" le processeur

1 que le bloc C2 est disponible (synchronisation).

Dans d'autres architectures, C2 pourrait se trouver dans une mémoire privée du

processeur 2 qui doit alors envoyer les données C2 vers le processeur 1.



.60,

High-Speed Machines and Their Compilers

D.J. Kuck

Pipeline processor

—

Multipipeline processor (MEA)
CbC 7600 TI ASC FPS AP 120B
IBM 360/91 CRAY-1 Data West
‘ array processor

Multipipeline (MEA)
multiprocessor
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Multiple
pipeline processors
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Parallel (SEA)
pipeline processors
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Multiple (MEA)

parallel pipeline processor
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Multiprocessor

Dataflow (MES)
processing

Multifunction ”———.‘\‘---parallel

processor (MES)
BullT 60 (MEA)
€DC 6600
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techniques

NASF Burroughs
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multiple scalar

multifunction processors
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memory-memory pipeline
Burroughs BSP

parallel processing

Parallel processor
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ICL DAY
Goodyear Aerospace STARAN IV
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Speed Machines and Their Compilers™ by D.J. Kuck, from
Proceedings of the CREST Parallel Processing Systems
Course. September 1980. Copyright € 1880 by Cambridge
University Press.
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UN CALCULATEUR VECTORIEL : LE CRAY-1S

1 - INTRODUCTION

Considérens la boucle FORTRAN suivante qui additionne deux ensembles

de nombres

D 11 = 1,N
(1) A(I)= B(I)+C(I)
1 CENTINUE

Sur un calculateur séquentiel "classique" cette séquence sera

traduite en une suite d'opérations de la forme

Initialiser le compteur I = 1 (1)
1 . Tester si I &N = sinon aller en 2

Calculer ies adresses des opérandes
Charger B(i) (mouvement de mémoire & registre)
Charger C(i)

. Additionner

(2) . Ranger le résultat dans A(i)

I =1+1

Aller en 1

Dans un tel calculateur, une boucle trés simple conduit en fait
a répéter un grand nombre de fois une séguence d'une dizaine
d'instructions, qu'il faut bien s{r décoder a chaque fois

Une économie substantielle peut é&tre réalisée si 1'on dispose

(au moins au niveau du langage machine) d'instructions "vectorielles"

remplacant 1'ensemble des opérations élémentaires (2).

Un calculateur est dit "vectoriel”™ quand de telles instructions

(1) en général le compteur est maintenu dans un registre.
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ont été prévues dés la conception du calculateur : le CRAY-1 (1)
est un calculateur de ce type, qui peut exécuter rapidement des

instructions vectorielles grice & une architecture pipelinée.

On parlera de code scalaire pour désigner les portions de programme
qui ne s'expriment pas a l'aide des instructions vectorielles

de la machine (ou qu'on ne peut pas traduire en instructions vecto-
rielles de la machine). La frontiére entre le caractére scalaire

et le vectoriel ne peut étre précisée que pour un calculateur

donné (la définition des "vecteurs" sur CRAY-1l sera donnée au

§ 3).

Vectoriser un programme c'est le transformer pour augmenter (si

possible !) la partie vectorielle par rapport a la partie scalaire.

2 - L'ARCHITECTURE DU CRAY-1

2.1. Mémoire et registres

Un des problémes a réscudre dans la réalisation d'un calculateur
vectoriel est 1l'accés aux données qui doivent (2) impérativement
alimenter le pipeline & un rythme régulier (1 donnée par période
d'horloge, soit 12,5 ns).

Comme il est difficile de réaliser une mémoire de taille suffisante
(quelques millions de mots) soutenant de tels débits les architectes

de machines ont eu recours a diverses techniques

- présence d'une mémoire locale (3) servant de tampon entre la
mémoire principale et les unités de calcul : elle garantit au

pipeline un approvisionnement réqulier en données.

- Divisions de la mémoire en bancs : chaque banc de mémoire travaille

de facon autonome.

(1) Le CRAY-1 a été congu par Seymour Cray, qui était aussi le
concepteur du 7600 chez CDC ; le premier CRAY-1 a été livré
en 1976 a Los Alamos ; les CRAY-1 et CRAY-XMP sont fabriqués et

commercialisés par Cray Research Inc.

(2) Dans une instruction vectorielle,

(3) Appelée mémoire "cache" sur d'autres calculateurs.



.65.

Sur le CRAY-1 la mémoire locale pour les unités de calcul pipelinées

est constituée par 8 registres vectoriels (numérotés de VO a V7).
Chaque registre vectoriel contient 64 mots de 64 bits chacun et
peut-étre chargé directement depuis la mémoire. (1).

Les calculs "scalaires" utilisent 8 registres dits scalaires (50

4 57) de 64 bits et les calculs d'adresse utilisent 8 registres de
24 bits (AQ0 a A7) ; des tampons s'interposent entre ces registres
scalaires et la mémoire (70 a T63), 64 tampons de 24 bits entre

les Ai etla mémoire. Enfin 4 tampons d'instructions peuvent contenir
chacun 16 mots de 64 bits (2) . Les unités de calcul prennent

leurs données exclusivement dans les registres A, S, V.

La mémoire (jusqu'a 4 x 106 mots de 64 bits) est divisée en 16 bancs
qui peuvent travailler en paralléle ; le temps de réponse est 50 ns
autrement dit il s'écoule 4 périodes d'horloge (4 x 12,5 ns) entre
le lancement d'une requéte-mémoire et le moment ol 1'on peut lancer
une autre requéte sur le méme banc). Comme il y a 16 bancs on
pourrait penser que les registres vectoriels peuvent &tre alimentés

a2 raison de 16 x %ﬁns = 320 x lO6 mots par seconde.(3).

(1) L'arithmétique en virgule flottante est effectuée sur des
mots de 64 bits.

(2) Une instruction pouvant étre codée sur 16 ou 32 bits, un mot

peut contenir 1, 2 ou 3 instructions.

(3) En anglais "débit de mémoire" se dit "bandwidth".
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Fig. 1 = L'unité de calcul du CRAY-1 et la mémoire.
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En fait le débit est plus faible ; en effet, 1l n'existe qu'un seul
chemin (1) entre la mémoire et les registres (vectoriels ou scalaires)
ce qui raméne le débit maximum de chargement des registres a 80 x 106
mots par seconde. Ce débit est faible par rapport aux capacités

de calcul du CRAY-1 comme on le verra plus loin.

Dans le plus mauvais cas, lorsque l'on adresse des mots se trouvant

tous dans un méme banc, le débit tombe a 20 x lO6 mots par seconde.

En pratique il faut donc, pour obtenir la performance maximum

- éviter d'adresser le méme banc mémoire deux fois de suite (on

verra plus loin comment s'y prendre) ;

~ essayer d'effectuer un maximum de calculs sur une donnée pendant

son séjour dans un registre,

- étre en mode vectoriel, ol toutes les adresses peuvent étre

calculées 3 l'avance.

On notera que les 4 tampons d'instructions disposent chacun d'un
chemin d'accés a la mémoire et donc que les instructions peuvent

gtre chargées a la vitesse maximum de 320 x lO6 mots par seconde.

En fait, ces débits maximaux ne peuvent étre obtenus qu'apres

un temps d'amorgage de 15 périodes d'horloge : en effet des étages

de contrble s'intercalent entre la mémoire et les registres, qui
occupent 11 périodes ; d'ou le délai de 4 + 11 = 15 périodes d'horloge
entre le lancement de la premiére requéte mémoire et la présence

de la donnée dans un registre.

Un tableau FORTRAN x (N) est rangé en mémoire de la maniére suivante
si mg est le numéro du banc de mémoire contenant X(1), 1'élément x(2)

se trouve dans le banc mo + 1 modulo 16 ; 1'élément X(i) dans le

banc = mo + 1 - 1 modulo 16 (o <mg £16)

x{17)1x{18) | x(19)jx(20)}x(21) x{(30) [x(31){x(33)
x(1) [x(2) | x(3) {x(4) {x(5) x(14) [x(15)x(16)
banco 1 2 3 4 13 14 15

(1) En (fr)anglais on dit un "bus".
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Les instructions capables de charger les registres vectoriels depuis la mémoire
sont prévues pour charger successivement des mots séparés par des intervalles

constants, par exemple la séquence : X (1), X (3), X (5), X(7), X (9) ...

Gréce aux remarques précédentes on notera qu'une séquence avec un incrément de

8 peut étre chargée & raison d'un mot toutes les deux périodes (40 X 106 mots/s)
une séquence avec un incrément de 16 a raison d'un mot toutes les 4 périodes

(20 x 10° mots/s). Les autres séquences "réguligres" a raison d'un mot par période

(80 x 10° mots/s).

2.2. Unités fonctionnelles.

Le CRAY-1 est doté de 12 unités fonctionnelles, listées au tableau 1,

spécialisées chacune en vue d'un type d'opération.

Chaque unité fonctionnelle prend plus d'une période d'horloge pour étre exécutée.

Le traitement est accéléré par les techniques suivantes :

- ségmentation des unités fonctionnelles (pipeline)

fonctionnement des unités en paralléle (découplage)

chainage

1'auto-enchainement

2.2.1. La segmentation des unités fonctionnelles.

(pipeline) (1)

Chague unité fonctionnelle est divisée en un certain nombre d'étages
€1émentaires, chaque étape durant exactement une période d'horloge. Une unité

fonctionnelle peut alors éxdcuter les étapes distinctes d'opérations successives.

(1) La traduction frangaise de "pipeline" par "bitoduc" (BOSSAVIT, EDF, BUCCER 75,

1979) n'a pas regu 1l'approbation de l'ensemble de la communauté scientifique.



.69.

UNITES FONCTIONNELLES

TEMPS D'EXECUTION

(en période d'horloge)

i/ Unités fonctionnelles pour le calcul

d'adresses. (sur 24 bits)

Addition - Soustraction

Multiplication

ii/ Unités fonctionnelles purement

scalaires (sur 64 bits).

Opérations booléennes
Décalages
Addition /soustraction entiére

Comptage de bits & o (ou 1)

iii/ Unités fonctionnelles Flottantes

(64 bits)
Addition/Soustraction
Multiplication

Inversion approchée

iv/ Unités fonctionnelles purement

vectorielles (64 bits)

Opérations booléennes
Décalages

Addition/soustraction
entiéres

W W N

14

TABLEAU 1 :

Les unités fonctionnelles du CRAY-1.
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Six des unités fonctionnelles peuvent travailler en mode vectoriel : elles
prennent alors leurs données dans les registres vectoriels Vo, V1, ..., V2

et peuvent produire un résultat par période d'horloge apres un temps d'amorgage.

Exemple : addition des registres vectoriels V1 et V2, résultat dans V3 (virgule

fixe).
V3 VA + Ve

Ve V3

o} 0

£3 63

g
Ca’cu[_ n° ¢ -

calculwe Ut3  caleul nol+ 2 Calculneisq Resullaf

olr's pon(faf’es

calewd n2 L4y

L'état de la chaine des opérations a un instant donné est décrit par la figure
ci-dessus : quand le résultat n®i (i étant compris entre o et 63) sort du
pipeline les données du calcul n® i + 1 entrent dans 1'étage 3 du pipeline,

etc ... 51 n est le nombre d'étage du pipeline, n + 2 élémentssont en opération

a un instant donné.



VA

Cette situation peut se représenter également par le diagramme temporel :

N
étage 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7
étage 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
étage 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 4 } 4 + + + + t +—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t
(en période de
12,5 ns)
t = o = le ler couple t = 3 : le premier résultat
d'opérandes entre dans sort du pipeline.

le pipeline.

On notera que les opérations vectorielles sont toujours de longueur 64, comme

la longueur des registres vectoriels.

En fait une unité fonctionnelle peut également prendre 1'un de ses opérandes
dans 1'un des registres scalaires So,...,57 (qui ne contiennent chacun qu'un

mot de 64 bits) afin de traiter en mode vectoriel les opérations du type :

{ SCALAIRE, VECTEUR } > VECTEUR

par exemple la multiplication de tous les éléments d'un vecteur par un méme

scalaire.

2.2.2. Fonctionnement des unités fonctionnelles en paralléle,

ou "découplage"

Deux unités fonctionnelles différentes peuvent fonctionner simultanément

dés lors que leur opérandes sont disponibles dans des registres différents.

Exemple :
addition flottante de Vo et V1, résultat dans V2
multiplication flottante de V3 et V4, résultat dans V5.

V2 VO + FV1
V5 V3 % FV4
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Une restriction : une seule instruction peut étre lancée pendant une période
d'horloge ; il y aura donc au moins un décalage d'une période entre deux

instructions indépendantes.

ét. 1 2 o0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
6t. 2 - 0 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12
L) et 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ét. 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6t 5 4 0o 1 2 3 4 5 6 7 9
6t. 6 - o 1 2 3 4 5 6 7 8

ét. 1+ 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...
ét. 2 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
6t. 3 - o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
*Yeét. 4 ¢ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6t. 5 + o 1 2 3 4 S5 6 7 8
ét. 6+ o001 2 3 4 S5 6 7
ét. 7 1 o1 2 3 4 5 6
— 4+ t ¢ + ¢ t + : t

v

4 “—

ler résultat ler résultat
dans V2 dans V5

Une unité fonctionnelle ne peut servir plus d'une instruction vectorielle :

on dit qu'elle est "réservée", pendant toute la durée de 1'opération vectorielle.

Derniére remarque :

Les unités scalaires peuvent bien sOr fonctionner en paralléle avec les unités

vectorielles.

2.2.3. Chainage

Considérons 1'exemple précédent, un peu modifié : 1'un des opérandes

de la multiplication est pris dans VZ au lieu de V4 :

V2 VO + FV1
V5 V3 % FV2
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(autrement dit on veut mettre (VO + V1) % V3 dans V5). 11 serait vraiment dommage

de devoir attendre la fin de l'addition si l'unité de multiplication et les
opérandes de la multiplication sont dispconibles ! De fait on n'attendra pas,

mais seulement dans des circonstances bien précises : la réservation du registre
résultat (V2 dans 1'exemple) est levée pendant une période (1) de 12,5 ns commengant

au temps n + 2 aprés le lancement de la premiére instruction.

(n étant le nombre d'étages : pour l'unité d'addition flottante, la période

de chainage intervient & 8 périodes aprés le lancement).

51 au moment de cette période de chainage :

- 1'unité de multiplication est libre j

- le registre V3 est libre et contient 1'opérande, alors le premier résultat
sortant de la premiére instruction (c'est & dire le résultat de la premiére
addition) est renvoyé en opérande vers l'unité fonctionnelle vectorielle de

multiplication ; les deux unités (+ et %) continuent & travailler en parallele.

VA VY

V3

Si au contraire la deuxiéme instruction n'est pas préte a étre lancée au moment
de la période de chainage, elle doit attendre la fin de la premiére instruction

vectorielle pour démarrer.

(1) Cette période de chainage est appelée "chain slot time" dans les manuels

Cray Res. Inc.
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2.2.4. - Autochainage ("fonction récursive')

Dans tous les cas précédents le résultat de la ieme opération dans

une instruction vectorielle ne dépendait pas des

résultats précédents dans

la chaine (i-1, i-2, ...). L' "autochainage' est un dispositif des unités

fonctionnelles qui permet de renvoyer le résultat sortant du pipeline vers

l'entrée, ce qui permet de calculer des expressions comme la somme de 64 nombres

(par exemple)

S = ZE: X5

i=1
Ce calcul s'écrirait en FORTRAN :
S=0

DF 10 i = 1, 64
10 S =5+ X (I)

Cherchons a effectuer ce calcul par autochainage.

fonctionnelle d'addition en virgule flottante et
notés A et B

- 1'un A contient les données X (i),

- 1'autre B contiendra des tésultats

Le calcul se décompose en 2 phases :

i/ Phase d'initialisation

Nous aurons besoin de l'unité

de deux registres vectoriels,

intermédiaires.

Le premier élément de B (BO) a été initialisé a O.

La phase d'initialisation dure le temps nécessaire a la production

de la premiére somme AQ + BO

Bo

T Ay b =P h2 O\ m\ P:o\-,_

/4 TBO)HBOJT,[‘)O/
Ao

NN
) )
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Ce temps est de 8 périodes (= 2 + nombre d'étages du pipeline) = pendant ces
8 périodes la composante issue de B est toujours la méme, BO.
Deés que la phase d'initialisation se termine le rang de la composante envoyée

depuis 8 est incrémenté & chaque période d'horloge.

B

lAo+>o |9 )
Ao +8o
A+ Bo
A7 \Ré \ As \ A4 \ AS \ A2
+ 4+ + + + +
— Bo RO / Do o) 2o
A3 S /Bo / B .
- Etat de la chaine & la derniére période -
de la phase d'initialisation
ii/Phase productive
B
< ™
RO +DBoO

A4 + 2o

Y
R —p VAotrpe Bo \ o |\ Bo |\ Bo \Bo
_B__@___‘ A9 b +A 9P +AF /+ 06 /+AS S+ AL +A3

- Fin de la premiére période de la phase productive -
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A la 2&éme période de la phase productive, on commence donc le

calcul de Al + A9 (BO = 0), et aux périocdes suivantes le calcul de

A2 + AlD
A3 + All

A7 + Al5

A la 9éme période de la phase productive on réinjecte A0 + A8

dans le pipeline pour calculer A0 + A8 + AlS6.

A la fin du traitement on obtient dans B des sommes partielles

Ainsi par exemple

Bog = Ag * Ag * Apg + Ay + Rsp + Ayg *+ Ayg + Agg
857= Al + A9‘+ ..................... + A49 + 857
B58 = /-\2 + AlO e ee st e sttt e e + A5U + A58
863 - A7 + A15 + A23 F e r e e + A55 + A63

On obtient alors le résultat S en sommant ces huit sommes partielles
ce calcul n'est pas vectoriel, mais il n'y a plus que 8 additions 2a
effectuer (cette présentation de 1l'autochainage est inspirée de

De Drouas, 1981).

3 - LE CALCUL VECTORIEL EN FORTRAN.

3.1. Généralités

Le FORTRAN 77 ne contient pas d'instructions vectorielles.
cependant le compilateur CFT (compilateur FORTRAN du CRAY, sur

ensemble du FORTRAN 77) sait reconnaitre des structures vectorielles
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(sous certaines réserves que l'on va détailler) et les traduire
en instructions vectorielles (1). Les programmeurs doivent souvent

adapter leur style de programmation pour aider cette reconnaissance.

Notons tout d'abord que les programmes ont généralement des boucles
de longueur différentes de 64 : c'est le travail du compilateur

de décvouper la boucle en trongons de 64, avec éventuellement

un troncon de longueur inférieure. L'un des registres du calculateur
(VL) est d'ailleurs spécialement utilisé pour contenir la longueur

des opérations vectorielles.

3.2. Les boucles DO

Seules les boucles DO sont candidates a la vectorisation ;
ainsi CFT ne reconnait pas une opération vectorielle dans
la répétition d'opérations suivantes

1 =20

I =1+ 1

A(i) = B(I) + C(I)

IF (I.LT.N) G@TQL

3.3. Pas de rupture de chaine

Pour qu'une boucle soit vectorisable, elle ne doit contenir

aucune instruction causant une rupture de séquence dans

la répétition des opérations, donc

- pas d'entrées sorties
- pas de tests (2)
- pas de branchements
- pas d'appels & des sous programmes (3)
- pas de boucle DO (4)
Exemple de boucles non vectorisées
DO 1 i = 1,N
A(i) = B(I) + 10
WRITE (63;10)A(I)
10 FORMAT(...)
Dg 2 1 = 1,N
IF (A(1).GT.0.)B(I) = SQRT(A(i))
2 CONTINUE
D@ 3 1 1,N
C(I) = 50 % 1
3 CALL SP (C(I))

(1) Une norme de fortran contenant des instructions vectorielles, dénommée FORTRAN
8%, est a 1'étude & 1'ANSI,. association de contructeurs et d'utilisateurs.

(2) On verra plus loin comment lever cette restriction.
(3) Cependant 1'appel aux fonctions spéciales(C0S,SIN,...) est vectorisé.
(4) Donc sdules les boucles' les plus internes seront vectorisées.
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Ceci n'autorise donc que les instructions d'affectation du type :

Z(I) = Expression

3.4. Eléments réguliers

. Pour gu'une boucle soit vectrorielle elle ne doit faire référence qu'a des
éléments dits "régquliers", que le matériel est capable d'amener vers les registres

vectoriels a un débit raisonnable ; ces éléments réquliers comprennent :

- les constantes par rapport & la boucle (1)
- 1'indice de boucle

- un élément de tableau dont tous les indices sont constants par rapport a

la la boucle, sauf éventuellement un, qui est de la forme :
Ax1+8
Ou encore
1+ B,

avec A et B des constantes et I 1'indice de boucle.

Exemples de boucles vectorisées :

DF11=1,N
A