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IHTRODUCTION A LA KX - THEORIE

Cours de V, POENARU
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eq

Notes rédigfes par M. Lenfant

napitre T - GENERALITES SUR LES ESPACES FIBRES VECTORIELS

Paragraphe 1L - DEFINITIONS ET EXEMPLES

-~

1, Familles d'espaces vectoriels -~ Espzces fibrés vectoriels.

On ne considérera dans ce cours gue des espaces vectoriels ?ﬂ

- . . - , n . Ly
de dimeagion finie n sur R(Vr=R Y ou sur C(VnﬂQ }
=Y A . e =

o

Définiticn 1., Une famille dfespaces vectoriels est un triplet
(E,X 5 p)

d'une application continue surjective p ¢ E = X , satisfaisant

formé& d'un couple d'espaces topologigques E, X et

aux axlomes suivants

P =1

(F,1). Pour tout xeX , LPimage réciproque p {x} est munie

dfune structure d'espace vectoriel.

{(FP.2). L'addition et l'hemothétie sur chaque fibre sont des aprli-
cations continues,

1 Py
continuité de lf'addition au point (a,b) , oi & et b e p “{x)

~=—> pour tout voisinage U de a+b dans E , il existe des



I.2

voisinages U1 de a , et U2 de b , dangs E , tels que:

afelU b'eU,; pla’) = p(b?) ==> a®+b’cU

lﬁ

Continuité de l'homothétie au point (A,a) , o DeR (ou C) et

aepml(x)

“===> pour tout voisinage U de Aia dans E , 1l existe des
voisinages V de A dans R ;, et U de a dans E ,

1
tels que g

AVieV ageUl == A%a'cU

Définition 2, 81 (E,X,p) est une famille d'espaces vectoriels

X est appelé la base

E est appelé lfespace total

p est appelé la projection

Ex = pul(x) est appelé la fivre au-dessus du point x .

Exemple 1. Soit Vn introduit ci-~dessus, X un espace topologique
quelconque, E = X)cvn nuni de la topologie produit, p = pry
X;cvn -3 X

Le triplet (E,X,p) est alors une famille d'espaces vectoriels ;

on l%appelle famille d’espaces vectoriels triviale,

Définition 3, Restriction, Soit (E ﬁea ¥} une famille d'espaces

vectoriels, Y un sous-espace de X , g 1la restriction :
qa=p lp~t(¥)
La famille d°espaces vectoriels (pml(Y)gX$q) est appelée famille

induite par (E,X,p) sur le sous-espace Y ,

o o, o ° o o A o
Définition L, Fibres vectoriels, Un fibre vectoriel réel {resp,

complexe) est une famille d°espaces vectoriels réels (resp., com=

plexes) qui satisfait en outre & 1'axiome suivant :

(Fo3). Axiome de trivialité locale - Pour tout xeX , il existe

un voisinage U de x , tel que la famille induite sur U soit



triviale,
Remarque 2 (Fo.1l) U(F.2) U(F.3) «w==> (Fo.l1l) U(F.3)

@D o > o o i o ©ID

Exemple 2, Toute famille d’espaces vectoriels triviale (X><Vn,X,prl)

est un fibré vectoriel, (on prend U=X) On 1l'appelle fibré trivial,

Exemple 3. Bande de M8bius. Soit I = [0,1] . Considérons le fibré

vectoriel trivial (IxR, I, pry = ) s, soit E la relation
d*équivalence définie sur Ix R par :

E est 17égalité sur J0,1[xR
(0,2) = (1,0} (mod.E) = a = b
Notons E' 1la relation d'équivalence définie sur I par :
E? est 1'égalité sur |O0,1[

0 1 (mod.E?)

L7espace quotient I/E’ s%identifie au ecercle S

(=)

1

Exercice : montrer que p 1induit une surjection continue entre les
espaces quotients q ¢ M o= Sl
En déduire que (MQQSlgq) est un fibré vectoriel,

Etablir qu®il est non trivial en appliquant le lemme suivant 3

Lemme : Une condition nécessaire pour qu'un fibré (E,X,p) soit
trivial est qu'il existe au~dessus de X une section continue o
qui ne s’annule pas,

(81 XxV est un fibré trivial, v, un vecteur non nul de V ,

o(x) = (xgvo) répond & la question) .

Paragraphe 2 - HOMOMORPHISMES DE FIBRES - IMAGE RECIPROQUE D°UN
FIBRE PAR UNE APPLICATION CONTINUE.,

1, Homomorphismes entre deux familles d'espaces vectoriels,

Définition 1. Un homomorphisme entre les familles d’espaces vecto=
riels (E £s %) et (F L& YY) est un couple (©,¢)

() Boit M = IX<E/E muni de la topologie guotient.



d'applications continues
$ ¢ E =» F et 6 3 X = Y tel que :
LI

E F
S
X © Y

—e

1) Le diagramme solt commutatif

2) ¢?p'1(x) est une application linéaire pml(x) —-i'-q—l(e(ic))0

Définition 2, Le couple (¢,8) est un isomorphisme si

1) X =Y, 6 =id X

2) ¥xeX , la restriction ¢x 3 p_l(x) — q’l(x) est un

isomorphisme linéaire

-l
¢

Ces définitions s'appliquent en-particulier aux fibrés vectoriels,

3) est continue,

Dans ce cas, la condition 3) de la définition 2 résulte des deux

autres, C'est ce que nous allons établir maintenant.

Cas des fibrés triviaux.

Soient E = XXV et F = XxW deux fibrés de base X ,

Théoréme 1, Il y a une bijection canonique entre les homomorphismes

XxV =3 XxW et les applications continues X == HOM(V,W) ,

Notation, Si E, F sont deux fibrés vectoriels de base X , on

désignera par HOM(E,F) 1°ensemble des homomorphismes de fibrés :

E == TF ,

Démonstration : Construisons une bijection entre HOM{E,F) et

D DO D O ) ) GO D D O ) D

l17ensemble des applications continues : X o= HOM(V,W)

a) 81 ¢ e HOM{E,F) , chaque restriction ¢, 2 V = W est
linéaire. V(x,v) on a : ¢(x,v) = (x9¢x(v)) .

X =% HOM(V,W)
X oy ¢x

Leapplication ¢ est continue



{Cela résulte du théordme de topologie : soit Y compact, 2 un
espace métrique ; on munit C(Y,Z) de la topologie de la conver=-
gence uniforme. Une application ¥ ¢ X = C(Y,Z) est continue

si et seulement si

XxY o3 Z
‘est continue

(x,7) = \?xf.}")

Dans le cas présent Y = boule unité de V (elle est compacte

car V est de dimension finiej).)

b) Réeiproquement ¢ soit ¥ une application continue
X =» HOM{V,W) . Le théoréme rappelé ci-dessus montre que
® ¢ E =» F définie par :

?{x,v} = (x,¥{x)ov) est continue.

Remargue ¢ Structure naturelle d’espace. vectorlel de HOM (E,F)

O OB D A T D RO M D D O W MG Gl T CHD D U NG (R T A0 D £ D CRD T I G (M0 SIS SO TR RO THD

o/

si ply) = x,a(y) et B(y}e:qwl(X) ont une somme ofy) + B(yleq
On définit : (o+B8){y) = aly) + 8(y) (ra)(y) = roaly)

“L(x)

b) Exercice : Vérifier que la bijeection canonique entre
HOM (E,F) et x ©28b HOM (V,W) est un isomorphisme dfespaces

vectoriels,

Théordme 2, Si1 ¢ : X%V =» XxV est continue et si chaque
¢x:p“l(x) s pml€x) N @ml est continue

3 < "o "‘1 )
Démonstration : lPapplication x === ¢X est continue comme

O TG G O A oA A GO A PMD O S



composée des applications ceontinues

X > Iso{V,V) et Iso(Vv,¥) -3 Iso(V,V)

. -1
X e @ T e T

o

e . - - 3.. :
D'aprés le théordme 1, il en résulte que ¢ est continue,

Corollaire 1. Si E = XxV est un Pfibré trivial, Iso(E,E) est en
correspondance bijective avec l'espace vectoriel des applications

continues X =» Iso{(V,V) .

Corollaire 2, Soient E et F deux fibrés vectoriels guelconques

e

sur X dont les fibres ont la méme dimension et soit ¢e HOM(E,F)

E —2> F
N A
X
4 est un isomorphisme si et seulement si chague
éx : p—l(x) — q-l(x) est upn isomorphisme linéaire.
CN résulte de la définition.
CS Supposons Vxex , ¢, est un isomorphisme

Pour vérifier lea continuité de "% en un point de p-l(x) cn se

restreint {propriété locale) & un voisinage de x .

D'aprés (F.4), il existe un voisinage U de x assez petit pour

que les familles induites E|U et F|U soient triviales.

q #&étant continue, F|U = UxV est un voisinage ouvert de tout
-1, _

vye g " (x)

Le diagramme E|U ol F|U est justiciable du Th.2 : o~ est

pl Ny ¥ al
U

continve en vy .

2., Sections d'une famille d'esyaces vectcriels.,

Définition 3. Si (E =&+ X) est une famille d'espaces vectoriels,
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une gection de cette famille est une application continue

s ¢« ¥ =~ E telle que pos = idx o

Proposition 3., L'ensemble TI(E) des sections de E peut &tre muni

d'une structure de module sur l°anneau C(X) des fonctions continues
X o k
Eﬁ~effet g
a) T(E) est un groupe pour la loi dfaddition (s+s°)(x) = s(x)+s*(x)
bp) la loi externe C(X) xT(E} === T(E)
{a 5} = a.,s définie par
{a.8){(x) = a(x) s(x) en fait un module sur C(X) .
La continuité de a.s résulte de (F.2) (continuité de 1'homothétie)

Corollaire, F(E) a par restriction une structure d'espace vectoriel

sur k . Noug verrons au numéro suivant que dans le cas des familles
localement triviales, F(E) est de type fini sur C(X) tandis que
F(E}) est un K-esapce vectoriel de dimension infinie, C'est pourquoi

cette dernidére structure nfest: pas utile dans la pratique.

3, Critdres de trivialité d°'un espace Fibré vectoriel,

Proposition L, Soit (E ~Es> X) un espace fibré vectoriel, Les

trois conditions suivantes sont équivalentes :
a) le fibré est trivial de fibre V od dim V = n

b} i1 existe s 8000 sne:F(E) telles gue pour chague xe& X,

1? 2
(s,(x), s,{x)y000, 8_(x)) s0it une base de p”lfx) R
1 2 n

¢} il existe un homomorphisme E Ly ¥

ol !

¥ o> % (un point)
tel que ¥YxeX , pwl(x) wzﬁé- V soit un isomorphisme

Démcnstratigg 3

P I W TR TG T T O G O S

Soit (ylgacog yn) une base de V




Liapplication s ¢ X =3 XxV est continue et telle que

pos, = ldX

X o (ngi>
Pour chaque xe X , (sl(x),»QOQ sn(x)) est une base de (x,V)

b) == c¢)
n

Soit l'application ¢ au=-dessus de X 3 X%k s

ad e 15 I 23

(XQ )\lsoaag}\n) s }\i Si(x}

s étant continue, de méme (x, Aysoocs An) o si(x)
1*homothétie étant continue, chaque application.

(x, Apsooos Rn) = Ay si(x) est continue

La continuité de lYaddition entraine alors celle de &

La famille {si(x)} lgzign forme une base de p”l(x)

Xxx® 2 E
P":L\ }A
X
Par suite b, przl(x) e p“l(x) est un isomorphisme linéaire
pour tout xeX ,
Le corollaire 2 du théoréme 2 établit alors : ? e« Iso(Xx kn,E)
5i pr, est la projection X:&in — k" on obtient les conclu=-

%
3™ et V = k©

sions du ¢) pour F = Pry o

¢} ==> a)

Soient (V,F} fournis par ¢) . Lapplication au~dessus de X

E BEL xxy

N/

est continue car ses compos€es avec les projections le sont.
pxF est un isomorphisme sur les fibres.

D'aprds le théordéme 2, Corollaire 2 : px f< Iso(E, X xV)

Proposition 5. Soit (p ¢ E => X) un fibré vectoriel., Il est
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trivial si et seulement si  T(E)} est un module libre sur
c({X) = C(X,k)

a) 81 E est trivial, la propriété b de Prop.lLt est vraie.,
Soit s eT(E) . Sur la fibre p“l(x) , s8{x) se décompose suivant
la base ¢

n
s(x) = ] a;(x) s;(x)
1

d'ol (¢'lo s)(x) = (xgalfx),ooo, an(x)>
s et o1 &tant continues, il en est de méme de chaque
X ai(x) g aie;C(X) ) {si} l¢isn est donc une base de T(E)

sur C(X) ;5 (les 54 sont évidemment libres sur C(X))

b) rééiproquement,; supposons T'(E) module libre sur C(X) .
8911 existait dans T(E) wun systéme infini de sections linéaire-
ment indépendantes sur C(X) , on en déduirait au~dessus de Xx un
systéme infini de vecteurs linéairement indépendants sur k , ce
gui est impossible,
Soit (si) lg€i<n une base de T(E) , U un voisinage de x
au-dessus duquel E est trivial (si [U) 1sisn est alors une
base de TI(F|U) .

De l'isomorphisme de trivialité locale E|U 25 Uuxx®
pd
U
on déduit un isomorphisme ¥ T(E|U) — T(Uxx") = c(U,x™)
g =3 Obos
soit cie:T(Ux k") défini par ci(x) = e: idme vecteur de la

. n
base canonique de k-

CEPS étant une base de T(Ux k") , 11 existe ajie C(X) tels que
Vie[lgn] s O, = Eaji(nt:lsi)

i
n

9 ~ f o - ‘e =

atod Yx sE|U, #(x ) rjeg = L X o (x) = ] X;a:: (%) (205,)(x)
1 1 1,J
et en appliquant T YOX. a,.(x) 8. (x)
S T I j
9

(sj(x)) isj¢n est donc une base de la fibre au-dessus de x .



b, Image réeciprogue 4°'un-fibré par une application continue,

Théoréme T, Soit (p ¢ E ==> Y) un fibré vectoriel, X un espace
topologique, £ ¢ X = Y une application continue,
I1 existe un fibré vectoriel (q : £*(E) =3 X) et un homomor=

phisme F : £(E) = E qui rend commutatif le diagramme 3

£*(E) kb E
T
T
X ovmmede Y
. an:l ) '”1 A\ e o
Chaque F_ : g (x) = p ~{£f(x)) est un isomorphisme,
Le fivré £*(E) qui posséde ces propriétés est unique 3 un iso=~

morphisme prés.

Existence,

Soit le sous-ensemble f£*(E}) de XxE défini par

£¥(E) = {(x,b) 3 £{x) = p(b)}} muni de la topologie induite
gl{x,b) = x F(x,b) =1t

La fibre au=-dessus de x, qmifx) , €8t munie de la structure
veetorielle de p“l{f(xﬁ) o

Vérifier qu'on & ainsi défini une famille despaces vectoriels,

Vérification de la trivialité locale.

Lemme, 81 E = YxV est un fibré trivial, il en est de méme de
£*(E) . Par définition, £ (E) est le sous-espace de X xE = XxY¥xV
constitué des points de la forme (x,f(%xV;v) . I1 s?identifie donec

& XxV par l%application (x,f{x),v) => (x,v) . Cette identi-
fication est compatible aveec la structure de fibré vectoriel,

Cas général,

¥

On établira d'abord qu'étant donné f¥(E) —=3 E
o b
X =t Y

et X, <X , Y

1 cY tels que f(Xl)c:Y les deux familles sur X

1 1 1



f*(E)lxl et (fixl)* (ElYl) sont égales. ﬁ
Soit alors U<Y tel que E|U soit trivial, Posons V = fml(U) o
La remarque précédente permet dfécrire 3 £ (E)|V = (£]|V)™ (E|U)
(E|u) étant trivial, de méme (f£|V)*(E|U) et £¥(E)|V

Uni@itéo
Soient E' et E" deux fibrés sur X , « et B isomorphismes

gsur chaque fibre.

EY =2 E Posons p“l(x) =E_ et

l /7? | supposons que B

qe Rl s X \

| ,/q“ j Fx

¥ —Eis y EL -

-1 sont dez isomorphismes linéaires,

E; Px ° E; est un isomorphisme linéaire.
Liapplication ¢ E? —> E" définie par ¢iE; = B;;a a

continue au=degsus de X ., Par suite E'' R E

Propriétés fonctorielles de l'image réeciprogues,

De l%unicité de 1'image réciproque; on déduit les relations 3
(£g)™ (E) = g”™(£"E)
(ia)*(E) = E
A l%espace topologique X , on peut associer l’ensemble Vect ;(X)
des fibrés vectoriels de dimension n sur k et de base X

définis & un isomorphisme prés,

Dol un foncteur contravariant de la catégorie des espaces topolo=
giques et applications continues dans celle des fibrés vectoriels

et morphismes de fibrés.

Paragraphe 3 = OPERATIONS SUR LES FIBRES

1, Somme directe (ou de Whitney)

Remaraue préliminaire : Si U, U', V, V' sont des espaces

o e’y 3 s s N O
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vectoriels de dimension finie (sur R ou C) et si

f 2 U =» V et f? : U' o> V' gsont des applications linéaires,
on peut construire une application linéaire f & f*: UOU'—»V & V',
On définit ainsi une application

Hom(U,V) x Hom(U® ,V?} =~ Hom(U ® U,V & V') qui est continue.

Soit E et F  deux fibrés de base X , Définissons leur sonmne
directe E & F . ’

Fnsemble sous=jacent E®F=0U E @F .
X X
‘ xeX

Topologies Nous voulons que, pour tout couple de morphismes de

fibrés
E ~is EI Fm-c-s»—F@
\\4 /// et \\* ﬁ//
X
U{f’X ] gx)
Liapplication 3 U(E ® FX) > U(E; & Fi} soit une

application ecntinueo
Etudions d'abord le cas de deux fibrés triviaux E et F
Tl existe deux applications o ¢ E == XxV et g s F = XxW
qui sont des isomorphismes de fibrés (donc en particulier des
homéomorphismes, XxV et XxW é&tant munis des topologies produit)
On en déduit une bijection E @ F <3 Xx{(V & W} qui
permet de transporter sur E @& F -la topologie de X x(V & W)
Cette topologie satisfait bien 3 la condition requise., Soient

en effet deux morphismes

XXV et Xx VY Xx W = X W

S &7 et ST
X X
La donnée de F -&quivaut 4 la donnée d'une application continue
de X dans Hom(V,V®) . Il en résulte le schéma :

Hom(V,V*%)

fg§§{)7 | continue
x - X _ . Hom(V & W,V® & W')

cont,

Hom{W,W%)



U(Fx @ Gx)

Lfapplication X x(V & W) > X x{V' & W') est donc
zontinue,

I1 nous reste & montrer gque la topologie ainsi obtenue pour
E & F east indépendante de l'isomorphisme par lequel on a iden-

tifié E {(resp.F)] & XxV {resp.XxW) .

AxV XxW

XxV X xW

{a, a's B, B8' sont des izomorphismes)

Pour comparer les espaces topologiques E & F< et

E&® F,
(af,B")
si-desgous, Y est un homéomorphisme,

a, B)
il suffit de montrer que, dans le diagramme

E & F( » Xx{V & W)

o, B}

5 @ > XX
B rkagggg) XX (V & W)
Sur echague fibre V_ & W_,y. = a'o a"l ® B!o B“l
) - b x*'x X X % x

Cette application dépend continuement de x et est une bijection.

Nous pouvons maintenant dé&finir la topologie de E & F pour des

Pivrés E et F non nfcessairement triviaux.

N2

X

o5
e,
<

On considére un recouvrement ouvert de X P iel , tel que

et Fl, gsont triviaux.
1

8 FiU,
1 1



Tolh

On pose en définition :

YcE ® F est ouvert <==> V. . YONO(E & F)|U,

I

est ouvert

I1 est aisé de vérifier qu‘on définit ainsi une topologie, En outre,
la continuité €tant une propriété locale, les opérations et la

projection sont continues,

oo
oo

ce

oo

oo

oo

Nous pouvons introduire la gsomme directe par une autre méthode,
Pour cela 11 nous faut définir les fibrés vectoriels au moyen
d'atlas.
Soit E —£2 X un fibré. Il existe un recouvrement de X par des

ouverts Ui tels EIU s0it trivial donec 11l existe des isomor=-
1
phismes
h.
E 23 U, % V
Ui 1

Si 1%on considére l'intersection de deux ouverts U, et U,

on obtient :

| hiiUiﬂUj
(E ‘ + (U.0U,)xV
Ui)ﬁuinuj 9
14 G..
| o |u.n U, 3
(E|U° J 2 > (Uiji)XV
1}ﬁanUi
( n ) hoohi
G. . U.NU,) x V  ceetlodaye .NuU,
5. 10U, (U UJ)XV



La donnée de Gji équivaut 4 la donnée dfune application continue

gji 2 Uir)Uj —s  Tg0{V)

<

51 on a trois ouverts tels que : Uiﬂ UjﬂUk # O il faut que sur
U0 U N,

b
L
()
w
o
w
w
o

I1 résulte de cette étude :

Veri gii(x) = Identité sur V Ty
\ _ =l

VeriﬂUj gij(x) = gj’i(x) T,
V:{e:Uiﬂ Ujﬂ U, gk’j(x) ) gji(x) = gk,i(x) T,

E apparait alors comme le quotient de U (Uix V) par la relation:
iel
(x,t)~v (yys) &= | x =y

ﬂi et j :'s = g j(x)mt

?

Plus précisément on montre le théoréme suivant :

Théoréme : Soit {Ui}iel un recouvrement ouvert de l'espace topo=-

logique X et un ensemble de fonctions continues

gc,}
1,5 e1?

T T

2% 3 °
By et

un atlas {(Uighi)} tels que les B ; soient les applications de

l%

Alors il existe un fibré vectoriel de fibre V (= R" ou ¢

8 Ui(\Uj — GL(Vn) satisfaisant aux axiomes T

changement de carte, Le fibré ainsi défini l'est & un isomorphisme
prés,
Considérons l'exemple de la bande de M&bius

Soit A et B les deux composantes connexes de Ulﬂ U2

: xeU ~—> identité de R



Sop

oo

€12

21 ¢

Ceci étant

On recouvre

et FtU
i

soient triviaux pour tout 1 . On en déduit les

1,56

xaUz -3 jdentité de R

erlﬂU2 -m,»idR 51 X el

-idR 81 xe B

1
il devient facile de dé&finir la somme de Whitney.

E\&X%/F

X vpar des Ui suffisamment petits pour que ElU
i

applications de changement de carte

On en déduit aisément hij : Ui(\Uj s OGL(k

* . = [ed - n

By * UiﬂUj -3 Isgo(V) GL(k™)
m

TEE Uiﬂ Uj —- Iso{W) = GL(k )

m+n )

o

La somme directe de E et F est le fibré que le théoréme

précédemment énoncé associe au recouvrement {Ui} et aux appli=-

cations hij i3

= f.. @ gij

Proposition. Soit £ continue § X =~>» Y

£*(E & F) E

*(E)

2, Produit

F £¥(E) @ £*{(F) = £™E & F)

]
i *(F) E L F
\\f\\L z// \\x g// (vérification aisée)
X Y

X
(4

tensoriel

On peut utiliser deux méthodes analogues & celles qui ont

servi 4 définir la somme directe

o méthode "descriptive” : E® F 3 U (Ex's Fx)

xeX
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o
4t
—3

I1 reste & 4éfinir une topologie convenable,

o changements de carte : E € F est d4éfini 4 partir des

h..
opérations de changement de carte Ui(]Uj —2d Iso(V & W)
ol hij<x> = fij(x) 8 gij(x)

3, Passage au dual,

On utilise encore l'une ou l'autre des méthodes précédentes.

On note ¢ E*

L, Ensemblé Hom(E,F),

I1 convient de ne pas le confondre avee HOM(E,F) précédemment

défini,

Définition., Hom(E,F) = E¥ 8 F (E et F sont des fibrés au-dessus

d*une méme base X)

La fibre de cet espace au-~dessus du point x est donec Hom(EngK)

Proposition., HOM(E,F) est l%ensemble des sections continues du
fivré Hom(E,F) .

Supposons d'abord E et F triviaux : EaXxV , FaXxW .
Si o ‘appartient & HOM(XxV, Xx W), a(x,v) = (x,a% v) , ltappli=~
cation X == Hom(V,W) étant continue, Or les espaces topolo=

, X —— o
gigques HOM(XxV, XxW) et XxHom(V,W} sont identiques, donc :
BOM(Xx V,Xx W) =T (Hom(Xx V, XxW)) et, modulo les isomorphismes
trivialisants de E et F , HOM(E,F) = T (Hom(E,F)) .

81 E et F sont des fibrés quelconques de base X , on
asgsocie & tout €lément de HOM(E,F) une section "ensembliste" de
Hom(E,F) : les fibrés étant localement triviaux, il est clair que
les sections obtenues sont continues. Cette application

BEOM(E,F) =—» T (Hom(E,F)) est une bijection canonique,

- am o T o e N T e T o TR



IT.1

Chapitre II = HOMOTOPIE

Définition : Soient 'Xa Y espaces topologiques. Deux applications
continues f et g 3 X =~ Y sont dites homotopes s7il existe :

une application econtinue

H Xx{01] ~+ Y telle que |YxeX H(x,0) = f(x)
YxeX H(x,1) = g(x)
H est l°homotopie reliant f & g . Les applications ft définies
par ft(x) = H{x,t) forment une famille d*applications continues

de X dans Y qui dépendent continuement de t .

Si f et g sont homotopes, on note f~g

Proposition. LPhomotopie est une relation d?équivalence dans C({X,Y)

o £~Af ¢ on utilise I °homotopie H{x,t) = f(x)
o fag == g~f : on utilise H'{x,t) = H{x,l=t)

o fag 3 g~h === faAh 3 soit Hifxgt) tel que HI(XQO) = £{x)
Hy(x,1) = g(x)
H2{xgt) tel que HQ(XQOE = g(x)
Hy(x,1) = n(x)
On pose H(x,t) = H1(x92t) si O<t&%

. 1
Hzfxgatml) si Estgl

On vérifie aisément que H est une homotopie entre f et h o

Proposition, Les composés d*applications homotopes sont homotopes.

. £ . FaArf?
Soi1t X omemcde Y ‘ Z ou .
—5T =7 g~g’
Soit F continue X xI o= Y F{x,0) = £f{x) F(x,1) = £'(x)
G continue YX I = 2 G(y,0) = gly) Gly,1) = g'(y)

Alors H XxI = 2 définie par H{x,t) = G(F{x,t),t)
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est une homotopie entre g o £ et g% o £f° o
Notation : [X,Y] est l'ensemble des classes d'homotopie de C(X,Y)

Proposition, [espaee point, X] est l'ensemble des composantes

connexes par arcs de X .,

En effet, si {xo} désigne l'espace point |

bid —~ X & X
o]

X ¥ yeX telle que F(XO,O) = x

F(Xogl) =Y

sont homotopes === ;]F continue {_xo} x 1T =3 X

Equivalence d’homotopie.

Une application continue f : X =3 Y est appelée é€quivalence
d*homotopie 8?1l existe f° continue Y > X telle que
f' o ffvidx et ¥ , f‘?midY o 8'11 existe une €quivalence d'homo-

topie entre deux espaces X et Y , on dit qu'ils ont le méme type

d*homotopie,

Cas particulier, Un homéomorphisme est une €quivalence d‘'homotopie,

Proposition., La relation "a le méme type d'homotopie que" est une

relation d*équivalence,

Ida X
o XX X Mﬂ-‘wwﬁ% X

o XAoY == Y~X car si f 3 X =3 Y est une équivalence
d*homotopie, f*' (cf. notations ci-dessus) en est

une également,

o XY et YaAZ g%, X7

, g
X &= y === 7 Il faut montrer gue g o f est une
f9 g(i

équivalence d'homotopie, c’est=d=-dire que ¢

' o 8" 5 8 o f“’IdX g€ o f o T o gVA'IdZ

P

Ceci est aisé : g' o g~1Id Y , La composition gardant 1°homotopie



' 68" 6 8 0 T~f% 5 Id, f o £ =% 5 £f~Id

Y X

De méme ¢ g o £ o £ 4 g*nzldz’o
Remarquons qu’une relation d'équivalence est une relation binaire
définlie sur un ensemble, La classe des espaces topologiques n'est

pas un ensemble ; nous ne souléverons pas plus la difficulté logique,

‘Paragraphe 2 = RETRACTES - ESPACES CONTRACTILES

Définition, Soit i 1'injection canonique : A =+ X , Supposons

quil existe une application r continue 3 X =+ A telle que

a) V aechA r(a) = a

b) 5. ) r'\aIaX

On dit alors que A est un rétracte de X par déformation.

Proposition., Si A est un rétracte de X par déformation, A s X

est une équivalence d'homotopie,

Car r o 1 = Id et 1o r~1Id

A X

Proposition, A rétracte de X par déformation est fermée dans X ,

81 X est un espace topologique séparé,
En effet, lfapplication X =3 XxX définie par x = (r{x),x)
est continue. La diagonale de Xw X est fermée puisqgue X est

séparé, Donc son image récéiproque, soit A est fermée dans X ,

Exemple, Dans 52 considérons le cercle A = {xeaﬁe =i = 11}
Soit X = AUI oft I = [1,2]x0

Ltgpplication r 3 X =% A
A I définie par ach % r{a) = a
X B oeede ao

est une rétraction déformation., En
particulier l'homotopie entre

1, r et Idx est définie par
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H(aa‘t) = g Vach

H{x,1)

i
]

H(x,0) a Y xeB

et prolongation linéaire

Définition, Un espace topologique X  est contractile s%il a le

méme type d4'homotopie que l°’espace réduit & un seul point. Autrement

dit 3 X est contractile si Idx est homotope & une application
congtante de X dans X . v

Proposition. un sous-ensemble convexe d%un espace vectoriel topolo=-

gique est contractile, ;

I1 suffit pour s“en~convainere'de'considérer‘1@homotopie
H Xx I = X définie par H(x,t) =t x + flmt)xo
ol X egt un point fixé dans X , ‘
Remarquong que la -démonstration est valable dés que X 'est étoilé
par rapport & X {(c'egted=~dire 81 xe X == 1le segment Ix$xo]
est inclus dans X},

Corollaire, R® est contractile ; D, = (x| Jxflg1l} est contractile.

Cdne sur un espace-topologiques

Soit X wun espace topologique, On appelle c8neée sur X (et on
note C X le quotient de X xI opar la relation d*équivalence qui
identifie tous les &léments de X x {1} , cet ensemble &tant muni de

la topologienquotientg

C X = X)cl/x % {1}

Le sommet du cdne est la classe des éléments de X x {1}

X x 1
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Proposition., Quel que soit lespace topologique X son c¢8ne est

comtractile,
I1 existe en effet une homotopie entre l'identité sur C X

et l'application constante sur son sommet

H((x,t),u) = (2,1 = (1l=u)(1-t))
ol (x,t) désigne la classe de (x,t) eX x [0,1]

Remargue : L*homotopie ci=~dessus est telle que le sommet est un
point fixe pour chacune des applications: Hu 3 11 n'en est pas de
méme pour une homotopie arrivant sur une fonction constante quel-
conque de C X dans C X .

Ainsgi 81 X est 1°'union des cercles de centre (%90) et de
rayon % , muni de la topologie induite par 32 s 11 n'existe pas
d*homotoplie de Idc x sur l1%application constante C X == (0,0;0)
laigsant ce dernier point invariant & tout stade,

Suspension sur un espace topologique X : ] X

C'est le quotient de X x [ml,lj par la relation d'équivalence
identifiant les €léments de X x {1} d°une part, ceux de X x {-1}
d?autre part.

On peut également considérer la suspension de X comme la

réunion avec identification de leurs bases des deux cdnes 3

¢t x = x x [0,1]/

et ¢ X =X x [-1,0]/

X x {1} X x {=1}
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La classe de X x {1} est le pdle nord
La classe de X x {=«=1} est le pdle sud

X x §0} (identifié & X) est 1°%équateur,

Exemple. % Sn = Sn+1

° ~ ~ + -~ ° ° °
On considere Sn+1 plongée dans EP 2 N gn+1 étant 1dentifié
& l'hyperplan des vecteurs dont la (n+2)e composante sur la base
o + . . o
canonique de*4§? 2 est nulle, Soit P, (respop_) la projection de
1'hémisphére
= n+l
H, = {<2190009 Zn+2)€:Sn+l I Z 40 20} (resp. H_ ) sur R
. . T P
v i
Lapplication Z(Sn) == '8 ,, d4éfinie par
-1 _ .
(z,t) = p_ {(t+l)z = tc) 53 =1lgt<0
p7H((1-t)z + te) si  Ost<l
(ol ¢ désigne le centre de Sn)
est un homéomorphisme 3 £ Sn - Sn+1
Relévement des applications dans la suspension.,
Soient X et Y deux espaces topologiques‘et f continue
X =% Y , On en dé&duit une application I f ¢ £ X = I Y
dérinie par (Lf)(x,t) = (f(x),t) , L £ est continue., En outre si

f X =+ Y est une équivalence d*homotopie, L f en est une

également,

Paragraphe 3 = THEOREME DU RELEVEMENT DES HOMOTOPIES

Lemme 1, Soient E =—» X un fibré & base compacte, Y un fermé
de X , s une section de E|Y . Il existe une section S5 de E

qui prolonge s

Soit {U.}

. un recouvrement de X fini, ouvert et
1°1=l,o0n
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trivialisant pour le fibré E . X é&tant compact, donc normal, il

existe un recouvrement {Vi} ayant les mémes propriétés =t

— i=l900n
en outre tel que Vic:VicUi pour tout 1

(E[v.)|Y = E[v. nY 5|7, nYer(B|v,nY)
Daprés le théoréme de Tietze, il existe une section tiesP(Eivg)
gul prolonge siviF\Y 0

Soit {a4}i41 o une partition de 1'unité subordonnée au
e - goo

recouvrement {Vi} o
Posons si(x) = ai(x) ti(x) si xeV
0 s8i xel V
Les restrictions de si(x) aux fermés Vi et 6 Vi sont continues 3

la premidre est le produit de deux fonctions continues, la seconde

est l1dentiquement nulle, Comme Vikjﬁ Vi =X 4 S est continue

#
s

siEF(E) b, § Si€F<E)

i=1

I1 est clair que S prolonge s

Lemme 2, Soient E et F deux fibrés de méme dimension sur une
base X compacte et ¢ un homomorphisme ¢ E =% F , A désigne
l'engsemble des points # de X ou ¢, est un isomorphisme |,
alors A est un ouver: de X .
Grédce 4 la trivialité locale, on peut supposer E = XxV , F = X xW
® XXV ot X xW (dim Vv = aim W)
(x,v) == (x,¥(x) v)

¥ est une application continue : X =~ Hom(V,W) .
Comme A = W“I(Iso(vgw)) » A est ouvert,
®
Lemme 3, Soient E et F deux fibrés de base compacte X et Y

un fermé de X ., Pour tout isomorphisme f : E|{Y - F|Y i1 existe
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un voisinage ouvert U de Y et un isomorphisme ¢ : E|U = F|U
guil _.prolonge < o ;
On utilise 1*identification HOM(E,F) = T(Hom(E,F)) .

Soit* i1 l'injection canonique Y = X

Hom(E;F}{Y = i* Hom(E,F) = Hom(i*(E),i*(F)) = Hom(E|Y,F|Y)

D»onc Hom(E|Y,F|Y) = I'(Hom(E,F)|Y)

Dfaprés le premier lemme f section de Hom(E,F}|Y se prolonge
en une section F de Hom(E,F) : F est un homomorphisme E = F

Le second lemme implique qu®il existe un voisinage ouvert de

au-~dessus duquel F est un isomorphisme,
Théordme, Soient Y un compact, p : E =+ X un fibré vectoriel
localement trivial, fo et f1 deux applications continues homo=-
‘topes Y =3 X , Alors

K o ak

fo E«.fl E
Soit F : ¥YxI == X 1'homotopie reliant f_ et £, 3 F(o,t) = £,

Soit =~ la projeection Y xI —% Y et 1 1'injection canonique
¥Yx ¢t o= ¥ xI

YxT mm-r)w}{

\\\& //ﬂ (Diagramme non commutatif)

Fltxt = £, o T xt

Done (Flyxe)* (B) = (£, o (n]¥x )Y (E) (1)

Or Flixt =F 5, 1 o

(Flyx )™ (E)

i* o F*E)2FP*(E}|Yx ¢

On opére des transformations analogues sur le second membre de (1)

Y

o

[]



I1 en résulte
F¥E)|[Y xt m{n% 4 f:)(E)[Y xt

Y t étant fermé dans Y I on peut appliquer le lemme 3 démontré

ci-dessus : 11 existe un voisinage ouvert U de Y ¢t tel que

F¥(E) |[Un (1% 4 f:)(E)lU (2)

Y étant compact, il existe un voisinage ouvert &t de t dans I
tel que UosY¥x 8t

Soit t'e 8t 3 Yxt et Yxt' peuvent &tre identifiés a Y s
les fibrés w*-fé(E)'Y:(tﬁ et ¥ £¥(E)[Yxt ont donc méme base ;
montrons qu’ils sont isomorphes,

Dégignons par ¢ l'application composée
b

Y= Yxt? => YXxI =t Y —mtm X
et
par " N ft
Y= ¥Yxt =—» YI —> Yy —> X
* % v o= 4 9% ¥* = >
Lo ft(EHYxt ¢" (E) m ft(E)int v*(E)

Or ¢ = 9§ = ft s les deux Pibrés considérés sont done isomorphes
3 f:(E) o
Par restriction des deux membres & Yx t’ , (2) implique

FE) [Yxtm (7% o £)(B) [Tx " (3)

Soit Jj 1l%injection canonique Yxt® = Y xI

FUE Y x t'a (F 5 §)°(B) = £7,(E)

Donc, d*aprés (3) : f:@(E)ﬁzf:(E) pour tout t'e &t

La classe d°'isomorphisme de f:(E) est une fonction localement

constante de t , donc est constante puisque I est connexe

»* ™
fo(E)zfl(E)
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la base X est para-compacte,

Remargue 2, Notations. Si X est un espace topologique, Veet (X)
désigne l'ensemble des classes d'lsomorphlsme des fibrés vectorlels
de dimension n sur le corps k . \J Vect (X) est noté Vectk(X)@
La somme de Whitney induit une loi de %eml-groupe abélien sur
Veet®(x) .

"Les résultats précédents s’énoncent alors : Vectk(o) est un
foncteur contravariant de la catégorie dont les objets sont les
espaces topologiques compacts et dont les fl@ches sont les classes
d*homotopie d'applications continues, dans la catégorie des demi-
groupes abéliens, En effet, & un espace X , Vectk(@) associe le
demi=groupe abélien Vectkfx) et a une application continue
f s X = Y Ve@ﬁk(d) associe Veetk(f) défini de la fagon
suivante,

(E désigne un fibré sur Y),
Veet®(£)(E) = £*(E)

Veatk(f} est bien un homomorphisme de demi=-groupe,

Vect (f)(E ®E,) = £X(B;) @ £¥(E,) et veet® (g g) = Vectk(g)o
Vect (f) o Le thecreme pre@edent afflrmn dfautre part que Vectkff)
ne dépend que de la classe d*homotopie de f ., On notera aussi

Veetk(f)gf* , (image réciproque),

Corollaire-1. Soit X wun espace compact et E un fibré de base
XxI , Identifions Xx0 et Xx1 & X , Alors

E]JXx02E]Xx1

‘1%application X o XxI

Soit jt

x = (x,t)
o et jl sont donec homotopes .
Or EIXxo~j:E . EEXxle;E

De ¥ E~j* E on déduit E|Xx OFE[Xx1 .
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Corollaire 2, Soit X un espace compact, E un fibré sur X xI ,

x la projection XxI =» XxO0 , alors

™ (E|X x0) ~E

Soit 1 1l'injection canonique X x0 =~ XxI , IdX < T et 1, =

sont reliés par l'homotopie

H: XxIxI o> XxI
(x,u,t) P> (x,tu)
* ° * Fo o ¥ » .
Done E = (Id JE=(ig ) E=a%,5 i"(E) = n*(EIXx0)

XxI

Ce corollaire peut encore s®énoncer sous la forme : tout fibré E

sur XxI est de la forme E'x I ot E' est un fibré sur X

Corollaire -3, Soient X et Y deux espaces topologiques compacts,

f une équivalence d°'homotopie @ X =% Y ,

Liapplication f£™ VectE(Y) e Vecti(X) est une bijection qui
transforme la classe du £ibré trivial Yxk” en la classe de

X % kP o

Cela résulte du caractére fonctoriel de 'Vectﬁ s 11 existe une

application continue g Y =3 X telle que

g o f~ldy et £ o g~ldy

Done f£* o g* (respog™s £*) est 1'identité de Vecti(X)(respoVectz(Y)ﬁ

Corollaire L, Soit X wun espace compact et contractile, Vecti(x)

est réduit 4 la classe du fibré trivial,
Soit x, le point sur lequel X est contracté, P 1l’espace=point
{xo§ s D%aprés le corollaire 3 , il existe une bijection

VectE(P) PR Vectf;(x)

Le corollaire & en résulte immédiatement.
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Cette proposition permet de montrer que certains espaces compacts
ne sont pas contractiles, Ainsi Sl n'est pas contractile car ia
bande de M&bius nfest pas triviale,

Paragraphe 4 = TRIVIALISATIONS D'UN FIBRE

" Soit E =~ X un fibré trivial de fibre vectoriel V : il
existe un isomorphisme trivialisant (ou trivialisation)
¢ ¢ E =+ XxV mais celui=-ci n'est pas unique, Cherchons donec &

comparer deux tels isomorphismes,

Différence de deux trivialisations.

Soient a, et o, deux trivialisations de E, % o a;l est
un isomorphisme de fibrés X xV = XxV ,
Done @5 o azl (Idx,w) ol ¢ est une application continue

X > Iso(V) , ¥ est la différence des trivialisations a, et oy

Homotopie de deux isomorphismes de fibrés:,

Soient E1 et E2 deux fibrés vectoriels quelconques de

base X , wo et ¢1 deux isomorphismes El —+ E, o On dit que

wo et wl sont homotopes sYil existe un isomorphisme V¥

E 2 I m~m~*> E

N /o

tel que Wipzl(Xx 0} = ¢_ et wip;1(X><1) =

° lpl

Théoréme, Soient E un fibré trivial de base X , de fibre V
e, et o deux trivialisations de E , de différence ¢, a et

o sont homotopes si et seulement si ¢ est homotope & l'appli=-

1
cation constante vy 3 X = Iso(V)

b e Idv
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C.N, Soit A 1l'homotopie d®isomorphismes

A2 ExI = (XxI)xV

Restreignons le

o, ¢ E:Ex:}xxt"-—-——» XxV

Soit Y. la différence entre les trivialisations a et o«

Y. = ¢ o=y

1 o

I1 reste donec & montrer que H ¢ X x I === Igo(V)
(x,8) b 9, (x)
IzExIMm——-S-(XxV‘)xI,

. o . : wl
c?'est un isomorphisme 3 son inverse est a, x IdI o

egt econtinue, Considérons e x Id

Ao (o7'xTa) ¢ (XxV)xI ——— (XxV)xI est isomorphisme.

D?aprds le théordme 1 (chap.I, §2), il lui correspond canoniquement

une application continue

X% I eccsnd Igo(V)
qui est précisément H .

Co8, 3 H application continue ¢ X x I == TIg0(V) est associé

canoniquement un isomorphisme

R 2 (XX V) x I s (X xV)xI

I) ¢ ExI ———> (XxV)xI est une:

homotopie entre a et %5 o

Lfisomorphisme 0 4 («o 14

Lemme., Scit Y un espace topologique contractile, X un espace
connexe par arcs. Alors lensemble des classes d'homotopie d'appli-

cations continues de Y dans X noté }EQX] ; & un seul &lément.
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Notons - F 'une homotopie entre 'idY et l%application constante
Y e ¥

y b v, - ,

Soit Yy 1%application constante Y ows X

Y s X

V¥ fe€(Y,X) f,vvffyos (considérer f , F)

Puisque X &est connexe par arcs, pour tous x et x'eX , Y™~ Vgt

Diod le lemne,

Proposition, Soit Y un espace contractile, E =~ Y un espace

fibré complexe donc nécessairement trivial. Deux trivialisations
de E 'sont homotopes,

En effet l'ensemble des trivialisations de E xI , fibré sur YxI
est en bijection canonique avee <€(Y, GL(n C)).

Done l'ensemble des classes d'homotopie des trivialisations de E
est en bijection avee [Y,GL{n g)} gui n'a quun élément puisque

GL{n C) est connexe par arcs et que Y est contractile,

Btude d'un cas particulier.
Considérons le fibré trivial E = 50(2 %):(@? = 50(2 R)

{on peut le considérer intuitivement comme slxggd s Sl groupe

2
des complexes de module 1 opérant sur R comme groupe de rota-
tions., S1 on substitue 4 la fibre vectorielle une "fibration en
sphéres™, on obtient le tore),

Considérons les deux trivialisations de E

50(2 BR)x B° —— 850(2,R)x B°
0 (gyx) s (g,%)
oy (gox) +—=> {g,g o x)

Les deux isomorphismes ne sont pas homotopes : montrons par
1%absurde gue leur différence ¢ n'est pas homotope & lfapplication
constante vy : SO0(2,R) =—=> G1(2,R)

g e 1
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y est évidemment l'injection canonique SO(2,R) == GL(2,R} o

‘Démontrons que ¢ et y en tant qulapplications de
s0(2,R) dans SO(2,R) sont homotopes,
L*homotopie reliant ¢ et 'y prend évidemment ses valeurs dans
SL(2,B) composante connexe de 1'image de vy . On peut donc
co-restreindre y et ¢ & cet espace.
Soit § 1'application 80(2,R) =—> 50(2,R)
g e

s0(2,R) g.}%; 80(2,R) = SL(2,R)

y =1 5 Id i 6 = ¥
Done 1 o Id~i 5 8 et comme 1 est une &qguivalence d*homotopie

(ef, Appencide) &~ Id 80(2,R) , homéomorphe 3 8, est contrac-
tile; Absurde,
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Chapitre III - CONSTRUOTION DE FIBRES VECTORIELS

Paragraphe 1 - CONTRACTION AU«~DIESSUS D'UN FERME TRIVIALISANT

Soit (p : E =a= X) un fibtré vectoriel de base compacte, trivial
su~dessus du fermé Yc<X ; soit & une trivialisation E|Y ~» ¥uV
X/Y désigne l'espace topologigue quotient de X par le relation
d'équivalence qui identifie les points de Y ; nous allons définir
un fibré vectoriel de base X/Y dent l'espace total sera noté

B/

Comme Y es%t fermé dans le compact X , tout point de X - ¥
posséde un voisinage quli est disjoint d°un voisinage au moins de Y:

l'espace X/Y est done géparé,

i) Définition de l'espace topvlogique E/o

Soit pr, la projection YxV «=p V , Efg est l'espace

topologigque quotient de % opar La relatisn d°8guivalence

e et g'e BlY et (przou)(e) = (przoa)(e')

i
{

e R e’ <§:::ﬁ>§ ou
!

ege'é,EiY et e = e?

La surjection csnonique est : § 2 E —3> E/g . On vérifie que E/a

est muni d%une topologile széparée,

ii) Projection du fibré.

C’est la surjection (unique) = gui rend ccmmutatif le

diagranme :
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iii) Structure vectorielle sur les fibres,

R étant régulicdre vis-d-vis de l'addition et de la mul=
tiplication par un scalaire dans les fibres, les fibres de E/a

sont munies de la structure vectorielle induite.

iv) Trivialité locale,

Soit v, l'image de Y par la surjection canonique
0 3 X = X/Y ., E/o est trivial au voisinage de ce point. En
effet X étant compact et Y fermé, au se prolonge en un iso=-
morphisme trivialisant A défini au-=dessus 4°un ouvert U

contenant Y

A E|U = UxV

A étant compatible avee la releation @ passe au quotient : on
obtient un isomorphisme (E[U)/a = E/o|(U/Y) —= U/YxV ,

I1 est clair que E/o est trivial au voisinage des sutres points
de X/Y .

Nous avons donc construit un fibré vectoriel localement trivial

E/a == X/Y¥ de méme dimension que E o

Proposition 1. Soient ¢ et o deux trivialisations homotopes

1
E|Y = YxV , Alors E/ao est isomorphe & E/ml

Soit A une homeotopie reliant o et ay o (ExI)/A est un fibré
de base X xI/¥xI A~ X/Y¥YxI 3 X/Y étant compact les restrictions
de ce fibré 3 X/Y¥Y x {0} et X/Yx {1} sont isomorphes : E/ao

est isomorphe & E/al .

Proposition 2, Soit ¢ 1la surjection X = X/Y . Les deux fibrés

o*(E/a) et E sont isomorphes.
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L'espace topologique o*{(E/0) est un sous=-espace de Xx E/a ,
L’application E = o%*(E/a) qui & un point e associe le couple
(ple),v(e)) est évidemment continue et ses restrictions aux fibres

sont des isomorphismes : c¢’est un isomorphisme de fibrés,

La construction précédente est valable pour des fibrés vec=
toriels sur un corps queleongue, Dans la proposition ci-~dessous

l'hypothése que les fibrés consgidérés sont complexes est essentielle,

Proposition 3, Soit X ' un espace topologigue compact, Y un fermé

contractile de X . Alors oF 3 Vecet®(X/Y) ==+ Vect®(X) est un

isomorphisme de monoIdes commutatifs.

Y &tant contractile, tout fibré complexe de base X est
trivial au~dessus de Y et la trivialisation est unique i une
homotopie prds (ef, chap.II, § ). Compte tenu de la proposition 1
ci-dessus, il existe une application

@ Vect®(X) === Vect®(X/Y)
(E] +— [E/d]

(ol o désigne une trivialisation de E|Y).

La proposition 2 montre gque o* , q ‘est lapplication identique
de Vect®(X) ., En outre si E' est un fibré de base X/¥ .

(o™ E")]Y = ¥ xE§ s 1'identité est une trivialisation 3 il en
o ‘
résulte que gq o 0¥ est 1%identité de Vect®(X/Y) . Il est clair

que 0% est un isomorphisme de monofdes commutatifs,

Intérét de cette construction,

Nous y aurons recours pour étudier les fibrés sur des sus=
pensions., Rappelons gque si (ngo) et (ngo) sont deux espaces
topologiques pointés, leur produit réduit est l'espace
XAY = (XxY) / (X><y0()xox ¥} muni du point de base : classe des
points de X;<yot)xox Y ., La suspension réduite 4°'un espace X
(notée six) est le produilt réduit SIA\X . Comparons la suspension
Z X et la suspension réduite S. X d°un espace compact (X,xo) 0

1

Sl est 1dentifié &8 1l'ensemble des complexes de module 1 muni du

point de base 1 .
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Liapplication continue X x[mlglj e Sl

(x,8) > (x,e*"%)

induit par passage au quotient une application ¢ de Z X dans
8, X s or w((xo,E)) ne dépend pas de t . D'oli une application
continue de | X/xo x I dans S,X qui est bijective et bicontinue
(puisque l°'espace de définition est compact), Il résulte alors de

la proposition 3 3

Proposition, Si X est compact Vect@(z X) et Vectc(SlX) sont

isomorphes,

On pourra vérifier les formules ci-dessous :

XAY AR YAX (XAYJAZ =R XA(YAZ)

s =5 A ... AS

n 1 (n fois) s_AS_ =8

1 n

En outre si X est un espace compact pointé, on peut poser
S X =8 AX , On vérifie que §S_(X/Y)=® s X/S_ Y ,
n n n n n

Paragraphe 2 =~ RECOLLEMENT DE FIBRES VECTORIELS A BASE COMPACTE

Théoréme et définition., Soient X wun espace compact, X, et X,

deux fermés de X non disjoints quil recouvrent X , (pl : El i Xl)

et p, : E2 e XE) deux fibrés de méme dimension, Supposons

gufau=-dessus de A = Xlﬂ X il existe un isomorphisme de fibrés

2
% ElfA e EQiA . Alors le quotient (noté E; U, Ez) de la

somme E1 AL E2 par la relation d*équivalence :

e R e? « Pour i=1 ou 2 e et e« E., et e=ef
1 1

ou

e et ef se correspondent par 3

peut &tre muni naturellement d’une structure de fibré vectoriel

localement trivial de base X , On l°appelle recollement des fibrés
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El et E2 par lYisomorphisme &

i) Projection

plll.pz El.U..E2 — X est compatible avee R : l'appli=
cation obtenue par passage au quotient sera la projeection d4u recol-

lement,

i1} Structure vectorielle des fibres

R étant réguliére vis-a=vis de la structure vectorielle

des fibres, induit la structure vectorielle des fibres de E, Uy By

iii) Trivialité locale

Le recollement est évidemment trivial au voisinage d°un point
de X = A , Tout point de A posséde un voisinage V fermé
(dans X) tel que EliV(\X1 et Ezinﬁxz solent triviaux, Soit

61 un isomorphisme de EllV(ﬁxl sur (V(\Xl)x F o 9? désignant
la restriction de 6, a p;l (ANV) , considérons l°isomorphisme
A
¢-l Gk

E,[VNA =t E [VNA ammid (VOA)x F . Il est défini au-dessus
d'un fermé de X2 done se prolonge en un isomorphisme 62 défigi
au=dessus de W(\X2 o W é&tant un ouvert de X ., Posons U = WNYV
c’est un voisinage du point de A considéré et 1'application

(6, 1x,n ) AL (o, |%X, N U)

(Elﬁxan)_U.(Ezﬁ‘XzﬂU) ey U x F

est régulidre pour R (puisque 6, prolonge 6? ; l'application
obtenue par passage au quotient est un isomorphisme de (ElL% Ez)iU

sur UxF , La trivialité locale en résulte,

Proposition 1, Des isomorphismes homotopes définissent des recol-

lements isomorphes.
Soient ¢o et ¢1
reliés par une homotopie ¢ (Elx I) U¢(F2x I} est un fibré de

base XxI dont la restriction &4 X x {0} est El L@ E2 et dont
o

la restriction & X x {1} est B, L% E, ;3 la proposition en
1

deux isomorphismes de E.[A sur E,|A

résulte,
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Proposition 2, Soient E E EfY, E} quatre fibrés ; ¢ et &°

1? T2® Tr® T2
deux isomorphismes de EliA (respoEifA) sur E,[A (resp.E}[A) o

5%i1 existe deux isomorphismes o 3 El e Ei et B ¢ E2 e Eé
9 = i v ¥
tels que ¢° o (B|A) (a]A) o ® , alors By k% E, et E] L% E}

sont isomorphes,

Un isomorphisme entre les deux recollements est l°’application
obtenue par passage au quotient selon ® et ®F & partir de
ollg: B, L E, — EllE]

0 o) GEO QO 6 G O =

Remarque. Soit E wun fibré au-dessus de X , E, = EiXi (i=1,2) o
Il est facile de vérifier que E est isomorphe au .recollement de

E, et E, par 1%application identique de E|A &

Comptabilité du recollement avec la somme de Whitney,

Proposition., Soient E1 E, Ei E% quatre fibrés sau=dessus de X o

® et ¢° deux isomorphismes de EliA (respoEiiA) sur E,|A

(respoEgﬁA) o

L Y o naY @ ] ?
Les deux fibrés (E. & El) k@ (E2 ® EE) et <E1L% E2) ® (ElLé E2)

1 Bo°

sont isomorphes,
(évident)

On peut énoncer deux résultats similaires pour le produit tensoriel

et le passage au dual

(E

9 o a ) ] ]
5 ® Eg) est isomorphe 2 <E1¥$ Eg) 8 (EIL%,Ez)

U EX .

¥ . . *
(ElL% Eg) est isomorphe & E; <®*>-1 5

oo
o0
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Etudions deux applications de cette congtruection qui nous

seront particulidrement utiles,

I, Fibré sur une suspension,

Théordme, Soit X un espace topologique compact, Il existe une
bijeection B de [XQGL(nQQ)] sur Ve@tg(x) . Rappelons que

[ , ] désigne 1'ensemble des classes d'homotopie de <«( , )).

Construction de B . Soit f wune application continue de X dans
GL(n,C) o Soit E = C'XxxC" (resp. E- = ¢"XxxC®) un fibré

: - . + - N
base C X (respoC X) . Identifions C XNC X &8 X . f permet de

définir un isomorphisme 3

¥ EY X e ET|X
(x,0) tmmem= (x,f(x),0)

B est lfapplication qui la classe de f associe la classe

a
+ - .
E " Ux E (¢f, proposition 1)

d’isomorphisme du fibré 7

ggggzgggziggmgg B"’"1 o S0oit E un fibré vectoriel complexe sur
T X, EiC+X et E|C”X sont triviaux car les c8nes sont contrac-
tiles 5 ils possédent des trivialisations I et o et celles=2i
d*aprés une proposition du chap.II, §4, sont uniques & une homo=-
topie prés.
Restreignons une nouvelle fois : a+]X 3 E|X e x)<£n
"X 5 E|X X xc®

La construction définit done une classe d'homotopie dfauto-

morphismes de X><gn : celle de (o |X) o (a+ix)'l o Il convient

de remarquer que deux trivialisations de EiX ne sont pas en
général homotopes ; c’est pourquoi nous avons Al restreindre E

aux cbnes, avant de le restreindre a l'équateur. Ces automorphismes
de Xxg_n sont en correspondance avec les applications continues
de X dans GL(ngg) par une bijection naturelle qul conserve les
homotopies, Nous avons donc défini une application de l’ensemble

des fibrés C=-vectoriels de dimension n dans [X,GL(n,C)] qui
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est constante sur les classes d*isomorphie : si E° est isomorphe

~

a E par ¢ on lui associe l'automorphisme 3
(a7 |%) o (2]x) o (ofx)™ o (¥ 0™ = (7lx) o (o7 [x)7H

L'application de Vectgfx) dans [X,6L(n,C)] ainsi construite

est 1%inverse de 3B ,

Remarques :

1°) B est un morphisme fonctoriel, Soit en effet une appli=-

cation continue g ¢ X =% Y 3 le carré ci-dessous est commutatif

¥
[¥,6L(n,g)] =P VeetS(] ¥)

g*l l()} g)™

|X,6L(n,C) | hgiué- Veeti(ﬁ X}

2°) Appliquons le théoréme aux fibrés complexes sur une sphére:
¢
Vectn(8k+l

) est en bijection canonigue aveec [SkQGL(ngg)} clest~
3-dire avec le k- groupe d'homotopie de GL(n,C) o

oo

II, Fibré de Hepf,

Clest un fibré complexe de dimension 1 sur la sphére 82 o
Identifions celle=~ci au compactifié d'Alexandroff du plan complexe

C . Soient Xl la réunion des nombres de module 21 et du "point

-~

& 1'infini" et X, l'ensemble des nombres de module gl, T = xl(\xa
l'ensemble des complexes de module 1, Posons Ei = Xix ¢ (i=1,2)
On considdre l'isomorphisme y(n) (neiZ) s
; ¥
E T Eg,rn
(x,2) P (x,% 2)

Le fibré de Hapf H est par définition ‘El &%(_1> Ey o

R -~ P . n 3
Plus généralement on pose H By Lﬁ<un) E, o



Proposition, Le fibré de Hopf nest pas trivial,

‘Dfaprés le théoréme relatif aux suspensions sur un fibré
démontré ci~dessus, 11 suffit de montrer que les deux applications
de S, dans C={0} = GL(1,C) définies par 2z e=> 1 et 2z t=i 1/z
ne sont pas homotopes, Supposons qufil existe une telle homotopie
H : z H/||H|| est alors une homotopie entre 1°identité de 8, et

une application constante, ce qui est absurde car Sl n'est pas

contractile,
Lemne, Vect?{X) est un groupe abélien pour la loi induite par le
produit tensoriel,

Seul n'est pas é&vident l'axiome d'existence d%un élément neutre
pour tout [E]EaVecti(X) o Montrons que E ® E"~ XxC . On peut
faire la remargue guivante ¢ 81 u est un vecteur non nul dfun
espace V de dimensiom 1, il existe un vecteur unique u¥ de V¥
tel que u”*(u) =1 ; comme (Au)™ = % u* , u ® u¥ est un vecteur
de V 8 V¥ non nul et indépendant de u . Dome si s est une |
section ensembliste partout non nulle de E , & & ¥ est une

gsection continue partout non nulle de E 8 E¥ : E 8 E* est trivial,

Propositions H' est isomorphe &8 H 8 .,.00. ® H (n fois) si n>0
H* ® 0000 ® H¥(n fois) si n<0

De 1'identification de C®C a C il résulte que

v(p) ® ¥(q) = v(p+q) . Donc H° = H 8 H , HO = H @ H ® H ,o000s

Pour la méme raison H- 8 E™7 {n>0) est le fibréd trivial de

dimension 1. Le lemme précédent permet d°affirmer que H™ T est le

dual de H® :

-1

H "= (Hn

¥*
Y& H 8 .00 ® HY .

Paragraphe 3 -~ HOMOMORPHISMES DE FIBRES

Monomorphisme = €pimorphisme,

Un homomorphisme de fibrés f est un monomorphisme (resp. un
épimorphisme) si ses restrictions aux fibres sont des monomorphismes

(resp. épimorphismes) d?espaces vectoriels,



III. 10

Sous=fibré, Soit (p ¢ E o= X} un fibré et E'c E

(p{E“ ¢ BE' o= X} est un sous=fibré si et seulement si les deux
conditions suivantes sont remplies :

i) ExﬂE9 = E; est un sous~-espace vectoriel pour tout =x o
i) ta famille induite d*espaces vectoriels est un fibré.

Théoréme 1 : Soient E et F deux fibrés au«dessus d°une méme

base X et ¥  un nmonomorphisme F —3 E ,
Alors ¢$(F) est un sous=fibré de E et ¢ est un isomorphisme
sur son image,

Il est clair que ¢{(F) est une famille continue d'espaces
vectoriels, La seule assertion non évidente est que ¢(F) est
localement triviale ; nous supposerons done que E = ExV
F=XxV* , Boit x un point de X ¢ w(FX) est un sous~espac%
vectoriel de V qui admet un supplémentaire WX g WX @ @(FX) =V ,
Soient G le sous=fibré X><wx de XxV et ©® 1'homomorphisme 3

F@G:Xx(V?@WX) w— I xV = E
(y,v7® W) o> (ygxbx(vg) ® w)

Au=dessus du point =x , Gx est un isomorphisme, Comme l%ensemble
des isomorphismes est ouvert dans Hom(V® @ Wxgv) s 11 existe un
voisinage U de x  au~dessus duguel 8§ est un isomorphisnme.

Done
Elu ~ (F & ¢)|U~ F|U @ ¢|U

" F|U étant un sous=~fibré de F @ G|U , 9(F)|U est un sous-fibré
de F|U ,

Remarque, On a prouvé un peu plus : localement E est isomorphe &

o R Par GHE NO St

la somme de ¢Y{F) et d*un autre sous=ibré :
E{U~ y(F)|U & G|U

Done i ¢ ¢ F = E ezt un monomorphisme, le quotient de E par
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la relation d'équivalence

ple) = p(e*) = x

ese“{-L—z) et

eueﬂequx)

est un fibré noté E/y(F) .,

Proposition, Soit ¢§ ¢ E == E' wun homomorphisme entre deux

fibrés de base X , L'application de X dans N définie par
X b—>= rang wx est semi continue inférieurement,

La semi-continuité étant une propriété locale, nous suppose=
rons que E = X xV et E' = XxV' , La donnée de ¢ équivaut a
la donnée d°une application continue ¢ ¢ X o= Hom(V,V') . Or
le rang est une fonection s.c.i. de Hom(V,V') dans XN ., En
précomposant par O on obtient la fonction considérée qui est

done SBocolo o

Homomorphisme strict, Soient E et F deux fibrés au-dessus d'un

espace topologique X , Un homomorphisme de fibrés ¢ : F o> E
est strict si et seulement si le rang de wx est une fonetion

continue de x ,

Théoréme 2, Soit ¢ un homomorphisme strict entre deux fibrés de
base X : ¢ F ==z E , Alors

a) Imvy = Inm wx est un sous=-Pibré de E .
xecX

b) Coker V = E/Im ¢ est un fibré,

¢) Ker v = \U Ker Y, est un sous-fibré de F .
xeX

Démonstration de a)

W e D B G GRG CGED CED CHD WD M) ERD w ow om o

Il est clair que Im ¢y est une famille continue dfespaces
vectoriels (méme si $ n'est pas strict). Reste done & vérifier
la trivialité locale, Nous pouvons donec, pour simplifier les
notations, supposer que E et F sont triviaux 3 nous noterons

F=XxV , Boit x wun point de X , le sous=espace vectoriel
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Ker wx admet un supplémentaire W dans an=V . Considérons le
sous=Ffibré 6 = XxWcF , Soit 9 la restriction de ¢ & G :

¢ -ty 7 Lo § .,

Au-dessus du point x , Ker ex = 0 , Le rang de gy étant une
fonetion s.c.i, et celul de y, une fonection continue, &

valeurs dans un ensemble discret, il existe un voisinage U de x
sur lequel ces deux fonctions sont constantes, D'aprés le théoréme 1
Im(06]|U) est un sous-fibré de E|U , La famille continue d‘espaces

vectoriels Im(y|U) est telle que :

In(6|U)ec Im(y|U)<cE|U

dim Gy(Gy) = dim wy(Fy) si y=x <donc, d'aprés la définition
de U , pour tout point yeU

I1 en résulte que Im(y|U) est égal au fibré Im(e|U) ; Im ¢

est donc localement trivial,

Démonstration de b) 3

A, G D O D G T ND A B0 T0 T G SN G 30 G QD

C'est une conséqguence immédiate de a) et de la remarque qui

gsuit le théoréme 1,

Démonstration de c)

Si ¢ ¢ F == E est un homomorphisme strict, l'homomorphisme
transposé ¢* ¢ E* o F™ est &galement striet. On vérifie
aisément que Ker ¢ est une famille continue d°espaces vectoriels
isomorphe & (Coker ¢*)* 3 d'aprds la partie b) de ce théordme

(Coker ¢ est un fibré 3 il en est donc de méme de Ker ¢ .

Exemple d*homomorphisme : les projecteurs,

Définition: Un endomorphisme P d°un fibré E est un projecteur

si et seulement si P o P =P ,

Un tel ensomorphisme posséde les propriétés suivantes :
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i) Id~P est un projecteur

ii) P est strict : en effet rang P+ rang(Id-P)x = dim E,
Les deux fonctiong s.c.,i3 du membre de gauche ayant une somme

continue sont continues,

iii) Ker P = Im(Id~P) car pour tout xeX Ker Px = Im(Id--P)x
iv) ExIm P & Im{(Id=~P) = Im P ® Ker P .

Nous allons étudier le probléme suivant : étant donné un sous-

fibré F d°*un fibré E , existe~t-1l un projecteur P tel que

Im P=TF 7 Diaprés iv) cette question est équivalente 3 ¢ F est-il-
facteur direct de E ? Nous montrerons qu'il en est ainsi si la

base du fibré est paracompacte. Pour cela introduisons une notion

nouvelle,

Métrique hermitienne {(resps euclidienne) sur un fibré complexe

(resp, réel),

Définition, Scoit E un fibré vectoriel complexe de base X ., Une

structure hermitienne sur E est une section continue h de
E* 8 E* telle gue pour tout point x de X , hx soit une forme
hermitienne définie positive.

On peut présenter cette définition sous la forme équivalente
suivante : une struecture hermitienne est la donnée pour tout =xeX
d'une métrique hermitienne hx sur Ex qui satisfasse a la
condition de continuité ¢ pour tout point x de X , si a et b
sont deux vecteurs de E et ¢ un réel strictement positif, il
existe deux voisinages U (et V) de a et b dans E tels

que ¢
VaeU, Yb'eV pla?) = p(b?) == Iha(agb) - hy(a'b')l < € o
Cette définition (et les propositions qui suivent) s‘*adapte

aisément au cas des fibrés réels : il suffit de remplacer "forme

hermitienne"” par "forme euclidienne",
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Proposition, Tout fibré complexe E dont la base X est para-

compacte peut &tre muni d'une structure hermitienne.

Soient {Ui} un recouvrement ouvert localement fini et
trivialisant de X et {Xi} une partition de l'unité subordonnée
4 ce recouvrement 3 EiUi étant trivial il existe une structure

hermitienne sur ce fibré : hi : Ui e (E[Ui)* 8 (EIUi)* .

Soit g; la section de E™ 8 E* définie par :

gi(x) = Ri(x) hifx) s1 - x«sUi
é—’;i(x) = 0 si xe}:Ui
La section h = | g; est une structure hermitienne car les

. 1 o s
fonetions Ai sont positives et ne s'annulent pas toutes en un

néme pointo,

Théoréme 3, Soit (p ¢ E =~ X} wun fibré vectoriel dont la base

paracompacte, Tout sous-fibré F de E est facteur direct.
Nous continuerons 4 employer la terminologie du cas compleXxe.
Soient {Ui} un recouvrement de X ouvert localement fini
et trivialisant pour F {Ai} une partition de l'unité subordon-
nég 4 ce recouvrement, Ausdessus de Ui il existe n(i) sections

{fg} de FIU:°L telles que pour tout y appartenant

(jJ=lyooe,en(i))
-~ ~ ° S [a PN
& U, {flfy)OOo fn(i)(y)} onstitue une base de la fibre, Soit

gg la section du sous=fibré F définie par :

I}

5 :
)\i(x) fi(x) si xeU.

J
gi(x) 3

J .
gi<x) 0 si X¢Ui

Soit P 1tapplication de E dans E telle que :
Iy 1 s
p(v) =5, nfe,el(nv))] ellnlv)) .
1,4

I1 est clair gque P est un projecteur dont l1l'image est F , Le

fibré E est donc isomorphe a F & Ker P ,
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Suite exacte de fibrés.,

Définition. Une suite de fibrés de base X et d'homomorphismes :

P ()
s a5 e § wﬂl£& En N En e RPN est exacte en En

n=1 +1
si et seulement si pour tout point x de X , cette suite rese
treinte aux fibres en x est une suite d'espaces vectoriels
exacte en (En)x « Elle est exacte g1 et seulement si elle est

exacte en En pour tecut n o

Théordme 4, Soit 0 — E' — E —¥» E" —a O une suite

exacte de fibrés vectoriels au~dessus d'un espace paracompact X .
Il existe un isomorphisme J : E =—>» E' & E" tel que le

diagramme :

0 = E° w.ﬁ_*. E 3 E" e O

SRR

0 e E! e E' § E" =3 E" s 0

soit commutatif,
L'image de E' par le monomorphisme 8 est un sous=-fibré
de E qui admet un supplémentaire F (cf, th.III), Lfexactitude

de la suite de fibrés a les deux conséquences suivantes 3

~ dim Fx = dim E; pour tout xeX
- F ~ﬂi£¢- E" est un monomorphisme.,

De la réunion de ces deux remarques il résulte gque y|F est un
isomorphisme.
L'isomorphisme J est la somme des deux isomorphismes Y(E?) = EY

et F — IE" , Le diagramme est évidemment commutatif.

Théoréme 5, Soit E un fibré vectoriel dont la base X est

compacte, Il existe un fibré E' o~ X tel que E & E' soit

trivial,
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Soit TI(E) 1l'ensemble des sections continues de E muni de
sa structure canonigue d'espace vectoriel, X é&tant compact, il
existe un nombre finil de sections {gg} telles que pour tout point
x de X l'ensemble des vecteurs ‘gg(x) engendre E_ (voir le
début de la démonstration du th,3). Soit TI?' le sous=espace
vectoriel de dimension finie engendré par ces sections, L'applie

cation :

¥ XaTl? wommd E

(x,8) e g{x)

est un homomorphisme surjectif de fibrés 3 en particulier c'est un
homomorphisme strict. Donc Ker ¥ est un sous=fibré de X xT°

et la suite O o> Ker ¢ == X xI' o=p E == O est exacte,
Daprés le ithéoréme L4 : XKer ¢ € E est isomorphe au fibré trivial

erge



Chapitre IV -~ THECZEME DE PERYIODICITE LE ROTT (FIBRES COMPLEXES)

Paragraphe I « GROUPE DE GROTHENDIECK

monolde commutatif et unitaire

a—y

Théoréme e% DPéfinitiecn, Seit A un

(on dit que A& est up demi-groupe) et 6 la catégorie ainsi

définie

Les objets sont les ccouples {(y,i) ol G est un groupe

sbélier et v un homorcrphicme de moncide unitaire : y : A > G

{

‘e (y,G) dans {y',G') sont les homomor-

s

les morphisne

es
i

fo
3

phismes F de gronupe abéliens : F ¢ F =% G' tels gque le diae-
gramme si~dessous solt commutatif ¢

¥ possdde « “lément iritial (o,X{A)) , K{A)} da&fini 3 un iso=-

morphisme rrés est appelé zroupe de Jrothendieck de A

Considérons A en tant gu'ensemble. Il engendre un groupe abélien
libre F(A) dans lequel il s'injectz cancniquement par a . Soit
H{A) 1le scus~groure de F(A)}) engendré par les &léments de la
forme Tla+b) « TGla) = a{b) {a,pei) ,

Posons K{(A)} F(a;/8(L) et o = o o 8 :

B

o fop S 2 VoA
A et P{A) el F(A)/E{2)

11 est clair gue ©« ezt un homoporphisme de woncfde unitaire. On
v § ™~
ala) = la

Lu Ll

[ -

note habituellement
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Soit (v,G) un objet de <€ 3 montrons qu'il existe un unique
homomorphisme f ;3 K(A) =——» G tel que f 5 0 = ¥y o
Si £ existe, f([a]) = y(a) done f est unique puisque
a(A) engendre K(A) .
F(A) étant le groupe libre sur A ,

_ A il existe un homomorphisme de groupe
%/ ~ f tel que vy = T o @ o Yy &tant un
F(A) S S G homomorphisme, f s‘'annule sur H(A)
o// donc passe au quotient ¢ f existe
K(A) £ et est unique,

Autre définition du groupe de Grothendieck attaché & un monoIde .

commutatif unitaire.

Soit G wun demi-groupe et G' un demi-sous=groupe de G o

Définissons une relation d'équivalence sur G en posant ¢
a, ba G asb == dg', g"<G' : a+g’ = b+g" .

On vérifie aisément que le quotient de G par cette relation
(noté ¢ G/G*) est un demi=-groupe,

Soit & un demi-groupe : Ax A est un demi=-groupe et A(A)
sa diagonale en est un demi-sous=-groupe. Notons %(A) = AxA/A(A)

A —des AxA % AxA/A(A) = R(A)

8 e (3,0)

Posons & = ¢ o J s o(a,b) = {a,b)” , K(A) est un semi-groupe,
En outre tout élément de K(A) est de la forme (a,b)” 3 or
(a,b) + (b,a)e 8(A) 3 donec (a,b)” + (b,a)” est 17élément neutre

de K(A) : K(A) est un groupe abélien.

Proposition., K(A) est le groupe de Grothendieck de A .

2

- S8i A est un groupe abélien, K(A) est isomorphe & A par

0o

~ Soient A et B deux demi-groupes et ¥ un homomorphisme
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> o o ~ A
I1 existe alors un homomorphisme unique ¢ rendant le diagramme

ci~dessous commutatif

GA "
B cmcmmm—— K(A)
WI 3 lﬁ;
. B -~
B comcemmm———m K(B)

AxA {a,a')

]

Bx B (y(a),v(a’))

est commutatif et comme 6(A(A)) cA(B) , on obtient par passage au

gquotient

I S WYYy, R NS——— .

w£ | ‘le J%}?

Bx B K(B)

¥ est unique car le groupe K(A) est engendré par &(4) .
De ces deux remarques, il résulte que (K(A),8) est solution
du probléme universel de la premidre définition (choisir pour demi=-

groupe B un groupe abélien).

Groupe de Grothendieck dfun espace topologigue.

Soit X un espace topologique., VectR(X) (respOVectc(X)) .
ensemble des classes d'isomorphisme des Ffibrés vectoriels réels
{resp.complexes) de base X est un demi-groupe pour la loi induite
par la somme de Whitney. Le groupe de Grothendieck associé est noté
KO{(X) (resp.K(X)) . Dans toute la suite de cet exposé, K(X) sera
appelé "groupe de Grothendieck de l'espace X" (nous ne nous inté-

resserons pas a KO(X)) .
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Un élément de K(X) est de la forme | Ai[Ei] =
Voa.[E.] = § (=x.)[E.] = @ A, E.| = & (=xr.,) B,
IR O RILS R A IR FER B A CRES

o A, E. = E. & .,, ® E. (A. fois)
1 1 1

L'application canonigue Veet®(X) —> K(X) n'est pas in=
jective car il existe des €léments non réguliers pour la somme de

Whitney. Précisons cette remarque.

Théoréme, Deux fibrés vectoriels au-dessus d'un espace compact X
ont méme image dans K(X) si et seulement si il existe un entier
positif n tel que E ® no9=F ® né (6 est le fibré trivial
XxC ),

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est
nécessaire en utilisant 1'isomorphisme entre K(X) ‘et K({veet® (X)),
[E] = [F] équivaut & (E,F)"= 0 c'est-i~dire & (E,0)"= (F,0)",
Cela signifie qu'il existe deux fibrés G et H tels que
(£,0) ® (G,G)=~ (F,0) ® (H,H) ., Donc G e

E® GRTF & G , La compacité de H entraine l'existence d'un fibré

st isomorphe & H et

Gl tel que G @ Glﬂine ce qui permet d'achever la démonstration,

Proposition. K(X) est un anneau commutatif pour les lois induites

par ® et 8
(évident),

Caractére fonetoriel de K .

S¢it f une application continue de X dans Y . Il 1lui ;
correspond un homomorphisme de demi-anneaux ¢ ¥ ¢ K(Y) = K(X)

2t un homomorphisme dfanneaux F™ tels que le diagramme :

Vect(Y) wwmu§~mmé- K(Y)

f*l ) | e

Vect (X) oo K(X)
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soit commutatif, K est un foncteur contravariant de la catégorie
des espaces compacts et classes d'homotopie d'applications continues
dans celle des anneaux et homomorphismes d'anneaux.

so
'Ys

a0
LTS
o8

o%

Nous pouvons maintenant &noncer le théoréme de périodicité
de Bott, ; '

Soit X un espace topologique compact 3 on désignera par T
(resy,ﬂe) la projection canonique de X><82 sur X (resp.se) .
Soit ¢ K(X) @& K(Sg)‘ i K(Xazsg) l'homomorphisme de groupes
défini par [E] e [F] — [niE} 8 [m,F] . Le tnéordme de Bott
affirme gue u est un isomorphisme, En outre K(Sa} est un
groupe abélien libre & deux générateurs, 1 et h (classes du
£fibré trivial et du fibré de Hopf), ‘

Il existe un autre théoréme de périocdicité, relatif aux fibrés

réels !
KO(X) & KO{Sa) est isomorphe & KO{X x 58) .

Les paragraphes qui suivent sont consacrés 4 la démonstration
du théoréme de Bott pour les fibrés complexes ; la partie la plus
ardue en est la vérification de la surjectivité de n . Nous
montrerons d'abord gque les fibrés au~dessus de Xx 82 s'obtiennent
par recollement de fibrés su-dessus de XxD' et XxD" (D+ et
D~ sont deux hémisphéres de 5, ). Ensuite nous mettrons sous
une forme simple l'isomorphisme de recollement.,

Paragraphe 2 -~ FIBRES COMPLEXES SUR Xs:Sz

Dans ce paragraphe et dans ceux qui le suivent Sa est

identifié au plan C compactifié par un point "& L'infini"

(sphére de Riemann)., L'ensemble des nombres complexes de module

« - 5 -~ 3 b +
inférieur ou égal & 1 est l'hémisphére D ;D est l'ensemble
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3

obtenu par réunion du point & 1l'infini et des nombres complexes de
-~ : . - ~ j 3 o + -

module supérieur ou €gal &4 1 , L'intersection de D et de D

est la sphére Si N Soit ¥ un espace topologigue compact ; nous

noterons : X, = XxD' , X, = XxD™ , A = Xx8) 57, myy My sOB

respectivement les trois projections canoniques X xSl — X

XxS, =+ X, Xx8, —> 5,.

Lemme, Soient Y un espace compact, Z un rétracte par déformation
de Y , E, et E, deux fibrés de base Y tels qu'il existe un

isomorphisme ¢ : Ellz> —> E,

g de E, sur E, gui prolonge ¢ et & est déterminé & une

homotopie prés.

12 . Alors il existe un isomorphisme

Soit r la retraction de Y sur Z , i 1l'injection
canonique de 2 dans Y ,
‘r*(Efl{Z)sxr* o 1% Elw(i o T} E,
X étant compact et i o, r homotope & Idy » r*(El]Z) est
isomorphe & E, . De méme r*(EQJZ) est isomorphe & E, .
L'existence de ¢ en résulte., Il reste & vérifier que deux
isomorphismes Ql at @2' gqui coincident au-dessus de Z sont
a -1 est homotope & Id . Il

homotopes ce qui équivaut a ¢ o O

2 1 El
suffit done de montrer que deux automorphismes ?l et ?2 d'un
fivbré E de base Y sont homotopes si ,Wl]Z = ?EIZ = Id E|z *
Considérons le fivré ExI de base Y xI : il existe un attomor-

rhisme 6 de sa restriction &8 (¥Yx {0})U(ZxI)U{(Yx {1} qui
coincide avec ¥y sur Yx {0} , avec ¥, sur Y« {1} , avec
IdE!Z sur ; x {t} (pour tout t=1I) . Or, comme on le vérifie
facilement, (Y x {ONYU(ZxI)U(Y¥x {1}) est un rétracte par
déformation de Y XTI , ﬂené 8 se prolonge en un automorphisme de

ExI : ¥, et V¥, sont donec homotopes.

Théoréme, Soit F un fibré‘&e_base compacte X . L'ensemble ‘81
des fibrés sur X xsz qui induisent F par restriction a Xx {1}

est en bijection canonique avee l'ensemble “ﬁz des classes
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d*homotopie des automorphismes f du fibré *F = Facsl — X x 5,

gui sont tels que T X x1 soit homotope 4 IdF N

Nous désignerons par o, (respacq) la projection canonique de
xx Dt (resp.X D”) sur X .
Application : ¢ : &) —> &,
foit E un représentant d'une classe de 81 . Comme X x{1} est
un rétracte par déformation de XxDT il existe un isomorphisme
+ + . N ¢, 2
T de EiX:cD sur GiF = FxD qui prolonge l'identité de F :

1

£, est déterminé & une homotopie prés par la donnée de la classe

d*isomorphisme de E , Il existe de méme un isomorphisme f2 de
E[XxD” sur o F , D'old au-dessus de Xx 5,

(£, ]a)"% £, |A
2 » E|A | > (J*F)|A

b
(oiF)|a
Or (diF)lA = 7°F = (ctF)lA . Nous avons ainsi associé & la classe
du fibréd E un automorphisme de 7 F , (f2§A) o (fllA)"l détermind

~

8 une homotopie prés et prolongeant l'identité de F ,
Appligation : ¥ ¢ &, —> &

Soit £ un représentant d'une classe de @2 ¢ i1 permet de
construire un fibré sur Xxs2 par recollement de Fx D' et
Fx D™ : on a montré au chapitre précédent que la classe d'isomor=
phisme du fibré ainsi obtenu dépend de la classe d'homotopie de £ 3
nous avons donc¢ bien défini une application de 62 dans 81 ®

Il est facile de vérifier que ¢ et V¥ sont des bijections

réciproqgues.

Notation. Toute classe d°'isomorphisme de fibrés sur ‘X><Sg sera

désormais désignée par ses données de recollement [F,f] ,

Paragraphe 3 -~ RECOLLEMENT PAR UN POLYNOME DE LAURENT,

Le paragraphe précédent a mis en lumiére 1l'importance des

endomorphismes du fibré Fx Sl e XX Sl » Soit & un endomor-

. . n .
phisme de F : nous désignerons par 2z a l'homomorphisme :
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Fox Sl s S " Sl

(sz) | e (zn(acv')’z)

Un homomorphisme de Laurent est un endomorphisme ¢ de Fx Sl de
n ’ ‘

1r forme Zn 2P n (ape;Hom(FF)) o En outre ¢ est propre si
est un isomorphisme.
Théorcéme, Soit X wun espace compact. Pour tout fibré E de base
~X:~32 , i1l existe un polyndme de Laurent propre p tel que E
scit isomorphe & [F,p] o

71 suffit de montrer que tout automorrhisme f de Fx Sl
est homatope (en tant quisomorphisme) & un polyndme de Laurent’
yropre. T cera congidéré comme une section de Hom(Fx 5y sFx Sl) .

Seit {Ai} un recouvrement fini du compact X par des

'igloood
fayrés trivialisant F @

b 2 F|A, =S A X%V
1 1

I1 en résulte des isomorphismes :

"’i"msl : Fxsl!Aix 8y =~ (A;%x8,)xV
s Y A . " S
T, : Hom(Fw 5, ,Fx 5,) lAix B, o~ (Ay % 5;)x Hom(V,V)

Triceweryhisme T 8 la rropriété suivante : les fibrés de F x Sl

i

svadagsus fo (x,z) et (x,2') é&tant canoniquewent identifiés,

iag restrictiony de s & ces fihres sont égales 3 on dira que
est indinendart de =z o Nous pouvong écrire le diagramme

4
comreubatif ¢

T

Hom(TF : 8 — (A; x 8;) x Hom(V,V)

!

Jrl ' = (14,f%)

I RT.
l,i > l)l) lAi x Sl

. Id A
Aix s1 r.}txsl
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La fonction £t H Aix Sl

caleuler les coefficients de Fouriler de flfx,u) :

> Hom(V,V) est continue. On peut

a;(x) S Jz"k'l £'(x,2z) dz , puis former les sommes de Cesaro

21T
n
3 Zst(ﬂ s ok
£ (x,2) = ————— o2 85, (%) = ) a, z . Puisque 1, est indé-
n n+l -t
pendant de =z pour tout 1 , Tgl ° f; et Tgl o fi coincident

sur l'intersection de Aix Sl et ij Sl : par recollement de ces
fonctions définies sur des fermés on obtient une section continue

£, de Hom{F x 5, sFx S}.) o

L'image de At x Sl par ' est un compact inclus dans
l'ouvert Iso(V,V) : il existe donec un réel psoitif o tel que
tout endomorphisme se trouvant & une distance de fl(Aix Sl)

moindre que a; est un isomorphisme., D'aprés le théoréme de Fejer
& i g -~ i
la suite {fn<egs)} converge uniformément vers <f (.,.) ; par
conséquent il existe un entier ng tel que si n>) ne o,
i i . . .
t fn(x,z) + (1=t) £ (x,2) est un isomorphisme de V dans lui-

1 ° Si n est

est done un isomorphisme homotope & £

méme, quels gue soient t e[b,l] et ‘(x,z)e:Aix s

supérieur & sup(ni) s T
1 .
c'est en outre un polyndme de Laurent puisque f;(x,z) est de la

n

n
forme Y ak(x) X et que T, ne dépend pas de 1z .
-1

CeQeFuDe

Nous allons montrer au paragraphe suivant que (Fp) peut

-1

s'exprimer a4 l'aide de m. H et de fibrés pour lesquels, il

2
existe un isomorphisme de recollement gui soit du premier degré

en Z s

Paragraphe 4 - LINEARISATION DES POLYNOMES DE LAURENT.

Soit F un fibré de base X . Notons LE(F) la somme de

Whitney de (q+l) exemplaires de F ., Soit un automorphisme
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n
P = z a, 2 de Fx Sl » Nous nouvs proposons d'abord de montrer
o]

qu'il existe un isomorphisme L"(p) du premier degré em z tel

que |[F,p] & [Ln'l(F)gIdj soit isomorphe & [L"(F),L"(p)] .
(Nous utilisons désormais la convention suivante ¢ si E == X
est un fibré [E,Id] désigne [E,Idgxsl]) .

Lemme 1., Hom(L"(F),L™(F)) s'identifie 3 1l7anneau des matrices

~

carrées d*ordre (n+l) & coefficients dans Hom(F,F) .

Un élément g de L"(F) s'écrit de fagon unigque
g = (fogono,fn) s & fogego, fn ayant méme projection sur la
base X ., On peut donc définir deux familles d'homomorphismes :

- by F o> L (F)
A S (Ogossg fg 0 on 8 O)

- D L (F) ——— F
g T fi

Soit @ wun endomorphisme de L“(F)

¢ b.) L.
1o 0 2y

(Po(g ®obs T4, pl(g ® o b, fj),,u)

o(g) = () b..T,)
5 Jd J

it

(Xa.,f.s,Za.f.aM)
; °3 J jlaa

~ G ” =
ou 1'on a posé aij P; o d bj

Réciproguement & toute matrice (aij) on peut associer de
.« . . n
maniére canonique un endomorphisme de L"(F) . Les structures

dfanneau sont respectées par cette bijection,

Lemme 2, Soit Yij(a) 1'endomorphisme de L"(F) associé &
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100 ... ©
010 60, O
001 .6 O
6seoc08 868060600
O oceoo0s @000

P @S B0OHLO OO S BRI

OOO [-3E ) l
_ .

=~

(1 est 1'application identique de F , a situé d l'intersection
de 1la (i+1)% ligne et de la (j+1)% colonne est un endomorphisme
de F)o

Alors i) Yij(a) est un isomorphisme

ii) Yij(a) est homotope & lfapplication identique de

L*(F) .

'3 - . s ef - sy, 1t s
L'inverse de Yij(a) existe : clest yij( a) Y13€a) et l'appli

cation identique de L®(F) sont reliés par llarc t +—> yij(ta)

Lemme 3, (Opérations élémentaires sur les matrices).

Soit ¢ wun isomorphisme de LP(F) dans lui-m@me : ¢ = (aij)

(i,5=0,lc.en) o Soit a un endomorphisme de F ., On forme ¢°
(resp. ®") & partir de ¢ en ajoutant 3 la p°=ligne (resp.colonne)
1a q%=ligne (resp.colonne) prémultipliée (resp.post-multipliée)
par a , Alors @' et @®" sont deux isomorphismes homotopes &4 ¢ .
En effet @' = y_ {a et " = ¢ a) . De lus’ ? est
qu€ )& 3 qu( ) P

N

relié a ¢ ar l'arc taj® et a o" ar ¢ ta) .
P qu< ) , P ;pq( )
Soit p un automorphisme de F Sl de la forne Y a, z7 .

Définissons L7 (p)e Hom(L™(F),L®(F)) par :

n - ) - -
L(p) (£ sfyse0esf ) = (] ay fopmz £ #8, , =z £ 48,000, =2 fn~l+f£)

O s

Ou encore en écriture matricielle :
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a a a oo e a 0] 0O 0 a6 G 0
o 1 72 n
0 1 © soa O =1 0 0 .s6. O
I®(p) = {0 0 1 ... O + oz 0«1 0 .40 O
0O 0 © ses L 0 0 0 L=l O

Proposition 1, Ln(y) est un isomorphisme et
[L*(F), ()] = [F,p] © [L*"*(F),1d]

I1 est clair que [F,p] @ [Ln"’l(s‘),:ra] = [L"(F)p'] , p' étant

l'isomorphisme :

rp 00 00 O
010 00 O
001 500 O

08 @B OLOOOOB YO

000 o6 1

- )

D'aprds le lemme 3 il suffit de montrer que L"(p) se déduit de p'
par des opérations élémentaires, Multiplions la seconde ligne de p!

n .
P . -~ 5 5 o o
par X as 2 . et ajoutons & la premidére ; puis multiplions la
1

seconde colonne par =~z et ajoutons~la 4 la premidre 3 on obtient :

a8 E a. zlhl 0 ° 0 0 ¢
0 i
o Z ‘ . l O e 0 & O
0 0 1 s60 ©
L OB O OO 0DROROEE RO 0800 G
O O O 8 0 9 1
t: i=2
On multiplie la troisiéme ligne par 2 a; 2 et ajoutons i la
' 2

seconde 3 multiplions la troisiéme colonne par (-z) et additionnons

-la & la seconde., En itérant le procédé on achéve la démonstration,

En appliquant & nouveau le lemme 3, on démontre sans difficulté :
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- . i .
Proposition 2. S1 p = a; 2 est un automorphisme de Fx 8

O 13

1

1) [PHm),t*t i e)] = [LF),1%(e)] e [F,Id4]
i1) [EPHE), 1 (2p)] = [LR(F),1%(p)] © [F,z]

+ o . P
Dans ces formules Ln'l(p) est l'isomorphisme que 1l'on définit
n+l n <

o -~
g = + ) + + =
aisément en posant i) 841 2 a, 2 e 50 a  ou a 0 .

Corollaire, La classe dans K(Sg) du fibré de Hopf satisfait 3 la

relation (h-l)2 = 0, En outre pour tout entier p , il existe deux

entiers 1 et J tels que : n? =i n+ J_ e
P P P 1Y

Soit © le fibré complexe de dimenrion 1 sur l'espace=point,

Dfaprés la proposition 1 ,

L2¢e),12(z%)]

[6,2°] & [L'(e),14]
[6,2°] & 2T6,14] = E™2 @ 21

it

(t est la classe dans Vect (32) du fibré Sax C)

Evaluons cette méme quantité & 1'aide de la proposition 2,ii)

[L2(0),1%(2%)] = [t(0), 1t (e)] @ [o,z]

[6,1a] + 2[6,2] = v + 28~ %

De 1'6galité HE™2 ® 2t = t ® 2H™F , il résulte que h™2 + 2 = 1+2h"7%,

Clestef-dire (hnl)e = 0 ., La deuxidéme partie du corollaire est

évidente puisque h2 = 2hel

e0

Nous allons achever ce paragraphe en étudiant le passage d'un
polyn8me de Laurent 4 un polyndme (véritable), Les notations utili-

sées sont exposées au début du paragraphe 2.
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Proposition 3., Soit F == X un fibré vectoriel & base compacte

Le fibré [F,z"f] est isomorphe

et f un automorphisme de Fx S

3 [r,r] & oy 577,

Par définition [F,znfj = (Fx D+) K)n (FxD™) o De l'isomor-
z f
phisme éntre F et son produit tensoriel par le fibré trivial

8= XxC il résulte :?

l ®

(F,27f) & (F @ o) xD* (U, (F 8 6)xD"
2"f 8 14,

(F,z%¢) ~ (F 8 o)xd' XJ  (Fe e)xD”
f a8z

(F,z"f) =~ (Fxl)"‘“t.}f (FxD7)) 8 (exD" UJ_ 6xD7)
Z

ce qui précisément la conclusion a établir,

Paragraphe 5 - ETUDE DES RECOLLEMENTS PAR POLYNOME DU ler DEGRE

N

Nous voulons montrer dans ce paragraphe qu'sd tout isomorphisme

P az + b on peut associer une décomposition du fibré F ,
F=TF, ®&F_, telle que 3 [F,p] = [F,,z] @ [F_,1da] , ce qui peut
encore s'écrire : [F,p] = wi (F,) @ wg 1=t e mp(F_) 8 n3{t) ol
T désigne la classe d'isomorphisme du fibré trivial S,x(C .

i

{ef. §4, Proposition 3). La démonstration est la généralisation
aux fibrés d'un théoréme de décomposition spectrale que nous allons
tout d'abord établir,

Théoréme 1, Soient T un endomorphisme de lfespace vectoriel
complexe de dimension finie V et T un cercle du plan complexe
qui ne rencontre pas le spectre de T . L'endomorphisme

1

E = T I (A-T)-l dX possdde alors les propriétés suivantes :
T

i) E est un projecteur qui permute avec T ,

ii) vV, = BV et V_= (1=E)V sont deux sous=-espaces vectoriels

stables par T &
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iii) Soit T, (resp.T_) obtenu par restriction et corestric-

tion de T 3§ v, (respgv_) 3 le spectre de T, est inclus dans
1'intérieur de T celui de T  dans l'extérieur de T . (notons
gue ext.l contient le "point & 1l%infini")

Démonstration de i) :

Puisque le spectre de T est fini, il existe un cercle TI?
contenu dans l'extérieur de T +4el quiil n'y ait pas de valeur

propre de T entre T et TI' , Llapplication A e (AuT)fl

P o1 -1 _1 5
méromorphe dans C , 5T f @(X-T) da = 55T gr(x-T) dx et par
conséquent Eg = - l2 ([ (A»T)'l dx)([ (uwT)”l du) .

ha T AT

Appliquons le théoréme de Fubini :

E° = _.miﬁ j j (A-T)"l'(unT)'l ax du .
L r/re

1 1

[ 13 -~
De 1lt'éegalité =T ToT

= pix [<R'T)~l - (ﬂwT)“l] on déduit

ge = S f[ ~2e (A=1)"1 o au + 12 jf ~£? (u=)71 axr au
hw Mo Wn =

-

Le premier terme de cette somme est égal 3

1 -] du ’ 3 ~ s ~
5T fr(k-T) di [r* TR ETY) clegt~d-dire &

E puisque 2%1 f %%? =1 (I''cext '), Le second terme en revanche

est nul : E est un projecteur,
E commute avee T oparce gue (luT)“lT = T(l-T)"l .
Démonstration de ii)

- € o G GO TR T e R TIORGOS W S (O €N ) S

v 3 1l en
On

Un vecteur v de V_ est caractérisé par E v

résulte T v =TEv=ETwv : T v appartient donc

o
3
®

démontre de manidre analogue que V est stable,

Dénmonstration de 1iii)

O e D G M S £ OBD TN GO O S WD ORG N

Soit 2z un point de C -~ I' o Considérons l'endomorphisme de
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V: B= (z-T) A(Tyz) o A(T,z) désigne :
= j (A=)~ (r-2)"t anr
LEN

De 1'égalité (z~T)(X-T)—l(X—z)-l = (A-z)-l - (A-T)-l on déduit

_ 1 axr 1 -1
B =3 L}\-z - Dwi I“"T) dr .

-B
1-E o

]

si 2z est & l'extérieur de T :1I

g8i 2z est a4 l%intérieur de T .1

Remarquons que A(T,z) commute avec E 3 V_ et V_ sont done
stables par A(T,z) et l'on peut écrire la décomposition
A(T,z) = A¥(T,z) ® A“(T,z) o

Soit 2z un point de l'extérieur de I et v un vecteur de v,

(Z“T)(“A(TQZ)OV) = F v = v

c'est-d-dire : (2=T )(=A _(T,z).v) = v

Par conséquent ~A _(T,z) est l'inverse dans Hom(V+,V+) de
(z-T+) ; le spectre de T, est donc inclus dans l'intérieur de T

Pour des raisons analogues celul de T est inclus dans liexté=

rieur de I .
COQ;OFGDO

Soient E et F deux espaces vectoriels complexes de méme
dimension, a et b deux homomorphismes de E dans F tels que
p(z) = az + b soit un isomorphisme si 2z est un nombre complexe

de module 1. Considérons les deux endomorphismes de

o -1 1 -1
E et F ¢ P =0 I (az+b) a dz = »== j P dap
r r
- 1 -1 _1 -1
Q = 5T fra(az+b) dz = 5T [rdp P o

Corollaire.

i) P et Q sont des projecteurs. Nous noterons

®
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PE=E,, (1-P)E=E_ QF =7F, , (1-QJF = F_ .
ii) p P = Q p . Il en résulte en particulier gue p(z) envoie

E, dans F_ et E dans F 3 cet homomorphisme s= d&compose

done D

p+$p_o

iii} 81 2z est un point de la sphére de kieumsnn exiéricur
(resp.intérieur) au cercle unité T , p _(z) (resv.vp_f{z)) e

isomorohisme,

Soit o un nombre réel supérieur & 1 tel que pla} sgoit un
isomorphisme. La transformation conforme de la sphere de Riewmann
X

- O . .
wo= i”az conserve globalement T , son intérieur et son e

- lé+wo 1. , Cim \
p(z) = az + b = & —g;g + b = iy (w(aa+d)} + (2+ab))
. l . -1 . i
p(z) = (aa+d) =5 (v +{aa+b ) " {avab))
Poaco o -1 o) = it 3 NV TE 4,
yogocng A= -(8&-&-1}) (a+ub) ’ '_p(Z) = m (W‘QTJ HES 1Es agh

d'identifier E et F par pla) :
B o—2s p -REL 5

. -1 = =2 | 371 a5 2 p -1
P = s ! v T dp = g [ - dp et Q = pl(a) P plo)

Or aprés le changement de variable,

1 =1 1 -1
P = W - w+ w
CET (weT) dw T (w+a) dw
La seconde intégrale est nulle puisque |a|>1l ; on peut done
appliquer le théoréme précédent & P ¢ P est un »rojecteur de
méme A'ailleurs que pla) P p-l(m) = Q ;3 puisque T permute avec

P il en est ainsi également de T = ;%E (w=T) : donc

p(2)P = p(a) 5(2)P = pla) P p(a)™! pla) Blz) = @ 2(z) .



IV,18

1
W
extérieur & T car w , lui-m8me extérieur & T , n'est pas

Enfin p+(z} = p+(a)(w-T+) est un isomorphisme si 2z est

valeur propre de T_ (et p+(«) est un isomorphisme),

Théoréme 2. Soit fF,p] un fibré de base X xS, dont le rolyndme
de recollement est du ler degré, Il existe deux sous~-fibrés sup=-

plémentaires de F , F_ et T_ , tels que

[F,p] = [F,,z] ® [F_,1q]

L'isomorphisme p est de la forme az + b , Plagons-nous au-dessus

d*un point x de X p(z)x est inversible pour tout complexe =z

de norme 1. . Les deux intégrales P _ = _i* J p'l dp et
x 27l X x
T
o -1 . | . . | ‘
Qx = 5 j dpx Py existent et dépendent continuement de x :

elles définissent done deux endomorphismes P et Q du fibré F ,
auxquels le corollaire précédent s'applique fibre a fidbre. P et

Q sont des projecteurs et p(z) se décompose :
p*(z) ® p_(z) t PF ® (1leP)F < QF & (1=GQ)F o

Usant des notations suivantes s P F = F_, (1-P)F = F_ ,
p*(z) = a2+ b, p_(2z) = a_z+b_ , considérons la famille de
polyndmes : Pt(z) = (a,z + b,t) & (ta_z + b_) . C'est une homo-

topie d'isomorphismes., En effet 3

- pl(z) = p(Z)

- 51 t 61091[ pt(z) = t p*(z/t) ] p_(zt) est un isomor-
phisme d'aprds le corollaire précédent puisque [z/t]|>1 et
‘zt[<l »

- si t=0 : on applique & nouveau le corollaire : point &

1'infini et origine du plan compactifié,

Par conséquent [F p] = [F,poj . Or ce dernier fibré est la somme
de Whitney ’
- du recollement de c?F* et de G;QF par z(m*a )

- du recollement de o;Fw et de 0;(1~Q)F par ¥b_
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{ o, (respgog) désigne la projection canonigque de

Xy D' (resp.XxD”) sur X.)

Or 0oy a, est un isomorphisme entre oJF_ et 0,QF dont la
o e

restriction au-dessus de Ix8, est ﬂ*a+ : d'aprés la proposition
du chap. le premier recollement est isomorphe & [E+ z] .
De méme le second est isomorphe & [? Id] et la proposition est

démontrée,

Notations., Soient F un fibré de base X , p un polyndme de
recollement de degré au plus n . LR(F,p)+ et L"(F,p) sont les
deux fibrés que la construction précédente associe au fibré LB (r)

et 3 1'isomorphisme L"(p) .

Proposition 1. Soient F un fibré de base X et p un polyndme

de recollement de degré <n .

n+l(

a) 1*H(E,p), = LM(F,p), et L™N(F,p)_=~ L™(F,p)_@F

-

Ln+1 Ln+1

b) (F,zp)+k:Ln(F5p)+ & F et (Fyzp)_=~ Ln(F,p)_

Nous nous limitons & la vérification de a) : celle de b) est
entidrement semblable, Soit P(n+l,p) le projecteur d'image
Ln+l(ng)+ défini dans la démonstration du théoréme 2 ; nous

allons le comparer & P{n,p) -

- n o ]

L . (p) =| L (p) 2l 5 done (1. (pN)”Y =] (z(en"t | ¢

n+l - n 6 ? “n+l n 0
O S o &« i

} 0=zl 1] 2o 22|,

—Z FoRr ) Z |

<Ai est le (i+1)% #&1ément de la dernidre ligne de (Ln(p))'l)

P(n+l,p)x est l'intégrale sur T de :
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—
0 0 0
° -1 0 .
1 -1 . .
T (Ln(p))x : -1 0 .
0 -1 0 0
A A O %0 0 80 O -l 0
-2 211
| z i _ -
Donec
0
P(n+l,p)x = P(n,p)x ° (Bie Hom(F,F))
0
_BO(X) e 8 0 Bn(x) ‘ O_
_ 0 A
et 1 - P(n+l,p)x = 1 - P(n,p)x 5 *
0
——'BO(X) ® o ""Bn(x) 1 J °

n+l (

Par conséquent L F,p)+i% Ln(F,p)+ et

1**Y(r,p)_=~ L™(F,p)_ 8 F .

Proposition 2, Soient F un fibré de base compacte X , 138 et Py

deux polyn8mes de recollement de degré au plus n reliés par une
homotopie pt(z) telle que pour tout t compris entre O et 1 ,

1 soit lui aussi un polynéme de recollement de degré n , Alors

Ln(F,po)+ est isomorphe & Ln(F,pl)+ o

En effet Ln(F,po)+ et Ln(F,p1)+ sont les restrictions &

X x {0} et Xx{1} du fivbré L"(Fx I,p(t,z)), de base Xx1I .,
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Paragraphe 6 - ISOMORPHISME IHVERSE

Faisons tout dfabord la synthidse des résultats obtenus pré=-

-~

cédemment quant & la nature des fibrés sur Xx 52 o Toute classe
d'isomorphisme des fibrés vectoriels complexes sur X x 82 est

représentée par un recollement fF,f] o A l'isomorphisme £ est
L 7 \

o o o - 1 °
associée une suite de polyndmes de Laurent qn = Z ai % qul
-0

~

pour n suffisamment grand sont propres et homotopes 2

£ s IF,f] = [F,qn] o On peut écrire q, = 2z B P, ol 15 désigne

un polyndme de degré 2n
. #*
[Fef] = [F!pn] 8 ﬂQHn

Or dans K(Xx 82) qui est un groupe

[[Far 1] = [1%%(9),2% (5 )77 - (2% (m),1a]]

Appliquons la décomposition du §.5 :
2n 2n 2n 2n
[L%(F), L™ (p )] = [L°°(F,p ) ,2] ® [L77(F,p )_,1d]

. 2n 2n =1
Puisque L (ngn)+9z] = ni(L+ ) 8 WZH .

[w?[LinJ 8 wzhn“l) + (w;[Len] @ myh")

[[F,2]]

2 A 2r=l-
- (wi[L%n] 8 w;hn) - (ﬂiIL L - w;hn)

[TF,£]] = nl[Lan(F,pn)+] 8 naﬁhn”l-hn) + 0 [F] @ wehn

Soient F et f les données de recollement d'un fibré sur
Xx:Sg » I1 existe un entier N tel gue si l'entier n est supérieur
& N, (tqn+l + (1~t)qn} et (tf + (iwt}qn) sont des isomore
phismes pour tout te&[0,1]

. | _ 2n n=l1 .n n
§i npN , notons v (F,f) = [L (F,pn)+j @ (n"""-n") + [F] & n
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C'est un &lément de K(X} 8 K(Sz) R
Lemme 1l Vn+l(F@f) = vn(F,f} R

Puisque tqn+l+(l-t)qn est un isomorphisme, la famille de
polyndmes tpn+l+(1~t)zpn est une homotopie d'isomorphismes.

Appliquons les propositions 1 et 2 du paragraphe précédent :
2n . +2n 2n
L (ngn*l)+ = (Fsan)+ = L (FsPn)+ @ F

Le lemme en résulte.

Nous désignerons par V(F,f) 1la valeur constante de la suite
vn(F,f) 3 vV est un morphisme de K(Xx SE) dans K(X) © K(Sg) 3
il est elair, compte tenu de 1l'expression de [[F,f]] que u oV
est 1l'identité de K(X><SQ) » Il est trés facile de vérifier que
vo u([F] @1) = [F] 81 et v, u([F] 8h) = [F] 8 nh (1 est la
classe dans K(Xx 82) du fibré trivial © de dimension 1). Le
lemme ci-dessous permet d'affirmer que v o, u est 1l¥'identité de

K(X) ® K(Sg) ce qui achéve la démonstration,

Lemme 2, {l1,h} est une base du groupe abélien K(Sz) s
Appliquons les résultats dé€jd acquils en choisissant pour

espace X 1l'espace rédult & un point

K(Sg) = K{pt xsg)

s0it xeK(8,) : v(x) est de la forme ) ni@ ni od nie.%arK(pt) N

— K(pt) 8 K(s,) = K(5,) .

Or ¥ o v est l'application identique de K(Sz) ; par conséquent

i i
X = U o, vix) = u(E niG ht) = E ng h™

hl

K(Sg) est engendré par {1,h} . Reste 2 montrer que ce systdme

étant une combinaison linéaire de 1 et de h (ch.,IV, §.4),
est libre 3 une relation de dépendance est nécessairement de la
forme n h = n (dimension des fibres) : cela signifie qu'il existe

un entier vositif p tel que

n H®po= (n+tp)e
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D'aprés le théoréme ch,III, §, , cela entraine que les deux
applications de S1 dans GL(n+p,C)

Z e diage(ZQeeaZ§ 1 s l} (n “Z")
et A e dia%«;(l,msml, 1l e l)

sont homotopes. En composant avec l'application déterminant, on
obtient que les deux applications de 8, dans C - {0} définies
par z = 2" et z = 1 sont homotopes , ce qul entraine que
n=0 puisque le cercle n'est pas contractile, 1 et h sont donc

linéairement indépendants.



CHAPITRE V -~ GROUPES DE GROTHENDIECK REDUITS ET RELATIFS. SUITE EXACTE,

Paragraphe 1 - GROUPES DE GROTHENDIECK REDUITS ET RELATIFS

Notationsg et conventions, Nous utiliserons dans ce chapitre les

trois catégories suivantes

€ : catégorie des espaces topologiques compacts et des classes

d*homotopie d'applications continues,

+ . .
“€": catégorie des espaces compacts pointés et des classes

d'applications continues préservant le point de bases

o2 . .
€": catégorie des paires d'espaces compacts et des classes

d'applications continues de palres topologiques,

A l'objet (X,Y) de €2 on associe l'espace X/Y muni de
son point de base canonique : c'est un objet de ¢t . Dans le cas
ol Y est vide, X/Y est par définition la somme topologique de
X et de l'espace-point {xo} , son point de base étant X, 3

+ . e
nous noterons X cet objet de <€

Définition du groupe de Grothendieck réduit,

Soit (X,xo) un objet de ¢t 3 K é&tant un fonecteur contra=-

variant 4 la suite
{xo} —_—t X —fs {xo} correspond :

i* c*
K(xo) e K (X)) o K(xo)

Par définition le noyau de i* est le groupe de Grothendieck

réduit de (X,xo) « On le note K(ngo) ou méme, en commettant un



abus, K(X) . Puisque i¥™ , ¢* est l'application identique de
K(xo) s C* est injectif, 1™ surjectif et la petite suite exacte

obtenue se scinde, Dol :
K(X) RrK(X,Xo) ® K(xo)

Par conséquent, si l'on change de point de base, ﬁ(X,xl) est
isomorphe & %(X,xa) o« L'interprétation ci~dessous met en évidence

que s1i X et x appartiennent 8 la méme composante connexe,

~ 1
K(X,xo) et K(X,xl) sont un mé&me sous~-groupe de K(X) .

Interprétation de i* et X .

Soient E un fibré de base X , |E] sa classe dans K(X) ;
i*[Ej = [i¥E] , é1ément de K(xobag est la dimension de la fibre
de E au-dessus de Xy e Par Z-linéarisation, on obtient
l'interprétation géométrique de i* : c'est l'application de K(X)
dans 2Z qui & un élément o« associe sa dimension virtuelle
au-dessus de x_ . Le groupe %(X,xo) est donc la partie de K(X)

constituée des €léments de dimension virtuelle O en Xy oo

: . +
8i f ¢ (X,xo) e (ngo) est un morphisme de €
£% ¢ K(Y) o> K(X) préserve la dimension virtuelle : l'image

de RK(Y) est donec incluse dans K(X) . D'oll 1a proposition :

s 0 ¥ . +
Proposition 1. K est un foncteur contravariant de =4 dans la

catégorie des groupes. En outre la décomposition
K(X) = K(X) & K(xo) est fonectorielle.

Egalité dans K(X) des classes de deux fibrés,

Soit X un espace compact :

Veet(X) =3 K(X) =——> EK(X)
E » P(E) = [E]-dim E

P(E) = P(F) cfest-d-dire [E] + dim F = [F] + dim E , équivaut 2
[E ® (aim F)o] = [F & (dim E)e] (8 est le fibré trivial de

dimension 1) .



L==3 il existe nell tel que E & (dim F+n)d = F & (dim E+n)@
e, 11 existe des entiers positifs p et g tels que
E@I)g:F@Qee

On déduit facilement de cette remarque

Proposition 2. La relation d'équivalence sur Vect(X) définie

par
E=F === Jp et geN E ® p8 =TF & g6

est régulilre vis-i-vis de ® et le quotient est isomorphe &
K(X) .

Remarque 1, Puisque X+::X1L{xo} s K(X*) = K(X) & K(xo) . Done
K(X) est isomorphe 23 g(X+} o

Remarque 2., Un &lément de K(X) est de la forme []-[F] .

1 -

Puisqu'd tout fibréd F on peut associer G tel que F & G soit

trivial, les éléments de K(X,x ) sont de la forme [E]udimx E .
<

Définition du groupe de Grothendieck relatif,

Soit (X,Y) un objet de @2 » Le groupe K(X/Y) est par
définition le groupe de Grothendieck relatif de la paire (X,Y) 3
on le note plus simplement K(X,Y) .

On obtient ainsi un foncteur contravariant de <€2 dans la.
catégorie des groupes ab€liens., On vérifie sans peine les deux
relations g(X) = K(Xs{xo}) K{X,¢) = K(X)

Définition du n° groupe de Grothendieck,

Pour les notations et propositions relatives aux suspensions
on pourra se reporter

Pour tout entier positif n , on pose :

K(x) = K(s"%)
k(x,¥) = KTM(x/Y) = K(s™(x/Y))

K™ (x) = k"(x,8) = K(s"x")
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(s N,

On remarquera que K(X) = k°(x) , K(X,Y) = K°(X,¥) , K(X) = X°(X).
-~ 3 2 - ~ - y +
On dérfinit également les transformées des morphismes de €, ¢

et €% , X" s B et K™(.,.) sont des foncteurs contravariants.

Paragraphe 2 - LA SUITE EXACTE

Nous nous proposons de démontrer dans ce paragraphe le

théordme suivant :

Théordme., Soient (X,Y) une paire d'espaces compacts pointés,

i et j les applications canonigues Y —éﬁw ¥ = X/Y

A tout entier n strictement positif, on peut associer un homo-
norphisme Sn de %”n'l(Y) dans K P(X,Y) tel que la suite

ci~dessous soit exacte 2

veo mm EETM(y)  emBe KTP(X,Y) el KR(X) R .,
i*

— K°(X) —2 ¥%(Y) .

(i: et j: sont les transformés de i et j par K 2 o)

2% ~ s 3 —~
Lemme L. La suite K(X,Y) =3 K(X) —2-s K(Y) est exacte.

a) Ker i*s Im 3* ¢ solent en effet a et b 1les deux

applications canoniques Y L /Y 2 X/Y . Le morphisme
i* o 3¥ est égal 3 & , ™ , lui-mBme nul puisque %(YfY)‘ﬂ 0 »

b) Montrons que Im j > Ker i . Un &élément x = [E]-n de

g(X) (E est une classe d'isomorphismes de fibrés sur X)
appartient & Ker i si et seulement si [i*Ejnn = Q0 , cette

égalité ayant lieu entre éléments de K(Y) . De [E]¥] = n on
déduit qu'il existe un entier positif m tel que (E & me)|Y
soit trivial : notons o une trivialisation ;3 (E & mé)}/a est un
élément de Vect(X/Y) et y = [(E  m8)/a]-m-n , de dimension
virtuelle nulle, a pour image par Jj* [E ® mé]-men = x , D'ol
l'inclusion recherchée,
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. ~=1 >0
Construction de & : K ~(Y) = K (X,Y)

Soit C€CY le ¢dne sur Y ; sa base

Yx {0} est identifiée 3 Y . Ecrivons
la suite exacte du lemme 1 relative &
la paire (XUCY,X) 3

X Y

(1) x°(xVecyY,x) ——= Ko(XUCY) — E°(X) .

Comme CY est contractile et gque (XUCY)}/CY est homéomorphe
a X/Y :

(1I) X°(xUCY) =—— Ko(xUeoy/cy) = Eo(x/Y) = x°(x,Y)

Par ailleurs de l'homéomorphisme entre
(XUCY)X et CY/Yx{0} = J}Y , on déduit :

(111) x°(XUCY,X) = ¥O(xUCT/X) = Fo(J¥) === X°(sy) = ¥~1(¥)

Rassemblons les suites (I) (II) (III) et désignons par 8, et a¥*

les morphismes rendant commutatif le diagramme :

K2(XUCY,X) — KO(XUCY) —> K(X)

ng aT y{

~ 5
K" (%) —2es k°(%,Y)

e

* est le transformé par K= de :

o

X ey XUYCY = (XUCY)/CY = X/Y

Cet homomorphisme est done égal 2 j: ¢ .nous avons construit 80
et montré l'exactitude en KO(X,Y) de la suite exacte du foncteur

K . Retenons le résultat suivant :

", - -~
Proposition. ﬂ) est le morphisme (k% (b)) 1 ° XK°(a) s & et b

désignant les applications canonigues

((XU CY)/X,pt) <= (XUCY,pt) =2 (X/Y,pt) .
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Construction de §

%"n"l (
n

Y) e K-n(X’Y)

Des propriétés des suspensions signalées antérieurement, il
résulte

~

K-P(y) = R(s(s”y)) = X~ 1(s”Y) et K°(s5Px,s"y) = ¥~ °(x,Y) .

Nous définirons l'homomorphisme Gn associé 4 la paire
(X,Y) comme étant l'opérateur §, de la paire (s"x,s"y) . 11
suffit donc de démontrer l'exactitude de 1la suite :

Tel i; Sw]l 6o o j; ~0 iz ~0

K=" (X) = K (YY) e——> K (X,Y) —— K (X) = K (Y)
Seule l'exactitude en k'l(Y) n'a pas encore été vérifiée : nous

allons y consacrer la fin de ce paragraphe,

Précisons tout d'abord quelques notations. Soit X un
espace topologique compact 3 les cdnes ClX et 02X sont les
espaces quotient (X x[0,1])/X x{1} et Xx[-1,0]/X x{-1} ;

X x {0} y est identifié & X 3 la suspension % X est la réunion
de ces deux cOnes.,

La fonetion I = I gqui & t associe 1l=-t induit par
‘'identification de O et 1 une application T du cercle dans
lui-méme 3§ T x Id Slx X — Slx X détermine des applications
continues de ZX et SlX dans eux-mémes : nous les désignerons

toutes deux par TAId .
Considérons le diagramme :

K(ClYUsz,X-UClY) e K(clYchx) — K(XUClY)

N ezT _ QT N Te’
K(02X/X) K(ClY/Y) K(X/Y)

I " i

s

KL (x) ¥l(y) —2s  K%(x,Y)

Pour justifier ce diagramme remarquons que ClY\JCQY / Xl)ClY .
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CIXL}CEX / ¢, X XQ)CIY / C,Y¥ sont homéo-

morphes respectivement & Cp¥X/X , C1Y/Y et

c,¥ .1
X/Y . Soit a 1l%application de K ~(X)
dans k-l(Y) définie par la partie gauche :
c cY nous allons montrer quielle est égale a
2 2

-i; 3 comme la ligne supérieure est exacte
(lemme 1), il en résultera que (i; 61)

est également exacte.

Considérons l'ensemble d'applications continues défini ci=-

dessous

2 3 c,
C,YUCx = > CY/Y  e—=hy 5.7
1 G )
1 | c,Yuvce,y T AId
VoSN
C X/X DL C Y/Y P 5,Y

Les fléches doubles (===>) représentent des applications

continues induisant des isomorphismes entre groupes réduits. Les
applications 1, 2, 3, 5, T sont des surjections canoniques j; bk

est une injection canonique. L'application 6 associe 8 la classe
de (y,t) celle de (yg=t) ; l'application 8 associe & la classe
de (y,t) celle de (yg4-t) si t est positif, le point de base
si t est négatif. Enfin l'application 9 est la composée de 8 et
de L, Il est facile de vérifier que ce diagramme est commutatif.
Si on le transforme par le foncteur K , des suites d‘'applications
(1,2,3) et (4,5) on tire par composition o et i; respecti-
vement. Il suffit done pour achever la démonstration du théoreéme
de vérifier que (TATA)" est égal 83 ~Id ece qui résulte du

lemme suivant

Lemme 2, Soit Y un espace topologigque 3 lfendomorphisme (T ATa)*
de X(JY) est 1'opposé de l'identité.,
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En effet soit [E]-dim E un élément de E(EY) » Le fibré
F=E® (T/\Id)*E , étant trivial au-dessus de ClY et égal 3
(TATA)*F , est trivial, (les sections continues formant une base
dans toute fibre au~dessus de ClY se prolongent par symétrie).,

Donec
[F] = 2 dim E

[E]-dim E = = (TAI&)* ([E]~din E)

CgQ@FoDe

Paragraphe 3 - QUELQUES APPLICATIONS DE LA SUITE EXACTE

Suite exacte du foncteur K

Proposition 1. Soit (X,Y) wune paire topologique d'espaces

compacts. Il existe une suite {Gn} d*homomorphismes telle que

la suite ci-dessous solt exacte ¢

e —_— K-n-l(Y) _.,_P___)_ K_n(X’Y) WEW K-n(X) —mx}-—n}r 508

I1 suffit d'appliguer le théoréme & la paire CX+,Y+) o

Rétracte d'un espace topologique

Proposition 2, Soit (X,Y) un objet de 482 tel que Y soit

rétracte de X . Alors pour tout entier positif =n
K™ (X) ~ k™7 (%,Y) & XK™°(Y) .
8i X et Y ont un méme point de base :

K0 (x) ~ k7R(X,Y) & R(Y) .

Soient 1 l'injection canonique Y e X et r 1la

rétraction. Appliquons le théoréme de la suite exacte :
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S 3% i 8 .
- - s, - P ; ) oes w Yy
ve. —fe ¥ BUx,r) =B x7H(x) b KTH(Y) ~REa K BrLen, 1)

Puisque T o i = Idy , i; ° r: est l'appiication identique de

-n; . . . s
K7 (YY) 3 1; est done surjective pour toute valeur positive de n
* « a* "‘n"l ap $ 0 o z £
puisque Xer &, = Im ie1 = K (Y} , L'image de 6n est réduite

a 0 ., La petite suite

- L a0y o N a3y o ) P
0 == K B{X,¥Y) ~—+ K"P{X} -~ KP{Y) > O
est exacte et seindée., La premidre formule en résulte ; la

seeconde de dénpontrer e la méme manidre,

Groupes de Grothendieck réduits d'un produit,.

o

Proposition 3. Soient X et Y deux espaces compacts & poliut de

base, Alors :
TP (xxY) a T (XAY) & E70(x) & T 2(Y)
En effat X)t{yg} est un rétracte de X xY , Par conséguent 3

t‘\u,,_,n

(1) TP (xxY) x'z?:f‘n()cxw:{x{yvo}} & K (x)

L'image canonique de {xo}x Y dans Xx'IfX)t{yo} est un rétracte

de cet espace. Puisqu'en cutre (XﬁxY!Y’x{yC}}/{XO}x‘Y est

homéomecrphe 4 X AY , il en résuite :
(11) R x=v/x x{y }) = E{xAY) @ ¥%(1)

I1 suffit de rassembler (1) et {IT) pour cbtenir la propesition.

Second énoncé du théoréme de Bott,

e

X est un espsce topologique compact, pour tout

n-2(xy

Théoréme, Si
. L. [0 CoT AP . N -
entier positif n , K (X; est isomorphe & K

2

g N
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Le théoréme de Bott sous la forme déjad rencontrée affirme que

K°(x) ® Ko(Sg) est isomorphe & KO(X:(SE) . Par conséquent
(K°(x) ® z) o (R°(s,) @ 2) ~K°(s,x) @ X°(x) @ K°(s,) # 2

%‘2(x) est donc isomorphe & io(X)Q EO(SQ) c'est-ad-dire &
K°(x) puisque ﬁo(se) ~ Z (ef., chapitre IV). On achéve la

démonstration en substituant SnX a X .

Application : groupes de Grothendieck des sphéres.

On sait déjd que ﬁ;(sa)s&ﬁ;(so)tzg . Tous les fibrés
complexes de base Sl étant ttiviaux (cf. Théoréme page III,
-~ 7 - [} ” -~ P '3 . * ”
Kf(sl) = K l(So) = 0 , Appliquons le théoréme de périodicité:

3 ~° o ~1 =
n pair K (Sn)‘~ z K (Sn) 0

h  impair i°(sn) =0 X (Sn)’V Z .
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