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CHAPITRE I

VALEURS ABSOLUES

Le cours de l'année 1964-65 : "Notions élémentaires de
Géométrie algébrique" est cité E ; le cours de 1l'année 1965-66

"Variétés abéliennes" est cité vVa .

1. Définitions, exemples.

Définition 1.1. Soit K, le corps projectif associé & un

corps K . On appelle valeur absolue de K toute application

v de K, dans R vérifiant les axiomes suivants :

VAl v(x) -© équivaut & x=0

X =

31

VAl' v(x) = +° équivaut
VA2 vixy) = v(x) + v(y) quels gque soient x , y dans K
VA3 il existe @ dans R tel gue quels que soient x , y

dans K : v(x+y) i sup(v(x),v(y)) + o .

N.B. Les conventions faites ci-dessus différent des conventions
usuelles, d'une part par le fait qu'on choisit la notation addi-
tive, et d'autre part par la forme attribuée a 1'axiome VA3
(appelé condition UA dans Bourbaki, Algébre, VI, § 6.1).
Une valeur absolue au sens ci-dessus est le produit par une
constante réelle 0 arbitraire du logarithme d'une valeur
absolue au sens classique.

On posera }x\v = exp v(x). (notation multiplicative‘

habituelle).

Conséguences

1. Chaque fois que l'on peut donner un sens aux deux mem-

bres de VA2 (resp. VA3) avec x , y dans K, compte tenu

de VAl et VAl' on a encore VA2 (resp. VA3) AN
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2, 8i ¢ est racine de l1'unité +v({) = 0 ., En particulier
v(1) = v(-1) = 0 , d'0d v(~x) = v(x),
3.0 20 car 0 = v(1) < sup(v(l), v(0)) + a = a

si o = 0 on dirs que v est ultramétrigue. Une valeur absolue

non ultramétrique est également dite archimédienne,

b, v induit un homomorphisme de K* dans R .

Exemples :

l, v(x) = 0 pour tout x dans K* est dite valeur absolue

imgrogre ou triviale,

2. A toute valuation réelle w de K, est sssociée une

valeur absolue ultramétrique v = ~w , En particulier si A
est un anneau factoriel & une valuation p-adique L du corps
des fractions, il correspond vp - - “p « Inversement, toute
valeur adsolue ultramétrique provient d'une valuation,

3. Dans R ou € , on définit une valeur absolue, notée
v, , en posant v_(x) = log |x| (de sorte que |x|_ -‘lxlv
est la valeur absolue usuelle |x|). )

2, Corps valu#ds,

S8oit K un corps muni d'une valeur adsclus v . On peut
définir une topologie sur K par le systéme fondamental {Y‘}
de voisinages de O LA {_xex i vix) ¢ 8}

K est alors un corps topologique ; on le dira corps valué,

Définition 2.1, Deux valeurs absolues sont dites équivalentes si

elles définissent la méme topologie.

En particulier, deux valeurs absolues ultramétriques sont
équivalentes si les vealuations correspondantes sont équivalen-
tes (E, 0, A, 6).

!00/0.‘



THEQREME 2.1,

Soit K un corps muni de-deux valeurs absolues vy et Vo
non impropres, les propriétés suivantes sont équivalentes
i e) v, et v, sont équivalentes
b) vl(x) < 0 = vz(x) < 0

¢) 11 existe un réel u > O tel que Vi = He V5o

*

1 . . s .
¥ —>.a signifliera x tend vers & au sens de la topologie

définie par Voo

. n i
a) == %) car vi(x) < 0 &= x == (0 quand n = +e&

v} = c) lotons vz (resp. VE) la restriction de vy (resp.

v,) & K¥ ; c'est un homomorphisme de X* sur vi(K*) (resp.

v,(K*)), sous-groupe du groupe additif R . Or 1b) donne

Ny
o

vo(x) =D == vy{x) = 0 ; donc ker v,C ker v, ; on peut facto-

*
2 #

additif ordonné de R , donc une homothétie de rapport

oi Yy est un homomorphisme de sous=-groupe

riser v, ¥ y o Vv

A

03

>
-

sr w # 0 sinon v serait impropre,

1

¢c) =% a) Les voisinages sont les mémes.

LEMME 2.1. Soient a; dans K, i=1,2,...,m; alors
via,+a,+...+ S) o+ iog m
1*a, .am) £ sgp v(al) + o (109 5 +1) .

Par récurrence sur r on déduit de VA3 lorsque m=2F
ur tout * *
po r v(alfa2+...+a2r) < szp v(ai) + ra .
2 r V I 3 -
Si m#2" pour tout r , il existe r tel que 2F 1 (m (2%

¢ log m

et r Tos 3

+ 1 ; posons aj==0 pour j = m+1 , m+2.,..,2r
on a :
\' +a,+. ..+ = L+
(a,+a, a_) v(al+a2+...+a2r) { sup via;) + ar
et a fortiori 1'inégalité du lemme.

ucn/t.u



THEQREME 2.2.

Soient K un corps et v une valeur absolue de K ; alors

v ultramétrique équivaut & v majorée sur le sous~anneau pre-

nier de K ,

Si v est ultramétrique, o« = 0 et v{n.l) = v{(l+l+...+1) < O ,

Réciproquement, si v est majorée par € sur Z.1 soit

m my . .
(a+p)® = ] ( ) a'®™ ' alors, par le lemme 1,
i=o i
m v(a+b) < sup(C + iv(a) + (m=i) v(b)) + (120?;1) + 1)

1
posant s = sup(v(a), v(b}))., On a

v(ia+b) < s + 40 (lo (m+1) + 1) .
— m m log 2

En faisant tendre m vers +~ , v(a+b) < s ,

COROLLAIRE 1. Sur un corps de caractéristique p > 0 -toute

valeur absolue est ultramétrique
car l'anneau premier est Fp et n'a qu'un nombre fini d'élé=-
ments.

COROLLAIRE 2., La possibilité de prendre a < log 2 dans

VA3 équivaut a | }v satisfait 1'inégalité triangulaire.
vin.l) < c(éﬂ&_& + 1), d'aprés le lemme 1 .,
- log 2
log(®)
m via+b) < s?p(a(igz—g + 1) + iv(a) + {m=i)v(p)) + u
avec u_ = q(io8. n*l 1)
log 2
m ™\ i m=1 m* .
la+b{” < sup § 1 la|> |v]: e si a < log 2
A T VY A
Up+a
et a fortiori !a*b}v < (Iafv + Sb}v) e :
faisant tendre m vers += }a+blv < Ialv fb}v .
Inversement }a+b§v < [alv + lb{v <2 sup(la[v . ib[v)

et via+b) < sup(v(a), v{(v)) + Log 2 .
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COROLLAIRE 3., Tout corps valué est un espace métrisadle

avec pour distance d(x,y) =’fx~y]$‘,foﬁ u o= 325_2

ceci résulte du théoréme 1 et du corollaire 2,

3, Valeurs absoclues de @ .

THEOREME 3.1.

Soit v une valeur absolue de @ alors :

a) ou bien v est la‘#aleur absolue impropre de Q

b) ou bien v est équivalente & une valeur absolue
p-adique

¢) ou bien v est équivalente & v_

8i v est ultramétrique w = =v est une valuation, et on a
a) ou b) d'apréds l'étude des valvations de @ (E, O, A, 6,
th. 5, coroll, 1),

Si v n'est pas ultramétriqus soient m, n deux entiers > 1

. . s
ecrivons m en base n .

ms = 80 + aln "".C."' aqnq O i ai i Il i = 1,2,0"‘1
n? < m® < o
v(n®) < sup(v{a.) + iv{n)) + « (lo ), 1) d'apreés
- 1 log 2

le lemme 1.

8i 8 = sup(0,v(n)), et C = sup v(ai) s, On a

i
log(q+l
s vim) < C + g5 + af + 1),
log m 1o8 3 log m log(sigg f+l} 1
g ¥ - RS :‘;.
Or q < log n s done v(m) bl s * log n 5 + of s log 2 * s’

Faisons tendre s vers +=

log m
vim) :'ng*ﬁ S

si v(n) <0 = v{(m) <0 done v serait ultramétrique (Th.2.2.)

d'ol S = v{n), échangeant n et m on déduit

vim) _ v(n)
log nm log n

donc v est équivalente & v_ .

‘.‘/.‘0
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L, Théor®me d'approximation.

(p,q) désigne l'ensemble des entiers n : p <n<q

THEOREME D'APPROXIMATION.,

Soient Vi i€ (1,m) des valeurs absolues non impropres
et deux 4 deux non équivalentes sur un meme corps K , Soient
e, 4, i€(1,m) des éléments de K et a réel. Il existe alors

x €K tel que

vi(x-ai) < a pour tout i€ (l,m)

a, + X +eoot

Il suffit de trouver une suite x, = X 1

l,n 2

sest X a_ , avec X, - quand n =+ = ; alors, pour
m,n mnm i,n 1,3

L]

n assez grand, prenant x X =#~vi(x—ai) < a .

Pour construire (x‘,L n) nous allons prouver par récurrence sur
’

m qu'il existe y€X tel que Vl(y) >0 , vj(y) < 0 pour
jc (2gm)o

a) m = 2 vy » v, sont non équivalentes ; or d'aprés

le th.21. p) il existe y', y" tels que vl(y') >0, Vg(y') <0,

vl(y") >0 et vz(y“} < 0 il suffit alors de prendre y = y'.y
b) Il existe t tel que vl(t) > 0 vj(t) < 0 pour
je{2,m=1) mais aussi u tel que vl(u) >0, vm(u) <0

a) si vm(p) < 0 posons y = %y quand n -» +w

Ya s = » Y, -4 0 si je(2,m-1) et vm(yn) < 0 donc pour

n assez grand y = Y, convient.

n
: . t - 23
B) si vm(t) > 0 posons y =u

1+t7 14t7

quand n = 4+ Y ~£4~u » Y, L s Vo > 0 si J€ (2,n~1)

donec pour n assez grand y = Yn convient,
n
¢) Il suffit de prendre x =l
l,n l+yn

‘0‘/‘&‘
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En recommengant cette construction pour chaque indice ig{(1,m)
on obtient la suite x ~ convenable,

COROLLAIRE. Dans les hypothéses du théoréme précédent, si

l'on suppose que Vi je(l,d) q < m sont ultramétriques, et

si l'on se donne Yjevé(K*) je(l,q), alors il existe x€K

tel que
v(x-aj) = v; pour jel(i,q)

et v(x-ai) < a pour ie€(qg+l,m).

Soient u; tels que Yjv= v(uj) je (1,q) posons
by = a; + u, je(l,q)
b, = a, ie(q+l,m).

Appliquons le théordme d'approximation avec (bj) je (1,m) et
B < Inf(a,yl.yé,...,yq) il existe x tel que : v(x~bj) < B8 < a

or v(x~bJ) = v(x-aj-uj) = v(uj) =y si je (1,q), puisque :

j | ]
v(x-bj) < B < ;= v(uj) et que -v est une valuation,

4, Complétion d'un corps valué.

TEEOREME L,1,

o~

Soit K un corps valué. Il existe un couple (E,q), od K
est un corps topologique complet et ¢ un monomorphisme de KX
dans K pour la structure de corps topologique, tel que pour
tout autre couple (g',q') analogue, ' se factorise i tra-
vers ¢ pér un monomorphisme a : ﬁ iy ﬁ' pour la méme struce

ture, L'image Q(K) est alors partout dense dans K ., En pro-

longeant par continuité la valeur absolue v de K , on obtient

lune valeur absolue ¥ de K compatible avec sa topologie (de

| - . -
isorte que X est un corps valué complet pour ¥ ),

Pour construire {R,Q), il suffit de compléter K comme

e‘*/’"!



espace métrique,
- ~ -~ ' o + 4 2 2 a ~ “ .
Le théoréme entralne l'unicité de- (K,¥) & un isomorphisme
prés pour la structure de corps valué,

Définition L,1, Le corps valué (K,¥) du théoréme précédent

est appelé le complété de K relativement & v

Dans la suite, on regardera K comme un sous=-corps de i N
en l'identifiant canoniquement & son image par ¢ .

Remarque : On obtient une définition équivalente & la précé=-
dente en remplagant, dans l'énoncé du th, 4,1. l'exigence de la

-

condition d'application universelle pour les couples (K,y) par

celle de la propriété pour ¢(K) d'@tre partout dense dans X

Propriétés : Si v est ultramétrique soit w = =-v la va-

luation réelle associée & v alors :
~ ” - . “~ - .
a) ¥V est ultramétrique, i.e. @ = -V est une valuation
réelle de K ,
(] . -~ -~ [ 4 3 - »~ »
b) L'anneau de valuation A de @ s'identifie au complété
de l'anneau de valuation A de w , en tant que sous-anneau to=-

pologique de K ., Son idéal maximal é est engendré par 1'idéal

(\Ag_"g(‘OK 2

(i=H

maximal m de A . On a : A = AnK et m =

o] =KQ

K et A/

21

¢) Introduisons les corps résiduels A/E o
o ' cas . .~ 20
alors K s'identifie canoniquement a K- .

d) A = A+ 1

e) Si I =T = w(K*) est le groupe de ia valuation w et
' = Ta alors T =T ,

]

Démonstrations.

a) V¥ coifncide avec v sur l'anneau premier ; on applique
le thc 2.2‘

b) & prolonge w



(I

¢) le diagramme A k° se compléte en une injection
M -
1 1 de k° dans Kk° car finA=nm
A —> Ko Cette injection est une bijec~-
tion car A = A + b d'aprés :
d) A est dense dans A donc : pour tout x€A , il existe

a€A tel que ¥(x-a) < 0 ce qui équivaut & x-a€d .
e) si y = &(x) d'aprds la densité, il existe y€ K* tel
que wl(x-y) > vy donc w(y) =y .

Propriétés : Si w est discréte, toute uniformisante t

de w est uniformisante de & ; et si R est un systéme de

-~

représentants de A/m dans A , alors tout x dans K s'écrira
] t? ol s€ZT et a €R , Si les éléments de R sont dis-

ns

tincts modulo m cette écriture est unique.

Soit d'abord x €A ; comme A=A+ tA s On a :

= +
b 4 ao xlt

xl = al + x2t

00308 88 0¢0¢ 00000

xn-l = an-l + xnt
avec a4.€R et x.€ Z d'old : X = a_ + a.t +...+ & tn-l+ x t°?
1 i ’ o 1 n~-l n

Il suffit alors de faire tendre n vers +o , Si maintenant
xGE s On remarque qu'il existe s tel que ts.xéz °
Exemples

a) Soient A un anneau factoriel, K son corps des frac-
tions, p un élément.exfrémal de A . Les complétés respectifs

Ep et 'Kp de K et A relativement & la valuation p-adique

o5 sont appelés complétés p-adiques de K et A .

En particulier, en prenant A = 2T , d'ol K = @ , et

P€ 7 premier, on obtient le corps Qp des nombres p-adiques,

et l'anneau Zp des entiers p-adiques, On peut alors prendre

ooo'/oou
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t =p, et R = {O,l....,p~l} N

b) Soient V une courbe algébrique définie sur un corps
k , et soit e un point de V rationnel sur k ., Oa a vu
(VvA, II, 5) que l'anneau local o = gk(a,v) du point a est un
anneau de valuation discrdte admettant pour corps résiduel Xk -
On peut, dans ce cas, prendre R = k , et le complété 35 de o
est isomorphe (non canoniquement) & l'anneau des séries formelles
& coefficients dans k &

Plus généralement, si W est une sous-variété de codimension
1 de V , définie sur k , simple sur V , l'anneau local
o = gk(W,V) est un anneau de valuation discréte (E, III, 10,
th, 10) admettant pour corps résiduel le corps ?;(w) des fonc-
tions sur W définies sur k . Le complété 3 de o est iso-

morphe 3 1°'anneau de séries formelles & coefficients dans T%(w).

5. Extensions des valuations réelles et des valeurs absolues.

Dans ce qui suit X' désigne une extension d'un corps K ,

w' une valuation réelle de X' dont la restriction & X est
@ A=A ; A' = A m=m m' = nm'
* Ed w! ? - ! - —_— H
o o

= A'/mt 3 T = w(K¥*) ; T'.= o' (K'")

Le diagramme A —> ° se compléte en une injecticn
]
i : KC —>K'® car A = A'NK et
* .
At x'° m=mn'nK

o - . - . o
done X' peut 8tre congidéré comme une extension de KX~ .

Définition 5.1, On appelle indice de ramificaticn de l'ex~

tension (K',w') de (K,w) 1'indice (T' : T) = e .

Définition 5.2. On appelle degré résiduel de l'extension

(K'yw') de (K,w) 1le degré [K'o : K°] = f .
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Propriétés : Soit (X",w") une extension de (K',uw') ;

désignons par e' et f' , 1'indice de ramification et le degré
résiduel de cette extension, par e" et " 1le degré résiduel
et 1l'indice de ramification de l'extension (K",v") de (K,v)

alors e" = e'e et " = f£'f .

THEOREME 5.1,

Si [K' : K] = n < += alors e, f sont finis et ef < n

Soient r < e et s < f ; il existe des Eéléments (xi),
i€(1,r), dans K'™ tels que (w(xi)) soient distincts mod T
et des (yj), je(l,s) dans A' tels que leurs images (y?)
dans K'° soient linéairement indépendantes sur Ko‘; donc les
ijIA' - m et sont inversibles. Il suffit de prouver rs < n et,
pour cela, que les xiyj sont linéairement indépendants sur K ,
Soient (bj),‘j € (1,s8) dans A non tous nuls alors :
w'(z bjyj) a-ix}f(w(bj)) €T 3 en effet aprés multiplication par
un élément de K* on se ramdne au cas ol inf(w(bj)) =0 ,

clest-d-dire bj entier pour tout j et l'un deux inversible

dans A ; comme les Y3 sont indépendants, on a: Z bg y? £ 0

J
et par conséquent w'(z b.y.) = 0 « Supposons 'Z a, .x.y. = 0 ,
J J J i,3 143 273
avec a. .€K non tous nuls ; posons u, = 2 a. .y, . D'aprés
14d i 3 1,37 J

ce qui précéde les us sont non tous nuls et pour u. # 0 , on

s u'(ui)é I « Or les w'(xi) sont distincts mod ' . Domnec il
en est de méme des w'(uixi) pour les u, 4 0 , Ceci est contra-

dictoire, compte tenu de la relation u;x. = 0 .
i

Remarque : On peut montrer que, pour plusieurs valuations

(wi)‘EI’ deux & deux indépendantes de K' prolongeant w , on
i ,

: " » » < E
a8 § elf1 n

‘0./‘.0
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THEOREME 5.2.

si [K' : K] = n < += alors w impropre (resp. de rang
1, resp., discré&te) équivaut & w' impropre (resp. de rang 1 ,

resp. discréte),

(r*+ : v) = e < 4o ; donc l'homomorphisme a : X teed &x de T
dans I est surjectif ; de plus, ker a = {O} , car T' est un

groupe ordonné ; donc a est un isomorphisme de groupe ordonné,

THEOREME 5,3,

Soient (K,v) un corps valué et L une extension de K ;

on peut prolonger v & une valeur absolue de L .

8i v est archimédienne, on peut, d'apr@s le théoréme
d'0Ostrowski, identifier par isomorphisme X & un sous corps de
¢ , de fagon que v soit {3 l'équivalence prd&s) induite par la
valeur absolue ordinaire de ¢ . Comme ¢ est algébriquement
clos, on peut supposer LCC .

Si v est ultramétrique, la valuation réelle associée
w = -y est de rang 1, elle se prolonge & une valuation de L
(e, 0, A, 8, th. 7, coroll.,) qui est de rang 1, donc que l'on’
peut supposer réelle ; son opposée est une valeur absolue sur

L yprolongeant v .

THEOREME 5.4,

Soient (K,v) un corps valué complet, et L une extension
algébrique de K . Il existe une et une seule valeur absolue de
L prolongeant v , De plus, si [L : K] =n < 4» . alors L

|muni de cette valeur absolue est un corps valué complet.

c¢¢/co.\
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On peut supposer [L : K] = n < 4=,

8i K est muni de la tgpologie discréte, sa veleur sabsolue
est triviale, auquel cas L est lui-méme valué trivialement
(the 5.2.) muni de la topologie discréte, il est complet;

Si KX 4est muni d'une topologie non discréte, L, &tant un
esp#ce vectoriel de dimension finie sur ce corps valué complet,
est isomorphe & x®  comme espace vectoriel topologique, Done
I est complet et deux valeurs absolues.quelconques w o, w!
de L prolongeant v sont équivalentes, d'odl w = uw' d'aprés
e¢) du th., 2.1. ; comme v n'est pas triviale, on peut prendre
xEK¥* tel que v(x) #0 , d'od u =1 .

COROLLAIRE 1. Soient (K,v) wun corps valué. complet, L et

L' deux extensions conjuguées de K , i.e, telles qu'il existe
un Keisomorphisme ¢ de L sur L' , Soient w et w' 1les
prolongements (uniques) de v & L et L' respectivement,

Alors w = w'e o .,

COROLLAIRE 2., Les hypoth&ses étant celles du th., S.h., si

1 «

(L : K] =n < +w N pou; tout yel , w(y) = = V(NL/K(y)).
On a NL/K(Y) = 33; Yio» |

de y répétés un nombre de fois &gal au degré d'ingéparabilité

ol les y; sont les conjugués

de L sur K . Quitte & agrandir L on peut la supposer

quasi-galoisienne alors :
n
V(NL/K(Y)} = izl V,(Yi} = n V(y)t

Définition 5,3, Soient (K,v) un corps valué, L une ex-

tension finie de K , w une valeur absolue de L prolongeant

-~

[ » - - »
v , K et L 1leurs compldtés respectifs, L &étant identifié
-~
o N > > ~ P
& un sous-corps de L , le corps K s'identifie & l'adhérence

-

de K dans L , et on a i = K.L.. On appelle degré local de

O‘O/‘Q!
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L sur K par rapport & w : n_ = [L: %] .

THEQOREME 5,5,

Soit K un corps muni d'une valeur absolue v , L une ex-
tension de X , [L : K] = n < #= ; alors il existe seulement
un nombre fini de valeurs absolues (vi)’eI prolongements &

N ,

L de v , et Z n, <n , avec n, =.n o« Si l'extension est
. i - i v,

‘ 1€1 i

séparable on a l'égalité.

On peut supposer L = K(z) car dans la situation :

KCcK'ec K"
v V. V..
i ij
& i '
g(viélv) n(vij/vi).n(vi/v) si g n(vi/v) < n(K'/K) et
' < " .
Z n(vié/vi) 2 n(K"/K') alors :

j .
gj n(vié/v) = gkn(vi/v) g n(vij/vi) < n(K'/K)vn(K"/K)=n(K"/K) .

Soit P 1le polyndme irréductible de 2z sur K ; il se

-~ -

factorise sur K en P = Pl Pé ...»Pr « Introduisons Ka

la cldture algébrique de K et zj ‘une racine de Pj 3

Lé = i(zj) est un corps valué complet pour une valeur absolue

-~

unique Vs prolongeant celle de K ; soit o la restriction

-~

-~ . - -~
& K(z) du K-isomorphisme K(z) -+~K(zj)f

-e

wjo o est une

valeur absolue *i de L indépendante de la racine de Pj

choisie, d'od une application ¢: j—> i de {(l,r) dans I .

Inversement, soit w une valeur absolue quelconque de L

-~

prolongeant v , et soit L le complété correspondant. Alors

-~

- -~ -
K est isomorphe 3 un sous-corps de L , et on a L = R(z).
d o] - * .
Il existe donc un K-isomorphisme ¢ de £ sur un sous-corps
el

L' de K, . L'image o(z) est une racine z; de P , donc de

QCO/‘Q‘
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l1'un des facteurs Pj . On & nécessairement L' = i(z

et w = v + Done y est surjective.

v{(Jj)

r
Comme deg P, = n _,., , 0na n = I n ,.y 2 Z n., %
J v(3) jep @Q3) =g i
donc I est fini, et 1'égalité a lieu si et seulement si ¢

est bijective, Il en est bien ainsi dans le cas séparable car,

P bad = ~ »
pour v. donné L. —~e-K(zj) est déterminé & un K-isomorphisme
prés, donc zj est racine d'un et un seul des facteurs;de P .

Autre méthode :

Pour tout 1 , on a une application K-linéaire canonique
B; : K & L —> L, déduite de l'injection y, : L -—»Ei . On
en déduit une application canonique B : Ke L —_—TT Ly -

K iel
Montrons que B est surjective, Soient en effet yie.ﬁi , 1€I

e

d'aprés le théoréme d'approximation, on peut trouver une suite
(x.) d'éléments de L telle que our tout i LAx.)

3’ jem | e P v 93 (3
tende vers y; au sens de la topologie définie par Vi lors=-

que j => +» , Soit (a_ ), he€(l,n) wune base de L sur X ,

h
n
et posons x, = oL ujhah + Pour tout h , la suite (ujh)jem
converge nécessairement vers un élément uh€.§ « On a
» n
g.(x.,) = B.{u., ® a ) ; la suite (8.(u,, © a )), con=
iY77 hzl i*%in h’ 1 Jh h' " semw
verge vers Si(vh 21 ah)‘ et pour tout 1 , on a Bi(hzl thah)zyi’

ce qui prouve bien que B8 est surjective,

Il suffit alors de remarquer que les dimensions de

-~

¥ ® L et TIL, , comme espaces vectoriels sur 2 , sont
i

respectivement n et Z n. .
1

6. La relation : n = Z e.f. .
ier * 1

Remarque : Une valuation discréte w sur K ‘est toujours

équivalente a4 une valustion Wy dont le groupe des valeurs est

IGQ/"‘
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Z , on dira W valuation normée,

Si w' est une valuation de L , extension de (K,w), et

si wy est la valuation normée associée & w' , on a alors

pour tout x€ K D;(_;)—::;‘_(:)_l

THEOREME 6,1,

Soient K wun corps, w une valuation discréte de K , A
son enneau, m son idéal, L une extension de degré fini n

de K , B la fermeture intégrale de A dans L , et (wi)'c:]’.
ie

-~

l'ensemble des prolongements réels de w & L ., On a alors

(B/mB : a/m] = ] e.f;

iel

(Pour une forme plus générale de cet énoncé, avec w non néces-

sairement discréte, voir Bourbaki, Alg. comm. 6, § 8, n®s5).

LEMME 6.1. Soit (g;), une famille finie d'idéaux étran-
1€l
gers deux & deux de B ., Alors () 3; = T 1 et l'homomor-
i€rx iel
phisme canonique 8 : m/ M 1; — TT B/gi est bijectif,
ier izl

3; *+ 4; = B pour i#§ =+ g; est étranger & [V g; cer
i#]

tout 1déal premier p contenant 1 et ;:Q:j q: contiendrs

un q. avec j # i , sinon ils existeraient (sj).*. tels que
j?1i

sj€ 2j o mais sjq‘LE et TT 8;€R » ce qui est absurde.
J#i _
Pour démontrer que M 3; = 1T 3; » raisonnons par récurrence
iel iel
sur le nombre d'idéaux étrangers a; Considérons le cas n=2 ,
Il existe xl‘e 33 et xze 2 tels que 1 = xl«»x2 3 pour tout
xeglﬂ 9p » OB 8 X =.XX, + XX,€ 9,9, d'ou 3132331{\ 2

comme g,3,C g;N 4, on a 1'égalité.

n n

Admettant f\ 3; = W 3; » alors- g ., est étranger a

n 1i=1 i=1

iT;rl g9 » et one n+l n n n+l
N g5 = 0T g9)nay,, = (7T a9)a,,,=TT g
i=l i=1 : i=] 1=1

o-e/coo
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B  est injectif puisque ker B = 0 gi/TT g, = {o} :

i€1 ier T

B est surjectif car I = z_ +t., , avec z,€qg. et t,€q. ;
i i i i i j

( 1 mod gi _ _
donc t., = , et (x.). , ou x, est réduit mod g,
i i71€1 i i
0 mod gj
de x, , est l'image de ) _ x.,t, , réduit mod g. » par B .
i Z i"i ¢ i
1< icI

Démonstration du théoréme 6.1.

B =10 Bj ou -Bj parcourt la famille des anneaux de valua-

tions de L contenant A . (E, Chap. O, § B, n° 3, th. 2). Les

Bj sont les B .

w,
i
Soient n, 1'idéal maximal de w; et m, = BN n, ; prou-
—— e —l — - .
vons gue Bi = B@i , avec Br_ni B[Si ] s pour Si =B m. s
c'est-a-dire B est 1l'ensemble des fractions % avec a,b€B
-1
et bﬁ’r_gi .
B, ©B, ,car bE€B et bZm., entrainent bEB,-n. , puisque
o | i =i
m, = r_giﬂ B . Or BiCBm , car appliquant le théoréme d'appro-

m, .
ximation : pour x¢€ B, ,» il existe z€L tel que :

wj(z) = (wj(x))_ 2 0, pour tout j . On a :
w, (xz) = (wj(x))+2 O, donc xz&B et z€B , or zﬁ/rgi .

J

puisque wi(x) 2 0, d'ou wi(z) =0; or x = 3&

, donc x€B .
Ti

Les idéaux maximaux de B sont les m, - En effet, soit

n un idéal maximal de B ; d'aprés le théoreme de prolongement,
1'homomorphisme canonique B -——?B/Q se prolonge a une place

non triviale sur K de L , il existe donc un anneau de valua-
tion B' de L , contenant B , d'idéal maximal m' contenant

. O0r ACB'NTKCK : comme A est un anneau de valuation dis-

"3

créte et n#¥B , ona : BN K =A . Alors B' est un B, et
m'=n, , d'ou : 1;1C1_'_110B =m -B; comme n est maximal, n=m. .

i
o/ enn
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Inversement, pour prouver que m; est maximal, nous utilise-

-
faals

roas : les idéaux premiers de B contenant mB sont les m. .

En effet, prenant p , idéel premier de B contenant mB , B/p
est intégre et entier sur le corps K° = A/m , car. B est entier
sur A . Si ye B/p alors Kofy] est intégre et de type fini,
puisque y est entier d'ou KO[yJ n Ko(y), done pour y # 0 ,
y est inversible, B/p est un corps et p est maximal, Comme

les m; sont premiers et contiennent mB , ce sont des idéaux

meximaux de B . Il résulte &galement que, si rac a désigne

(84}

la racine de & , i.e, l'intersection des idéaux premiers de
s 2z n
contenant 1'idéal a , ou ensemble des x€B tels que x € a .

rac 33 = oo
i€l
S1 i; = E'Bin 3 , alors : rac 3; = B

+ En effet g.cm. , car
1 17 =i

mB.c n. done r . . nversemen goit  xé€ m. d'aprds
md.c n; n acglcgl.I t, ¢ B T

le théoréme d'approximation il existe y?gi et ye Ej pour
j#1 . Alors xy€ m; pour tout j , donc xy€ rac m2 et il

existe n tel que xnyne mB .‘ Comme y%‘in_i , On a yn¢ 4 at

par conséquent xnegBi . 0r x"eB s, d'od x%e 3; et donc

x € rac ii <

3; est primaire, c'est-d-dire si «xy €g; et x*ﬂi , alors
y€rac g. . Puisque rac 4; * B » si v¢ m, , avec Xy =-§-
et z¢_:§i , alors yzé:gi et xé€mB. .
2B = N g, , puisque mBcmB.nB = g, . Inversement, soit
1€1
X € QI q; si Xégﬁ', 1'idéal x = (mB : (x)) = {yes : xyegs}
i

n'est pas B car 1€ x ¢ x& mB ., Donc il existe 1€1 tel que
xcm; or (mB : (x))Cgi@ (yx € mB wyein_-i)@rbx¢_n3‘si d'od

xégi = mB, NB .,

3; et q; sont étrangers pour i #J , c'est=d~dire gi*gj = B ,

I
soe/f e



car tout idéal premier contenant g. et gq. contiendra m. et
i 3 =51

gj » D'aprés le lemme, les espaces vectoriels B/mB et T B/gi
, ' iel
sur kY = A/m ont m&me dimension d'ol

dim B/mB = [ dim By
iel T A

B.
1

B

B o+ EBi « I1 suffit de prouver BiCZB + gEi .

si x€B; alors x = ab™ ! avec b¢1gi » ¢t 1EDE + g, , sinon

bB = 3;€ m; (car my est le seul idéal maximal de B contenant
ii>’ donc bEm., ce qui est absurde. D'od v len + mB, et

XEB = mB.
i

¥ > PN -~ ~ g2 » B
D'spreés le deuxiéme théoréme d'isomorphisme BiB:ﬂgBi = a:
i 8 . : i P i . /B,
est isomorphe & B, alors : dim B/g1 = dim Blfg i

/mB;

B,/mB;, est un espace vectoriel sur Bi/'ax_iBi extension de K

or fBi/giBi : A/m] = f. , puisque n. = m.B. car B, =B .

Comme w est discréte, soit u une uniformisante de w, , alors

e.

d'aprds la remarque : m.B. = (u) et mB, = (u 1} . De plus les

uJBi/us-lBi sont des espaces vectoriels de dimension 1 sur x°

car il n'y a pas d'idéaux entre (ul) et (uJ"l) . D'ol

€i

dim Bi/ = 'f dim uJBi/u
gBi J=1

J“"I'B. = e,
b3 i

THEOREME 6.2,

Avec les notations et les hypothéses du théoré&me précédent,
les conditions suivantes sont €gquivalentes :

a) B est un A-module de type fini 3

b) B est un A-module libre ;

¢) ona [B/mB : A/m] = n ;

d) oma | e.f. =n , et n. = e.f
i€l

3‘0/’000
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LEMME de NAKAYAMA, Soient M un A-module de type fini,

a2 un idéal de A contenu dans le radical de A alors :

M= aM =>y = {0}
Si M ¢ {0} il existe un sous-module maximal M' de M , puis-
que M est de type fini., Prenons u€ M=M' , considérons
U : A—>M telle que ﬁ(a) = au et i 1l'application canonique
M ~> M/M' .,
Posons V = 1 o U .,
M' étant maximal M/M' est simple (n'a pas de sous-module # 0)
or U(1) = uéM' done V(A) # {0} et par conséquent V est
surjective, mais alors ker V = b est maximal puisque M/M' est
simple. On a : é«! = eMCbMCM et donec M = BM , puisque
acrad A = intersection des idéaux maximaux b . En particulier
WeEDLM ; or M = Au + M' , donc uERuQ M'c M' ce qui est ab-
surde.

Démonstration du théordme 6.,2.

a) == b) Soit (xi) un systéme de générateurs

ie(lﬁn) n
minimal de B . Alors : B = ) Ax; . En effet BC ! Ax, et
i=1 n i=1
les x. sont indépendants, car si ) a;x,'= 0 , avec a, non
Ci=l

tous nuls, on peut supposer a, #0 et w(al) i’w(ai) pour tout

a; a: 2 .
i , mais alors w(;;"-.-) 20 et -;le,A s donc x, € Z Ax, ce qui
1

i=2 1t
) ;
i€(l,n)
b) =% c) et a). Soit B une base de B sur A , alors

est absurde car (x est minimal.

i

Ml

B est base de L sur K , car Yy €L s'éerit y = s avec

2€B et x€A ; d'ol a), et le A-module B est de rang n .

‘ . n . n
Donc B est isomorphe & A" , alors mB est isomorphe a m

et B/mB est isomorphe & (A/g)n dtod ¢l
c) =% a) Soit (xi)ie une base de B/EB sur A/m .

(1,n)

‘lQ/COO



Soit B' = Ax, ¢ Ax, +...% Ax_ , pour y €B considérons

B" = Ay + B' ., Alors B'CB"CB et donc mB'C mB"C mB .

Introduisons les homomorphismes canoniques B'/mB, "lq'B"/mB" —é»

*E»'B/mB + Comme les rangs de B' et B" sont <n , il e: est
de mEQ: des dimensions de B'/mB' et B"/mB" . Or, 8o X est
surjectif par choix des X; 4 et B/mB est de dimension n ,
donc B’/mB, et B"/mB“ sont de dimension n , et X est sur-
jectif. O: encore B"—= B' + mB" donc B"/B' = EB"/B' s d'aprés
le lemmé de Nakayama, puisque m = rad A on a : B"/B, = {0} s
d'ou B" = B' , donc y€B' , et B est de type fini puisque

B =B',

¢c) &> d) D'aprds le théor2me 6.1., on a [?/gﬁ : A/EJ= Z e o
iel.
Quant & e.f, = n, , cela résulte de [ n, <n d'aprds le
iti i jer 1~
théoréme 5.4., et eifi < g d'aprds le théorime 5.1.

.f. et

COROLLAIRE 1. Si L est séparable : n = [ e.f,

i€l

n. = e.f
i i

i

A est de valustion discrdte, donc noethérien (E, Chap. 0, § A,
n® 7, the 6) alors B est un A-module de type fini (E, chap. O,
§ B, n® 3, cor. 1 du th. &),

COROLLAIRE 2. Si K est complet : n = ef ,

En effet [B/ﬁB : A/g] = ef < n < += , soit (yj) avec

j €{(1,ef) les représentants d'une base de B/mB sur x° .
. . +
alors B = ] A y; + mB et plus généralement E?B =) gnyj+gn g R
i ' J
d'ol B = Z A Vi puisque A , étant fermé dans K , est complet.
3 .

Si e =1 et L° séparable sur K° , on dit que w' est non

ramifife sur w ,

si £ =n et L° séparable sur K° , on dit que L est non

ragmifide sur X ,

OCQ/..O
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gi K ert complet at L ‘non remifife alors L est monoglaa.

D'aprds leo thierdme de 1'§1éaent yriaitif 1° = KQCQ).

80i% y wun reprfsentart de 7 dans L , alors les (yi} avsc

i€(0,f-1) sont indépendants d'aprds la démonstration du théo-
réme 4,1,, et forment une bagse de L , car f s n d'aprés le
¢or, 2 done L = K(y).

8i ewn et fm]l Ll'extension ssra dite totnlement rsmitife,

51 u est solution d'un polyndme d'Eisenstein de dagré n ,
Lak(u) est une extensisz tetulement ramifife de K de degrf n .
Inversement si L est totalement ramifiée sur X complet,
alors L = K(u), aveec u solution d'un polyndme d'Eiscustein

de degré [L : K] .

. n n=1
§i u + ayu *eeet 8 =0, avec ag(a ) =1 et mx(lj) 21,

soit wL(aiun'l) le minimum des wL(‘j un‘j), avec j€(1,n).
n-i, |

n ‘ :
wy(u) > wla; u done  diw (u) 2 w (a;) = e et done

mL(a. wB )

i = & avec uL(u) >0 , ce qui entraine : i = 0 ,

ou i = n , Comme deux termes de la somme doivent avoir la valu=-
stion minimale : wL(un) = mL(an) - e .,

Alors n w (u) = e ,or e < [L:K]-<n et o fu)>1 da'od
n=e=[L: K , et w(u) =1 =1,

Inversement, soit u wune uniformisante de w, ; les (ui)

avec 1 €(0,e-1) sont indépendants d'aprés la démonstration du
th, 4.1,, comme K est complet e = n , d'aprés le cor, 2 ;
donc les (ui) forment une base, L = K(u) et u est racine
d'un polyndme irréductidble F = x® + ‘lxe-l teeet & o En se
plongesnt dans une extension quaaiégaloi:ienne, mx(si) 21 et

”L(‘e) = e wL(u) « e , donc wx(ae)'t 1 , par conséquent ¥ est

'.0/0.6
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un polyndme d'Eisenstein,

7, Valeurs absolues "well behaved"”.

Définition 7,1, On appelle valeur absolue "well behaved"

d'un corps K {(terminologie de S. Lang, Dioph. Geometry, I, § L)
toute valeur absolue v de K vérifiasnt la condition suivante :
(W.B.) pour toute extension algébrique L de K de degré fini
n on a : [‘ n, =n ; la somme est étendue & toutes les valua-

w/v
tions w de L prolongeant Vv .

Exemgles 3

a) Si v est archimédienne sur K elle est well behaved,

car (K,v) est isomorphe en tent que corps valué & un sous-
corps de € , done K est de caractéristique O , par consé-
quent L est séparable, il suffit alors d'appliquer le c¢) du
théoréme 6.2,

b) Démontrons d'abord le théoréme :

THEQREME T.1.

Soient A une algébre intégre de type fini sur un corps

k , K son corps des fractions, B la fermeture intégrale de

A dans une extension algébrique L de degré fini de K .,

Alors B est un A-module de type fini.

Autrement dit : toute algdbre intdgre de type fini sur un corps

k , est un anneau japonais (E. G. A, Grothendieck n® 20, Chap..

0, § 23).

Démonstration:

I1 suffit de prouver que B est un sous-module d'un A~
module de type fini et que A est noethérien, puisque tout sous-

300/05\'
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module d'un A-module de type fini, lorsque A est noethérien,
est un A-module de type fini,

Or d'aprés le lemme de normalisation (E, Chap. 1, § 4), la
k-algébre de type fini A est entiére sur une algébre C , iso-
morphe & une algdbre de polyndmes k[Xl s o ,Xn] . Par consé-
quent A est une C-algdbre de type fini (E, Chap, 0, § 3, th. &)
puisque C est noethérien, comme anneau de polyndmes, d'aprés le
théoréme de Hilbert ; et méme A est noethérien comme C-algébre
de type fini sur un anneau noethérien., B est la fermeture infé—
grale de C dans L , il suffit donc de faire la démonstration
dans le cas A = k[kl,,gﬁ,xnj ; en effet, si B est un Ce-module
de type fini, il est contenu dans un A-module de type fini.

Soi1t K' = L(\Kp‘m , alors L est séparadble sur K' et B
est un sous-module d'un module de type fini sur A' , cléture
algébrique d¢ A dans K' (E. Chap. O, § 3, th. L), Ainsi i1
suffit de démontrer que lorsque L est une extension radicielle
de k(X;,...,X_), la cldture intégrale B de A = k[Xl,”.,Xn]
dans L est un sous-module d'un A-module de type fini, Or il
existe une pfissancel qk de la caractéristique telle que
LcliL” =_k‘(X§,..., Xg) ol k' est une extension finie et radi=-
cielle de k Cr B est un sous-module di la fer§eture inté=-
grale B' de A dans lL' , e; B® = k'[xg..,., Xgﬂ car l'an=-
neau de polyndmes k*[kg,..,,xgl est factoriel, donec intégrale-
ment clos et entier sur A . Or B' est un A-module de type

fini car si S est une base de l'extension k'/k , B' est en~-

mj
gendré comme A-module par les produits de la forme y‘TTig"
i

ol YE€S , et ou les m. sont des entiers positifs < q -

aca/aac
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THEOREME 7.2,

Soient A une algébre intégre de type fini sur un corps
k , et K son corps des fractions. Toute valuation discréte
de K dont l'anneau est de la forme %E s ol p est un idéal

premier de A est well-behaved.

Soit B la fermeture de A dans une extension L de degré fini
de K , alors B est un A-module de type fini (th. 7.l). Con=
sidérons la cldture intégrale A' de Ap = A[S-l] avec S = A-p .
La fermeture intégrale B! de A' dans L est 3[5-1] ;3 d'ou
B' est de type fini sur A' et le th, 6.2, a) implique le

the To2s0

8. Norme et trace locales,

Définition 8.1, Soient L une extension algébrique de degré

fini d'un corps K , w une valeur absolue de L et v éa‘res-

triction &8 X . On appelle norme locale ‘Nw ou Nw/v ,v(respo H
trace locale ’I‘rw ou Trw/v)’ la nornme Nwaﬁv , (resp., la trace
Trp /E ), de 1l'extension iw , complété de L pour la valeur

w/ v

absolue w , sur iv » complété de K pour la valeur absolue v

THEOREME 8,1,

Soient X un corps, v une valeur absolue de K well-
behaved, L une extension de degré fini n de K , 81 1'on

pose N et Tr = TrI/K , 8lors pour tout x€L :

= ¥k
N(x) = TT Nw(x)
w/v
Tr(x) = [ Tr  (x)
w/v
v(N(x)) = Z n._ .« wix)

w
w/v

QQQ/OOQ
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v est archimédienne, ou bien -v est une valuation w , dont
l'anneau Aw est japonais, d'aprés le a) du th. 6.2,, Ainsi il

faut et il suffit que : n = ; n. o
w/v

La derniére formule du théor&me est conséquence de la pre-
miére formule et du coroll, 2 du th, 5. 4

lére démonstration.

Cas 1 : Si L = K(y) et si P est le polyndme minimal

de y sur K , factorisant P en polyndmes irréductibles dans

ﬁ[}] ’ f = PloooPr et les valeurs absolues de L correspondent

bijectivement aux Pj (the 5.5.) ; la norme de y (resp. la

trace de y) se déduit au signe prés du terme constant (resp.

du coefficient de degré juste inférieur au degré du polyndme).
Cas 2 : Si y€K : N(y) =y (resp. : Tr(y) = ny) et

n = Z n, oo
w/v

Cas général : Si x€L , il suffit d'utiliser la transi=-

tivité de la norme (resp. : de la trace), puisque pour tout
x€L ona KcK(x)clL .,

2éme démonstration,

Reprenons l'homomorphisme canonique 8 : R QKL - TT 1L
w/v
de la démonstration du the 5¢.5.. Comme v est well-behaved,

w

8 est un isomorphisme puisque les deux espaces vectoriels sont
de dimension n sur K . Soit xelL , considérons le K-endo-
morphisme u w—> ux de L ; alors, par définition N{(x) est
son déterminant et Tr(*) sa trace., Si (ei) est une base

de L sur K , les 1 ® e, forment une base du ﬁ-espace
vectoriel K OK L ; donec N(x) (resp. : Tr(x)} est le détermi-

nant (resp. : la trace) du K-endomorphisme 2z +—>2z,(1 @ x)

.0./.00
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de X S L, qui se transporte par l'igomorphisme canonique

en l'endomorphisme de Tv iv laissant stable chacun des fac-
owlv R '
teurs et se ré&duisant dans chaque facteur L, d la multiplica-

tion par ¢, (x). Dans la vase (B(1 @ -i)) la matrice de cet
endomorphisme s'€crit comme une matrice diagonsle de matrices
carrées relatives aux multiplications par ww(x) dans chaque

L ; d'ol les deux premidres formules, puisque \p, Dpermet d'i~

w

dentifier L & un sous-corps de iv °

9. Anneaux de Dedekind,

Définiticn 9,1, Soient A un anneau intégre, K son corps

des fractions, On appelle idéal fractionnaire de A tout sous-

A-module & de K tel qu'il existe un élément d ¥ 0 de A
pour lequel d aCA .

‘Tout idéal fractionnaire s'écrit a = d"lg ol b est un idéal
de A ,

Tout sous-A-module a de type fini de K est un idéal frac-
tionnaire, car il suffit de prendre pour d un dénominateur
commun des générateurs, En particulier les sous~A-modules mono-

génes Ax de K sont dea idéaux fractionnaires que l'on appelle

idéaux principaux fractionnaires, Inversement, 8i A est noe-

thérien, tout idéal fractionnaire a est un sous-A~-module de

type fini de K , puisque a est contenu dans le sous-A-module
1

de type fini d "A de K .

Qpérations sur les idéaux fractionnaires,

Si a et » sont deux idéaux fractionnaires de A , les

sous-A-modules de K : a + b , anb et a.b sont des idéaux

fractionnaires de A . Le transporteur de b dans & , & savoir

(9_ : b) = {x€K H x_p_c._o._} est un sous-A-module de K , mais

.QG/0.0
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pour b = {O} , c'est le corps X tout entier, qui n'est pas,
en général, un idéal fractionnaire. Par contre, pour b o {d} s
alors il existe un élément b ¥ O de ANQD ; pour x €(2_: b)
on & bx€a ; or il existe 4 # 0 de A pour lequel d acCA
et par conséquent dbx €A , donc (a : b) est un idéal frac-
tionnaire, de plus si a ¢ {O} » i1 existe a ¥ O dans & et
c # 0 dans A tel que ¢ bCA et c a bca donc (ﬁ:B)#{O}.
L'application vy : x > (x) = Ax est un homomorphisme surjectif
du groupe multiplicatif K¥* sur l'ensemble ﬁ) des idéaux frac-
tionnaires principaux de K muni de la multiplication ; donc
P est un groupe pour la multiplication ; le noyau de ¢ est
l'ensemble des x tels que Ax = A , c'est-d-dire le groupe U
de unités de A ; donc T est isomorphe & K*/U . 8Si A est
principal, tous les idéaux fractionnaires sont principaux car

= d'lg ol b est un idéal de A de la forme b A = (b),

I

d'od s =_(d-lb). Pour les idéaux principaux fractionunaires on
a : ((a) : (b)) = (ab~ 1),

Localisation.,

Soient A un annesu intégre, p un idéal premier de A
et Ap le locelisé de A en p . Le sous-Ap-module a Ap de
K est un idéal fractionnaire de Ap que 1l'on notera &R o

On a alors

b = ‘b ; (a+b = + b ; (anb)_ = a Nb
(2:2)p = 2502y 5 lavk)p = 2p + 2y 5 {2Nklp = 2,0 2y
(g : E)DC1(52 : ER) et 1'on a 1'égalité si b est un A-module

de type fini, en particulier si A est noethérien,
Les premidres propositions résultent des définitions. ;
quant & la dernilre relation, on remarque que si x €(a : b)

alors x bCa , donc x b CER et par conséquent x €(a_ : )
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Inversement, si b est de type fini, b = blA + bzA +o0et bnA

et 8i x€{a_ : b ), on a x b Ca et done x b.€ a8 pour
-2 ="’ “2_ "R i =p
. i
tout i€(1,n) ; alors x b, = T; v vec c;Ea et A.€ A-p

posons d = d1d2”’dn ; puisque p est premier, dE A-p , et
x d bca ; donc x d€(a : b), par conséquent x€({(a : b)Ap .

Définition 9,2, Soient A un anneau intégre, on dira que

A est un anneau de Dedekind si

a) A est noethérien

b) Pour tout idéal maximal m non nul de A , le localisé

Am est un anneau de valuation discréte,

En particulier l'anneau Z ou, plus généralement, tout anneau

principal, est un anneau de Dedekind.

THEOREME 9.1,

Si un anneau intégre est de Dedekind, ses id&aux fraction-

neires non nuls, forment un groupe pour la multiplication.

Soit & un idéal fractionnaire non nul, alors (A : a).a=A,

En effet pour tout m maximal (A : 5)m = (Am : im) puisque
A es noethérien, et (A : g)m.g = Am puisque Am est prine-

cipal, comme anneau de valuation discré&te., Ainsi pour tout idéal

maximel m ¥ (0) on a ((A : 5)‘3)m = A ; or (A : a)eg est

un idéal b de A ., Ona b = A, sinon il existerait un idéal

maximal m>o>b de A et on aurait AL=bAcCH A » ce qui

egt absurde,

THEQREME 9.2,

Si A est un anneau de Dedekind tout idéal premier non nul

de A est maximal,

000/000
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Autrement dit : dim A §¢ 1 c'est-d-dire toutes les chaines

d'idéaux premiers sont réduites & deux idéaux eu plus : si
PCg 4 avec p et g idéaux premiers de A , on a p=0

ou P*4q -

Démonstration,

8i p est un idéal premier non nul de A , et si m est

un idéal maximal de A contenant p , l'anneau A, est princi-

pal comme anneau de valuation discréte ; or p Am est un idéal

premier non nul de Am , on & donc nécessairement 2 Am = m Am .

Or ‘AmCAR et RAgﬂACE AEnA = p , comme _n_x_AgnA =m , on

trouve mCp , donc m = p .

THEOREME 9.3.

Scient A un anneau de Dedekind et x non nul dans A ;

alors il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux premiers de A con-

tenant x .

si (gn) est une suite d'idéaux premiers contenant x ,

~ n
. . . Vi
la suite (3n) avec g = g:} R; est décroissante pour 1'in
clusion et minorée par (x), Donc la suite (A : g ), croissante

et majorée par (A : (x)) = A x-l , est formée d'idéaux frac-
tionnaires de A , donc de sous-A-modules du sous-module noe-
thérien Ax"1 du corps K des fractions de A ; par conséquent
la suite (A : gn) est stationnaire, Or d'aprés le th, 9.1. on

a (A: (A: g )=g , donc la suite g  est stationnaire, Or

n n
3n+j = g, entralne 2n+j° {:5 Ei:,g:g Rj » comme po g est

premier, il contient 1l'un des 2; pour i€ (l,n) ; avec le

th. 9.2, on en déduit que est égal & 1'un des p; pour

2n+j
i€(1,n): I1 n'y & donc qu'un nombre fini de B, distincts,

.BO/QOO
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COROLLAIRE, Notant UE la valuation normée de K d'anneau

Al’. , pour tout x €K%, les entiers rationnels wz(x)' sont nuls
sauf un nombre fini d'entre eux, lorsque p parcourt les idéaux
premiers non nuls de A ,
En effet, il suffit de le prouver pour x€A ; or wg(x) > 0
équivaut 4 x€p AR(]A =D .
Convenons de poser w_(E) = inf w (x) pour tout sous=-
£ X€EE

ensemble E de K . Si a est un idéal fractionnaire de A ,

anneau noethérien, a = a A + 8,4 +eoet e.nA s et wz(g) =

1
= inf w (ai) est fini., D'aprés le corollaire précédent
ie(1,n)
ez(a) est nul sauf pour un nombre fini de p , et A étant

. . -~ ""2(8)
un anneau de valuation discrete 5_2 = (2 AR) -

THEOREME Q.L.

Soit A un anneau de Dedekind. Alors A est intégralement
clos, et on a A =N A_, ol 1l'intersection est étendue & tous

les idéaux premiers de A .

Comme toute intersection d'anneaux de valuation est un an=-
neau intégralement clos, il suffit de prouver la seconde asser-
tion, c'est-d~dire de prouver que x€A2 pour tout p entraine
XEA . Or supposons x€A . Alors 1 4(A : (x)) ; 1'idéal 4 =

AN(A:(x)) de A est distinct de A, donc contenu dans un idéal maxi
mal m de A . On a x€A , donc il existe y€A - m tel que

xy €A ; ceci implique y€acm , donc conduit & une contradic-
tion.

Les théorémes 9.2, et 9.4, entralnent que tout anneau de

Dedekind est

a) - noethérien

b) - de dimension <1

oeo/ooo



¢) - intégralement clos,

I1 est bien connu que ces trois propriétés sont caracté-
ristiques, i.e, que tout anneau intégre vérifiant a) b) et ¢)
est de Dedekind. Nous n'aurons pas dans la suite & utiliser cette

derniére propriété,

THEOREME 9.5, {(décomposition en facteurs premiers).

Soit A un anneau de Dedekind, Tout idéal fractionnaire

a non nul de A admet une décomposition et une seule de la

forme : & ='Trgé(2) ol le produit est &tendu aux idéaux pre-
miers p non nuls de A et les exposants entiers rationnels
n(p) nuls & l'exception d'un nombre fini d'entre eux., De plus,

on & n(p) = ?E(g) .

LEMME, Si p et g sont deux idéaux premiers de A :
¥ g > pAg = Ag o
En effet il suffit de prouver que p AgqC g Ag entralne
P =49 car g Ag ‘est un idéal maximum dans l'anneau de valua-
tion discréte Ag . Or p Ag@p et g AgnA =g donec pcCcg ,
et p =g d'aprés le th. 9.2,

Démonstration du th, 9.5,

Unicité : par localisation & =TT (p AE)Q(R) et d'aprés

le lemne 2o " (g Ag)n(g) ; d'odi nf(g) = uh(g)e

. wy(a) .. . s
Existence : ag = (p AE) R'=’ | Considérons 1'idéal frac-
w ~
tionnaire 2] =7T'2 2(§) alors a et b sont localement égaux
2

puisque :
(a)

W
)l -
(p Aa) ) A_tz

o
St
"
Lo 3
I
e

ws(g._)
(a ,\33) = ((gq Ag) :

b

DﬂQ/SOG



- 33 -
car d'aprés le lemme : ,
T (A )“’2(3) . (g )ngg) ,
2 ) 3
En particulier, on a (& : R)C:Aa pour tout g , donc,
compte tenu du th, 9.k,
(e : blea
8i {(a : b) # A il existerait m >(a : b) maximal, et
(s : D) cm A # Am , ce qui est contradictoire,
"globale" & = b .

COROLLAIRE 1. Soient & et b deux idéaux fractionnaires

d'un idéal A de Dedekind. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes

1) a divise b di.e. & 3 b est un idéal entier de A .
2) &=>)d

3) ﬁb(g} < wﬂ(g} pour tout idéal premier p non nul de A .

1) =22) car (b * a)C A entrelne bpcCa .
2) =2 3) par définition de 92(3)0

3) == 1) on utilise le théoréme aprés avoir remarqué que

w (a) » 0 pour tout p &quivaut & a entier (acAh).

THEOREME 9.6 .

L'eanneau des entiers d'un corps de nombres algébriques est

un anneau de Dedekind.

Ce théordme est conséquence du

THEOREME 9.7

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac-

tions, L une extension de K de degré fini séparable, alors la

fermeture intégrale B de A dans L est un anneau de Dedekind:

330/0%0
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L/K @&tant une extension séparable, B est une A-algébre
de type fini (E, 0, 3, coroll, 1 du th, 4), Comme A est un
enneau noethérien B est aussi un anneau noethérien,

Il reste & prouver que pour tout idéal g premier non nul
de B , l'anneau B est un anneau de valuation discréte.
L'idéal p = gNA de A n'est pas nul; en effet, il existe
x€gq non nul ; comme Xx est entier sur A , on a une relation

n n-l

x 4+ a,x MEEE a, = 0 , avec a.iEA pour tout i , et ou

l'on peut supposer a # O ; la relation montre que a, est
n

multiple de x , donc que a €9, d"ol a €p et p # (0).

L'anneau A est un anneau de valuation discréte puisque
A est un anneau de Dedekind La fermeture intégrale B' de

- -~ ""1

AP. dans L est égale & B[S ] avec S = A - p . Comme
gns =2 , 1'idéal g' = gB* de B' est premier. Comme de
plus cet idéal contient pB' , il est maximal, d'aprés la dé-
monstration du th, 6.1l 3 donc 1l'anneau B‘c‘l, est un anneau de
valuation de L <contenant Al’. , €t méme il est de valuation
discréte puisque la valuation de L d‘anneau Bé, prolonge
la valuation discrédte de K d'anneau A2 (th: 5.2.)-

I1 suffit de montrer que B_ = « Or gNS =@ en-

B*,

a 3

traine = q'nB et donc B CB', . Mais B'C B car
473 . g q !

B' = B[S-l‘] et B - g>s , donc B'.CBS.[S'-l] avec

o

avec a4 €B et

]

olp

s' B' - q' « 8i y€3B' ,ona y =
. . . 1 \ -1

b€A -p ; si yéq' ,ona: aggqg , sinon -S-EB'=B[S J,

et a €q entralne yegq' ; donc y €S’ entraine y-lésg

et par conséquent BA.C B

i

0“-5/0’)6
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THEOREME 9.8,

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac-
tions, L wune extension de K séparable et de degré fini, B
la fermeture intégrale de .A dans L . Soient p wun idéal
premier non nul de A . QE la valuation de K d'anneau A2 et

pB = Trﬂn(g) la décomposition de 1'idéal pB en facteurs
premiers, Alors

a) n(g) > 0 équivaut & g p ;

b) les valuations 92 de L , correspondant aux idéaux
9°p , sont, a une équivalence prés, les valuations de L pro-
longeant UE H
3

¢) on & n(g) = e(eg/ez), indice de ramification de

sur W
&

a) 43p & gD OpBe= g divise pB <& na{(g) > O

b) p ARCfa d’ou b) d'aprés la démonstration du th., 5.2..

¢) Pour x:eAE, on & : eé(x) = e(eg/gn)%a(x) donc

) = = = .
n(g mg(p_B) “‘3(3) e(wg/mg}

e
COROLLAIRE., pB = |7 g% avec e_ = e(w /u_) .
2\2 ¢ 4k

En effet pB est un idéal entier de B donc n(g) » 0 ;

or n(_g.) > 0 équivaut & '3:72 y donc g divise p .



- 36 -

10 - La formule du produit

Définition 10,1, Nous appellerons ensemble propre de

valeurs absolues d'un corps K +tout ensemble M de valeurs

absolues de K , well-behaved, deux & deux non égquivalentes,

et telles que pour tout x€K on ait v{x)=o pour presque toute

v

m

M (i.e, pour toute valeur absolue v qui n'appartient pas

4 un sous-ensemble fini de M ) .

Remarques : M ne peut contenir qu'un nomdbre fini de valeurs
absolues archimédiennes.

Pour toute extension L 'de K , nous noterons ML l'en=~
semble de toutes les valeurs absolues de L obtenues en pro-

longeant &4 L 1les &léments de M ., Si le degré [L:K] est

fini, M, est aussi un ensemble propre de valeurs .absolues.

En effet les valeurs absolues de M, sont : inéquivalentes,

well~behaved car si E est une extension finie de L, on a :

[E:K} = Z‘: By/y Enu/w Env/v,g[E:L} [L:K]

u/v u/w w/v

E : Ry/w? enfin pour tout xelL, on
u/w ’

d'ol l'égalité [%:L]

a w(x) = o pour presque toute wE'ML « En effet, soit ye€L,

vérifiant la relation de dépendance algébrique

n n=l - .
yoo+ a‘y + st an = 0 (aicxi an # O) i

pour presque toute v ultramétrique ¢M, on a v(ai) = o

quel que soit i tel que 8 # o, de sorte que y et

P
y

6688
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sont entiers sur l'anneau de valuation correspondant; or ceci

implique w(y) = o pour toute weM  prolongeant Vv

Définition I0.2. Soit M un ensemble propre de valeurs

absolues de K ; donnons-nous pour toute veéM, un nombre réel

Av 30 . Nous dirons que M vérifie la formule du produit avec

les coefficients A, si on a : E Avv(x) = o pour tout
veM

x€K. DNous dirons que M satisfait la formule du produit s'il

satisfait la formule du produit avec les coefficients Av = 1

pour tout veM ,

N.B. - La somme 5 AV v(x) ne fait intervenir qu'un nombre

vel

fini de termes non nuls puisque M est propre,

On a conservé la terminologie classique "formule 2u produit"
~bien qu'en notation additive il s'agit en fait d'une formule de

la somme,

Remarque : 8i M satisfait la formule du produit avec les
coefficients Av alors ML satisfait la formule du produit

avec les coefficients n A d'aprés le th.8.1 .
w/v v

ll, Exemple des corps de nombres

1) Si K= @ , |x| =|p‘p w?(x) , ol p parcourt les nombres

premiers donc : log 'x‘ = - 2 : logp vp(x) , et en considérant
P

s 88 0C0
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* -
l'ensemble propre M* des valeurs absolues Vs définies par

v = v et v; = v_logp = - w5 logp, on a: ‘v (x) = o
v¥*e M*

*

pour tout x€@ donec M-/ satisfait la formule du produit,

2) Si K west un corps de nombres algébriques avec
[k : Q] = n<+ oo les valeurs absolues w de K prolongeant

les valeurs absolues de M#* satisfont une formule du produit

avec les coefficients Ny /v d'aprés le §,10., L'ensemble

*

des valeurs absolues &quivalentes w D y*e¥ satisfait

la formule du produit.

Définition 11,3 Scient K un corps de nombres algé-

briques avec [K : Q]= M+ 0 et A les entiers de K .
Pour tout idéal & de A, on appelle norme de a8 ., N (a),
-le cardinal de A/a .

Reprenons la factorisation de & dans l'anneau de Dedekind A:
(a)

a =22%(9-) alors & C p'¥

et les homomorphismes canoni-

ques A/sa “ﬂ*‘A/E?.(ﬁ) induisent un isomorphisme

Als ——)-EKA/RQE(a), cet homomorphisme est injectif puisque
—-— ,] ub.(a) : he ' ~ s -~ ' . - .
a = h )2 - et surjectif d'aprés le théoreme d'approximation;

d'oldl N(a) = —Egﬂ (gwi(a)).

Nous avons A'Dg:)p_e:)..o..fbgwff(a) et les 21/21+1 sont

des A/R espaces vectoriels de dimension 1 car il n'y a

® 4 200
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(a)

i+l

aucun idéal entre 21 et p 3y donc A/EJ;' est iso-

morphe & (A/p ) wpla) et N(p Z(a))" ¥ (p) 2(a)° Le disgramme

A —>» Alp se compléte en un isomorphisme
]

t

Y
A 3 A A
/p/RAy

A/p —> A_/pA
P 2

2

ainsi
N(a.pb) = N(a) N(p)

N (p) = pr od (p) = pNZ (p nombre premier de Z)

a ,
En particulier ©N{a) = 1T‘P 2()et donc N(g) est fini

puisque wg(g) est nul pour presque tout p .

Revenons alors & l'ensemble M; des w* de l'exemple 2.

Si w¥ est archimédienne les complétés sont isomorphes & R

pour @ et & R ou € pour K ; done n x sera égal &

1l ou 2, Si wX* est archimédienne, soit p 1'idéal de la

valuation W* = -w* , alors ¥ prolonge --nR(J.ng)vp,

ol (p) = pNZ et ng = n_» . Soient w'E le prolongement de

Wwp d'idéal p , et &2. la valuation normée d'id€al p;

on a : eg (A'R = wR’ avec eR = eL/v 3

t %= -n (log p)W'_ = - £_ (e t

e ng(ogp)_n E(OQP)E
- =W

ainsi , lw* = (pr) 2= (n(p)) 2,

Remarque : Si un idéal & est principal avec pour générateur

o alors N (a) = ‘II () ‘ « Il en résulte que o est

K/Q
inversible dans A si et seulement si lN(q)l = 1,

«cs R
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En effet, pour tout nombre premier p dans Z on &

wp (B(x)) = E nzcug(“) d'aprds le th.8.1 ; or,
np
wp (v(al)) = ) f‘gw‘a (a) et @2(3._) = sw;.(oq .

THEOREME 11.1 (Finitude du groupe des classes d'idéaux)

Soient K un corps de nombres algétriques avec
[K @} = n¢+oo, A la fermeture intégrale de Z dans K ,
I le groupe des idéaux fractionnaires non nulles de A,
P le sous~groupe des idéaux fractionnaires principaux. Alors
I/P (qu'on appelle groupe des classes d'idéaux de A) est un
groupe fini.

Nous allons montrer qu'il existe -un ensemble S fini
d'idéaux fractionnaires de A tel que tout idéal soit de 1la
forme a = 2, {x) ol a €5 - Il suffit de le prouver

pour les ideaux entiers puisque tout idéal fractionnaire est

de la forne (d—;) p oG b est un idéal entier. Or A étant
un module libre de rang n sur Z (E ,chap 0, § 3 coroll.2
du th, &) soit (w.), i€ (1,n), une base de A sur Z , Nous

désignerons par S(b) l'ensemble des €léments de A de la

forme gu%+.:‘+anu% les ai‘e(o, [b }) ol [b] est la partie

entiére de b, alors card S(b)> bv7. soit a un idéal entier
de A prenons b tel que b" = N(a) + 1 ., Parmi les éléments
de S (b) il y en a deux y et 2z au moins dans la meme

classe modulo & , et x = y-z2fa donc (x)ca ; ainsi (x) est
multiple de a, de la forme (x) = a.b ol b est idéal entier

# 0. Or }N(x)i = N(a.b) = N(a). N(b) et lm(x)\ =(b"=1)N(b)

comme lN(x)l=1:rlaA wfle..+an65ncl on a

&8 e
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N(x){ C b avec C =DB" sup‘uql donc N(b) est majoré
i

n 1
- =1 + <2 .
b =X N(g)

par 2C car

Comme N(Db) =l2¥pf2(g2 () il n'y a qu'un nombre fini de

nombres premiers p tels que @Wp (b) # o et un nombre
fini de possibilités pour chaque exposant; ainsi le nombre

de possibilités pour b , donc pour Efl, est fini.,

THEOREME 11,2 (Dirichlet)

Soient K un corps de nombres, A l'anneau des entiers
de K, U le groupe des unités de A (i.e des éléments inver-
sibles de A, ile sous-groupe de U des racines de 1l'unité
‘dans A. Alor est fini et le groupe U/ est libre ‘a
s-1 générateurs ol s est le nombre des valeurs absolues
archimédiennes non équivalentes de K .

Remargues: On obtient les valeurs absolues archimédiennes de
K en le plongeant dans € vpar les @ isomorphismes o .

On a Vc(x) = logl xc‘

§ est le nombre des isomorphismes distincts
modulo 1le automorphlsme de € . Si tous les conjugés
sont réels s [K Q autrement, s¥il y a des conjugés
imaginaires, seulement la moitié d'entre eux donneront des
vc_dlstlnctes.

Le théoréme des unités assure que U/M est un groupe

libre de rang s-1 et ainsi il existe des unités (ui);

i€(l,s-1) telles que tout ueU s'écrit de manidre unique

m ms-l
u = E uy (PR 1 1

- oi E est racine de l'unité. Nous prou-

verons uniquement que IJ/fL est un groupe libre de rang au

LR N J
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plus s-1 .Hous ne donnons pas la démonstration (plus diffi=-

cile) de 1'égalité dont nous n'aurons pas besoin par la suite.

LEMME : Le nombre des x dans A tels que vc(x) < C
pour tout o est fini.

En effet les coefficients du polyndme minimal de x sont
bornés en valeur absolue, comme fonctions symétriques des
racines, et le degré de ce polyndme est borné par [K :tQI;

donc il n'y a qu'un nombre fini de polyndmes possibles pour x.

COROLLAIRE : v&(x) = o pour tout o &quivaut & x est
racine de l‘'unité.
D'aprés le lemme, le sous-groupe (3 Ker v_ est fini, donc

de rang fini; il est donc formé& de racines de l'unité et

elles sont en nombre fini,

-

Maintenant 3 tout ue J, faisons correspondre le point

s : ; -
de R" de coordonnées les v _(u) ; comme () ker v M

on en déduit un isomorphisme du groupe multiplicatif ()/}L

dans un sous-groupe additif A de msl. or A n'a qu'un

s s . : . s
nombre fini ‘de points communs avec tout domaine borné de R,

d'aprés le lenme; donc ZS est un sous groupe discret de Bs;

c'est donc un groupe libre de rang au plus s . Mais u
étant inversible 1N{u) [2‘1 et par conséquent
z ng-vc,(u) =o0 avee n_=1ou2. A\ est donc dans un

T

8

hyperplan de |[R° déterminé par cette relation de dépendance

et peut €tre engendré par s-1 générateurs.



I2 - Formule du produit (cas des corps de fonections) .,

Définition -~ I2.1 Diviseurs premiers rationnels ., Soient T

une variété, et W une sous-variété de codimension 1 de T,
simple sur T . L'anneau local -3 (W,T) est un anneau de
veluation discréte; on note (Qw la valuation normée corres-
pondante (c¢f. £ ,III,10,th 10) ., Si T est non singulilre en
codimension 1, et si f est une fonection sur T, le divi-

seur de f glécrit sous la forme

(1) aiv (£) = Z: W, (£) W
w

ol W parcourt l'ensemble des sous-variété de codimension 1
de T (rappelons que l'hypothdse "T non singuliére en codi-
mension 1" entraine l'existence d'un isomorphisme canonique
D =—> X (D) du groupe L(T) des diviseurs sur T sur celui
des cycles de codimension 1 (diviseurs "& la Weil"”) sur T;
On convient d'identifier canoniquement D et son image ¥ (D) .
Si k est un corps‘de.définition de T, on a, pour f
définie sur k , une décomposition de div (f) anal§gue a (1),
formée de termes rationnels sur k , 84 la condition d'intro-
duire la notion de diviseur premier rationnel sur k .0n note
z)(Thg le groupe des diviseurs sur T, rationnels sur k 3
c'est un sous-groupe du groupe des diviseurs D (T). Le groupe
23(T)kest ordonné et, de plus, réticuld; si D, et D, appar~-

tiennent & §§(T)k, il en est de méme de sup (Di‘DZ) : en

effet, si W est une sous-variété de T, et si £, et £, sont
des fonctions définies sur k représentant respectivement
D; et D2 dans un m&me ouvert rencontrant W , le diviseur



sup (Dl‘De) est représenté par f, ou par f, suivant que

un sous~-groupe réticulé de @(T) .

On appelle diviseur premier rationnel de T sur k
un élément extrémal du groupe réticulé D (T‘)k’ c'est=d-dire
un diviseur P> 0 sur T, rationnel sur k , et tel que

P =P, +P, avec P, et P2~7> o, rati»onnelvs sur k_,entraine
Pl = 0 ou P2 = 0 , Comme tout ensemble non vide d'éléments
positifs de $(T)k posséde un €lément minimal (condition MIN
de Bourbaki, Alg, VI, 1, I3), tout diviseur DE%(T)R s'écrit
d'une et d'une seule manidre sous la forme D 'Z VP’(D) P

ol la somme est étendue & tous les diviseurs premiers ration-
nels sur k , ol les Vo (D)€ Z et sont presque tous nuls,
Il résulte aussitOt des définitions que l'application

Wy ¢ ?i{‘('l‘)* —»> Z obtenue en posant wp(f) SVP(div(f)) est

une valuation du corps 9;;('1‘) des fonctions sur T, définies

sur k; on a en outre, avec cette notation =

div(rt) ==§ : wP {f) P. Remarquons qQue si Kk est algébri-
P

quement clos, les diviseurs premiers rationnels sur Kk
s*'identifient aux sous-variétés de codimension 1 définies
sur k .

Si P est un diviseur premier rationnel de T sur k,
son support S est nécessairement kK irréductidle, donc
8i W est l'une des composantes irréductibles (au sens

- - * . - rd 6
absolu) de S, l'ensemble S est la réunion des variétés W

* L a0
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conjuguées de W sur kX . Or P est invariant par tout k
automorphisme o de R, donc chacune des W’ a le méme coef=

ficient dans P, donc P est de la forme P =V E wo .

o

Le coefficient y est en outre une puissance de l'exposant
caractéristique p . En effet, soit k' le sous-corps de X
formé des €léments invariants par les K - automorphismes

. o o o
laissant fixes chacun des W ; pour tout o, W ~est une

k'~ variété, donc est une variété (au sens absolu) définie

v
sur une extension radicielle X" de k' . Si ph = [k":X'],

.. ht .
le diviseur 1p z :' wo est rationnel sur k . On a donc
-4 . h
. P . o .
bien nécessairement P =7 E W odi h est un entier
' o

(¢n')

Remarquons que la valuation w_ est &quivalente & la valuation

P

*
induite sur Si(T) par «w ', Plus précisément,on a, pour

W

f e gi(T)*, la relation u%(f) = phtuw(f),‘de sorte que ph

s'interpréte comme l'indice de ramification relatif & wig le,

Cet entier ph est appelé l'ordre d'inséparabilité de VW

(pour une autre définition, voir Weil, Foundations, V, 1) .
Bien entendu, toute sous-variété de codimension 1 de T

définie sur k est un diviseur premier rationnel P parti-
culier, et on a alors wp = W

que toutes les valuations de la forme w

I1 résulte du théoréme 7.2

ou ww sont

P
well-behaved, donc la famille des valeurs absolues vP= Bt
est propre,

* &0 08
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Formule du produit pour le corps des fonctions sur une courbe

Prenons pour T une courbe compléte et sans point multiple.
Le degré de tout diviseur d'une fonction f sur T est nul

(v 4, 11, T, the5, coroll,) , et on a donc
Lov, ()=

ol a parcourt l'ensemble de tous les points de T, et ol

l'on note Ve la valeur absolue ‘—ug. Autrement dit, la
famille {va} vérifie la formule du produit,

Si k est un corps de définition de T, on a de méme

pour fejk (m*
£ d P =0

ol P parcourt l'ensemble des diviseurs premiers de T

rationnels sur k , et ol vp ~ ~(ﬁb « Autrement dit, la
famille {VP] vérifie la formule du produit avec les coeffi-

cients deg P .

DEFINITION I2 - Degré projectif . Soit d'abord T une variété

affine (T7C $n) » de dimension r |, définie sur un corps k.

On appelle sous-varidété linéaire générique de jﬁn sur k

toute variété linéaire L = L, + définie par un systime
]

d'équations de la forme

(2) Z:: u,. X v,

i=] ij i J

(1 é j&n=s)

ol les Ujgo vj sont algébriquemen. indépendants sur k .

On a nécessairement dim L = s 3 si § = ner ,

l'intersection T()L est nécessairement de dimension O,

L 3R R S
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i.es composée de points, Si x est un tel point, les Vs

appartiennent & k(u,x),donc le degré de transcendance de
k({u,x)/k(u) estJ}r et par suite x est générique de T

sur k(u) . Les autres points de TAL sont les conjugués

de x sur k(u,v) « En effet, un tel conjugué appartient &
l'intersection, et inversement, si x' appartient & celle-ci,
x' est conjugué de x sur k(u), donc on peut trouver une
place e du domaine universel ‘1., triviale sur k , telle

que e(uij) = uij et .e(x) = x'; 1les relations exprimant

-l'appartenance de x et x' 3 L entrainent alors Q(v) = v,
donec x' est bien conjugué de x sur k{u,v) .

D'aprés la démonstration du lemme de normalisation
(E4I,4) et (E,IVeb), 1l'extension k(u,v,x)/k(u,v) est
algébrique séparadble; son degré d est donc égal au nombre
des points de T N L . Ce nombre ne dépend pas du choix de la
famille de coefficients (u,v), car toute famille (u'lv')
analogue s'en déduit par application d'un k-automorphisme
defl. Le nombre d est appelé degré de T ; il est >0,
car on peut réaliser la construction en partant de x géné-

rique de T sur k , puis en prenant arbitrairement des %3

algébriquement indépendants sur k(x), et en posant :

z:uij X, =V

i jb On a ainsi x€TNL, ce qui entraine bien d>0,

Supposons maintenant que T est une variété projective

(TCIE) de dimension r . On appelle sous-variété linéaire

5énérigue de Pn toute sous-variété linéaire L = Lu de

de Pn définie par un systéme d'équations de la forme

LIE 2N BN BN 3



n
(2) E w,, X, =0 (1 <Jj € n-8)

On & dim L = g , 8i 8 = n-r, l'intersection Tn L est
encore de dimension O, Ilvrésulte de 1'€tude faite ci-dessus
dans le cas affine que chacun des composants x de cette inter-
section est générique de T sur k, que le nombre d de ces
points ne dépend pas du choix de u, et qu'on a

d = [k(x,u) : k(u)] « Le nombre d est appelé degré, ou

-

degré projectif de T ,

Si T (affine ou projective) est non singulidre en codi=-
mension 1, et si D 82;: v, (D) ¥ est un diviseur sur T |,
on définit le degré de D en prolongeant par lin&arité la
définition précédente, i.e. en posant

deg D = 2;4 Vo (D) deg W

THEOREME I2, 1 (irréductibilité d'une section hyperplane

générique) + Soit T wune varieté affine (resp.projective)
définie 'sur k, de dimension > 2. L'intersection de V avec un

hyperplan générique H = H (resps H = Hu) sur k d'@quation

uv
Ly 1,

i (resp. Z:‘ﬁ X; = 0) est une sous-variété o'

de codimension 1 de T , définie sur k(u,v) (resp : k{u)) .

Démonstration - Il suffit de traiter le cas ol T est affine,

D'autre part, la propriété de l'énoncé est indépendante du choix
de la famille de coefficients‘ (u,v), car pour toute famille
analogue {u',v'), il existe un k « isomorphisme de N appli=-
quant (u,v) sur (u',v') . Partons de x générique de T

sur Xk, et prenons H "générique passant par x", 1i.e,

L LI I B 2




prenons les ui génériques indépendants sur k(x) et défi-

m.np.ns Vv par v 'Eui X; « Alors ona x€TNH , Comme T

n'est pas réduite 3 un point, et d'aprds.le choix de H, on a

'rqf H,

- La comparaison des degrés de transcendance des exten-

sions intervenant dans le diagramme

k(x,u,v)
sr-f////v \\\<1
k({u,v) k(x)
‘BN “r
¥

montre qu'on a nécessairement les &galités

deg. tr. (k(u,v)/k) = n +1 (de sorte que H est bien
générique sur k) et degotrs (k(x,u,v) / k{u,v) ) = r =1 3
donc le lieu 2 de x sur k(u,v) est une sous-k (u,v) =
variété de codimension 1 de T , contenue dans T () H .
Pdur z € T{\H, on peut spécialiser x en.z sur k(u)
(puisque x est généri§ue de 7 sur k(u) ); en &crivant
que 2 € H, on voit que v est invariant par cette spécia=

lisation, done que z € Z, On a done T H= 2,

Nous allons montrer que 2 est une vari&té (i.e. est
irréductible au sens absolu) . Pour cels, considérons un
point y 1générique'sur' %(u,v) (x) de 1'une des composantes
de Z .

La comparaison des degrés de trgnscendanceVdes exten~

sions intervenant dans le diagramme

ses s



k (x,y,u)

k(x,u)

k(u,v) lk( )
X

n+l

montre qu'on a nécessairement.les‘égalités

deg.tr. (k(x,y) / k(x) ) = et

degetre (k(x,y,u) / k(x,y) ) = n-l

Cette derniére &galité entraine que X et y sont géné-

riques indépendants de T sur Xk .

Supposons que Z ait plusieurs composantes distinctes.
Soit Y 1la composante de Z contenant x, et soit
RANE . Yi une autre composante, Soit y (resp: y' ) un point
générique de Y (résp.Y') sur k (u,x) . On peut spécia=-
liser y en y°' ksur‘ k (u,x), et comme ;
Zui xi =Z:ui v; = Z:ui yi= v cette spécialisation

-

laisse v invariant; on peut lakprolonger 4 un automore
phisme O de {1, Comme on & x € Y, on & x9 = x € el
'd"pﬁ Y =Y ; Comme yeY ,ona y%= y"e,Ya" d'oi
17 =yt = Y, ce qui est contradictoire.

Donc, Z . est l'unique composante de T()H., Pour voir

s
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que Z est une veriété a&finie sur k(u,v) il suffit de
prouver que l'extension transcendante k{x,u,v)/k{u,v) est
séparable, Or on a vu plus haut, dens la définition du
degré, que si L' "Lu’ gt o8t la variété linéaire inter-

1
section de r hyperplans génériques Hj indépendants,
ltextension k{x,u'v') / k{u'v') est algébrique séparable,
On peut supposer que H figure’parmi les Hj « L'extension
k(ujv') /k(u,v) est alors transcendante pure, donc séparable.
Done l'extension k(x,u';v') /k(u,v) est séparable, et il

en est de méme de k(x,u,v) / k{u,v), csq¢f.d.

COROLLAIRE - Avec les natations du théoréme, on a

deg T' = deg T
En effet, si L' est une sous-variété linéaire générique de
H sur k{u), c'est aussi une sous~variété linfaire géné-
rique de sn (resp Pn) sur k. Il suffit de prendre

dim L' = n-r, et de remarquer gque

LN = L'OT

Formule du produit pour le corps des fonctions sur une
variete de dimension quelconque:

THEOREME I2, 2 = Soit T wune variété projectiYe non
singulicére en codimension 1 . Pour toute fonction £
sur T , on a deg div (f) =0 , .

DEMONSTRATION - On raisonne par récurrence sur r = dim Tj

le résultat est déja démontré pour r = 1 , Soit k un

s 880
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corps de définition algébriquement clos pcur T et f .

Introduisons un hyperplan générique H = Hu sur k .

La fonction f£' induite par f sur la variété T' =T\ H
est définie, si W est une sous-variété de codimension

1 de V, définie sur k , l'intersection W (1 H est une
sous-variété de codimension 1 de W, Montrons, plus pré-
cisément que VW' s'identifie au diviseur induit par W,
regardé comme diviseur sur T , En effet, soit g (fesf.h )
un pa:amétre uniformisant, défini sur k (resp. sur k (u) )
de T en W (resp., en T') . Le fait que H est générique

entraine que les différentielles (dg)w, et (dh)w, sont

linéairement indépendantes; il en résulte (dg')w, #0,
ol g' est la fonction induite par g' sur T' , de sorte
que ¥' regardé comme diviseur sur T', est représenté
par g* en W', donc est bien induit par W . Puisqu'on a

div (f) =§:: w_ (f) Vv on a aussi div (f')az: W (v’
W L) , w ¥
(a'ol ww,(f') =(9w(f) quelle que soit W); comme

deg W' = deg W, d'aprds le coroll, du th., précédent, on a
deg div(f) = deg div(f'), et il suffit d'appliquer l1l'hypo=-
thése de récurre&ceg

D'aprés de théoréme, on a, pour toute fonction
fEffk(T) , la formule

2:: Y} (f) deg P = 0
P ‘

ol la somme est &tendue & tous les diviseurs premiers

rationnels ‘de T sur k . Autrement dit, la famille des

valeurs absolues ‘vp vérifie la formule du produilt avec

L B R



pour coefficients les entiers deg P o

Remarque - Si T est une courbe, L&,fxmille.éfp} est

déterminée par la connaissance du corps de fonctions

K= stk‘ﬁﬁ} : elle se compose de toutes les valeurs abso-

Iues de K triviales sur k . II n'en est plus de méme
si &im T >2 ; dans ce cas, la famille EV?} et la formule
Py

dw produit, qui Iui correspon&i&épemdent du modéle projectif.

chaisi,
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CHAPITRE _II

HAUTEURS

1 - Définitions

Soit K, un corps muni d'un ensemble propre de valeurs

absolues M° " vérifiant la formule du produit, (chap, I § I10),
soit X un point de l'espace projectify P » rationnel sur la

cldture algébrique E; de K o, et soit (x_4uee, x ) un
systéme de coordonnées homogdnes de x , appartenant & une
méme extension algédbrique k de Kgys de degré fini n. Le

nombre réel :

h (x) = % S;_‘ n_ sup v(xi)

W€ My ie(o,m)

ne dépend que de x , mais non du choix des coordonnées Xs

ni de celui du corps K .
En effet, si l'on choisit un autre systdme de coordonnées

homogénes pour x , h(x) est invariant car My satisfait
la formule du produit avec les coefficients no o3 si l'on

change de corps, on peu£ supposer que K'DK , or avec

— .
h'(x) = 'lﬁ't L n.w.v suyp w'(xi) ol n' ‘[K': KO]
WE My, i€ (o,m)

et x; € K, si w' prolonge w on & : w'(x;) = w(xi) donc:

h'(x) = %, Zi:: n 2;,4 Doy  SUD w(xi)

wemk v w'/w i

LR SR



K r Y. .
,5 But/w [K ‘K] puisque M, &tant propre les V€M,

w'/w

sont "well behaved"” ; d'od h'(x) = h(x) .

N.B, - La définition précédente n'est pas conforme & la termi-

nologie habituelle, oui intervient la notation multiplicative.

Remarque :

h(xlg—o car x peut toujours etre repréienté'pnr

des coordonnées x; dont l'une au moins est &gale & 1, alors

1 ‘r-u/’ . . ) + ) )
hix) = = L n, sup W (xi) od w =sup(v,o0)
we,MK

Si xESm avec pour coordonnées x = (xl,...,xm) on

définit ‘h{x) par : hi{x) = h (x') ol x' eat le point

de Em de coordonnées (l,xl,'...xm) donc :

1° +
h{x) = = n, sup v (xi)~.

veM, i€(1,m)
En particulier , on définit la hauteur d'un €lément de K

en l'identifiant & un point de 8, et 8i x €KX on a

n w*(x)

= 1

h(x) =
vEM
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8i x est rationnel sur Ko alors H

h(x) = E ‘sgp v+(xi)

vEMO

Soit xE:Pm avec pour coordonnées (xo,....xm) i 8oit o

un Ko - sutomorphisme de Eo ; désignant par x%  1le point de

P de coordonnées (x:;..., x23 on a h(x°) = h(x) . En effet,

8i 1l'on pose v(x) = w(xG), l'application w +=—> w’ est une

bijection de MKc' sur MK s et on a no =n_ .

Exemgle

Prenons Ko =Q ; 81 x est un point de Pm ration=-

nel sur @ , on peut choisir ses coordonnées dans 2 et

supposer les xg premiers entre eux, donc s8sup V
i

p(xi) = o et

h(x) = azp Vo (%5) = sup log|x;|s

en conséquence, il n'y a qu'un nombre fini de points rationnels

sur Q de hauteur bornée dans Pm .
8i x est un point de Em rationnel sur un corps de

nombres algébriques K, avec lK : Ql = n , on trouve :

h(x) = % E sup log
i

o

xg-\ - log N (4)

od o parcourt les @ - isomorphismes de X dans ¢ , et ol

4 est le p.gec.d. des x; dans l'anneau des entiers de K 3

si d est principal on peut choisir les X de telle fagon

e &0 0
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gue N(4) =1 .,

Hauteur -d'un -polyndme

‘Soit (K,v) ‘un corps valué) @si f =

o PEK le,,xn] s By EK et

Mg = X, to.. X

D08 posons ¢

v(f) = sup -v(a?)

v

Si v est une valeur absolue ailtramétrique de K ,
;

£ g-l > v(f) = v(g) .est une valeur wdbsolue ultramétrique

de K(Xl sesve ’Xn) ; il -suffit :pour :cela .de prouver que

vifg) = v(f£) + vlg) .

LEMME 1 (Gauss)
Soit K -un corps muni d“une veluation (V ; posons
w(r) = i_sxf W (ayp) (evec les motations précédentes) -alors

pour tout .f,g £ K [Xl”"xn] on |

Wi(fg) = W () +.D(g) .

Démonstration .:

Le .cas Tfg-=0 résulte de wWilo) = t oo ; autrement on
peut supposer N (f) = NOf(g) = o =aprds une multiplication
convenable., Considérons l'homomorphisme f = f° réduisant

les coefficients de f € A;;,Q[Xlu-~- .s ‘X,n] modulko 1"idéal m ,;

B-%-0 0 O
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on a : (fg)® = f° g® # o donc @ (fg) = o ,

LEMME 2
Soit (K,v) wun corps valué; soit f un polyndme uni-
taire de X rx:]de degré n et soit
L n
£ (x) = TT (x- r1i)
i=1

sa factorisation dans K , cl8ture algébrique de K . Suppo-

sons v prolongée & X . Alors

!v(f) - E v+(1i)i < n &

1
od ® est la constante de l'axiome VA,III, & savoir :

vix+y) < sup (v(x), v(y) ) +

Démonstration:
) +
Si n=1, f = X=X donec v(f) = v (A)

Raisonnons par récurrence sur n en décomposant 1'inéw

galité en deux :

) v 0% cwn) <Y vThy) v e
1 1

n n-1

Soient £ = (X-r,) g = xn+S as X", gaxn"l+§ by xPTimd
1=1 J=1

on a : a, = bi - Al bi-l avec la convention bo‘= 1, bnso

D'aprés le théoréme 5,2 du Chap.l et le théoréme d'Ostrowski,

le prolongement de v satisfait VA III avec le méme & ,

Ainsi
v(ai)g sup(v(v:) , v(ry) + v (b, ;) ) + &

L3R B BN 2% ]



a fortiori

vlag) < sup (v(bg) ) via) 4w

et avec l'hypothése de récurrence
n

v(f) < E v+ (n=l)wawt(ng) 4

1=2
Pour démontrer l'autre inégalité, on peut exclure le cas

v (Xi) < % pour tout i , car v(f) > o puisque f

est unitaire. Supposons v(xl) > « , et choisissons s tel

que v(bs) soit maximum .

A = -

1b8 bs+l B+l
A ‘ _

V(Al/ + V(bs) < sup (v (bs+l)’ v(as+l) ) o+
or ,

v(11)+ v(b ) > X+ v (b_,q)
donc

lo

vir )+ viv) < vle ) ¢+
d'ou

V(Al) + sup v(b.) < sup v(ai) + X

avec l'hypothése de récurrence

n
4
via) o+ Y YTy - (el g v(E) o+ X
1=2 '
or V(X13 = v+(ll) ; il suffit alors d'ajouter -X aux

deux membres de cette inégalité .

0 9 Q0O
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'THEOREME 2.1
Soient (K,v) un corps valué, f et g deux polyndmes
non nuls de K [Xl,..., xn] si deg f + deg g = deg fg¢ 4

alors |v (£8) = v(£) - v(g) ]« 2 a® «

Remarque =~ Si v est ultramétrique & = o et l'on retrouve

le lemme de Gauss pour les valuatiqns réelles,

Démonstration -

Cas n = 1

[

Soient (Ai) les racines de f et
(yj) celles de g ; on peut supposer f et g uniteire,

et d'apréds le lemme 1

| v(£) - E v +(Ai) |¢ x deg £
1
+ . .
| v(g) - E vops) lcodes g
J
+ +
| v(£g) - E v (Ai)—g v (p;)]< K (deg frdeg g)
dtou .
| v (rg) = v(f) - v(g) |¢ 24 &
Cas n quelconque : On considére le K ~ homomorphisme
di—l
d'algébre défini par Xi o Y . Lorsque deg f < 4 ,

f et son image f* ont les mémes coefficients car le degré

L
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% . -
de Mv image du monome X ...Xn est

-1 .
v, + v, d + ... +v_4d avec v <d od l'on reconnait un

- n .
entier < 4 écrit en base d

* %
(fg)* = f g nous raméne au cas n = 1

. n
mais avec un degré < d .

Définition 2,1

Soit K  un corps muni d'un ensemble propre de valeurs
absolues satisfaisant la formule du produit. Considérons un

polyndnme f = E a. M. & plusieurs variables,

; 1 o , et & coefficients dans la cldture

algédbrigue z; de Ko , donc dans une extension K de

degré fini. On appelle hauteur, h(f), de f , 1la hauteur

du point a de coordonnées (ajl (dans n'importe quel ordre)

Remarque : h{f) ne dépend que de la classe de f pour la

relation de divisibilité,

THEOREME 2.2

Avec les notations précédentes, scit 4 un
réel » o, il existe un réel C , tel que pour tout f et
g € K_ [xl,...,xm 1, satisfaisant deg £ + deg g < 4 , on

ait :

| n(£g) - n(f) - n(g)|<c

060
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n

En effet h (fg)-h(f)-h(g) = 2‘-5_ n_(v(fg)-v(r)-v(g)

v

ol v parcourt les valeurs absolues archimédiennes de MK’
ol K est une extension de degré n fini de K, contenant

les coefficients de f et g ; or il n'y a qu'un nombre
fini de valeurs absclues archimédiennes dans l'ensemble

propre MK et v(fg) - v(f) = v (g) est borné d'aprés

le th.2.1.

COROLLAIRE -

Soit fx le polyndme irréductible sur Ko de

x€ E; , S0it 4 un réel > o, il existe un réel £ tel que
I h(fx) - d h(x) I 'Y C pour tous les x.zfo tels que

degfxid.

Il suffit de factoriser : f = I‘(X-xi)

THEOREME 2.3
Soient n et d deux entiers, © un nombre réel > o

Le nombre des points x de Pn algébriques sur @ tels

que

[ @(x) Q]{d et h{x) <« «

est fini.

Remarque: On a démontré ce théorime dans l'exemple du § 1
pour le cas d = 1 .,

®s 00
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Démonstration : Soit (xo,o.., xn) un systéme de coor-

$

données de 'x, posons F = x_ X +oo. + X X, ; alors

h{f) = h(x)} si F°" = x_ X +eoet X

un

or

or

la

=)

ne

é,

n

o o o X -

o "o n n; ou o désigne
. -, o
@ isomorphisme h(F ) = h(F)

d'aprés le th 2.2
h(UF") cdh(F) + C ¢dx+C

G = O,HFG €m[ xo,..,o,xn] comme h (G) est bornée
ne peut appartenir qu'd un nombre fini de classes pour
relation de divisibilité, d'aprés la remarque ci-dessus;

doit €tre un diviseur de G dans l'anneazu factoriel

[ X oe0y X ] , donc & un facteur dans @ oprés , il
o, n

peut prendre qu'un nombre fini de valeurs,

Hauteurs sur les corps de fonctions

un

Soit T wune varié#té projective (TC:Pn) définie sur

corps k , non singuliére en codimension 1 , et soit

K le corps des fonctions ff;(V)e Ce corps K est aussi

-

isomorphe & k(t), t @&étant un point générique de T sur

k-

. Soit M 1la famille des valeurs absolues vp respec-

tivement associfes aux diviseurs premiers rationnels P de

T

vérifie la formule du produit avec les coefficients

si

sur k ;. On a vu que cette famille est propre et
d-egy P .
x est un point de Pn rationnel sur K , il admet un

L N
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systéme de coordonnées (xo,..., xm)' ou les x.c K ,et on a

li
hi{x) = E AdegP sup vP(xi)
i

P
La donnée du point x est équivalente 3 la donnée d'une

application ‘¥ rationneli-de T dans Pn , & savoir celle qui

au point générique t de T associe le point w de Pn

dont un syst3me de coordonnées est (xo(t),...,xn(t) ) .

On peut en outre choisir les x; de fagon que les div {xiL
n'aient pas de composante commune, On a, dans ces condi-

tions

THEOREME 3.1

h(x) = deg sup . div (xi)oo

On peut supposer X, = 1 . Il suffit de montrer que

le coefficient de P dans sup div (xl)agest égal a
i

sup v,(x:) . Or le coefficient de P dans div(x,) est
i oy

+

sup (o,vp{xl) } o= Vo (xi)i Donc son coefficient dans
sup{divix ) Y ast sup v, (x.)= sup v,(x.) puisque
SPLAIVAX  w - BUP Vp X3 UT SUP VplXjils
i i i
vp(xo) = 0

THEOREME 3.2

Avec les notations précédentes on a

h(x) = deg ¢fl(H) oi H est un hyperplan de P tel

que w-l(ﬂ) ait un sens (i.e we€& H) .

KRN X ]
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‘On peut supposer X, = 1l + Notons "Hi 1'hyperplan de .TPn

d'éguation X‘i =0 et 8i X = ("Xo,.u.rv. ,”xn) soit

- n
F(X) = 8, :xi = Q l1'équation de H .
1=0
Posons X, / F(X) = g‘i (x) g; est une fonction sur P

qui induit par @ sur T la fonction :gi‘om que nous
noterons y. . On a div(gi) =H, -H . Or il existe 1 tel

que ot (H,) soit déf‘i_ni (choisir i tel que -wd’H_i) , d'ou

ﬁi“V(!}’i) = fp_l(Hi) - QD-l(.H) . Conme les ¥y forment un

systéme de coordonnées homogdnes de x , on & d'aprés le

th. 3.1 h{x) = deg sup :div(yi.)“ ol l'on ne prend gue
h 17,

les Vs # o , pour lesguels on a

div(yi)‘n='¢'l(ﬂ) - inf(¢‘l(ﬁi),¢'l(ﬂ) )y

d'od sup- div(yi) = m"l(H)-inftm'l(ﬁ),inf*¢'l(ﬁi) ) .
i °° i

Or les o™t (H'i) n'ont pas de composante commune Z_ car si

Zz était un point générique de Z s @ serait morphique en
z, et on aurait 9 (z)€ H‘j pour tout j€E (o,m) ce qui

est absurde car l'intersection des Hj est vide, On a donc

inf 'CPJ'l(Hi) =0 , d'olu
i

e 38>
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sup div(yi)“ =‘P~1(H) et R(x) = deg‘P-l(H)
i

4 - Propriété des hauteurs

Définition 4.1

Soient K un corps, M un ensemble propre de valeurs
absolues de K . On suppose donnée une cldture algébrique X

de K . On appelle M-diviseur toute application

¥: Mz —> R

vérifiant les conditions suivantes

(i) pour V&M= X(v) ne dépend que de la valeur absolue

K’

induite par v sur K (i.e il existe une application

Ve
KK PoMy ~> R telle que ¥ (v) =YK (VK) ) B
(ii) YK s'annule pour presque toute véMK o
Remarque : Si L est une extension algébrique de degré fini
de K , tout MK diviseur est un ML diviseur.
Exemples :
Pour x donné rationnel sur K x +=» v(x) est un

M=diviseur.

-

L'application v = o¢(v) , oi o (v) est la constante de

l'axiome VA3 , est un M -diviseur, (puisque (v} = o

pour les valeurs absolues ultramétriques ) .

o e e
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Définition 4.2

Soit E un ensemble. Dans l'ensemble des applications
E=->R la relation d'éduivalence "f-g est bornée" est
notée f 3y g .

Pour toute variété V définie sur un corps K , on

notera VK l'ensemble des points de V rationnels sur X .

Dans ce qui suit, on se donne un ensemble Fra?retﬂo de
valeurs absolues verifiant la formule au produtt sur un

corps K, et une cl8ture algébrique f; de Ko o On

désigne par K un sous corps arbitraire de ﬁ; , et on

prend K = K_ .
Soit V une variété définie sur K , et soit ¥ une

application rationnelle V=3 P . Notons U=Uyp 1l'ouvert

de morphicité de ¥ s i.e l'ouvert composé des points en

lesquels ¥ est morphique. On désigne par hi l'application
F TR

définie par h, (x) = n(¥(x) ).
Rappelons qu'ad toute application rationnelle

$: v -—> P il correspond canoniguement un systéme li-

néaire .ég = ;é‘F sur V , composé de tous les diviseurs

de la-farme D :‘P'l(n) . oﬁ H est un hyperplan de @n

tel que ce derniér symbole ait un sens, i.e un hyperplan
ne contenant pas l'image W = ‘Pg(v)‘, Soit Do't\f'l(no)
un élément particulier de :g‘P. Soient respectivenment

F (X) =0 et F(X)= o 1les équations des hyperplans LociL

s2a 08
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Pour F_ fixée, et F variable, l'ensemble des fonctions
f = (F/F'o) o¥ (complété par X'adjonctfion de la fomation

nulle) est un espace vectoriel L sur K , et comme

div(e) = D-Do . &£ est le systéme linéaire associé &

L ( VA,IV,3 ) o Le systéme éﬁ’-cf&f est défini sur K et
de dimension <n « Sa classe pour l'équivalence linéaire
sera désignée par % .

Rappelkons que, pour que (P goit un morghisme{ il faut

et il suffit que &6:;&\? soit sans point fixe,

. THEOREME 4,1

Soit V une variété compldte, normale, définie ‘sur

K; soient P :V ~> P, et ¥:V =P deux applications
rationnelles. Supposons qu'on ait g{) = ‘@* s et que Y
soit un morphisme. Alors, pour xE(U,{,)-f s On 2 :

h C

"P(X) <h? (X) +

od C est une constance indépendante de x .

Lemme 4,1 - Soit V wune variété normale et compléte définie
sur K et soient £1s oeey £ des fonctions sur V telles
que les supports des div (f£)° soient sans point commun.

Alors il existe un M - diviseur 'Ko‘ tel que, pour toute

place f’ du corps de fonctions SrK(V), & valeurs dans 'if,

[ N
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triviale sur K, on ait sup v(p(fi) L}K;fvf o
i

En effet, notons x un point générique de V sur K , de

sorte gque EFK(V) est igomorphe & K(x) . Posons i‘i(x)=ui .
dans 1l'anneau A = X [ulgooe.un] Y 1'idéal I = (ulyooogun)

est 1'idéal trivial (I =A), Sinon l'thomomorphisme A=>A/1

serait trivial sur K et s'annulerait en Uypooosl o On

aurait donec A/I ™~ K. On aurait ainsi un homomorphisme
A -» K , trivial sur K , qu'on pourrait prolonger & une
place va, de K(x) , & valeurs dans le domaime universel.
Comme V est compléte, po 8erait finie en x , Le point

Pol(x) = a appartiendrait & div(fi)_a pour tout i ,
d'aprés VA,IV}5, th 8, équiv. de (b) et (ec)

On a donec 1l e I , d'od 1 ; % M, (ul,cao,un) ou
v
encore 1 = E a M (f,,00.f ) , ol les M sont des
v v 1 n v

mondmes de degré » 1 et ol a, €K . On en déduit, pour

toute place p de 3:K(v). i valeurs dans E', triviale sur K

1 » E VB“ MV (ﬁ(fl)'.»aoo’ Q(fn} ) °

D'od pour v eM. : o gsup v(a ) + & sup v (p(£;))+ Colv)
v i

od 1l'on pose 4 = syp deg M, , et ol Colv) est un

nombre réel qui s'annule pour v archimédienne. D%'ol le

lemme .,

LA B3



- 70 =

Démonstration du th, 4.1

Soit H, un hyperplan de Pm' d'équation Fu(X) = o ,
tel que D, =(e-l(ﬂo)> soit défini, Soit L 1l'espace vec-

toriel sur K composé des fonetions f sur V obtenues en

relevant les fonctions de la forme F/F, sur P o oi F

est une forme linfaire arbitraire & coefficients dans K .
Le systémeZE? est, comme on a vu, associé 4 L , 1i.e
composé des diviseurs de la forme D = D, + div (f) avec
feEL « Soit fo,ooc.fr une base de L., On peut supposer
fo =1 , On a, pour ié€ (o,r)

dlv(fi) = D;-Do

avec Diejip. Puisque ‘¥ est un morphisme,;g%) est sans point

fixe, donc les D, , i€ (o,r) sont sans point commun,
Soit de méme H'o un hyperplan de P/ d'équation

Go(X) = o , tel que E, =‘?51(H°) soit défini. Soit M
l'espace des fonctions g sur V , définies sur K, obtenues

en relevant les fonctions G/Go sur P (G forme linéaire a
coefficients dans K) . Le systéme :fkv est composé des
diviseurs E = E, # div (g) , avec g&M . Soit Bosesely

une base de M . On peut supposer go = 1 . On a pour
i€ (o,s)

i . = E.=-E
dxv(sJ) 5~Eo

avec Ej 62;6“) .

LR IR 2 AN 2



Puisque g\{’u eﬁy, il existe une fonction h sur V,
définie sur K , telle que

div (h) = E - D

) )

Posant g'j - hgj
on a "divj(g'jv) = E,j - D-o
dlou div(fi / g‘j) = D; - E;

Pour j fixé, les (fi /g'j) (x) forment un systéme
de coordonnées homogénes du point @ (x) , pour x€ 1l'ouvert

Uj complémentaire de supp E’j o On a, d'aprés le lemme L.l ,

pour x€ (U, )_
i'g

sup, v{ (Vfi / s"j) (x) ) > coj(v)

ol cO.i est un M~diviseur indépendant de x .

-3

8i de plus x appartient & l'ouvert To complémentaire
de supp D, » les fonctions fi et g'j sont définies en
x 4 et on a
sup; v(fi (x) / g’j (x) ) = €0; (v)

Puisque les Uj recouvrent V , on en dé&duit, pour

tout x 6(T) ’
°K

sup;, v(f; (x) )= sup; V(g'j (x) ) + e, (v),
en posant c_ (v) = :i.rxf‘i coj {(v).

Par sommation sur v , on en déduit pour tout

x € (To)_!_(_ » la formule h. (x) <hg (x) + Co‘ ’

so.00



en posant Ce 2 - ;Z: ¢y (v) « En supposant au départ
v

£, =1 et g; =1 , on aurait obtenu de méme une inégalité
de la forme h\‘,(X)g h \f(x) + Ci s Vvalable pour tout

x€ (Ti)- 5 ol Ti est l'ouvert complémentaire de supp D; .

Comme les Ti recouvrent s on en déduit 1'inégalité

de l'énoncé, avec C= sup, Ci .

THEOREME 4,2

Soit V une variété définie sur K » et soient

gp;V-)n?m ' v :V -)-n’n . 0. v--)»!’q trois mor-

phismes, tels que %?9_ = QZ + Qgi alors on a :

¢

~4 .
he 7 hcp~ + hzb

Démonstration : Comme dans la démonstration du th, 4.1

définissons ‘qua et éﬁ‘p comme associés aux espa¢es vecto~
riels L , M sur K , admettant respectivement pour bases

(fo""’tf) et (go,..,,gs) . Posons & nouveau @
;d;v(fi) = D; - D
di? * | = Ec - E
(sJ) j o
Considérons l'espace vectoriel N sur k engendré

par les fi g; Pour hE N , on a

LI 2 IE
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div(h) = H=-D

o = B

ol H est un diviseur positif rationnel sur K , et H
décrit un systéme linéaire = (ctest le systéme linéaire
somme de ;g“? et ;QV , i.e. le plus petit systime linéaire
contenant tous les diviseurs de la forme D + E , avec
DE;£¥  et EE,:Qy“)“ Il est clair que Eig, est sans point
fixe, donc que toute application rationnelle 8' associée &
Eiéf est un morphisme ; par exemple prenons pour 8!
l'application qui, au point x fait correspondre le point

de P

. pa— 3 e g. + O ' tanpd
mnel ayant pour coordonnées les fi gJ On a, d'aprés

l'hypothédsge ;

E%Z = 8?;, » donc hg 3 hgy o Dtautre part,
pour xE€E VR‘ , rationnel sur LC K de degré fini n

sur XK , on a

"

nev (1) =3 %  n swp (vlry(x) + vig;(x) )

n
O §
ve;xL'

;*Eg: o, (s?p vir, (x) ) + 3§p v(gj(x) y

= h\e(x): + h.q,,(x}
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CRAPITRE 111

LE THEOREME DE MORDELL-WEIL

1l - Descente du corps de base

THEOREME 1.1 - Toute variété V admet un plus petit

corps de définition .

Démonstration : Remarquons gque V' est définie sur un corps

de type fini, et que toute suite décroissante de corps de
type fini est stationnaire. Il suffit donc de prouver gque
si \/ est définie sur deux corps K et K' , elle l'est
sur k =X n K' .

La propriété est vraie lorsque \V est une hypersurface

de $ . En effet, \/ est alors définie par une &quation

F(x) = o . On peut supposer que l'un des coefficients de
F est 1 . Tous les coefficients de F appartiennent
alors &8 K et & K' , donc & k .

Supposons \V affine quelconque, de dimension r ,

dans 8, et soit x un point générique de V  aur

L = XK' . Socient U (1i<<n, 1 j€ r+ 1) des

éléments de (2 algébriquement indépendants sur L (x) .

*e s e



Notons y le point de sr .3 de cocrdonnées

y. = s .., X, (1 «j «x + 1)

Le point x est algébrique séparadble sur K (u,y)
(cf, démonstration du lemme de normalisation, E I 4 et

Iy
Eivh ) . Donec le lieu Yy = lock(u) y est de dimension

r , i.e, est une hypersurface de $r (dite "projection

+ 1

générique™ de V sur § ) .« Montrons que x est
r + 1

en fait rationnel sur K (u,y) . Sinon en effet il existe~

rait un conjuguée x' de x sur K {u,y), distinctae x . On

- ' = 3
E uij (xi X i) o) (1 €« j¢«€r+1)

Comme x'€ V, le degré de transcendance de K{(x',x)/K(x)

aurait

serait < r , ce qui est incompatible avec l'indépendance

algébrique des u;;  sur K .

On a donc prouvé que K(u,x) = K(u,y) , i.e. que
l'application rationnelle V ~+'$ induite par la projection
générique eyt birationnelle, définie sur KX (u) + Elle 1l'est
de mé€me sur X'(u) . Donc l'hypersurface 3 est définie
sur X(u)yy K'(u) . Comme k(u,y) est linéairement &isjoint
de K et de K' sur k,om a K(u)\K'(u) = k(u), .et
K(u,y) ~ K'(u,y) = k(u,y), d'ol k(u,x) = k(u,y) .

Donc V et ¢ sont définies sur k(u), et on a V = lock(u)x .

LI I 2 2% 4
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Le corps k(u,x) est extension régulidre de k{u), donc de

k

; donc k{(x) est extension régulidre de %k . Comme k{u)

est linéairement disjoint de k{x) sur kX , on a V = lack X,

done V est définie sur % ,

THEOREME 1,2 (descente du corps de base, d'aprés A.WEIL).

Soient k un corps, XK une extension séparable (algébrique '
ou transcendante) de k , et soit V une variété définie
sur K .
Pour tout couple de k-monomorphismes (o, t ) de K dans
le domaine universel @ s supposons donnée une applica-

. . . g T
tion birationnelle &?rc = V' ->»V , de fagon que

(a) ¥, =% 50 Py

T
{b) = Pour tout k~automorphisme w de 0

W
on & Yur, wo = ¥ro

N

(o wt , wo signifient wer , weo ) . Alors

(i) - I1 existe une variété W , d4éfinie
sur k , et une application birationnelle ¢ : W =-> V ,
définie sur K , telles qu'on ait

g =1

1) P =" o 7))
quels que goient o et T .

(ii) = 5i les ¥ o sont des isomore

phismes, on peut choisir (W, y ) de fagon que ¢ soit

un isomorphisme.

L B A ]




Remargue 1.l - Le théoréme admet une réciproque &vidente :

5i V est une variété birationnellement équivalente (resp.
isomorphe) sur K & une variété W définie sur k , lsa
formule (1) permet de définir une famille de transformations
birationnelles (resp., d'isomorphismes) %’Tc vérifiant‘(&)

et (v} .

Démonstration : Il suffit d'examiner le cas ou V est

affine (V C‘$m) (puisqu'on peut recouvrir V par un nombre
fini de K - ouverts affines) .
Appelons S 1l'ensemble des k-monomorphismes o : K =» Q .

Il résulte de (a) que (foc est l'identité, et que

?or =?;;l « Soit x un point générique de V sur K . Pour

o€ S, posons X a(fce (x) , ot € est 1'identité . Le

a

point x  est générique de V sur X°

. D'aprés (a) on

a, quels que soient o,t € § , la relation x_ :Vio (x c) .

Il existe, pour tout ¢ , un et un seul k-isomorphisme

o * : k(x) = k° (xa) prolongeant o , et tel que x rm> x° .

8i 1€ 8, et si T est un k-automorphisme de @ prolongeant

1 *Q on a, d'aprés (a) et (b) ,

X T = f T (x,?‘) - f_
o 10

ge

3 ¥ (XT}=€£¥G‘ ,,T'(‘e‘l'.ﬁ (x)}'sf?ﬁf;ﬁ(x)

dfol T
(2) X 5

T0

Notons L 1le sous-corps de K (x) formé des &léments

. . . . * . .
invariants par les isomorphismes ¢, pour o&€S . L'extension

8 & 7 £ &
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L/k est réguliére, En effet elle est séparable : les exten-
sions K (x) / K et K/k #étant séparables, il en est de
méme de K (x) / k , donc de L/k . De plus, k est algé-
briquement fermé dans L : en effet, soit 2z€ L, algébrique
sur k ; on a aussi z€K (x), algébrique sur K ; comne
l'extension K (x) / K est réguliére, on a z€k ; pour

»
c€S , on a de plus 2z = 2°

= 2z 3 on a donc 2z €k .
L'extension L/k est donc de la forme k(y)/k, od y
est un point générique d'une variété W définie sur k .
Notons ¢ 1l'application rationnelle W - V , définie sur
k, telle que ¥ (y) = x .
En utilisant cette construction, nous allons commencer
par démontrer le théoréme dans les deux cas particuliers

suivants

a) = L'extension K/k est algébrique de degré fini

séparable., Notons K 1le composé des corps kK° ; ce composé
est une extension galoisienne de k ; désignons par T
son groupe de Galois. Pour o € ' , induisant ¢ sur K ,
il existe un et un seul automorphisme e * =¥ ()

- =%

du corps K (x) prolongeant o tel x 0 = X, (de sorte

que o est l'unique automorphisme de K(x) prolongeant

-~

& la fois g et o® ) . Pour g , TET , prolongeant

respectivement ¢ , T € $ , on a, compte tenu de (2) ,

-~ - '* i *
tx ] 1 - ( z3)
x = x = X .. = x

d'od (-1t o ) * 2% 4 . Done l'application?:a -

L LN N B IR BN )
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est un monomorphisme de I dans le groupe T * des k(y) -
automorphismes de K {x) .

Montrons que ¥ est surjectif. En effet, soit'z&.i(x),
cl'egt-d-dire z = f£(x), ol f est une fonction sur V ,
définie sur K . Supposons z invariant par ' (r) . Alors,

pour o £ I', induisant l1'identité ¢ sur K , on a

- ¥ c* ;* ;
o (x) = x =x , d'ol z = £ (x) = f(x),

ce qui implique P - « Donec f est définie sur X,

et on a z€K(x) ;3 de plus, pour o € S, z est invariant

par o© % ; on & donce z € k(y). On a ainsi montré que

le sous-corps de K(x) formé des invariants par ¢ (I )
est contenu dans k(y), donc coincide avec k(y). L'extension

~
K(x)/k(y) est donc galoisienne et, d'aprés la théorie de

Galois, ona Y (r) =r * . Donc P est surjectif, donc 'f

est un isomorphisme T => T * .

En outre, si g€T induit l'identité sur K(y) , T induit
l'identité sur K , et on a , comme on & Vvu,

-* - *
x ° = x o, donc o induit 1'identité sur K(x) .

D'aprds la théorie de Galois, on a K(x)C K(y) . On a done
K(x) = X(y) , i.es Y est birationnelle, ce qui démontre(i)
dens le cas considéré,

-~

Pour démontrer (ii), posons [K :  k ] = n , et introdui-

sons une bagse = ,,..4, = de l'extension K/k « C'est aussi

une base de E(y)/k(y) , i.e. de i(x)/k(y) , de gorte que

*8 09980
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les coordonnées du point x = y (y) peuvent s'écrire sous

la forme
xi = -;. ‘j fij (Y) (l €1 £nn ) ’
J

od les fij sont des fonctions sur W , définies sur k .

En appliquant o* aux deux membres, on obtient

Or les (xi) ° sont aussi les coordonnées du point Xy o

donc s'expriment par des polyndmes dc¢oefficients dans K

en fonction des coordonnées x. de x ., Notons z 1le

point de smn ayant pour coordonnées les fij(y) , et

posons L lock z . L'extension K/k é&tant séparable,

le déterminant de la matrice (ag) est # o . Donc les
f..(y) s'expriment par des polyndmes & coefficients dans

K en fonction des X;y et par suite l'application

¥ 0 ° Wo -3 V telle que ¢ o (z) = x est un isomorphisme.
De plus, l'application rationnelle 6 ¢ W =3 Wo telle

que 8 (y) = z est birationnelle; puisqu'elle est définie

sur k , W est définie sur k , et o @8t définie sur

K , ce qui, K démontre (ii) .

b) - L'extension K/k est régulidre de type fini.

On a alors K = k(t) , ol t est un point générique sur

k d'une variété | définie sur kX . Pour 0 €S, le point

L B )
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n =1t% est générique de ! sur k , et inversenent tout

point générigue de " sur k est de cette forme, 1i.e

l'application o ~> u est bijective., La variété v° )

l'epplication birationnelle ¥ s le point x, seront
) CsC

encore désignés respectivement par Vu y P u'u et X,

On a ainsi, en particulier, Vv, =V, et x, = x .

t
Pour tout couple wu, u' de points génériques de T sur k .

(xu) .

on a x =\ '
u u'ua

Comme \put est définie sur k(t,u), on a

[£:2)

k(t,u, xu) = k (t,u, xt) = k (t,u,x) . Prenons u géa
rique de © sur k(t,xt) ; l'extension k(t,u,xu)/k{t,x}

est régulidre; considérons la sous-variété
2 =
lOCk(t’x) (u,xu)

Nr.x Sm . Montrons que, pour tout point générigus

du produit
v de T sur k , la variété Z est définie sur k(v,x ) .

Prenant u générique de | sur k ({t,v,x) = X (t,v,xv) .

il suffit pour cela de montrer que la variété

Z2' = loc (u,xu)

k(v,xv)
colncide avee 2 , Or soit z! = (uo,xo) €z' ., on peut

P
spécialiser (u, Xy Vs X ) en (u° o X, s ¥V, X ) sur k.,

En composant cette spécialisation avec un k-automorpnisme
convenable de {1 , on voit qu'on peut spécisliser
(t,xt,v.xv) en (uo, X s Vs xv) sur k . On a donec

z; €Z , et on a montré que 2'CZ , On a de méme ZCZ’.
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D'ou z2t = 2,
En conservant les mémes notations, montrons qu'on a
k(y) = k(t,x )N k(u,x ),
En effet, k{(y) est contenu dans le second membre.

Inversement, tout é&lément z€'k(t,xt)f}k(u,xu) est de la
forme 1z = r(t,xt) = g(u,xu), ol f et g sont des fonctions
sur T x Vt et T x Vu respectivement, définies sur k .

Pour t, u, v comme ci~dessus, cn peut spécialiser

(t, Xys U, xv) en (v, x_, u, xu) sur Kk . On obtient
f(t,xt) = fv,x,) = g(u,xu), done 2z = f(t,xt) = f(v,xv),

ce qui implique z € k(y) .
Donc 2 est définie sur k(y), d'aprds le théoréme 1.1

et chacun des points (u,xu), (v, xv), (t, xt) est générique

de Z sur k(y) . Si de plus on a pris u et v génériques

indépendants sur k(t, xt) s les trois points. (t,xt) ’
(u, xu)‘, (v, xv) sont génériques indépendants de Z sur

k(y) « Dans cette dernidre situation chacune des extensions

k(u, xu) !/ x(y) et x(t,y) / k(y) est linéairement disjointe

- de k(v;xv) / k(y) 3 il en est donc de méme de l'extension

composée k{t,u,xu)‘/ k{(y) . L'examen du diagramme

LR R 3 O



k%, v, x_ )  (t,u,x )
’/
k (v, xy) k (y,t)
x(y)

montre, compte tenu de E, O ., C , § Lk, th. I2, que

les extensions k(t, u, xu) / k¥ly,t) et k{t, v, x )/k(y,t)

sont linfairement disjointes. On & donc

k(y,t) = k(t,v.xv)(\ k(t.v.xv) s Qo

k(x,8) C k(y,t) , et par suite k{(x,t) = k{y,t), i.e.

K(x) = K(y), donc ¥ e:f birationnelle, et on a prouvé (i).
Pour prouver (ii) , introduisona 1s soun-variétéA

Y= loe, (u, xu) de T x P_, et 1'sapplication birstion-

nelle « : T x H-~»\r, définie sur k , telle gque

« (u,y) = (u,x“) « BSoient encore wu,v, deux points géné-
riques indépendants de T sur Xx{t,x) . Désignant par Y,

un point quelcongque de W, montrons que = est bimorphigue

en (v.yo) si et si seulement <« est bimorphique en (u,yc),

En effet, notons B l'application rationmelle T xﬁ’-—rﬁ(,

définie sur x , telle que B8 (uy(vyx )) = (u, x ) . Ona
(3) = {(u,y) = (u, B8(u,v, «(v,y) ) ) .

SBupposons « morphique en (v,yc), et posons

Eeoas
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« (v, yo) - (v, zo) « Par hypothlse ?uv est morphique en

3, « Compte tenu du fait que u et v sont génériques indé-

pendants sur k , il en résulte que B est morphique en
(u.v,zo) . La relation (3) entraine donc que « est morphique

en (u, y ) . De méme l'application rationnelle «"l gtant
supposée morphique en (v, zo) y €elle l'est aussi en (u,zo) .

L'assertion précédente est donc démontrée,

On peut trouver un ouvert L’l de W tel que =« goit

bimorphique en tout point de u x[}l + D'aprés ce qui pré-

cdde, <« est bimorphique également en tout point de v xkjl .
Par suite, il existe un k-ouvert LJ de W contenant L)l
et un keouvert L}o de 1 tels que « soit bimorphique en
tout point de Uo X U .

Notons t les coordonnées de t rapportées & t}o ’

h
et yj celles de y rapportées & t) .

Les coordonnées de x = x, s'expriment en fonction des
t

p ot des Y; par des polyndmes P, & coefficients

dans k
x; = P; (t,y)

Le second membre s'écrit encore

Mo
Pi (t.}") - Z Qi u (¢) Ri u (y)
p=1
ol les Qiu R aiu sont des polynSmes & coefficients dans k,

L N
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et ol de plus on peut supposer que les ., (t) sont,

pour i fix€, linfairement indépendants sur %k . Pour
tout point u générique de V sur kX , on s

) (x) - Z Q, (W R ()

¥
Soient t = Upy veoy U des points génériques indépen-
o
dants de T sur k . Alors la matrice M Tformée (pour i

rfixé€) avec les Qiu (u,) est inversidle, i.e. de rang

T ™y ¢t supposons en effet qu'on ait TSy o et, par

exemple, que les r premiéres lignes de M soient indé-

pendantes; il existerait des &léments au (lgu ¢ u,)

non tous nuls du corps L = k (ul""’ur) tels gu'on ait

Z o, 9, fuy) =0 Qevew, )

1)
Pour v > r, les Qiu h‘v } seraient donc linfairement

dépendants sur L ; comme k(u\)) et Lo sont linfairement

disjoints sur Xk , ils seraient linfairement dépendants sur
k , ce qui est contradictoire,
B8oit maintenant 2z le point ayant pour coordonnées les

a? :
Ri;x(y) » et posons W _ = 1ock z . Les (x“v ) ; #'expriment,

d'aprés l'hypoth&se , par des polyndmes en fonction des X

& coefficients dans L = k(ul,q.e,uu‘ } « Puisque M est
&»

inversivble, on en déduit que l'application rationnelle

¢« e e
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VoW, =V, définie sur L, telle que 'o(') - x ,
est un isomorphisme., Comme plus haut, l'application

& : W-—>W telle que 6(y) = 2z est birationnelle,

et définie sur k , donc W, est définie sur k , et y o

est définie sur X , ce qui démontre (ii) dans le cas (b)

Pour achever la démonstration du théoréme 1,2, remar-
quons qu'on peut supposer l'extension K/k de type fini
(puisgque toute variété est dé&€finie sur une telle extension)
Comme toute extension séparable de type fini est extension
algébrique séparable d'une extension régulildre (E,chap.O,C:
y 6, th.18), il nous suffit de prouver l'assertion suivante
si k' est un corps intermédiaire (kCk'CK) tel que K/k'
soit séparadle, et si le théoréme est vrai pour les exten=-
sions K/k' et kYk, il 1l'est aussi pour K/k ,

En effet, notons So le sous-ensemble de S formé des

€léments induisant l'identité sur k' . Puisque les condi-

tions (a) et (b) sont satisfaifes pour Py 9,7 E.So,

et puisque le théoréme est supposé vrai pour K/k', il
existe une variété W' , définie sur k', et une transfor-
tion birationnelle ¢' : W' =3V , définie sur K, telles
qu'on ait

(s) ‘P

T, -1

Yo % ) (P' M (*".)

quels que soient O T €:So « Pour o, v € S quel=-
?

conques, on peut compléter le diagramme

L3 A N N J



v° Yeig s yT
g T
¥ v
b
wt© -----fglg--_--€> w'’?

par une transformation birationnelle Y s :W! M T,

Pour o0 ¢S, notons o' 1la restriction de o eau

corps k' . La variété W' ne dépend que de ', et on
1

peut donc la noter W' @ . Dpe plus, pour o, 1€ 85, tels
que ¢' = ', il existe un k-automorphisme y de *(l s
et des éléments o, » T, € S,» tels que 1 =4 o T,
et o =wo o ¢ En transformant (5) par w , on

. - 4 T. "] g "'l
obtient, compte tenu de (b) , ‘fto = g ol ¢ ) T,
done \F'T o est l'identité., Tenant compte de (a), on en

déduit que la transformation \F’ru ne dépend que de

t' et de o' ; on peut donc la désigner par ‘P .

1
On voit alors que la famille des variétés W' ¢ et

] .

des transformations birationnelles ‘f! g vérifie les

conditions (a) et (b) . On utilise alors le fait que
le théoréme est supposé vrai pour l'extension k'/k,

c.qo fo do

Remarque 1.2 = Dans le cas ou K = k (t) est une exten-

sion réguliére de k (ol t est générique d'une variété
définie sur k ) , on peut modifier 1'énoncé du théoréme

1.2 en ne considérant que les L?ut relatifs aux couples

t e e
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de points génériques indépendants de T sur , et en se
restreignant dans (a) aux triplets (u,v,vw) formés de 3
points génériques indépendants sur k .

En effet, la signification du symbole ‘fu ¢ Dpeut alors
J

€tre prolongée a& tous les couples (u,t) de points génériques

non nécessairement indépendants : il suffit de prendre v

générique de | sur k (t,u) et de poser ‘fut -ﬁ;v o‘Pvt .

On voit trivialement que le symbole \fut ainsi prolongé

vérifie les conditions du théoréme initial .

2 « Le théoréme de CHOW (comp@ément)

THEOREME 2.1 (CHOW) 80it A une variété abélienne,

définie sur un corps K . Toute sous-variété abélienne
B de A est définie sur une extension algébrique sgépa~

rable de K .

Le résultat ci-dessus est énoncé dans V A, IV, 8 ,
remarque 2, mais on a seulement prouvé (th.9) que B est
définie sur une extension algébrique de X ., Il nous suffit
donc de prouver que si B est définie sur une extension
radicielle (i.e. purement inséparable) de K , B est

définie sur K . Nous utiliserons pour cela le lemme sui-

vant :

5088
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Lemme 2.1 - Soient K un corps A et B deux variétés

abéliennes, et ‘f: A —> B un homomorphisme bijectif
(i.e. une isogénie radicielle) d4aéfini sur K . On peut
trouver un morphisme surjectif (i.e. une isogénie)

¥ : B—>A, défini sur K, et une puissance p" de l'ex-
posant caractéristique, tels que

vop=p" & (i.e * (9 (x) ) =p" x , pour x€ A )

Démonstration : On peut trouver une extension réguliére

L de K , une courbe V sur A, définie sur L , et un
point x€V qui soit générique de A sur K et de V sur
L (il suffit pour cela, de couper A par une variété liné-
aire générique de dimension convenable) . Considérons la
courbe W =¥f (V) et le L-morphisme X : V =3 W induit
par P . Le point y =¥ (x) étant regardé comme un
diviseur sur W, le diviseur -1 (y) est rationnel sur
L(y)., D'aprés VA III 5, lemme 11, ce diviseur est de la
forme -l(y) = p¢¥ x, ol pH est le degré de l'extension
radicielle L(x)/L{(y) . D'aprés le théoréme des fonctions
symétriques (VA III 5, th.4) , le point =z = (p* 6 )( x )
de A (p ¥Y-i2me multiple de x, au sens de la loi de
groupe) est rationnel sur L(y) . Mais comme l'extension
L/K est régulidre, il en est de méme de L(y)/K(y) , donc
K(x) et L(y) sont linéairement disjoints sur K(y), et

par suite 2z est rationnel sur K(y) . Il existe une
application rationnelle v : B ~—> A, définie sur K, telle
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que ¢ (y) = z . D'aprés VA I 6, th.8, y est un homomor-
phisme. Comme on a § of= pM 5 , et comme p¥ § est
gurjectif (VA IV 6 , th, T, coroll,) , ¢ est surjectif,
ce qui démontre le lemme,

Revenons & la démonstration du théordme de Chow., D'aprés
notre hypothése, il existe un entier m tel que B soit

-m
définie sur le corps KP . Considérons le Ke-morphisme

m
Y: A == A' = AP induit par F2 s o0 F est l'automor-

phisme de Frobenius de @ . L'image B’ =Y (B) est
définie sur K . D'aprés le lemme ci-dessus, il existe un
homomorphisme $p ¢ A' —» A , défini sur K , et une

puissance p ¥ de l'exposant caractéristique, tels que

bof = pu § , Onoa (pué ) (B) = B, a'od y (B') = B,

donc B est définie sur K, ceq.f.d.

COROLLAIRE =~ 8i A est une varidté abélienne définie

sur K , et si B est une sous-variété abélienne de A
définie sur une extension primaire de K, B est définie

sur K .

En effet, une extension primaire est, par définition,

disjointe de la cl3ture séparable Ky de K . Donc B

est définie sur KS(W K' = K .

0 8+
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(K/k)=-trace d'une variété abélienne

TEEQREME

Soit

3.1 -

corps
K .

ab€lienne

k , et soit

A

B

K

une extension régulidre d'un

une variété ab&lienne dé€finie sur

Il existe un couple

(B,T) composé d'une variété

définie sur k, et d'un

K-homomorphisne

T = B-——»A tel que, pour tout couple (B', <') ana-

logue, on puisse compléter le diagramme

B > A
F\
N\
\ '
[N
AN
B'
par un k-homomorphisme 8 : B' ——>» B,

L'homomorphisme 1 est nécessairement injectif, et le

couple (B, t) est unique & un k-isomorphisme prés .

Remarque 3,1 - Le théoréme implique gque 7t induit une

isogénie radicielle de B sur 1t (B) ; on peut montrer

que celle-ci n'est pas en général un isomorphisme, i.e.

que T n'est pas en général une immersion.

Démonstration - Considérons d'abord, parmi les couples

(B', t'), 1'un de ceux (Bo, ro) vour lasquels dim to(Bg)”d



est minimum.

Posons v (B ) = A ;3 et montrons qu'on a
o ‘"o )
t'(B')C A_ pour tout couple (Bjt') . En effet, considérons

le K-homomorphisme Tl B' x Bo — A, obtenu en posant

T, (x,y) = ' (x) + ro(y) . Son image est la variété abé-
lienne t'(B') + ro(Bo) : donc cette image contient Ao'

Sa dimension &tant < 4, elle colIncide avec A On & donc

bien 1'(B') CAO .

Montrons maintenant qu'on peut, parmi les couples
(B', ©'), trouver un couple (c,') tel que P so0it une

igogénie C = Ao « En effet, notons H la composante
neutre de ker T, » C'est une sous~-variété abélienne de

B° s invariante par tout K-automorphisme de Q , donc

définie sur une extension radicielle de X , donc définie
sur k d'aprés le théoréme de Chow . D'aprés VA,I1,7 ,th.9
(théoréme d'irréductibilité de Poincaré), il existe une sous=-

variété C de B, » définie sur k , telle que

C + H = B° et que C M\ H soit un sous-groupe fini

de Bo' I1 suffit de prendre pour f la restriction

de = o 8 c .
L'extension K/k é&tant régulidre, K est de la forme

k (t) , ol t est un point générique d'une variété | .,

* 8 680



définie sur k . Pour tout point u générique de T

sur k , notons Au' ‘fn les transformés respectifs de

7
A, ¥ par le k-isomorphisme k(t) —> k(u) appliquant ¢t

sur u ., Considérons une suite Up ™ b, Usgeeql pees

de points génériques indépendants de T sur k { pour tout
m , considérons le morphisme

9 -\P x “o s X\? H C = A X see X A . et
m u u u
1 m 1 m

désignons son image par D, Pour m »n , on a

] ° b ;
9n .’Tmn gm , ot T(mn est l'homorphisme D - D

induit par la projection sur le produit des n premiers

facteurs., Pour tout m , G0 n&St une isogénie C, — D
et on a deg em<deg en . La suite (deg Qm) est décrois-
sante, donc stationnaire. Il existe donc m_  tel que,

1T soit un isomorphisme puisque

our m e n m_
P t >'o’ mn

deg g1 *= deg D - deg 9 . En particulier, prenons
mn n m

n > m,, et m=2n . Posons L =k (ul, vesy uZn) :

soit x un point générique de C sur L et, pour

1 € i €2n, posons \Fui (x) = Yo D'aprés le choix

de m et n , on a

L (yl ' Yn) = L (yl se ey an) 1.8
Ypep » *00s ¥, € L (yl s vevy yn) . En échangeant les

r6les des points, on en déduit

08 8
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L (ul,...,un) = L (yn+1 ,...,yen) . Désignons par u

le point (uj,...,u_ ) de T =TxeoexT , par X=X 1a

u
variété A, XeeeX A, par ‘Y _ 1l'application rationnelle
1 n u

‘f u x ...X‘F“ t C => A , définie sur L = k (E), et par
1 n

D~ l'image de *’; (précédemment notée Dn) . Nous venons de

-~ -

montrer que, pour Y et U génériques indépendants de T

+ D - _Q,D =

sur k, il existe un isomorphisme &« =, =
u' u u

tel que %>_‘ = « e © YD; Il en résulte que la famille
u u

constituée par les variétés D= et par les isomorphismes

« _ vérifie les conditions du théorlme de descente, rela-
u' u
tivement 4 l'extension L/k . Par suite, il existe une
variété B définie sur k, et un L-isomorphisme (pour la
s . - - . -— t '}
structure de variété algébrique) 8 = ¢ B DE , tel qu'on

ait « ., o= =8 o, 0 B = -1 .En transportant par § _ la
a' 1 u u 3

structure de D , on définit sur B wune structure de

variété abélienne dont la loi ¥ = ¥ est définie sur

k(u) . On a nécessairement XTI= Kﬁ" donc, d'aprés 1le

th. 1.1, X est définie sur k , i.e. B est une variété

abélienne définie sur k . Pour 1 gi € n , notons = i

le L -~ homomorphisme B-—}-Au obtenu en composant 5_-1
i u

avec la projection sur le i-éme facteur. Posons en

s e 58



- 95 -

particulier 1t = ¢ Appliquant le théoréme de Chow su

1 L ]
graphe de T; s on voit que 1, est @éfini sur k (ui) .

En particulier, <t est un K-homomorphisme B—> A ,

La composante de l'origine de ker L9 est une sous-

variété abélienne de B définie sur une extension radicielle
de k , donc sur k , d'aprés le théoréme de Chow. Donc,

ker T est un X-ensemble algébrique. Indroduisant, pour

tout couple (i,j) , un Xk-automorphisme de 2 tel que

u, s u; 5 om voit que ker ®; ne dépend pas de i .,

On & donc ker = o= ker T, * o pour tout i et, en parti-

culier, ker 1t = o ,
Soient maintenant B',r' comme dans l'énoncé, L'appli-
cation (ensembliste) B8 : 1t =l : B' ~>» B est

u. .
1 ul

un homomorphisme de groﬁpes. Son graphe r est donc une
sous~variété de groupe‘de B(VA I 2, th.2) , donc unes sous-
variété abédlienne de B, nécessairement définie sur une
extension radicielle de k(ui) « D'aprés le théorédme de
Chow, I est définie sur kX , donc ne dépend pas de 1 .
bonc, pour z'€ B', et en posant z = B (B), le point

B8 o (z) colncide avec (r’u (2)geeey T (z) ), donc est

u i n
rationnel sur L(z'). Comme 8 5 oSt birationnelle et
définie sur L, 2z est rationnel sur L(z') . Donc B est un
L-homomorphisme; comme son graphe [ est aéfini sur

kX, c'est un k-homomorphisme, La relation T'u =, 0 8
i

L3R IR B A J
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donne en outre, pour i =

1, t'o B8 =1 .,

Enfin, l'unicité du couple (B,tr ) est triviale, compte

tenu de l'injectivité de

T , et de la propriété universelle,

Le couple (B, t) est appelé une (K/k) - trace de A,

K/k

L'image 1t (B) sera é&galement notée A .

Le théoréme suivant sera utilisé, & plusieursreprises,

dans la suite, pour remédier aux difficultés dues au fait

que T n'est pas une immersion (remarque 3.1 précédente) .

THEOREME 3.2 = Soit K

rique d'une variété T

l1$ign, soient .Au

-

correspondants de A et

morphisme t = T X eee
1

est une immersion,

corps k. Posons K = k (t) y ol t est un point géné-

variété abélienne définie sur K , et soit (B,r ) |une

(K/k) - trace de A. Soient u; =t o, uyye..,u des

points génériques indépendants de T sur k . Pour

une extension régulidre d'un

définie sur kX . Soit A une

s Ty les conjugés respectifs
i

t o+ Pour n assez grand, le

X T : B""‘éAz.AX-QtXA
Y | Y

Ce théoréme résulte immédiatement de la derniére partie

de la démonstration précédente,

On a 4de Plixs le théordéme suivant, exprimant l'inva-

riance de la trace par extension du corps de base,

L B B 2 N
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IHEOREME 3.3 -~ Soit K une extension régulidre d'un
corps k , et soit k' une extension de Xk linéairement
disjointe de K . Posons K' = Kk' , 8i A est une

veriété abélienne définie sur K , toute (K/k) = trace de

EY

A est aussi une (X'/k')-trace de A .

Démonstration - Soient (B, t) une (K/k)-trace et

g
e
i &

LY

‘s ') une (K'/k')-trace de A, D'aprds ls proprifté
universelle de (B,t ), on peut compléter le diagramme

T
B e A

N
8 \\ ////XT'
X

B!

par un k'-morphisme B : B —» B' . Il s'agit de montrer
que B est un isomorphisme.

On peut supposer que k'/k est de type fini : en effet,
d'aprés la propriété universelle, le théoréme est vrai pour
l'extension k'/k s'il l'est pour toute sous-extension de
type fini. Remarquons aussi que si k © k" € k' et si
le théoréme est vrai pour les extensions k"/k et k'/k" ,

il 1l'est pour k'/k : pour le voir, il suffit de remarquer
que K" =Kk" est une extension réguliére de k" , linéairement
disjointe de k'/k'" . Comme toute extension de type fini est

extension algébrique d'une extension réguliére,



- 958 «

il suffit de traiter séparément chacun des trois cas suivants:

-m
&) - kx'/k radicielle - Supposons k'=xP . La varieté

. m et s
abélienne B" = (B')P est définie sur k . D'aprés le
lemme 2,1 , il existe une isogénie radicielle 8 : B" —&% B',

définie sur k' . Comme B" et A sont définies sur K ,

l'application rationnelle ™ = 7' 8" : B" —» A est Aéfi-
nie sur K, d'aprés le théoréme de Chow, En vertu de la
propriété universelle de (B, v ) , il existe un k-homo~-

morphisme 6 : B" —3» B tel que le diagramme

-]
o
Y
>

\\.\A

W —-—---=--->w
S |
:////

soit commutatif, Ceci entralne que B est bijectif , le®,

L
»

est une isogénie radicielle, et gque 1 (B) = <'(B’
Posant K = k(t), oli t est générique d'une variété | dé-

finie sur k , il résulte du théoréme 3,2 que, pour

ot 3

assez grand, les homomorphismes

= T Xoewe XT :B—+A XOQOXAu et
1l “n 41 n

X eeexT! : B =~ A x ... %A sont des
u, u
1 n 1 n
immersions.D'aprés ce qui précéde, ile ont m€me image.
Comme T = t' o 8 , £ est un isomorphisme.
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b)- k'/k algébrigque séparable, Notons k* 1a cl8ture sépa-

rable de k ., Comme K est linfairement disjoint de el

sur k , tout keautomorphisme de k‘ se prolonge & un et

2.4

un seul Keautomorphisme de K" = Kk* « &t ceci définit un

isomorphisme du groupe de Galois de k*/k sur celui r de

K*/K . Soit (C,A) une (K*yk*) - trace de A, Il existe un
sous=corps E de k*'contenant k , de type fini sur k ,
tel .que C soit définiesur E , et que XA sgoit dé&fini

sur KE . En transformant par un &lément arbitraire o¢& r
la propriété universelle de (C,A) , on voit que (c? , 2 %)
est encore une (K*/k*)-trace de A. On en déduit que, pour
g, t& F, il existe un k*-iscmorphiame ‘?tq : ¢ = ¢ ’

tel que 2°

= AT o%%oo Les \P ., vérifient en outre les
conditions du théoréme de descente (th.l.2.) . Il existe
donc une variété c, définie sur Xk, et un E-isomorphisme
[+ S
) 1

ot C —3» C , telsqu'on ait \Pra =u'o (u pour tout

couple (O,T) « En transportant par U la structure de
variété avélienne de C, on définit sur C_  une structure
de variété abélienne invariante par ¢ , donc définie sur

k . De méme, l'homomorphisme A = Aen : C =2 A est
invariant par ¢ , donc défini sur k . D'aprés la pro-
priété universelle de chacun des couples (B,t ), (B',1'),
(C,A); il existe des morphismes Yo : c, —> B,

XS;CO 3 B! ¥: B ~—>cC ¥' : B* —3» C, tels que

le diagranmme

LR 2R BN 2N J
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soit commutatif; comme } = ¥‘°*; - Y'° X: est un
isomorphisme, tous ces morphismes ;ont des isomorphismes.
Donc B8 = (0 ° Xlo"l <Y o XI. est un isomorphisme,
e)- k'/k régulidre - BSoit K=k(t), ol t est un point
générique d'une variété T définie sur k . Soient
Uipesss des points génériques indépendants de T sur

k' . Pour n assez grand, d'aprés le th., 3.2, l'homomor=

phisme T' = TV, XeeoXT' 3 B' —> Am A x..ux Al
1 n 1 n

est une immersion, d&finie sur L = k (ul,..., un) « On a

en outre k' = k{v), ol v est un point générique sur
L d'une variété V définie sur k . Pour tout point géné-
rique w de V sur L , il existe un L-automorphisme

g de (O tel que w = v’ . Notons B’w, ?'w les transe

formés respectifs de B' et T' par o ; en particulier,

L A
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Rt ' gl 1: T' (BY ) en ,
B' = B' , et ' =<' . L'image ' {B ') est une

sous-variété de A d8finie sur L(v). L'extemsion L{v)/L

£€tant régulidre, :'v (B'v) est définie sur L, d'aprés le
théoréme de Chow, donc invariante par ¢ , de sorte que

T4 {nt ! g ) , g’ g} , »
T v(B 1.') - (B w) . Comme =< y ot T', sont des

immersions, il existe, quels que soient v et v , un iso-
-!“1

morphisme P : B' ~—>B'  tel que ‘va =1' "o ?" .

Les %)wv vérifient en outre les conditions du théoréme de

descente., Donc il existe une variété C définie sur k

et un k'~isomorphisme §' = X’v,: C - B' tel que
Yoo =¥', © Y“w'l . En tfansformant par Y' ' 1la struc-

ture de variété adélienne de B', on définit sur C wune
structure de variété abélienne invariante par o , donc
définie sur k . De méme, l'homomorphisme A = 1' o Y!
est invariant par ¢ , donc d€fini sur k . D'aprés
la propriété universelle de (B ,7v ) , il existe un

homomorphisme 3 C = B tel gue le diagramme

4
=3

o9}
L

Q=--- = =3>

¢ 8 ¢ 8@
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soit commutatif, Comme Y ' est un isomorphisme, ¥ et 8

sont des isomorphismes ceQefed.

L - Enoncé du théoréme de Mordell-Weill et de ses variantes:

V  étant une variété d4éfinie sur un corps k (ou,
plus généralement, un k-ensemble algébrique) , 1'ensemble

des points de V rationnels sur k est noté Vk. si v

est un groupe algébrique défini sur Xk , Vk est un

groupe pour la structure induite,

THEOREME 4.I (Mordell-Weil) ., Soit K wun corps de

nombres algébriques (de degré fini sur @) , et soit A
une variété abélienne définie sur K . Alors le groupe

'AK est de type fini.

K étant maintenant une extension réguliére d'un corps

k , et A une variété abélienne définie sur k , on note

K/k

A l'image Tt (B) d'une (K/k)=trace de A , et A(i)

l'image 1 (Bk) du groupe B, des points de B rationnels

suor K

THEOREME 4.2 (ou "théoréme de Mordell-Weil relatif™)

Soit K wune extension réguliére d'un corps k , et
soit A une variété abélienne définie sur k . Alors

K ) .
le groupe AK/A(k) est de type fini,

L N )
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THEOREME 4.3 (généralisant le th.4.1) .
Soit K un corps de type fini (extension de type fini
du corps premier) , et soit A wune variété abélienne

définie sur X ., Alors le groupe AK est de type fini.

5 = Réduction du probléme

Montrons d'abord que le théordme Lh.3 résulte des

théorémes 4,1 et 4.2 . En effet, soit K un corps de

type fini. On peut trouver une extension algébrique de degré
fini k' du corps premier telle que, en possnt Kk' = K'
1'extension K'/k' soit réguliére : on & en effet K = k(t)

ol t est un point d'un espace affine 311 3 1l sufrfit de

prendre pour k' le plus petit corps de définition de 1'une
des composantes de l'ensemble algébrique lock t .
D'une part le théoréme L.2 implique que le groupe

]
AK'/A?k') est de type fini, d'autre part, si (B, v ) est
. t
une (K'/k')=-trace de A, le groupe A%k') est isomorphe i
Bk' « Or ce dernier groupe est de type fini : en effet,

si la caractéristique p est nulle, k' est un corps de
nombres algébriques, et la propriété résulte du théoréme

kel ; 8i p mo , 1la propriété est triviale, car Byt

est un groupe fini. D'od le th. 4.3.
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On va maintenant démontrer certains résultats auxili=-
aires, permettant en particulier de réduire le th, 4.2 au cas
ol k est algébriquement clos, et ol K est de degré de

transcendance 1 sur k , i.e., est un corps de fonctions

sur une courbe définie sur k

THEOREME 5,1 <~ Scit K une extension régulidre d'un

corps k , et soit k' une extension de k linéairement

disjointe de K ., Posant K' = Kk', on a

K' K
A N Rigny = Alyy

Démonstration = On a vu (th.3.3) que toute (K/k)=trace

(B, t ) de A est aussi une (K'/k')=trace de A, On & donc
K K' , K K*

A(k) = T‘Bk)c A(k')' T (Bk'). d'oi A(k)c AK{\ A(k‘) .
Pour prouver l'inclusion opposée, considérons ur point

b € By+ tel que T (v) & AK « Il s'agit de montrer que

» € B, . Posons X = k(t) , ol t est un point générique

d'une variété T définie sur k . D'aprés le théoréme 3.2,

il existe un entier n tel que, pour (ul....,un) géné~
riques indépendants de T sur k , 1l'homomorphisme

T, XoooX T, 3 B = A XeosX A scit une immar-
i n 1 n

sion. Pour tout i (1 ¢ i € n ) , le point . (b) est
i

e s
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rationnel sur k(ui) o Comme 1t est d€fini sur
L = k(ul..o..un) . b est rationnel sur L . Or L et

k' sont linéairement disjoints sur k (E,0,C4T, th.20) ,
donc ona LANAk'=5x , donc b est rationnel sur

k, coqof.d.

Corollaire : Les hypothéses &tant celles du th.5.1, le

groupe AK/A%k) est isomorphe & un sous-groupe du groupe

K'
AK'/A(k’) &

THEOREME 5.2 Soient k, K, L. trois corps tels que

kCKCUL, et que les extensions K/k et L/K soient
réguliéres, Si le th. 4.2 est vrai pour L/k, il 1l'est
pour L/K . 8'il 1'est pour L/K et K/k, il 1l'est

pour L/k.

Démonstration - Soit A une vari&té abélienne dérfinie
sur L . Soient (B,t ) une (L/k) - trace de A, et
(¢, A ) une (L/K)- trace de A . Soit ,en ouvtvre ,
(D, u)‘ une (K/k)=trace de C ., D'aprés la proprié&té uni-
verselle de (C, A), et d'aprés celle de (B, 1), on peut
trouver un kehomomorphisme B8 : D — B et un K-homonmor-

phisme ¥: B—3=C tels que le diagramme

L B B N 4
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A
A T
¥
C €-—-------B
.4
/
'
M L7 B
s’
D

soit commutatif., On a donc A (Cx)'at (Bk) . Par suite, si
AL/ T(Bk) est de type fini, il en est de méme de Ax/ x(c‘).
Inversement, supposons que AK/A (cx) et CK/ u (Dk) soient
de type fini. Alors A (CK)/A ( u(p,) ) est de type fini,
et il en est de méme de A/ A (u(D) ) = Ag/x ( B(D,) ) .
A fortiori, puisque 1t ( B(Dk) ) ¢« (Bk) s le groupe

AL/ t(Bk) est de type fini, co.q.f.d.

THEOREME 5.3 - Soient K et L deux extensions
réguliédres d'un corps k , telles que KcL et que
L/K soit algébrique de degré fini séparable., Soit A
une variété ab&lienne définie sur K . Alors le

groupe A%k) N AK / A%k) est fini,

[ 28 3 BN 2
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K) et

p . . . K
Démonstration : Soient respectivement (BT , T

(BL', TL) une (K/k)~-trace et une (L/k)-trace de A . Soit

r =T 1e graphe de Y | Notons A 1'intersection

N 17 des conjugués de I’ sur K , et C 1la projection de

I' sur BL . Nécessairement A et C sont des groupes
algébriques. La composante neutre CO de C est une
variété abélienne invariante par © , donc définie sur une
extension radicielle de K . Comme BL' est définie sur

K , CO est définie sur k par le théoréme de Chow. Toujours
par le théoréme de Chow, 1'homomorphisme T ! Cq —>A
induit par L est défini sur k . D'aprés la propriété

£)

universelle de (BK , T , il existe un k-~homomorphisme

B s Co ——9—BK tel que le diagramme

soit commutatif. On a, d'une part :
L K
T = - .
olColi = T(Cy) = Ay
On a d'autre part

L LA
T = Ay N oA

En effet, il est clair que TL(Ck) est contenu dans le
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second membre. Inversement, pour y€5AK , de la forme
TL(x) , avec x¢€ Bt , le point (x,y) de T est invariant

par O ; on a donc (x,y)€A , d'od x€C , d'ou xeck .

Comme C/Co est un groupe fini, il en est de méme de

Ck/(Co)k , donc de TL(Ck)/TL(C et a fortiori de

o)k !

K

TL(Ck)/A(k) c.q.f.d.

Corollaire - Soient L , K , k comme dans le théoréme
5.3. Si le théoréme 4.2 est vrai pour l'extension L/k ,

il 1l'est pour K/k .

En effet, 1l'homomorphisme de groupes
a AK —-rAL / AI("k) déduit de l'injection AK —>AL
a pour noyau N = AKn A%k) . D'aprés le théoréme 5.3
le groupe N/A%k) est fini. L'hypothése entraine que le groupe
N .. K
AK/N = Im ¢ est de type fini. Donc Ay / A(k) est
de type fini.
On peut maintenant démontrer la réduction annoncée
concernant le théoréme 4.2. Supposons en effet que ce dernier
soit vrai pour k algébriquement clos, et pour K/k

réguliére, de degré de transcendance 1 . Compte
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tenu du coroll, du th 5.1 et de la disjonction linéaire
de K et X sur k , le théoréme L.2 est vrai sussi
pour k quelconque, et pour K/k réguliére de degré de
transcendance 1 . Passons au cas d'une extension régu-
liére K/k de degré de transcendance r quelconque,

On a alors K = k(t), ol t est un point générique d'une

variété T , de dimension r , définie sur k . On peut

supposer T affine (TC3$n) . Considérons dans $, la

variété linéaire générique L = L, o » de dimension
ol J

n -r + 1, définie par les équations

E uig X; = v; (L §j g r=1) ,

ou les uij’ vj sont algébriquement indépendants sur k .

Posons F=%x (u,v) . D'aprés I , th, I2,1 , 1l'intersec-
tion LA\ T =2 est une courbe définie sur F ; la démons=-

tration de ce th., montre en outre qu'on peut choieir les

Uiy oe V; de fagon que té& Z , et que t soit générique

de Z sur F , L'extension F(t)/F est réguliére de
degré de transcendance 1 L'extension F/k est transe
cendante pure, donc obtenue par une succession d'extensions
régulicéres de degré de transcendance 1 . Le théoréme 4,2

etant supposé vra! pour les extensions de degré de trans-

»zy

t
S~
g2

cendance 1 est vra:. pour F{tl)l;k, et aussi pour

e T & 0o
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compte tenu du th, 5.2 ., Comme ¢t est générique de T
sur F , 1le corps K = k(t) est linéairement disjoint
de F sur k , donc le th, 4.2 est vrai aussi pour K/k,

compte tenu du coroll. du th, 5.1 &

6 - Enoncé du "théoréme de Mordell-Weil" faible

THEOREME 6.1 - (Théoréme de Mordell-Weil faible) .

Soit A une variété abélienne définie sur un corps K ,

et soit m un entier naturel premier avec la caractée
ristique p de K . Si K est un corps "global" ,

c'est~d~-dire ou bien (a) un corps de nombres algébriques

(de degré fini sur @ ) , ou bien (b) une extension
réguliére de type fini d'un corps algébriquement clos k

(i.e. un corps de fonctions sur une variété T définie

sur k ) , le groupe AK/m A, est fini,

Justifions d'abord le nom attribué 3 ce théoréme, Dans
le cas (a) , il résulte trivialement du théoréme de
Mordell-Weil (th. 4.1) ., Dans le cas (b) , on le déduit

comme suit du th. 4,2 ; posons G = Ag / A%k) 3 le th, k4,2

implique que G/mG est fini ; 1la multiplication par m
dans AK induit un homomorphisme AK ——p G/mG , de noyau

N =mA  + A?k) ; désignons par (B,t ) une {(K/k)=trace de A;

comme k est algébriquement clos, tout &lément de
A% 2 ¢ (B) est divisible par m ; on a donc A Cma
(k) k ’ (k) K °
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d'oli N = m A_ ; donc AK/m A est fini.

K K

7T = La descente infinie

Nous allons, inversement, utiliser le théoréme de
Mordéll-Weil faible comme étape intermédiaire de la démons-
tration des théorémes 4.1 et 4,2 , Plus précisément,
nous allons, par la méthode de "descente infinie" ,

commencer par démontrer le th.suivant ¢

THEOREME 7.1 - Soient A, K et m comme dans le théo-

réme 6.1 . Supposons de plus qu'on & m>» 2 et que,
dans le cas (b) , l'extension K/k est de degré de
transcendance 1 , i.e, que la variété T est une courbe.

Supposons que le groupe Ay /m A est fini, Alors,

K
dans le cas (a) (resp.(b) ) , le groupe Ag

K ..
(resp. AK/A(k)} est de type fini.

Démonstration : Comme on & vu dans I , I2, le corps

global K est canoniquement muni d'une famille M de
valeurs absolues vérifiant la formule du produit. En ou-

tre on peut (VA IV, th.5) supposer A projective;(A(:Pr} .
A tout x €IAK , regardé comme point de Pr s on peut
associer sa hauteur h (x) . Notons R un systéme de

20 000
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de représentants des classes {mod mA,) dans A

k Ko Par

hypothése, R est fini., Partant d'un point xt&AK quel-

conque, on peut former une suite X, ™ Xy XjpeesgX goeee
d'éléments de AK tels que
f x, = b +mx
(1) <---....------...._‘.---
*n-1 z;bn-l tm X2
| c-mmememmeeeee——a

ol les b, appartiennent &8 R. On va démontrer

(*)Il existe une constante réelle ho qui ne dépend pas
de x , ni de la maniére dont on a construit la suite (xn)
telle que, pour n assez grand, on ait h(xn) <h,

Dans le cas (a) , le théoréme en résultera aussitdt.
En effet, d'aprés II, th. 2.3, l'ensemble R des points

x € A, tels que hi{x) < h, est fini. D'aprés les rela-

tions (1) , x s'exprime comme combinaison linéaire a
coefficients entiers d'éléments de R et de Ro . Donc

A, est engendré par l'ensemble fini R U‘Ro.

Dans le cas (b), on obtiendra de méme le théoréme
& partir de la propriété (*) 4 condition de prouver la
propriété supplémentaire suivante.

(**) - L'ensemble des classes mod. A(i) des points

* e 600
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x € A, tels que h(x) € h = est fini.,

Démonstration de (*)

D'une part on désignera par ~ 1l'éguivalence linéaire pour
les diviseurs, d'autre part, on utilisera l'équivalence
représentée par le signe = (VA , 9 ) . Rappelons que, pour
qu'un diviseur X sur A s8oit =0 , il faut et il suffit

que xa ~ X pour tout a€A , ou l'on note X‘ le translaté
de X par la translation T a ' X W~ x + a . Démontrons
préalablement deux lemmes,

LEMME 1 - Soit A une variété abélienne et soit m un

entier # 0o . Si X est un diviseur=o sur A , on a
(a )" (Xx) »m x
Posons en effet B = A X ...x & (m facteurs) . On a
md = A g O M ol y est le morphisme diagonal A == B ;
et od A n o8t le morphisme B == A défini par
xm (xl’eoo.xm) b xl * see + Xn . On en déduirt
(2 )™ ) = w07t )
Or, d'aprés VA IV 9 , lemme 2, coroll. , on a
-1 -l
v Raoe Lot
ol T, est la projection de B = A Xa.eeX A sur le i-énme

facteur . On a donc

LR N R O
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@)™ (x) ~ 2wl (w"tx) )

i 1

v 2 (T o w )T (x)
i

Or T, 0 M est l'application identique, donc

(m $)°% (x) ~ m X

LEMME 2 =~ Soient A et m comme dans le lemme 1 .

Pour tout diviseur X sur A , on a

(m & )-l (X) = m? X

En effet, soit a& A . Désignant toujours par 1 a la

translation X py. x + & , on a le diagramme commutatif

A > A
T
a
s s
T
ma
A >~ A
d'old l'on déduit
(&™), = (&) (x) .

Donc on a

() ((m &)™) ), - (@8 )TN = (@d)TH (x,-x) .

a

Or, d'aprés le théoréme du carré,

X - X~vm (X = X) o
na a

On a aussi X, - X = o, donc, d'aprés le lemme 1 ,

e 6 06 00O
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(m§)™h (x, - X) v m(x, =-X)

dtou

2

(m§)~t (x:ma-x)«, n (xa-x)

Posant Y = (m$§ )% (X) - m° X , on en déduit, compte

tenu de (2) , T o~ Y . Comme a est arbitraire, ceci

implique Y= o , d'ou le lemme,

. *
Revenons & la démonstration de ( ") .

Notons X une section hyperplane de A , rationnelle sur K .
Nécessairement, X est un diviseur ample, donc non dégénéré
sur A (VA IV 7, th. 8) . Rappelons que, pour qu'un divie
seur 2 sur A soit = o, il faut et il suffit qu'il
existe q&Z non nul et DEA tel que ¢q Z » X=X

Si 2 est rationnel sur un corps de défimition K de A ,

on peut en outre choisir ¢ et b de fagon que b soit
rationnel sur K ({(démonstration : partons de c¢c& A ,
vérifiant rZ Xc ~‘X s si e’ est conjugwéde ¢ sur

K , on a encore, par isomorphisme 1y Z ~ X X, d'ol

ct

X,inv X, 3 posant V = loe ¢ , on en déduit, compte

X

tenu de VA III,6 , th. T, gqu'on & encore X  ~ X  pour
1

tout point blEfV ; on peut, en particulier prendre bIEEV

algébrique sur K ; on a alors sussi 1r Z%v X, - X pour
1

bl
tout conjugué bi de bl sur K ; ls sonmme 2:: bi de
i=1

4 » -
tous ces conjugves est un point purement inséparable sur K ;

200046
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D'aprés le lemme 2.1 , il existe une puissance pu de

l'exposant caractéristique telle que le point b = pu szi
i

soit rationnel sur K. , et on a q Z ~ Xb—X s en posant

a=p" mr ) .

Compte tenu du lemme 2 , il existe donc qE€E non

nul et bOGZAK tels que

af (n§)~1 (x)= n° X) X, - X
(o]

Pour bEA , on a, d'aprés le lemme 1

(m§) 2 (X =X} vm (X . = X)

=b -b

On en déduit

a(m 8)'1 (x =X) + X, =X
o]

) M a m® X + qm (x_

b
d'ou, en vertu du théoréme du carré

q (m§)7t (X_p,) v (qn° - 1) X + Xpr

en posant Db'= bo -qmb . Prenons bEfAK . Désignons par

Yb le morphisme x > mx + b de A dans A , par %?

la classe du diviseur X pour l'équivalence linéaire et,

conformément aux notations de II, 4 , par %5% celle
b

du diviseur (Fb-l (X) - On a Lfb =1, 0 (md), d'od

b

Yool (x) & (mb) "t o(x

b ) o On & donc

-b

q = (qu® - 1) %24-(f3}
o

/
ol 6; est positive (i.e. est l& classe d'un diviseur

© 600 0
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positif, & savoir Xb¢}. D'aprés les propriétés des hauteurs

(11, 4, th.k.2),0n a

gh (f, (x) ) = quhlmx + b) > (qm® - 1) n(x) + c(b)

d'ou, & fortiori,

h(mx + b) >'(m2-l) nix) + & c(b)
q
= 1l .
Posant g = - 3 inf Jcg ¢c{v) , on a, pour tout n ,
2 - ' c
(m 1) b (x ) < .h{x ;) + ¢
Ceci donne, par récurrence sur n N
h(xn) \< -—2-}-—'-;; h(x) + co -2. -—i——i-
(m=-1) j=1 (mz-l}
Donc, pour n assez grand, .on & h(xn) <h  , en
. Co N
posant h = € + —————, ou E est un nombre réel > o
m2 - 2

arbitraire,

Démonstration de (%%) ., Désignant par s un entier natu-

rel > ho , introduisons, sur la courbe T , supposée

projective sans point multiple, le systéme linéairecigs
des sections de T par les hypersurfaces de degré s ,
et le systéme linéaire complet :i; contenant :i;s . Le
systéme linéaire :ji; est ample, donc & fortiorit;fg est

ample, Donc il existe un k-isomorphisme ¥ : T =y T' ,
ayant pour image une variété projective T' , et associé

a ;fz au sens de VA IV 3 ,

e & o 0o
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Tout diviseur D de degré s'< s sur T est majoré

par un é&lément de :jis, o Cl'est en effet évident lorsque

g' = 1 , et le cas s' quelconque s'en déduit par linéarité,

Considérons un point x = (xo .ooo.xn) € A avec X, € K

K ’
pour tout i , 1les x; étant en outre choisis de fagon

que les div.(xi) n'aient pas de composante commune.

o
D'aprés II , 3 , th, 3:1 , on a h{(x) = deg sup; div(xi)..
Si l'on suppose hi(x) < h, , on & h(x) <« s, et le divi-

seur positif sup, div (xi) - ©est majoré par un élément

Dogég, qu'on peut peut choisir en outre rationnel sur Kk .
On en déduit, pour tout i , div(xi) = D; - D  avec D €:8

rationnel sur k ., Si, pour tout i (o€ i <r ) , on note

x5 la fonction sur T' transpcsée de X; » on a

div(x'i)=D'i-D’° oﬁvD’iﬂ W(Di) est une sectiaon hyperplane de T'

Désignant par t'o 'oco’t'r' un systéme de coordonnées

homogénes du point générique t'= y(t) de T' , on a donc,
pour le point x , un systéme de coordonnées homogénes de
la forme ,
(3) x'i =Z a .. t'j (1€ i< r)
j=
avec ajj € k
Posons | = (r +1) (r' ¢+ 1) =1 . Le point a de
l'espace projectif Pl de coordonnées homogénes les a i

60 60000000
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(écrits dans un ordre arbitraire) ne dépend gue du point x,
non du choix des coordonnées X; o Les formules (3) {(ou
L'on regarde maintenant les a;; comme des "variables"

et les tii comme des "coefficients") s'interprétent par
l*'existence d'une application linésaire projective

X ¢ Pi ""'Pr , définie sur K = k(t) = k(t*) , telle que

i

X x{a) + Notons U 1lfouvert de morphicité de X (complé-

mentaire d'une certaine sous=variété linéaire de Pl o Pour

a€U , rationnel sur Xk , la propriété x (a) € A se traduit

par un nombre fini de relations algébrigues entre les 8

& coefficients dans k . En effet, on peut définir A par
un systéme d'équations de la forme

(h) F (t”o’O?O’.t'

o

- N XQ 920069 Xr) = o

od, pour tout = , F_  est un polynome & coefficients dans

k , homogene séparément par rapport asux X. et par rapport
aux t'j ; la condition A (a) & A se traduit en remplagant

dans (L) 1les X, par les x, tirés de (3) ;3 désignant,

pour tout « , par d_ le degré global de F_ , et par
B = f«S {(t') )} une base de l'espace vectoriel formé& des

polynSmes homogénes en t' de degré d_ & coefficients dans

Xk , on peut écrire les relations obtenues sous la forme :

-

E: Eag (a) f“B (t') = o odi les Eag sont des

8

000 &0
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polyndmes homogénes & coefficients dans k ; ces relations
sont donc équivalentes & 8ag (a) = o pour tout couple (=8),

On a donc montré que l'ensemble { aIaEUk A (a)e A}

est de la forme E, , ol E est un sous-ensemble k-fermé

de U . Désignons par W 1l'une quelconque des composantes
(en nombre fini) de E . Il suffit de prouver que, pour

~

a€:wk , le point x = A (a) appartient & une classe déter-
.o K
minee (mOd A(k)) a

D'aprés VA III 4 , lemme 9, et remarque UL, on peut
trouver une extension L de k , une courbe Y compléte
sans point multiple définie sur L , une application ration-
nelle p : ¥ —» W définie sur L et un point y€Y tels

que p soit morphique en y , de valeur a et que, pour

y générique de Y sur L (y) , 1le point a =Y (y) soit
un point générique donné de W sur k . L'application
rationnelle u = A o p est un morphisme (VA I 5 , th 6)
défini sur KL . Soient J 1la jacobienne de Y , et Y un
morphisme canonique Y =>J . D'aprés la propriété -uni-
verselle du couple (J ,¥) (VA III 7 , th 6) , il existe

un morphisme 6 : J =—>» A tel que le diagramme

solit commutatif,

o ¢ 0 C O
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C»> morphisme 6 est le composé d'un homomorphisme &, et
d*une translation sur A . Soit L' un corps de définition
de J et ¥ contenant L (y , ¥) . Quitte & remplacer t
par un conjugué convenable sur k , on peut supposer que
K =k (t) est algébriquement indépendant, donc linéairement
disjoint, de L' sur k . Dans ces conditions, & et 8
sont définis sur L'K . Posant z =P (¥), 2z ='P(y) ,
puis x =8 (z) =A(8) et x= 6(z) = x(a) , on a

X = x = 08(z)= 08 (z) = 8, (z)-e-o(z.)r-eo (z = 2) &
Comme le point z = z est rationnel sur L' , on a

— §
x - x€ A%,K . Dome si x, et x, € A, sont respectivement

de la forme x) = ) (al) ¢ X, =) (8'2) , avec &, et a, E'Wk,,
LK . n K
€ AL, M Ag, d'03  x; - x, € Ay s

on & X, = X

1 1

2
compte tenu du théoréme 5.1 . Autrement d4it, la classe de

x (mod. Ai(ck})ne dépend que de la composante W, c.q-f -4,

8 ~ Théorie de Kummer

THEOREME 8.1 = Soit G wune variété de groupe définie sur

Rl

un corps K , et soit m wun entier premier & la carac-
téristique de K . L'homomorphisme md: G —>C est de

degré fini (donc surjectif) et séparable,
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Démonstration - Posons r = dim G. Désignons par

o (resp. o') 1l'anneau local de G (resp. de G x G) a

l'origine 0,et par m (resp. m’) son idéal maximal, Soit
(ul. “any ur) un systéme de paramétres uniformisants de G
en O (i.e. un systéme minimal de générateurs de m ) .
Désignant par (x,y) un point générique de G x G sur k ,

les fonctions ul(x), ceey ur(x) . ul(y), veen U (y)

forment un systéme de paramétres unlformisants de G x G &
l'origine (cf, E IITI 5) .

Montrons que si f€ m , la fonction g sur G x G
définie par gl(x,y) = fl(x +y) = f(x) = f(y) appartient &

1'idéal m'2 » En effet, on a f{x+y) ¢ m', donc il existe

des constantes a; bj telles que

— 2
7 ) P < ]
f (x+y) = z: a; u; (x) ¢ E b, u; (y) (mod, m'") ,

i J
En faisant y = o , puis x = o , on en déduit
£ (x) = S : a; u; (x) mod m'S
i
puis
_ . 2
fly) = E b. u. (y) mod m
J J -
d

ce qui donne bien f(x+y) = £ (x) = £ (y) € g’z

On en déduit, pour toute fonction f&€ m ,
f(mx) - mf{x) € 52

Comme m est premier 4 la caractéristique de K ,

PRI IRV
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il en résulte que les v, (x) = ug (mx) engendrent 1'idéal

m, i.e, forment un systéme de paramétres uniformisants de

G en O, i.e. sont tels gque les différentielles(dvi)o a

l'origine soient linéairement indépendantes 3 a fortiori
les dv. sont linéairement indépendantes, donc¢ les Vs
forment une base de transcendance séparante du corps de

fonctions ?% (v) (da'aprés E III 2 , th. 3) - Donc x est

algébrique séparable sur k(mx), eoqof.d.

G étant un groupe algébrique, on désignera par A m(G%
ou simplement par [ﬁm s le groupe ker(mig) des points

d'ordre m de G

Corollaire .~ Avec les hypothdses du th, précédent, le

groupe [&m = ker (m 8) est fini, Pour a€ G tout point

P € G tel que mb = & est algébrique séparable sur k(a) .
La premiére assertion résulte du fait que, pour

x générique de G sur K , lfensemble (m$1"1 (x) est

fini, D'autre part, tout conjugué de b sur k(a) appar-

tient 84 l'ensemble fini (nxS)"l (a) . Done b est algédbrique

sur k{a) . Soit y € G ; 8i y west générique de G sur

k(b) , il en est de méme de x = my et de x' = a=x =m(bd=y).

D'aprés le th. 8.1 , les points y et b~y sont algébri?ues

séparables sur k(x,x') = k{a,x) . Donc b est algébrique

- N
séparable sur k(a,x). Or k(a,x) est extension réguliére,
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donc séparable de k(a) , Donc b est algébrique séparable
sur k(a) .

Dans toute la suite de ce n° , on considére un corps K
et un groupe algébriquc' G défini sur K tel gue

& (¢) C Ge » i.e. que tous les points de A = & (6)

soient rationnels sur K .

On considére tous les sous=groupes H de GK tels que

m Gy CHc Gy + Le groupe (ms)-l (H) est noté H . Le

gl

corps K (% H) engendré par tous les é&léments de ce groupe
est encore noté Ly « En particulier, on pose
L = L - K (; GK) »

si b € % H, ona mb=a€G., donc nb’ = a pour

tout conjugué b° de b sur Kk , d'ol v°€ % H . Donec l'ex-
tension LH/K est galoisienne. On désignera par FH

(resp. r) le groupe de Galois de LH/K (resp., L/K} , L'ex-
tension LH/K est de plus abélienne (i,e, (H est abélien) .
En effet, soient 0,1€ rH,et soit be’:’% H; on a baub-caeAm;

comme on suppose A E‘GK, ona c. = LN d'ol

g
10 .t
b - b = ¢, d'oud
o ,
.
5) % b= +
(5) b b e, c.
. 10 o1
et par suite b = b 4 on a donec tTOo = O7F « En outre,
L'extension abélienne LH/K est d'exposant m , i.e. tous

les éliléments de rg sont d'ordre m. En effet, on & .

Q0028
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m
d'aprés (5), pour aé.rH et b € % H, b’ =b=am c, = 0
Remarquons en outre que, s8i béf% H , le point
¢y = b%- v ade Am ne dépend que du point mb = a de H .
Plus précisément, l'application
S FH XH —y &
obtenue en posant Y (o, a) = c, est bilinéaire. Son
noyau & gauche est l'identité, car “f(o,a) = o pour tout
a€H signifie b’ = b pour tout b , donc ¢ = ¢ 3 son

noyau & droite se compose des a € H tels que b = b

pour tout ¢ € rH’ donc tels que b € G autrement dit, ce

Kt

noyau est n GK' On en déduit, par passage au quotient, une

application bilinéaire

¥ rH x(H/m GK)‘—%, Am

dont les noysux & droite et & gauche sont nuls,

THEOREME 8.2 = Pour que le groupe H/mGK soit fini, il
faut et il suffit que l'extension LH/K soit de degré
soit fini, il

fini. En particulier, pour gque GK/m‘GK

faut et il suffit que L/XK soit de degré fini,

En effet, FH et H/m GK sont respectivement isomorphes,

d'aprés ce qui préceéde, & des sous-groupes de Hom(}{/mcK s Am)

et de Hom ( Fﬁ s B0 ) d'od le théorédme puisque 4 est

2 8 8 C &
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un groupe fini,

Remarque- Si on abandonne l'hypothése Aka G l'extension

K’
L/K est encore galoisienne, mais non, en général, abélienne.
Pour BE‘% GK’ ltapplication o __,_bc - b = °§ est alors

g

un cocycle du groupe de Gealois F de L/K , & valeurs

dans Am’ et la classe de cohomologie correspondante ne

dépend que du point mb = aGEGK « Utilisant la suite de

cohomologie assocife & la suite exacte
0 =—>2a —>G By, 5 o0

on veoit gque GK/m G est isomorphe & un sous-groupe du

K

groupe de cohomologie Hl (r, Am) «. On en déduit euncore

que GK/m G eat de degré fini si et si seulement L/K est

K
de degré fini.
La théorie de Kummer proprement dite concerne le cas

ol G est le groupe multiplicatif. On a &alors GK = 5" H

On adopte la notation multiplicative et on écrit, par exemgple,

+ I

K au lieu de m G, . Dans ce cas, Am est le groupe des

X
racines m-iémes de l'unité, donc est cyclique. Donc
l'application bilinéaire ¥ précédente met en dualité les
, . r =m . :
deux groupes et H/K « En particulier, ces deux

groupes ont toujours le méme nombre d'é&léments.

$ &8
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THEOREME 8.3 (th. fondamental de ls théorie de Xummer).

Soient K un corps, et m un entier premier 4 la carac-

téristique de K . Supposons que K contient les racines
1

‘s 2 A
n-i€mes de l'unité, Alors H P-%»Ih = K(H™) est une
application bijective de l'ensemble des sous-groupes

* tels que K¥ ® CHCK¥ sur l'ensemble des

H de K
extensions abéliennes d'exposant m de K . Pour gue
le groupe E/K¥™ goit fini, il faut et il suffit que

LH/K soit de degré fini, et on & alors, guel que soit

B, (E:*7) = [LH : K].

1

Conséquence : Le corps L = K (k*™) est l'extension

abélienne maximum d'exposant m de ¥ .

Démonstration : D'une part, la derniére assertion résulte

du th. 8.2, et de la remarque précédant 1'énoncé. D'autre
part :

X.est surjective ., En effet, toute extension abé-

lienne de K d'exposant m s'obtient comme composée d'ex-
tensions cycliques d'exposant m, et on sait que toute
extension cycliQue d'exposant m de K est obtenue par

l'adjonction de la racine m~iéme d'un &lément de X¥ ,

X est injective . En effet, soient H et H' tels

que LE = LH’ . On & alors rg = FH, o Compte tenu de la

LI 2 IR N
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dualité précédente, chacun des groupes K/l('l"’l . H'/I*’olt
o

isomorphe & Hom (rH ’ An) e [ et pour que & € H et

Ay
e'€H' aient méme image dans r » 11 faut et il suffit que

a=a' mod K™*™, Ceci entraine H'CE K "® = H, On a de

méme HCH' , d'od H = H' , c.q.T.4.,

9 « Ramificetion d'une extension de Kummer

w €tant une valuation discréte d'un corps K , et L

une extension algébrique de K , on dit Qque w est non rami-

fi€edans L , ou que l'extension L/K ezt non ramifiée pour w

si toute valuation w' de L prolongeant @ est non ramie
fiée sur w ce qui signifie (I, 6) que l'indice de ramifi-

cation e, 1/, %%t 1 » et que l'extension résiduelle corres-

pondente est séparable (ceci entralne en particulier que
L/K est séparable ). On remplacera parfois, dans la terminolo=
gie précédente, la valuation « par la valeur absolue ultra=-

pétrique v = « y ,

LEMME 9.1 Soit K un corps muni d'une valuation discréte
w d'enneau A et de corps résiduel K° , Soit L une

extension de K de la forme K (u) , od u est racine

d'un polyndme unitaire FE€A [ X ] . 8i le polyndme

Fo € x° [ x ] , réduit de F,mod A, a ses racines dis-

tinctes, w est non ramifife dans L .

Démonstration - On peut supposer K complet et F dirréduc-

tible. Introduisons une cldture algébrique X° de K° .

® 0000
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Soit u®°€ K° 1'une des racines de F° , et posons

L® = X° (u®) . On peut prolonger l'homomorphisme canonique

A : A=>K° & une place p de L , & valeurs dans L° ,
telle que op(u) = u® , Comme on a supposé K complet, cette
place p est unique & l'équivalence prés, Autremént dait, si

\fl et u°2 sont deux racines de F° , et si on leur a fait

correspondre respectivement p et ¢ il existe un
1 2

automorphisme o de K° tel que = g © Comme

et p, prolongent A, o induit l1'identité sur K° , On a

u® = o (u°) , donc wuf et uj sont conjugués sur K°.Comme
2 1 '

P
les uf sont distinctes, F° est irréductible et L'/K wparalle,

Posant n = [L : K] = deg F , et f = [L° : K°], on a de

plus f = deg F° = g , d'ol e =1 , c.q.f.d.

Lemme 9.2 : Soit K un corps muni d'une valuation discréte w -

(a) = Soient K' et K" deux extensions algébriques de
degré fini de K telles que KC K'C K" . Pour que w
soit non ramifiée dans K" , il faut et il suffit que w
s0it non ramifiée dans XK' et que toute valuation «' de KXK'
prolongeant w soit non ramifiée dans X" .

(b) - Soient K' et L deux extensions algébriques de
degré fini de XK , et soit w!' une valuation de K' proe
longeant w . Si w est non ramifiée dans L , w! est

non ramifiée dans K'L .

LN IR BN 2
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(¢) = 8i L et L' sont deux extensions algébriques
de degré fini de K non ramifiées pour w , l'extension

composée LL' est non ramifiée pour .

Démonstration ~ On peut supposer K complet dans chacune

des assertions (I, 4, propriétés c) et e) )

(a) - Désignant par K°® , K'® , K"° 1les corps rési-
duels respectifs de K , K' , K" , 1l'extension K"°/K'°
est séparable si et seulement si K'®/K° et K"°/K'° 1le
sont., Les égalités [ K':K J=[ K'® : K°] et
(k" : k'] = [K"° : K'°] entrainemt [ K":x J=[k"° : k°] ;
inversement, cette dernidre entralnent les deux précédentes,
car on sait que [K' : K | > [ K'°® : K°_] et

[k" : kv ] > [k"° : k'° ],

(b) = K étant complet, l'extension non ramifiée K'
de K est de la forme K(u) , ou u est racine d'un
polyndme FgK [X ] unitaire irréductible & coefficients

entiers , tel que le polyndme réduit F° ait ses racines

distinctes (I,6) . Il suffit d'appliquer le lemme 9.1 .

{(c) - Résulte trivialement de {(a) et (D)

THEOREME 9.1 Soient K un corps muni d'une valuation

discréte ®w normée, m un entier premier & la caractéris-
tique du corps résiduel, et a un &élément de X'. Pour que
w 80oit non ramifiée dans L = K ( «) ol « est une racine

p-midme de a , il faut et il suffit que m divise w (a)

e e 0
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Démonstration : Notons A l'anneau de w et ¢t une uni=-

formisante ( w(t) =1 ) ,

Si m divise w (a) , ona:a = t™ u, o3 r est
un entier et ol u est un €lément inversible de A, On a
L =X (v) 9 L est obtenu par adjonction d'une racine
v de F = XT=u , D'aprés l'hypothése sur m , 1le poly-
ndme réduit F° = X®-u® a ses racines distinctes. D'aprés
le lemme 9.1 , w est non ramifiéde dans L .

Inversement, si w est non ramifiée dans L , et si
w' est une valuation de L prolongeant w , Jles groupes
des valeurs de w et de w' colncident; ils colncident
avec Z , puisque w est normée., On a donc .w'(ﬂ)é"l..

donc w’(a) = w(a) C‘EmZ, C.Q.f.du

THEOREME 9.2~ Soit K un corps de nombres, ou bien un

corps de fonctions sur une courbe T définie sur un corps
k algébriquement clos, et soit ® un entier premier &

la caractéristique de K , Soit M 1la famille propre
canonique de valeurs absolues de K, et soit S un sous-
ensemble fini de m ; notons M le sous-ensemble de M
formé des VEM-S wultramétriques, Il existe un élément
maximum L dans l'ensemble des extensions abéliennes
d'exposant m de K non ramifiées pour toute v € M

et cette extension L/K est de degré fini,
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Démonstration : L'existence de L résulte du fait que la

composée de deux extensions abéliennes d'exposant m et
non ramifiées pour Vv est encore une extension ab&lienne
d'exposant m et (d'aprés le lemme 9.2, (c) ) non ramifiéfe

pour v. D'aprds le th., 8.3, LT est de la forme

) , of H est un sous-groupe de k¥ tel que

c Hec Kk* . Compte tenu de la théorie de Kummer (th.8.3),

il suffit de prouver que le groupe H/K* ® est fini .

(a) - Cas des corps de nombres : Désignons par R

l'anneau des entiers de K , par U 1le groupe des unités
de K, par J 1le groupe des idéaux fractionnaires de K,

par Jo le sous~-groupe de J formé des idéaux principaux,

per J le sous-groupe de J engendré par les idéaux pre=-

miers P de R tels que VPE,E « Le théoréme 9.1

entraine que, pour a€H , 1'idéal principal (a) est de

la forme (a) =-b_: ;o,m, avec TET et b<€J . L'appli-

cation & p—p (a) est un homomorphisme de groupes

Hepd J %, Par passage au quotient, on en d&duit un
homomorphisme X o E._) T Jm/J B, Or on a

FnJm-TJ"“. done JJ%/3% ~ T/T® . Comme J est de type

tini, J/7 B est fini. D'autre part Jm/J§ est isomorphe
au groupe des classes d'idéaux J/J° s donc est un groupe

fini (I. th.11.1) . L'image de A est donc un groupe fini,

Par ailleurs on a ker A = UK* ® ., Donc RH/UK* ™ est fini,

L B B B N
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¥
or UNK"® = y® , done UK 2/k*® ~ U/U®. Puisque U est

de type fini, d'aprés le thé&oréme de Dirichlet (I,th.11.2),

m

* » - * - »
u/u est fini. Donme H/K * est fini.

(b) -« Cas des corps de fonctions : Désignons par 5)0 le

groupe des diviseurs de degré O sur T , par '%l le sous=~

groupe de Q)o formé des diviseurs lin&airement &quivalents

a zéro/ par °(Do le sous=-groupe de S>o formé des diviseurs

dont chacun des composants est un point associé& & l'une des
valeurs absolues vEM ., Pour x€H , on a, d'aprés le

th, 9.1 , div (x)e 90 + mSDo o L'application

x +» div (x) est un homomorphisme de groupes

H = (:90 + mé‘Do)(\ $l , et on en déduit, par passage au
quotient, un homomorphisme A:H - ((3‘% +m %)f\ @)/mcgl .
On a Q{'\m’ 090 = mg% , done 30 *m@{)/m.go ~ %/Qe@o .

et ce dernier groupe est fini, puisque @O est de type fini,

Donc (Q +m ,;90) N $l) / (m Qof\@) est fini,

Désignons par J 1la jacobienne de T . D'aprés VA,III 8,

th. 7, on & un homomorphisme canonique o : QZ—-—»J de

noyau ;bl - Désignant par u la multiplication par m

r. :¢9°—>m @o s, on voit que le groupe u'l(mgof" 91)

colncide avec « =1 ( Am (J) )3 comme u'l(mgl)-gl est

L2 -0
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le noyau de =, le groupe m.ég%t\ éga / mézg est isomorphe

&8Uu groupe Am(J) des points d'ordre m de J . Or ce

dernier est fini (VA,IV,6, th. 7 coroll,) . Done

m:@of\% / m% est fini, Donc¢ ImA est un groupe fini,

De plus, le noyau ker X se compose des X €H tels que

div (x) soit de la forme m div(y), avec ye;K=EF;(T),

sutrement dit des xe&H de la forme uy™ , avec u € k

et y & K. Comme k est algébriquement clos, on a

% m xm

ker A = X . Donec H/K est fini,

I0. Réduction modulo 2

On considére un corps K muni d'une valuation dis=-
créte w . On désigne par A l'anneau et par p 1'idéal
de valuation correspondants, par t une uniformisante,
par K° 1le corps résiduel, par X 1l'homomorphisme canonique
A —>K° . Outre le domaine universel Q pour K, on intro-
duit un domaine universel Q° pour XK° , On distinguera

n

entre l'espace affine 3n = Q et l'espace affine

$°n = ( 2°)%, et de méme entre les espaces projectifs

correspondants Pn et ch On se bornera i l'étude de

la réduction des variétés affines ou projectives, d&8finies
sur XK .

Pour tout polyndme F & ALX]= A [Xl, “ooy Xn] .

on note p(F), ou aw(F) s le polyndme F° réduit de

oo oo
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P (mod p) - Si I est un idéal de A ['Xﬂj s l'image

I° = p (I) = Py (I) est un idéal de K° [ X Jqu'on appelle

idéal réduit de I (mod p) (ou mod w })) . On dirs qu'un

point x°€ S: est un zérc de I si c'est un zé€ro de I° ,

i.¢. Si, pour tout FEI , et en posant F% = p(F) , on a
F® (x°) = 0, Si S est un sous-K-ensemble algébrique de

S, » on note Ifw (S) 1'idéal formé des polyndmes de A [ X ]

qui s'annulent sur S ; l'ensemble des zéros de I -5; (s)

dans $°n est un sous-K°-ensemble algébrique de S°a qu'on

note o (s) , ou S"e , ¢t qu'on appelle ensemble réduit

de 8§ (mod; p) (oumod ( w ) ) &

De méme, si I est un idéal homogéne de A['XO,....Xn]
on dira qu'un point x° = (x$ ,..., xg) de P; est un

t8ro de I s8i c'est un zéro de 1'idéal réduit e(1) .

8i 5 est un sous-Ke-ensemble algébrique de Pn s, On note

:%n (S) 1'idéal engendré par les polyndmes homogénes de
A [X ] Qqui s’annulent sur S ; l'ensemble des z&ros dans

P; de I = {Sw(s) est un sous=-K°%-ensemble algébrique de

P: s+ Qqu'on note pe(s) , ou S: . ¢t qu'on appelle encore
ensendle réduit de S. On peut aussi dé€finir o (s8) en
recollant les ensembles pe(si) . ot 5; est l'intersection

de S avec l'ouvert affine Xi I ¢

-2
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Soient x un point de sn (resp., de Pn)’ et x° un point
de 8; (resp.de P:) s S'il existe une place ’rr: R —» 0°

prolongeant At Aoy K° , telle que x° = T (x) , on

dit gque x° est une B= spécialisation , ou une

w - spécialisation de x .

Soit V une sous-K-variété de $n (resp. de Pn) , et
s0it x un point générique de V sur K . L'ensemble V:

réduit de V <coincide avec l'ensemble des w -spécialisations

de x : pour le montrer, il suffit d'examiner le cas V C $n.

8i x°€'V: s On a un diasgramme commutatif

x ] L ke [x]

(
.:l \L’°'
(

x)} ---loo ok [x°]

A

A

Comme ker o = I = g o (v) , et comme ker &x°DI° = p(I),
on peut compléter ce diagramme par un homomorphisme

vi:i A[x] > x° [ x°] , ice. x° est une
w =-gpécialisation de X - Inversement, s'il existe un
tel v prolongeant A , l'homomorphisme vox s'annule
sur ker yp ; il existe donc un homomorphisme
« % : K° [X] = k° [x°] permettant de reconstituer le
diagramme ci-dessus, donc x° est un zéro de I®% = p(I),i,e.,
on a & x°%°¢ S:'c

Si W° est une sous-K%°variété de l'ensemble réduit V:

d'une variété affine V définie sur K , et si x° est un

o 20 83
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point générique de W° sur K° , l'ensemble des fonctions sur
V, définies sur K , et qui sont de la forme F(x) / G(x),
avec F, GEA [X] , et G° (x°) # O est un anneau local :

il s8'agit en effet de l'anneau A [:x:lq , o0 Q est 1'idéal

premier ker v , Cet annesu local est appelé l'anneau local

de W° sur V {olide V en W° ) , et noté o (W° , V) , ou

S, (we , V) ; =son idéal maximal est noté m(W°®, V) , ou

B, {W® , V) , Une fonction f induite par F/G sur V ,

-

définie sur X , est dite morphigue sur W° si elle appar-

tient & o = o (W°,V) ., La fonction f° sur W° induite

par F°/G° ne dépend que de f ; on l'appelle fonction in=-

duite par f sur W® , L'application f +3 f° donne un
homomorphisme surjectif o =3> K° (x°) de noyau m = m(W°,V),
de sorte que O & pour corps résiduel K°(x°) . On dirsa
qu'une application rationnelle P : V =3 V' est morphique
sur W si les coordonnées \Pi de P sont morphiques sur

W® . Ceci s'applique en particulier au cas oud W° est un

point x° € V: « Une fonction f& o (x°,V) est dite

morphique en x°® , et 1'élément F° (x°) / G° (x°) de @ °,

qui ne dépend que de f et de x° , est noté <£° {x°) ,

et appelé valeur de f en x° . De m&me, si une application

©

‘P 3 Ve=3» W est morphique en x° , 1le point vy de coOTr=

données les “Pg (x°), qui appartient nécessairement & pe(W)

est appelé valeur de ¥ en x°, et noté ¥° (x°) . si ¢

Q

est birationnelle, et si \?-l est morphique en y° , on a

¢ 200 e
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o
x° = (1 (y°) . On dit slors gque ¥ est bimorphique en

x® . On a bien entendu des définitions anslogues dans le cas
ol V est projective, par restriction & un ouvert effime ;
on emploie les mémes notations et la me€me terminologie que

ci~dessus,

Dans le cas od V est une hypersurface de $ﬁ(resp.de P,),

1'idéal tjw (V) est principsl et engendré par un polyndme
(resp. par un polyndme homogéne) F irréductible de A[X],i,e%
irréductible dans K [ X ] et 3 coefficients premiers entre

eux., L'ensemble V: =0, (V) est alors composé des zéros

du polyndme réduit F% = p(F) ; ses composantes sont les

hypersurfaces d'équations Gg {(X) =0 , ou les G; sont

les facteurs irréductibles de F° sgur K° ,
La variété V &tant maintenant quelconque dsaus $n s

( resp. dans Pn) , on va ramener l'étude de la réduction

de V & celle d'une hypersurface, au moyen d'une projection

générique. Soient

L&

.

u (1 i s8¢, 1 ¢j sr + 1) (resp. o <i sn , o &j <r+l )

ij
des éléments de Q algébriquement indépendants sur K .

Notons ¥ =Xu l'application linéaire $n =» 5.,

)

(resp, l'application linfaire projective Pn —_— 1

qui, au point x de coordonnées (xl, seoy xn}

(resp. (xon ce ey xn) ) , feit correspondre le point ¥y de

coordonnées les y. = 5:: u X. . Soient de méme u

by
J i iJ i i

3

L2 R 2 AN J
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(Les indices prensnt les mémes valeurs que ci~dessus) des
lénants de¢ N ° algébrigquemsant indépendants sur x° ,

Notons X° 1l'eapplication linéaire 3: -3 3;+l (regp. 1'appli=

cation linésire projective Pg woly P;+l ) qui, auvw point x°,

fait correspondre le point y° de coordonnées les

yg = Z uzj x{ . Posons A = A [u] 3 KQ-K(u) et,
i

de weéue A; =« K° [u‘], et Kg = X° (u®) , La place canonigue
K =~% K° e proulonge 4 une place canonique K, =—>» Ki .
telle gque u k3 u® , La valuation correspondants w, de

K, est celle qui, & tout fgA [u ], fait correspondre la

valuetion du p.ge.c.d. de ses coefficients, L'application e
¢t morphique en tout point de V et, comme on l's d&ji
rexarqué (démonstration du théordme 1.,1) , 1l'applicsatica

g : vV «#‘G induite par ¥ de V sur son image ; 85t
biraticonelle, De méme, 8i W® est une sous~variédté de

V: = 0, (v), ¥° est morphique en tout point ds W° , et

-

si dim W% < r = dim V , 1l'spplication B8° : W% = W

induite par Y° de W° sur son image We est biratiocnnelle.

A w ‘
I1 &8t clair qu'on & e ve , ol VZ est l'ensemble rédwitv
<
A . .
{mod. uu) de V , Le théordme de prolcngement E,0,I,8,th.7,

permet en outre de vérifier qu'om & l'Egalité ¥oly

dans le cas projectif,

L B B N
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| TEEOREME 10.1 ., Soit V une variété (affine ou projec-

tive) définie sur K , de dimension r . L'ensemble réduit

V: = P, (V) est purement de dimension r (i.e. toutes ses

composantes sont de dimension r ) .

Démonstration : Soit W% une composante de VO , et posons
e »

s = dim W° ,

a) s £ r : en effet, soient x un point générique de

V sur K, et x° un point générique de W sur K° ;
parmi les coordonnées xg de x® , on peut trouver s €élé-
‘ments algébriquement indépendants sur K ; comme x° est

une w =-spécialisation de x, les x; correspondants sont

algébriquement indépendants sur K ; dfou s €T .
b) s » r : Il suffit de considérer le cas projecti

~
(V(:Pn) . Conmpte tenu de (a) , 1'application B8°%: W% wb W°

N
est birationnelle, donc ocn & dim W® = s . Tout revient

~ "
donc & montrer que W% est 1l'une des composantes de V: .

&

Posons y = ¥ (x) , et y® = Y¥° (x°) . Le point «x est

l1'unique composant de l'intersection de V: avec la variété

linéaire L® = (X"’}mI {(y®) . En effet, puisque 8% est
birationnelle, on a W N L° = { x® }, et d'autre part
L°® est une variété linéaire "générique parmi celles de dimen-

sion n-r-l passant par x° " | donc ne rencontre aucune
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composante W'? gde V:‘ digtincte de W° . Done, pour toute
place TT: @ —> 0° prolongeant A , telle que IT (u) = w°
et TT (y) = y° , o0n a8 T](x)=2x°. Soit y° un point

générique sur K° de l'une des composantes W° de Q‘: conte~
. Y fA L2 y M [+ . o : bt
nant 3 . D'une part ce point yg est une mu—speclallsa-

tion de y%,i.e. 1l existe une place fT: g —> a° prolon-

*
geant X telle que (ﬂ;(u) = u® et (ﬂ;()‘) = 3’; .

D'autre part, y° est une spécialisation de y_; sur K°u,

donc il existe une place (}T°’ : Q% =3 Q° | triviale sur
K° telle gque 'ﬂ° (y;) = y° . D'aprés ce qui précéde,
By
x a pour image x° par la place composée ’ﬂ' o ’IT, autre=-
s o o = o . O = | ]
ment dit, on a [ (x:*) = x°, en posant x% W*(X)a

Comme l'espace projectif P; est complet, x; est un

point de P; /; d ‘une part ce point x: appartient a V:

et d'autre part x° est une specialisation de xg sur K° .

o )
On a donc x;’r € W® , d'ou y? =% (xg) € wo , et par
~

N
suite we = W?‘_ » Dome W est bien une composante de
[+

?f: , c.q-f.d,

Avec les notations introduites ci-dessus, la variété

~ {resp. P Yo

A
V = ¥ (V) est une hypersurface de S+ 1

r +1
N
Donc l'idésl 5&» (V) est principsl et engendré psr un
u

r 3 - o ] © J—
polyndme irréductible Fu € Au {_X] . De méme W° ¥ (W)

1rf ° (rasp o o,
est une hypersurface de § r o+ 1 {(resp. P . + l) s donece

a6 3w
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1'idéal D (Wo)  est principal et engendré par un polyndnme
~
irréductidle G2 €K% [X] . L'ensemble réduit VS se
compose des zéros du polyndme F; réduit de F, s+ Comme
- ~ -~
cet ensemble contient WY, 1le polyndme G; est l'un des

facteurs irré&ductibles de Fa s On désignera par v (W°) ,

et on appellera w =multiplicité de W° 1l'exposant de ce

facteur dans F: + On appelle cycle réduit de V (mod.p)

v (W°) W® , ol la somme est

(ou mod (w) ) le cycle Zw‘*

étendue & toutes les composantes W° de V° ,

Remarque 10,1 = On a,par la projection générique, une

application injective de l'ensemble des composantes de V:

"
dans celui des composantes de V: (ou, ce qui revient au
méme, dans l'ensembld des facteurs irré&ductibles de Fg ) .

Dans le cas ol V est projective, cette application est
bijective . Il n'en est pas nécessairement de méme si V

est affine,

On dira que V est non dégénérée (mod.p) (ou mod.{w) )

s8i le cycle réduit p (V) admet une composante unique V°
de multiplicité v (V°) = 1 . On conviendra alors d'iden=-

tifier le cycle p (V) et ls variété ve .
Si 1le polyndme F® est irréductible, V est non
u

dégénérée (mod. p) , et ces deux propriétés sont €équivalentes
dans le cas projectif, en vertu de la remarque 10.1 .,

* 8008
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8i V et W sont deux variétés affines définies sur X,
on & trivialement P (V x W) = P o (V) x S (W) . 8i V et
et W sont non dégénérées (mod p) , on trouve qu'il en est
de méme de V x W , et qu'on a p (V x W) = p (V) x po(W) .

Supposons maintenant V( C Pm) et W(C Pn) projectives, On

peut identifier Pn x B, d une sous~variété de an +mtn

par le morphisme qui, au point (xo, cooy xn) x (yo .ooo,rn) .

fait correspondre le point de coordonnées homogénes les

x; yj o« On peut donc parler de l'ensemble réduit de V x W ,

Les formules pe(v x W) = pe(V) x pe(w) et

p(Vx W)= p(Vv) x »o(W) sont encore valables dans ces

conditions,

TEEOREME I0.2 = Soit V wune variété (affine ou projec~

tive) définie sur K , et soit W°® wune composante de

l'ensemble réduit » . (v) o+ Les deux propriétés suivantes

sont équivalentes
(a) = v (w°) = 1
(b) - L'idéal =m (W°, V) est principal et engendré

par t o

Commengons par démontrer .

sc QO
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Lemme 1l0.1 - Soient u, = {u

1 ..} ’.o.’u '{u t-}t

11 n mi)

des spécislisations génériques indépendantes de u = { uij}’

8i m est assez grand, l1'idéal ZI (V) de @ [‘x ] est

engendré par les polyndmes Fu = Fu °¥u .

. 14 $ ¥F
(Remarque : L'équation Fu (X) = O représente le

"cOne générique” de base V et de "sommet" la variété

linéaire définie par les é&quations E:: U e X; = 0) .
i

Il suffit d'examiner le cas affine (V Clsn) . Posons

P = \{j (V), et soit Q 1'idéal de Q [-X Jengendré par

les Fu o Il est clair qu'on a QC P . On a d'autre
«

part XL(pP) = tf(Q). i.e. P et Q ont mémes zéros.

En effet, il suffit de vérifier que ZY(P) D 5 W)
soit, dans Sn) a ¢ :? (p) . si m a été pris assez
grand , on peut, quel que soit a y trouver un «

tel que les u 2 soient génériques indépendants

sur K (a) . La variété linéaire L, d'équations

5 u ij (Xi -ai) = 0 ne rencontre pas V, donc

ona F_ (a)f 0, d'od ad F(Q) . On a donc dien

u
«

F(p) = X(Q) . comnme P est premier, Q est pri-

maire de racine P , La différentielle (a4 Fu ) appar=-
« Vv

tient, pour tout « , i l'espace engendré par les

00 a0 e
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§*~ u .. (d.xi)V , et par suite les (4 F engendrent

i “3J
l'espece tangent de Zarisgki z {v, Sn) » donec (E,III,3) ,
les Fn forment un systéme de générateurs de l'anneau local

o

n (v, $n) . Ce dernier contient P , donc pour tE P,

il existe g ¢ P tel gue f g€ @ o Comme Q est
primaire de racine P, ceci implique € @ . On a donc

PC Q, d'ou P = Q .

Démonstration du théordme 10.2 On peut supposer V affine .

Pogons o =o (W° , V) et m= m (W% V) . Introduisons
un entier m vérifiant la condition du lemme 10.1 pour W®

Soient U, B Uy ceogU des spécialisations générigques indé-

pendantes de u sur K et, de méme uz = u°,ooc,u°m

o

des spécialisations génériques indépendantes de u® zur KX° .

Posons A' = A [@l, saoy uﬁ] » K' =K (ul. seoy um) et

K'? = k©° (u; s coesy u; ) . MNotons w' la valustion de A

associée & la place K' - K'® Dprolongeant la place canonigque
K => K° telle que w_ > u®_  pour tout « ., Posons
o' = o o (We,V) et m' = m ot (we,¥)} . Par un raiscanement

calqué sur celui utilisé dans E,I, 9 , the 6 on voit qu'on a

oyde M=o et aaF () = oa
(a) =>(b) . On &, par hypothise, F& = G q° , avec

R° € Ka [x] ne s'annulant pas sur ¥%° , On a sussi

32 B 2
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Q° , en posant F_=F_ .Y, T = Guox’ q=qol¥.

On & donc ?u = Eu Q +tH avec Eu N Q et H €A [ X ] N

admettant respectivement comme polyndmes réduits G° , Q° et
u

H® . Désignant par Eu s E s b les fonctions de V respec-

tivement induites par Eu , @, H, on en déduit

g, 4+ ths= 0, dfol B, € t o' o On a de méme

Eu €t o' pour tout =« Or pour g € o' 1induite par
-4

G € A' [X] , 1lea relation g € m' équivaut &

p(G) € lj (W°) . D'aprés le lemme IO.l1 , 1'idéal 13 (We°)

est engendre par les @ﬁ . Donc m' est engendré par les
_g'u et par t . On adonc m'C t o', d'od m Ct ¢
-4

(b) === (a) . Désignons par x un point générique
de V sur K' , par x° un point générique de W° sur
X'° ; soient y = ¥ (x) et ye = Yo (x°) 1es points

génériques respectifs correspondants de Y sur K' et de

" " N "N
We sur K'® . Posons g8 = o ., (W%, V) et

. AN a7

m = m , (W°,V) . Commengons par montrer que o' est
— —w -
entier sur § . En effet, pour toute place {‘ de K'(y)

prolongeant la place canonique K' =3 K'® et finie sur 3,
le point y'° =ﬂrr(§) est générique de Wo sur K° (sinon
il existerait G° € K'° ]-_X] tel que G° (y®) # 0O et

G® (y'®°) = 0 ; désignant par G un polyndme € A [X]
relevant G° , et par g la fonction induite par G sur V,

D C e 0



on aurait g-lgf E , et cependant 1| (g71) = « )., or on

vu (partie (b) de la démonstration du th.,10.1) que, pour
une telle place 71 , on a nécessairement T (x) = x'° ,
en posant x'° = B°)-l (x°) . Comme x'° esgt géné-
rique de W° sur K'® , 1! est finie sur o' ., Donc

. "
(E,0,B4,3, th 2) s g' est bien entier sur o

N
Comme on & vu, B° : W® —> W® est birationnelle,
. . . - Lo, ) .
autrement dit, le monomorphisme de rg /m » K' (y°) dans

o' / m' ¥ K'® (x°) déduit du monomorphisme canonigque

\ « » . : ; .
i g = g' est un isomorphisme. Donc omn a (en identifiant

N »
© avec son 1image par <=

(6) o! =

joé

On & d'autre part, par hypothfse, m = t o , d'od

joe

; . ,
m' = t o' . Montrons qu'on & aussi m = t

effet, on a t § C:1§ +« D'autre part, compte tenu de

A LY , 4 N 2
(6), ona mCm'= to'Cto # tuw'C to + u'",
N N -~ Z ja" ")
Or on =a a = m'o , d'ou 't e = t2g'f\g = ?q
A o A SN .. .
On a done mCt o + gﬁ s+ 4d%'0u , par dtération,
a N , e - 1o
aC t o + m pour tout entier wu 2 o , d'ou
LY " ] PR : - - s N N
mC t o par le théoréme de Krull, d'08 m= t o .

‘ ~ , . s N .
L'anneau local o ®&tant noétherien, et =m #€tent prin-
. ~ ' . o
cipal , o est un anneau de valuation discréte
(E, 0, A, T, th., 6) donc west intégralement clos. Puisque
' 3 : v , 1 > 310
o' est entier sur o , on a donc o' C o , d'oud

E 3R 3 B R 4
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o' = § s lee. B est bimorphique en x° , de valeur y°
Supposons qu'ton ait v(W®) > 1 . On a alors Fg = 632 i .
avec Q° € k° [x] . On a donc F_ = 62 q, + t H avec
1 u u u ‘1 1
Gu » Q; et H € A, ['X ] y et (Ql) = Q; . Désignant
v N
par g, la fonction sur V induite par Gu » ON 2 Gu Er ,
A
® Ve
done g . €tgo '+ Posant o" = o (we , $n) s, et
4"
i = ﬂ w! (v) 3*‘ s on & donc Gu €t 2* + 1, d'ou
Fo €t o¥* + _:i_.'2 . Comme i = Fu o¥ , on a

ict o* + i?, d'od, par itération, ic t o* + i,
d'od, par le théoréme de Krull, i = t o%, c'est-i-

. 3 PR . .
dire Fu Cct o7, ce qui implique Fu € A [ X ] R

contrairement au fait que F, est irréductivle, co.q.f.d.

Dans toute la suite de ce n®, on considére un corps K

muni d'un ensemble M de valeurs absolues ultramétrigues

discrétes telles que, guel gue soit a € K , On ait

v (a) = 0 pour presgue toute v €M (l'expression '"pour

presque toute v & M" signifie : pour v appartenant au
complémentaire d'un sous-ensemble fini de M) . Il en est
ainsi en particulier, si M est un ensemble propre (I,10).
Pour v = -« w € M , on remplacera w par V dans la ter=

minologie et les notations introduites ci~dessus.



LEMME 10,2 = Soient Fiy eoey F_ des polyndmes de

K {jx ] = K ,[Xl 2000y Xn] sans zero commun dans $n .
Alors, pour presque toute v g M, les polyndmes réduits

(Fi)g =0 (Fi) sont définis et sont sans zé&ro commun .

Démonstration =~ En effet, d'aprés le théoréme des zéros de

Hilbert, 1'idéal de K [ X | engendré par les F, est
trivial, i.e. il existe des Gi.E X [fx ] tels que
E{: Gi Fi = 1 , Dans ces conditions, pour presque toute
i
P 6M .

(a) = 1les coefficients des F; sont entiers {(appar-

tiennent & l'anneau A_ de v), donc les {Fi)g sont définis.

(vb) = 1les coefficients des G. sont entiers, et on

i
A ,
[ o o = ne 1o . )R ~ . a
a .(i (Fi)v (Gi)v 1, donc les (Fi)v sont sans zéro
commun ,

LEMME 10,3 - 8i P€X [X] = K [X ,eees X ]

est absolument irréductible (i.e. irréductible sur X) ,

le polyndme réduit P§ =P (P) est absolument irréduce

tible pour presgue toute vE M,

i

Démonstiration - Posons d deg P , et soient r, s

deux entiers » O tels que 4 = r + s ., Solent F , G , H

trois polyndOmes de @ [_Xf], de degrés respectifs d, r , 8 .

*+ e & &0
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Soient a8, (1 < D 3 1) 1les coefficients de F (de
sorte que F = 8y My ou les M, sont tous les
A .
mondmes de degré « d) 3 soient de méme bu (1¢ 4 € m)
les coefficients de G et c (1 € v sn) ceux de H.

La relation F = G H se traduit par des relations de la

forme a, = U, (bl seeesb oy Craeen, cn) , ol les >‘wﬂtdes

polyndmes universels. Soient al'y (L £ r» < l} les
coefficients de P . Puisque P est absolument irréduc-

tible, les polyndmes U, (Xl peeey X ¥y geeey Y ) = &'y

' - L ”, rd
n'ont aucun z€ro commun. La propriété se conserve par ré-

duction (mod v) pour presque toute v EM , i.e. P;

n'est pas le produit de deux polyndmes de degrés respectifs

r et 8 , D'ol le lemme,

THEOREME 10.3 - Soit V une variété(affine ou projective)

définie sur K . Alors
(a) = V est non dégénérfe (mod v) pour presque toute vEM

(b) - Si de plus V est sans point multiple, la variété
réduite Vz est aussi sans point multiple pour presque

toute vE M .

(¢) = Soit f une fonction sur V , définie sur K, et
soit U = V - 58 1l'ouvert de morphicité de f . Pour
presque toute v E M, 1la fonction £2 induite par f

sur V: est définie, et admet pour ouvert de morphicité

o = -] o
Uz = VS - (02 (5) .

LK I



- IS5 -

Démonctration : Introduisons u = (uij) comme plus haut,

‘ . *
et posons Vv = - w Si & & X{u) , on a erncorc

v, (a} = o pour presque toute v &€ M . Pour gque V

5 -
[« By S

[14]

non dégénérée (mod v) , il suffit que le polyndme {Fu53

-

réduit {mod vu} soit irréductible. Done {a) s'obtient
par application du lemme 10.3 au polyndme Fooe

Pour démontrer (b) et {(c¢} , on peut supposer V

affine (V C'$n) » Soit { F, } (1 ¢« = < q) wun systéme de

générateurs de 1'idéal ij (v). Posons dim V = r , La

propriété "V est sans point multiple” é&quiveut, d'aprés

Pt

e critére jacobien (E,JT,9) & celle, pour la matrice des
! é%}‘3 . d'€tre de rang n~-r en tout point de V, Désignant

DB} la famille des déterminants d'ordre n-r de ceitte
matrice, la condition équivaut e¢ncore & la propriété pour

les F.oet les DB d'2¢tre sans z8ro commun, Donc (b))

s'obtient par application du lemme 10.2.

Four prouver {c) , remarquons que S se compose des

- « : -~ ” , 7 -
zéros de 1'idéal I composé des polyndmes G & K. . X

(%1

tels que, en désignant par g la fonction induite par

sur V , on ait gf€ GRK (v) , ou GjLK (V) est l'anneau

de coordonnées de V., Notons { Gu } un systéme de généra-
teurs de 1'idéal I, Pour presqgue toute vE M, les coefw
ficients des Gu sont entiers, i.e, appartiennent i 1'an-

A

neau A _ ; supposons en outre V non dégénérée (mod v} ,

LR 3R BRI
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et goit V® 1la variété réduite correspondante. Dans ces

conditions soit a® € V° , Pour que a° ¢ (0,00 (8),
il faut et il suffit qu'il existe G € A [x] telle que
1'une des g . T appartienne & sz(v) s 1.2, soit induite

par un  H_ € K [ X ] ; nécessairement, H_  est alors
4 coefficients dans A, s donc la condition ci-dessus équi-
[+]

vaut & la propriété pour f d'€tre morphique en a°,

c.qsf.d,

Scient pmaintenant V et W deux variétés {affines ou
projectives) définies sur K , et soit @ un  K-mor=
phisme V =3 W , Il résulte du théoréme précédent que,
pour presque toute v E M , les variétés V et W sont
non dégénérées (mod V) et que, si V° et W° sont les
variétés réduites correspondantes, ¥ induit un morphisme
ge : ve —ﬁ¥ W° . Le symbole Po posséde de bonnes pro-
priétés fonctorielles , dont la vérification est triviale
& partir des définitions. En particulier, on a

(Poy)® = P2 o ¥o, et (Px¥)° =P x ¥’

Compte tenu de ces propriétés, on déduit du th.1l0.3 :

L B2 B J
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THEOREME I0.k - Soit A une variété abflienne définie

sur X . Pour presque toute v € M, on a les propriétés
suivantes:

{a) - A est non dégénérée {mod v)

{p) - La variété réduite A° = Ag correspondante est
sans point multiple.

(¢) = La loi ¥° : A® X A® ——> A° réduite de la loi de
groupe ¥ de A ‘est définie, et A°, nmunie de cette loi,

est une variété abélienne.

Lorsque les conditions {a) , {(b) et <(c) sont véri-

fiées, on dit que A admet une bonne réduction {mocd v) .

Remarque I0.2 : on peut en fait démontrer que (a)

et (b} entrainent {(c) .

11, - Fin de la démonstration des théorémes 4.1 et L.2

Compte tenu des théorémes 7.1 , 5.3 , 8.2 et 9,2, il nous
reste & démontrer que, si K est un corps de nombres, ou un
corps de fonections sur une courbe & corps des constantes
algébriquement clos, si M est l'ensemble propre habituel
de valeurs absolues de K , s8i m est un entier premier &
la caractéristique de K , et si A est une variété abé-

lienne définie sur K , telle que A = 8 (A) ¢ Ag

L2 2 2% 2B
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l'extension L = K ( % AK) de K est non ramifiée pour

presque toute v &€ M .,
Or, pour presque toute v € M , les points réduits ¢?°

) d
des éléments cj €'Am sont distincts. Il nous suffit de

prouver que lorsqu'il en est ainsi, et lorsque A admet une
bonne réduction (mod v) , 1l'extension L/K est non ramifiée
pour Vv .

Compte tenu du lemme 9.2, il suffit de montrer que,

pour a G‘AK s, et pour b &€ A tel que m b = a , 1l'exten-

sion K(b) / K est non ramifiée pour v. Or soit w
l'une des valeurs absolues de K (b) prolongeant v .
Comme on a vu, les conjugués de b sur K sont les points

bj zb + ;5 . Leurs points réduits respectifs bg (mod w)
sont distincts, car on a bg = b° + cg au sens de la loi

de groupe de A° , réduite de celle de A , On peut trouver
une fonction f sur A, définie sur K , telle que la
fonetion réduite de f° sur A° soit définie, et prenne
des valeurs distinctes en les bg « Posons u=f (b) ;

les conjugués de u sur K sont les “j = f (bj) « Les
“3 sont respectivement é&gaux aux f° (bg) s donc distincts.,
A fortiori, les uj sont distincts. Comme l'extension

K (b) / K est séparable, on a [K(u) : K] = [K(b) : K] .
d'od K (b) = K (u) , et l'extension K (b) / K est bien
non ramifiée, d'aprés le lemme 9.1 .

L N
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I2 - Complément : hauteur invariante sur une variété abélienne

Soit G un groupe commutatif., Une fonction sur G,
i valeurs réelles 1 : G —>» R est dite linéaire si c'est
un homomorphisme de G sur le groupe additif de R . Une

fonction q : G =-»[R est dite quadratique si elle est

de la forme alx) = F (x,x) , ol F: G x G—>R est
bilinéaire symétrique . Pour toute fonction f : G —> R,

on pose 4, f (x,y) = £ (x +y) =1f (x) - f(y) , et
b, f(x,742) = £(x+y+z)=f(y+z)=f(z+x)=f(x+y)+f(x)+1(y)+£(2z)

Pour que f 8oit linéaire, il faut et il suffit qu

4, f =o . Pour que f soit de la forme f£(x) = q(x)+Ll(x),

avec q quadratique et 1 linéaire, il faut et il suffit

que A2 f = 0o . Dans ce dernier cas, Al f est bilinéaire

symétrique, et on & q(x) = L At {x,x) « Comme dans

2 1
II , 4, 1la relation "f-g est bornée" est notée f ¥} g ;
en particulier "f est bornée" se traduit par f X 0 ,

LEMME I2.1 - Soit f : G =3 R une fonction telle que

A 1 f 2 0 , Alors il existe une et une seule fonction

linéaire 1l : G —> R telle que f ¥ 1 .

Démongtration :

. sz . f e s "
Unicité: Soit 1 1lindaire telle que f «& 1 R

i.ee | £ (x) = 1 (x) I £ec pour tout x €6 .

1

Comme 1 est linéaire, on a, pour tout entier n 2o

e * 2



- I56 -

}
1 (2% x) = 2® ](x)

on a d'autre part

I £ (2% x) - 1(2® x)

/A
0

1
On a donc
c
| 1(x) =2 £ (2% x) | ¢ =%
2n 2!’1
d'ou 1 n
(7) l(x) = lim Zn f (27 x)
n =>
Existence Montrons que si Al f 340, i.e, si
IAl £ (x,y) | = | £ (x+y)=f(x) = £(y) | < ¢ , la limite
(7T) existe. En effet, on a :
-IAl f (x,x) | = | £ (2x) -2 ¢ (x) | ¢« ¢ , d'od
1 c
5 £ (2x) - £ (x)]| < 3
et de méme
(8) | 2, £ (" x) - === r (2" x) | ¢ &
2 2 2
Comme la série de terme général En converge, la
2
limite (7) existe. De plus, la fonction 1 définie par (7)
est linéaire : on le voit en écrivant que 4, f(2" %427 ¥)g c,

1
et, en faisant tendre n vers 1l'infini aprés division des
deux membres par 2%, Enfin ¢ I 1 , car on déduit de (8)

par sommation,

I i f (2n x) Lad f (x) I X ¢ (%‘ +eeot }' )
2" 2"
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d'od en passant 4 la limite

e (x) = 1 (x)] ¢« ¢

LEMUE I2.,2 ~ Soit f : G- R une fonction telle que

b, £ %0 . Alors il existe un et un seul couple (q,l) de

fonections G === [R , 8vec q quadratique et 1 1inéaire s

tel que f 2 q + 1 .

Démonstration : Compte tenu du lemme I2,1 , il suffit de
démontrer l'existence d'une et une seule fonction quadratique

q telle que Al (f =q) 20 .

Unicité - Soit q quadratique telle que, en posant

F = Alf » et G = 4A,q, on ait FyQq,

ies | F (x,y) - Q (x,y) | < ¢, 4quels que soient x,y € G .

Comme Q est bilinéaire, on a, pour tout entier n » o,

& y) = hrx Q (x,y)

Q (2% x , 2
On a d'autre part

| F (2% x , 2% y) = q (2P x,2" y) | ce,

On a done

\“}_ n n El
| @ (x,y) " F (2" x, 27 y) | < "
d'ou
(9} Q (x,y) = 1lim L r (2" x, 2% ¥)

n—> o LT
ce qui montre l'unicité de Q, d'old celle de q, puisgue

g {x) = % Q (x,x)

LI 2 IO )
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Existence : Montrons que si A, £ N0, i.e,
si | F(x, y + 2) = F (x,y) - F (x,z) | & ¢ , en posant

& nouveau 4, £ =F , la limite (9) existe . En effet,
l'inégalité ci-dessus entraine
| F (2 x,2y) -WF (x,y9) | ¢3¢
ou encore
| % F (2x, 2y) = F (x,y) | < % c

et de méme

(10) | F (2" x,2%y) - & F(2n'1X.2n'1y)| P
hn hn-l )4“
Comme la série de terme général éh ¢ converge, la
L

limite (9) existe., De plus, la fonction Q définie par (9)
est bilin€aire., On le voit en remarquant que

" y) - F (2"x,2%2)|<c ¢

| F (2" x, 2% + 2%2) = F (2" x, 2
et en faisant tendre n vers l'infini, aprés division des

deux membres par u® Enfin, en posant Q = A, q , on a
1

bien 4, (f~g) = F = Q ~ 0O , car on déduit de (10) , par

sommation,

F (2nx.2ny)- F(x,y)| € 3 ¢ (% + see *+ i

| &
4 hn

n
d'ou, en passant a4 la limite

| F (x,y) - Q (XQY) l £C
ceqefed,

Soit maintenant K un corps muni d'un ensemble
propre M de valeurs absolues vérifiant la formule du

produit (ef., I , 11, 12 et I3) et soit A wune variété

060080
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abélienne définie sur K. Considérons une application ration-
nelle $: A ->E , 8 valeurs dans l'espace projectif
P sy définie sur K .+ Cette application est un morphisme

n

(vA,1,5 , th 6) « Pour «x € Ay , posons, comme dans II , L,

’h\f (x) = n (p(x) ) ; regardons h\f comme une fonction

AK """9 IR.

Démongtration - Posons B = A x A x A . Notons ‘Wl. “2' Lif

3
les projections respectives B =» A sur les trois facteurs,

»

Pour 1 ¢ i< j< 3, posons W.. = W, ¢+ ﬁj (de sorte

3 i
qu'on a, par exemple, ?(23 (x, y, 2) = y + z ) ; posons
e b1 + N ", o, i 3 dé
de méme 123 = ‘Nl + > + 3 La relation & démontrer
s'écrit
SRS RS ST
TN ol ”. °? N, 0P
123 icj id i i

Désignons par H un hyperplan de Pn tel que le sym-

bole X = \f’-l (1) soit défini (de sorte que XE';.JP

('P »
evec les notations de I , 4) , D'apréds I , th, 4,1 et 4,2,
il suffit de prouver que le diviseur

-] -1 1l
Y'”123 (x) - Z ?fij (x) + Z “’i (x)

ied i
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eat lin®airement équivalent & zéro.
Or, quels que soient & et b € A , on trouve par

spplication répétée de VA,III,3 , lemme 5 ,

w - - .
3 (Y .(ax b xA) ) = X-a—b Xﬁa X-b + X

Donc le premier membre est ~ O , en vertu du théoréme
du carré. D'aprds VA,III,3 , lemme 6, il existe un

diviseur Z sur A X A tel que
Y 72 x A
On a de méme, quels gque soient a et ¢ € A,

TT2 (Y .(a x Axe) )~ O

On & donc

N, (Z « (b x A) )~ O

2

Donec il existe un diviseur T sur A tel que
Z ~vT x A

Enfin, quels que soient b et c¢c & A, on a

7(1 (Y « (AxDbxcec) )~ O

ce qui donne T ~0 , d'ou Y ~0 , cogefads

HEOREME 12,2 - 3Soit A |une variété abélienne définie

sur XK , et soit  un K-morphisme A 4?']Pn. Il existe-

un et un seul couple (q<?. 1 W) de fonctions Ap =» R,

avec qnf quadratique et l? linéaire, telles qu'on ait

8 088
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h¥>x B s en posant E‘P.' q‘P+ 14+ De plus, les fonc-
tions q(e, l%,et g? ne dépendent que de la classe Yif

(pour l'équivalence linéaire) du systéme linéaire ;i;f

associé a Cf .

Démonstration - D'une part, la premidre assertion résulte
du lemme 12,2 et du the I2.1 .

D'autre part, si ¢ ' : A => Pn' est un Ke-morphisme
tel que ‘63 = E; s On & h?, N h?

propriété d'unicité du lemme I2.2 entraine donc

(IT , th. 4,1) . La

S(P' g(f »

CeQefede

Le symbole gq, pourra encore &tre désigné par g(g .
en posant %g)=%a€ » Ou encore par gy . Si X est un diviseur

appartenant & %2 o 81 X X + X, ,on s By =

1 2 + 8y

g
X1 2
(d'aprés II , the 4.2) . Ceci permet de prolonger, par
linéarité, la définition du symbole By © g%a au cas ou X

est un diviseur guelcongue sur A , défini sur K .

THEQREME I2.3 =~ Soient A et B deux variétés abélienneJ

définies sur K , et soit « : B ==d A un Ke-morphisme,
Soit X wun diviseur &ur A , rationnel sur X , et posons

Y = <"1 (X) «+ 8Soient b, b', € B , et posons

LR IR R A
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a =« (b) , a'==«(b') ., Alors on a
gy (®') - g, (b) = sx (a') - gy (&)

En particulier, si « est un k-homomorphisme, on &a

8Y (b) = Bx (&) .

Démonstration- : Il suffit de considérer le cas oi X

seppertient au systéme linéaire SBLP associé & un Ke~morphisme

\P: A = Pn . Posant ¢ = po « , on a h v = h ¢ ° o .

Pour x G.AK , posons gi = gy (x+a) = &y (a) , et

h'\f’ (x) = h"P (x+a) - hq,(a) ; de mé€me, pour yE€ By

posons gy (y) = g, (y+d) - g, (b) , et

' (y) = hw (y+b)-hw (b) « On a g'y X h'(f et

L

g'y xh'w » d'ol gy - gg o = Q‘,h'w-h'cpocﬂ 0 .

Compte tenu du fait que « est le composé d'un homomorphisme
et d'une translation (VA,I,6 , th. 8) 1la fonction

g'Y - gi o = egt linéaire., Donc elle est nulle, c.q.f.d.

D'aprés ce théordme, le symbole 8y (x) , qu'on peut

appeler hauteur invariante de x relativement & X , est

invariant par tout K-isomorphisme A => B {(pour la struc=

ture de variété abélienne) .,
Remargque - ©Supposons X =0 .+ On a alors Xb a X pour

tout P €A, , d'ou

K = 8 + En appliquant le th, I2.3

g
xb



4 la translation =t x =» x-b , on obtient

= °

/ - : - '
8y (a+b) gy (b)y = 8y (a) gy (0) , d'ou

b b
8y (a+b) = 8y (a) + &y (b) 4, i.e, gy est linéaire,

i.e, on e q, =0 . Dans ce cas, G, (x) = g (x)
X X C@

est une fonction bilinéaire de %E; ‘et de x

On en déduit en outre que, pour X arbitraire, Uy

dépend que de la classe de X modulo l'équivalence =

il n'en est pas de méme, en général, de lx .

2
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