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CHAPITRE T

INTERPOLATION. DERIVATION ET INTEGRATION NUMERIQUES.

& INTERPOLATION

§ 1., Interpolation polynomiale.

Le probleme est le suivant : étant donnés une fonction numérique f défi-

nie continue sur un intervalle [a,b] et des points Xo < X1 ees K X de [a,b],
trouver un polyndme qui prend les mémes valeurs que f aux points Xooeee X
Proposition 1. Soient X, < Xy e < X des points de [a,b] et fo oo fn ,

n+1 nombres réels, il existe un polyndme unique de degré n , tel que :

Pn(xi) = £, 0gign
Démonstration.
(1) Existence et unicité de Eh .
= y
Soit Pn(X) = Z:: a. x* le polynlme. Les inconnues sont les coefficients
j=o
a, cee8 - Par hypothese Pn est tel que

1 bid X cee X a £\
0 0 0 o
1 x X .. X8 a f
b ! | = ] soit Aa=¢f  (1.1)
1 X X2 o xn a f
n n n n n

Le déterminant de A est un déterminant de Wandermonde : le systéme (1.1) est
donc un systéme de Cramer car

det A= I (x.~x.) #£0
i<y t

car tous les points Xi sont distincts. Le systéme (1.1) admet donc une solution

unigue.



(2) Forme explicite de En .

Introduisons les polyndmes élémentaires suivants :

* mn(x) = (xwxo} - (xexn) 130 (x—x )
done mé(xk) = iEo (Xerj)
itk '
0 (ex)
X=X,
(n) i i U.)n<X)
R
i&k ()
0 si i#k

On vérifie que £(n)(x.) =
k i AN
1 s8i 1=k

do ,Qén’) (X) = I e

n W, (x)
Considérons alors le polyndme %ﬁx z::fklwx5m(X7 %;ikz

Ce polynbme est de degré n et d'autre part : (1.2

P(x)~Z *F‘k,e<n)(x)_f 0g i

k=0

A

n £
I1 vérifie donc le systime (101) ; comme ce dernier admet une solution unique, le
polyndme (1.2) est bien la solution cherchée.

Définition. Polyndme dfinterpolation.

Soit f : [a,b] R ol f est continu. On note Pn(f ;_X)k et on appelle
polyndme d'interpolation de f aux points X, e X de [a,b] 1'unique poly=-
nome L de degré n tel que :

Pn(f;xi)=f(xi)=fi 0Lign .
Remarque. Le polyndme Pﬁ(f ? x) Yapproche" la fonction, mais il serait faux
d'en déduire que lorsque n =0 | Pn converge uniformément vers f dans [a,b].

§ 2. Formules d'erreur.

Proposition 2.1. Soient f € %nﬁﬁ([a,b]) et x ... x des points de [a,b].



1.3
‘Pour tout x € Ja,b[ , il existe £, tel que :

Min(x, XO oo Xn> g gX  HMex (X, Xo o xn) et

(X—xo)...(x—xn) f(n+1>(g - wn(x)

{n+1)! X (m+1)!

£ () (2o

£(x) - Ph(f ;s x) =

Démonstration. Considérons la fonction de t :

(t«xo).ﬂw(t~xn)
] [£(x) - B (£52)] .

(x~x0)...(x~xn

o(t) = £(t) - B (£ 5 ¢)
Aors ¢ € E“T1({a,b]) et s'annule aux points t = X 0gign et t=x.
D'aprées le lemme ci-aprds il existe donc § = s tel que :

I B

Donc il existe §&_ tel que :
x
f(x)=-P (f 3 x)
n

QX”XO)"'(X—XH) (n+1)§ =0 .

W) = 20 (g )

n+1
(En effet Pn(f ; t)  étant de degré n T Pn(f s t) =0 et (t—xo)o.o(t«-uxn)
dtn+1 n+1i
étant également de degré n, w () = (a+1)! coef.[t dans w (t)] = (n+1)1).
dtn+1 n n

Lemme. Soit ¢ : [a,b] =R, ¢ €€ '[a,b] ,
(plus précisément f est n fois continument dérivable dans [a,b] et sa
dérivée (n+1)= existe dans ]a,b[),

tel que ¢(yj) =0 avec a< o < oer <V,

< b . Mors il existe & ,

7, < g < yn+1 tel que :

W) 2o .

Démonstration. Elle repose sur le théordme de Rolle

¢ =0 en v Y,  ecseo v N goit n+2 points
o 1 n n-+1
| ro11e B 7 ({) |
. ¢t = 0 en yO ,,,,, Y, soit n+{ points
Rollel "= 0 en yiz) coooe y£2i soit n points
¢(ﬁ+1>= o en y(n+1? = g soit 1 point.
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Proposition 2.2. Si £ est analytique dans un ouvert @ du plan complexe, qui
contient l'intervalle réel [a9b]° 3i T est une courbe de Jordan réguliere

contenant [ayb] et contenu dans Q alors :

«‘f(x) - Pn(f g X)} £ —~£%:§ lX—XO!o,o{X-xn! (2.2)
‘ 2nd
oli. [ = longueur de I' , p = max [f(x)l & = d([a,b]9 r).
xXEr

Démenstration. On utilise la formule de Cauchy :

. (n+1) (n+1)! [ £(z)
ix ;1) £ () = 5t ALY P
2ni T (Z—g)n+2
D'aprés la formule (2.1)

|2 |ofaex |

e )]

[£(x) - Pn(f ? x)| =

Comme ﬂx; r) =1:

!f(n+1)(€), (n+1) ‘¢[ f(z dz! < (n+1)£ ui
T

(z-2)"* e
donc |z | ool |
e o n! (a+1)! ps
{f\x) Pn(f 9X)t < (n+1)! 2n 6n+2
mx |oelex |
£

o Définissons l'cpérateur

E(n+1 )[-asb]

On a défini Pn comme un cpérateur dans
I comme suit

L:feg™ M a,p] et - P (f) = L(£) .
On a alors la @

Proposition 2.3. Formule dferreur de Peano.

b
Pour f €‘€n+1[agb] on a @ L(f)(x) = f(x) - Pn(f 5 x)=‘[ f(n+1)(t)k(x9t)dt

? (2.3)
C L Tt
k(x,t) = = L [(z-t) ] .
0 (x=%)" si (x-%t) > O
LX désignant lfopérateur L appliqué a : x (th)+ =
0 si (x=t) <O
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Démonstration. Utilisons la formule de Taylor & reste intégrale :

£(x) = £(a) + (z=a)f' () 4004 (X"a) ey, 1 f ) () et)® 4 at

donc L(f)(x) =.f(x) - Pn(f 3 X) = 5% (n+1>(t)LX(x-t)+ dt

=er e () Kx,b) at

Proposition 2.4. Pour f € En+4[a9b] on a

i=n gn) X X
UG -3 |

‘, (xi-t)n f(n+1)(t)dt ;o x eeex € [a,0]

X,
i
Démonstration. Par définition de I :

1
n!

n
k(x, t) == L [(X—t) ] = -lf x=t) = ;11- 2: (Xi—t)i . xzin)(X)
donc dlaprés la formule (2.3)

b b
w0 = [ 2t e - V@ 0] - gm0 o )as

f <n”)(t)(x t) dt - —T L__._,Jr (nH) (t) (=, ) (n)(x) dt
n (n) .
- [0 eeyar - g I [ e (e

Dtapres la proposition 1 (x—t)n s, étant de degré n , est son propre poly-

néme d'interpolation (Xnt)n = I%«X—t)ng x) z:: (X t) z(n> (X>9 donc

™ (ae1) (x) lﬁOHU(X)ra()
(£)(x) = = i o <t>§:<x ~£)"." (at + Y ) (-t
*,(n) e i
=) ,n"(xw £ () (5 )" as

§ 3. Pormules de Newton.

Soient T ¢ Emﬁ4[a9b] et a < X, vee < x, < b . Cherchons une représentation

n
du polyndme d'interpolation Pn du type E By Wy 4 = P£ .
k=0
Une telle représentation existe puisque les (n+2) polyndmes élémentaires

k

n
uL1(X) =1, wo(x) = X=X eeo wk(x) = iEo (X—Xi>oao wn(x) = iEo (X—Xi) forment
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une base de l'espace vectoriel ?

des polyndmes de degré ( n+i [rappelons

n+1
- T . ( } 1 (k) c
que dim ‘[n+1 = n+2]. En effet : wk(x) P Vg Koo teont VO o Donc si on
n+1 ) .
éerit w 40 Wosooos Wy soey W dans la base 1; Xyeesy X de Jn+1 on obtient
la matrice de changement de base :
w_ﬂ1 W, W Wy
T v(k) vin) 1
0 o o]
0 1 . . x
. - . i i+1
A - : g : vgn) i+
. - . k+1
0 ‘ ° 1 Xﬂ-{—’l
et det of =+ 1.
| 3 .
it 5 ° d —— j -
So P;} le polynome E}; 8y Wi On a P3 3

On vérifie aisément par récurrence descendante que .

Pa(xi):fi 0gign
Pj(xi)-«:'fi 0g¢igi
De sorte que Pn vo PJ, .o. sont respectivement les polyndmes d'interpolation
de f aux points ‘Xo oo X5 eooy Xo vso X‘j s ees o Or on peut écrire 3
S TS .
B2 =3 4 W =] wmEaey !
n = k x=x, Jw (X k
) n . (X—XO),“(X* - 1)(X-xkﬂ).“(x-xn)
k=0 k . w {‘Xk)
ol 2 fk n=1
D'oh Pﬂ(f;x):x Ew,x + X ( )+ eoe
k=0 nk

Identifions cette dernidre égalité avec :

n

x)

P (f ; a, w,_,(x)=a
n = k k=1 n

il

n
a X 4+ see
n

W (x) + a

5 [xn SO Pl

ﬂ—i w uq(x) + soo

n-2

+ & 1[3: ” ) X oo e
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£, n f(xk)
On a alors : = E:: = E:: . .
W (x ) = wﬂ(xkf ;
De méme aj (j < n) coefficient de xY  dans Pj(f 5 x) =:z%: ay Wy 1(x) est
S A .2
égal par identification avec P_(f 3 x) = 2 x) £f. & ; .
J = L = R A
Ainsi les coefficients & de Pn = ;;: 2y Wi g sont donnés par :
k f(xi) k f(xi)
ak = Z:: wyvx. .:12::7 —E?ﬂ-———~ O é k < n (3-1)
i=0 ki i=0
I (x,-x
£=0 € /e
241

Définition. Le coefficient &, stappelle la k  différence divisée de f aux

points X, veee X et on note : a

k k = f[XO’Ob’ Xk]

Résumons les résultats précédents. (n a la :
Proposition 3.1. Soient f ¢&[a,b] et Xy oeen X, des points de [a,b] alors
le polynfme d'interpolation de f aux points Xy owee X s'écrit :
En<f‘; x) = é*o f X reees X ] Wy ) .

Proposition 3.2. On a la relation de récurrence suivante entre les différences

divisées : f[xo] = f(xo) =f_ , et pour ny 1
f[x1,..., Xk] - f[io,-.,, b4 1]

f[Xo, LTI Y Xn = - o -
X = X
n o
Iémonstration.r
n fk n fk n fk
2:: (x-x ) =a (z=-x) = Z:: , (x -x. ) + z:: , (2, -x )
= wé(xki n o n o T W ¥y nk = w3y k7o
B
- [ 1
ko “n‘k = “n‘x
= - f[xo,..o, Xn-1] + f[x1,..., xn]
. | f[xi,..., Xn] - f[Xo’°'°’ Xﬂ_3]
n X - X
n 0
Nous allons préciser 1'expression de n ; X) —.2:: (X) dans deux cas

particuliers.



* Cas des points équidistants.

Mfinissons les points X peees X de 1l'intervalle [a,b] de la fagon
suivante : x_ = X, +3h, 0LJjgn , h étant le pas de 1'intervalle.
J .
Proposition 3.3. Soient f €®@[a,b] , Xy =X+ jh, 0< j<n des points de

n
la,b] , alors Pn(f ;X) = é;; &y wk_?(x) avec

X ki
T (=1) k

&a. = o ) (i) f“ a

L e +

Démonstration. D'aprés la formule (3.2)

k fi k fi
I i
kot o le) G Umx ) lamxy ) (x-x,

®

+1)"‘(X1_Xk)

Mais Xj =X+ Jh, 0&Jgn . Donc en remplagant dans l'expression

ci-dessus k ki k ki
) o, =F oot oy COT Ky
. i) £,
L ol (i)t T 5§20 nF ! *

* Cas des -différences progressives.

Considérons une suite infinie (y) =T, y1,..., yk, ses o On définit dans
l'espace vectoriel des suites, 1l'opérateur lindaire WV de différence progressive

par : (V’y)k = G’{yk} = {ykﬁ1 - yk} . On peut aussi définir les puissances

ke

" de cet opérateur. En effet on a le :
n n n-3
Lemme. (V'y), = %;; L0 () vy

DMmongtration. Raisonnons par récurrence.

* Par définition de §7yk la proposition est vraie pour n = 1
* Admettons le résultat pour n 3

(07 = T2 0™ () vy, ]
J=0 _
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* Démontrons le pour n+1

n+1

(V Y)k = (Vny}k+1 - (VHY)k

i

el (¥ ieppasm z: ™ r,

J«o
=§;: (- 1)n+1-3(3+})yk+3 ;) 3 e,
= %i;. (-’!)n+1-jyk+j<(;1)+(§)>+(-—1)°(2>+(_1)k+1(21)
:i (HQ)n+1*jyk+j(n§1)*(“1)0(2:;)4.(.,1)11‘}‘1 (HZT)
J=1
n+1 ’
L (™ k+j(n§1)

<.
]
o

Bxprimons alors le polyndme Pn(f ; x) & l'aide des différences progressives.

Proposition 3.4. Soit £ € € [a,b] , X ,+.., X des points de [a,b] tels que
X

T . Alors

Xj=xo+jh,0<j\gn et posons s =

P (f; x) —[: (@ vE £ -

k=0

Dmonstration. D'aprés la proposition 3.%3. on a vu que @

k ki
Z:. (—’U (}j) fi

1=0 h k!
ce qui s'écrit encore d'aprés le lemme ci-dessus :
1 k

vEE .

O

a, = (v ).
k hkxl J h”:ks

On en déduit donc que :

Pn(f ; x) =§: 8, mk_1(x) =) ak(xu-xo).,.(waj)...(x—xk_1)
. kzo

=0
n

:—.E Tm V f (X—X ).”(X--x Veoo(x-x 1)
k=0 h'~ k!
n

= k V £ (x—&x Yeeu(xmx x =3 h),..(x-»xo—(k~1)h)
k=0 = k!

. : XX
car Xj =X +Jh 0K J < n . Effectuons le changement de variable s = ho :
n
Pn(f 3 x) =Y k1 vk £, sh(s-1)h +.. (8=(%k=1))n

k=0 h' k!

s{s=1).eals-{k k . 8 _k
sy el lel) gk v (O)vF s

k=0 ) k=0
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B DERIVATION NUMERIQUE

e . .
{1~ approximation.

f'(x) N f(x+i§)~f£§2

C'est 1'approximation la plus simple, mais elle est toujours trés mauvaise
(perte de chiffres significatifs).

~© . .
2  approximation.

Cette approximation, valable lorsqu'on connait f en plusieurs points
X peees X "yoising” de x , est plus raffinée. Elle consiste & approcher la
dérivée de £ au point x par la dérivée du polyndme d'interpclation de f aux
points xo,..., x H
f1(x) » P;(f ;%)
Proposition 4. Soit f  (n+1) fois continument différentiable sur [a,b].
Soit Sp(xo,..., Xn,fx) ltintervalle engendré par xo,..., Xn, x o Alors il

existe gx tel que :

(1) £6) - Bile 5 ) = hyr wpx) 1V

(x) x )V =
) ( j)) ‘[ 3 (Xi—t)n f(n+1)(t)dt.

£
3 t — t . = -—]:---a—m—-—
et on a (ii) f (Xj) Pn(f ; Xj> = %;; ( )
i

émonstration. (i) Sous l'hypothése ci-dessus, on a vu que (prop. 2.1) il existe

gX tel que

w.(x)

o ‘ n n41
(2.1) Mln(xo,...,xn, x) £, < Max(xo,..., X, x) et f(x)—fk(f;x)m _ﬁqu( %gx).
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Le probléme est de savoir si la fonction x - f(n+1>(gx) est continument déri-

vable. Posons :

f(x) - P (f 5 x)
g(x) = f(n”)(gx) - — n

wn(ié)

(n+1)! 81 x #£ x,

On vérifie que g est continument dériable sur ]a,b . ii g(x)] a donc
dx X=X .

un sens. On peut donc dériver la formule d'erreur (2.1) et faire x = Xj . On

obtient :
.4 -wA(X.) (n+1 wl(X.)g’(X.>
[EE (£(x) - Pn(f 3 x:))]x=}cj = TEZT%T £ )<€x) * r"(§+1)T .

or par définition wn(xj) =0 . Donc
kH
wn(xj)

f’(xj> - Pﬁ(f ; Xj) = TRFT)T f<n+1>(ix)
o

Il est plus rapide d'appliquer le théoreme de Rolle au polyndme

n
f'ix.) -~ P ; x| T (u~x.) -0 (x-~xz, ) fTu) - P (f,u
[ev6)) = B 5 )] B G ) = 3 G )20 = 2, (20)]
qui posséde Xj comme racine double et les X, comme racine simple.

(ii) Sous 1'hypothese ci-dessus, on a vu que (prop. 2.4) :

n (n) x) X
Px) = B (€5 %) =35 fig.fm [ - o e Das

i=0 X,
1

Dérivons cette égalité et faison x = Xj ; on obtient (la dérivation Stant

licite) : ( )
n f'n(x_})9 x
f’(xj) - P (f 5 xj) =:é_; ffi_m..i_.. fx (x, - t)n-f(n“)(t)dt

n) n _(n+1)
(X) (XO - Xj) b (Xj) "

A . P

terme nul

+§n: ’z(

L

Diny ¢
2 M)
£1x) - B(E 5 %) =5~y J

ij (x, - )" £+ 4y ay

i

nl



e . .
3" approximation.

On a vu (prop. 3.4) qufon pouvait dcrire s

n X=X
En(f ; X) = E ( ) V f avec 8= -—w— .
k=0
Par suite
n
: 1 d S\ k
] . -
e =12 T O, .
=0
n k=1
. 1 . - l (“’1) L
Donc : Qn(f ; XO) = z- g VO£ .

T
o

Par conséquent, on peut écrire :

k=1 k
1) .
T Kh o 0

£ (x ) _ x P'(f ;X ) = zjw (“

C- INTEGRATION NUMERIQUE

Soit xz+ pu(x) une fonction "poids" que 1'on prendra dans L1([a,b])A On
b
veut calculer de manidre appr@chée,‘f f(x)p(x)dx , connaissant f en certains
a ,
points X peeny X de [a,b]:

Définition 5.1. On appelle formule de guadrature tout formule d'approximation

du genre 3

J

b n (n\
j‘ fla)p(x)dx = E:: A f
a : J=0 J
ol fj = f(xj),, 0L ign .

Ex : PFormule des trapézes.

X e ;_L(X) = 1 Aén) = A:‘(E,n) :z-zl

X =a X. =X +3h 0 ih

o 3 o J s $ d% (n)

x =b B =0, 1

b
f flx)ax =nlf, + £, 4ot £+ £5 ]
& 2 2
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C:) Une 1° méthode consiste & approcher la fonction par un polyndme, puis &
calculer l'intégrale de ce polyndme multiplié par u(x).

Définition 5.2. On appelle formule de guadrature du type interpolation, toute

approximation du type :

ﬁ f(x)ulx)ax =~ fo p (£ ; x)u(x)c}x

a

ol QH(f ; x) est le polyndme d'interpolation de f aux points X geees X de

n
[a,b] : P 5 X) “'Z:: 3§ )(X) f(x ). On a donc explicitement :
j=0

o <>
jm)p ) dx z:f(x J () (x)ax

On pose

b
¢(a) :Jf /zgn)(x)u(X)dx .

J a

Dans les applications les doivent &tre connus explicitement. On va donc

oln)
J

préciser leur valeur. On a vu que :

() w, (x)
j =m'7 ’

o4

£

b 3ol (x)
Done : c;” =L /) (o () ax _.Jf W W(x) dx

rb (x—xo),..(x—xk).eo(xnxn)

= — — — p,(X)(iX .
‘}a (X—Xj)(Xj—XO).‘e(Xj—Xju1)(Xj—Xj+1)...{Xj Xn)

* Supposons que les points xo,..o, Xn soient égquidistants.Autrement dit :

X = a
[0)

X=X
X, = b N x.j =x + Jh s 0 i n . Posons 8 = - -

(n)_H(X”Xo)’"(x”x}4)<x"x‘ )a..b@x ) (X—XOL”(X— )& x}ﬂlngaﬁ
S RPN C A J'h'(j-wh‘.'..h(-h)(-.éh) e

j—1><x"xj+1)””(x“ n)z s(s—1)...(s;j+1)(s-j- ). (s~0)

3t (=1) I (g 3 (=)™ (=)
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(n) 3(8—1),..(s—g+1)(s—3—1)...(s~n)
Donc ey o= (sh + x )ds
J f: 311" (o301 e
N . p(sh + XO)
= (-—1) hj j_EO (S—l) —m ds .

© i

Dans le cas oi X = p(x) = 1 , on obtient la formule de Newton-Cotes

) _ 1 50) _ I

n
. I s-1i)ds
h 3 ;znﬂ:};{ 01—0 ( )

i#3

Définition 5.35. On dit gquiune formule de quadrature est exacte sur un espace de

fonction ¥ si :

b ' n
f}f(x)p,(x)dx =y Agn) £(x,) Y rek.

J=c

(espace des poly~

Proposition 5.4. Une formule de guadrature est exacte sur g;

nbmes de degré  n) si et seulement si elle est du type interpolation.

Dmonstration.

¥ Supposons la formule du type interpolation. Alors :

a

b 1’1_. Yol ('fl)
J t@uta - (23 utxlan) 1))
Mais par hypothése £ = ﬁ; donc f = Ih(f) Yre 3;'. Donc : Y ¢ g;
b b
f £ (x)p(x)dx =f P (f 5 xulx)ax
j oM e (x,)
a J—O
z; <ja 1 ) 1(x)
= (n)
= %;; Aé f(xj) .

La formule est donc exacte sur 3;..
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* Inversement, supposons la formule de guadrature exacte sur ﬁ; . Blle

(n)

1l'est donc en particulier pour les polyndmes élémentaires zi s 0gign,

diou

b ] .
j ,eén)(x)p,(x)dx =f:A§n> ,ein)(xj) :Ain) Vi, ogigr,
done z:: A(n)f(x = g[ <n)(x)p(x)dx\ f(x )

b
“‘f (z:: g(n)(x f(x ) p(x)dx _t[ P (£ 5 x)ulx)dx

a Jj=o

PropositiOnVB,S.;Formule dlerrenur.

soit £ € 8" [a,0] .

b e

Si e =f £{x)p(x)ax «Jf Pn(f 5 x) plx)dx
a a
M b

alors fef] £ (ni:>!‘[; ]w X)ilu(X}ldx

ot Mh+? =1t ¢fa,n] .

Démonstration. On a vu que (prop. 2.1), il existait gx tel que :

Min(xo,.a., Xn,‘X) < &L X Max(xo,v,., X x)

X> (n+1)
et : f\x) -~ P (£ ; X) = p+1 (gx) .

Par conséquent :
e, = {‘?f(x (x)dx - bP (f; whulx)ax = ° £f(x)-P (f ; x)]plx)ax
£ =) Julx) f 5 x)u(x)s fa[ a b

[‘b
dtol {eff If [£(x)-P (£ ;5 x)]u(x)ax] < [£(x)-2 (£ 5 )| |p(x)]ax

b fw (x )r
sost ool < [ e, )Hu(X)ldX

(n+? b (X)!



N n+1
d'ou lef] < m iw @) Jux)]ax .
Remargue. * Soit f wune fonction continue quelconque. L'erreur ne fend. pas

(n)

vers 0, pour n - , D'autre part & partir de  n =5, 6 les Cj sont de
signes variables, ce qui introduit des instabilités numériques et limite consi-
dérablement les possibilités de la formule de Newton-Cotes,

* Utilisation pratique de Newton-Cotes.
(1) On subdivise 1'intervalle [a,b] On X = 8, Xypeeny X = b .
(2) sur chaque intervalle on utilise une formule de quadrature du type inter-
polation avec n "petit" (n § 4) -

On retrouve comme cas particulier la formule de Simpson (ef. Exa)
@ Une 2° méthode consiste & chercher s'il existe un choix Judicieux des points
xo,a.g, Xn (XQ,..., Xn’ (n+1) points de [a,b]} tel qufune formule de quadra-
ture basée sur X geeesy X soit exacte sur un espace de polynlmes 5;, avec
n' > n . Les propositions 5.6 et 5.7 répondent complétement & la question dans le
cas dfun poids p > O . La réponse est alors lide aux polyndmes orthogonaux

relatifs & p .

Pr0p031t10n 5.6. Une formule de quadrature est exacte sur €2h1 , 51 et seule-

e +1

ment si s (i) elle est exacte sur‘€ﬁlé=$ elle est du type interpolation

(ii) le polyndme w, (X) (x«x }nc.(xux ) vérifie :



b
f Xp wn(x)p(x)dx = 0 s 0Kpgnn.
a
[autrement dit %(X) est orthogonal pour le produit scalaire de poids p &
1y Xy ceey xn] -

Démongtration.

* Supposons la formule exacte sur ?2114-1 . Elle 1'est donc & fortiori sur

Tn o Dtautre part :

o R

D n
j z¥ mn(x) plx)ax =Z: A§n> ¥ (x.) =0 car mn(xj) =0 .
J=0

* Inversement supposons (i) et (ii) satisfaits. Soit P € ?2114-1

®R¢n
P=w Q+R avec { o (division euclidienne)
d- ggn
b b b
donc X x)dx = b'd X X X b4 .
[a P(x) (x) j Qo (x)u(x)ax +ja R(x)p (x)dx
b
D'aprés (ii) I Q(x)wn(x)u(x)dx =0 .
b b
Don Plx)u(x)dx = [ R(zx)p(x)ax. .
c ‘[a p ‘}a 3

b n
Dlaprés (ii) f R(x)p(x)dx = E Agn) R(Xj) .
a J=0 )

b n
(n)
Donc ja P(x};},(x)dx = L Aj R(Xj) N

I1 reste & chercher si il existe des polyndmes w ~ vérifiant (1) et (41).
Proposition 5.7. Si p(x) > 0, il existe un polyndme mn(x) = (X«-xo)...(x-xn)
tel que (i) et (ii) soient vérifiés et ce polyndme est unique.

Démonstration. * Unicité

Soient W, et wz deux polyndmes répondant & la question. Posons
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wn—w;;:S .oma a° S&n, donc d'apres (ii) :

D
f x¥ S(x)plx)ax = 0 avec pg n .
. ,

n
Posons . S(x) = :V“ x¥ . Alors
=0

n b b n b
;KXP fa x® 8(x)p(x)ax :f G0 % xP)s(x)p(x)ax =fa[8(x)]2p(x)dx .

a p=o0
\ n 3]
Meis ) f x¥ S(x)p(x)ax = 0 car p € n . Dome
— P
P=0 a
b 2
j [s(x)]u(x)ax =0
a
ce qui implique S=0 car p> 0 .

* Exiztence

‘b
f xP wn(x)p(x)dx = 0 par hypoth®se.
a8

Soit Yn erﬁ;n+1‘;

Définissons sur ?2 un produit scalaire de poids par :

141
rb
(fsg) ‘:J f(X)g(X)p(X)dX s
H a
[ 2
alors (£,£) =] £9(x)ulx)ax .
bod,
b ' '
Par conséquent f % wn(x)p_(x)&x =0 & (wn, xp)u = 0 & wnl 2%, pgn.
a.
La dirvection de w, est donc déterminés par le fait que w, est orthogonal
4 1l'hyperplan engendré par {XO, x1,...», xn} . D'autre part, par counstruction
le coefficient du terme de degré n dans W, est {1 . Cependant les radines
X resey X de w, pourraient &tre complexes. Il n'en est rien :
Lemme. w @ (n+1) racine réelles dans Ja,b[ .

Soient 51,M., E;m les racines de W, appartenant & ]a,b[ s de multipli-

cités impaires ; on suppose gue ces racines sont distinctes,
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Cna m) n+l et supposons mg n .

Soit (x—§1)...(x~§m) polyn8me dont le degré est inférieur ou égal & n .

o]

Donc : jm (x~g1)...(x—gm) wn(x)dx =0 .

a
(x—g1)...(x~§m) wn(x) s'annule donc en Ey -ee By et est de signe constant sur
]a,b[‘. I1 est donc identiquement nul ce qui est contradictoire avec 1'hypothése.
I1 y a donc exactement (n+1) racines de w0 eppartenant & Ja,b[ et ce sont
les seules racines de W, -
Remarque. Les polynlmes W seeey O forment les polyndmes orthogonaux pour le
poids p et les points xo,..., Xn sont les racines du polyndme orthogonal

n

aux mondmes 1; Xseees X o

e . £ o o1 1 4 .
(:) La 3~ méthode qui va &tre décrite, utilise l'accélération de convergence.

(Méthode de Romberg).

b
I1 s'agit toujours de calculer T =‘[ f(x)p(x)dx et le probléme est le sui-

a
vant : ayant calculé des valeurs approchées Tg,..., Tf de T on veut chercher
3 exploiter ces (k+1) calculs approchés pour obtenir une approximation de T
encore meilleure.
Une fagon de résoudre ce probléme est d'utiliser la technique d'accélération

de convergence, présentée dans un cadre général,

* Partons d'une suite (Tf), (les Tﬁ étant des valeurs approchées de T)
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quil converge vers T .

Construisons le tableau triangulaire suivent, selon la formule :

T m  k+1 k

T 1 \ Tk _4 T - Tm_1
m m

Tk+1 Tk 4 -~ 1

-1 i}

°

o

p! it

e} 1

2 3 0

TO T? T2

. . T . .0

: : T s

"k “ ke 1 1 T . 0

TO ‘I.‘1 . esoes Tk—? Tk

Y
s
«

IR : #2080 “rew °

. . k .
On va montrer gue si la suite (T ) converge, il en est de méme des autres

Ky orooLoas < .
suites "colonnes" (Ti) [i indice de la colonmne] et également des suites cons-

tituées par les termes d'une méme diagonale,

* Qe résultat, non limité aux quadratures est tout & fait général. Sous
certaines conditions que nous ne développerons pas ici, les suites ainsi cons-

truittes peuvent converger vers T beaucoup plus rapidement que la suite initiale

k

(Tf). Il en est par exemple aginsi, pour une quadrature, 1or5que TO est la va~

3 by ‘ - k . I . «
leur obtenue par une formule des trapezes & 2 + 1 points équidistants.

Cherchons tout d'abord une relation entre Tz , wa, TS“m .

rd > > 3 ) . » k - v
On vérifie aisément sur le schéma triangulaire que Tm est une combinaison



k
linéaire de

Changeons d'indice

T,oocy T
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kem

& coefficients indépendants de k . Posons donc :

=y ¢ e
m, m~i. ©

-dans. cette formule, on obtient :

=1
K1 K141
, -

d'une part Tt = Z: Cat,m191 Yo

=0 ‘

m= 1

| X ki

d'autre part T, = Z:: G B

cltest-&~dire les 2

Berivons. alors que

s (47=1) }:

i=0

d'oiisi my 0, i

coefficients C

=1 ,m=1=1 "0
i=0 1= 1

éléments & partir desquels on obtient Tﬁ

4m Tk+1 - Tk
ko - 1 o= 1 o k m _k+1
T = m & (4 "1)Tm =4 Tq - $§~1
45 - 1 ;
P g1+ el g
m,m~i T =4 g; C«,md~1 0 -i(>%hhm4m1 o

= 0y+e0y M, la relation de récurrence suivante entre les

e

03B

4111

. o= (] . -
m-1i =yl

e

m
(4" - e,

Pour englober les cas limites, on pose : Cm 1.0°
-1,

Formons maintenant le polyndme associé aux €

(n a la :

Proposztlon 6.1. Le polynbne H (x) = Z:: ¢ k
k=0

-X'

rence : Hm(X) o= 4& nm_q(x)
4 -1
(- L) D
et on a : I (x) = 4 .1 (%)
" (- L)on(a=3) °

m

4
avec HO(X) =C =15

Cm»?,mr1~i

L4

Cpmt,my =0

m,k

vérifie la relation de récur-
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m- 14

Considérons le polyndme T ,(X) = c Xk . Ona:
-1 jrs m-1,k
m p 21 Bt k+1
(4"-xn_ (X =4Y)_c¢ X - ¢, X
m-1 — -1,k o m—-1;K
o m—1 x@ 1= m— 1 xp"j
=4 Z:: Cm—1,m«1-—j T L Cm-1,m-1—j
J=o0 J=0
{on a fait le changement d'indice j = m-1-k).
m

c . ~C .
M= 1,M~j M=1,0~1=3

A T, 18-

le coefficient de X9 dans (4" - 0n_,(x) soit
est donc égal au coefficient de x@“j dans Hm(X)“

On a donc

SR LI NNT )

(1- 1) (@~ ™
4

Bo''remontant"” cette formule de récurrence, on obtient finalement en posant

(x) .

n(x) =

no(x) =C, =1

(1= L)1 = 3

4
nh(x) = : 7 no(x) .
(1= =)ol = )
4
Explicitons maintenant le coefficient ¢ , de ¥ dans Hm(X)a On a le
¥

résultat suivant

Proposition 6.2. Propriétés des coefficients Cm X
T k4

GJ;iE %lk=r%0)=*
k=0 ’

(i1) (-1)k cm,k > 0

(111) % 6, ol = }E; -1)E G = Ty=1)

1 oo
(1+2%a&1+—%) n‘(1+%ﬁ
4 £=C . 4
= . $ = < e
(1-3e1= )
1 -a--é POP ——H-I- il (1 ___1_
4 =0 4,3

(On montre que G, < 2 )o
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o1, ke 1 1

= } ¢
— (=4)%. .. (1-q) BF0°

(iv) ‘Qm,k =

Démonstration. Les 3 premidres propriétés sont immédiates. Montrons la 4.
. A zZ z
(== (1 = )= D)

4m+1
On a L (42) = — 1
(1—*'1—!1)-‘“ (1-1)
4
2z z
Remarquons que ¢ 1 - 3 =1 = mte -7 Donc :
4 4
Z Zye 1
(1"" 4111—1')’..(1—-4.-)(:;;1_ 1) ‘
Hm(4z) = Hm(z) + : z

1 1
(- Zﬁ)m“ - %)

(2)

Il

Hm(z) -z Hm--1

m m 1 )
d!olt Yy Cm_k 4k zk = Z:: c X zk - 1.k zk."1
= W k= ko '
k 7
donc (4 - 1)Cm,k = =C . Il en résulte que :

s M~ 1 4k~ 1

Com 1, ke 1 Cnm2, k2 1

- = = —1} C
L (= (-4 (145 (1-g) RO

SO

en remontant la récurrence.
Etudions maintenant la convergence de Hm(z) pour 2z € € .

Progosition Gele Hm(z) converge uniformément sur tout compact de € wvers H(Z)a

m!

o0 Y
Démonstration.‘Logl1 - RS l%i . Par conséquent II (1- —§7) est un pro-
4 4 m'=o0 4

duit uniformément et normalement convergeant sur tout compact de € . Il en est

donc de méme pour

oI (1 - &

1 _ m
m= 4 0 () =1in 0 (z) .
co 1 0 m

H 1 - —_m‘ m—>c0
m*=0 4

Remarque. Comme les fonctions Hm sont anélytiques dans le plan, la fonction

I est aussi analytique et les suites dérivées X°  de Hﬁ, goient Hik)(z),
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(),

convergent uniformément vers la dérivée correspondante II sur tout com—

pact de € . Résumons, on a 3

Corollaire 6.3. I(z) = lim II (z) est analytique.
SR > oo m
ze K=Q K compact de €

(k)

Les 'Hék) convergent uniformément vers II sur tout compact de €

Pr02031tlon 6.4. Quand m -, Cm,i'é Ci o
m

p “ - i . .
Démongtration. On a vu que Hm(z) = Cm 4 converge uniformément sur tout
L ,

i=0

oo
i . . .
compact vers H(z) == z Ci z~ . Fixons 1 et prenons m 3 i . Alors :
i= ’

‘soit ¢. = S

Corollaire 6.4.1. Quand m —e , C -0 .

U S— b
°© (1-45)...(1-4)

Corollalre 64.2. Quand m - ’ Qm,k'a Ck’z ¢

Démonstration. Cl'est une conséquence immédiate du corollaire 6.4.1. et de (iv)

dans la proposition 6.2.

o oo k

k A
E C =z = ¢ E . -
k=0 k ° & (T~4)kr-e(1-4)

]

Corollaire 6.4.3. II(z)

i

et n{1) = lim ﬁm(U =1 .

> 0

Démonstration. Conséquence directe du corollaire 6.4.2.

. s k
Nous allons maintenant montrer deux propositions sur la convergence des Tm .
Proposition 6.5. ,(Convergence des colonnes)

Si la limite lorsque k —o de Tf existe (soit T cette limite) alors :
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Vm lim‘I‘k=T.
m

Yoo

Démonstration. On a vu que :

K e ket i -
- Sy —
Tn = };—; Cm,mmi ) » T= E Cm,,m--i T

If

k z ket 1
[T 3 - .
Formons T 15 — Cm =i (TO T)

D'aprés les propositions précédentes (analycité et C - 0)

W=l

lim"l‘kmeO
m

N0

Proposition 6.6. (Convergence des termes diasgonaux)

31 la limite de ’I‘f existe et égale T quand Xk - o , alors, pour tout

k

k fixé : Lim T =T .
m—>oo m
k - ke d.
Mmonstration. Formons T - T = z: ¢ N i )
: m b mym=i 0
m N
=Y o L (©3 L)
A m,j * o
1=0
(on a posé m= i = j)
Veso, 3 iotea. iy i o= 10~ 1] < e par hypothdse

kepd

ou Va>0',ﬂig tu. iyi o= [T -1 g6
‘m
Pour m ) ie s déconpons la somme ; en deux 3
is B m
k ki ' ki
Tm'” T :: Cm,m«i (To - T) ‘*‘Z c'ms.m»i @o T) °
.1=0 l=12
i
X £ i 2
Done mm B 'T‘ < !g Cm,mui(‘To B T)! * E lcm,,mwi[ €
= i=i,
ie
: el %
< {Z: cm,m_i(n?o - 1) + C* g
=0
Mais lim O = 0 Vi . Paisons tendre m vers 1'infini dans la dernidre

m,mvi'
m~> o
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inégalité :

lim sup ITE_ T (e C, -

m——)m

Comme ¢ > O est arbitraire, on a :

0  lim inf Tfi— 7| § lim sup ]TI]Z- 7| =0

meseo m-> oo

d'ou lim Tk =T ,
m-> oo n



CHAPITRE II

INTEGRATION NUMERIQUE IES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4 THEOREMES D'EXISTENCES

Probléme de Cauchy des équations différentielles.

o) Cas de RN .

Soit QC R x RN- et f Q@ *‘BN N

On cherche un intervalle ouvert I et une fonction y : ICR - RN vérifiant

(1) v (%)

£(t, y(t))

i

Y. o

(11) y()) =y,

Plus précisément supposons f continue de Q dans RN . Soit (to, yo) € Q .
Peut-on trouver un intervalle ocuvert I contenant to ~tel qu'il existe ¥y

appartenant & 81(1, |RN) vérifiant :

(1) yr(t) = £(%, y(¢)) Vit, y(t)) e, teI

oy o

(i1) y(t))
Ce probleme est appelé le probléme aux valeurs initiales ou probléme de Cauchy
pour 1'équation différentielle y'(t) = £{t, y(t)).

ﬁ),Cas d'un. espace de Banach.

Plus généralement, soit B un espace de Banach et soit la fonction con-
tinue £ : @ —=+E ou Q est un ouvert de R x B .
Pent-on trouver un ouvert I contenant to tel qu'il existe 7y appartenant
a 81(1, E) vérifiant :

(1) 31 (t) = £(s, y(t)) Vie, y(8)) e, terI

(11) 5yt ) =y, -
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Si y existe on dit que y est seolution sur I du probléme de Cauchy.
Suivant 1'hypoth&se de départ, le probléme de Cauchy admet une réponse plus
ou moins précise. Nous allons nous placer dans les 2 cas suivants :

E est de dimension finie

Hypotheses 1 H1
f est continue sur Q
E de dimension finie ou infinie
5 f est continue sur @
th » '
Hypotheses 2 H2
f est localement lipschitzienne en
y sur Q

Définition 1. Fonction lipschitzienne.
On dit qu'une fonction f : @ - B continue est lipschitzienne en y pour

la constante k si :

V(t,y) €@

V(t ) ”f(t:»Y) - ‘f(t,y*)” < k"y—y*“ .
Tyyy) € R

Kfinition 2. Fonction localement lipschitzienne.

On dit gqu'une fonction f : Q — B continue est localement lipschitzienne
en 'y si pour tout point de @ il existe un voisinage v -de ce point dans
lequel f west lipschitzienne en y .

Remarquons dque :

Proposition. Si f : @ = B est continument différentisble en y , f est loca-

lement lipschitzienne en y dans R .

Démonstration. Soit (to,yo) € . Par hypothése la différentielle f§ existe
et est continue. Donc il existe un voisinage fermé VW de (to,yo), contenu dans

Q , dans lequel :
Iepll<
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Donc d'apres le théoréme des accroissements finis :
Vity) ew
leCty,) ~ el <l l v-v,l]

Y (t,y,) € v
< K |Iy”y*”

On va maintenant montrer 2 résultats correspondant respectivement aux hypothéses

H? et HZ .

Théordme 1. (Théordme dlexistence ou théordme de Cauchy-Arzela).
Sous l'hypotheése H, le probléme de Canchy posséde au moins une solution

1

y définie sur un intervalle 1 - contenant to .

Démonstration. On va seulement démontrer l'existence sur un intervalle [to,t0+h]5
le résultat complet étant facile & obtenir.

Lt'idée sst de construire une solution apprechée, puis de passer & la limite.
La .solution apprechée sera constituée par une suite de fonctions continues, 1liné-
aires par morceaux sur [to,to+h]°
Commengons par déterminer un voisinage commode de (to,yo) = (to,y(to)) dans
lequel, on le verra, la solution est définie. La fonction £ é&tant continue,
il existe un vbisinage V¥ fermé de (to,yo) tel que :

2o < m (t.y) €V .
 Choisissons ensuite h > 0 assez petit de sorte qué :
VSV avee W o= {(t,3)] [+t | b, v | < mnd .

On a donc @ ”f(t,y)“ <M v (t,7) €~Q}l’l .

, h étant fixé :

=

Subdivisons [to, td+h] en N intervalles de largeur

tO < t1 <'&'b‘< tN = to"f"h 9 'tl = t 5
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Considérons alors une solution approchée, continue, linéaire sur chague
intervalle [ti’ ti+1] définie de la facon suivant :

yN‘(to) =7,

, Tyltiyy) - Tlty)
yi(t) = T
i+

te}t;i,t, [.

- L i+1
i

Une telle définition a un sens, si l'on montre que l'on peut définir yN de

proche en proche sur chaque intervalle [ti, ti+1]’ ctestmt~dire si l'on montre

que :
(t., yN(tj)) €V ,083<i = (%, yN(t)) € v : t € [t_i, 5, ] .

J i+

Supposons que : (tj, yN(tj)) € ﬁ; » 0L i1

On a alors ”yN(tj+1) - yN(tj)“ = “f(tj, yN(tj))H . tj+1-tj
h
< M! 3+1"'tji =M N

et cecl pour tout J tel que : O

S

e,

AN
et
.

Donc dfaprés l'hypothése :

H‘yN(t’iH)-vyOH < );_;o EMCHE MR R M|ty ~t,] =M F=Hn.

=0

Comme iti+1"to!

(

& h par construction, on en déduit que :
by TylBg)) €%

La définition de vy @ donc bien un sens.
Nous allons maintenant montrer que la suite {yN} ainsi définie tend unifor-
mément sur [td, to+h] vers une fonction y . Pour cela nous allons utiliser

le théoréme 4'Ascoli.

RaEpel.Théoréme d'Ascoli.

On suppose que B est un espace de Banach et E un espace métrique

compact. Pour qu'une partie H de l'espace de Banach EQ(E, B) soit relati-
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vement compacte il faut et il suffit que H soit équicontinue et que pour tout
x € B l'ensemble H(x) de tous les f(x) +tels que f ¢ H soit relativement
compact dans 3B .

Dans le cas présent : B

Il

I= [to,t0+h] gui est bien compact

B =EFE qui est un espace de Banach par hypothése.

i

* Montrons tout d'abord gque H = {yN, N € W} C?Ef(I,E) est équicontinu

sur fto,to+h] .

Par définition yﬁ(t) existe p.p et pour t € ]ti, ti+1{ :

(PG R F{CHME R RS
Soient %, t, quelcongues dans [to, to+hj, alors :
y(t) = v(,) =j yy(s)ds 1)
t ﬁ*
( () - (-* = 1(g)ds]l ¢ su 2t =ty
D=yt = 3l ”LJN( )as|| < e Jrl s
ainsi v t € [to,to+h], ﬂyN(t) - yN(t*)” £ M]tm%*l

Y b€ [to,to+h] .

* Montrons que H(t) = {yN(t)IyN,E H} Vt«E [tO,tO+h] est relativement
compacte.
B étant de dimension finie, il suffit, pour prouver que ‘H(t) est relativement
compact, de montrer que H(t) est borné.

Soit t quelconque dans [to,to+h]. Pour tout yN € H, nous avons :

t
yN(t) =f y’l'\T(S)ds +7,

donc @ tot |
o (o)l \<JJCO lyiedllas + Iyl
P O

¢ Mn |yl <
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Ainsi V t € [to,to+h] les éléments yN(t) de H(t) sont bornés par une
guantité finie. Donc H(%t) est borné pour tout t de [to,tg+h] .
* Nous pouvons alors appliquer le théoréme d'Ascoli et en déduire que
H= {yN ; N€ N} est relativement compact. Autrement dit il existe une fonc-
tion y de €%I,EB) . tel que @
y, >y uniformément sur I = fto,to+h] ’
o {y } est une suite extraite de {yN},. En effet rappelons que :

v

HC 31(I,E)'relaﬁivementvoompaot &> toute suite de point de H possede

une valeur d'adhérence dans &J(I,E).
Dans ce qui suit on notera, pour simplifier, {yN} la suite extraite {yv} .
On sait que par hypothése : yN(to) =y,
lyy(t) -yl un Ve [t .t +n] .
Par passage & la limite on en déduit donc :

v(t,) = v,
llv(s) - yojf\< Mh, VYtel[t,t+n]
o’ o
ce qui est équivalent & : (t,y(t)) € WE.C:Q , Yt¢ [to,t0+h] .
La limite y de la suite {yN} ‘ne "sort" donc pas du voisinage 'U% dans le-
quel on a défini les fonctions Iy -

*  Montrons enfin que y satisfait (i) et (ii) c'est-i-dire est solution. du

probl¥me de Cauchy. On sait que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes & :

y(t) =y, +ft

t
o

or si % E-]ti, ti+1[ , par construction :

f(s, y(s)as , Y ¢ [t ,t +n] -
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(£) = vyt = (=10 £(t,, y(5.))
ol =gl )= (et ) 208, Lomp(t, )
() = v = (b=t )e(e, v (50)) .

Sommons ces égalités, on obtient :

D) .

J=1

yN(‘t) -y, = (tuti) f(ti.,yN(ti?) +);: (‘cj—t._ ) f(’cj_v yN(t

J=1

Posons I

pop = (1) £y (e)) + [f: (et ) 208, o vt )

J=1

L (=t )L,y (8.)) = £(6,,5(8,))]

il

N

+—Z;; (et et oy, ) = 2t ow(e, DT -

On vérifie que : (t) =y, + 11 . +'12,N (1) .

Il est.clair que, f étant continue, I est une somme de Riemann

15N
pour l'inhtégrale

ot

f £(s, y(s))ds

t
)

et pour la subdivision to < tj eeed b, <t . Done :

t
lim I 31[ (s, y(s))ds .
15N

N—oo t
0

Par ailleurs, f étant continu et Ty convergeant uniformément vers y
sur ‘fto, t0+h] il en résulte que :
f(t,yN(t)) - £(t,y(%)) uniformément sur [to,to%h] .
Autrement dit :
Ve>o, 1 N t.q. N Na‘m”f(s,yN(s)) - t(e,y(e)) e, s € [to,to+h] .
Par conséquent, comme tj pour 1 ¢ j i appartient & [to,to+h] pour

[

N > N8 on a :
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Iz, ol < Tty e (e yp(8))) = £(e ()l

+§=:1 R A A N ) A SN (S|
d'oh o, gl ¢ e [t + [t o[ 4ot =t |1 = eft=t | .

Ainsi : V >0, ] Ne t.qg. N I\T€ .—_—>” 12,1\1“‘\< ]t—-tol €
par conséquent lim I N = 0.
oo 27
Faisons alors tendre N wers l'infini dans (1). Par passage & la limite il en
résulte que :

t
y(t) = v, +j f(s,y(s))as , V t € [to,to+h]

t
ce qui signifie que : y Z 51(I,E) est solution du probléme de Cauchy. Le thé-
oréme | est ainsi démontré.
Théordme 2. (Théordme d'existence et d'unicité ou théordme de Cauchy-Lipschitz) .
Sous lthypothése (HZ)’ il existe un intervalle ouvert I contenant to s
tel que le probleme de Cauchy posséde une solution unique sur I .
On va utiliser la méthode des approximations successives et le théoréme du point

fixe.

Rappel. Théoréme du point fixe.

Soit @ une boule fermée d'un espace de Banach et T : @é? ; une con-
traction stricte (” Ty = TZ“ RS C”y«z” avec C < 1).

Alors il existe un y wunique de B tel gue : Ty =y .
Nous allons définir une application T vérifiant les hypothéses du théoréme.
* Pour cela déterminons tout d'abord un voisinage "Ul’q convenable. On a wvu

que ’\Yh est déterminé par la donnée du nombre h . Il existe un voisinage A
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de (to,yo) tel que :
e, 7))« pour (t,y) €% .

Donc d'aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un nombre
k :Hf:;“ tel que :

l£Ct,9) - €630 ¢ K-yl (t.3) € v, (t7,) € V.
Définissons alors ‘i}’h comme &

v o= {(ty) €V ft«toi $hoy Ny«yoﬂ ¢ Mn}  avec &k <% .
Posons d'sutre part I = ]to-h, t0+h[ .
* Définissons maintenant T . On seit que :

y € ?1(I9E)

v est solution du probléme

{;(%Y(JE)){JG ¢t IteqQ &=
+ de Cauchy
y(%) = yo+f £(s,y(s))ds
to .
Posons donc : T :y t Ty =z avec a(t) =y, +f £(s,y(s))ds .
R
o}

T satisfait asux hypothdges du théoréme du point fixe.
® 1:8-8 o B-E@E={y ¢ ¥ (1,5)] Iy(e)-v s wn, t €T} .
Soit ¥ € 8}1(?,,}3). Appliquons T & y : Ty =2 . 5 € 2?1 (I,E) par construction.
De plus ¢
ORI " se,r(aNasl ¢ f leGs,v()les ¢ W)
donc, comme t € [t -h, t +h] I z(t) - yo“ {Mhb .
Par conséquent (s,y(s)) € ‘U’h st =z € i";’h(uf,E) .
(2) T "est contractante.
Soient. Ty =2 , Tx = v avec k(t,y) € ‘?LYh, (t,x) € 'U;l , OU ‘\9];l est le volsinage

défini précédemment et ol t appartient & I .
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Formons :

t

2(t) = v (%) =j (£(s,5(s)) = £(s,x(s)))ds

t
o}

On a alors ¢

t
12(8) = v ()] =ft (2(s,7(s)) = £(s,x(s)))as]]

t
\<J[ l£(s,7(s)) = £(s,x(s)) as -

t
0

Soit dtaprés 1l'inégalité des accroissements finis ¢

t
2(t) = v ()] < kft lly(s) = x(s)]] as (rappelons que k:”f;f”)

Q

<k ) | y=-%
)l ”81('1',,3)

d'ol comme t € [to~h, t_0+h] :

o) =l < enlloel -

Mais cette inégalité est vraie pour tout t de [130~h, to+h].
On peut donc écrire :

llz - vl < knlly -«

' & 1{'f,:e:)

Soit encore par définition de 2z et v

€\(T,5)

HTY - TXH \é(_.

I,B

N kt - X s
$ 1"“3’ “k@‘tl,E)

Mais par hypothése (construction de "U’h) kh<1;: T estalors bien contrac-
tante.

On peut alors appliquer le théoréme du point fixe et conclure qu'il existe
un point y unique de B = ﬁh(E,E) tel que Ty =y , autrement dit que :

y eBL® , {6, y()| teTicw ca

5

ot s(0) =y, + [ o) as

t
o

par définition de T .
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Corollaire 2 . Supposons les hypothéses H2 réalisdes :
soit ¥ (reSP. z) la solution du probleme de Cauchy sur 1l'intervalle
ouvert J contenant to (respo 1l'intervalle ouvert X contenant to).

Alors y =3z sur JNK.

Démonstration. Considérons W= {t € Ink | y(t) = z(t)} .

V t1 €J,dn t.. y' = £(t,v) a une solution unique
W) = y(5,)
sur ]t1~h, t1+h[ d'aprés le théordme de Cauchy-Lipschitz. On a donc y = z
sur ]t1-h, ton[ et :
ULo Tt,~n, t+n[

J est ouvert, W est fermé et non vide, donc par connexité U = JNK .

les théorémes de Cauchy-Arzela et Cauchy=-Lipschitz donnent une solution
définie sur un petit intervalle [to, to+h] ou ]to—h, t0+h[ .

Le probléme qui se pose est d'examiner si on peut prolonger les solutions,
dont on a vu l'existence (et l'unicité) au deld de ces petits intervalles et si

oul sous gquelles conditions.

B PROLONGEMENT DES SOLUTIONS

a) Solutions maximales.

Nous allons définir une relation d'ordre simple sur l'ensemble des solu-
tions du prohléme de Cauchy.

On note y <z lorsque : y : I =K et z : J-E solution du probléme
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de Cauchy respectivement définies sur I et J sont telles que I C J .
Cette relation d'ordre est en fait la relation d'inclusion sur les graphes des
solutions.

Définition 2.1. On appelle golution maximale, tout élément maximal de 1'ensemble

des solutions ainsi ordonné.

Lemme 2.2. L'ensemble des solutions ordonué par o - est inductif.

Démonstration. Soit {ya, Ia} une famille totalement ordonné de solutions.
a€A

On a donc : V o« €h soit Y, < Vg soit Yo? T *

B
Ve
Soit I = U Ia . I est un intervalle ouvert et to € I.
ath
Soit y : I-E t.g. YteI, y(t)= Y, (t) ou o« estun 1lément de A

[} 0

tel que t ¢ Im .
Ces définitions sont comparables car :
y € €' (1,E), {(t, y(&)) | t € T}
(Yocs IOL> < (y:I) V‘x .

Donc y est solution sur I du probléme de Cauchy et la famille {ya, Ia}
. €A

admet une borne supérieure (y, I).

Proposition 2.%. Sous les hypothéses H1 ou H2 le probléme de Cauchy admet

des solutions maximales.

Sous L'hypothése H. il existe une solution méximaleVuniguea

2

Démonstration. Llexigtence résulte du Lemme de Zorn et du lemme 2.2.. Il reste

& démontrer l'uncitié dans le cas de 1'hypothése H2 o



Soient (y,I) et (z,J) deux solutions maximales. D'aprés le corollaire
2, ona y=2z sur JNI= K . Supposons que I # J . Soit w la solution du

probléme de Cauchy sur K= INJ . Alors :

i

(w,K) > (y,I) et (w,K) ; (z,J)
ce qui est contradictoire avec le fait que (y,1) et (z,J) soient des solu~
tions maximales. Donce I =J et y =2z partout.
Résumons le théoréme de Cauchy-Lipschitz et la proposition 2.3., on a le
théoréme fondamental suivant
Théoréne 2.4. Sous 1l'hypothese Hé le probleme de Cauchy admet une solution
maximale unigue.

b) Critere de prolongement.

Théoréme 2.5. Sous l'une des hypotheses H1 ou HZ s Soit y une solution du
probléme de Cauchy sur }a,b[ . Mors y est prolongeable au deld de b (resp.
en decd de a ) si et seulement si 1'une des valeurs d'adhérence de {t,y(t)}
quand t — b-o (resp. t - a+0) est dans Q .

Autrement dit, le seul cas ol le prolongement n'est pas possible est celui ol

toutes les valeurs d'adhérence sont sur oQ

oot 2

Corollaire 2.6. Sous l'une des hypothéses 31 ou H., etsi Q=RBxE la
solution vy du probléme de Cauchy sur ]a,b[ est prolongeable au delad de b
(resp. en decd de a ) si et seulement si :

Lin |[y(8)]f < + o (resp. Lim [|y(t)] < + =) .
t=b=0 ta+0



1I.14

Autrement dit, le seul cas ol y n'est pas prolongeable est celuil ou

lim |ly(t)]] == (resp. lim ||y($)] =) .
-0 t=a+0

Démonstration. (Théordme 2.5. et lorollaire 2.6.).

- Supposons y prolongeable.
I1 existe donc z : J-E , J> Ja,b[ tel que :
y =12z sur Ja,b[ .

Pour t = b-0o , y(t) = z(t) > z(b) et donc (v, z(b)) € Q .

- Inversement supposons que (b,B),,Valeur d'adhérence pour

dans Q .

On va montrer essentiellement que : B8 = lim y(t) .
t->=0

Soit h > 0 . h définit le voisinage 1}£ tel que 3

¥ o= (s, v(8)) | [+ ¢, lly-ll ¢ Mn} .

t = b=0, soit

On sait que, f ¢é&tant continue, il existe un voisinage W tel que :

V= {(”t,‘é;) , Hf(tsg)” < M} .

Or on a 7V, & 1V et par conséquent : Y ($,8) € A fe(t,e)] ¢ ™.

Kfinissons de plus ¢ W = U, = {(t.5(t)) | | t=b] \<% o ||y-8ll < M,%} .
3
W, rencontre le graphe de y 3

h

h h
1o, tea. 0gbb gz [y -plfcus .
* Montrons que lfy(t) - y(b1)“ RS %iM h pour t € {b1,b[ .

Pour T = b1 , clest vérifié,

Cherchons alors l'intervalle maximum . [b?, bz] sur lequel 1'inégalité a lieu.

]

Supposons b, < b, alors pour t ¢ [b1, b2

2

Iyl ¢ s (0=r ) +ll5e )¢l < § 1w +
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or 0§ t=b, ¢ b-bg M% - Done : (t, y(t)) ev powr t¢€[b,,b,] et par
conséquent : y(be) - y(b1) :‘[ f(s, y(s))ds . Donc
b
1
2
(o) = v )]l ¢ (o g S Hn .

Par continuité de y il en résulte :
ly(8) = 3o, l¢$un pouwr t ¢ [o, byl , 650

Donc b,

ce qui est contradictoire avec la définition de b2 . 5 = b et on a
alors :

l7() = 30l ¢ %Mh pour ¢ [b, o[ +
* Montrons gue y{(t). est une suite de Cauchy pour +% - b-o . On a vu que

pour T € fb1, b[ :
Iy ()-8l <lly(s) = 3 )] +[ly(e,)-8l ¢ M n
de sorte que : (t, y(t)) € vi pour t € [b1, b[ o
Aors si t € [b1, of , t' ¢ [b,, of :
566 = 30l [ llsGe, stoDles ¢ [o-or]
y{t) est donc bien une suite de Cauchy pour t — b-o . y étant & valeurs
dens B qui est complet par hypothése, 11 en résulte gque y(t) a une limite
quand t - p~0 . Ce ne peut &tre que B .
* Montrons. enfin que ¥y ést prolongeable au delda de b .

Traduisens l'existence de solution au voisinage de b :

16>0, 3 7z définie sur [b, b+6[' t.q. 7t (%)
z(b)

£(t, =z(t))
B .

f

1

Définissons slors § comme suit :

{ y sur ]a,b[

z sur [b, b+s[ .

V=
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t
On a alors : y(t) = v, +;[ f(s, y(s))as pour t € Ja, b+&[ , et donme

t
o

v € €' (Ja, v46[, E) et ¥ est solution du probldme de Cauchy sur Ja, b+d[ ;
; est aussi un prolongement strict de vy .
gii Qartiouligr.
Supposons en plus de 1l'hypothése H1 que @
) @ =RXE
B) f est lipschitzienne en y sur toub l'espace R‘x E:
le(ty) - £Cy )l < Ty - 3, Yiter, Y y, 7, €E.
On a alors la :
Progosiﬁion 2.7. La solution du probléme de Cauchy :
v () = £(t, y(t)), y(t) =y, est définie sur tout R .

Démonstration.

Montrons que si y est solution sur [tQ, tij alors y(t) est porné

pour t - 1%, , ce qui entrainera que la solution est prolongeable au deld

1

(et en dechd) de b, . Oma

i

v (8) = 20t y(8)) = [y (O ={[£(e, y(&))]] (1)
£ étant lipschitzienne en y :

ll£(t,5) = 2(s,0) || ¢ Lyl arou

1£(t,7) < Lyl +]|£(t,0)|| soit ataprds (1) :

' 0| < Ly )| +11£ (8,00 -

Posons z(t) =||y' ()| - On en ddduit que :

gt (t) g 1£(5,0)] + L (%)
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soit : z'(t) - L a(t) ¢|le(t,0)] -

Multiplions les deux membres de cette inégalité par e

e‘Lt(z () -~ L z(t)) l]f(t o)“ e

soit g%[z(t) & &g, 0l eth
intégrons cette indgalité entre to et s :

z(s) oL z(to}e“LtO <‘[i !If(t,o)“,éﬂLt at ,

0
soit z(s) At gf!yO“ ¢~ Lto +‘[ || £(t50) | Rtk
%

car z(to) =iIY(fO)“
= v Il -

Finalement, on a en multipliant les 2 membres par eLs >0

2(s) <|lv | RACSTY: +f$ 2Ce,0)]] @VL(S--t)dJG )
t

0

Paisons tendre s wvers t1~o « On &, & la limite :

ilm z(s) ~{fy(t o)l ])yo“ L(t1~t ) ”f(* Y L(t?mtg)dt
[Siass ,I-..Q
T ks ft 0 Lltmty) 4

t
o

quantité qui est finie donc y(t) est borné quand t - b,

¢ RESOLUTION NUMERIQUE (Méthodes de différence finie)

1 - Les méthodes & un et plusieurs pas.

LTINS mRimooTLUsNTT mn momn ooee  Dmsmommmmonn Sl

1.1) Méthodes 2 un pas.

Nous nous placons dang le cas scalaire (B = RN) du probléme de Cauchy

AY

(1,1) y'(t) = £(%, y(t))

i

(1,2) (s

#

donné .
Yo

On suppose qu'il y a existence et unicité de y dans fa,b] . n introduit un
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pas h = ENE et 1'on va d'abord "intégrer" (1,1) dans l'intervalle (a, a+h)

en remplacant la courbe par sa tangente auw point a , etc... Posons :

t. = a + jh 0§ 3¢0N
(1,3) J
ﬁo =-a tN =D
Désignons par :
(1,4) ¥, = approximation de y(tn).

Alors la méthode précédente conduit au schéma suivant (d'Buler) :

(135) 7,

n+1 ?-yn‘+ h f(tns yn) s ny 0;

y(to) =7, étant connu, les équations (1,5) définissent de proche en proche

est -déterminé & partir de la connais-

Tqs yzi... % de facon générale Ty

sance de y, per (1,5) ; ctest ce que 1'on appelle une méthode & un _pas.

I1 reste maintenant & savoir si Yy, est vraiment une approximation de y(tﬂ)
et si [y - y(t )| »0 lorsquse h -0, t =a+ N étant fixé.
Naturellement on peut espérer améliorer la précision par une modofication
convenable de la méthode. C'est l'cbjet du no 2,

1.2) Méthodes & plusieurs pas.

Intégrons 1'équation (1,1) sur l'intervalle (tn »’ t 7, p entier

n+1

fixé (ceci n'a de sens que si n ) p). Il vient :

t
(1,6) y(‘tnﬁ) - vlt, ) =f:+1 £(t, y(t))dt o

n-p
On pent ensuite calculer 1l'intégrale de droite en utilisant une formule de

gquadrature [cf. Chap. I § ¢] ; cela conduira par exemple i :

n+1
(1,7) ¥ (tppq) = 708 ) x-jg_n_p A, (g, v(t)))
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n+0

L By (g, y(t)) .

j=n-p

L'équation (1,7) (resp. (1,8)) conduit aux équations aux différences T

ou (1§8? Y =yl ) F

n+1
J=n-1p

resp.

, n+0
(1910) yn+1 - yn“p ='§ Bj f(tj’ yj)) e

J=0=-p

La détermination de yn+1 a4 1l'aide de (1,9) ou (1,10) Suppose connus

U s U ,yeses U y soit p+1. valeurs antérieures. C'est ce que l'on ap~

n°' net n+p

pelle méthode & (p+1) pas. Une différence essentielle apparait entre (1,9)

et (1,10) ; la formule (1,10) donne explicitement V,.q &1 moyen de

1

vee : cles Sthod licite.
T ’ ynup s clest une méthode explicite

Par contre, la formule (?,9) ne . donne yn+ gqu'implicitement ou aprés

1

la résolution dtune équation (dont il faut montrer la possibilité). C'est une

méthode: implicite.

Remargue 1.1. Dans chacune des méthodes (1,9) (1,10) 3 (p+1) pas, apparait
la difficulté du démarrage. Seul o étant donné on ne peut calculer :y"1

au moyen de (1,9)‘ou (1,10) ; ces formules ne sont applicables gqu'une fois-
yb,..., yp en notre possession. Il faut donc utiliser d'autres méthodes pour

calculer y1,.°., yp .

Remarque 1.2. Tout ce qui vient d'étre dit s'adapte sans difficulté au cas

des systémes d'équations différentielles.
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2 - Méthodes & un pas.

e —4

2.1) Méthode d'Euler modifide.

Reprenons (1,5) ; on peut 1L'obtenir comme suit : partant de la relation

‘ tn+1
y(’an) - y(tn) =ft £{t, y(t))dt.

On utilise la formiule de la moyenne :

(2,1) vt ) =v() =n @, y&)), £ <F <

B+ n+1

La méthode d'Buler consiste & remplacer %n par tn d'ola (1,5). Si on rem-
- h h . .
place %ﬂ_ par tn + = e} y(tn + 5) par sa valeur approchée calculée en

2

(1,5) & savoir :
v, ++hf(t, v)
il vient

(292) ¥

- h 1
nel " In T h f(tn +‘§;’ Ip * 2 h f(tn’ yn)) *

On ajoute & ce systdme (explicite) la condition initiale
(253) y, connu.

2.2) Méthode générale & un pas.

Soit ®(t, ¥ ; h) une fonction donnée pour t €[a,b] , Yy €ER s Ry O
et que nous supposerons toujours au moing continue en ces 3 variables. Alors
les schémas (1,5) et (2,2) entrent tous deux dans le schéme général suivant :

(2;4) Y.

n+tl = In + b @(tn’ In 3 h) .

Dang le . cas d'Buler on a 3
®{t, v 3 h) = £(%, y) (donc indépendant de h!) ;
dans le cas d'Buler modifié (2,2) on a :

h
o(t, v 3 1) = £{t + £ h, y+5 (7)) -
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La condition minimum & supposer sur @ est :

(2,7) &(t, v 5 0) = £(t, v) .

yn+1 - yn

En effet il faut imposer que ¥y, - y(tn) et -

- y'(tn) lorsque
h—0, %t =a+Nh fixé ; d'aprds (2,4) et puisque y'(tn) = f(tn, y(tn))
il faut donc que :
o(t, y(t) 5 0) = £(t, y(t )
et ceci quelle que soit la donnée initiale Yo aror (2,7) .
Notre probléme est maintenant le suivant : comment choisir @(t, v 3 h).

Nous allons examiner ce prcbleme & partir de 1'étude de la convergence et de

1l'estimation de 1l'erreur.

2.3) BEstimation de l'erreur.

On introduit l'erreur de discrétisation

(2,8) e, =¥, - v(t) .

Nous allons démontrer la
Proposition 2.1. On suppose que les conditions suivantes ont lieu

(1) ® satisfait & (2,7), &(t, vy ; 0) = £(t, y)
[2(t, ¥ 5 1) = &(t, y* 5 )| ¢ L, [y-y*]
(ii) pour t € La,b], v, 7% € B (ou dans un compact convenable)

et pour O« h h (¢ b-a) ;

[ fols, y() 5 n) - Lo = 30

1 t+h
(1i1) { |o(t, 5(8) ;5 n) - Eft £(g, y(2))ag| < 1, B

_ pour toute solution y régulitre de y' = f(t, y(t)).

Conclusion. Il existe une constante K telle que
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(2,9) le | < &P .
Démonstration.
Jcn-k’!
1/ De (2,4) et de la formule : y('tnﬂ) - y(tn) =,f “Uorlt, y(t))as
t
n

on déduit par soustractions :

e
n+1

t
1] n+
e, +n[a(t, vy ;n)- -ﬁft £(t, y(t))at]
n

e, +u[e(t , v, 5 h) - @(t, y(t ) ; )]

i

t
1 +
+ et y(t) 5 n) - Ef“ "o, y(8))at]
er i
Utilisent (ii) pour le 1% crochet et (iii) pour le 2° , on en adduit que :

L hp-H

(2,10) 5 .

fenﬂ‘ XS feni + h L1 fenx +

2/ Pour simplifier 1'écriture posons

len‘ = Sn -
dlors (2,10) donne

(2,11) enﬁéaen-&b

th-ﬂ

o

avec (2,12) a = (1+h LT)’ b= 1

(2,11) est une inégalité récurrente lindaire. On en déduit donc

n
n a -1

(2’13) Sn\<'a 80 +b-é~:--1- .
Mais e =0 et
0
a1 _ [en log(1+hL1) -1] 1 r nhly 1] ;
a=- 1 hl S ppoole ;

1 1
or nh = tn-ar s donc : ‘
L t -a)l
2 (e( n T. 1)
L
1
gorollaire 2.1. Sous les hypothdses (i), (ii), (iii), la méthode (2,4) est

(2,14) e, <

convergente et 1l'erreur de discrétisation est O(hp) .
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Remarque 2.1. Supposons que l'on ait un renseignement plus précis. que (iii) :
(2.16) @k, y(&) 5 n) - LERI) 02 o) 4 0P
¢ ¢tant continue non nulle dans [a,bje (p est alors l'ordre exact ; la con-
clusion du corollaire 2.1. est en effet que l'ordre est au moins p )-
On peut alors démontrer ceci : soit V(%) la solution de 1'équation
(2,17)  w(e) = & (6 9(8) V() + 9lx)
avec
(2,18) 7(a) = 0 .
dlors
(2,19) e, =" V(¢ ) + o) .
Naturellement V dépend de ltinconnue y . Mais on peut aussi calculer V

en utilisant les approximations de y .

2.4) Bxemples : retour aux méthodes d'Buler.

1/ Dans le cas (2,5)

8(s, 7(5) 5 1) - L= _ e, y(y)) - it = 7(8)

y(t) = % v (t) + O(hz)
dtol d'aprds le corollaire 2.1. la convergence de la méthode d'Buler (avec
1terreur 0(h)).

2/ Dens le cas (2,6)

o(t, 7(t) 5 0) = £(t + 30, y(8) +3 £(s, y(¥)))

=206, 7(8) + 3 5 (4 9(8) + 3 20, 7(£)) & (5, 3(1)) + 0(6%)

=y (%) + g 7' () + 0(n?) .
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D'ol a(t, y(t) ;3 n) - y<t+h)h‘ y(t) _ o(n%) .

I1 y a donc effectivement amélioration par rapport & 1/.

2.5) Construction de @(t, v o3 h) par utilisation de 1

série de Taylor.

Un moyen systématique de contruire des ®(t, y ; h) satisfaisant & (iii).

y(t+h) - y(t)
I

Proposition 2.1. est évidemment de développer en série de Taylor,

en y remplagant ensuite y' par £(t, y(t)) etcee. .

7P (5) 4 omP) .

1
. y(t4h) - y(t) ho_, n?”
o a : A =y (t) + 35 y"(£) +.o o4 =TT

Mais y' () = £(t, y(t)),

d'ou

(2,20) y"(1) = (8, 7(8)) + 7 ()52(¢, ¥(£)) = §(t, y(2))+£ (50 (4,)

et ainsi de suite. Si l'on pose :

(2,210 s = (5 ¥(8)
a¥F, o F OF
) () o X (6 7(6)) + == (8, ¥(8)).y" (%)
a?& o&&
=57 (6 ¥(8)) + = (8, y(£))-£(t, y(¢))
= y;{_’_,] (ty y(t)) .
On peut alors prendre
1
(2,22)  o(t, y 5 0) =2(t, v) +5 F (s, 7) +m+3§-§—;_1—5—! Tt ) .

Avec le choix (2,22) la formule (2,4) donne une méthode convergente avec erreur
de discrétisation en 0(n%).

2.6) Construction de @(t, ¥y ; h) par utilisation indirecte de la série de

Taylor ; méthode de Runge-Katta.

Le point 2/ de 2.4) donne (& propos de la méthode d'Buler améliorée) un
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usage différent (et moins direct) de la méthode de Taylor ; cette possibilité
a été systématiquement étudiée par Runge-Katta. Considérons ici un cas simple
mais typique.

Par analogie avec (2,6) on cherche @(t, v ¢ h) sous la forme :

(2,23)  @(t, y 5 n) =8, £(6,7) +a, £(t + ph, v + p, b £(5,7)),
les constantes a; » Dby étant & choisir “au mieux".

La condition (i), proposition 2.1. donne :

(2,24) a, +a, =1 .

Développons, en remplacant v par y(t) et utilisant y'(t) = £(t, y(%)) :

2(t,y(t) 5 n)

t

of of 2
o{+)) —— o) P Y )
£(t,y(%)) + aéhfp1 55 (6,7) + pf(%,7) ay(t,y)] + o(n%) ,
identifiant &

y(t+h) - y(t)

2
< )

t

vy (t) + g y"(t) + on

It

h of of
£(t,7(8) + 5 (53(69) + £ & (5,0)] + 0?) .

3
On voit que (2,23) définit une méthode convergente, en 0(h"), si,outre (2,24)
on a :
= =-1-,
2,0y =% 5 20, =1
Si donc llon pese @ a2 =a #£ 0, il vient :

1 1 N

- - = L e t
BpE s By Eag 0 By =gy e dlon
h h
(2,25)  @(t,y 5 n) = (=a)E(6,7) + of (¢ + 5= 5 7 + 5 £(t,7)) .

Pour ce choix de @ , la méthode (2,24) est dite de Runge~Katta (simplifiée).
Exemple 2.1, S1 1fon prend o = 1 , on retrouve (2,6).

Remarque 2.2. Il est maintenant facile de poser systématiquement le probléme.
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On introduit

-
I

£(t,y)

w
1l

, f(t+x1h, y+p1ohko)

b
i

5 £(t R A T k1)

a0 o0 > a0 e e ea o

i

k

f(t +A h + hk +...4 h k
D ( p’y !J«p o M )

o psp-1 -1

et on cherche & déterminer les ai, hi’ by de fagon que
(2,26) ®(t, v 5 h) =ak + 8k, +oeot 8k

de fagon que l'ordre de l'erreur soit le plus élevé possible.

Exemple 2.2. On trouvera par exemple

(2,27) o(t, vy ; h) =-; [k + 2k + 2k, + k3]

1 2

o
li

avec f(t+ﬁ5h,y+%hko)

'\BW
i

f(t + & n, y+-15hk_1-)

w
i

f(t + ,y+h1§2) .

On trouve que cette méthode est d'ordre 4 .
Remarque 2.3. On peut utiliser des processus d'accélération de convergence ;
cf. chapitre I § ¢ (3).
Remargue 2.4. Dans les dquations différentielles intervenant dans les appli-
cations, on sait souvent que la solution est réguliére dans un intervalle
(approximativement connu) puis dirrégulidre dans un autre intervalle. Il est

alorg peu naturel d'utiliser le méme pas h tout au long du calcul. On intro-

duit alors des pas variables, tn+1 étant défini & partir de ‘cn par
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*tnﬂ =t + ®(tn) h

la fonction +t+ ©(f) é&tant continue et telle que ©(t) > @O > 0 . On remplace
alors (2,4) par

J.

e =Tt @(tn) h @(tn, V, @(tn) h) .

3 - Méthodes & plusieurs pas. Utilisation des formules de guadrature.

391) Formule de Newton.

1/ On a rappelé au. chapitre I § A, la notion de polyndme d'interpolation,
les Xj étant des points distincts croissants sur [a,b] s 0 Jga s clest
le polynéme P tel que :

P(x.) = f(x.) = £, (f donnée) pour 0¢ j< 4
(3,1) ’ o

do Pga

Lorsque les Xj sont uwniformément répartis sur [a,b]

. b
(352) Xj=a+3h N h:—lt\-]_-aa‘ -

On a vu qu'on pouvait donner une expression simple de P en fonctions des

différences progressives de la suite {f(xj)} (Cf. Chapitre I, § A proposi-

tion $.4.).

Cn peut donner une expression analogue de P en utilisant cette fois les
différences régressives de la suite {f(xj)} .

2/ Opérateur § .
Soit {fi} une suite donnée. On pose :

o

(3,3) Gf. =f, ~-7¢ ;



I11.28

V est l'opérateur de différence régressive. On définit ses puissances suc-

cesgives 52, ¥~ ,... 3 par définition 50 = identité : 50 fj = fj .

On trouve (par récurrence comme au chapitre I) :
7 ~§q -0™ () £._.
j = - m j-m ®
=0
On vérifiera que 3

4 m (4, -m
fj_q=g 07 @) 7y

Remarque 3.1. Si fj n'est pas défini pour tout Jj , mais seulement pour Jj > O

(on © £ j < N), alors v fj n'est défini que pour J 3y 1, 52 fj pour J» 2

etc... .
5/ Formule de Newton.

Une notation d'abord ; q et m étant entier, on sait que :

q (g=1) .. (g=m+1)
() = =2 1.2...2 =

Cette définition s'étend au cas o gq € B (ou € €) guelcongue. Ceci posé :
Proposition 3.1. Le polyndme P(x) qui vérifie :

i° Pg q
(3,6)

P(xj>zzj s P Ig P (xj=a+3hJ

slexprime par la formule :

9 -
Px) =5 0" ) s

m=0
ou : (3,8) § = = .

Y

Démonstration.

by 7 - - - q‘ »
Se reportant a la définition de (m) pour q € R et avec (3,8), on voit

que ‘(;j) est un polyndme en x de degré m et donc que le 2e membre de (3,7)
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est un polyndme de degré ( q .
Puis pour 0 r < g :

Pe, ) =7 0RO

Mm=0

Mais () =0 si r < m ; donec

P ) =5 0F O e,

n=0

et dtapres (3,5) ceci vaut Zp«r .

3.2) Utilisation de la formule de gquadrature

Soit y(t) solution de (1,1) :
(3,9) yi(t) = £(t, y(t)).
On opére comme pour (1,6) en généralisant un peu. On déduit de (3,9) pour

ty, t + k € [a,b]

t+k

(3,10)  v(t+k) = y(¥) = jt £z, y(£))a .

On calcule approximativement le deuxidme membre de (3,10) en remplacant
£(g, y(g)) par le polyndme P(f ; £) = P(g) tel que :
d" Pg g
(3,11)
p(t.) =£(t., v.) pagig<p
J J J
yj ayant déja été calculé ou que 1l'on est eventuellement en train de calcu-
ler si j = p . On .pose :
3912 f.=1f{%, ).
(3,12) 5 ( 5 75)
Mors dlapres la proposition 3.1.
XX

] : d m =8, = ;
(3,13) Px) =) _ 0N DT e, 8= L,

h
=0
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On a alors le choix de &, T+k et g s

Laissant q .arbitreire pour 1l'instant, les choix classiques sont :

( t = tp s  t+k = tp+1 ; méthode d'Adams-Bashforth. ;
t = tp_1 N t+k = tp . 3 méthode d!Adams-Moulton 3
(3,14)
t = tp—1 y btk = tp+1 ; méthode de Nystrom H
L t .= tp—2 , t+k = tp ; méthode de Milne-Simpson

—p Jia méthode 4! Adams-Bashforth donne :

: 9
(3,15) ¥ -V, =RY_ v, ¥ £

MW==0
(3,16) = (=1)" 1 ("%) as
Sy -Ym o - o -
0]
En effet avec le choix indiqué dans (3,14), la formule 3,1@) donne. :
g=tp
T -
1jp+1 (_Om( a
£

-Y.:.-a
i} h o

d'ohr (3,16) en posant & —'tp,: hs .

~—4 La méthode d'jdams-Moulton donne :

q
—~T0

5,17 y_ - =ny  y*q £

(3,17 v, -y, L. 7V %

o (18) s =0 [ (e
I

—3 La méthode Nystrtm donne =

q
m
(3. 19) Vour ™ Vpuq = h;%;; Xy Vo £, -

‘ 1
(3,20) Xy = (—1>ni[+1 (;f) ds .

~p Lo méthode Milne-Simpson donne -:

3 ;
" = Sl :
(3,21) V= Vpp=h > v £

=
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ol

: m -8
(5,22)  xx = (=1) fO (%) as
il m

Les probléemes sont maintenant les suivants :
a) un probldme technique : trouver des procédés de calcul commode (par
récurrence) des coefficients |~ Y; «o. §5.nous allons donner un exemple au
point suivant.

b) un probléme de comparaison des méthodes, leur intérét éventuel), le
choix de ¢ ... etc. Ceci fait 1l'objet du n® 4 ci=dessous.

3,3) Fonctions génératrices.

Pour établir des relations de récurrence (éventuelles) entre les Yy 0
on associe & y, 1@ fonction
20
(3,23) () =3 4t tee,
m=0
(sous réserve de vérification de Convergence).

Il s'agit 1a d'une méthode générale souvent utile.

‘Remplacant Y, Dar sa valeur (3,16) dans (3,23) il vient :
o0 1
m -8
) = 0" [0 as s
M==0 0

on peut vérifier qu'il est loisible, pour It] < 1 de commuter la série et

1ltintégrale, d'ou :

1 e 1
) = [ T e () e =[ (9%,
0 m=0 Y0
d'ol
-% .
(3?24) F(t) = (1—t)log(1—t) ltl <1 .

Naturellement, un développement en série de (3,24) reconduirait purement et

simplement & (3523) ; mais écrivons (3,24) sous la forme
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(3,24 bis) .-~%.log(1—t) r{t) = Té%

et utilisons les développements :

T-?:"E::Z: £,

,n>/0
n

1 : %
- -:E ].Og(’]-t) ] E -—m

00

portant dans (3,24 bis) on obtient 1'identité :

(3:25) (7 =)y, =Y &,
myo

nyo nyo

d'ol les relations (par identification) :

1 o . 1

(3,26) Yo ¥ 7 Yoy T 3 Voo Foe s s m=10, 1y 25000

d'olt la possibilité de calculer les Yy par récurrence.,
Remarque 3.2. Soient I'*, y , y* les fonctions géunératrices de Yz’ixm s X

définies par (3,18), (3,20), (3,22) ; on trouve :

1

*(t) = =t TS [+] <1

-
x(t) =-t =% Tos(1=%) ] <1

i

it

1 (%)

1
-t (2°*);§3513:%7 » 18] <1

4:= Btude générale deg méthodes & plusieurs pas. Stabilité.

4;1)AFormulati0n générale.

Tous les schémas introduits au n° 3 entrent dans le type suivant :
(4,1) ek T Yt naie Tt %Yy T h'[.Bk:fn-kk"" BTty oot Bofn]
o les &, s Bi sont des nombres réels donnés,

f.=1(%., y- f.o=a + 3 B o= 28 )
5 (.J, yj) 5 +3 , h
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On supposera :
(4,2) o £ 0
et (4,3) la | + 18] #0 -
(De sorte que 'y, intervient vraiment dans (4,1)).

Le schéme (4,1) est le schéma général 3 k pas.

Remarque 4.1. Comme on a déja signalé (remarque 1.1.) il y a une difficulté
au démarrage puisque l'on ne peut espérer obtenir yn+k par (4,1) gans. con—

RN
naitre 'y

Ly ec ey . » Nous reviendrons s ce point.
ntk= 17700 Iy : W P

. Méthode explicite. Si B, = C , (4,1) est sxplicite cf. déja (1,2) no
. Méthode implicite. Si B, # 0 (4,1) est implicite ; on obtient (éven-

tuellement) Y, DPar la résolution de :

(4,4) Y Vnge = B By T g0 ¥y ) = domné = e .
Posons un instant y =y b Bx (% y) = F(y) .
n+k ’ oy S ok’ o
Mors (4,4) stécrit
©
(4,5) y=Fy)+d=00), d=— .
k

Utilisant le fait que f est IL~lipschitzienne, on-.a :
g

le(y) - a(y®)] ¢ » [.&_? L |y-y¥|

dtoy (cf. cours d'Analyse)
o si 53:’4 0 , la formule (4,1) définit Vo e
- fagon unique si h !«EI L> 1.
%k

I1 faudra donc choisir h assez petit pour gque cette condition ait lieu.

Les problémes sont maintenant les suivants : comment choisir "au mieux"
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les coefficients o Bj dans  (4,1) 7

4.2) Définition de la convergence.

a(h)

]

ao + aﬂx Fooot akA
+ B,A Ak
ﬁo ,61 Feoat Bk

Introduisons les polynlmes (4,7)

il

s(n).

et désignons par (a, ) le schéma (4,1).

A toute fonction f(x,y) = f vérifiant (1,3) on associe :

a) le probléme de Cauchy y'(%) = £(%, v(%)), y(to) =7,

b) le probldme "approché! (4,1) [avec (4,6) si gk:¢ 0] avec les données
initiales.

(4,8) vy = nj(h) 0 j ¢ k-t
les 1, satisfaisant & la condition (minimum) :

(4,9) nj(h) »y, lorsque h-0, 0gJ¢ k1.
N.B. On ne prend pas nécessairement ¥, cotheidant avec la donnée de Cauchy.
Définition 4.1. Le schéma (a,B) est dit convergent si, sous la conditions
précédentes (et pour toute f£), on a :

(4,10) v, - y(tn) =0 lorsque h =0, t =a+nh fixd & b
Z  N.B. La convergence, dans (4,10) n'est pas uniforme en f .

Notre but est maintenant de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes sur les polyndmes o, § pour qu'il y ait convergence.

On va commencer par L'étude (importante en elle-méme) des équations

sux différences.

4.35) Bquations linéaires aux différences. Leur stabilité.

Bur ltespace S des suites y = {yn} ;s n ) 0, on considére 1'opérateur
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linéaire Aa défini par :

(ACC Y)Il:ka yn+k+ Oﬂk__,‘ yn+k +ooe+‘ao yny a}_C%O

Ay

. {a, v} .

Définition 4.2. Lfopérateur Aa -et, par abus de langage, le polyndme o —
est dit stable, si toute suite {yn} solution de :
(4,11) Aa'y = 0 est hornée.

Montrons la

Proposition 4.1. La condition nécessaire et suffisante de stabilité de 1'opé-

rateur Aa est que les deux conditions suivantes aient lieu

(i) les racines du polyndme o sont dans le disque fkl <1

(ii) les racines éventuellement situées sur ce cercle |[A| =1 sont
simples.

Démonstration.

1/ Les solutions de (4,11) forment un sous-espace de S de dimension
Soit en effet FY = {Eg} s 0€ < %1 la solution de :
B = 0
o

(4,12)
B =8, o0gmg ket

m m

i

Alors y solution quelconque de (4,11) s'exprime par

-1 .
=3 v EY d'ol le résultat.

=0

2/ Solutions particulidres.

La suite {nr Rn}, r entier, A € € est.solution de (4,11) si et seule-

ment si ‘A est racine d'ordre r+1 de ¢ (fajre le calcul de <Aa yn) s
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y, = n" A") et alors A"}, {n A"},..., (o7 A"} sont solutions lindairement
indépendantes.

.Soient alors ?\‘J les racines de ald) = 0, Kj étant d'ordre m,‘j 5

Vv
0K i€ vy Z;;mj::k.bes suites
= .
I"
n .
(4,13)  {n a3}, 0T <my, 1<y

sont linéairement indépendantes, en nombre Xk , et donc forment une base de
l'espace des solutions de (4,11).

3/ La condition nécessaire et suffisante de stabilité sst alors que
toute suite (4,13) soit bornée, d'ol la proposition.
Remarque 4.3. Bcrivons explicitement la solution de 1'équation non homogéne ¢
y 130

4 .os =
(4, 4) Ok yn-;-]s: toeodt % Yn dn+k

(4,15) yy=ng s OIS k.

Introduisons la solution élémentaire E = {En}, n€¢, avec :

Jo- 1 .
En:En gt n 0
EnzO gi n< Q0.
k
Alors ' ocJ Em—j'mo si ny O
J=0
’-:Gck 81 N o= =1
= 0 si n<-1 [n+ 3Kkl
Done 2
" 0 si n.#-1
Z:ch En-fjx
Jg=0 g, 81 n =i
k

DKéfinissons alors B® d par :
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(>
(4,17) B@d, =38 ,d. . sin>0.
m=0
Mors, comme Enummi =0 des que n-m=1 < k1 i.e. m> n=k
n=-k
(EQ d):r’l'm 2:: En~m—1 dm+k 5t nyk
m=0
= 0 si n< k.

La solution de (4,14), (4,15) est alors fournie par :

(4,18) V‘*‘Z_n EJ+--E®<1
%

J=0

En effet (B®d) =0 si 0 ng k-1 est la seule chose & vérifier est

que pour h 3 O

k
=S 4 (B st égal 2
En Zﬂm o, (B® d) est égal a 0y dn+K
3=
o k

et d'aprés (4§16)

2:; @3 ‘n+3—mu1 =0

pour tout =n %‘m et vaut o sl n=m diou (4,18)°

k

Progosztloﬁ 4.2. Si le polyndme o« est stable, il existe une constante

telle que, ¥, étant la solution de (4,14), (4,15), on a :
n-ak

(419) v | <K (Z ol +X T, (w0,

m=0

Démonstration On peut en effet expliciter (4,18) sous la forme

e 3 1 n=k e 1
Ip = 2:: RS EtT 2 Bt Ynek
j=0 % m=o

d*ol (4,19) grice au fait que »{EQ} s 0K J < k1, est bornés.

4.4) Conditions nécessaires de convergence.

Proposition 4.3. Pour que le schéma (a5 3); soit convergent, il faut que le

polyndme o« soit stable.

K
a
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Démonstration.

8i le polyndme o« n'est pas stable il existe une suite Z = {Zh}
n

vérifiant

¥ A Z =0
o

* lim Z‘n OO,
n->c0

Considérons un point. x et des valeurs de h telles que :

x
hk =5 AEDN .
zn 7
Considérons la suite y = ——= lorsque h tend vers zéro
Viz, |
yiﬁo V: i '=~O, 'I’oot} k"1 -

Mais ¥y = VTE;? tend vers l'infini.’
La valeur de la "solution approchée" .au point x ne tend donc
pas vers zé¥o.
S8i on applique ceci au probléme de Cauchy
vyt =20
y(0) =0

on trouve une contradiction. La méthode n'étant pas convergente.
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Démonstration. (suite)

1/ Considérons 1'équation particulidre
y' =0, y(0) =1
de solution y(x) =1 . Le schéma («, B) se réduit & 3

k
(4,22) 2:: aj Jh+j =0 ; y.

> J=nj(h) 0¢J < &t
=0

avec nj(h)-* 1.
Prenons en particulier
nym) =1, o< it
La solution y, ne dépend pas de h et la condition de convergence se tra-
duit par Y, 1 lorsque n -»< ; passant & la limite en n dans (4,22),

il vient :

Z:: aj =a(1) = 0 .

J=0

2/ Dlaprés la proposition 4.3., le polyndme a doit &tre stable.
Donc la racine 1 est nécessairement simple (proposition 4.1.), donc :
at (1) £ 0 .
3/ Considérons maintenent 1'équation particulidre :
yl =1 ] y(O) = 0
de solution y(t) =t . Le schéma (a, B) se réduit & :
k
(4,23) %‘; 05 Vg =B (B + By g +eret B ) =npl1) .
Choisissons
) Bl . - .
n) = i d?a; ) .
(4,22) nj( ) FACE h (1oisible dlapreés 2/)

Alors la solution de (4,23), (4,24) est :
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yn=1'lh§—§%>—5

et y(t):l’lh;

3

} _ - . Bl1) ' s
la convergence de ‘yn vers vy(tn) équivaut donc a ETTTj =:1 , dfol la
proposition.

On est maintenant en mesure de démontrer le premier résultat essentiel

de la théorie des schémas (a, ﬁ). C'est 1'objet du 4.5).

4.5) Condition nécessaire et suffisante de convergence.

Théoreme 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour que le schéma (ay B)
s0it convergent est gue les deux conditions.suivantes aient lieu :

(i) le polynbme o est stable (cf. proposition 4.1.)

(i1) a(1) =0, a'(1) =8(1) (£ 0).

Démonstration.

1/ La nécessité de (i) et (ii) résulte des propositions 4.%. et 4.4.
2/ Suffisance des conditions.
Formons une inéquation aux différences satisfaites par e, =V, - y(tn)

[comparer 3 la démonstration de la proposition 2.1.]. Posons :

N1+ ...

QK‘X(§n+k) Fevet & y(tn) - hEBk f(”tn+k’ y(tn-cak

et B fLE L, v(E)) =T

Alors

Kk
(4,25) @ g oot G € =D % Bj[fn+j - f(tn+j, y(tn+j))] ==z,
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Mais fopg = T v ) =20 oy )= £(8 o ov(e )
= Sn+d Tntj
avec
(4,26) ‘gn+j‘ < ¢, (constante).

Par ailleurs

— : — 2 1 + .
y(tn+j> = YQtn + j h) —-v(tn) +.Jhy (tn) + olj n)
-0 si h=-0],

o(h)
[~

t e 1 3 ~— t 3
Ng (tn+j) =y'(t, +3n) =y (t) + 0(jn)
d'ol en tenant compte de (ii)

(4,27) ¢, = oln)

On écrit alors (4,25) sous la forme

00

Y’ : - = .
ak en+k Fae +‘ao en dn+k s nyo0
-k
(4,28) 4 Ty =B g:;é B3 8neg Cnag ™ Cn
e, = n(h) - y(t ) s 0¢ i€kt .

Conme Wj(h)'% y(to) lorsque h - O , on peut poser :

(4,29) 57 Jed =8(m), 8(m) >0, si n-o0.
o€ k=1 J

Comme le polyndme o est stable, la proposition 4.2. donne :

Ienf K (6(h +-§:: m+k

m=0
or |a A$_<c h |+ o(n)
m+k oggék +3
d'ol n-k
Z"_‘lmk\c hz:lel+d(1)
m=0 p=0

[o{1) >0 si h -0]. Donec :
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(4,30) len] < Kﬁ‘(é(h) +o(1) + Cs b %;;‘epl) .

Choisissons h .assez petit pour que

1=C,hy & . Alors (4,30) donne

3

T |
el € 2% (8(n) + o(1) + Cyh Yy _ Iepl)
p=0

et finalement posant :

(4,31) le | =¢_ -
0n a : n-1
e, < alh) +bh 2;; €y
(4,32) =

a(h) =0 si h=0 , b= constante.

Mais on déduit par récurrence 2 partir de (4,32) que :

(4,33) e, € (ald) +pne) (141 n)™ ' .

Maie (1 + b b)" = exp(n log (1 + b b)) est borné (car nh f£ixé) d'oh
e, 0 , ce qui démontre le théordme.

‘Remarque 4.4. Stabilité du schéma.

L'inégalité (4,19) de la proposition 4.2. montre que si le polyndme «
est stable, alors de petites variations des données initiales du second mem~
bre entrainent de petites wvariations sur la solution de (&,14), (4,15).

Le schéma (x, B) est dit stable si de petites variations des données ini-

| tiales (4,8) entrainent de petites varisitions pour la solution du schéma

(451) [avec (4,8)]. Plus précisément si :

Mﬁmygm,ﬁmitq,[%}g% (h>0,nh fixé

1M1 constante).

Vérifions bridvement que la stabilité du schéma (a, B) équivaut i la
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stabilité du polyndme «a .
Ecrivons (4,1) de la fagon suivante ; notons que [analogue au calcul fait &

propos du théordéme 4.1. en utilisant O au lieu de y(tn+j) ]

f .= f(tn+., y L) = f(tm_

- R f .
n+j 37 Yn+j ' yn+j) f(tn+j 0) + £(t, 55 ©0)

J n+j

entraine

ff .l gnly .| +¢ , ¢ = sup|f(t, 0)]

4 n+J

de sorte que (451) donne @

k
z:: OCj yn+j = fnyk 0
gn+kl < 01 h'%;; 'yn+jl * C2 b

On déduit de 13, comme au théordme 4.1, et avec la proposition 4.2.
l'assertion ci-dessus.

Remarque 4.5. (Consistance du schéma (as B)

Le schéma (4,1) (oh (m, B) est dit comsistant si lorsqu’on remplace
dans (4,1) y, par y(tn) la différence des deux membres est 0(h) ; plus
précisément

( 0 y(tn+k) + o y(t ) +eeet oo y(t)

Nk |
(4,34) /
- h[Bk'f(tn+k’ Y(tn+k)X]+,ua+ B, flt, y(tn)),= o(h).

On vérifie sans peine (exercice) que la consistence du schéma ({a, B) é&qui=-

‘vaut & la condition (ii) du théordme 4.1. .

Remarque 4.6. JAutre énoncé {équivalent) du théordme 4.1. .
Avec la terminologie introduite dans les remarques 4.4. et 4.5. on peut

énoncer ‘le théortme 4.1. sous la forme équivalente suivante :
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Théoreme 4.1. bis. Le schéma (ay B) est convergent si et seulement si il
est stable et consistant,
Remarque 4.7. Tout ce qui a été dit s'étend au cas des systémes. Il suffit
de remplacer les modules par des normes. Tout ceci vaut encore pour des éque—
tions différentielles dans des espaces de Banach,.
Remarque 4.8. Dans la définition 4.1. de la convergence, nous avons utilisé

la convergence ponctuelle. Or (4,33) entraine la convergence uniforme.

Pour & > 0O , on aura lyh - y(tn)l =g , pour h assez petit et
tout n tel que a+nhgb.

4.6) Exemples.

Voyons quels sont les polyndmes a et B dans les exemples introduits

au n° ‘3,

Méthode d4!'Adams~Bashforth |

Voici comment trouver aisément les polyndmes o et B 1ids & .(3,15)

(et méme chose pour (%,17) etc...). Si & la suite {fn} , On associe la
’ neg

fonction f =3 £ A, l'opérateur de translation {fn} - {f

1} se tra-
neE7

SR

duit sur les fonctions correspondantes par la multiplication par A .

L'opérateur ¥ correspond alors & la multiplication par (1 -4%), et
m 1 .
v oa (1- X) .

Dans (3,15) nous posons (pour nous ramener -aux notations du n° 4 4.1.) :

p+! = n+k ; alors p-q =n d'oll ¢ = k-1 et 1l'on trouve
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ald) = el

k1 , m
B =T Gy, 1 -9))

=0

(4,35)

Méthode 4'Adams~Moulton [ef. (3,11), (3,18)].

() a(r) =25~ A"
4”36 -k: ’ m Y
k 1
B0 =2 Ty (1)
’ m=0
Méthode de Nystrodm [ef. (3,19), (3,20)].
s7) a(n) = 2F - a2
/
¥\4‘?3?’ k:“‘? m @
iy L ke ) 1
8(N) =\ %, (1= 5
m=0

| pmethode de Milne Simpson] [ef. (3,21), (3,22)].

i

f‘a(h}~m WE L a2

Loty =aFS o (1= )"
m A

m=0

, \
L Y
Ly 58}

i

Grice au théoreme 4.1. on vérifie sans peine la convergence de ces méthodes.
Remarque 4.9. La méthode (a, B) est explicite (resp. implicite) si dOB < a%
(regp. a8 = d%a).
Remarque 4.10. La question est maintenant évidemment : comment choisir entre
ces diverses méthodes (a, B)«?

Des considérations "techniques" permettent de montrer que les méthodes
4! Adems~Bashforth et Adams-Moulton ne sont pas optimales. Les méthodes de
Nystrom et Milne-Simpson ne sont éventuellement optimales que s1 k=2 .

Alors a(h) = hz - 1 et dans ce cas le polyndme f optimal est B(K)

Cette méthode, appeléde méthode de Milne est convergente d'ordre 4.
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