1. Définition des surfaces de Riemann

Dans ce chapitre, on définit les surfaces de Riemann, les fonctions holomorphes et
méromorphes, ainsi que les applications holomorphes entre les surfaces de Riemann.

Les surfaces sont des variétés différentielles (abstraites) de dimension 2 munies d’une
structure additionnelle, dite holomorphe, que nous allons introduire dans un instant. Rappe-
lons qu’une variété topologique réelle de dimension n > 1 est un espace topologique séparé
X tel que tout point a € X possede un voisinage ouvert U, dans X qui est homéomorphe
a un sous-ensemble ouvert de R".

Définition. Soit X une variété topologique de dimension 2. Une carte complexe sur X est
un homéomorphisme ¢: U — V d’un ouvert U C X sur un ouvert V = ¢(U) C C. Deux
cartes complexes p;: U; — V,;, ¢ = 1,2, sont dites holomorphiquement compatibles si
I’application de transfert :

e2007: p1(UrNUz) — @2 (U NUs)

est biholomorphe, ¢’est-a-dire holomorphe, bijective, et d’inverse ¢, o ¢, * qui est lui aussi
holomorphe.
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Un atlas complexe sur X est un systetme A = {;: U; — V;: ¢ € I} de telles cartes
qui sont holomorphiquement compatibles et qui recouvrent X, i.e. dont les domaines U,
satisfont | J,.; U; = X. Deux atlas complexes 2 et 2’ sont dit analytiquement équivalents
si toute carte de 2 est holomorphiquement compatible avec toute carte de 2.

Par simple restriction, si ¢: U — V est une carte complexe, et si U; C U est ouvert,
en posant V; := (U;), on obtient une carte |y, : Uy — V; qui est holomorphiquement
compatible avec ¢: U — V. Les applications biholomorphes étant stables par composi-
tion, on voit que la notion d’équivalence analytique entre atlas complexes est une notion
d’équivalence, ce qui justifie la :

Définition. Une structure complexe sur une variété 2-dimensionnelle X est une classe
d’équivalence d’atlas complexes sur X.

Ainsi, une structure complexe sur X est donnée par le choix d’un atlas complexe. Toute
structure complexe Y sur X contient un unique atlas complexe maximal 21* définit comme

1



2 Joél MERKER, Cours de Master 2, Université Paris-Sud Orsay, 2011-2012

suit : si 2 est un atlas arbitraire dans 3, alors 20* consiste en toutes les cartes complexes sur
X qui sont holomorphiquement compatibles avec chaque carte de 2.

Définition. Une surface de Riemann est une paire (X, X), ot X est une variété connexe de
dimension 2 et o X est une structure complexe sur X.

Usuellement, on écrit X au lieu de (X, Y) toutes les fois que la structure complexe
est connue sans ambiguité. Parfois aussi, on écrit aussi (X, 2(), ou 2( est un représentant
de .. Par convention, et sans perte de généralité, toute carte sur X sera congcue comme
appartenant d’emblée a 1’atlas maximal de la structure complexe de X.

Ainsi, d’un point de vue local, une surface de Riemann n’est autre qu’un ouvert dans le
plan complexe, puisque si ¢: U — V C C est une carte sur X, alors ¢ applique 1’ouvert
U C C bijectivement sur son image V = ¢(U) (toutefois, chaque point donné de X est
contenu dans plusieurs telles cartes, et aucune d’entre elles ne se distingue par rapport aux
autres). C’est pour cette raison que I’on peut transférer aux surfaces de Riemann toutes les
notions de 1’analyse complexe sur C qui demeurent invariantes a travers toute application
biholomorphe, i.e. les notions qui ne dépendent pas du choix d’une carte particuliere.

Exemples de surfaces de Riemann.

(a) Le plan complexe C. Sa structure complexe est définie par 1’atlas dont la carte unique
est I’application identité C — C.

(b) Sous-domaines d’une surface. Si X est une surface de Riemann et si Y C X est
un sous-domaine, i.e. un sous-ensemble ouvert connexe, alors Y hérite d’une structure
complexe naturelle qui en fait une surface de Riemann, a savoir on prend comme atlas
toutes les cartes complexes ¢: U — V sur X pour lesquelles U est un ouvert de Y. En
particulier, tout sous-domaine Y C C est une surface de Riemann.

(c) La sphére de Riemann P!. Soit P! := C U {oo}, ol co est le symbole d’un élément
non contenu dans C. On introduit la topologie suivante sur cet objet P*. Ses ouverts sont
tout d’abord les ouverts usuels U C C et ensuite les ensembles de la forme V U {oo}, ol
V C C est le complémentaire d’un compact quelconque K C C. Avec cette topologie,
P! devient un espace topologique compact séparé, homéomorphe a la sphere S2. Posons
maintenant :

U, :=P"\{x} =C,
U, := P\ {0} = C* U {o0),
et définissons deux applications ¢;: U; — C, ¢ = 1,2, comme suit : (; est I’application
identité, et :
1/z pour z € C*,
Pa(2) = 0 pour z = oo.

Alors chacune de ces deux applications est un homéomorphisme, donc P! est une variété
de dimension 2. Puisque U; et U, sont connexes et sont d’intersection C*\{0} non vide,
P! est aussi connexe. La structure complexe sur P! est alors définie par 1’atlas constitué
de ces deux cartes p;: U; — C, ¢ = 1,2, mais il reste encore a vérifier qu’elles sont
holomorphiquement compatibles : on a ¢1(U; N Usy) = ¢o(U; N Uy) = C* et I’application
de transfert :
proprls C'—C', ze1/z

est en effet clairement biholomorphe (c’est une involution !). Ici, la notation P! provient
du fait que I’on peut considérer P! comme I’unique (a isomorphisme pres) espace projectif
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de dimension 1 sur le corps des nombres complexes, constitué des couples de nombres
complexes [(p: (1] non tous nuls, considérés a un facteur multiplicatif pres.

(d) Les tores complexes. Supposons que wi,wy € C sont deux nombres complexes
linéairement indépendants sur R et définissons le réseau qu’ils engendrent :

I' := Zw;, + Zwy = {nwl +mwy € C: n,m € Z}.

Deux nombres complexes z, 2z’ € C sont dits équivalents mod I" si z — 2’ € I'. L’ensemble
des classes d’équivalences est alors noté C/T". Soit 7: C — C/T la projection canonique,
i.e. ’application qui associe a tout point z € C sa classe d’équivalence mod I'.

On introduit la topologie suivante, dite topologie quotient, sur C/I". Par définition, un
sous-ensemble U C C/T est ouvert précisément lorsque 7! (U) C C est ouvert. Avec cette
topologie, C/I" est un espace topologique séparé et I’application quotient 7: C — C/I’
est continue. Puisque C est connexe, C/I" est aussi connexe. De plus, C/I" est compact,
puisqu’il est recouvert par I’image a travers 7 du parallélogramme compact :

{)\wl + pwy € C: A\, €0, 1]}

L’application 7 est aussi ouverte, i.e. I'image de tout ouvert V C C est aussi un ouvert, et
pour se convaincre que (V) est ouvert, on doit, par définition, vérifier que 7 (7(V)) est
ouvert, mais cela est clair puisque ’on a :

! (m(V)) = U (w+V)

r ,
wEL ouvert translaté

Qu
e >
U
A

Maintenant, la structure complexe sur C/T" est définie comme suit. Soit V C C un ouvert
dans lequel aucun couple de points distincts n’est équivalent mod I'. Alors U := (V) est
ouvert et 7|y : V — U est un homéomorphisme (bijectif, continu, d’inverse continu). Son
inverse ¢: U — V est une carte complexe sur C/I". Soit 2 I’ensemble de toutes les cartes
obtenues de cette facon. On doit vérifier que deux telles cartes p;: U; — V,;, 7 = 1,2,
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appartenant a 2l sont holomorphiquement compatibles. Considérons donc I’application :

w = (,020@1_11 gpl(UlﬂUg) —>902(U1ﬂU2)

Pour tout z € (U1 N'Uy), ona m(y(2)) = @7 (2) = m(2), d’ob ¥(2) et z on méme
image par 7, et donc ¢(z) — z € T. Puisque I" est discret et que v est continue, cela
implique que 1)(z) — z est constant sur chaque composante connexe de ¢, (U; N Us). Ainsi,
1 est holomorphe. On vérifie de méme que ¥~ est aussi holomorphe. En conclusion, on
équipe C/T" de la structure complexe définie par cet atlas 2. U

Scholie. Soit S* := {z € C: |z| = 1} le cercle unité. L’application qui, 2 un point quel-
conque de C/T" représenté par A\w; + pws (avec A, i € R), le point :

(627ri)\7 6271'1';4) c Sl % Sl
est un homéomorphisme (exercice) de C/T sur le produit S x S*. O

Définition. Soit X une surface de Riemann et soit Y C X un sous-ensemble ouvert. Une
fonction f: Y — C est dite holomorphe si, pour toute carte! 1): U — V sur X, la fonction
conjuguée :

fou™: YUNY)—C
est holomorphe au sens usuel sur I’ouvert ¢»(UNY’) C C. L’ensemble de toutes les fonctions
holomorphes sur Y sera noté &'(Y") : c’est un anneau.

La somme et le produit de fonctions holomorphes sont a nouveau holomorphes. Toutes
les fonctions constantes sont holomorphes. Donc &(Y') est une C-algebre.

Remarque. Toute carte local : U — V = ¢(U) C C sur X est, en particulier, une fonc-
tion a valeurs complexes sur U, qui est visiblement holomorphe. Usuellement, on appelle ¢
une coordonnée locale, ou un paramétre uniformisant, et (U, ¢)) un systéme de coordonnées
locales (au voisinage de fout point a € U). Dans ce contexte, on utilise habituellement la
lettre z et parfois aussi la lettre w (a la place de ©: U — V) pour désigner les coordonnées
dans lesquelles on travaille. U

Théoreme d’élimination des singularités bornées de Riemann. ([?]) Soit U un sous-
ensemble ouvert d’une surface de Riemann et soit a € U. Si une fonction f € ﬁ’(U\{a})
est bornée au voisinage de a, alors f se prolonge de maniere unique en une fonction holo-
morphe définie sur U tout entier. U

Définition. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. Une application continue f: X — Y
est dite holomorphe si, pour toute paire de cartes :

1 U = Vi =¢1(U) CC et 1hy: Uy — Vo =1)5(Uy) C C
sur X avec f(U;) C Uy, I’application conjuguée :
Yoo fopits Vi — Vy
est holomorphe au sens usuel.
Dans le cas spécial ou Y = C, les applications holomorphes f: X — C s’identifient

clairement aux fonctions holomorphes. On vérifie ais€ément que si X, Y et Z sont trois

I Bien entendu, la condition n’a pas a étre vérifiée pour toutes les cartes d’un atlas maximal sur X, il
suffit juste de la vérifier pour une famille de cartes qui recouvrent Y, puisqu’elle est alors automatiquement
satisfaite pour toutes les autres cartes compatibles.
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surfaces de Riemann, etsi f: X — Y etg: Y — Z sont deux applications holomorphes,
alors leur composition g o f: Y — Z est aussi une application holomorphe.

Définition. Une application f: X — Y est dite biholomorphe si elle est bijective, si elle
est holomorphe, et si son inverse f~!: Y — X estelle aussi holomorphe. Deux surfaces de
Riemann X et Y sont dites isomorphes s’il existe une application biholomorphe f: X —
Y.

Homomorphisme d’anneaux induit par composition. Une application continue f: X —
Y entre deux surfaces de Riemann est holomorphe précisément lorsque pour tout ouvert
V C Y et toute application holomorphe ¢ € &'(V), la fonction « ) tirée en arriére par f » :

fr@)=yof: fH(V)=>C

est contenue dans &' ( [t (V)) : cela découle des définitions (exercice).

X2 fHY)
fi £ (@)
YOV v C

De cette maniére-1a, pour tout ouvert’ V C Y, une telle application holomorphe f: X — Y
induit une application :

fro o) — o(f (V)]

qui est un homorphisme d’anneaux (exercice).
Si g: Y — Z est une autre application holomorphe, si W est ouvert dans Z, en posant
V=g HYW)etU:= f~'(V), alors 'homomorphisme :

(go f)= OW) — O(U)
est la composition (g o f)* = f* o g* des deux homomorphismes :

g: OW)— OV) e [ ON)— O).

Théoréme d’identité. Soient X et Y deux surfaces de Riemann® et soient fi, fo: X — Y
deux applications holomorphes dont les valeurs coincident sur un sous-ensemble A C X
possédant un point d’accumulation a € X. Alors f, et f5 sont identiquement égales.

DEMONSTRATION. Soit GG I’ensemble de tous les points z € X possédant un voisinage
ouvert W sur lequel fi|w = f2|w. Par définition, GG est ouvert. Nous allons montrer que GG
est aussi fermé.

En effet, soit b un point du bord de G. Alors fi(b) = f2(b), puisque f; et fo sont
continues. Choisissons ensuite deux cartes sur X et sur Y :

p: U=V=pU)cC et o¢: U=V =yU)cC

avec b € U, avec f;(b) € U, etavec f;(U) C U’ (i = 1,2). Sans perte de généralité, on peut
supposer aussi que U est connexe. Par définition, les deux applications conjuguée :

gi=vofiopt: V=V CC

2 On anticipe ainsi quelque peu ici I’utilisation du langage de la théorie des faisceaux, voir ci-dessous.
3 Rappelons que par définition, X et Y sont alors connexes.
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sont holomorphes. Puisque U N G # (), le théoreme d’identité pour les applications ho-
lomorphes dans des domaines du plan complexe implique que g; et g» sont égales. Donc
filu = f2|u. Ainsi b € G et G est fermé.

Maintenant, puisque X est connexe, on a ou bien G = (), ou bien G = X. Mais le
premier cas est exclu, car a € GG (en appliquant a nouveau le théoreme d’identité dans le
plan complexe). En conclusion, f; et f, coincident sur X tout entier. U

Définition. Soit X une surface de Riemann et soit Y un sous-ensemble ouvert de X. On
appelle fonction méromorphe sur Y toute fonction holomorphe f: Y/ — C,ou Y’ C Y est
un sous-ensemble ouvert, satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Y'\Y’ consiste seulement en des points isolés ;
(ii) pour tout pointa € Y\Y’,ona:

lim |f(z)| = oo.
Les points de Y\ Y’ sont alors appelés les pdles de f. L’ensemble de toutes les applica-
tions méromorphes sur Y sera noté .Z (Y).

Si (U, z) est un systeme de coordonnées locales au voisinage d’un pdle a de f satisfai-
sant z(a) = 0, alors f peut étre développée en série de Laurent :

%
f: Z Ckzk7

k=—kq
pour tout z dans un certain voisinage ouvert de a.

De plus, .# (Y') posséde une structure naturelle de C-algebre : la somme et le produit
de deux fonctions méromorphes f,g € .#(Y') sont holomorphes en tous les points ol f
et g sont simultanément holomorphes ; grice au théoreme d’élimination des singularités
bornées de Riemann, on peut par ailleurs prolonger f + g ou fg holomorphiquement la ou
leurs singularités sont localement bornées.

Example. Supposons n > 1 et soit :
Fz)i=2"4+c 2"+ 4y (ck €C)

un polyndme de degré n. Alors F' définit une application holomorphe F': C — C. Sil’on
voit C comme un sous-ensemble de P!, alors lim, .., |F'(z)| = oo. Donc tout polyndme
F € .# (P') définit une application méromorphe sur P'.

Nous pouvons maintenant interpréter les fonctions méromorphes définies ci-dessus
comme des applications holomorphes a valeurs dans la sphere de Riemann.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit F' € # (X) une fonction méromorphe
sur X. Pour tout pdle a de f, si on définit f(a) := oo, alors I’application ainsi prolongée
f: X — P! est une application holomorphe entre surfaces de Riemann.

Réciproquement, si f: X — P! est une application holomorphe, alors ou bien f est
identiquement égale & oo, ou bien f~'(c0) consiste seulement en des points isolés, et dans
cecas:

fro X\f(o0) —C

est une fonction méromorphe sur X au sens de la définition initiale.
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Par conséquent, il est justifié (et conseillé¢) d’identifier dans la suite toute fonction méro-
morphe f € .# (X)) al’application holomorphe correspondante f: X — P!, ce qui fournit
une seconde définition équivalente mais plus naturelle.

DEMONSTRATION. Dans le sens direct, soit donc f € .#(X) une fonction méro-
morphe au sens de la définition et soit PP I’ensemble des poles de f. Alors f induit une ap-
plication f: X — P! qui est clairement continue. Supposons que p: U — Vety: U — V/
sont deux cartes locales sur X avec V' C C un ouvert borné, et sur P* avec f(U) C U’. On
doit démontrer que 1’application :

gi=dofop i V-V

est holomorphe. Mais comme f est par hypothése holomorphe sur X'\ P, il est clair que
g est déja holomorphe sur V\p(P). De plus g est continue grice a la continuité de f, et
le théoreme d’élimination des singularités bornées de Riemann acheve d’établir que g est
holomorphe sur V tout entier.

Pour la réciproque, on utilise le théoreme d’identité (exercice). U

Il découle des résultats qui précedent que le théoreme d’identité est aussi satisfait par
les applications méromorphes X — P, Par conséquent, toute fonction non identiquement
nulle f € .#(X)\{0} ades zéros qui sont isolés.

Corollaire. L’ensemble . (X) des fonctions méromorphes sur une surface de Riemann X
est un corps. U

Exercices

Exercice 1.1. (a) Compactification d’Alexandroff de R™. Pour n > 1, soit oo le symbole d’un élément n’appar-
tenant pas a R™. On introduit une topologie sur X := R™ U {oo} : un sous-ensemble U C X est ouvert, par
définition, si 'une au moins des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) oo ¢ U et U est ouvert dans R"™ (pour la topologie usuelle de R™);
(ii) oo € U et X\U est compact dans R".
Montrer que X est un espace topologique séparé compact.
(b) Projection stéréographique. On consideére la sphére unité n-dimensionnelle :

S" = {(.CU17...,:L‘n+1) eR™: 21 4. —l—sz_l = 1},
ainsi que la projection stéréographique o: S™ — R™ U {co} donnée par :

(=2l ) simagn £ 1,

1—zp41’ Pl-wpg

0(1‘1,,,,,$n+1) = {

oo si Tn+1 — 1.

Montrer que o est un homéomorphisme de S™ sur X.

(CC‘ Z) € GLy(C),

montrer que I'application fractionnelle linéaire associée :

f(z) =

Exercice 1.2. Pour toute matrice :

az+b
cz+d

est holomorphe sur {z € C: cz 4 d # 0} et quelle peut étre prolongée en une fonction méromorphe sur P*, &
nouveau dénotée f. Montrer que f: P* — P! est biholomorphe, i.e. que f est un automorphisme de P*.

Exercice 1.3. On identifie P! & la sphére unité S* C R? grace a la projection stéréographique :

o0: 8 — CU{c0} =P
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définie ci-dessus. Soit SO3(RR) le groupe des matrices orthogonales 3 x 3 de déterminant 1, a savoir :
SOs(R) := {A € GL3(R): A'A=1d, detA=1}.
Pour toute A € SO3(RR), montrer que I'application conjuguée :
coAoo P = P!

est biholomorphe ; & cette fin, on admettra ou on démontrera indépendamment que toute matrice A € SO3(R)
peut étre écrite comme un produit fini A = A; - - - A, de matrices qui sont ou bien de la forme :

0 1 0
0 0 1],
1 0 0

ou bien de la forme suivante, avec B € SO;(R) :
B 0
0o 1)/)°
Exercice 1.4. Soient I' = Zw; + Zws et I = Zw] + Zwj deux réseaux dans C. Montrer que I' = I si et

seulement si il existe une matrice :

A €SLy(Z) = {A € GLy(Z): detl =1}

(2)-+(2)
Wy w2
Exercice 1.5. (a) Soient I', T C C deux réseaux. On suppose qu'il existe oo € C* satisfaisant o' C I'". Montrer
que I'application z — az de C dans lui-méme induit une application holomorphe :
C/T — /T

et que cette application est biholomorphe si et seulement si o' = I".
(b) Montrer que tout tore complexe X = C/T" est isomorphe a un tore de la forme :

X(1):= (C/(Z + ZT),

telle que :

ol 7 € C satisfait Im(7) > 0.
a
C

(b) On suppose que ( b) € SL2(Z) et que Im(7) > 0. Soit I'application associée :

d
, ar +b
-

et +d’
Montrer que les deux tores complexes X (1) et X (7') sont isomorphes.
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2. Propriétés élémentaires des applications holomorphes

Dans ce chapitre, nous énongons et nous démontrons quelques propriétés topo-
logiques simples des applications holomorphes entre surfaces de Riemann qui per-
mettent de déduire aisément quelques-uns des plus fameux résultats frappants de
I’analyse complexe a une variable : théoréme de Liouville ; théoreme fondamental de
I’algebre (D’ Alembert-Gauss) ; surjectivité des applications holomorphes f: X — Y
non constantes dont la source X est compacte.

Théoreme (comportement local des applications holomorphes). Soient X et X' deux
surfaces de Riemann et soit f: X — X' une application holomorphe non constante. Soit
a € X et posons a' := f(a). Alors il existe un entier k > 1 — dépendant de a — et deux
cartes locales p: U — V sur X et ¢’ : U — V' surY satisfaisant les propriétés suivantes :
(i) a € U avec p(a) =0eta’ € U avec ¢'(a’) =0;
(i) f(U) Cc VU,

UcX*f>U’cX’

)

Vv v/

Zk—)Zk

(iii) [’application conjuguée o' o f o o=1: V — V' est normalisée comme une simple
puissance k-eme de la coordonné ambiante :

@ ofopt(z)=2" pourtout z€V|.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on note qu’en partant de deux cartes ¢;: Uy — V;
sur X et ¢': U — V' sur X" avec a € U; et @’ € U’ qui satisfont p(a) = 0 et ¢'(a’) = 0 (il
en existe évidemment toujours), quitte a restreindre le domaine U; en un sous-domaine —
toujours noté U; — contenant encore le point a, on peut assurer que f(U;) C U’, puisque
f(a) = a’ et que f est continue, ce qui donne gratuitement (i) et (ii).

Maintenant, il découle du théoreme d’identité que la fonction holomorphe standard :

fii=gofop’: CoOV,—V CC

n’est pas constante, puisque f ne ’est pas. Comme f;(0) = 0, il existe un entier & > 1
tel que f1(z) = 2¥ g(2), ot g est une fonction holomorphe sur V; satisfaisant g(0) # 0.
Par conséquent, il existe une racine k-eme {/¢(z) de ce reste g(z) qui est holomorphe dans
un certain voisinage ouvert Vo C V; (peut-étre plus petit) de 0, par exemple la fonction
ek 1089() oy log w est la détermination principale du logarithme de w € C\] — 00, 0]. La
correspondance z — z {/¢g(z) définit alors une application holomorphe :

x: Vo — x(Vo) =2V CC
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fixant 0 et de dérivée non nulle égale a {/¢(0) en 0. Donc quitte a restreindre encore Vo —
tout en conservant la méme notation —, on peut supposer que  est un biholomorphisme
sur son image. Soit alors U := gol_l(Vg) et remplacons la carte p;: U; — V; par la carte
¢: U — V,oup:= yop;etouV = x(V,). Alors par construction, I’application conjuguée
¢’ o f o 1(2)estégale a z* pour tout z € V. O

Interprétation géométrique. Le nombre k& du théoréme peut étre caractérisé de la maniere
suivante. Pour tout voisinage ouvert U, de a, il existe un sous-voisinage ouvert U, , C U,
de a et un voisinage ouvert U’ de @’ := f(a) tel que ’ensemble f~*(y)NU; , contient exac-
tement & éléments distincts deux a deux, pour tout y € U'\{a’}, puisqu’il y a exactement k
racines k-emes de 1'unité. On appelle £ la multiplicité avec laquelle 1’application f prend
la valeur o’ au point a, ou 1’on dit simplement que f est de multiplicité k au point a.

Exemple. Soit f(z) = z* + ¢; 2871 + -+ - + ¢, un polyndme de degré k. On sait que f peut
étre considéré comme une application holomorphe f: P! — P! qui satisfait f(c0) = oo.
En utilisant deux cartes au voisinage des deux oo, on peut facilement voir que f est de
multiplicité k£ en co (exercice).

Corollaire. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit f: X — Y une application
holomorphe non constante. Alors [ est ouverte, i.e. 'image par f de tout sous-ensemble
ouvert de X est aussi un sous-ensemble ouvert de Y .

DEMONSTRATION. Il découle directement du type de forme normale locale z +— z*e

du théoréme précédent que si U, est un voisinage ouvert d’un point a € X, alors f(U,) est
aussi un voisinage ouvert du point f(a). Ceci implique que f est ouverte. U

Corollaire. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit f: X — Y une application
holomorphe injective. Alors f est un biholomorphisme de X sur son image f(X) C Y.

DEMONSTRATION. Puisque f est injective, dans la description locale énoncée par le
théoreme précédent, on doit toujours avoir k, = 1, d’ou la différentielle de f est inversible.
Donc par le théoréme d’inversion locale analytique, 1’application inverse f~': f(X) — X
est elle aussi holomorphe. U

L’ouverture des applications holomorphes a encore d’autres conséquences fondamen-
tales.

Corollaire (Principe du maximum). Soient X une surface de Riemann et soit f: X — C
une fonction holomorphe non constante. Alors la valeur absolue de f n’atteint pas son
maximum sur X.

DEMONSTRATION. Par I’absurde, supposons qu’il existe un point a € X tel que :
R:=|f(a)] = sup { |/(2)]: = € X}.
Alors immédiatement, I’image complete de f est contenue dans le disque de rayon R :
f(X)C Dg:={z€C: |z| <R}.

Puisque I’ensemble f (X) est ouvert, il est contenu dans I’intérieur de /. Ceci contredit le
fait que f(a) € 0Dp. O
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Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. On suppose que X est compacte et
que f: X — Y est une application holomorphe non constante. Alors Y est compacte et f
est surjective.

DEMONSTRATION. On sait que f(X) est un sous-ensemble ouvert de Y. Puisque X
est compacte, son image f(X) est elle aussi compacte, donc fermée. Mais comme les seuls
sous-ensembles d’un espace topologique connexe qui sont a la fois fermés et ouverts sont
I’ensemble vide et ’espace tout entier, il en découle que f(X) = Y. Ainsi f est surjective
et Y est compacte. U

Corollaire. Toute fonction holomorphe sur une surface de Riemann compacte est
constante.

DEMONSTRATION. En effet, partantde f: X — C holomorphe non constante, le théo-
reme forcerait C a étre compact, ce qui n’est pas. Une autre démonstration plus directe
consisterait a observer qu’il existe un point a du compact X en lequel | f| atteint son maxi-
mum, ce qui la force a €tre constante, a cause du principe du maximum. U

Corollaire. Toute fonction méromorphe f sur P! est rationnelle, i.e. elle peut étre écrite
comme quotient de deux polynéomes.

DEMONSTRATION. La fonction f posséde seulement un nombre fini de pdles, puisque
st leur nombre était infini, par compacité de P!, ils auraient un point limite, et le théoreme
d’identité impliquerait alors que [ serait identiquement égale a oc.

Ensuite, on peut supposer que co n’est pas un pdle de f, car sinon, il suffirait de consi-
dérer 1/f au lieu de f (la conclusion désirée resterait inchangée). Maintenant, supposons
que aq, . .., a, sont les pdles de f et soient :

-1

h,(z) = Z cvi(z—a,) (v=1-n)

j:_kl/
les parties principales de f en ses poles a, pour v = 1, ..., n. Alors la fonction :
g=f—(hi+---+hy)

est holomorphe sur P! et donc elle est constante, grice au corollaire vu 2 I’instant. Par
réduction au méme dénominateur, il en découle que f est rationnelle. O

Théoreme de Liouville. Toute fonction holomorphe f: C — C définie sur C tout entier
qui est bornée est en fait forcément constante.

DEMONSTRATION. Grace au théoréme d’élimination des singularités bornées de Rie-
mann, ’application f peut alors étre prolongée holomorphiquement comme une applica-
tion f: P! — C. Or P! est compact, et le corollaire pénultieme a déja fait voir que ce
prolongement doit alors étre constant. U

Théoreme fondamental de I’algebre. Soit n > 1 un entier et soit :
fR)=2"+c 2"+ +c,

un polynéme a coefficients complexes ¢, € C, v = 1,...,n. Alors il existe au moins un
point a € C tel que f(a) = 0.
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DEMONSTRATION. Le polyndme f peut étre considéré comme une application holo-
morphe f: P! — P! fixant oo, i.e. f(00) = oo, avec la multiplicité n. D’apres le théoreme
qui précede, cette application est alors nécessairement surjective. Donc 0 € f(C). 0

Fonctions doublement périodiques. Supposons que wy,ws € C sont deux nombres com-
plexes linéairement indépendants sur R et considérons le réseau I' := Zw;, + Zw, qu’ils
engendrent. Une fonction méromorphe f: C — P! est dite doublement périodique par
rapportal'sil’ona:

f(z)=f(z+w) pourtout z € C ettout w € T.
Evidemment, il suffit pour cela que :
f(z)=f(z+w)=f(z+ws)  pourtout z € C.

Maintenant, soit 7: C — C/T" la projection canonique. Alors la fonction doublement pé-
riodique f induit une fonction F': C/T" — P! satisfaisant f = F o 7.

!
C——Pp!

7
oy

Il découle directement de la définition de la structure complexe sur C/T" que F' est une
fonction méromorphe sur C/T".

Réciproquement, pour toute fonction méromorphe F: C/T — P!, la composition
f = Fom: C — P! est une fonction méromorphe sur C qui est doublement périodique
par rapport au réseau I'. En définitive : les fonctions méromorphes sur le tore C/T" sont
en correspondence biunivoque avec les fonctions méromorphe sur C qui sont doublement
périodiques par rapport a .

Des résultats qui précedent découle 1’énoncé suivant (exercice).

Théoreéme. Toute fonction holomorphe doublement périodique f: C — C est constante.
Toute fonction méromorphe non constante doublement périodique f: C — P atteint toute
valeur ¢ € PL. O

Exercices
Exercice 2.1. Soit I' C C' un réseau. La fonction de Weierstrass p associée a I' est définie par la série :
1 1 1
w5+ 2 (o)
wel\{0}

(a) Montrer que pr est une fonction méromorphe doublement périodique par rapport a I" qui a des pdles aux
points de T'. Indication : considérer d’abord sa dérivée terme a terme :

pr(2) = —2 Z ﬁ

werl

(b) Soit f € .#(C) une fonction doublement périodique par rapport a I" qui a des pdles aux points de T" et qui
possede le développement de Laurent suivant a I'origine :

o0
flz) = Z ckz®, o c_a=1 etol c_; =co=0.
k=—2

Montrer qu’alors f = pr.
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Exercice 2.2. Soit X une surface de Riemann et soit f: X — C une fonction holomorphe non constante.
Montrer que Re(f) n’atteint pas son maximum.

Exercice 2.3. Soit f: C — C une fonction holomorphe dont la partie réelle est bornée supérieurement. Montrer
que f est constante.

Exercice 2.4. Soit f: X — Y une application holomorphe non constante et soit ’homomorphisme d’anneaux :
[froey) — o(X)
induit par composition. Montrer qu'’il est injectif.

Exercice 2.5. Soient p1, .. ., p, des points distincts deux a deux sur une surface de Riemann compacte X. On
pose X' := X\{p1,...,pn} €t On suppose que :

f: X'=cC

est une application holomorphe non constante. Montrer qu'il existe des points de son image f(X') qui sont
arbitrairement proches de tout c € C.
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3. Homotopies entre courbes continues

et groupe fondamental d’un espace topologique

Dans ce chapitre, on présente des résultats topologiques de base concernant I’ho-
motopie entre courbes continues afin de définir la notion importante de groupe fonda-
mental d’un espace topologique. On donne ensuite quelques exemples de surfaces de
Riemann qui sont des espaces simplement connexes, i.e. dont le groupe fondamental
réduit a I’élément neutre.

Définition. Dans un espace topologique X, une courbe continue est une application conti-
nue u: [0, 1] — X. Le point a := u(0) est le point initial et b := u(1) le point final. On dira
que u est une courbe continue de a vers b, ou que la courbe u joint a a b.

Définition. Un espace topologique X est connexe par arcs si deux points quelconques
a,b € X peuvent toujours €tre joints par une courbe continue.

Proposition. Tout espace topologique connexe par arcs est connexe.

DEMONSTRATION. Soit a € X fixé. Il suffit de vérifier (exercice) que I’ensemble X,
des points x € X tels qu’il existe une courbe continue de a vers z est a la fois ouvert et
fermé. O

Exemple. Le graphe dans ]0, +00[xR de 2 +— sin + auquel on ajoute le singleton {0} est
connexe, mais pas connexe par arcs (exercice).

Définition. Un espace topologique X est dit localement connexe par arcs si chacun de ses
points possede une base de voisinages qui sont tous connexes par arcs.

Exemple. Toute variété est localement connexe par arcs. U

Proposition. 7out espace topologique connexe qui est localement connexe par arcs est
aussi (globalement) connexe par arcs.

DEMONSTRATION. A nouveau, il suffit de vérifier (exercice) que I’ensemble des points
x € X qui peuvent étre joints au moyen d’une courbe continue a un point a € X fixé a
I’avance est a la fois ouvert et fermé. U

Exemple. En modifiant I’exemple précédent, trouver (exercice géométrique) un exemple
d’espace globalement connexe par arcs qui n’est pas connexe par arcs.

Définition. Soit X un espace topologique et soient a,b € X deux points quelconques de
X. Deux courbes continues u,v: [0,1] — X de a vers b sont dites homotopes — ce qui
sera noté u ~ v — s’il existe une application continue :

A [0,1] % [0,1] — X

qui interpole u et v en les déformant continiiment [’'une vers [’autre tout en maintenant
fixées leurs extrémités, au sens précis ou les trois propriétés suivantes sont satisfaites :
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(i) A(t,0) = u(t) pour tout ¢t € [0,1];
(ii) A(t,1) = v(¢t) pourtout ¢t € [0,1];
(iii) A(0,s) = aet A(1,s) = bpour tout s € [0, 1].
En termes de cette définition, si I’on pose :
us(t) == A(t, s),

alors chaque application u,: [0,1] — X est une courbe continue de a vers b. La famille
de courbes (us) o<scy CSt appelée une déformation continue dans X de la courbe u vers la
courbe v, ou une homotopie entre u et v.

v

u

C’est alors la continuité de I’application A qui constitue I’hypothese cruciale, car les défor-
mations intermédiaires u, sont censées rester toutes dans X.

Théoreme. Soit X un espace topologique et soient deux points a,b € X. Alors la notion
d’homotopie est une relation d’équivalence sur I’ensemble des courbes continues allant de
aab.

DEMONSTRATION. La réflexivité et la symétrie de cette relation (notée ~) sont immé-
diates. Pour ce qui est de la transitivité, on doit montrer que si u,v,w: [0,1] — X sont
trois courbes continues de a vers b telles que u et v, ainsi que v et w, sont homotopes, i.e.
telles que u ~ v et v ~ w, alors u et w sont elles aussi homotopes, i.e. © ~ w.

Par hypothese, il existe donc deux applications continues :

Aet B:[0,1] x[0,1] — X
d’extrémités fixées pour tout s € [0, 1] :
A(0,s) = B(0,s) =a et A(l,s)=B(1,s)=b,

qui jouissent des propriétés suivantes pour tout ¢ € [0, 1] :

A(t,0) = u(t) [départ],
A(t,1) = B(t,0) = v(t) [coincidence intermédiaire],
B(t,1) = w(t) [arrivée].

Afin de «recoller » la seconde homotopie a la premiere, puisque par définition le parametre
de déformation s doit toujours appartenir a [0, 1], il suffit de le renormaliser par un facteur
2 en définissant :

A(t,2s) pour 0 < s <L,
C(t,s) := (t,25) . - 2
B(t,2s —1) pour 5 <s< 1.
Alors C' est continue et produit visiblement une homotopie entre u et w. U

Lemme. Soit u: [0,1] — X une courbe continue dans un espace topologique X et soit
@: [0,1] — [0, 1] une application continue quelconque fixant les extrémités : ©(0) = 0 et
(1) = 1. Alors les deux courbes u et u o p sont homotopes.
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DEMONSTRATION. En effet, définissons une application A: [0, 1] x [0,1] — X par
simple interpolation convexe entre les deux arguments temporels ¢ et ¢ (1) :

A(t,s) =u((1—s)t+sp()).

Alors A est continue et satisfait visiblement, pour tous ¢, s € [0, 1] :

A(t,0) = u(t), At 1) = (uop)(t),
A(0,s) = u(0), A(l,s) = u(1).
Donc A produit une homotopie entre la courbe v et sa composée u o . U

Définition. Soient a, b, ¢ trois points d’un espace topologique X, soit u: [0,1] — X une
courbe de a vers b et soit v: [0, 1] — X une courbe de b vers c.

e La courbe concaténée u-v: [0, 1] — X de a vers c est celle qui parcourt d’abord tous
les points de u puis ceux de v et qui se définit comme suit en renormalisant le facteur
temporel :

u(2t) pour 0
1
2

(w-)(t) = { v(2t — 1) pour

e La courbe inverse u™ : [0, 1] — X de b vers a parcours les points de v en sens opposé :

u (t) :=u(l—t) pourtout ¢ € [0,1].

Lemme. Sous les mémes hypothéses, soient uy,us: [0,1] — X deux courbes homotopes
de a vers b et soient aussi vi,vs: [0,1] — X deux autres courbes homotopes de b vers c.
Alors I’homotopie est conservée par concaténation et par inversion :
Up -V~ U Vg €t U~ Uy
DEMONSTRATION. Laissée en exercice. U
Définition. Soit X un espace topologique et soit ¢ € X un point. La courbe constante est
I"application (unique) ug: [0, 1] — X qui reste en a, i.e. u(t) = a pour tout .

Théoreme. Soit X un espace topologique et soient trois points a,b,c,d € X. On suppose
que u,v,w: [0,1] — X sont trois courbes continues dans X qui satisfont :

w(0)=a, u(l)=>b=2v(0), v(l)=c=w(0), w(l)=d.
De plus, soit ug la courbe constante en a et soit vy la courbe constante en b. Alors on a les
homotopies suivantes :
() up-u~u~u-vy;
(i) u-u” ~up;
(i) (v -v) - w~u-(v-w).
DEMONSTRATION. (i) : Par définition de la concaténation de deux courbes, on a :

= <t
(4o u _{uo(Zt) u(0) pour 0 <t <3,

u(2t — 1) pour <t < 1.

Autrement dit, on a ug - u = u o 1, ot ¢: [0,1] — [0, 1] est le changement de parametre
temporel défini par ¢(¢) = 0 pour 0 < ¢ < 3 et ¢)(t) = 2t — 1 pour 3 < t < 1. Il découle
donc immédiatement du Lemme p. 15 que ug - v ~ u. De maniere similaire : u - vy ~ u.
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(1) : A nouveau par définition, on a :
- u(2t) pour 0
(u-u”)(t) = !
u(2 —2t) pour j
Définissons alors une application A: [0, 1] x [0,1] — X par:
u(2t(1 —s our 0
At s) m (2t(1 - 5)) pour 0
u(2(1—¢)(1—s)) pour %

Alors on voit aisément que A fournit une homotopie entre u - u~ et la courbe constante .

(ii1) : En résumant quelque peu la preuve, il est aisé de se convaincre (exercice instructif
et recommandé) que ’on a :

(u-v)-w=(u-(v-w)) o,
ol I’application ¢: [0, 1] — [0, 1] est le changement de paramétre temporel défini par :

o ¥(0) =0.9(3) = 5. ¥(3) = . (1) =1:

e 1 est affine par morceaux sur chacun des trois intervalles [0, 7], [1, 3] [3, 1.
u v w (3 v w
Donc a nouveau, le résultat découle du Lemme p. 15. Ol

La propriété (iii) établit donc I’associativité du produit de concaténation des courbes,
a homotopie pres. Plus généralement, si uq, . .., u, sont des courbes dans X telles que le
point initial de uy 1 est égal au point final de ug, i.e. ux(1) = ug1(0) pourk =1,...,n—1,
alors tous les parenthésages possibles du produit formel u; - uy - - - - - u, qui définissent des
concaténations diverses fournissent des courbes qui sont homotopes entre elles au moyen
de changements de parametres appropriés ¢: [0,1] — [0, 1] qui généralisent celui vu a
I’instant.

Définition. Une courbe continue w: [0,1] — X dans un espace topologique X est dite
fermée si I'on a u(0) = u(1l). Les courbes continues fermées sont parfois appelées des
lacets (dans X ). Une courbe fermée u: [0,1] — X ayant un point a € X comme point
initial et point final est dite homotope a zéro lorsqu’elle est homotope a la courbe constante
en a.

Théoreéme et Définition. Soit X un espace topologique et soit a € X un point. L’ensemble
m1(X, a) des classes d’équivalence, a homotopie pres, de courbes fermées dans X ayant
a comme point initial et final forme un groupe pour l’opération induite par le produit de
concaténation des courbes.

Ce groupe est appelé le groupe fondamental de X de point-base a.
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DEMONSTRATION. Le fait que 1’opération concaténation ne dépend que de la classe
d’homotopie des lacets en a et passe donc au quotient a déja été vu dans le Lemme p. 16.
Le théoreme précédent montre ensuite que cette opération quotient est associative (iii), que
la classe des courbes homotopes a zéro devient naturellement I’élément neutre, et que 1’in-
verse de la classe d’une courbe correpond naturellement a la classe de la courbe parcourue
en sens inverse. U

Siwu: [0,1] — X, u(0) = u(1l) = a, est un lacet en a dans X, on notera :
cl(u) € m (X, a)
sa classe d’équivalence a homotopie pres. On aura donc :
cl(u-v) =cl(u)cl(v) et cl(u")=-cl(u)".

Dépendance par rapport au point-base. Maintenant, le choix d’un point-base pour définir
le groupe fondamental n’a rien de canonique. Supposons donc que b € X soit un autre
point-base. Si I’espace topologique X est connexe par arcs, il existe une courbe continue w
de a vers b. Alors on peut définir une application :

f: m(X,a) — m(X,b)
par conjugaison de la maniere suivante :

fcd(w) ==cl(w™ - u-w).
Cette application est un isomorphisme (exercice). Par conséquent, dans un espace topo-
logique X connexe par arcs, le groupe fondamental est essentiellement indépendant du
point-base, et I’on s’autorise fréquemment a écrire juste 71(X) au lieu de 7 (X, a), sans
préciser le point-base.

Toutefois, il importe d’observer que I’isomorphisme ci-dessus 71 (X, a) — m1(X,b)
dépend en général de la courbe w qui joint a a b. En effet, si w; et une autre courbe de
a vers betsi fi: m(X,a) — m(X,b) est 'isomorphisme associé que I’on définit de la
méme maniere par :

fi(el(w)) = cl(wy - u-wy),
alors 1’automorphisme :

F:=flof: m(X,a) — m(X, a)

n’est en général par I'identité et il satisfait F'(cl(u)) = cl(w; - w™ - u-w-wy ), ¢’est-a-dire
en d’autres termes :

1

Fla)=~y-a-v~ pour tout « € (X, a),

si I’on désigne pour abréger par +y la classe d’homotopie du lacet w; - w™ en a. Ainsi donc,
deux isomorphismes 71 (X, a) — (X, b) associés a deux courbes continues w, w; de a
vers b ne coincident que lorsque w et w; sont homotopes. Cas particulier : observons que
si (X, a) est abélien (ce qui est tres rare), alors F'(«) = «, donc 71 (X, a) et tout autre
m1(X, b) sont canoniquement isomorphes.

Définition centrale. Un espace topologique connexe par arcs X est dit simplement connexe
sil’onam (X) =0, i.e. si tout lacet tracé dans X est homotope a zéro.

Ici, bien que 1’opération de groupe dans 7 (X) ait été notée multiplicativement ci-
dessus, 1’élément neutre du groupe fondamental est habituellement noté 0 dans la litté-
rature.
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Théoreme. Soit X un espace topologique connexe par arcs et simplement connexe, et
soient a,b deux points dans X. Alors deux courbes quelconques u,v: [0,1] — X de a
vers b sont toujours homotopes ['une a ’autre.

DEMONSTRATION. En effet, soit u (resp. vy) la courbe constante en a (resp. b). L'hy-
potheése 7 (X, b) = 0 implique que le lacet v~ - u en b est homotope au lacet constant vy, a
savoir :

vo~ v -u cequiimplique: v-vg~v- (v -u)
Mais par associativité, on a :
ve(wru)~(vevT) s u e~ ug U~ u,
Ceci montre que v - vy ~ u, ¢’est-a-dire v ~ u, comme annoncé. ]

Assertion. Tout sous-ensemble étoilé E C R™ est simplement connexe.

DEMONSTRATION. Rappelons qu’un sous-ensemble E C R"™ est étoilé par rapport a
I’un de ses points e € E si pour tout autre point z € E, le segment de droite :

de+ (1 — Nz 0<A<)

de e a x est contenu dans E. Supposons donc que u: [0, 1] — E soit une courbe continue
fermée partant et aboutissant en un tel point e par rapport auquel E est étoilé (il peut en
exister plusieurs). Alors 1’application :

A: [0,1] x [0,1] — X, A(s, t) == se+ (1 —s)u(t),

fournit une homotopie entre u et la courbe constante en e (noter que tous les points inter-
médiaires A(s,t) appartiennent a X). Ainsi, m (X, e) = 0. O

Exemples. En particulier, le plan complexe C ainsi que tous les disques (ouverts ou fermés)
qu’il contient sont simplement connexes, car tous sont étoilés par rapport a n’importe lequel
de leurs points. De méme, C\R, et C\R_ sont simplement connexes.

Assertion. La sphére de Riemann P! est simplement connexe.

DEMONSTRATION. En effet, soient les deux ouverts P*\ {oo} et P\ {0} qui recouvrent
P!, Puisqu’ils sont tous deux homéomorphes a C, ils sont simplement connexes. Mainte-
nant, supposons que u: [0, 1] — P! soit une courbe fermée quelconque partant et aboutis-
sant & I’origine 0 € P'. Puisque I'intervalle [0, 1] est compact et puisque u est continue, on
peut trouver un nombre fini de courbes uy, ug, . . ., Ugp, Ugpi1: [0, 1] — P! non nécessaire-
ment fermées qui satisfont les trois propriétés suivantes :

e la courbe concaténée :
Vi=Up - Usg - - Uspgt
est, a un changement de parametre temporel pres, égale a la courbe u, et donc elle est
homotope a u ;
e les courbes ugy1 1, k = 0,...,n, se trouvent entierement dans P!\ {oo} ;

e les courbes ugy, k = 1,...,n, se trouvent entierement dans P*\{0} et leurs points
initiaux et finaux sont tous distincts de oo.
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Alors, grace au Théoreme précédent, on peut, pour tout k£ = 1, ..., n, déformer homotopi-
quement chaque courbe uy;, dans I’ouvert simplement connexe P*\ {0} en une autre courbe
uly, qui évite 0o, i.e. qui se trouve entierement dans P*\ ({0} U{oo}). Clairement, la courbe

ainsi perturbée :

I / /
v '_ul.u2.u3. .uQn.u2n+1

est homotope a v, et donc on a u ~ v ~ v'. Enfin, puisque :

i ([0, 1]) € P\ ({0} U {oc}) € P'\{oo},

cette courbe concaténée v’ a toutes ses composantes ui,ub,us, . .., Uy, , Usyt1 Ui S€
trouvent alors entiérement dans I’ouvert simplement connexe P!\ {oo}, et par conséquent,
elle — et donc u aussi — est homotope 2 zéro, ce qui montre bien que 7, (P*) = 0. U

Définition. Soit X un espace topologique et soient u,v: [0,1] — X deux courbes conti-
nues fermées dans X qui n’ont pas nécessairement le méme point-base. Alors u et v sont
dites librement homotopiques s’il existe une application continue A: [0, 1] x [0,1] — X
satisfaisant :

(i) A(t,0) = u(t) pour tout ¢t € [0, 1];

(i) A(t,1) = v(t), pourtoutt € [0,1];

(iii) A(0,s) = A(1,s) pour tout s € [0, 1].

Sil’on pose alors ug(t) := A(t, s), alors toute application u: [0, 1] — X est une courbe
continue fermée dans X, avec ug = u et u; = v. La famille des courbes u,, 0 < s < 1,
donne alors une déformation continue de la courbe u vers la courbe v. Soit w(t) := A(0, 1),
0 <t < 1. Alors w est une courbe continue qui joint a := u(0) = u(1) ab:= v(0) = v(1).
On observera que pour tout s, le point w(s) est le point initial et final de la courbe continue

fermée u,. On peut se convaincre (exercice) que u est homotope, en conservant fixe son
point initial-final a, a la courbe w - v - w™.

Théoreéme. Un espace topologique connexe par arcs X est simplement connexe si et seule-
ment si deux courbes continues fermées quelconques dans X sont librement homotopiques.

DEMONSTRATION. Exercice mental laissé au lecteur. O

Comportement fonctoriel. Soit f: X — Y une application continue entre deux espaces
topologiques X et Y. Siu: [0, 1] — X est une courbe continue dans X, alors fou: [0, 1] —
Y est une courbe continue dans Y. De plus, si deux courbes u, u’: [0,1] — X sont homo-
topes entre elles, alors les deux courbes images f o u et f o u’ sont elles aussi homotopes
entre elles (exercice). Par conséquent, f induit une application :

fo: m(X,a) —m (Y,f(a))
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entre groupes fondamentaux. De plus, cette application est un homomorphisme de groupes,
puisque 1’on vérifie immédiatement que :

folu-v)=(fou)-(fov) et fo(u)=(fou)".
Enfin, si g: Y — Z est une autre application continue a valeurs dans un troisi¢eme espace
topologique, alors on a naturellement :

(go f)e=guo fu

Exercices

Exercice 3.1. Soit X une variété et soient U, U> C X deux sous-ensembles ouverts connexes et simplement
connexes tels que U; N Uz est connexe. Montrer que la réunion U; U U est elle aussi simplement connexe.

Exercice 3.2. Soient X et Y deux espaces topologiques connexes par arcs. Montrer que :
7r1(X X Y) = 7('1(X) X ’/Tl(Y).
Exercice 3.3. Soient (X, a) et (Y, b) deux espaces topologiques pointés, aveca € X etb e Y. Si f,g: X — Y
sont deux applications continues satisfaisant f(a) = g(a) = b, on dit qu’elles sont homotopes s'il existe une
application continue :
F: X x[0,1] —Y

telle que F(z,0) = f(x) et F(z,1) = g(x) pour tout = € X et telle que F(a,t) = p pour tout ¢ € [0,1]. On
considére les deux applications induites :

fay 9o m(X,a) — w1 (Y, b).

Montrer que I'on a f. = g« si f et g sont homotopes.
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4. Revétements purs

et revétements ramifiés

Les applications holomorphes non constantes entre surfaces de Riemann sont des
revétements, parfois avec des points de ramification. C’est pour cette raison que 1’on
doit étudier d’abord la théorie générale des revétements entre variétés avant de pouvoir
I’appliquer aux surfaces de Riemann dans le prochain chapitre.

Définition. Soient 7" et 7" deux espaces topologiques et soit 7: 7" — T une application
continue. Si ¢ € 7' est un point, le sous-ensemble :

) ={ eT": n(t') =t}

est appelé la fibre de 7 au-dessus de ¢.

Définition. Avec 7: 7" — T comme ci-dessus, si 7: 7" — T est une seconde application
continue entre espace topologiques de méme but 7", alors une application continue ¢: 7" —
T" est dite préserver les fibressil’onam =70 ¢ :

T/ ¢ > T/l

4

T

En effet, on voit, pour tout point ' € 7~1(¢) dans la fibre au-dessus d’un point t € T
quelconque, que ¢(t') € T" appartient 2 la fibre 7! (¢) de la seconde application au-dessus
du méme point, puisque :

(') =t =17(o(t)).
Géométriquement, ces inclusions :
o(r7' (1)) C T H(¢) (VteT)

signifient donc que ¢ envoie les fibres de 7 dans les fibres de 7 sans en changer les points
de base.

Définition. Un sous-ensemble A d’un espace topologique 7' est dit discret si tout point
a € A posséde un voisinage ouvert V, > a tel que V, N A = {a}. Une application
7: T — T entre deux espaces topologiques 1" et T est dite discréte si la fibre 771(¢) C T"
de tout point ¢ € T est un sous-ensemble discret de 7".
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Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit p: Y — X une application
holomorphe non constante. Alors p est ouverte et a fibres discretes.

DEMONSTRATION. Puisque p est holomorphe, on sait qu’elle est ouverte. Par contra-
diction, si la fibre d’un point @ € X n’était pas discrete, alors par le théoreme d’identité, p
serait identiquement égale a la constante a. U

Définition. Si p: Y — X est une application holomorphe non constante, on dira que Y est
un domaine au-dessus de X.

Dans une telle circonstance, une fonction holomorphe (resp. méromorphe) f: Y — C
(resp. f: Y — P) peut alors aussi étre considérée comme une application holomorphe
(resp. méromorphe) multivaluée sur X, en raisonnant comme suit.

y —Lce)
7
v

Siz e Xetsip'(z) ={y; € Y: j € J} estsa fibre (discrete), alors les f(y;), j €
J, seront par définition les différentes valeurs au point = de cette application multivaluée
associée (bien entendu, il se peut que p~!(z) se réduise a un seul point ou soit méme vide).
Inversement, la théorie des surfaces de Riemann vise a construire Y lorsqu’une application
multivaluée apparait naturellement.

Exemple. Soit Y := C, soit X := C* et soit p = exp: C — C*. Alors I’application identité
id: C — C correspond au logarithme complexe (multivalué) sur C*.

C id
El
exp
\L 7 log
c

En effet, pour 2 € C* quelconque, I’ensemble exp~!(z) consiste précisément en les diffé-
rentes valeurs du logarithme de z.

Définition. Soient 7" et 7" deux espaces topologiques. Une application 7: 7" — T est un
homéomorphisme local si tout point ¢’ € T” posseéde un voisinage ouvert U’ dont I’'image
m(U’) =: U C T est ouverte dans 7 et tel que la restriction :

7T‘UZ Uv—u

est un homéomorphisme. Il en découle que la fibre 7='(¢) de tout point ¢ € T est un
sous-ensemble discret de 7".

Définition. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit p: Y — X une application
holomorphe non constante. Un point y € Y est appelé point de branchement ou point de
ramification de p s’il n’existe pas de voisinage V de y tel que la restriction p|y soit injective.
Une telle application p est dite non ramifiée s’il elle n’a aucun point de branchement dans
Y.
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Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. Une application holomorphe non
constante p: Y — X n’a aucun point de branchement si et seulement si c’est un homéo-
morphisme local. Plus concretement, tel est le cas si et seulement si sa forme normale
locale z +— 2" au voisinage de tout point y € Y (dans de bonnes coordonnées) est d’ex-
posant k, = 1.

DEMONSTRATION. En effet, supposons d’abord que p: ¥ — X n’a pas de point de
branchement et soit ¥ € Y un point arbitraire. Puisque y n’est pas point de branchement,
il existe un voisinage ouvert V de y dans Y tel que p|y est injective. Le Théoréme de
comportement local des applications holmorphe implique alors que I’exposant k,, attaché a
y est égal A 1, puisque z — z* n’est pas injective des que k > 2, d’ou la différentielle de p
en y ne s’annule pas, ce qui implique que p est un biholomorphisme local d’un voisinage
de y sur son image.

Réciproquement, supposons que p: Y — X est un homéomorphisme local. Alors pour
tout y € Y, il existe un voisinage ouvert V de y dans Y qui est envoyé homéomorphique-
ment sur un voisinage ouvert de p(y) dans X. En particulier, p|y est injective, et donc y
n’est pas un point de branchement pour p. U

Exemples.

(a) Puissance canonique : Supposons que £ > 2 est un entier et soit p: C — C
I’application définie par py(z) := 2*. Alors 0 € C est un point de branchement pour py,
mais la restriction py o de cette puissance k-eéme a C* est non ramifiée.

(b) Supposons que p: Y — X est une application holomorphe non constante, et soient
y € Y, puis x := p(y). Alors y est un point de branchement pour p précisément lorsque
I’application p prend la valeur = au point y avec une multiplicité > 2, au sens d’une défi-
nition qui précede. On a déja vu que le comportement local de p au voisinage de y est le
méme que celui de I’application z — 2* pour un certain k = k, qui dépend de y.

(c) Lapplication exp: C — C* est une application holomorphe non ramifiée, puisque
exp est injective sur tout sous-ensemble V C C qui ne contient pas deux points qui different
d’un multiple entier de 2i7. Une autre maniere de s’en convaincre est de rappeler que la
dérivée exp’ = exp ne s’annule jamais et de constater que :

Lemme. Un point y € y est de branchement pour une application holomorphe p: Y — X
entre deux surfaces de Riemann si et seulement si sa différentielle complexe :
C,.. C C
D p Ty Y — Tp(y)X
entre espace tangents complexes (tous deux de dimension complexe égale a 1) est nulle au
point y.

DEMONSTRATION. Laissée au lecteur : il faut se convaincre que la notion d’espace
tangent réel a une variété réelle connue en géométrie différentielle réelle a un sens complexe
pour les surfaces de Riemann. U

(d) Soit I' C C un réseau et soit 7: C — C/T" la surjection canonique sur I’espace
quotient. Alors 7 est non ramifiée. U

Théoreme. Soit X une surface de Riemann, soit Y un espace topologique séparé et soit
p: Y — X un homéomorphisme local. Alors il existe une unique structure complexe sur'Y
qui rend p holomorphe, et méme, localement biholomorphe.
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DEMONSTRATION. Idée : il s’agit tout simplement de relever a X la structure com-
plexe disponible sur X grace a I’existence d’inverses locaux a p.

Plus précisément, supposons que ¢1: U; — V C C est une carte pour la structure com-
plexe de X telle qu’il existe un ouvert U C Y tel que p|y: U — U; est un homéomorphisme
(il en existe toujours, pourvu que U; soit assez petit). Alors ¢ := @3 op: U — V est une
carte complexe sur Y. Soit 2l I’ensemble de toutes les cartes complexes sur Y obtenues
de cette maniere. Alors ces cartes recouvrent Y est sont holomorphiquement compatibles
entre elles : si 1), = pjopetsity = @yop, onath oy’ = ;0 ', application
qui est clairement holomorphe sur son ensemble de définition par hypothese. Si I’on mu-
nit Y de la structure complexe définie par cet atlas I, alors la ‘projection’ p est localement
biholomorphe (par construction !), et donc en particulier, ¢’est une application holomorphe.

Quant a Iunicité de la structure, raisonnons comme suit. Si Q" est un autre atlas
complexe sur Y tel que I’application p: (Y,2l') — X est holomorphe, et donc locale-
ment biholomorphe puisque c’est un homéomorphisme local, alors 1’application identité
(Y,2A) — (Y, ') est aussi localement biholomorphe, ce qui implique que 2 et 2" défi-
nissent la méme structure complexe. U

Relévement des applications. Supposons maintenant que X, Y et Z sont des espaces
topologiques et que p: Y — Zet f: Z — X sont des applications continues.

Définition. On appelle relévement de f relativement a p toute application continue g: Z —
Y telle que f = p o g, i.e. telle que le diagramme suivant commute :

g 7
e

Z?X

Géométriquement parlant, tout point 2y € Z est envoyé par g sur ’'un des points qui se
situent au-dessus de f(zy) dans Y, a savoir : g(zo) est1’un des points de la fibre p~ ( f(29)).

L’unicité d’un relevement ne demande quasiment aucune hypothése — juste la
connexité de Z —, mais 1’existence d’un relevement (voir ci-dessous) requiert des
hypotheses topologiques significatives, comme par exemple la simple connexité de Z.

Théoreme (Unicité des relevements de source connexe). Soient X et Y des espaces to-
pologiques séparés et soit p: Y — X un homéomorphisme local, par exemple un revéte-
ment (voir définition ci-dessous). Soit Z un espace topologique connexe et soit f: Z — X
une application continue. Si g1,92: Z — Y sont deux relevements de f dont les valeurs
91(z0) = g2(20) coincident en au moins un point zy € Z, alors g1 = g identiquement.

DEMONSTRATION. Idée : ’hypothese d’homéomorphisme local, et donc 1’existence
d’inverses locaux p~!, force les relevements qui satisfont par définition f = po g;, i =
1,2, a étre localement égaux a g; := p~* o f, donc a coincider ; géométriquement parlant,
lorsque p est un revétement (voir définition ci-dessous), g; et g» sont forcées de se déplacer
localement dans le méme étage.

Plus précisément, considérons 1I’ensemble de coincidence :

Cr={2€2: 91(2) = p2(2)},
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qui est non vide puisque zy lui appartient. Tout d’abord, € est fermé, puisque c’est la
préimage de la diagonale :

A={(yy) €Y xY: yeY}

par I’application continue (g1, ¢2): Z — Y X Y, 2 — (g1(2), g2(2)).

Nous affirmons que % est aussi ouvert. En effet, soit z € & et posons y := ¢1(z) =
g2(z). Puisque p est un homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert V de y dans
Y qui est appliqué homéomorphiquement par p sur un voisinage ouvert U de p(y) = f(z)
dans X. Mais comme g; et g» sont toutes deux continues, il existe un voisinage ouvert W
de z dans Z tel que ¢;(W) C V, pour i = 1,2. Maintenant, soit ¢: U — V I’inverse de
plv: V — U, qui est continu. Parce que po g; = f,ona:

gi‘W:@o(f’W) (i=12),

ce qui implique g;|w = g2|w, et donc € est ouvert ;
En conclusion, puisque 1’ensemble de coincidence 47 C Z non vide est a la fois ouvert
et fermé, et puisque Z est connexe, on a bien 4, = Z, donc g; = ¢, identiquement. U

Voici une autre illustration du fait que les relevements sont localement canalisés.

Théoreme. Soient X, Y et Z trois surfaces de Riemann, soit p: Y — X une application
holomorphe non ramifiée et soit f: Z — X une application holomorphe quelconque. Alors
tout relévement continu g: Z — Y de f est nécessairement holomorphe.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € Z un point arbitraire, soit b := g(c) et soit a := p(b) =
f(c). 1l existe des voisinages ouverts V de b et U de a tels que p|lyv: V — U est biholo-
morphe. Soit ¢: U — V I’application inverse. Puisque g est continue, il existe un voisinage
ouvert W de c tel que g(W) C V. Mais comme f = p o g, on déduit glw = ¢ o (f|W), et
donc g est holomorphe au voisinage du point c.

g

Corollaire. Soient X, Y et Z trois surfaces de Riemann et soient deux applications ho-
lomorphes non ramifiées p: Y — X et q: Z — X. Alors toute application continue
f:Y — Z qui préserve les fibres, i.e. satisfaitp = qo f :

Y4f>Z

%

est holomorphe.
DEMONSTRATION. En effet, un changement de perspective dans le diagramme :
a
q
Y T> X

montre que f est un relévement de p relativement a ¢, donc le théoréme s’applique. (
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Relévement des courbes. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés et soitp: Y —
X un homéomorphisme local. Pour traiter de la question de I’ existence de releévements, il
est approprié de traiter d’abord la question dans le cas ot Z = [0, 1] est un intervalle fermé.
Ainsi, intéressons-nous d’abord a I’existence de relévements pour des courbes u: [0, 1] —
X.

Y
2 7 l
p
[07 1]7 - X

Nous savons déja que si un tel relevement u: [0, 1] — Y existe, alors il est nécessairement
unique des que le relévement du point initial u(0) € Y est choisi.

Théoreme (Relevement des homotopies entre courbes). Soient X et Y deux espaces
topologiques séparés et soit p: Y — X un homéomorphisme local. Soient deux points
a,b € X et soita € Y un point au-dessus de a, i.e. tel que p(a) = a. Enfin, soit A: [0, 1] X
[0,1] — X une application continue telle que A(0,s) = a et A(l,s) = b pour tout
s € [0, 1] qui effectue une homotopie a extrémités fixées entre deux courbes ug et uy de a
vers b, ot I’on pose :

us(t) == A(t, s).
Si toute courbe us: [0, 1] — X peut étre relevée en une courbe continue Us: [0,1] — Y de
point initial us(0) = @, alors :
(i) wo et uy ont méme point final Uy(1) = uy(1);
(ii) I’application (t,s) — us(t) est continue et elle produit une homotopie dans 'Y entre
les deux courbes relevées U et U.

DEMONSTRATION. Définissons une application A [0,1] x[0,1] — Y par A(t, s) 1=
us(t).

Lemme. /] existe un £ > 0 tel que A est continue sur [0, [x [0, 1].

PREUVE. Par hypotheése, il existe deux voisinages ouverts V de @ et U de a tels que
plv: V — U est un homéomorphisme. Soit ¢: U — V I’application inverse. Puisque A(O X

[0,1]) = {a}, et que A est continue, il existe ¢ > 0 tel que A([0,¢] x [0,1]) C U. Gréce a
I’unicité du relevement des courbes, on a :

aS‘[o,E] =@o “S’[o,s} pour tout s € [0, 1].

Ainsi donc, ona A = go A sur [0, ] x [0, 1] et ceci implique que A est bel et bien continue
sur [0, [x[0, 1]. O

Lemme. L’application A est continue sur le produit complet [0,1] x [0, 1].

PREUVE. Supposons au contraire par I’absurde qu’il existe un point (¢, 0o) € [0, 1] x
0, 1] en lequel I”application An’est pas continue. Sans perte de généralité, on peut supposer
que t, est le minimum de tous les ¢ € [0, 1] tels que A n’est pas continue en (, o). D’apres
le lemme qui précede, on aty > ¢.
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Par hypothese, il existe des voisinages ouverts V de A(to, 09) = U, (to) et U de A(to, o)
tels que p|,, — U est un homéomorphisme. Soit donc ¢: U — V son inverse. Puisque A
est continue, il existe ¢ > 0 tel que :

A(]to — &, ty+ 6[><]0'0 — &, 00+ 5[}) c U.
En particulier, u,, (}to —&, ty+ 5[) C U et donc par unicité du relevement des courbes :

~ _ o .
uUOl]to—E, to+e| ¥ O Ugg ‘]to—a,to—i—e[

Choisissons maintenant un point t; €]ty — €, to[. Alors :
A(tl, 0'0) = ﬂgo(tl) - V

Puisque A est continue en (1, 0p), il existe § > 0 avec § < ¢ tel que :

A(ty,s) =us(ty) €V pouttout s €|Jog — 0, gg + 0.

Mais grace a I’unicité des relevements, il s’ensuit maintenant que pour tout s €Jog— 4, oo+
d[, on doit avoir :

~

= O
u5|]to—.&‘7 t0+€[ 90 uS‘]to—é,to—i—&‘[.

Donc A = po AsurJty — ¢, to + e[x]og — 8, o0 + 8], composition qui est continue. Mais

~

ceci contredit la définition de (%o, 0¢). En définitive, A est continue sur [0, 1] x [0,1]. O

La fin de la démonstration du théoréme est maintenant aisée. Puisque A = p o A et
que A({1} x [0,1]) C {b}, on déduit que A({1} x [0,1]) C p~'(b). Mais puisque par
ailleurs, p~'(b) est discret tandis que {1} x [0, 1] est connexe, la continuité de A implique
que I’ensemble connexe :

A1) x [0,1)) € p~ (b)
consiste en un seul point. Cela semble miraculeux (tout en étant parfaitement rigoureux),

et ceci implique que toutes les courbes g, et en particulier au moins u et @y, ont méme
point final. En conclusion, les deux courbes u et ©; sont homotopes au moyen de A. [

Revétements. Nous voulons maintenant donner une condition qui assure que le relevement
des courbes est possible.

Définition. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application continue p: ¥ — X
est appelée un revétement si tout point x € X possede un voisinage ouvert U dans X
(suffisamment petit) dont la préimage :

=V
jeJ

consiste en une famille, indexée par un certain ensemble J, d’ouverts V; C Y disjoints
deux a deux tels que chaque application restreinte :

p‘vj: V; — U

est un homéomorphisme (pile d’assiettes ouvertes disjointes).
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g Vs o8>
AN Vo e > p
e

Observation directe. Tout revétement est un homéomorphisme local. U

Exemples de revétements.

(a) Toutefois, il existe des homéomorphismes locaux qui ne sont pas des revétements. Si
A :={z € C: |z| < 1} désigne le disque unité ouvert dans C, alors I'inclusion ¢t: A — C
est un homéomorphisme local (exercice mental), mais ce n’est pas un revétement, car pour
tout point @ € C tel que |a| = 1 et pour tout voisinage ouvert U, dans C suffisamment petit
pour étre contenu dans le disque de centre a et de rayon %, ona:'(U,) =U,NA, etla
Festri'ction” ugna 1€ constitue pas un homéomorphisme de U, N A sur U,, puisqu’elle n’est
jamais surjective.

(b) Soit k£ un nombre entier > 2 et soit :
pr: C— C*, 2 2F
Alors py est un revétement. En effet, supposons que a € C* est arbitraire et choisissons b €
C* avec pg(b) = a. Puisque py est un homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert
V de b et un voisinage ouvert U de a tel que pg|v,: Vo — U est un homéomorphisme.
Alorson a:
p,;l(U) = V() U CUV() U---u wk_lVO,
ol w est une racine primitive k-eme de 1’unité, par exemple exp(2i7/k). Il est clair que
les ensembles V; := w/Vy, j = 0,...,k — 1, sont disjoints deux a deux, et que chaque
restriction pk|vv : V; — U est un homéomorphisme.
J

(c) L’application exp: C — C* est un revétement.

PREUVE. En effet, soient a € C* et b € C avec exp(b) = a. Puisque I’exponentielle
est un homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert V, de b et un voisinage ouvert
U de a tels que exp |V0 : Vo — U est un homéomorphisme. Alors on a :

exp t(U) = U V,, ou V,, := 2imn + V,.

neL

Il est clair que les V,, sont disjoints deux a deux et que chaque application exp ‘v VvV, —U
est un homéomorphisme. U

(d) Soit I" C C un réseau et soit 7: C — C/T" I’application quotient canonique. De la
méme maniere que dans I’exemple (c) vu a ’instant, on vérifie (exercice recommandé) que
7 est un revétement.

Définition. On dit qu’une application continue p: ¥ — X possede la propriété de rele-
vement des courbes si, pour toute courbe continue u: [0,1] — X et tout point yg € Y
au-dessus de u(0), i.e. tel que p(yy) = u(0), il existe un relevement u: [0,1] — Y de u
partant de v, i.e. satisfaisant ©(0) = yp.
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a(ow/au)
v 7 :
P P
A :

u(()m(l)

Théoreme. Tout revétement p: Y — X d’un espace topologique quelconque Y sur un
autre espace topologique quelconque' X posséde la propriété de relevement des courbes.

DEMONSTRATION. Soit donc u: [0,1] — X une courbe et soit yp € Y avec p(yy) =
u(0). Gréace a la compacité de ’intervalle [0, 1], on peut trouver une subdivision finie :

O=tog<ti < ---<thb1<t,=1

et des ouverts suffisamment petits U, C X, kK = 1,...,n, qui satisfont les deux propriétés
suivantes :

i) u([tk,l, tk]) CUgpourtoutk =1,...,n;

(i) p~1(Up) = Ujejk Vi, pour tout £ = 1,...,n, ot les V ; sont des ouverts dis-

joints de Y paramétrés par un certain ensemble indiciel .J;, tels que chaque restriction
p‘vk"j : Vi,; — Uy est un homéomorphisme.
Par récurrence sur £ = 0,1, ..., n, nous allons démontrer I’existence d’un relevement

~

ul RE [0,tx] — Y avec u(0) = yo, ce qui conclura la preuve lorsque k = n.

Pour k£ = 0, c’est trivial. Supposons donc qu’un tel relevement u: [0,4;_1] — Y ait
déja été construit, pour un certain entier & > 1 avec k < n — 1, et posons u(tx_1) =: yYx_1-
Puisque p(yi—1) = u(ty—1) € Uy, il existe un certain indice j € Jj tel que yi_1 € Vj ;. Soit
¢: Uy — Vi ; 'inverse de ’homéomorphisme p|vk’j : Vi ; — Uy. Alors si on pose :

al[tkq,tk] =we (u‘[tkflytk})’
il est clair qu’on obtient un prolongement continu du relevement u a I'intervalle [0, ¢,]. O

Corollaire. Soit p: Y — X un revétement entre deux espaces topologiques séparés, soit
un point xo € X et soit yo € Y un point au-dessus de xy, i.e. tel que p(yo) = wo. Alors
pour toute courbe u: [0,1] — X avec u(0) = xy, il existe exactement une courbe continue
relevée u: [0,1] — Y partant de yj, i.e. satisfaisant :

pou(t)=t pourtoutt e [0,1] et u(0) = yo.

PREUVE. L’existence provient du théoréme qui précede, et I’hypothese de séparation
sur X et Y assure que le théoreme d’unicité s’applique. U

Observation importante. Lorsque la courbe u est fermée, ses relévements u ne sont pas
nécessairement fermés. Voici un premier exemple. Soit X =Y = C*, soit :

. * * 2
p: C"—=C", 2z 27,

et soient 7y = yo = 1. On définit la courbe w: [0,1] — C* par u(t) = e*™. Alors la
courbe u part de 1 et y aboutit aussi, donc elle est fermée. Toutefois, %(t) := exp™™ définit

"'Ni X ni Y ne sont supposés étre forcément séparés.
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clairement un relevement : [0, 1] — C* de u relativement a z — 22, et ce relévement, qui
part de u(0) = 1, n’y aboutit pas, puisque u(1) = —1, en fait.

Un autre exemple (diagrammatisable) est fourni par 1’application de revétement du cy-
lindre :

C:={(z,y) eR’: z € R/Z}
par le plan R? via I’application (z,y) + (zmod 1, ).

R2

Néanmoins, une conséquence immédiate du Théoreme de relevement des homotopies
entre courbes est suffisamment importante pour figurer a titre de résultat central.

Théoreme. Soit p: Y — X un revétement entre espaces topologiques séparés. Tout rele-
vement U: [0, 1] — Y d’une courbe fermée homotope a zéro u: [0,1] — X «en bas » est a
nouveau une courbe fermée homotope a zéro « en haut ». U

Un aspect fort sympathique d’un revétement est 1’équi-cardinalité de ses fibres.

Théoreéme. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés avec X connexe par arcs et
soit p: Y — X un revétement. Alors pour toute paire de points quelconques r1,x5 € X,
les deux ensembles (fibres) p~'(x1) et p~'(x5) ont méme cardinal. En particulier; si Y est
non vide, alors p est forcément surjective.

Le cardinal commun des fibres p~! () lorsque x parcourt X est parfois appelé le nombre
de feuillets ou degré du revétement p, et il peut étre fini (2 — z*) ou infini (z — exp 2).

DEMONSTRATION. On construit une application bijective p: p~(xy) — p~1(x2) dela
maniere suivante. Choisissons une courbe continue «: [0, 1] — X qui joint zy 2 z5. Siy €
p~!(x;) est un point arbitraire, alors il existe, grace a un théoréme qui précede, précisément
un relevement u: [0, 1] — Y de u tel que (0) = y. On pose alors o(y) := u(1) € p~*(z2).
L’unicité des relevements implique donc bien que cette application est bijective. U

En général, I’application bijective construite a I’instant dépend du choix d’une courbe
u qui joint x; a z9, et donc il n’y a pas de maniere canonique d’énumérer globalement les
‘feuillets’ d’un revétement.

Nous pouvons enfin énoncer le premier théoréeme d’existence d’un releévement qui ne
se cantonne pas au cas des courbes, bien que le relevement des courbes y soit utilisé¢ de
maniere cruciale. L’hypothese importante ici est que Z soit simplement connexe.

Théoreme d’existence de relévements a source simplement connexe. Soit X et Y deux
espaces topologiques séparés et soit p: Y — X un revétement. De plus, soit Z un espace
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topologique simplement connexe et localement connexe par arcs, et soit f: Z — X une
application continue.

Y7?JO

;oo l

- P
Zaon)X

Alors pour tout choix de deux points zo € Z et yo € Y avec f(zy) = p(yo), il existe
exactement un reléevement continu f: Z — Y tel que f(z) = yo.

DEMONSTRATION. Définissons 1’application f: Z — Y de la maniere suivante. Soit
z € Z un point arbitraire et soit u: [0, 1] — Z une courbe de z, vers z. Alors v := f ou est
une courbe dans X de point initial f(z,) et de point final f(z). Ensuite, soit v: [0,1] — Y
le relevement unique de v qui part de yy. On décide alors de poser :

f(z) =0(1),

mais cette définition semble dépendre du choix de la courbe u qui va de z, vers z. Toutefois,
il n’en est rien, car si u; est une autre courbe continue de 2, vers z, alors u; est homotope
a u (puisque Z est simplement connexe), et donc aussi, les deux courbes vy := f o u; et
v = f o u sont homotopes entre elles. Maintenant, grace au théoreme de relevement des
homotopies entre courbes, les deux relevements v; de v; et ¥ de v de méme point initial
v1(0) = v(0) = yo ont nécessairement aussi méme point final v(1) = v(1). En définitive,
I’application J?(z) est bien définie, et par construction,ona f = po f

Il ne reste plus qu’a vérifier que I"application f: Z — Y est continue. Soit donc z € Z
un point quelconque, posons y = f(z) et soit V un voisinage ouvert de y dans Y. Nous
devons montrer qu’il existe un voisinage ouvert W de z dans Z tel que f(W) C V, ce qui

établira la continuité de f.

@W

Puisque p est un homéomorphisme local, on peut supposer, apres rapetissement éventuel
de V, qu’il y a un voisinage ouvert U de p(y) = f(z) =: x dans X tel que p‘vz V — U est
un homéomorphisme. Soit donc ¢: U — V son inverse. Puisque f est continue et que Z
est localement connexe par arcs, il existe un voisinage ouvert connexe par arcs W de z tel
que f(W) C U. Maintenant, nous affirmons que :

f(W) CV.
Pour s’en convaincre, supposons que les courbes u, v et ¥ sont définies comme ci-dessus.
Soit 2/ € W un point arbitraire et soit v’ une courbe de z a 2’ qui demeure entierement dans
W.
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i V v
1),,..

Alors la courbe v’ := fou' demeure entierement dans U et v’ := pov’ est un relévement
de v’ partant du point initial y. Donc la concaténation v - ¥’ est un relévement de la courbe
concaténée :

v-v' = fo(u-u)
partant du point initial y,. Par conséquent, on a” :
) = (3-9)(1) =9(1) = por/(1) €V,

ce qui acheve la démonstration. U

Corollaire. Le théoréme reste valable quand on suppose seulement que I’application p est
un homéomorphisme local qui posséde la propriété de relévement des courbes.

PREUVE. En effet, on s’en convainc aisément par un examen de la démonstration don-
née 2 I'instant. O

Logarithme et racines k-emes d’une fonction holomorphe sans zéros. Soit X une sur-
face de Riemann simplement connexe et soit f: X — C* une fonction holomorphe ne
s’annulant nulle part sur X. Nous voudrions définir le logarithme de f, a savoir trouver une
fonction holomorphe F': X — C telle que exp(F') = f. Mais ceci signifie justement que
F estun relevement de f relativement au revétement exponentiel :

C
e exp

Sizy € X etsic € C est une solution quelconque de I’équation e = f(xg), alors grice
aux théoremes qui précedent, il existe un unique relevement F': X — C de f satisfaisant
F(x¢) = ¢, et ce relevement est nécessairement holomorphe. De plus, tout autre relévement
differe d’un tel relevement par une simple constante additive 2¢7n, pour un certain n € Z.

Voici un cas spécial significatif. Supposons que X soit un domaine simplement connexe
de C* et soit « — X — C* I’injection canonique, i.e. ¢(z) = z. Alors tout relevement de ¢
relativement a exp n’est autre qu’une branche de la fonction log sur X.

De maniere analogue, on peut construire différentes racines k-emes d’une fonction ho-
lomorphe f: X — C* définie sur une surface de Riemann simplement connexe X (e.g.un
domaine simplement connexe dans C), au moyen du revétement canonique :

C*
Y o7
lz»—nzk

2 par définition, la valeur finale (wl Ceee ’wn) (1) de la concaténée wy + --- - w, de n courbes est la
valeur finale de la derniere courbe parcourue, a savoir wy,(1).
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de multiplicité k.

Théoreme. Soit X une variété topologique, soit Y un espace topologique séparé et soit
p: Y — X un homéomorphisme local qui posséde la propriété de relevement des courbes.
Alors p est un revétement.

DEMONSTRATION. Supposons que z, € X est un point arbitraire et soient y;, j € J,
les préimages de z( par p. Soit U un voisinage ouvert de x, qui est homéomorphe a une
boule et soit f: U — X D’injection canonique. D’apres un corollaire qui précede, pour
tout 5 € J, il existe un relevement E U — Y de f tel que fj(xo) = y;. Posons alors
V; = ]/”; (U). En appliquant alors les résultats qui précédent, on peut se convaincre (exercice
recommandé) que I’on a :

p ') =]V,
jeJ
que les V; sont des ouverts disjoints deux a deux, et que chaque application p v, V; — U
est un homéomorphisme. O

Applications continues propres. Rappelons qu’un espace topologique localement com-
pact est un espace topologique séparé dans lequel tout point posseéde un voisinage qui est
compact.

Définition. Une application continue f: X — Y entre deux espaces topologiques locale-
ment compacts est dite propre si la préimage [~'(L) de tout compact L. € Y est un aussi
sous-ensemble compact de X.

Par exemple, c’est toujours le cas lorsque X est compact.

Exercice instructif : lorsque X C R™ et Y C R" sont deux ouverts d’un espace eucli-
dien réel, I’application f est propre si et seulement si f(x;) — 0Y tend vers le bord de Y’
pour toute suite de points x; — 0X qui tendent vers le bord de X.

Assertion. Toute application propre entre espaces topologiques localement compacts est
fermée.

PREUVE. Ceci découle du fait que dans un espace localement compact, un sous-
ensemble est fermé si et seulement si son intersection avec tout compact est compacte. [

Lemme. Soient X et Y deux espaces localement compacts et soit p: Y — X une ap-
plication continue propre et a fibres discrétes. Alors les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :
(i) La préimage p~'(x) de tout point v € X est finie.
(ii) Pour tout x € X, siV est un voisinage ouvert de p=* (x), alors il existe un voisinage
ouvert U de x tel que p~*(U) C V.

DEMONSTRATION. La premiére propriété (i) découle simplement du fait que p~'(z)
est un sous-ensemble compact discret de Y.

Pour ce qui est de (ii), Y\ V est alors fermé, donc I’ensemble p(Y\V) =: A est lui aussi
fermé. Puisque x ¢ A par hypothese, I’ensemble U := X'\ A est alors un voisinage ouvert
de z satisfaisant p~!(U) C V. O

Théoreme. Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts et soitp: Y —
X un homéomorphisme local (donc discret) qui est propre. Alors p est un revétement.
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DEMONSTRATION. Soit x € X un point arbitraire et soit p~*(z) = {y1,...,Y,} sa
fibre, consistant en un nombre fini n > 0 de points distincts deux a deux. Puisque p est un
homéomorphisme local, pour tout j = 1,...,n, il existe un voisinage ouvert W; de y; et
un voisinage ouvert U; de z, tels que p w, W; — U; est un homéomorphisme. On peut

supposer que les W sont disjoints deux a deux (hypothese implicite a la compacité locale :
X etY sont séparés). Clairement, W; U - - - U W,, est un voisinage ouvert de p~!(x). Donc
grace au lemme qui précede, il existe un voisinage ouvert de x :

ucun---nu,
satisfaisant :
pH(U)CWiU---UW,,.
Si on pose alors V; := W, Np~1(U), les V, sont des ouvertes disjoints, on a exactement :

pH(U) =V, U - UV,

et chaque application p|v_ :V; — U, j=1,...,nestun homéomorphisme. Ul
J

Applications holomorphes propres. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit
f:Y — X une application holomorphe propre non constante. Grice au théoreme qui
dit que le comportement local de f est du type z — 2*, I’ensemble B C Y des points de
branchement de f est fermé et discret. Puisque f est propre, son image A := f(B) est aussi
fermée et discrete. L’ensemble A est usuellement appelé 1I’ensemble des valeurs critiques
de f.

Soit X' := X'\ A et soit :

Y :=Y\f (A Cc Y\B.

Alors la restriction :
f|Y,: Y — X'

est une application holomorphe propre (exercice mental) qui, grace au théoreme et au
lemme qui préceédent, est un revétement 4 un nombre défini — disons n — de feuillets.
Autrement dit, toute valeur 2’ € X’ est prise exactement n fois par f|y. Notre objectif
maintenant est d’étendre cette propriété aux valeurs critiques a € A, et pour ce faire, nous
devons considérer les multiplicités.

Rappelons qu’en tout point y € Y, I'application f se ramene dans un bon systeéme
de cartes locales 2 une simple puissance z +— 2", pour un certain entier k, qui est la
multiplicité locale avec laquelle f prend la valeur f(y) € X au point y. Notons alors :

mult, (f)

cette multiplicité locale.

Définition. On dira que f: Y — X prend n, fois une valeur x € X sur en comptant les
multiplicités si I’on a :

Ny = mult, (f).
yep~1(z)

3 Les surfaces de Riemann étant supposées connexes, le Théoreme p. 31 s’applique pour garantir I’équi-
cardinalité des fibres.
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Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit f: Y — X une application
holomorphe propre non constante. Alors il existe un nombre naturel n tel que [ prend
exactement n fois toute valeur x € X en comptant les multiplicités, a savoir :

n= Z mult,(f) pourtout x € X.
yep~H(z)
En particulier, c’est le cas lorsque pour toute application holomorphe non constante
entre surfaces de Riemann qui sont compactes.

DEMONSTRATION. En utilisant la méme notation que précédemment, soit n le nombre
de feuillets du revétement non ramifié f|Y/: Y" — X'. Soit z € X une valeur critique,
posons :

@) =y, ue
et abrégeons k; := mult, (f) pour j = 1,...,r. On sait que le comportement local de f
au voisinage de chaque y; est celui de z — 2" au voisinage de 0 dans C. Donc il existe
des voisinages ouverts V; C Y de y; disjoints deux a deux et U; C X de x tels que pour
tout z’ € U;\{z}, I'ensemble f~!(2’) N U, consiste en exactement k; points distincts deux
a deux, et ce, pour tout j = 1,...,r. D’apres le lemme qui précede, on peut trouver un
voisinage plus petitU C U;N---NU, de z tel que f~1(U) C V,U---UV,. Alors pour tout
point 2/ € UN X', on a que f~!(z’) consiste en exactement k; + - - - + k, points distincts
deux a deux. Mais par ailleurs, pour tout 2’ € X’, le cardinal de f~!(z’) est égal 2 n. Donc
n==rk +---+k. O

Définition. Une application holomorphe propre non constante entre deux surfaces de Rie-
mann sera appelée un revétement ramifié holomorphe, dont le nombre de feuillets est donné
par la formule précédente. Lorsqu’il n’y a pas de points de branchement, on 1’application
sera dite non ramifiée.

Corollaire. Sur toute surface de Riemann compacte X, toute application méromorphe non
constante f: X — P! posséde autant de zéros que de poles, s’ils sont comptés avec multi-
plicité.

PREUVE. Lapplication f: X — P! est automatiquement propre. U

Corollaire. Tout polynéme complexe de degré n :
P(z)=2"+a; 2" '+ +a, € C}2]
a coefficients complexes possede exactement n zéros en comptant les multiplicités.

PREUVE. On peut considérer f comme une application méromorphe f: P* — P! qui
prend la valeur co exactement n fois (exercice de vérification). U

Exercices
Exercice 4.1. Déterminer les points de ramification de I'application :
f:C—=PYL fz)=1(2+ 1)
Exercice 4.2. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés connexes par arcs et soit f: ¥ — X un
revétement. Montrer que 'application induite :
fer m(Y) — m(X)
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est injective.

Exercice 4.3. Soit d > 1 un entier et soit C4[X| I'espace vectoriel des polynémes a coefficients complexes qui

sont de degré < d. Soit aussi 2y C C4[X] le sous-ensemble des polynémes P € C4[X] de degré exactement

égal a d dont les d racines complexes sont distinctes deux a deux. On munit 25 de la topologie induite.
Montrer que le sous-espace de 2y x C défini par :

Yy = {(P,z) € Zg x C: P(z) =0}
et muni de la projection p: (P, z) — P produit un revétement de degré d de %; sur 2.
Exercice 4.4. Soit X := C\{+1} etsoit Y := C\{% + km: k € Z}. Montrer que I'application :
sin: ¥ — X
est un revétement topologique.
On considére maintenant les courbes suivante dans X :
u: [0,1] = X, u(t) :=1—¢""",
v: [0,1] = X, w(t) =14,
Soit w1 : [0,1] — Y le relévement de la concaténation v - v qui satisfait w1 (0) = 0 et soit ws: [0,1] — Y le
relevement de v - v qui satisfait w2(0) = 0. Montrer que I'on a :
wi(l) =27 et  wz(l) =—2m7.
En conclure que 71 (X) n’est pas commutatif.

Exercice 4.5. Soit p: Y — X un homéomorphisme local surjectif, avec Y compact. Montrer que p est un
revétement.

Exercice 4.6. Soient X et Y des espaces topologiques séparés et soit p: Y — X un revétement. Soit Z
un espace topologique connexe par arcs et localement connexe par arcs et soit f: Z — X une application
continue. Soit ¢ € Z, soit a := f(c) et soitb € Y tel que p(b) = a. Montrer qu'’il existe un reléevement f: Z — Y
de f avec f(c) = b si et seulement si :

f«(m1(Z,¢)) C pe(mi(Y,1)).
Exercice 4.6. (a) Montrer que I'application :
tan: C — P!
est un homéomorphisme local.
(b) Montrer que tan(C) = P*\{£1} et que :
tan: C — P"\{*1}
est un revétement.

(c) Soit X = C\{it: t € R, [t| > 1}. Montrer que pour tout k € Z, il existe une unique fonction holomorphe
arctany : X — C satisfaisant :

tanoarctany = idx et arctang (0) = k

(la k-éme branche de I'arctangente complexe).
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5. Revétement universel

et automorphismes de revétements

Parmi tous les revétements d’une variété X, il est un qui est «le plus grand », a
savoir le revétement universel X de X. Tous les autres revétements de X peuvent
en effet étre obtenus comme certains quotients de ce revétement universel. De plus,
les automorphismes du revétement universel X — X sont intrinsequement reliés
au groupe fondamental 71 (X). Enfin, on a une correspondance biunivoque entre les
sous-groupes de 71 (X) et tous les revétements intermédiaires de X.

Définition. Soient X et Y deux espaces topologiques connexes. Un revétement p: Y — X
est appelé revétement universel de X si la propriété universelle suivante est satisfaite : pour
tout autre revétement quelconque ¢q: Z — X, avec Z connexe, et pour tout choix de points
Yo € Yetzg € Zavecp(yo) = q(z0) € X, il existe une et une seule application f: Y — Z
préservant les fibres, i.e. satisfaisant g o f = p, telle que f(yo) = zo.

Y. yo
aAf
Z, 20 p
S
X

Assertion. Un espace topologique connexe possede, a isomorphisme pres, au plus un re-
vétement universel.

PREUVE. Supposons donc que p;: Y; — X, i = 1,2, soient deux revétements quel-
conques qui satisfont tous deux la propriété universelle ci-dessus et soient deux points
Y10 € Y1 et yoo € Y. Alors en appliquant deux fois la définition, il existe deux applications
préservant les fibres fio: Y7 — Ys et for: Yo — Yj avec fia(yi0) = y20 et fo1(y20) = yio
qui rendent commutatifs les deux diagrammes suivants :

f f:
Ya, Y20 <—— Y1, Y10 et Ya, 420 —= Y1, Y10
\ lpl \LPQ/
p2 P1
X X

Mais alors les deux compositions :

fioofo: Yo=Yy et for0fier V1 =Y
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sont continues, préservent les fibres, et elles fixent oy et y1o (respectivement). A cause
de I'unicité requise dans la propriété universelle, puisque les deux applications identités
satisfont en fait trivialement ces conditions, on doit nécessairement avoir :

Jizo far =idy, et  fyo fig =idy,
ce qui montre que les deux revétements universels étaient en fait isomorphes. U

Théoréme. Soit p: Y — X un revétement entre deux variétés topologiques'. Si Y est
simplement connexe, alors p est le revétement universel de X.

PREUVE. Soit ¢q: Z — X un autre revétement quelconque de X, et soient deux points
Yo € Y, 29 € Z. Le théoréme d’existence de relevements a source simplement connexe
(chapitre précédent) assure alors qu’il existe une unique application ¢: Z — Y avec
q(z0) = yo telle que ¢ = p o g, donc la propriété universelle qui définit les revétements
universels est satisfaite. U

Passons maintenant a I’existence des revétements universels. On trouve dans la litté-
rature un théoréme « sophistiqué » qui fournit une condition nécessaire et suffisante ga-
rantissant 1’existence d’un revétement universel. Pour la culture mathématique, citons en
I’énoncé, mais sans démonstration.

Théoreme. Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par arcs. Pour
qu’il existe un revétement p: Y — X tel que Y soit simplement connexe, il faut et il suffit
que X possede la propriété suivante :

(Z) pour tout élément v € X, il existe un voisinage ouvert connexe U, de = dans X tel
que ’'image de I’homomorphisme de groupes :

7T1(Ux, x) — m (X, z)
induit par Uinclusion U, — X soit réduite a I’élément neutre de 7, (X, x). U

Autrement dit, toute courbe continue fermée d’origine x qui reste dans U, est en fait
homotope a zéro dans I’espace ambiant complet X . Cette condition est en particulier tri-
vialement satisfaite lorsque X est semi-localement simplement connexe, au sens ou tout
x € X admet un voisinage ouvert U, C X qui est simplement connexe. Pour notre objectif
(théorie des surfaces de Riemann), il suffit d’établir I’existence d’un revétement universel
lorsque X est une variété (topologique, différentiable, analytique), auquel cas la condition
du théoreme précédent est immédiatement satisfaite puisque tout U, homéomorphe a une
boule dans un espace euclidien est simplement connexe. Nous allons donc démontrer en
détail le théoreme fondamental suivant.

Théoreme. Soit X une variété topologique connexe (séparée). Alors il existe une variété
connexe et simplement connexe X, séparée elle aussi, et il existe un revétement p: X — X
qui fournit le revétement universel de X.

DEMONSTRATION. Fixons un point g € X. Pour x € X arbitraire, notons 7(xg, x)
I’ensemble des classes d’homotopie de courbes continues qui partent de x et aboutissent a
x. Définissons alors de maniere abstraite 1’objet qui conviendra :

X ={(z,0): z€ X, acn(z,z)},

! Implicitement, toutes nos variétés (topologiques, différentiables, analytiques réelles, complexes) sont
supposées séparées.
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et munissons-le de la projection p: X — X définie naturellement par :
p(z, @) == .

Du point de vue conceptuel et intuitif, au-dessus d’un point z, il y a donc dans X autant
de points qu’il y a de classes d’homotopies distinctes de chemins continus de zy a x, et
cela correspond bien a I'idée — remontant a Riemann (1851) — que 1’on doit construire
autant de feuillets dans X au-dessus de X qu’il y a de manieres de se déplacer dans X
a homotopie prés — par exemple une infinité indexée par Z (nombre de tours orientés)
lorsque X = C\{0}.

Nous allons maintenant définir une topologie sur X qui en fera une variété topologique
connexe, séparée, et simplement connexe, et nous vérifierons ensuite que 1’application
p: X — X est alors automatiquement un revétement.

o Définition d’une topologie sur X. Soit un point (z,a) € X et soit U C X un ou-
vert connexe et simplement connexe qui contient z. On définit un sous-ensemble associé
[U,a] € X comme suit : [U, a] consiste en tous les points (y,5) € X tels que y € U et
B = cl(u - v) (classe d’homotopie), ou :

— w est une courbe de ( a x telle que « = cl(u) ;

— v est une courbe quelconque de x a y qui reste enticrement dans U.

Comme U est simplement connexe, la classe 5 = cl(u - v) ne dépend pas de la courbe v.

Assertion. Le systeme {[U, a]} de tous ces sous-ensembles de X ainsi définis forme une

base pour constituer une topologie sur X.

PREUVE. Deux propriétés requises doivent €tre vérifiées.

(i) Tout d’abord, il est clair que tout point de X appartient a au moins un de ces [U, a].

(ii) Ensuite, soit (z,7) € [U,a|N[V, 5]. Alors z € UNV et il existe un voisinage ouvert,
connexe et simplement connexe W C U NV de z dans X (puisque c’est une variété). Alors
nous affirmons que I’inclusion suivante est satisfaite, ce qui fournira la seconde propriété
requise :

(z,7) € W,7] C U, o N[V, 7.
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En effet, (z,7) € [U, ] signifie qu’il existe une classe de courbe o’ de x vers z dans U telle
que a = . De méme, (z,7) € [V, J] signifie qu’il existe une classe de courbe 3’ de y
vers z dans V telle que 3 3 = ~. Soit maintenant (z’,y ') € [W,~] un point quelconque,
ol 7/ est une classe de courbe de z a z’ dans W. Alors on a :

’77/:050/7/:55,7/,
ce qui montre bien que (2’, ') appartient a I’intersection [U, a] N [V, 5]. En conclusion,
ces [U, a] forment une base d’ouverts pour une topologie sur X. U

Assertion. La projection naturelle p: X — X est un homéomorphisme local continu, donc
X est une variété topologique.

PREUVE. En effet, ceci découle du fait que pour chaque ouvert [U, ], la projection
restreinte p’[U ol [U,a] — U est bijective (exercice mental), donc automatiquement un

homéomorphisme par définition de la topologie de X. U
Assertion. La variété topologique X est séparée.

PREUVE. Il s’agit de montrer que deux points distincts quelconques (z, a) et (y, 3)
de X admettent deux voisinages ouverts disjoints. Si z # vy, c’est clair par séparation
de la topologie de X. Soient donc (z,«) et (z,3) avec o # 3 dans 7(xg, z). Soit U C
X un voisinage ouvert de = connexe et simplement connexe. Alors nous affirmons que
U,a] N [U, 8] = 0, ce qui conclura.

Supposons par 1’absurde qu’il existe un élément (y,~y) dans cette intersection [U, a] N
[U, G]. Soit u une courbe de z, a x telle que cl(u) = a, soit v une courbe de z a y telle que

cl(v) = 5.

On ay € U et pour toute? courbe w de z  y entierement dans U, on doit avoir :

v =cl(u-w)=cl(v-w),

2 Rappelons que la simple connexité de U assure que la classe d’homotopie de -y ne dépend pas du choix
de w.
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d’olt — en multipliant a droite par cl(w~) — on tire cl(u) = cl(v), c’est-a-dire & = (3 :
contradiction ! U

Assertion. Cette variété topologique séparée X est connexe et la projection naturelle
p: X — X posséde la propriété de reléevement des courbes, donc® est un revétement.

PREUVE. Soit u: [0,1] — X une courbe continue issue de x¢. Pour tout s € [0, 1], on
note us: [0,1] — X la courbe définie par us(t) := u(st), une courbe restreinte qui parcourt
seulement les points de u qui correspondent a I’intervalle [0, s|, puisque us(1) = u(s).

u(s) u(l)

De plus, soit v une courbe continue fermée quelconque partant de x( et y revenant. Alors
I’application :
u: [0,1] — X, t— (u(t), cl(v-u))
fournit un relévement de u partant du point initial quelconque @(0) = (zo, cl(v)) au-dessus
de xy. La continuité de u découle (exercice mental) de la définition de la topologie sur X.
Maintenant, il faut encore relever des courbes en partant aussi d’un autre point quel-
conque x; € X, et pas seulement du point zy que nous avions fixé au tout début.

Soit donc w: [0, 1] — X une courbe partant d’un point initial arbitraire z; = w(0), soit
a € 7(xg,x1), et soit v une courbe quelconque de z( a z; avec cl(v) = a.

WW(l)

cl(v)=a T

On considere alors la concaténation v - w qui part de xg, et on lui applique ce qui pré-
céde en choisissant une courbe constante en z : il existe donc un relévement v - w tel que
v-w(0) = (z0,), ol £ est la classe d’homotopie de la courbe constante en zg, & savoir le
relevement :

t— (v-w(t), cd((v-w))).
Mais alors puisque I’on a :
vew(d)=ov(l)=z et Cl((v-w)%) =cl(v) = a,
en restreignant simplement ce relevement au sous-intervalle [%, 1], on obtient un relevement
w de w de point initial quelconque w(0) = (z1, @). O
Assertion. La variété topologique X est simplement connexe.

PREUVE. Soit @: [0,1] — X une courbe continue fermée partant du, et revenant au,
point (zg, ), oll € est a nouveau la classe d’homotopie de la courbe constante en 5. On
veut montrer que w est homotope a z€ro. Sa projection u := p o w est une courbe continue
fermée dans X en zg. Soit alors u: [0, 1] — X le relevement de u partant de (zo, £), lequel

3 Chapitre précédent !
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existe grace a ce qui a déja été démontré. Mais a cause de 1’unicité des relevements, on doit
nécessairement avoir u = w. Par conséquent :

(o, cl(u)) = @(1) = w(1) = (z0, ),
ce qui démontre que cl(u) = ¢, c’est-a-dire que u est homotope a zéro. Grice au théoréme

de relevement des homotopies, le relevé u = w est lui aussi homotope a zéro, donc X est
simplement connexe, comme annoncé. ]

Implicitement, un examen des arguments qui précedent montre que X est connexe, parce
que chacun de ses points peut étre joint a (zg, €).

Toutes ces assertions completent ainsi la preuve du théoréme fondamental d’existence
du revétement universel. U

Corollaire utile et important. Le revétement universel d’une surface de Riemann X existe,
et il est naturellement muni lui aussi d’une structure de surface de Riemann.

DEMONSTRATION. En effet, on a déja vu que tout homéomorphisme local (donc tout
revétement) d’un espace topologique vers une surface de Riemann permet de «tirer en
arriere » la structure holomorphe qui existe a I’arrivée. U

Théoreme. Soit f: X — Y une application continue entre variétés topologiques connexes
(séparées) et soient p: X — X, g Y — Y les deux revétements universels de X, Y. Alors
il existe un relevement continu f XY qui rend commutatif le diagramme suivant :

~ f ~
X—v
p \Lq
X V.

f

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le théoreme de relevement des applications a
source simplement connexe. U

Définition. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit p: Y — X un revétement. On
appelle automorphisme de revétement tout homéomorphisme f: Y — Y qui préserve les
fibres, a savoir p o f = f. Avec I’opération de composition des applications, la collection
de tous les automorphismes de revétement p: Y — X forme un groupe, noté :

Aut(Y AN X).

Définition. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés et soit p: Y — X un revé-
tement. On dit que p est un revétement galoisien si pour toute paire de points y1,y2 € Y
dans la méme fibre, i.e. tels que p(y1) = p(y2) € X, il existe un automorphisme de re-
vétement f: Y — Y satisfaisant f(y;) = yo. Dans ce cas, le théoréme d’unicité des
releévements d’applications a source connexe implique qu’un tel automorphisme est néces-
sairement unique.

Exemple canonique. On sait que I’application z — z* est un revétement (canonique) de

C* sur C*. De plus, ce revétement est galoisien, pulsque pour tous 21,2 € C* dans une

2iml
méme fibre, i.e. avec 2§ = 25, on a alors 2, = ¢ *&' 21 pour un certain entier [ tel que
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2iml

1 <1 < k, etil est clair par ailleurs que I’application z — e % z est un automorphisme de
ce revétement qui envoie 2z; sur 2.

Remarque. Il y a un lien entre la notion de revétement galoisien et celle d’extension galoi-
sienne de corps, mais ce lien sera dévoilé ultérieurement.

Théoreme. Soit p: X — X le revétement universel d’une variété connexe X. Alors p est
galoisien et son groupe d’automorphismes Aut (X N ) est naturellement isomorphe a
son groupe fondamental m1(X) :

Aut()? 5 X)) 2 m(X)].

DEMONSTRATION. Soient deux points T;,T, € X dans la méme fibre, i.e. avec
p(T1) = p(Z2). Grace a la propriété universelle qui définit le revétement universel, on

dispose immédiatement d’une application continue fi: X =X préservant les fibres telle
que f12(Z1) = 3. Nous devons démontrer que f15 est alors nécessairement un homéomor-
phisme.

En effet, pour la méme raison et de maniere symétrique, il existe aussi une autre appli-
cation continue fy : X - X préservant les fibres telle que fo1(Z2) = 7. Mais alors les

deux composées fo; o fio et fio 0 for de X dans lui-méme préservent les fibres et fixent
(respectivement) x; et To. Alors grace a I’unicité requise dans la définition par propriété
universelle*, on doit nécessairement avoir :

Jo10 fi2 =idg = fia 0 for.

Ainsi, f15 et fo; sont deux homéomorphismes inverses 1’un de I’autre et notre revétement
universel possede bien un groupe d’automorphismes qui est transitif sur ses fibres, i.e. il est
galoisien.

Maintenant, quel est le lien avec 7 (X, zo) ? Soient deux points xy € X et Ty € X avec
p(To) = zo. Définissons une application :

O Aut()N( 5 X)) — m(X, x0)

comme suit : si 0 € Aut ()? L X ) et si v, est une courbe continue quelconque dans X
partant de x, et aboutissant au point :

o(zo) € Pil(p(:fo)) =p '(z0)

— la classe d’homotopie de v, est en fait uniquement déterminée, car X est simplement
connexe —, alors la projection p o v, est une courbe continue qui devient fermée dans X :

2o =p o U,(0) = pot,(1) = p(o(Zo)) = wo.

On assigne alors a @ la classe d’homotopie de cette courbe projetée fermée :

®(0) :=cl(pou,)]|.

Montrons a présent que ¢ est un homorphisme de groupes. En effet, si 7 € Aut ()? NEN
X ) est un autre automorphisme de notre revétement universel, et si de maniere similaire

4 On notera que le méme argument a déja été vu juste apres la définition en question pour en déduire que
le revétement universel est unique a isomorphisme pres !
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W, est une courbe continue dans X partant de T € p~*(z) et aboutissant au point 7(Z) €
p~1(xp) dans la méme fibre, alors :

0 oW,

est une courbe continue dans X qui part de o (%) et qui aboutit 2 o (7(%,)) = o7(T). On
voit par conséquent que la courbe concaténée :

Uy - (0 0w,)

posséde T, comme point initial, o(Zy) comme point intermédiaire au temps 1, et o7(Zo)
comme point final, donc elle convient pour définir :

®(o7)=cl(po [0y (0 0w,)])
=cl(povy,) Cl(p o(oo wT)) [opération de groupe dans 1 (X, zo)]
=cl(pov,)cl(pow,) [o préserve les fibres : po o = p]
= ®(0) O(7).

Montrons ensuite que ¢ est injective. Soit 0 € Aut ()? 2X ) et soit v, une courbe

continue dans X qui va de Z, 2 o(%,). Supposons que ®(o) est I’élément neutre & de
(X, ), i.e. que po, esthomotope a zéro. Puisque ©,, est un relevement de sa projection
p © U, le théoréme de relevement des homotopies stipule en particulier que le point final
o(Zy) de ce relevement doit nécessairement coincider avec son point initial o, a savoir
o(Zy) = Zo, et ’on sait grace a la définition par universalité et a I’unicité des relévements,
que cela implique o = id 5.

Montrons enfin que  est surjective. Soit o € 71 (X, xg) quelconque et soit u une courbe
continue fermée en zy telle que cl(u) = . Soit aussi % un relevement de v a X partant d’un
point quelconque 7y € p~'(zo) et notons 7, := (1) le point final de ce relevement. Grace
a la propriété universelle et a la simple connexité de X, il existe un unique automorphisme
o € Aut ()N( 2 X ) tel que o(Zy) = x;. Mais alors par définition de , il est clair que :

O(o) =cl(pou) =cl(u) = «,
ce qui montre la surjectivité annoncée et acheve donc d’établir le théoreme. U

Exemples de surfaces de Riemann.

(@) L’application exponentielle exp: C — C* produit le revétement universel de C*,
puisque c’est un revétement et puisque C est simplement connexe. Pour n € Z, soient
z +— z+ 2imn les translations C — C par 2i7n. Puisqu’on a évidemment exp(z + 2inmn) =
exp(z) pour tout z € C, chacune de ces translation est un automorphisme du revétement
exp: C — C*. Nous affirmons qu’il n’en existe pas d’autres.

En effet, si o est un automorphisme quelconque de ce revétement, alors exp(c(0)) =
exp(0) = 1, et donc il existe un entier n € Z tel que o(0) = 2imn. Puisque 7,(0) = 2imn
aussi, par unicité des automorphismes a point-base fixé, on déduit o = 7,,, Q.E.D.

Ainsiona:

Aut(C — s ) ={(z— z+2imn): ne€Z},

et puisque ce dernier groupe est isomorphe a Z, on en déduit que :

7T1((C*) =7
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(b) Soit :
H = {zEC: Rez<0}

le demi-plan complexe gauche’, et soit le disque unité épointé :
D*:={z€C: 0< 2| <1}.

Alors exp: H™ — D* est le revétement universel de D*, puisque c’est un revétement (exer-
cice mental) et que sa source H~ est simplement connexe. En raisonnant comme dans
I’exemple précédent, on montre que I'on a :

Aut(H™ =2 D*) = {(2 +— z + 2imn): n € Z},
et puisque ce dernier groupe est isomorphe a Z, on en déduit aussi :
1 (C*) = 7.

(c) Soit I' = Zw; + Zws un réseau dans C. Alors la projection canonique p: C — C/I"
constitue le revétement universel du tore C/I". En raisonnant exactement comme dans les
deux exemples qui précedent, on établit que :

Aut((C SEAN (C/F) = {(Z — 2+ kwi + k’QWQ)Z k‘l, ko € Z},
d’ou il découle, grace au théoreme, que :
7T1(C/F) =2I'=27Z xZ.

Conséquence. 1] n’existe pas de fonction méromorphe sur C doublement périodique par
rapport a 1" qui n’aurait qu’un seul pole (modulo T').

PREUVE. Une telle fonction définirait une application holomorphe f: C/T" — P! entre
surfaces de Riemann compactes qui prendrait une seule fois la valeur co. Alors le revéte-
ment ramifié que définirait une telle f ne serait constitué que d’un seul feuillet, et donc f
établirait un biholomorphisme entre C/T" et P*. 1l en découlerait que :

Z x 7= 1 (C/T) = 7 (PY) = {0},

ce qui est une contradiction manifeste. U

Compléments sur les revétements. Soit X une variété topologique connexe quelconque.
Les deux résultats qui suivent montrent qu’il y a une correspondance biunivoque entre les
classes de conjugaisons de sous-groupes de 71 (X) et les revéments de X : ils disent donc
incidemment que la complexité des revétements est aussi élevée (importante) que celle des
groupes et des sous-groupes.

Définition. Soient X et Y deux espaces topologiques, soit p: Y — X un revétement et soit
G un sous-groupe quelconque de Aut (Y 2. X ) Deux points 41, y» € Y dans une méme
fibre, i.e. satisfaisant p(y;) = p(y2), sont dits équivalents modulo G, s’il existe o € G tel
que o(y1) = y» — d’ou aussi 01 (y») = y; avec 0~ € G. La structure de groupe assure
qu’il s’agit bien 1a d’une relation d’équivalence.

3 Classiquement, on considere plus fréquemment le demi-plan de Poincaré, qui est la partie supérieure
du plan complexe H = H* = {z € C: Imz > 0}.
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Théoreme (Structure des revétements quelconques). Soit q: Y — X un revétement
quelconque entre deux variétés topologiques connexes (séparées), soit p: X — X le revé-
tement universel de X, et soit f: X — Y une application continue satisfaisant go f =p:

laquelle existe toujours de maniere unique par définition du revétement universel. Alors :
(i) f produit nécessairement un revétement de X surY ;

(ii) il existe un certain sous-groupe G C Aut ()Z 2 X ) tel que deux points quel-

conques T1,To € X ont méme image par f, i.e. f(T1) = f(Z2), si et seulement si ils
sont équivalents modulo G, i.e. il existe 0 € G tel que o(T1) = Ty — ce qui décrit
les fibres de | ;

(iii) ce sous-groupe est isomorphe au groupe fondamental de Y :
= 1 (Y) .

Cas particulier : lorsque Y = X, ¢ = idx, d’ou f = p, on retrouve bien le théoréme qui
précede :
G =Aut(X 5 X) & m(X).

DEMONSTRATION. (i) Montrons pour commencer que f est un homéomorphisme lo-
cal. Soit 7 € X un point quelconque et posons z = p(T), y := f(7). Puisque p est un
homéomorphisme local, il existe un voisinage ouvert connexe \TVE de 7 dans X et il existe
un voisinage ouvert connexe U, de = dans X tel que p|v~v5: \TVE — U, est un homéomor-
phisme. De méme, puisque g est un revétement par hypothese, il existe un voisinage ouvert
connexe U/ C U, de x dans X et des ouverts (connexes) disjoints deux a deux V; C Y/,
i € I, tels que ¢ '(U,) = U,; Vi et tels que chaque restriction q|Vi: V; — U/ est un
homéomorphisme pour tout 7 € I. Appelons alors V,, le V; particulier qui contient le point
y et posons :

WS = p~ ' (UL) N Wz C W,
ouvert lui aussi connexe auquel appartient toujours le point initialement choisi z. Alors on
a:

y = f(7) € f(W5)
C q_1 (U;) [utiliser p=qo fetqgo f(V~V§~c) c ull,
et puisque f (\TV%) est connexe, il en résulte plus précisément que :
f (W{:E) = V.
Enfin, comme on a par construction deux homéomorphismes :

W, U, et V,—U,
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il est clair par simple composition — apres inversion du second homéomorphisme — que :
YV
f |\/~\/l~ : WE Vy

est un homéomorphisme.
Maintenant, afin de démontrer que f est un revétement, nous allons vérifier que f pos-
sede la propriété de relevement des courbes. Considérons a cet effet une courbe v dans Y

qui part d’un point quelconque o € Y et choisissons un point Ty € f~(yy) C X dans la
fibre de ce dernier. Puisque p: X — X est un revétement, la courbe projetée q o v dans X
peut étre relevée (de manieére unique) en une courbe u dans X qui part de xy. Alors grace a
p = qo f,onvoit que les deux courbes :

fou e w

dans Y sont chacune un relevement de cette courbe g o v dans X qui partent toutes deux
du méme point initial y,. Grace au théoreme d’unicité du relevement (quand il existe), elle
doivent coincider : f o u = v, ce qui signifie précisément que u est le relevement voulu de
v.

(ii)-(iii) Nous affirmons que le sous-groupe en question n’est autre que :
G = Aut()N( 7, Y).

C’est un sous-groupe de Aut ()N( L. X ) puisque les fibres de f et de p coincident. Par

ailleurs, comme X est simplement connexe, le revétement f : X — Y est nécessairement le
revétement universel de Y, donc il est galoisien grace a un théoreme qui précede. Toujours
d’apres ce méme théoréme, on a de plus f(z1) = f(Z>) si et seulement si il existe 0 € G
tel que o(z1) = 7o, et on a enfin G = m;(Y). La démonstration du théoréme s’acheve
ainsi. U

Avant d’appliquer ces théoremes aux surfaces de Riemann, citons sans démonstration
quelques résultats importants de la théorie des revétements dont il est utile de connaitre la
teneur. Tout d’abord, la ‘réciproque’ du théoréme précédent montre qu’a tout sous-groupe
G de 7 (X') on peut associer un certain revétement X / G — X dontle m ()? / G) est égal
aG.

Théoreme. Soit X une variété topologique connexe (séparée), soit X — X son revétement
universel et soit G un sous-groupe quelconque :

GCAut()’z—>X).

o WT(X)

Alors les assertions suivantes sont satisfaites :
(i) le quotient :

X/G = {xeX}/(

est une variété topologique (séparée) ;

T1 ~ Ty S’il existe o € G)

tel que o(71) = T

(ii) la projection canonique :
X —-X / G

est un revétement ;
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(iii) ’application X / G — X induite par la projection X — X est elle aussi un revé-
tement qui rend commutatif le diagramme suivant :

X

e

xX/G

N

X
(iv) enfin, le groupe fondamental de ce quotient n’est autre que le groupe fixé au départ :

n(X/G)~G. O

Lorsque G = {e} se réduit a I’élément neutre, on retrouve X 2 Xetla simple

connexité m; (X ) = {e}. Une attention particuliere doit étre appportée au cas ou le sous-
groupe G est normal dans (X)), car dans ce cas, on peut parler du groupe quotient

m(X)/G et de plus, le revétement associé X / G — X est alors galoisien.

Théoreme. Sous les mémes hypothéses que précédemment, soit X une variété topologique
connexe (séparée), soit p: X — X son revétement universel, soit un sous-groupe quel-
conque :

G C Aut()N( 5 X) 2 m(X),
et soit le diagramme commutatif vu a l’instant :

X

/

xX/G

\

X.

Alors les assertions suivantes sont satisfaites :

(i) G est un sous-groupe normal de 7 (X) si et seulement si le revétement associé
X / G — X est galoisien, i.e. son groupe d’automorphismes :

Aut ()? / G— X )
est transitif sur ses propres fibres ;

(ii) lorsque G est normal, ce groupe d’automorphismes est isomorphe au groupe quo-
tient :

Aut(X /G — X) = A“t(XG_’ X)

~m(X)/G. O
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Pour terminer ces compléments, mentionnons que I’on connait une description pré-
cise des automorphismes d’un revétement quelconque, sans aucune hypothese spécifique
concernant la normalité.

Définition. Soit G' un groupe abstrait et soit H C G un sous-groupe quelconque de . Le
normalisateur de H dans G est le sous-groupe des éléments ¢ € G qui stabilisent H par
automorphisme intérieur :

Normg(H) :={g€ G: g 'Hg=H},
et manifestement, il contient toujours H :
H C Normg(H) C G.

En particulier, H < GG est un sous-groupe normal (ou distingué) de G lorsque, et seulement
lorsque Normg(H) = G. Dans le cas général, H est de facto normal dans son normalisa-
teur.

Définition et propriétés. Soit p: ¥ — X un revétement entre variétés topologiques
connexes et soient deux points fixés 7o € X et yo € p~!(x¢). On introduit :

Gp(yo) == {cl(u): u: [0,1] — X continue u(0) = u(1) =z telle que

’unique courbe relevée continue v: [0,1] — Y

avec pov =u et v(0) = yo
est fermée, i.e. elle satisfait v(1) = v(0) = yo},

qui est visiblement un sous-groupe de 71 (X, 7). Alors a conjugaison par automorphismes
intérieurs pres, G,(yo) ne dépend pas (assertion) du choix d’un point yo € p~'(x¢). En
effet, si y;, € p~!(xp) est un autre point dans cette fibre, soit w: [0,1] — Y une courbe
continue de y, a y et soit p o w sa projection, qui est fermée en xy. Si u est une courbe
fermée dans X en z, alors le relevement de v a Y partant de y, est fermé si et seulement
si le relevé partant de yj, :

wov-w
de la courbe concaténée conjuguée :
(pow)™) -u-(pow)
est lui aussi fermé. Il en découle que :
Gy(yo) = cl((pow)™) Gylyo) cllp o w),

et donc les deux sous-groupes G, (yo) et G,(y;) sont conjugués dans (X, zo). Par oubli
du point base et par oubli de ces conjugaisons qui dépendent du choix de points-bases, on
identifie alors tous ces G(¥o) 2 un unique sous-groupe de 71 (X') noté G,,. Voici le théoréme
qui décrit les automorphismes d’un revétement sans aucune hypothese de normalité.

Théoreme. Pour tout revétement p: Y — X entre variétés topologiques connexes (sépa-
rées), le groupe d’automorphismes :

Aut(Y 5 X)

est isomorphe au quotient :
Norm (Gp)/Gp. U
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Ainsi, G, n’est pas normal lorsque, et seulement lorsque, le groupe d’automorphismes
n’est pas galoisien.

Applications aux surfaces de Riemann. Nous allons maintenant utiliser les théorémes
qui precedent — excepté ceux dont la démonstration a été omise — pour déterminer tous
les revétements du disque unité épointé D* = {z € C: 0 < |z| < 1}, ce qui sera utile
dans la suite. L’ énoncé suivant montre qu’a changement de coordonnées globales pres, tout
revétement de D* est isomorphe ou bien au revétement fourni par I’exponentielle, ou bien
au revétement donné par une puissance finie de z.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit f: X — D* un revétement (pur, non
ramifié). Alors une, et une seule des deux assertions suivantes est satisfaite.

(i) Si le revétement possede un nombre infini de feuillets, alors il existe une application
biholomorphe p: X — H~ de X sur le demi-plan complexe gauche H- = {z €
C: Rez < 0} qui rend commutatif le diagramme suivant :

¢
N e
D*.

(ii) Si le revétement est a un nombre fini k de feuillets, alors il existe une application
biholomorphe p: X — ID* qui rend commutatif le diagramme suivant, dans lequel
pr: D* — D* est le revétement canonique z — z* a k feuillets :

X

H-

o)
N
D*.

DEMONSTRATION. Puisque exp: H™ — ID* est le revétement universel de ID*, il existe
une application holomorphe ¢: H™ — X telle que exp = f o :

X

D*

H-
7
Y exp
™~
D*.
Considérons alors le sous-groupe correspondant :

G = Aut(H™ -5 X) C Aut(H™ 22 D) > 7.
(i) Si G consiste seulement en 1’élément neutre, alors ¢»: H™ — X est une application
biholomorphe®, et donc 1’application recherchée ¢: X — H~ n’est autre que 1’inverse de

.

6 Rappelons que d’apres un théoréeme qui précede, deux points ont méme image par 1 si et seulement si
ils sont équivalents modulo G.
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(ii) Rappelons que :

exp

Aut(H™ — D*) = {(z — z + 2imn): n € Z},
groupe qui est isomorphe a Z. Les sous-groupes de Z étant bien connus, pour tout sous-
groupe :
G C Aut(H™ =5 D7),
il existe un entier déterminé k = k¢ qui dépend de G tel que :
G ={(z— 2+ 2irkn): n € Z}.

Soit alors g: H™ — D* le revétement défini par g(z) := exp(z/k). On obtient le dia-
gramme suivant, dans lequel le triangle intérieur est commutatif :

Visiblement, on a g(z) = g(2’) si et seulement si z et 2’ sont équivalents modulo G. Donc
il existe une application ensembliste bijective ¢: X — ID* qui rend commutative la partie
gauche du diagramme suivant (la partie droite I’est déja) :

H-
R
g
X?D* TD*.

Puisque v et g sont localement biholomorphes, ¢ est nécessairement biholomorphe. On
peut maintenant vérifier en examinant le diagramme complet :

-
P
gz
X G~ D” P
Pk
! \
D*,

que le diagramme (ii) est commutatif, puisque les deux triangles supérieurs sont déja com-
mutatifs (exercice mental), et ceci acheve la preuve du théoreme. ]

Théoreme. Soit X une surface de Riemann, soitD = {z € C: |z| < 1} le disque unité et
soit f: X — D une application holomorphe propre non constante qui n’est pas ramifiée
au-dessus de D* = D\{0}. Alors si on note py,: z — 2z, il existe un entier naturel k > 1 et
une application biholomorphe ¢: X — D qui rendent commutatif le diagramme suivant :

)

N

D.

X

D
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DEMONSTRATION. Soit X* := f~'(ID*). Alors f|,,: X* — D* est une application
holomorphe propre qui constitue un revétement non ramifié. Grace au théoreme qui pré-
cede, on dispose d’un diagramme commutatif :

©

N

D*,

X*

]:D)*

au moyen d’une certain application biholomorphe ¢: X* — ID*. Nous affirmons alors que
le compact f~1(0) se réduit a un seul point.

Sinon, si f~! (0) consistait en un nombre fini n > 2 de points by, . . . , by, alors il existerait
des voisinages ouverts disjoints V; de b; pour i = 1,...,n, et un disque D(r) = {z €
C: |z| <r},avec 0 < r < 1, tels que :

f7HD(r)) C ViU UV,
Soit alors D*(r) := D(r)\ {0}. Puisque f~!(D*(r)) est homéomorphe a :
s (" (r)) = D* (7).
cet ensemble est nécessairement connexe. Puisque chaque b; est un point d’accumulation

de f~1(D*(r)), il suit que f~*(ID(r)) est aussi connexe. Mais ceci contredit I’inclusion
obtenue 2 I’instant. Donc f~!(0) consiste en un point unique b € X. Par conséquent,

si on définit p(b) := 0, on peut prolonger I’application ¢: X* — D* en une application

biholomorphe ¢ : X — D qui rend commutatif le diagramme du théoreme, ce qui en acheve

la preuve. O
Exercices

Exercice 5.1. Soient X := C\{+1} et Y := C\{3 + k=: k € Z}, comme dans I'Exercice 4.1. Montrer que le
groupe :
Aut(y 22 X)

consiste en les transformations suivantes :

(i) fe(z) =z+2km, pourk € Z;

(i) gr(z) == —z+ (2k + 1)m, pour k € Z.
Calculer ensuite les compositions fi o fi, fx 0 gi, gi © fr €t gk © g1.
Exercice 5.2. Déterminer les automorphismes du revétement (cf. 'Exercice 4.4) :

tan: C — P'\{+i, —i}.

Exercice 5.3. Soient I', I'" C C deux réseaux et soit :
f: C/T — /1’

une application holomorphe non constante avec f(0) = 0. Montrer qu'il existe une unique constante o € C*
telle que aT" C I et montrer que le diagramme suivant est commutatif :

Z—=az

C——C

Tl

c/r — c/T’.
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Montrer que f est un revétement non ramifié dont le groupe d’automorphismes est le groupe quotient :
Aut(C/T L /1) =1’ /ar.

Exercice 5.4. Soit X := C/{+2, —2}, soit Y := C/{+1, £2}, et soit p: ¥ — X I'application :

p(2) = 2° — 3z.
Montrer que p est un revétement holomorphe non ramifié a trois feuillets. Calculer le groupe d’automorphismes
Aut(y 2 X) et en déduire que le revétement p: Y — X n’est pas galoisien. Indication : utiliser le fait que
toute application biholomorphe f: Y — Y se prolonge comme un automorphisme de la sphere de Riemann
Pl
Exercice 5.5. Soit X := C\{0, 1}, soit Y := C\ {0, +4, +i\/2}, et soit p: Y — X I'application :

p(z) = (2> + 1)
Montrer que p est un revétement ramifié a 4 feuillets qui n’est pas galoisien et que :

Aut(Y 5 X) = {idy, (2 — —2)}.

Exercice 5.6. Soient X et Y deux espaces topologiques séparés. Montrer que tout revétement a 2 feuillets
p: Y — X est galoisien.
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6. Faisceaux

Apres les travaux précurseurs de Cousin sur les fonctions méromorphes a plusieurs
variables, les concepts généraux de la théorie des faisceaux ont été introduits en France
par Jean Leray pendant la seconde guerre mondiale, puis développés dans les années
1950-60, notamment par Henri Cartan, Jean-Pierre Serre et Alexandre Grothendieck,
pour ne citer que les mathématiciens les plus connus. Les faisceaux sont rapidement
devenus un outil important et reconnu en géométrie algébrique et en géométrie analy-
tique, ainsi qu’en topologie, car ils expriment toutes les relations qui peuvent exister
entre I’étre global d’un objet et toutes ses caractéristiques locales ou semi-locales. On
se contentera ici de développer quelques rudiments de cette théorie, notre prochain ob-
jectif étant d’utiliser son langage afin d’établir le théoréme treés fondamental suivant :
pour toute fonction holomorphe (resp. méromorphe) donnée sur un petit ouvert d’une
surface de Riemann, il existe toujours une unique surface de Riemann qui constitue le
domaine de prolongement maximal de cette fonction en tant que fonction holomorphe
(resp. méromorphe).

L’exemple de faisceau qui est a la fois le plus simple et le plus représentatif, c’est celui
de I’algebre ¥ (X, C) des fonctions continues complexes définies sur un espace topologique
X. L’objectif conceptuel est de penser le fait qu’avec une fonction continue f: X — C,
toutes ses restrictions f ‘U : U — C a des sous-ouverts quelconques U C X sont aussi au-
tomatiquement données : on voudrait donc comprendre %’ (X, C) en voyant simultanément
aussi toutes ses restrictions €’ (U, C) a des ouverts quelconques U C X, et on voudrait aussi
comprendre la maniere dont ces restrictions dépendent des ouverts U. Certes, passer de X a
ses sous-ouverts U pourrait sembler artificiel ici, mais c’est en fait dans le sens inverse que
de trés nombreux problemes mathématiques se posent : comment, a partir d’une collection
d’objets qui sont définis seulement sur des petits ouverts, peut-on construire un objet qui
est défini sur ’espace tout entier !

Classiquement, avant de parler de faisceaux, on commence par définir une notion
presque amorphe tant elle est générale : la notion de préfaisceau, laquelle ne requiert que
I’existence d’ applications de restriction. On va voir dans un instant qu’on est parfois forcé,
en partant d’un faisceau, d’aboutir a un préfaisceau qui aura perdu une partie de sa structure
initiale de faisceau, donc la notion de préfaisceau n’est en rien une généralisation gratuite.

Définition. Soit X un espace topologique. Un préfaisceau (d’ensembles) .7 sur X consiste
en les données suivantes :

(i) une collection d’ensembles non vides .27 (U) associés a tout ouvert U C X non vide ;
(ii) une collection d’applications :

PUV - JZ%(V) e bQ{(U)
associées a toute paire d’ouverts U C V qui satisfait la propriété de transitivité :
PUV © PYW = PUW, pour tout triplet d’ouverts U C V C W,

ainsi que :
puu = Idy pour tout ouvert U.
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L’ensemble 7 (U) est appelé ensemble des sections au-dessus de U du préfaisceau <7

La plupart du temps, le préfaisceau o7 possede une structure algébrique additionnelle.
Soit R un anneau quelconque et soit K un corps quelconque.

Définition. Un préfaisceau d’ensembles <7 sur X comme ci-dessus est appelé un préfais-
ceau de groupes abéliens (resp. d’anneaux, de R-modules, d’algebres, de K-espaces vecto-
riels) si, pour tout sous-ouvert U C X, ’ensemble <7 (U) est un groupe abélien (resp. un
anneau, un RZ-module, une algebre, un K-espace vectoriel) et si les applications py v sont
des morphismes de la structure algébrique en question. Dans ces cas-la, on suppose alors
toujours que <7 () = {0}.

Exemples.

(a) Si on assigne a tout ouvert U C X I’ensemble €' (U, R) des fonctions réelles continue
sur U et si py v désigne le morphisme évident de restriction ' (V,R) — %€’ (U,R), alors
on obtient un préfaisceau d’algebres sur X, que I’on peut noter €.

(b) De maniére similaire, si X est une variété différentielle de classe €*, on obtient un
préfaisceau d’algebres sur X en considérant les fonctions de classe €™* définies sur des
ouverts U C X qui sont & valeurs dans R (ou dans C), et on peut le noter 6.

(c) Si X est une surface de Riemann, on obtient le préfaisceau des fonctions holo-
morphes sur X, classiquement noté O'y.

C’est a cause de ces trois exemples que les applications py v ci-dessus sont classique-
ment (et intuitivement) considérées comme des applications de restriction, bien qu’en toute
généralité, les ensembles <7 (U) de la définition donnée ne soient pas nécessairement des
ensembles de fonctions définies sur U.

Observons que pour les trois préfaisceaux €’x, €% et O ci-dessus, les propriétés qui dé-
finissent les fonctions considérées sont purement locales. De plus, on se convainc aisément,
en examinant la maniere dont sont définies les trois sortes de fonctions en question, que ces
trois préfaisceaux Gx, ¢x et O satisfont les deux propriétés additionnelles suivantes.

Définition. Un préfaisceau <7 sur un espace topologique X est dit étre un faisceau si, pour
tout ouvert U C X et tout recouvrement :

Jui=u
i€l
de U par des sous-ouverts U; C U, il satisfait :

(iiif) axiome d'unicité : les restrictions py, y(F) = pu,.u(F’) de deux sections F, F' €
</ (U) coincident sur chaque U; si et seulement si /' = F” sur U tout entier ;

(iv) axiome de recollement : étant donné une collection de sections F; € <7 (U;) qui
coincident sur 1’intersection de leurs domaines :

PU. U, U, (Fi) = pugnu,, o, (Fiy)  dans @7 (U, NUy,) pour tous 4y, 45 € 1,

il existe une section /' € o/ (U) dont les restrictions redonnent par restriction les
sections originales :

pu,u(F) = F

et cette section [’ est alors unique par (iii).
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Exemples. Pour un ouvert U d’une surface de Riemann X, soit 0% (U) le groupe multi-
plicatif de toutes les applications holomorphes f: U — C*. Avec I’application usuelle de
restriction, 0% est un faisceau de groupes abéliens (multiplicatifs).

Le faisceau .3 est défini de maniere un peu différente : pour tout ouvert U C X, le
groupe .3 (U) consiste en toutes les fonctions méromorphes f € .# (U) qui ne s’annulent
identiquement sur aucune composante connexe de U.

Tous les préfaisceaux ne satisfont pas ces deux derniers axiomes supplémentaires (iii)
et (iv). Détaillons a cet effet un :

Exemple trivial mais instructif. Soit £ un ensemble arbitraire de cardinal > 2 qui pos-
sede un élément distingué ‘0’ et un autre élément e # 0, par exemple un groupe abélien,
un anneau, un R-module ou un espace vectoriel sur R, et soit a nouveau X un espace
topologique. Alors le préfaisceau constant &x sur X est défini par :

&x(0) == {0},
&x(U) := E  pour tout ouvert non vide U C X

avec comme applications de restriction py v = Idg lorsque ) # U C Vet pyv = 0 lorsque
U = (. Nous affirmons maintenant que si :

X =V, UV,

peut s’écrire comme réunion de deux ouverts disjoints non vides (il y a énormément
d’exemples), I’axiome de recollement n’est pas satisfait.

En effet, soit F} € &x(V;) définie par F; := 0 et soit Fy € &x(Vy) définie par F; :=
e # 0. Puisque Vi NV, = (), on a gratuitement par définition coincidence des restrictions a
I’intersection :

PVinVa,Vq (Fl) =0= PVanVi,Va (F2>
S’il existait une section G € &x(V; U Vs) recollant F et F», on devrait alors avoir :
0 == Fl == pV1,V1UV2 (G) = G7
————
Id
€= F2 = PV3,VouV, (G) = G?
d
I

ce qui contredirait manifestement 1’hypothese e # 0. U

Morphismes de préfaisceaux. Soient maintenant ./’ et % deux faisceaux de groupes abé-
liens (ou de toute autre structure algébrique) définis sur le méme espace topologique X.

Définition. Un morphisme de préfaisceaux sur X :
o oA — B
est une collection de morphismes de groupes abéliens (ou d’une autre structure algébrique) :
pu: A (U) — A()

associés a tout sous-ouvert U C X qui commutent avec les morphismes de restrictions, i.e.
qui, pour toute paire d’ouverts emboités U C V, assurent la commutativité du diagramme
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suivant :

7 of
/’U,vl lpu,v

(V) —> B(V).

Définition. On dit que <7 est un sous-préfaisceau de A si, pour tout ouvert U C X, on a
</ (U) € A(U) et si le morphisme ¢y : <7 (U) C #(U) est induit par I’inclusion.

On vérifie alors (exercice mental) que la propriété de commutativité signifie :
piv (#/(V)) C «/(U) pour tous ouverts emboités U C V, et pif, coincide avec p{fy, sur
o (V).

Si 7 est un sous-préfaisceau d’un préfaisceau 4 de groupes abéliens, on peut définir
un préfaisceau quotient ¢ = XA / &/ en assignant a tout sous-ouvert U de X le groupe
quotient :

%) = %(U)/d(U).

D’une maniere similaire, on définit le préfaisceau noyau, le préfaisceau image, et le
préfaisceau conoyau d’un morphisme de préfaisceaux ¢: o/ — 24 en assignant a tout
sous-ouvert U de X :

U — Ker ¢y, U r— Im ey, U —— Coker ¢y,

Ce sont des sous-préfaisceaux (respectivement) de o7, de #, de 4. La somme directe
o/ & P de deux préfaisceaux de groupes abéliens o7 et A est le préfaisceau :

Le produit tensoriel o/ ® % de deux préfaisceaux de R-modules est le préfaisceau :
Ur— ,Qf(U) R %(U)

Observation importante. On doit bien faire attention au fait que le préfaisceau quotient
d’un faisceau par un faisceau n’est pas nécessairement un faisceau.

Exemple. Soit S! le cercle unité dans R, soit € le faisceau des fonctions continues a
valeurs complexes S, et soit Z%: le sous-faisceau des fonctions continues sur S* 2 valeurs
dans Z, i.e. des fonctions localement constantes a valeurs entieres. L’ application exponen-
tielle :
@ :=exp(2im-): Co1 — Cin

est un morphisme du faisceau @’s1 a valeurs dans le faisceau €5, des fonctions continues
inversibles (nulle part égales a 0), et son noyau est précisément égal a Z. Pour tout ouvert
U # S!, I’application (y est surjective (exercice mental).

Toutefois, pour U = S, nous affirmons que I’application g1 envoie G sur le groupe
multiplicatif des applications continues de ¢, dont le degré' (par rapport a I’origine) est
égal a zéro ; en effet, pour ¢ +— f (62“”) continue sur S, la courbe continue fermée :

t — pgi(f)(t) = exp (2im f(e*™)) € C*

I Soit g: St — C* une application continue nulle part égale a 0. Le degré de g est le nombre de fois que
la courbe fermée [0,1] > ¢ — 9(62””) tourne autour de I’origine, eu égard a I’orientation trigonométrique.
On montre (ou on sait) que le degré reste invariant par homotopie.
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se rétracte homotopiquement en la famille suivante de courbes toujours a valeurs dans C*
indexées par 0 < r < 1:

t— pg1(g)(t) = exp (2ir f(re*™)) € C*,
courbe au final constante pour r = 0, donc de degré zéro. On en déduit que le préfaisceau
quotient €51 / Zg1 n’est pas isomorphe au faisceau 6¢;, bien que leurs espaces de sections

soit les mémes pour tout ouvert U # S'. Puisque 4%, est un faisceau, on voit que le

préfaisceau quotient Gs1 / Zs1 ne satisfait pas nécessairement I’axiome de recollement (iv).
U

Afin de réparer la non-préservation des axiomes de faisceau par passage au préfaisceau
quotient de deux faisceaux, on introduit classiquement un procédé de « faisceautisation
d’un préfaisceau» que nous allons exposer trés progressivement.

Exemple. On peut modifier comme suit I’exemple du préfaisceau constant &x donné plus
haut pour £ un groupe abélien afin d’en faire un vrai faisceau. Pour tout ouvert U C X,

soit &x(U) le groupe abélien de toutes les applications f: U — FE qui sont localement
constantes, a savoir constantes sur les composantes connexes de U. Si U est connexe, il est

clair que gX(U) s’identifie a £, mais lorsque U n’est pas connexe, on voit que :
E = &x (V) # éx(U).

Pour V C U, soit & (U) — &y (V) la restriction usuelle des fonctions. On vérifie (exer-
cice mental) que &y est un vrai faisceau sur X, appelé faisceau des fonctions localement
constantes sur X a valeurs dans E.

Espace topologique associé a un préfaisceau. Dans le cas général, la « faisceautisation »
débute comme suit. On commence par introduire la notion de germe qui inspecte les pré-
faisceaux au microscope.

Définition. Si .% est un préfaisceau sur un espace topologique X et si x € X est un
point quelconque, I’ensemble %, des germes de .# en x est défini comme étant la limite
inductive abstraite :

gzx = h_r)ﬂ (JOZ<U), pu7v),

c’est-a-dire plus explicitement : .#, est I’ensemble des classes d’équivalence d’éléments
appartenant a la réunion disjointe :
[T70)/~

Usa
modulo ‘~,’ dans laquelle deux éléments :
Fre Z#U), U >z et Froe #(Uy), Uysz
sont considérés comme équivalents :
Fy ~y F,
si et seulement si — par définition — il existe un voisinage ouvertV 3 x avec V C U;NU,
tel que :
pv,u, (F1) = pv,u, (F2).

Intuitivement et conceptuellement parlant, les germes sont donc des sections considérées
dans un voisinage arbitrairement petit du point de référence.
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Définition. Pour tout ouvert U C X et tout point x € U, on note :
pe: FU) — F,

I’application qui assigne a toute section ' € % (U) sa classe d’équivalence modulo ~,.
L’image p,(F') d’une section F' € % (U) est appelée germe de F en z.

Exemple tres fondamental de germe de section. Considérons le faisceau Oy des fonc-
tions holomorphes sur un ouvert connexe X C C. Soit x € X. Alors un germe de fonction
holomorphe f, € Ox, est représenté par une fonction holomorphe dans un (petit) voisi-
nage ouvert de x, et donc par conséquent, il est donné par une série entiere :

fx:Z cr (z — )"
k=0

qui possede un rayon de convergence strictement positif, ce dernier pouvant toutefois €tre
arbitrairement petit. Deux fonctions holomorphes définies dans un voisinage de = défi-
nissent le méme germe dans O’y , précisément lorsqu’elles ont le méme développement de
Taylor au point z. On en déduit immédiatement un énoncé crucial.

Proposition. L’espace Ox , des germes de fonctions holomorphes en un point x d’un ou-
vert X C C est isomorphe a I’anneau C{z — 1} des séries entiéres a coefficients complexes
en z—x qui convergent dans un disque ouvert de rayon positif non précisé autour de x. []

Pour tout germe f, € Ox ., sa valeur f,(z) en x est alors bien définie : elle ne dépend
pas du choix d’un représentant. Il en va de méme pour ses dérivées de tous ordres.

Proposition. L’anneau #, des germes de fonctions méromorphes en un point x d’un ou-
vert X C C est isomorphe a I’anneau de toutes les séries de Laurent convergentes :

(e e}

Z cx (z — )"

k=ko
a coefficients complexes c;, qui ont une partie principale finie, i.e. telles que ky > —oc. [

Espace topologique associé a un préfaisceau. Soit comme précédemment .% un préfais-
ceau arbitraire sur un espace topologique quelconque X. On souhaite maintenant munir la
réunion disjointe des germes de .% en tous les points z de X :

Germes (.F) := H F
reX

d’une topologie naturelle. A tout ouvert U C X et a toute section F' € .% (U), on associe la
collection des germes de cette derniere :

U, F| := {F, € Germes (#): z € U},
et I’on prétend que cette (immense) collection convient.

Proposition. Le systéme de tous ces ensembles [U, I'], on U C X est ouvert et ou F' €
F (U), forme une base pour une topologie sur Germes (.%).

DEMONSTRATION. Pour s’assurer que ce systéme puisse bien former une base
pour une topologie sur Germes (%), on doit premiérement vérifier que tout élément de
Germes (%) est contenu dans au moins un [U, F], ce qui est évident. Deuxiémement, on se
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convainc par la réflexion — exercice tres recommandé — que cette famille est stable par
intersection :

[F7 U] N [G,V] = [H,W],
ou W est I’ensemble ouvert (exercice mental) de tous les points z € U NV en lesquels
Fx = GI, etou H := pW,U(F) = pW,V(G)~ [

Proposition. La projection évidente :
m: Germes(F) — X
qui envoie F,, sur x, est un homéomorphisme local

DEMONSTRATION. Pour tout ouvert U C X, cette projection induit en fait un homéo-
morphisme de I’ouvert [U, F] sur 'ouvert U : elle est bijective, elle est continue, et son
inverse est elle aussi continue, par définition. O

Principe d’identité et séparation de la topologie. Les propriétés des fonctions holo-
morphes ou méromorphes sur une surface de Riemann motivent la définition générale sui-
vante.

Définition. Un préfaisceau .# sur un espace topologique X est dit satisfaire le principe
d’identité germique si pour tout ouvert connexe U C X, pour toute paire de sections I, G €
Z (U) dont les germes coincident en au moins un point un point x € U :

pe(F) = p2(G),
on a nécessairement I' = (.

Théoreme. Soit X un espace topologique localement connexe séparé et soit ¥ un pré-
faisceau sur X qui satisfait le principe d’identité germique. Alors I’espace topologique
Germes(.F) = [[,cx Fx est séparé.

DEMONSTRATION. Soient F,, € %, et G, € %, deux éléments distincts : F,, # G,
de cet espace Germes (% ). L objectif et de trouver deux voisinages ouverts disjoints de F,
etde Gy,

PREMIER CAS. Lorsque 7(F,) = = # y = w(G,), il suffit, puisque X a été supposé
séparé, de prendre deux voisinages ouverts U 3 z et V 3 y qui sont disjoints : U NV = (),
et d’observer que 7' (U) et 7—!(V) sont alors automatiquement deux voisinages ouverts
disjoints de F, etde G,.

DEUXIEME CAS. Supposons maintenant que y = z. Soient alors F' € Z(U) et
G € .7 (V) deux représentants des germes distincts F,, # G, ou U et V sont deux voi-
sinages ouverts de x. Soit ensuite W C U NV un voisinage ouvert connexe (il en existe par
hypothese) de x. Alors les deux ouverts de Germes (%) :

|:W, pW,U(F)} et [W, ,OW,V(G)}

sont des voisinages de F) et de (G,, respectivement. Nous affirmons que leur intersection
est vide. Sinon, il existerait un élément :

H, e [W, pW,U(Fﬂ N [W, PW,V(G)]

et en sa projection w(H,) = z € W, les deux représentants satisferaient :
H = p.(F) = p-(G),
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ce qui impliquerait grace au principe d’identité germique que :
pwu(F) = pwy(G),

d’ou immédiatement £, = (G, par définition des germes : contradiction ! U

Faisceau associé a un préfaisceau, ou «faisceautisation ». Il est temps d’achever ce cha-
pitre sur ce qui en constitue son résultat principal. Commencons par des commentaires qui
visent a transmettre des motivations et des idées.

Tout d’abord, nous avons adopté au début une terminologie qui décidait d’appeler
« sections» les éléments .o/ (U) d’un préfaisceau .o/ associée a un ouvert U d’un espace
topologique X. Or le terme « section » possede déja — en topologie et géométrie différen-
tielle par exemple — un sens plus spécifique : si m: £ — M est un espace fibré (principal,
vectoriel, etc.) au-dessus d’une variété lisse M, une section de m au-dessus d’un ouvert
U C M est — d’apres une définition standard universellement admise — une application
lisse f: U — FE «allant dans le sens inverse de 7 » qui envoie chaque point x € U dans
la fibre £, := 7 !(z) «située au-dessus de lui », 2 savoir brievement, une application qui
satisfait 7 o f = Idy. Or un préfaisceau <7 n’associe pas nécessairement en général a un
ouvert U C X un espace d’applications de U & valeurs dans un autre espace : on a dit en
effet dans la premiere définition que .o/ (U) est supposé étre juste un ensemble. Aussi la ter-
minologie « sections » pour désigner les éléments de .27 (U) est-elle légerement incohérente
avec certains autres usages.

Mais en vérité, la plupart des (pré)faisceaux que I’on rencontre dans la vie mathématique
ordinaire sont de vrais espaces de « sections », et ¢’est pour cette raison que 1’on s’autorise
une légere confusion de langage lorsqu’on introduit la notion de préfaisceau. En effet, si M
est une variété réelle de classe ¢ °°, le faisceau des fonctions 4> sur M posseéde comme
« sections» sur un ouvert quelconque U C M les fonctions f € €*°(U,R); de méme,
le faisceau des k-formes différentielles de classe > sur M posséde comme « sections »
les applications w € € (U, AFT ]TJ) Ce sont bien des applications définies sur des ouverts
U C M. Classiquement, on utilise alors la lettre grecque « [" » pour désigner de tels espaces
de «sections » :

LU, %) =¢>(U,R) et DU ATS) =<4 (U, AFTy).

La morale de cette discussion, c¢’est que lorsqu’on peut interpréter un préfaisceau comme
espace de « vraies sections-applications », alors le préfaisceau en question s’avere étre un
faisceau, puisque les sections, en tant qu’applications, satisfont automatiquement les deux
axiomes (iii) d’unicité et (iv) de recollement. C’est alors tout le sens du théoreme que voici
de remplacer un préfaiseau quelconque .% par un espace de vraies sections-applications :

U+ T'(U, Germes (%))

afin de le tansformer en un vrai faisceau (i.e. de le «faisceautiser »), les axiomes (iii) et
(iv) étant alors automatiquement satisfaits comme nous venons de le dire. Nous prenons le
temps d’énoncer un théoreme tres progressif et tres détaillé qui résume ce qui a déja été vu
avant qu’y apparaissent les informations nouvelles désirées.

Théoreme. Soit X un espace topologique (pas nécessairement séparé). Alors a tout un
préfaisceau (d’ensembles) F sur X on peut associer de maniére canonique un vrai fais-
ceau noté Sheaf (F) en procédant comme suit.
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On introduit pour commencer la réunion disjointe :
Germes (%) := H F
zeX

de tous les germes de % aux points de X que [’on munit de la topologie dont une base
d’ouverts est constituée (par définition) de tous les ensembles :

U, F] := {F, € Germes (#): z € U},

ouU C X est un ouvert quelconque et on F' € % (U) est une section arbitraire. Alors avec
cette topologie, la projection évidente :

m: Germes(F) — X

qui envoie %, sur x est un homéomorphisme local. Mais surtout, le préfaisceau des (vraies)
sections continues de cette projection T, a savoir le préfaisceau :

U — T'(U, Germes (7)) :=
:= {applications continues f: U — Germes (%) telles que 7o f = Idy}
constitue un vrai faisceau que l’on peut aussi noter alternativement :
U — Sheaf(.#)(U) =T'(U, Germes (%)),

et qui jouit des trois propriétés suivantes :

(i) il posséde les mémes germes que .% en tout point v € X :

Sheaf (F), = Z,;
(ii) la réunion disjointe de ses germes coincide avec celle du préfaisceau dont il est

issu :
Germes (Sheaf(.7)) = Germes (.%);

(iii) enfin, il existe un morphisme canonique de préfaisceaux :
v: F — Sheaf(F) = I'(Germes(.%))
défini, pour tout ouvert U C X, par :
w: F(U) — Sheaf(F)(U) =T'(U, Germes (%)),
F»—>(U9x|—>Fm€¢%C),
et ce morphisme est un isomorphisme si et seulement si ¥ était un faisceau au départ.
DEMONSTRATION. Gracieusement offerte au lecteur, a qui il est de plus fortement

recommandé de réfléchir aussi sur la propriété universelle caractérisant Sheaf (%) qui est
énoncée dans I’un des exercices. U

Exercices

Exercice 6.1. Soit X une surface de Riemann non compacte. Pour U C X ouvert, soit Z(U) I'espace vectoriel
de toutes les fonctions holomorphes bornées f: U — C. Pour un couple d’ouverts U C V, soit B(V) — #£(U)
I'application usuelle de restriction. Montrer que le préfaisceau % satisfait 'axiome d’unicité (iii), mais pas
'axiome de recollement (iv).

Exercice 6.2. Soit X une surface de Riemann. Pour U C X ouvert, soit :
ZF(U) := 0%(U)/ exp (Ox(V)).
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Montrer que %, muni des applications usuelles de restriction, est un préfaisceau qui ne satisfait pas 'axiome
d’unicité (iii).
Exercice 6.3. Soit .# un préfaisceau arbitraire sur un espace topologique quelconque X. Montrer que le fais-

ceau I'(Germes (%)) associé a .# qui est constitué des sections continues de Germes(.#) = [| F, au-
dessus d'ouverts U C X et qui vient accompagné d’'un morphisme de préfaisceaux naturel :

zeX

v: F — T'(Germes (F))
est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout morphisme de préfaisceaux sur X :
p: F—Y

dont I'espace image ¢ est un vrai faisceau, il existe un unique morphisme de faisceaux (en pointillés) qui rend
commutatif le diagramme suivant :

F—g
7
I'(Germes (0’4 )

Exercice 6.4. Soit o: % — ¢ un morphisme de faisceaux sur un espace topologique X pour une certaine
structure algébrique (groupes abéliens, anneaux, R-modules, algébres, K-espaces vectoriels).

(a) Montrer que ¢ induit, pour tout z € X, un morphisme de germes ¢, : %, — %,.
(b) Montrer que ¢ est injectif si et seulement si ¢, est injectif pour tout x € X.
(c) Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢, est un isomorphisme pour tout z € X.

(d) Soit X := C\{0}, soit .# := Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X, et soit 4 := &% le faisceau
des fonctions holomorphes nulle part égales a zéro. Montrer que 'application exponentielle p: .# — ¢ est
surjective sur les germes. Montrer enfin que ¢(X) n’est pas surjective. Conclure.
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7. Prolongement analytique

Définition (Prolongement analytique le long d’une courbe). Soit X une surface de Rie-
mann, soient a et b deux points de X et soit u: [0, 1] — X une courbe continue telle que
u(0) = a et u(l) = b. Un germe de fonction holomorphe f, € Ox, en b est dit résulter
d’un germe de fonction holomorphe f, € OUx , en a par prolongement analytique le long
de la courbe u([0, 1]) si les conditions suivantes sont satisfaites :

il existe une famille de germes de fonctions holomorphes f; € Ox ) paramétrée par
t € [0,1] avec fo = fo et fi = f telle que pour tout t; € [0, 1], il existe un voisinage
ouvert T,, de t; dans [0, 1], il existe un ouvert U;, C X avec u(T,;,) C Uy, et il existe une
fonction holomorphe g;, € €'(Uy,) dont les germes' redonnent les f; :

Put)(9t,) = [
en tout t € T, . On requiert donc que, localement au voisinage de tout t; € [0, 1], les

germes f; soient égaux au germe d’une méme et unique fonction holomorphe ¢;, définie au
voisinage de u(¢;) dans X.

Par compacité de I’intervalle [0, 1], cette condition est équivalente a la suivante : il existe
une partition 0 = tg < t; < -+ < t,_1 < t, = 1 de [0, 1], il existe des ouverts connexes
U; € X,i=0,1,...,n avec u([t;1,%;]) C U; et il existe des fonctions holomorphes
fi € O(U;) pour touti = 1,...,n tels que :

(i) f, estle germe py,)(f1) de fi au point a = u(ty) et f, est le germe py,)(fn) de fo

au point b = u(t,);

(ii) si,pourtout: = 0,...,n—1,"ouvert V; désigne la composante connexe de U;NU,

qui contient le point u(t;), alors :

fi|vi = fi+1|vi-

Rappelons maintenant que 1’on peut associer au faisceau ¢’y des fonctions holomorphes
sur X un espace topologique qui est la réunion de ses germes, espace que 1’on notera

brievement :
0x| =[] Oxa

zeX
au lieu de Germes (0'y ) comme précédemment ; on sait d’ailleurs maintenant, puisque Oy
est déja un faisceau, que son faisceautisé F(W’XD > O'x lui est isomorphe ; de plus, le
principe d’identité assure, d’apres un théoréme qui préceéde, que I’espace topologique |Ox |
est séparé. On rappelle enfin que les ouverts de |Ox| sont constitués de collections de
germes d’une unique fonction holomorphe :

U, 9] := {p.(9) € Oxo: x €U},

! Iei, on rappelle que la notation p, (h) désigne le germe en y d’une fonction holomorphe h.
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o U C X est un ouvert quelconque et ot g € Ox(U) est une fonction holomorphe quel-
conque sur U. Le lemme suivant montre alors que I’on peut interpréter le prolongement
analytique d’un germe de fonction holomorphe le long d’une courbe en termes de I’ho-
méomorphisme local 7: |0'xy| — X d’une maniere élégante et naturelle.

Lemme (Réinterprétation du prolongement analytique). Soitr X une surface de Rie-
mann, soient a et b deux points de X et soit u: [0,1] — X une courbe continue se dépla-
cant de a vers b. Alors un germe de fonction holomorphe f, € Ox est le prolongement
analytique d’un germe de fonction holomorphe f, € Ox, le long de la courbe u(]0,1])
précisément si et seulement si il existe un relevement continu :

|Ox]
0,1] —— X
u: [0,1] — |Ox| de la courbe u: [0,1] — X d’extrémités f, et f, :
u(0) = f, et u(l) = fo.

DEMONSTRATION. Dans le sens direct tout d’abord, supposons que f, € Ox, résulte
de f, € Ox, par prolongement analytique le long de u([0, 1]), et soit donc f; € Ox )
une famille de germes de fonctions holomorphes satisfaisant les conditions de la définition.
On se convainc aisément (exercice mental) qu’il découle de la définition de la topologie de
|Ox| et de la condition f; = py)(g:, ) pour tout t € T, avec une méme et unique fonc-
tion holomorphe ¢;, € €(U,,), que la correspondance ¢t — f; représente une application
continue de [0, 1] a valeurs dans |Ox|. Si donc I’on note :

u: [0,1] — [Ox]|

cette application continue, il est clair que u est un relévement de u satisfaisant u(0) = f,
etu(l) = fp.

Réciproquement, s’il existe un relevement continu u: [0,1] — |Ox| de u: [0,1] — X
d’extrémités u(0) = f, et u(1) = f;, posons alors, pour tout ¢ € [0,1] :

fo:=u(t) € Ox ),

d’ou clairement f, = f, et fi = f,. Soit maintenant ¢; € [0, 1] quelconque et supposons
que [Uy,, g;,] est un voisinage ouvert de u(t;) dans |Ox|. Alors Uy, est un voisinage ouvert
de u(t;) = wou(ty) et par continuité de u, il existe un voisinage ouvert T,, de ¢; dans [0, 1]
tel que :

ﬁ(Ttl) C [Utlﬂgtl]'

Cette derniere inclusion implique u(Ttl) C Uy, et aussi surtout :

fi= ﬂ(t) = Pu(t) (gtl)

pour tout ¢ € T, — mais c’est justement cette condition précise d’égalité locale des
germes f; au germe d’une méme et unique fonction holomorphe ¢;, que le prolongement
analytique requérait. U

Gréce au fait que |Ox | est séparé, le théoreme d’unicité des relevement a source connexe
peut étre appliqué, et il découle alors du lemme que si le prolongement analytique d’un
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germe de fonction le long d’une courbe existe, il est nécessairement unique. Une autre
conséquence majeure de ce lemme est le :

Théoréeme de la monodromie. Soit X une surface de Riemann qui est simplement
connexe, soit un point a € X et soit f, € Ox, un germe de fonction holomorphe en
a. Supposons que f, admette un prolongement analytique le long de toute courbe continue
issue de a. Alors il existe une unique fonction holomorphe f € O(X) globalement définie
sur X dont le germe en a redonne f,, a savoir telle que : p,(f) = fa.

DEMONSTRATION. Pour tout € X et toute courbe continue u: [0, 1] — X allant de
a vers x, soit f, , € Ox ., le germe de fonction holomorphe en x obtenu par prolongement
analytique de f, le long de u([0, 1]). La surface de Riemann X étant connexe et simplement
connexe, tout autre courbe continue ’: [0, 1] — X allant de a vers = est automatiquement
homotope a u. Or le théoreme de relevement des homotopies entre courbes vu précédem-
ment assure la coincidence des extrémités des deux courbes relevées u et u’ a valeurs dans
|Ox] -

u(1) =w'(1),

et si I’on réinterprete cet énoncé en restant dans X sans parler de relevement, on obtient la :

Proposition (Invariance du prolongement analytique par déformations homoto-
piques). Soit X une surface de Riemann, soient a et b deux points de X, soient :

up: [0,1] — X et up: [0,1] - X

deux courbes continues allant de a vers b qui sont homotopes entre elles, et soit us, 0 <
s < 1, une déformation continue de ug en uy. Soit aussi un germe de fonction holomorphe
fa € Ox, et supposons qu’il admet un prolongement analytique f,,, € Ox . ) le long de
chacune des courbes u4([0, 1]). Alors tous les germes prolongés f,., € Ox, obtenus au
point-extrémité b coincident nécessairement les uns avec les autres. U

Il découle donc de cette proposition que les germes obtenus :

fu,x = fu’,x = fu”,x =
ne dépendent pas des courbes u, u’, u”, ... allant de a vers z, d’ou I’existence d’un prolon-
gement global f € 0(X) de f, € Ox,. L'unicité de f provient du principe d’identité et
de la connexité de X. O

Mais en général, lorsque le prolongement analytique d’un germe de fonction est possible
le long de deux courbes continues ayant méme point initial et méme point final, les germes
obtenus au point final ne coincident pas nécessairement.

Donc si on considere tous les germes qui apparaissent par prolongement analytique le
long de courbes quelconques en partant d’'un germe fixé en un point, on peut malheu-
reusement obtenir une fonction qui est multi-valuée. Heureusement, le premier théoreme
vraiment majeur de la théorie des surfaces de Riemann va consister a construire des sur-
faces de Riemann sur laquelle ces prolongement multi-valués vont se métamorphoser en de
belles fonctions® holomorphes mono-valuées.

2 Rappelons que d’apres une définition de base de la théorie des ensembles, les applications et aussi les
fonctions n’assignent qu’une seule valeur a tout élément donné dans 1’ensemble-source.
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Construction de prolongements analytiques maximaux. Soient X et Y deux surfaces
de Riemann et soient Ox et Oy leurs faisceaux respectifs de fonctions holomorphes. Sup-
posons donné une application holomorphe p: ¥ — X non branchée, c’est-a-dire dont la
différentielle (holomorphe) est partout non nulle, de telle sorte que p est localement biholo-
morphe. Pour tout point y € Y, elle induit par composition des germes un isomorphisme :

P Oxply) — Ovy

Joty) ¥ Py (fp(y) Op)

Notons alors :
Pt Ovy — Oxpy)

I’inverse de p*.

Définition. Soit X une surface de Riemann, soit a un point de X et soit f, € Ox, un
germe de fonction holomorphe en a. Un quadruplet :

(Y,p,g,b)
est appelé un prolongement analytique du germe f, lorsque les trois conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) Y est une surface de Riemann® et p: Y — X est une application holomorphe non
branchée, i.e. localement biholomorphe ;

(ii) g € O(Y) est une fonction holomorphe sur Y ;
(iii) b est un point de Y au-dessus de a, i.e. avec p(b) = a,et’ona:

pe(ps(9)) = fa.

Définition. Un prolongement analytique (Y, p, g, b) est dit maximal s’il jouit de la propriété
universelle suivante. Si (Z, g, h, ¢) est un autre prolongement analytique quelconque de f,,
alors il existe une application holomorphe F': Z — Y préservant les fibres, i.e. satisfaisant
po F = q,avec F(c) = b telle que F*(g) := g o F' = h, de telle sorte que le diagramme

complet suivant est commutatif :
Yb : C
N
P Z,c
S

X, a.

Lemme. A isomorphisme prés, il existe un et un seul prolongement analytique maximal de
tout germe f, € Ox ,.

DEMONSTRATION. C’est un raisonnement que nous avons déja rencontré. Soient donc
(Y1, p1,91,b1) et (Ya, pa, g2, b2) deux prolongements analytiques maximaux de f,. Alors il
existe une application holomorphe G15: Y7 — Y; préservant les fibres avec G2(y1) = yo
telle que g o G2 = ¢;. De méme, il existe une application holomorphe G5;: Yo — Y]
préservant les fibres avec G (y2) = 1 telle que g1 o Go; = go. La composition Ggg 0 G1o
est alors une auto-application holomorphe de Y; fixant y;, donc nécessairement égalé a

3 qui est implicitement connexe, par convention de définition des surfaces de Riemann.
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Idy, par unicité des relevements a source connexe. De méme, G5 o G5 = Idy,, et donc
I’application GG15: Y7 — Y5 est un biholomorphisme. ]

Lemme. Soit X une surface de Riemann, soit a € X, soit f, € Ox,, et soit (Y,p, g,b) un
prolongement analytique de f,. Siv: [0,1] — Y est une courbe quelconque avec v(0) = b
et v(1) =: y, alors le germe de fonction holomorphe :

Joty) = Ds (py(g)) € Ox p(y)

est un prolongement analytique de f, le long de la courbe projetée u := p o v.
DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € [0, 1], posons :

fuwy == s (Poy()) € Ox po)) = Oxuit)-

Alors fu0) = faet fu) = foy)- Soitensuite {1 € [0, 1] quelconque. Puisque p: Y — X est

un biholomorphisme local, il existe un voisinage ouvert V;, de v(¢;) dans Y et un voisinage

ouvert Uy, de p(v(t1)) = u(ty) dans X tels que p‘v : Vi, — Uy, est un biholomorphisme.
t1

Soit alors ¢: Uy, — Vy, 'application inverse et soit :
h = <10*(9|vt1) - g‘vtl op € 0(Uy),

de telle sorte que le diagramme suivant est commutatif :

V,,,v(t) Z—C

e
Us,, u(tq)

On a donc immédiatement par p,-transfert de germes pour tout y € Vy, :

P (py(9)) = Py (h).

Par continuité de v, il existe un voisinage ouvert T;, de ¢; dans [0, 1] tel que v(T,,) C V,,,
d’od u(T;,) C Uy, Alors pour tout ¢ € T, on en déduit avec y := v(t) que :

pu(t)(h) = D=« (pv(t) (g)) - fu(t)7

ce qui montre bien que f,(;) est un prolongement analytique du germe f, le long de la
courbe u. u

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théoréeme d’existence d’un prolongement
analytique maximal pour tout germe de fonction holomorphe défini sur une surface de
Riemann quelconque. Il est important de noter que ’on demeure dans la catégorie des
surfaces de Riemann, mais qu’en partant par exemple d’un domaine concret dans C, on est
la plupart du temps contraint de prolonger un germe donné a une surface de Riemann qui
n’est pas un domaine de C.

Théoreme (Existence de prolongements analytiques maximaux). Soit X une surface de
Riemann, par exemple un domaine quelconque de C, soit un point a € X et soit f, €
Ox ., un germe quelconque de fonction holomorphe au point a. Alors il existe un unique
prolongement analytique maximal (Y, p, g,b) de f,.
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DEMONSTRATION. Deus ex machina : Soit Y la composante connexe (par arcs) de
I’espace topologique des germes de fonctions holomorphes :

|ﬁx| = H ﬁX,x

zeX

qui contient le germe f,,, nous affirmons que c’est elle qui va convenir.

Soit aussi p la restriction 2 Y de la projection canonique 7: |&x| — X. Alors p est un
homéomorphisme local, puisque 7 I’est. Dans cette circonstance, nous avons déja vu que
p: Y — X permet alors de remonter la structure de surface de Riemann pour X en une
structure de Riemann pour Y. Avec cette structure, p: ¥ — X devient naturellement un
biholomorphisme local.

Maintenant, définissons une fonction holomorphe g: Y — C comme suit. Par définition,
chaque point 7 € Y est un germe de fonction holomorphe sur X au point p(7). Assignons
alors la valeur complexe :

g(n) = n(p(n)) € C.

Les germes ayant des représentants holomorphes dans un voisinage ouvert assez petit, on
vérifie que cette fonction g est holomorphe pour la structure de surface de Riemann de Y.
Ensuite, on a naturellement :

p«(pn(9)) =,

pour touty € Y. Ainsi, avec b := f,, on voit que (Y, p, g, b) est un prolongement analytique
de f,.

Maintenant, il reste encore a établir que (Y, p, g,b) est un prolongement analytique
maximal de f,. Supposons donc que (Z, g, h, ¢) est un autre prolongement analytique de f,
et définissons une application F': Z — Y comme suit. Soit ( € Z et soit z := ¢({) € X.
Grace au lemme qui précede, le germe de fonction holomorphe g, (pg(h)) € Ox, pro-
vient, puisque Z est connexe (par arcs), du germe f, par prolongement analytique le long
d’une certaine courbe continue allant de a vers x. Mais a nouveau par connexité (par arcs)
de Y et grace au lemme de réinterprétation du prolongement analytique, Y consiste en
tous les germes de fonctions holomorphes qui sont obtenus par prolongement analytique
de f, le long de courbes continues. Par conséquent, il existe exactement un 7 € Y tel que
¢ (pc(h)) = n, et 'on peut donc poser F/(¢) := 7. Pour terminer, on laisse au lecteur le
soin de vérifier que cette application F': Y — Z est holomorphe, préserve les fibres, et
satisfait F'(c) = b ainsi que F*(g) = g o F' = h. La preuve du théoreme est achevée. [

Pour terminer ce chapitre, il importe de faire observer que le prolongement analytique
des germes de fonctions méromorphes peut étre établi de maniere similaire en utilisant
les mémes techniques et les mémes raisonnements que dans le cas holomorphe traité ci-
dessus. Jusqu’a présent, nous n’avons pas tenu compte des points de branchement, et c’est
le chapitre suivant qui va s’en occuper dans le cas spécial des fonctions dites algébriques.

Exercices

Exercice 7.1. Soient X et Y deux surfaces de Riemann, soit p: Y — X un revétement holomorhe non ramifié
et soit f: Y — C une fonction holomorphe. Soit un point b € Y, soit a := p(b) et soit le germe de fonction
holomorphe :

fa = Dx (Pb(f)) (S ﬁX,a»
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Montrer que (Y, p, g, b) est un prolongement analytique maximal de f, si et seulement si la condition suivante
est satisfaite : Pour toute paire de points distincts b1, b2 € p~*(a), les deux germes de fonctions holomorphes :

pe(poi(9)) et pu(pea(9)
sont distincts dans Oxq.

Exercice 7.1. Soit X une surface de Riemann et soit un point a € X. On suppose qu'un germe donné de
fonction holomorphe f, € 0x,, admet un prolongement analytique le long de toute courbe continue dans X
qui part de a. Si (Y, p,g,b) est le prolongement analytique maximal de f,, montrer que p: ¥ — X est un
revétement non ramifié.
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8. Fonctions algébriques

L’un des premiers exemples de fonction multivaluée que 1’on rencontre en ana-
lyse complexe a une variable est la racine carrée w = /z. C’est un cas particulier de
fonction algébrique, i.e. de fonction w = w(z) qui satisfait une équation algébrique
w™ —ay(z) w4+ -+ (=1)" a,(z) = 0, ou les coefficients a,, = a,(z) sont des
fonctions holomorphes ou méromorphes données sur un domaine de C, ou plus géné-
ralement sur une surface de Riemann quelconque. Dans ce chapitre, nous présentons
la construction des surfaces de Riemann de fonctions algébriques générales. Il appert
que ces surfaces de Riemann sont des revétements ramifiés dont le nombre de feuillets
est égal au degré de I’équation algébrique concernée.

Fonctions symétriques élémentaires d’un revétement holomorphe. Soient X et Y deux
surfaces de Riemann, soit 7: ¥ — X un revétement holomorphe non ramifié et soit
f € A (Y) une fonction méromorphe quelconque sur Y. Chaque point z € X pos-
seéde donc un voisinage ouvert U dont I’image inverse 7 !(U) est réunion de n ouverts
Vy,...,V, disjoints deux a deux tels que chaque restriction 7T’VV : V, — U est un biho-
lomorphisme pour tout ¥ = 1,...,n. Notons alors 7,: U — V,, les biholomorphismes
inverses et introduisons les n fonctions méromorphes composées qui sont toutes définies
dans U :
fl/ ::Tj(f):foﬂ/ (v=1--n).

En nous munissant d’une indéterminée auxiliaire 7", considérons ensuite le produit formel :

n

[[@-5)=T"—cT""+ -+ (-1)"cn

v=1

Il est clair que si nous introduisons les fonctions symétriques élémentaires formelles :

Sy(X1seony Xy) 1= E Xiy ** * Xk, (v=1-n),
1<k <<k, <n
alors les coefficients ¢, qui apparaissent dans le développement ci-dessus s’expriment
comme :

Cy = Sl/(f17"'7fn)7

et constituent donc des fonctions méromorphes dans U.

Or si I’on effectue la méme construction au voisinage U’ d’un autre point 2/ € X,
il est clair qu’on obtiendra exactement les mémes fonctions ¢y, . . ., ¢, dans I'intersection
U N U’ puisque ces fonctions sont justement symétriques par rapport aux permutations des
feuillets du revétement 7: ¥ — X. Par conséquent, ces n fonctions méromorphes locales
se recollent pour constituer des fonctions méromorphes globales ¢y, ..., ¢, € .#(X). On
les appelle alors les fonctions symétriques élémentaires de f relativement au revétement
T Y — X.

Maintenant dans un premier temps, énoncons et démontrons un résultat qui assure que
les fonctions symétriques élémentaires d’une fonction méromorphe f € .#(Y') peuvent
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aussi étre définies plus généralement lorsque 1’application de revétement 7: Y — X pos-
sede des points de ramification.

Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit w: Y — X un revétement
holomorphe ramifié a un nombre fini n > 1 de feuillets. Soit ensuite A C X un sous-
ensemble fermé discret qui contient toutes les valeurs critiques de T :

A D 7(Crit(r)),  ou par définition : Crit(r) := {y € Y: dem, =0},
soit son image inverse par T :
B :=n1"1(A),
qui est un sous-ensemble fermé et discret de Y, de telle sorte que la restriction :

Y\B — X\A

W‘Y\B:
est un revétement holomorphe non ramifié a n feuillets. Soit enfin f une fonction holo-
morphe (resp. méromorphe) sur Y\ B et soient :

Cly...,cn € O(X\A)  (resp. M (X\A))

les fonctions symétriques élémentaires de f relativement au revétement holomorphe non
ramifié W{Y\ 5t Y\B — X\A. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f peut étre prolongée holomorphiquement (resp. méromorphiquement) a 'Y tout en-
tier;

(ii) toutes les fonctions c, pour v = 1,...,n peuvent étre prolongées holomorphique-
ment (resp. méromorphiquement) a X.

DEMONSTRATION. Soit donc un point quelconque a € A et soient by, . .., b, les pré-
images de a. Soit (U, z) un voisinage de coordonnées relativement compact de a avec
z: U — C, avec z(a) = Oetavec UN A = {a}. Alors V := 771(U) est un voisinage
relativement compact de la réunion {b,} U - - - U {b,, }.

(1) Traitons premiérement le cas ot f € (Y \B).

(i) = (ii) : Si f peut étre prolongée holomorphiquement a travers tous les points b, elle
est alors trivialement bornée sur V\{bl, ..., by }. Ceci implique que toutes les fonctions
symétriques élémentaires ¢, (f) sont elles aussi bornées sur U\{a}. Grice au théoreme
d’élimination des singularités bornées de Riemann, on en déduit qu’elles se prolongent
bien holomorphiquement a travers a.

(ii) = (i) : Si toutes les fonctions ¢, peuvent étre prolongées holomorphiquement a travers
a, alors elles sont trivialement bornées sur U\{a}. Mais nous affirmons que ceci implique
que f est elle aussi bornée sur V\{b1,...,b,}, car, siy € V\{b,...,b,} est un point
quelconque et si x := 7(y) est son projeté, f(y) doit par construction satisfaire I’équation
polynomiale :
fF@" —a@) fy)" "+ 4 (1) ea(2) =0,

et puisque le coefficient de f(y)™ est égal a 1, on dispose de majorations élémentaires du
type :

|f(y)] < 14 maxgey|er(x)] + -+ - + maxgeu|cn(z)].
Le théoreme d’élimination des singularités bornées de Riemann, a nouveau, assure alors
que f peut étre prolongée holomorphiquement a travers chaque point b,,.

(2) Traitons deuxiemement le cas ot f € (Y \B).
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(i) = (ii) : Supposons que f peut étre prolongée méromorphiquement a travers tous les
points b,,. La fonction ¢ := 7"z = z o 7 € €/(V) s’annule en tous les points b,. Donc pour
k € N assez grand, ©* f peut étre prolongée holomorphiquement a travers tous les points
b,.. Or les fonctions symétriques élémentaires de ©* f ne sont autres que les 2*” ¢, pour v =
1,...,n et puisqu’elles sont holomorphes, griace a la premiere partie de la démonstration,
elle peuvent étre prolongées holomorphiquement a travers a. Ainsi, toutes les ¢, peuvent
étre prolongées méromorphiquement a travers a.

(ii) = (i) : Supposons enfin que toutes les ¢, peuvent étre prolongées méromorphiquement
a travers a. Avec la notation qui précede, pour k € N assez grand, toutes les z*” ¢, admettent
des prolongements holomorphes a travers a. Donc en utilisant a nouveau la premiere partie
de la démonstration, ¢ f admet un prolongement holomorphe 2 travers tous les points b,,.
Ceci implique que f peut étre prolongée méromorphiquement a travers tous les points b,
et acheve donc la démonstration. U

Observons pour un usage ultérieur que cette démonstration n’utilise pas le fait que Y
est connexe, et donc le théoreme reste valide en supposant que Y est réunion disjointe
d’un nombre fini de surfaces de Riemann (lesquelles sont toujouts supposées connexes par
définition).

Si m:Y — X est une application holomorphe non constante entre deux surfaces de
Riemann X et Y, alors pour toute fonction méromorphe f sur X, la fonction composée
m*f = f o m est une fonction méromorphe sur Y. Ainsi, 1’application holomorphe non
constante 7m: Y — X induit une application :

™ MX)— AY)
qui est un monomorphisme (morphisme injectif) de corps.

Théoreme. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit w: Y — X un revétement
holomorphe ramifié a un nombre fini n > 1 de feuillets. Si [ € .#(Y) est une fonction
méromorphe surY et si cy,...,c, € M (X) sont ses fonctions symétriques élémentaires
(lesquelles existent d’apres le théoreme précédent), alors I’équation polynomiale suivante
est satisfaite identiquement sur'Y :

fn _ (71'*61) fn—l + L + (_l)n_l(ﬂ'*cn_l)f + (_1)n 7T*Cn.

De plus, le monomorphisme de corps 7w : M (X) — # (Y') est une extension algébrique
de corps de degré < n. Enfin, s’il existe une fonction f € .# (Y') et un point v € X dont les
préimages yi, . .., y, € Y sont telles que les valeurs f(y1), ..., f(yn) sont toutes distinctes
deux a deux, alors l’extension de corps 7 : M (X) — M (Y) est de degré exactement
égal' an.

DEMONSTRATION. L’existence de I’équation identiquement satisfaite :
n
frEd (=D () 1Y =0
v=1

découle directement de la définition et de la construction des fonctions symétriques él¢é-
mentaires de f.

Soit maintenant les corps L := .#Z(Y) et K := 7*.#(X), qui est un sous-corps de
L. Grace a I’équation polynomiale écrite a I’instant, on voit que chaque élément f € L

! On verra ultérieurement que cette derniére assertion est en fait toujours satisfaite.
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est algébrique sur K et que son polyndme minimal sur K est de degré < n. Soit fy € L
un élément pour lequel le degré ny de ce polyndme minimal est maximal. Nous affirmons
alors que :

L = K(fo).

En effet, prenons un élément arbitraire f € L et considérons le surcorps K (fo, f) D K(fo).
Grace au théoreme de I’élément primitif, il existe un g € L tel que K (fo, f) = K(g). Mais
par définition de ny, on doit avoir dimg K(g) < ng. D’un autre c6té, on a trivialement
aussi :

dimK K(fg, f) 2 dimK K(fo) = Nny.
Ainsi donc, on en déduit que :
K(fO) = K(f[]?f))

ce qui donne f € K(fy),dou L = K(fy) comme annoncé.

Pour terminer, si le degré du polyndme minimal de f sur K était égal a un entier m <
n, alors f ne pourrait prendre qu’au plus m valeurs distinctes au-dessus de chaque point
r e X. 0

Théoreme. Soit X une surface de Riemann, soit A C X un sous-ensemble discret fermé,
et soit X' := X\ A. Soit Y' une autre surface de Riemann et supposons qu’il existe un
revétement holomorphe propre et non ramifié :

o Y - X

Alors 7' se prolonge comme revétement holomorphe ramifié de X, a savoir : il existe une
surface de Riemann Y, il existe un application holomorphe propre w: Y — X et il existe
un biholomorphisme préservant les fibres :

Y\ '(A) — Y.

DEMONSTRATION. Pour tout point @ € A, choisissons un voisinage de coordonnées
(Ua, 24) sur X avec z,(a) = 0, avec U,NU, = () pour a # o’ et tel que z,(U,,) est le disque
unité dans C. Notons alors :

U :=U,\{a}.
. . . . . -1 .
Puisque I’application 7': Y’ — X’ est propre, I'image inverse 7'~ (U;) consiste en un
nombre fini de composantes connexes V;; , pour v = 1,...,n(a) jusqu’a un certain entier

n(a). Pour chaque v, I’application 7’

ve 1 Vg, — U forme un revétement holomorphe

non ramifié. Notons alors k,, son nombre de feuillets. Grace a un théoréme qui précede, il
existe, pour tout v, une application biholomorphe :
Cap: V, — D*

de V; surle disque unité épointé D* = D\ {0} qui rend commutatif le diagramme suivant :
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Maintenant, nous introduisons des « points idéaux » p,,, a € A, v = 1,...,n(a), i.e.
des points distincts deux a deux appartenant a un certain ensemble qui est disjoint de Y.
Alors sur la réunion :

Y::Y'U{pauz aGA,l/zl,...,n(a)},

il existe précisément une et une seule topologie qui jouit des propriétés suivantes. Si W;,
1 € I, est une base de voisinages de a dans X, alors :

(P} U (@ (W) NV (il

forme une base de voisinages de p,,, tandis que sur Y’, on retrouve la topologie de Y. Ceci
fait de Y un espace topologique séparé. On définit ensuite 7: Y — X par 7(y) = 7'(y)
lorsque y € Y et par m(p,,) = a. Alors, comme on s’en convainc aisément, 1’application
7 ainsi prolongée est elle aussi propre comme I’ était 7',

Afin de faire de Y une surface de Riemann, on ajoute aux cartes de la structure complexe
de Y’ les cartes suivantes. Posons V,, := V; U {p,, } et soit :

Cap: Vo, — D
le prolongement de 1’application vue a I’instant :
Cay: Vo, — D

qui est défini en posant naturellement (,, (p,,) := 0. Puisque cette derniére application est
biholomorphe pour la structure complexe de Y”, ces nouvelles cartes (,,: V,, — D sont
holomorphiquement compatibles avec les cartes de la structure complexe de Y. L’applica-
tion 7: Y — X est donc holomorphe. Puisque 1’on a Y\w‘l(A) = Y’ par construction,
on peut tout simplement prendre 1’identité comme biholomorphisme préservant les fibres
Y\W‘l(A) — Y”. Ceci montre bien I’existence d’un prolongement analytique du revéte-
ment original 7’: Y — X', O

Le théoreme suivant montre que le prolongement du revétement dont I’existence vient
d’étre établie est déterminé de maniere unique a isomorphisme pres.

Théoreme. Soient X, Y et Z trois surfaces de Riemann et soient 7: Y — X et71: Z —
X deux revétements holomorphes propres éventuellement ramifiés. Soit A C X un sous-
ensemble fermé discret qui contient les valeurs critiques a la fois de 7 et de T :

A D 7 (Crit(m)) et A D 7(Crit(1)),
de telle sorte que si l’on pose :
X' :=X\A puis Y = 71X") et 7' =1 X)),

les deux restrictions W}Y,: Y' — X' et TlZ,Z 7' — X' forment des revétements purs, i.e.
non ramifiés. Alors toute application biholomorphe o' Y' — Z' préservant les fibres :

i.e. satisfaisant Too’ = T, peut étre prolongée comme application biholomorphe o: Y — Z
préservant les fibres.
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En particulier (corollaire immédiat), tout automorphisme de revétement pur o' €
Aut (Y’ X ) peut étre prolongé comme automorphisme de revétement o € Aut (Y -
X).

DEMONSTRATION. Soit un point exceptionnel quelconque a € A et soit (U, z) une
coordonnée complexe locale définie dans un voisinage ouvert U de a dans X telle que
I’application z: U — C satisfait z(a) = 0 et telle que z(U) = D est le disque unité dans C.
Posons U* := U\{a}. Par discrétion de A, on peut supposer que U est assez petit pour que
les deux applications 7 et 7 ne possedent aucun point de branchement au-dessus de U*. Soit
maintenant Vi, ..., V,, les composantes connexes de 71 (U), et soient Wy, ..., W,, celles
de 771(U). Sil'on posepour v =1,...,netpouru=1,...,m:

Vo=V, \7m'a) et W.:i=W,\7(a),

ces V; et ces W} sont les composantes connexes de 71 (U*) et (respectivement) de
—1 *
(VA
Ensuite, puisque le biholomorphisme ¢’ préserve les fibres, sa restriction :
.1 -1
U'|W71(U*) o (UY) — 77 (U)

est nécessairement aussi biholomorphe, d’oit n = m, et on peut renuméroter les compo-
santes de telle sorte que o’ (V) = W?. Puisque U* est biholomorphe au disque unité épointé
D*, un théoreme vu précédemment a déja établi pour nos besoins présents que chacun des
2n revétements finis :

™

vei V,— U et Tlwe: W, — U

v v

est équivalent a une certaine puissance de z de D* dans D*, et donc pour chaque v =
1,...,n, V, N 7w 1(a) consiste en un seul point, disons b,, et W, N 771(a) consiste
aussi en un seul point, disons c¢,. Il en découle que la restriction de ¢’ en question

. 1 -1 A A . . .. . .
ol vy (U*) — 771 (U*) peut étre prolongée en une application bijective conti-
nue :

P (V) — (V)

qui assigne tout simplement le point ¢, au point b,, pour v = 1,...,n. Puisque les res-
trictions m v, V, = Uet T‘WU : W, — U sont des applications propres, le prolongement
est un homéomorphisme, et le théoreme d’élimination des singularités bornées de Riemann
permet de conclure qu’il établit un biholomorphisme. L’ application biholomorphe recher-
chée 0: Y — Z s’obtient en appliquant cette construction au voisinage de chaque point

a € A. O

Le théoreme qui précede montre que la définition suivante qui généralise la notion de
revétement galoisien au cas des revétements ramifi€s a un sens.

Définition. Soient X et Y deux surfaces de Riemann et soit 7: ¥ — X un revétement
holomorphe éventuellement ramifié. Soit A C X un sous-ensemble discret fermée qui
contient les valeurs critiques 7 (Crit(w)) de 7. On pose X' := X\Aet Y’ := 7 }(X').
Alors le revétement Y — X est dit galoisien si le revétement restreint (pur, non ramifié)
Y’ — X' est galoisien, au sens d’une définition qui précede, a savoir si Aut(Y’ —— X’)
est transitif sur les fibres de .
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Avant de pouvoir énoncer le théoréme principal de ce chapitre, nous devons encore
effectuer quelques préparatifs qui utilisent de 1’analyse complexe a une variable.

Lemme. Soient cy, . . ., c, des fonctions holomorphes sur le disque :
Dg:={z € C: |z| < R},
pour un certain rayon R > 0. On suppose que wy € C est un zéro simple du polynéme :
T" — ¢ (0) T+ + (=1)" ¢, (0) € C[T],

ou T est une indéterminée abstraite. Alors il existe un rayon r > (0 éventuellement plus
petit, 0 < r < R, et il existe une fonction @ holomorphe sur le disque D, avec ¢(0) = wy
qui est solution de I’équation polynomiale associée :

"=+ (=), =0,
sur tout le sous-disque ouvert D,.
DEMONSTRATION. Pour z € Dy et pour w € C, posons :
F(z,w) = w" —ci(2) w4+ -+ (=1)"cn(2).

Par isolation des zéros, il existe un ¢ > 0 suffisamment petit tel que la fonction holo-
morphe (polynomiale!) w — F(0,w) possede wy, comme zéro unique dans le disque
{w € C: |w — wy| < €}, donc n’a aucun zéro sur le cercle {|{w — wy| = }. Ensuite,
par continuité de F, il existe un rayon r > 0 avec r < R tel que la fonction F' n’a aucun
z€ro dans 1’ensemble :

{(z,w) € C*: |z] <7, Jw—wo|=¢e}

qui est produit d’un disque dans I’espace des z et du méme cercle dans I’espace des w.
D’apres un théoreme connu de I’analyse complexe, pour z € D, fixé, ’intégrale :

n(z) = 1 Fu(z,w)

e g— d
2im F(z,w) w

lw—wol

ou F, := g—i, compte le (est égale au) nombre de zéros que la fonction holomorphe w +—

F(z,w) posseéde dans le disque de rayon ¢ et de centre wy. Puisque 7(0) = 1 et puisque

71 dépend continiiment de z (c’est le cas de son intégrande), sa valeur reste nécessairement

égale a n(z) = 1 pour tout z € D,. Ensuite, grice au théoréme des résidus, ce zéro unique
de w — F(z,w) dans le disque |w — wy| est égal a I’intégrale :

1 Fu(z,w)

P w———

2im F(z,w)

Mais puisque cette intégrale dépend visiblement d’une maniere holomorphe par rapport a

z, il est clair que la fonction z — ¢(z) est holomorphe dans le sous-disque D, tandis que
I’on a bien évidemment par construction :

F(z, gp(z)) =0,
pour tout z € D,.. U

dw =: p(z).

|w—wol

Corollaire. Soit O, I’anneau des germes de fonctions holomorphes en un point x € X
d’une surface de Riemann X, et soit :

P(T) = Tn — C1 Tnil + -+ (_1)n Cn € ﬁX,x[T]
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un polynome monique de degré n > 1 en une indéterminée 'I' a coefficients holomorphes
germiques. Si, au point central x, le polynome a coefficients constants :

T" — () T+ -+ (=1)"en(2)

possede n zéros wy, ..., w, qui sont distincts deux a deux, alors il existe n germes de
fonctions holomorphes ¢y, . .., ¢, € Ox, avec p,(x) = w, qui permettent de factoriser
completement :

n
P =T[(T-¢). O
v=1
Autrement dit, localement dans un petit voisinage du point de référence x, les racines de
P(T) sont toutes des fonctions holomorphes d’un point z quelconque pres de z. Bien en-
tendu, les valeurs ¢1(z2), . . ., p,(2) restent distinctes deux a deux pour z dans un voisinage
petit de .

Nous sommes maintenant enfin parvenus au point out nous pouvons énoncer et démon-
trer le résultat principal de ce chapitre, lequel construit une surface de Riemann et une
fonction méromorphe sur cette surface de Riemann qui est solution d’une équation poly-
nomiale quelconque a coefficients méromorphes définis sur une surface de Riemann quel-
conque prise au départ.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann quelconque et soit :
P(T)=T"—c;T" '+ + (=1)"¢c, € A (X)[T]

un polynéme de degré n > 1 quelconque a coefficients méromorphes arbitraires sur X qui
est irréductible. Alors il existe toujours une surface de Riemann'Y accompagnée d’un revé-
tement holomorphe ramifié propre a n feuillets m: Y — X sur laquelle il existe aussi une
fonction méromorphe F € 4 (Y) telle que (7*P)(F) = 0, a savoir plus explicitement :

F"(y) = ex(m(y)) F*Hy) + -+ (1) " ea(n(y)) =0,

pourtouty € Y.

De plus, le triplet (Y, m, F) est déterminé de maniére unique au sens suivant. Si (Z, 1, Q)
posséde aussi les mémes propriétés que (Y, 7, F), alors il existe exactement une et une seule
application biholomorphe o: Z — Y préservant les fibres, i.e. satisfaisant m o o = T, telle
que G = Foo.

Autrement dit, I’existence de fonctions méromorphes permet de produire énormément
de nouvelles surfaces de Riemann et de fonctions méromorphes dessus. Le cas classique
intervient lorsque X = P! est la sphere de Riemann, et 1’on sait alors que les coefficients
méromorphes ¢, € .#(P') sont nécessairement des fractions rationnelles (quotients de
polyndmes). Observons aussi que puisque P! est compact et puisque I’application ainsi
construite 7: Y — P! est automatiquement propre (car le nombre de ses feuillets est fini),
Y est alors toujours nécessairement compacte.

DEMONSTRATION. Existence du triplet (Y, n, F'). Soit A € . (X) le discriminant
du polynéme P(T'). C’est un certain polyndme formel en les coefficients formels de P
qu’il n’est pas utile de connaitre explicitement pour raisonner ici. Ce discriminant, en tant
que fonction méromorphe sur X, ne peut pas s’annuler identiquement, car sinon, P serait
réductible, contrairement a I’hypothese. Par conséquent, il existe un sous-ensemble fermé
discret A C X tel qu’en chaque point x € X' := X\A, le discriminant A(z) # 0 ne
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s’annule pas, et de plus, quitte a élargir A, tel que les fonctions ¢y, . . . , ¢, sont holomorphes
(sans pdles) au voisinage de x. Donc pour tout tel z € X', le polyndme a coefficients
constants :

T —cy(2) T 4 -+ (=1)" cn(2) € C[T]

possede n racines distinctes deux a deux.
Maintenant, nous allons utiliser a nouveau 1’espace topologique :

|Ox| = Germes(Ox)

associé au faisceau Ox des germes de fonctions holomorphes sur X. Deus ex machina :
Introduisons :

Y' C |ﬁxl

I’ensemble de tous les germes de fonctions holomorphes f, € Ox , en des points z € X'
qui satisfont I’équation P(f,) = 0 identiquement dans un petit voisinage de z, et soit :

oY - X'

la projection canonique, restriction a Y’ de la projection canonique |&'x| — X. Grace au
corollaire qui précede, pour tout point x € X', il existe un voisinage ouvert U C X' de =
dans X' et il existe des fonctions holomorphes f, ..., f, € €(U) qui factorisent :

P(T) =1~ 1)

sur U. Il découle clairement de cette factorisation que I’on a :

n

) = U, £

v=1

Or puisque les valeurs des f, sont distinctes deux a deux, les ouverts [U, f,] de |Ox| sont
disjoints deux a deux et de plus, les restrictions :

W’}[UJV}Z , f,] —Uu
sont des homéomorphismes, pour tout » = 1,...,n. Ceci montre que Y’ — X’ est un
revétement (pur). On sait alors grace a un théoreme qui précede que 1’on peut donc munir
Y’ d’une structure complexe en «tirant en arriére » la structure complexe de X via les
inverses locaux de ce revétement, puisque ces derniers sont des homéomorphismes. Enfin,
on vérifie (exercice) que 7’ est propre.

Or Y’ n’est pas forcément connexe en général. Toutefois, les composantes connexes de
Y’ 1e sont, donc ce sont des surfaces de Riemann, et ces dernieres constituent chacune aussi
des revétements au-dessus de X'.

Soit maintenant F': Y’ — C I’application continue définie par :

F/(fx) = fx(ﬂ'/(fx)) = fx(m)a

pour tout germe f, € Y’ en un point quelconque x € X'. Les représentants des germes
étant définis au moins dans de petits voisinages, on se convainc aisément que cette applica-
tion F’ est en fait holomorphe, et de plus, il est clair par définition de Y’ que ’on a :

F'ly) —a(n'(y) F'(y)" "+ -+ (=D)"en (' (y)) =0,
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identiquement pour tout y € Y. Puisque le revétement pur 7’: Y’ — X’ est propre, les
deux théoréemes qui précedent assurent qu’il peut étre prolongé en un revétement holo-
morphe ramifié propre 7: Y — X, unique a isomorphisme pres, dans lequel Y’ s’identi-
fie naturellement & 7~ (X'). Comme les coefficients méromorphes ci-dessus ¢, (7'(y)) €
A (X') proviennent de fonctions méromorphes ¢, € .#(X) définies partout, le premier
théoréme du chapitre présent assure alors que la fonction holomorphe F’: Y’ — C peut
étre prolongée de maniere unique en une fonction méromorphe F': Y — C qui conserve la
relation polynomiale :

F™"(y) = ci(m(y) F" M y) + -+ (=1)" ca(7(y)) = 0
pour touty € Y.

Enfin, pour terminer la partie « existence » de cette démonstration, il reste a établir que
Y est une surface de Riemann, a savoir que Y est connexe. Supposons par 1’absurde que
tel ne soit pas le cas. Alors Y serait constituée d’un nombre fini de composantes connexes
Yy, ..., Y etles restrictions 7|, : ¥; — X seraient des revétements holomorphes propres
a certain nombre n; de feuilletsz avec bien str n; + --- + np = n. Mais en utilisant les
fonctions symétriques élémentaires de chaque restriction F' y,» On obtiendrait £ polynomes

P,(T) € #(X)[T] de degré n; tels que :
P(T) = P(T)--- B(T).

Or ceci contredirait manifestement 1’hypothese effectuée que P(7T') soit irréductible.

Unicité a isomorphisme preés du triplet (Y, , F'). Supposons donc que (Z, 7, G) soit une
autre fonction algébrique définie par le polyndme P (7). Soit B C Z la réunion des poles

de G et des points de branchement de 7. Posons ensuite A’ := 7(B) puis, en réutilisant le
X' de la démonstration d’existence :
X// = X/\A/ Y// — 7T_1(XH) Z// — T_l(X”).

Définissons une application préservant les fibres o”: Z” — Y de la maniere suivante. Soit
z € Z",soit x 1= T(z), et soit f, € Ox, le germe de fonction holomorphe défini par
fz == 7(G,). On a donc P(f,) = 0. En examinant la construction de Y effectuée il y a
quelques instants, on voit que f, est aussi un point de Y’ au-dessus de z, et donc f, € Y.
Assignons alors :

o'(z) = fu.
D’apres cette définition, il suit que ¢ est continu. Puisque ¢ préserve visiblement les
fibres, elle est nécessairement holomorphe. De plus, o est propre, puisque 7|,,: Y —

X" est continue et puisque 7 ‘ g 4" — X" estpropre. Donc o est surjective. Mais comme
les deux revétements Y/ — X" et Z” — X" ont le méme nombre de feuillets, nécessaire-
ment 0”: Z"” — Y est biholomorphe. De plus, la définition de ¢” donne :

"
Gl = (F |Y”) eo .
Ensuite, grace a un théoréme qui précede, o” peut étre prolongée comme une application
biholomorphe o: Z — Y préservant les fibres pour laquelle on a alors :
G=Foo.

En fait, une telle application ¢ est déterminée de maniere unique par cette propriété G =
Foo. Sinon, il existerait un automorphisme de revétement «v: Y — Y distinct de 1’identité

Z//
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tel que F' o o = F'. Mais cela n’est pas possible, puisque F' prend des valeurs distinctes sur
la fibre 7! (z) de tout point x € X'. O

Corollaire. Dans le contexte du théoreme principal ci-dessus, on a :
MY) =7n"M(X)[F].

DEMONSTRATION. Ceci découle (exercice) d’un examen des premiers paragraphes du
chapitre actuel. U

Exemple fondamental. Soit :

f(z) = (z=a)- (2 —an)
un polyndme scindé dont les racines a, . .., a, sont distinctes deux a deux. On considere
f comme une fonction méromorphe définie sur la sphere de Riemann P!. Le polynome
quadratique :
P(T):=T"—f

est irréductible sur .# (P'), en appliquant le théoréme principal précédent, il permet de
définir une fonction holomorphe qui est habituellement noté / f(z). Voyons cependant
plus précisément ce qu’il en est dans ce cas intéressant par son aspect concret.

La surface de Riemann associée 7: Y — P! peut étre décrite comme suit en examinant
ce que donne la construction générale. Soit :

A= {al, e ,an} U {o0},
et posons :
X =PH\A et Y =71 1(X).

Alors m: Y’ — X' est un revétement holomorphe non ramifié a deux feuillets. Donc tout
germe de fonction holomorphe g, € O, en un point z € X’ tel que (g.)? = p.(f) peut
étre prolongé analytiquement le long de toute courbe continue tracée dans X’. Etudions
maintenant le revétement au-dessus de points qui appartiennent a 1’ensemble exceptionel
A.

Pour tout j € {1,...,n}, choisissons un rayon r; > 0 suffisamment petit pour qu’aucun
autre point de A ne se trouve dans le disque ouvert :

Uj:=={2€C: |z—aqj| <r;}.
Puisque la fonction f;(z) := [];; (2 — ax) n’a aucun zéro dans Uj, et puisque U; est

simplement connexe, il existe une fonction holomorphe g;: U; — C telle que gjz- = f;.On
peut donc écrire :

f(2) = (2 = a5) g;(2)%,
pour z € U;. Ensuite, soit 7 € Ravec 0 < r < rj,soit ¢ € R, et soit {( = a; + r e un
point quelconque sur le cercle intermédiaire correspondant. Puisque f(() # 0, il existe un
germe de fonction holomorphe g; € Op1 ¢ en ( tel que g? = pc(f) = fe, ¢’est-a-dire dont

la valeur en ( vaut : ’
9c(¢) = Vr e g;(¢).

Si I’on prolonge analytiquement ce germe de fonction holomorphe le long du cercle :
{aj +re? 0<6< 27r},

on obtient naturellement aprés un tour la valeur opposée du germe initial, puisque e2™/? =

—1. Posons U5 := Uj;\{a} et Vi := 7~'(U%). Alors nous affirmons que la restriction
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|\« V; — Uj estunrevétement connexe a deux feuillets, qui est alors équivalenta z — 22

de D* dans D* d’apres un théoreme qui précede. Supposons un moment par 1’absurde que

V; ne soit pas connexe. Alors 7 ve V;‘f — Uj se décomposerait en deux revétements a un
J

seul feuillet, ce qui forcerait le prolongement analytique du germe g, ci-dessus a retrouver

sa valeur au bout d’un seul tour — contradiction. En conclusion, la surface de Riemann Y

possede exactement un seul point au-dessus de chaque a;.

Il reste 2 étudier ce qui se passe dans un voisinage du point a I'infini co € P!, Choissis-

sons donc un grand rayon r > max{|a1|, ..., |a,|} et posons :
U :={z€C: |z| >r}.
Evidemment, U := U* U {oo} forme alors un voisinage ouvert du point co dans P' qui

est biholomorphe a un disque ouvert, et qui ne contient pas d’autres points de I’ensemble
exceptionnel A. Sur U, on peut écrire f = 2" F', ou F’ est une fonction holomorphe n’ayant
pas de zéros sur U. Distinguons a présent deux cas :

(i) n est impair. Alors il existe une fonction g méromorphe sur U telle que :
fz) = zg(2).
(i) n est pair. Alors il existe une fonction méromorphe g sur U telle que :

f(z) = g(2)*.

Soit maintenant V* := 7~!(U*). On montre en raisonnant comme cela a été fait autour
d’un point a; quelconque a distance finie que dans le cas (i), 7|,,.: V* — U” est un revé-
tement connexe a deux feuillets, et que Y possede exactement un point au-dessus de oc.
Mais dans le cas (ii), 7|, . : V* — U* se décompose en deux revetements connexes a un seul
feuillets, et donc, lorsque n est pair, Y possede deux points au-dessus de co. U

Extensions de corps et revétements. Si 7: Y — X est un revétement ramifié entre deux
surfaces de Riemann X et Y, alors nous affirmons que le groupe Aut(Y X ) de ses
automorphismes admet une représentation dans le groupe des automorphismes du corps
A (Y') des fonctions méromorphes sur Y. En effet, pour 0 € Aut (Y X ), posons :

of:=foo L
Il est clair que la correspondance f +— o f constitue un automorphisme de . (Y"). Vérifions
a présent que cette application :

Aut(Y 5 X) — Aut(Z(Y))
o —> (f — fo 0'71)

est un homomorphisme de groupe. En effet, si o, 7 sont deux automorphismes du revéte-
ment 7: Y — X, alors pour toute fonction méromorphe f € .#(Y'), on calcule :

(o7) f=folor)' =for oo =a(for™!)=0(rf),
d’ol I’assertion. Observons par ailleurs que chaque automorphisme f +— f o o~ ! laisse
invariantes les fonctions du sous-corps :

M X)C AHY),
et donc forme un élément du groupe de Galois (algébrique) :

Aut( 2 (Y) /7" (X)).
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Théoreme. Soit X une surface de Riemann, soit :

K = .#(X)
son corps de fonctions méromorphes, et soit :

P(T) € KI[T]
un polynéme monique irréductible de degré un entier n > 1. Soit ensuite (Y, 7, F) la
fonction algébrique construite dans le théoréme précédent qui est associée a X et a P(T),
et soit :

L=#Y)=n"#(X)[F|

le corps des fonctions méromorphes de Y. Au moyen du monomorphisme de composition

m*: K — L, le corps K peut étre considéré comme un sous-corps de L. Alors K — L est
une extension de corps de degré égal a n et :

L= K[71/(P(T)).

De plus, chaque automorphisme de revétement o: 'Y — Y induit un automorphisme f +—
f oo tde L laissant K fixé point par point, et ’application ainsi définie :

Aut(Y  X) — Aut(L/K)

est un isomorphisme de groupes. Enfin, le revétement Y — X est galoisien si et seulement
si I’extension de corps K — L est galoisienne.

DEMONSTRATION. Le fait que K — L soit une extension de corps de degré n a déja
été vu (derniere partie du deuxieme théoreme de ce chapitre), puisque P est irréductible.
Puisque P(F) = 0, on dispose d’un homomorphisme naturel standard :

KIT]/(P(T)) — K[F] = L
Mais comme ces deux corps sont de degré n sur K, cet homomorphisme doit nécessaire-
ment étre un isomorphisme.

L'application Aut(Y —— X) — Aut(L/K) est injective, parce que oF # F
pour tout automorphisme de revétement o qui n’est pas 1’identité. Nous affirmons que
cette application est aussi surjective. En effet, soit « € Aut(L/K). Alors (Y, 7, aF)
est aussi une fonction algébrique définie par le polyndme P(7"). Donc grice a la partie
«unicité » du théoreme principal de ce chapitre, il existe un automorphisme de revétement
7 € Aut(Y — X) tel que oF = 7*F. En prenant alors o := 7!, on voit que :

cF =Fooc '=For=7"F=aF.

Donc puisque L est engendré par F' sur K, I’automorphisme f — o f de L coincide néces-
sairement avec o.

La derniere phrase du théoreme découle du fait que le revétement 7: ¥ — X est ga-
loisien précisément lorsque Aut (Y I X ) contient n éléments distincts, et de méme,

I’extension de corps K — L est galoisienne précisément lorsque Aut (L /K) contient n
éléments distincts. U

Développements de Puiseux. Soit C{{z}} le corps de toutes les séries de Laurent dont la
partie principale est finie :

o(z) = Z ¢, 2", ke, ¢, € C,
v=k
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et qui convergent (uniformément sur les compacts) dans un certain disque ouvert épointé
{0 < |z| <}, our > 0 peut dépendre de la série . Naturellement, C{{z}} est isomorphe
au germe a 1’origine .Z ( du faisceau des fonctions méromorphes .Z¢ sur C, et C{{z}}
s’identifie aussi au corps des fractions de I’anneau C{z} des séries entieres convergentes a
I’ origine.

Considérons a présent un polyndme irréductible :

F(z,w) =w" —a;(2) w" " 4+ (=1)" ay(2) € C{{z}}[w]

de degré n sur le corps C{{z}}. Il va de soi qu’il existe un rayon r > 0 suffisamment petit
pour que tous les coefficients a, (z) soient holomorphes dans le disque :

D, :={z€C: |z| <1},

et ainsi, /" peut aussi étre considéré comme un élément de .7 (D, [w]. Il est clair que F' est
toujours irréductible sur le corps .# (D,.). Maintenant, supposons que 7 a encore été choisi
assez petit afin que, pour tout a € ,\{0}, le polynéme :

F(a,w) € Clw]

n’ait aucune racine multiple. Soit ensuite (Y, f) la fonction algébrique que définit
F(z,w) € #(D,)[w] grace au théoréme principal. Alors 7: Y — D, est un revétement
holomorphe propre ramifié a n feuillets qui n’est ramifié qu’al’origine. D apres le théoreme
qui décrit les revétements finis propres du disque unité D qui ne ramifient qu’a 1’ origine, il
existe un biholomorphisme :
a: Dyz —Y
qui assure que :
W(a(f)) = (" pourtout ¢ € Dys.
Mais puisque I'on a F'(7(y), f(y)) = 0 identiquement pour tout y € Y, il en découle que
I’on a, en posant ¢ := foa:
F(moa(C), foa() = F(¢", ¢() =0
identiquement pour tout ¢ € D ;. En résumé, nous avons €tabli le théoréme suivant.
Théoréme (Paramétrisation de Puiseux). Soir :
Fz,w) =w" —a;(2) w"™ ' + -+ (=1)"a,(2) € C{z}}w]

un polynoéme irréductible de degré n sur le corps C{{z}}. Alors il existe une série de

Laurent :
o0

p(Q) =) ¢ eC{z}
v=k
qui satisfait identiquement [’ équation :
F(¢" »() =0,
comme élément de C{{(}}. O
Terminons ces considérations et ce chapitre par trois remarques.

Premierement, si tous les coefficients a, sont holomorphes, i.e. si a, € C{z} pour
v =1,...,n, alors on a de méme ¢ € C{(}. Ceci découle du fait que dans ce cas, la
foncion f considérée ci-dessus est en fait holomorphe sur Y.
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Deuxiemement, un autre maniere d’exprimer 1’assertion du théoréme serait de dire que
I’équation :
F(z,w)=0
peut étre résolue au moyen d’une série de Puiseux a exposants fractionnaires, de méme
dénominateur commun 7 :

w=(r) = Z ¢, 2™
v=k

Troisiemement et dernierement, on peut interpréter le théoreme de Puiseux d’une ma-
niere purement algébrique comme suit. Au moyen de I’application :

Cl{{z} — C{d, 2 ("
le corps C{{(}} devient une extension de degré n du corps C{{z}}. Clairement, une base
naturelle de C{{(}} sur C{{z}} est donnée par 1, ¢, ..., ¢"'. La série p(() € C{{(}} est
une racine du polyndme F’ dans cette extension de corps. Soit € une racine primitive n-¢éme
de I'unité, par exemple ¢ := e’ Alors pour & = 0,1,...,n — 1,ona (£*¢)" = ¢", d’ov
on peut déduire :
F(C”, gp(skg)) = (.

Autrement dit, ¢(e*¢) € C{{C}} est aussi une racine du polyndme F. On peut alors se
convaincre que les n séries p(¢*¢), k = 0,1,...,n — 1, sont distinctes deux a deux. En
conclusion, C{{(}} est un corps de décomposition pour le polyndéme F' € C{{z}}|w].

Exercices

Exercice 8.1. Soient X et Y deux surfaces de Riemann dont les corps de fonctions méromorphes .7 (X) et
 (Y') sont isomorphes en tant que C-algébres. Montrer que X et Y sont biholomorphes. Indication : Repré-
senter X et Y comme des surfaces de Riemann de fonctions algébriques définies par un méme polynéme
irréductible P € . (P')[T]. Utiliser aussi le fait (admis ici) que sur une surface de Riemann compacte, les
fonctions méromorphes séparent les points.

Exercice 8.2. Soient X et Y deux surfaces de Riemann compactes, soient a1, ...,a, € X, soient by, ..., b, €
Y et soient :

X' ::X\{al,...,an} et Y’ ::Y\{bl,...,bm}.
Montrer que tout biholomorphisme f’: X’ — Y’ se prolonge comme biholomorphisme f: X — Y.
Exercice 8.3. Soit le polynéme :

F(z,w) :=w’ — 2°w + 2

considéré comme appartenant a C{{z}}{w].
(a) Montrer que F est irréductible sur C{{z}}.
(b) Déterminer le développement de Puiseux :

oo
_ v/2
w = Cu 2z
v=0

de la fonction algébrique définie par F(z, w(z)) = 0.
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9. Formes différentielles complexes

Dans ce chapitre, on introduit la notion de forme différentielle complexe sur une
surface de Riemann. On considérera non seulement des formes holomorphes et des
formes méromorphes, mais aussi des formes qui sont seulement différentiables au
sens réel du terme, et la différence est tres importante, car on perd alors la possibilité
de développer leurs coefficients en série entiere ou en série de Laurent au voisinage
de tout point.

Fonctions ©>°, fonctions holomorphes, et opérateurs différentiels. Soit U un ouvert de
C. Identifions C a R? en écrivant :

z =z + 1y,
ol z et y sont les coordonnées réelles standard de R?, partie réelle et partie imaginaire du
nombre complexe z. Soit €>°(U) la C-algebre des fonctions :

f: U—=C

qui sont infiniment différentiables par rapport aux deux coordonnées réelles x et y. Outre
les deux opérateurs de différentiation partielle :

nous considérerons aussi de maniere tres fréquente les deux opérateurs différentiels a coef-
ficients complexes :

0 1/0 0 ot 0 1 /0 Y 0
— === —-1= — == =—+i=— .
0z 2\ 0z oy 0z 2\ 0x y
Il est bien connu qu’une fonction f: U — C de classe € sur U est holomorphe si et

seulement si elle appartient au noyau de 1’opérateur a%’ a savoir :

of
feoll) 82_0'

Au moyen de cartes, on peut définir comme suit la notion de fonction différentiable
de classe €*° sur toute surface de Riemann X . Pour tout sous-ensemble ouvert Y C X,
soit €>°(Y) la collection de toutes les fonctions f: Y — C telles que pour toute carte
homéomorphe

z: U—V=zU) cC
de domaine U C Y contenu dans Y, il existe une fonction lisse f € €>(V) telle que
f ‘ y= foz. Il est clair que fest déterminée de maniere unique, puisque I’homéomorphisme
271V — U existe.

Avec les restrictions naturelles d’applications, on obtient ainsi le faisceau :

33

des fonctions € sur X.
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Dans une carte fixée (U, z) sur X, oll z = x+1iy, on peut naturellement définir les quatre
opérateurs différentiels :

0 0 0 0

ox’ Oy 02 0z
Toutefois, dans une autre carte (V,w) et sur I’intersection des deux domaines, un certain
transfert d’opérateurs doit étre pris en compte, et nous allons 1’examiner dans un instant.

E=(U) — F=(U).

Différentielles en un point fixé. Soit maintenant @ un point de X. Alors la fibre €757,
consiste en tous les germes de fonctions infiniment différentiables en a. Soit :
my, C (g)c?’n a

le sous-espace vectoriel des germes de fonctions lisses qui s’annulent en a :

0= f(a).
Soit aussi :
m%, C Mx,q

le sous-espace vectoriel des germes de fonctions en a qui s’annulent en a ainsi que toutes
leurs dérivées partielles d’ordre 1 :
of

0= fl@) = 5 (@) = 5 (o)

On montre (exercice fortement recommandé) que cette condition est indépendante de la
coordonnée holomorphe locale z, et on vérifie aussi que :

wl, = (mxa)
Définition. L’espace vectoriel quotient :
TiX :=myx,/m%,
sera appelé I’espace cotangent a X au point a. Si U est un voisinage ouvert de a et si
f € €>=(U), alors la différentielle d, f € T, X de f au point a est I’élément :
dof = (f — f(a)) mod m%,.

On observe immédiatement ici que la fonction f — f(a) s’annule au point a, donc représente

un élément de my , ; par définition donc, d, f est juste la classe de cette fonction modulo
2

my .

Théoréme. Soit X une surface de Riemann, soit a € X un point et soit (U, z) une carte
locale au voisinage de a, ou z = x + 1y est la décomposition de z en parties réelle et
imaginaire.

(i) Les deux différentielles d,x et d,y forment une base de I’espace cotangent 17" X.

(ii) Les deux différentielles d,z et d,z forment une base de I’espace cotangent T; X.

(iii) Si f est une fonction € dans un voisinage de a, alors :

0
duf = 2 (a) dor +ag>%y
af of

= 5, (@) daz + 5= (a) da
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DEMONSTRATION. Pour commencer, montrons que d,z et d,y engendrent 7, X . Soit
t € T X arbitraire, et supposons que ¢ € my , est un représentant de ¢. Si I’on développe
© en série de Taylor au point a, on obtient :

¢ =ci(z—x(a)) + c2(y — yla)) + ¥,

ol ¢1,cy € C sont deux constantes et ol ¢) € m% . En prenant la classe d’équivalence
modulo m% _, on obtient donc :

t=cid,x+ codyy.
Ensuite, nous affirmons que d,r et d,y sont linéairement indépendants. En effet,
c1dgw + co dyy = 0 implique :
c1(z —z(a)) + 2 (y — y(a)) € mk,.

En prenant ensuite les dérivées partielles par rapport a x et a y, on obtient ¢; = ¢, = 0.
Enfin, supposons que f soit € au voisinage de a. Alors grace a la formule de Taylor-
Young on peut écrire :

£~ @) = 5H@) (2 = o(@)) + 1 10) (4 - v(a)) + 5

ou la fonction-reste g s’annule en a ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Ainsi :

0 0
dof = a—i(a) d,x + 8—§(a) d,y.

Grace aux relations (exercice impératif) :
doz = dox 4+ 1d,y et doZ = dox — i dyy,

on en déduit par un calcul élémentaire que I’on a aussi :

_of of . _
=3, (a)dy.z + 7% d.z

ce qui acheve la preuve. U

dof

Vecteurs cotangents de type (1,0) et de type (0, 1). Soient (U, z) et (U’, 2’) deux cartes
locales sur X au voisinage d’un point a € U N U C X. Alors 2’ = 2/(2) est une fonction
holomorphe locale de z, a savoir :

0z oz

0=——(a) = =(a).

2 (@)=

Posons ensuite :
07 o0z’

c:= @(a) eC d’ou —E(a):c.

Grace a la formule générale du théoréme qui précede, cela implique que :
d,? =cd,z et d,z7 =¢d,c.
Par conséquent, les deux sous-espaces vectoriels complexes de dimension 1 de :

TrX = Cdyx @ Cdyy
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qui sont engendrés, respectivement, par d,z et par d,z, sont indépendants du choix de
coordonnée holomorphe locale (U, z) autour de a. Pour cette raison, ils ont un sens global
sur X . Introduisons alors les deux notations :

70X .= Cd,z et TyOVX .= Cd,z.
Par construction, on a clairement :

T X =T X ¢V X

0) )

Les éléments de 7, Y X sont appelés vecteurs cotangents de type (1,0), et ceux de T, (.1 ,
vecteurs cotangents de type (0, 1).
Si une fonction f est €°° au voisinage de a, on définit :

df et dif

(a)d,z et dlf = g—é(a)dai,

respectivement par :
_of

df.= ==
of =57
et il en découle aisément que 'on a :

dof = dof +dof

avece |
dfeT:M0X et  dferrOVXx

Définition. Soit Y un sous-ensemble ouvert d’une surface de Riemann X . On appelle forme
différentielle de degré 1, ou simplement 1-forme, sur Y, toute application (sans condition
de régularité) :

wi Y — | TiX,

acY

avec w(a) € T:X pour tout a € Y. Siw(a) € Ti"V X, ousi w(a) € Ty'"V X, on dit que
la forme différentielle est de type (1, 0), ou, respectivement, de type (0, 1).
Exemples.

(a) Soit f € €>=(Y). Alors les applications df, Of, f qui sont définies, pour tout
a€Y,par:

(df)(a) := daf, (0f)(a) :=d,f, (0f)(a) := dyf,
sont visiblement des 1-formes. Bien entendu, la fonction f est holomorphe précisément
lorsque d! f = 0 en tout point a.
(b) Soit w une 1-forme sur Y et soit f: Y — C une fonction. Alors I’application fw

définie par :
(fw)(a) = f(a)w(a)
est aussi une 1-forme sur Y.

(c) Généralement parlant, si (U, z) est une carte complexe avec z = x+1iy, toute 1-forme
sur U s’écrit :
w=fdr+gdy=pdz+1dz,
pour certaines fonctions f, g, ¢,1: U — C qui ne sont pas nécessairement continues en
général, puisque 1’on n’a rien supposé pour I’instant au sujet de la régularité de w.
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Définition. Soit Y un sous-ensemble ouvert d’une surface de Riemann X. Une 1-forme w
sur Y est dite €’ >°-différentiable si, pour toute carte locale (U, z), elle s’écrit sur UN'Y :

w= fdz+gdz,
ou les deux fonctions-coefficients f, g appartiennent a €°(UNY).
Définition. Une 1-forme w sur Y est dite holomorphe si’'onasurUNY :
w= fdz,
onfedl (U N Y) est une fonction holomorphe.

’Forme différentielle holomorphe = ‘

= forme w = f(z) dz de type (1,0) a coefficient f(z) holomorphe

Notations. Pour tout ouvert U d’une surface de Riemann X, on notera :

e T™U I’espace vectoriel des 1-formes différentielles € sur U ;

o T*(10)Y I’espace vectoriel des formes différentielles de type (1,0) sur U
o T*O1U I’espace vectoriel des formes différentielles de type (0,1) sur U;
e (V) I’espace vectoriel des 1-formes différentielles holomorphes sur U.

Avec les applications naturelles de restriction a des sous-ouverts, on obtient ainsi quatre
faisceaux de C-espaces vectoriels sur toute surface de Riemann X :

e, TR0 T qy

Résidus. Soit Y un sous-ouvert d’une surface de Riemann X, soit un point a € Y, et soit w
une 1-forme holomorphe qui est définie sur Y'\{a}. Soit (U, z) une coordonnée holomorphe
locale dans un voisinage U de a tel que U C Y et tel que z(a) = 0. Alors sur U\{a}, on
peut écrire :

w= fdz,
ou f € ¢(U\{a}) est holomorphe sauf en a. Ensuite, on peut considérer la série de
Laurent :

+o0
f= Z Cn 2"
n=—oo
de f en a par rapport a la coordonnée z. Si ¢, = 0 pour tout n < —1, alors w peut

étre prolongée holomorphiquement a travers a. Dans ce cas-13, le point a est appelé une
singularité éliminable de w. S’il existe n_ < —1 tel que ¢, # 0, et si ¢, = 0 pour tout
n < n_ — 1, alors on dit que w possede un pdle d’ordre n_ au point a. S’il existe une
infinité d’entiers négatifs n < —1 tels que ¢, # 0, on dit que w posséde une singularité
essentielle au point a.

Définition. Le coefficient c_; est appelé le résidu au point a de la forme w € Q(U\{a})
holomorphe autour de a mais pas en a et il est noté :

c_1 = Res,(w).
En fait, il faut vérifier que :

Lemme. La valeur ainsi définie du résidu de toute forme w € Q(U\{a}) est indépendante
de la coordonnée holomorphe locale dans lequel on se place.
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DEMONSTRATION. Soit donc V un voisinage ouvert du point a.

Premiérement, nous affirmons que si une fonction g est holomorphe dans V\{a}, alors
le résidu en a de sa différentielle dg est égal a zéro, et donc dans ce cas spécial, il est
indépendant du choix de la carte holomorphe.

En effet, soit (U, z) une coordonnée holomorphe locale en a avec z(a) = 0 et soit :

n=-o00

g= E Cn 2"
n=—oo

la série de Laurent de g en a. Alors grace a un théoreme connu d’analyse complexe a une
variable, la série de Laurent de sa différentielle est donnée par sa dérivée :

n=-+4oo
dg = ( Z ncy z"_1> dz,

n=—oo

et donc il est trivialement vrai que le coefficient de 2! dz y vaut zéro.
Deuxiemement, nous affirmons que si ¢ est une fonction holomorphe dans V qui pos-
sede un zéro d’ordre 1 en a, alors :

Res, (90’1 dnp) =1,

et donc, ce résidu est indépendant de la carte holomorphe locale. En effet, soit (U, z) une
carte holomorphe locale en a avec z(a) = 0. Alors ¢ = zh, pour une certaine fonction-reste
h holomorphe en a qui ne s’annule pas en a. Il en découle :

de = hdz + zdh,

puis sans aucun effort :
dp  hdz+zdh dz dh

") zh 2 h'

Mais puisque h(a) # 0, la forme différentielle 4~ dh est holomorphe en a, et donc, son
résidu est nul d’apres ce qui vient d’étre vu. Cette observation implique par conséquent

que :
Res, (di) = Res, (%> =1.
© z

Troisiemement enfin, achevons la preuve du lemme. Dans une carte holomorphe locale
(U,a) avec z(a) = 0, soit w = fdz avec f € O(U\{a}), et soit le développement de
Laurent de f :

o
f=2
n=—oo
Soit aussi :
2 c = ¢
. n n+1 n n+1
= —Z + z
n=—o0o n=0

qui est un développement de Laurent qui converge nécessairement sur les compacts de
U\{a}, toujours d’apres un théoréme connu d’analyse complexe a une variable. Alors on
a:

w=dg+e &,
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et d’apres ce qui précede, il en découle que :
d
Res,(w) = ¢4 Res(;"‘) =c_q,
=1
résidu qui est alors indépendant de la carte, puisque I’on vient de voir que Res dz—z', = 1 pour

tout carte holomorphe locale ' U

Formes différentielles méromorphes. Une 1-forme w sur un sous-ensemble ouvert Y
d’une surface de Riemann X est appelée une forme différentielle méromorphe sur Y s’il
existe une sous-ouvert Y’ C Y tels que les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) w estune 1-forme holomorphe sur Y’
(ii) Y'\Y’ consiste seulement en des points isolés ;
(iii) w possede un pole (et non une singularité essentielle) en tout point a € Y\ Y.
Soit alors 7'.2*(Y') I’ensemble de toutes les 1-formes méromorphes sur Y. Avec les
applications naturelles de restriction, on obtient ainsi le faisceau :
T

des formes différentielles méromorphes sur X, qui est un faisceau d’espaces vectoriels.
Les formes différentielles méromorphes sont parfois aussi appelés différentielles d’Abel,
ou différentielles abéliennes. Une différentielle abélienne est dite :

— de premiére espece lorsqu’elle est partout holomorphe ;

— de seconde espece lorsqu’elle est méromorphe tandis que ses résidus en tous points
(pOles) sont nuls,

— et enfin, de troisieme espéce dans tous les autres cas.

Produit extérieur. Afin d’étre en position de définir des formes différentielles de degré 2,
nous devons rappeler tout d’abord quelques propopriétés du produit extérieur d’un espace
vectoriel avec lui-méme.

Soit donc V' un espace vectoriel sur C. Alors par définition, A%V est I’espace vectoriel
sur C dont les éléments sont des sommes finies de vecteurs de la forme v; A vy, pour
v1, V9 € V quelconques, avec les regles suivantes :

(v1 + v2) Avg = v1 Avg + vy A s,
(Av1) Avg = A (v A wvg),
V1 NV = — vy A\ vy,
pour tous vy, ve,v3 € V ettout A\ € C. Si (ey,...,e,) est une base de V, alors les élé-
ments e; A e; pour i < j forment une base de A?V. En fait, ces propriétés caractérisent
completement A2V

Maintenant, nous allons appliquer ces considérations a 1’espace cotagent 77" X d’une
surface de Riemann X en I'un de ses points a. Introduisons donc :

T;PX = N°Tr X,

Soit (U, z) une coordonnée holomorphe locale en a, oul z = z + iy. Alors il découle ce
ce qui vient d’étre dit que d,z A d,y est une base de A*T X, espace vectoriel qui est de
dimension 1. Une autre base est :

dez Nd,Z = —2idax N\ dyy.
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Définition. Soit Y un ouvert dans une surface de Riemann X. Une 2-forme sur Y est une
application (sans condition de régularité pour I’instant) :

wi Y — | T:9X,

acYy
ot w(a) € A*T*X pour tout @ € Y. La forme w est dite ¢ -différentiable sur Y si, dans
toute carte holomorphe locale (U, z) sur X, elle peut étre écrite sous la forme :
w= fdzNdz,

avec f € €°(UNY),otw = fdz A dz signifie :

w(a) = fla)duz Nd,Z,
pour touta € UNY. Onnotera I' (Y, AT*X ) I’espace vectoriel des 2-formes différentielles
%> sur Y. Naturellemen, on obtient un faisceau :

AT

Exemples.
(a) Etant donné deux 1-formes wy,wsy € I’(Y, X ), on peut toujours produire leur
produit extérieur qui est la 2-forme w; Aws € I‘(Y, AT )*() définie en tout point a € Y par:
(w1 Awa)(a) :=wi(a) Aws(a).

(b) Pour toute fonction f € €>(Y) et toute 2-forme w € I'(Y,A*T%), la 2-forme
fw € (Y, A*T}) est définie en tout point a € Y par :

(fw)(a) := f(a)w(a).

Différentiation extérieure des formes différentielles. On définit maintenant les
«dérivations » d, 0, 0 qui agissent sur n’imporque quel espace F(U, X ) de 1-formes
différentielles définies sur un ouvert U d’une surface de Riemann X. Localement dans une
carte holomorphe, toute 1-forme peut étre écrite comme une somme finie :

w=" frdg,
K

ou les f et les g; sont des fonctions différentiables, e.g. w = f;dz + fodz ou z est une
coordonnée holomorphe locale. Alors on définit :

dw =Y dfy Adgy,
k

Ow = Z dfr N dgg,

k
5&) = Z gfk VAN dgk
k

Mais maintenant, on doit établir que ces définitions sont indépendantes du choix d’une
représentation w = ), f dgy. Faisons-le pour I’opérateur d, les cas de O et de 0 étant
similaires et laissés au lecteur.

Soit donc deux représentations :

w=> frdg- > fdg,.
k J
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Soit (U, z) une coordonnée holomorphe locale quelconque. On doit donc montrer que :
Z df. N\ dgr, = Z dfj N dg;.
k J

Mais puisque I’on a :

39k gk
d de + —=d
_ 8g~ Jg;
da. = =21 d 99; d
95 Ox T dy Y,

on doit donc avoir a cause de 1I’hypothese de double expression de w :

> higy = ZL% D ZL%.

En dérivant ces deux equatlons par rapporta x et a y et en soustrayant les résultats obtenus
de maniere appropriée, on obtient la nouvelle équation :

S~ (2 Do 0% Do _ s~ (9695 01, 05,
—~ \ Oy 0z Oz Oy - oy Ox Oz Oy )
Mais d’un autre c6té, on a par définition de I’opérateur différentiel :
Ofr Ogr. | Ofr Ogy
dfy N\ dgy = - = dz N dy,
gfk Tk g( 8y8x+8xay
s 0f; 93; . 0f; 95,
df: Ndo: = s el AR Il VW | d
ce qui donne bien ), dfy, A dg, = Z]. dfj A dg;. O
Propriétés élémentaires de d, 0, 0. Soit U un ouvert d’une surface de Riemann X, soit
fe€>(U)etsoitw € I'(U,T*X). Alorson a:
(i) 0=ddf =00f =ddf;
(ii) dw = Ow + dw;
(iii) d(fw) =df Nw+ fdw;
(iv) O(fw) =0f Nw+ fow;
(iv) O(fw) =0f Aw + f Ow.
Ces regles sont des conséquences directes des définitions, par exemple on a ddf =
d(1-df)y=dl ANdf =0.
Par (i) et (ii) on obtient une relation d’anticommutation :
d0f = —d0f,
qui provient de 1’équation de Poincaré :
0=ddf =(0+0)(0+0)f =00f + dOf.
Dans une carte holomorphe locale (U, ) avec z = x +1y,ona:

= 2L ge i L (212
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Ici, on dira qu’une fonction f de classe € °° définie sur un ouvert d’une surface de Riemann
est harmonique si 00f = 0, i.e. si son laplacien est nul :

82 2

ox? 0y
Définition. Soit Y un sous-ensemble ouvert d’une surface de Riemann X. Une 1-forme
différentielle w € F(Y, X ) est dite fermée si ’on a 0 = dw, et elle est dite exacte (sur
Y) s’il existe une fonction f € €°(Y) telle que w = df.

Puisque I’on a toujours 0 = ddf, les formes exactes sont automatiquement fermées.
Toutefois, la réciproque n’est pas vraie en général, et c’est la que git I’acte de naissance des
théories cohomologiques.

Théoreme. Soit Y un sous-ensemble ouvert d’une surface de Riemann X. Alors les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Toute 1-forme holomorphe w € F(Y, QX )) est nécessairement fermée.

(b) Toute 1-forme w € F(Y, T*(LO)X) de type (1,0) qui est fermée, i.e. satisfaisant
dw = 0, est nécessairement une forme holomorphe.

DEMONSTRATION. Soit donc w une forme différentielle de type (1,0) (toute forme
holomorphe I’est). Dans une carte holomorphe locale (U, z), on peut donc écrire w = f dz
pour une certaine fonction-coefficient f de classe €*°. Alors la différentielle extérieure de
f se calcule aisément :

B _(Of of _of _
dw=df Ndz = <Edz+£) Ndz = —%dz/\dz.
Ainsi, dw = 0 équivaut a % = 0, d’ot les deux résultats (a) et (b). ]

Conséquence a noter : si u est une fonction harmonique, alors la forme Ju de type (1, 0)
est nécessairement une 1-forme holomorphe, puisque I’on a :

d(Ou) = (0 + 9)(0u) = du = 0.

Le «pull-back » d’une forme différentielle. Soit maintenant /': X — Y une application
holomorphe entre deux surfaces de Riemann X et Y. Pour tout sous-ensemble ouvert V C
Y, une telle application induit par composition un homomorphisme d’algebres :

F*: €®(V) — €= (F (V)
fr—F*(f):=foF.

Or nous affirmons que cet homomorphisme se prolonge en un homomorphisme entre es-
paces vectoriels de 1-formes ou de 2-formes différentielles :

F*: T(V,TY) — T (F(V), T"X),
F*: D(V,A’TY) — T(FY(V), A*T*X).

En effet, localement, une 1-forme (resp. une 2-forme) sur Y s’écrit comme une somme finie
>.; fidg; (resp. > f;dg; A dhy), ou les fonctions f;, g;, h; sont €°°. Il est alors naturel
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de définir :

F(Z@%):Zwmwwm

J

P oy i) = 3 () g) A
J J

On peut alors vérifier (exercice recommandé) que ces définitions sont indépendantes du
choix d’une représentation > _; f;dg; (resp. > f;dg; A dhy), et donc, ces définitions sont
cohérentes et définissent les deux homomorphismes d’espaces vectoriels globaux que 1’on
désirait. De plus, pour toute fonction f € ¢*(U) et toute 1-forme w € I'(U,7*X), on a
les propriétés tres importantes de commutation entre pullbacks et différentiations :

(i) F*(df) = d(F*f) et F*(dw) = d(F*w);

(ii) F*(0f) = O(F*f) et F*(Ow) = 0(F*w);

(i) F*(0f) = O(F* f) et F*(0w) = O(F*w).

Conséquence a noter : Si f € €°°(U) est une fonction harmonique, alors la fonction
composée F*f = fo F € € (F~'(U)) est elle aussi harmonique, puisque OO(F*f) =
O(F-f) = F*(90f) = 0.

Exercices

Exercice 9.1. Soit p := expC — C* le revétement universel de C* et soit w la 1-forme holomorphe % sur C*.
Trouver p*w.

Exercice 9.2. Montrer que la 1-forme holomorphe :
_dz
1422
qui est définie sur C\{+i, —i} peut étre prolongée comme 1-forme holomorphe w sur P*\{+i, —i}. Ensuite,
soit :
p:=tan: C — Pl\{—l—i, —i},
comme dans I'Exercice 4.4. Trouver p*w.

Exercice 9.3. Soit p: Y — X une application holomorphe non constante entre surfaces de Riemann, soit
a € X, soitb € p~'(a) et soit k la multiplicité de p en b. Etant donné une 1-forme holomorphe w sur X\{a},
montrer que 'on a :

Resp(p*w) = k Resq (w).
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10. Triangulation des surfaces de Riemann compactes

L’ objectif principal de ce chapitre topologique est d’établir que toute surface de
Riemann compacte sans bord de classe 4’° est triangulable, énoncé qui sera utilisé
de maniere cruciale pour établir une classification topologique complete des surfaces
de Riemann compactes (chapitre suivant). Plus généralement, Rado a démontré que
toute surface topologique, compacte ou non compacte mais sans bord, est triangulable,
et il s’agit la d’une preuve qui met a I’épreuve toute I’ingéniosité de la topologie
planaire. Or dans le cas compact auquel nous nous restreindrons, un argument de
preuve élégant consiste a introduire une métrique et a en exploiter les géodésiques —
lesquelles sont des courbes 6> qui se comportent localement comme des droites dans
le plan euclidien — afin de contourner la complexité des courbes qui sont seulement
continues.

Convention de notation importante. Sur un ouvert de C ~ R? muni de la coordonnée
complexe z = x + iy, les fonctions € sont par définition des fonctions indéfiniment

différentiables des deux variables (x,y). Puisque = % et y = 2%, on peut aussi

2
considérer que de telles fonctions sont des fonctions des deux variables (z, Z). On adoptera
donc la convention stricte de noter explicitement les deux arguments (z, %) de toute fonction
qui n’est que de classe €, afin de ne pas faire de confusion avec I’argument unique (z)

de toute fonction qui est holomorphe sur 1’ouvert considéré.

Définition. Une métrique conforme ¢ sur une surface de Riemann' S est donnée en
coordonnées locales z par une expression quadratique différentielle du type :
N (z,2) dz dz,
oll (z,%) — A(z, Z) est une fonction €’ (définie sur 1’ouvert de carte correspondant?) qui
est strictement positive :
A(z,Z) >0  pour tout z.

Par définition, une telle métrique assigne a tout vecteur infinitésimal de coordonnée dz =
dx + idy tangent a la surface au point z la longueur au carré :

longueur au carré de dz|_:= N\*(z,%) dz dz = X*(z,y) (dz® + dy?)|.

Classiquement, on note :

ds® = \? |dz|?

le carré de cette longueur infinitésimale (qui dépend, via la fonction A%, du point en lequel
on se situe).

! Dans ce chapitre, la lettre .S, plutdt que les lettres X, Y ou Z, sera utilisée pour désigner une surface
de Riemann quelconque.

2 On décide a présent, par souci d’économie, de s’autoriser souvent a ne pas préciser les ouverts, et donc
a ne nommer que les coordonnées locales dans C.
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Observons immédiatement qu’a tout changement de carte holomorphe locale w +—
z(w) =: z correspondent’ les deux changements de différentielles conjugués I'un de
I’autre :

dz = z,(w) dw et dz = Zx(w) dw,
ou I’on a abrégé j—; = 2, au moyen d’une écriture indicielle, ce qui montre que la métrique
transformée demeure de la méme forme générale :
N (2,2) dzdz = N (2(w), 2(w)) 2y(w) 24 (w) dw dw
——
positif > 0
=: p(w,w) dw dw,
dans I’autre carte holomorphe locale. Conséquence importante et notoire : puisque les mé-
triques conformes ainsi définies ont une forme spécifique qui reste stable a travers tout

changement de carte holomorphe locale, elles possedent un sens global sur n’importe quelle
surface de Riemann grace a des recollements entre représentations locales.

Proposition élémentaire mais fondamentale. Toute surface de Riemann compacte S ad-
met une métrique conforme®.

DEMONSTRATION. Soit un double recouvrement fini de S par des ouverts de cartes

holomorphes locales :
U u= v=s

1<i<n 1<i<n
ceux de la seconde famille étant compactement inclus dans ceux de la premiere :
/
Ui @ Ui,

et introduisons les notations suivantes pour les homéomorphismes de carte :

Sur chaque ouvert V; C C muni de la coordonnée canonique z; € C, soit x;(z;,Z;) une
fonction C — [0, +oo[ de classe €’ prenant des valeurs :

xi=0 sur C\V;, et x;>0 sur V,
(il en existe toujours). Sur chaque ouvert V; C C on choisit la métrique conforme :

et ensuite grace a 1’homéomorphisme inverse ; ', on la remonte a S pour obtenir une
«pseudo-métrique ; localement conforme m; » qui n’est positive que sur le sous-ouvert

3 La fonction holomorphe z = z(w) étant développable en série entiere localement convergente
p Pp g
k ) .. . o . _
S L5 (wo) (w — wo)* au voisinage de tout wy € C fixé, si on définit la fonction z = Z(w) =
oS} dkz

oo g (Wo) (w —Wo) en ne conjugant que ses coefficients constants, on voit alors que la barre de conju-
gaison complexe se distribue naturellement a la fois sur I’argument et sur la fonction :

2(w) = Z(w), d’otraussi:  z,(w) = Zm(W).

4 On sait qu’en géométrie riemannienne réelle (a un nombre quelconque de dimensions), toute variété
différentielle 4> admet des métriques riemanniennes. Mais ici, la métrique est de la forme A\?(z, ) (dq:2 +
dy?), ce qui est une forme spéciale par rapport aux métriques riemanniennes bidimensionnelles générales
gu(z,y) dz?® + 2 gia(2,y) dedy + gao(z, y) dy?.
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U’ (au sens de la définition donnée, une métrique n’est conforme que si son coefficient est
partout > (). Mais si I’on additionne toutes ces pseudo-métriques localement conformes :

my 4 my 4o m,,

il vient qu’en tout point p € S, qui appartient nécessairement a au moins un U, la contri-
bution de m; est positive, tandis que toutes les autres contributions possibles des autres
m; pour les autres ouverts éventuels U; 2 p qui contiennent p sont nécessairement aussi
positives, d’apres ce qu’on vient de voir quand on change de carte. U

Si I’on préfere exprimer I’existence d’une métrique conforme en termes de fibré tangent
a la surface, on dira que la norme conforme |v|"" d’un vecteur tangent v € T,S a la
surface de Riemann S représenté dans une carte holomorphe locale z preés de p par un
nombre complexe v € C est égale a :

VIS = /X (=), 2(0)) v @

Longueurs et aires associées a une métrique conforme. Soit v une courbe rectifiable
quelconque tracée dans une carte holomorphe locale z de S. Sa longueur est définie par :

Longueur(7y) := / Az,Z) |dz|.
v

On montre qu’elle ne dépend pas de la paramétrisation de 7 et qu’elle ne dépend pas du
choix de carte locale (exercice !), donc la longueur des courbes possede un sens intrinseque
des qu’une métrique conforme est fixée sur S.

De maniere similaire, 1’aire d’un sous-ensemble mesurable B C S est définie, dans une
carte holomorphe locale z sur S, par :

Aire(B) ::/ No(z,2) i dz A d7,
B

intégrale dans 1’expression de laquelle on observera sans attendre qu’apparait 1’élément
d’aire euclidienne classique, puisque 1’on calcule :

dz AN dz = (dx + idy) A (dz — idy) = —2idx A dy,

ce qui explique le terme correctif % On montre que cette définition de 1’aire ne dépend pas
du choix de carte locale (exercice similaire), et par conséquent — grace e.g. aux partitions
de I'unité —, I’aire possede un sens intrinseque pour toute région des qu’une métrique
conforme est fixée sur S.

La distance entre deux points py, ps € S est définie par la métrique minimisante associée
a cette longueur des courbes :

dist(p1, p2) := inf {Longueur(v) € [0, +o0]:
v:[0,1] — S rectifiable avec (0) = p; et y(1) = pg}.

On peut démontrer (exercice de rappel mental) que la topologie définie par cette métrique
est la méme que la topologie originale de S.

Toutes ces notions et celles de géométrie conforme qui vont suivre se généralisent bien
entendu a des surfaces qui sont seulement de classe 6.
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Définition. Une surface topologique S est dite de classe € si les applications de transition
entre cartes d’un atlas maximal sont toutes différentiables une infinité de fois. En particu-
lier, toute surface de Riemann est une surface de classe >, puisque ses applications de
transition sont holomorphes.

Orientabilité automatique des variétés complexes.

Définition. Une surface S de classe € est dite orientable s’il existe un atlas de cartes
i+ U; — C, i € I, définies sur des ouverts U; C S telles que pour toute paire d’ouverts
U;; NU;, # (0 d’intersection non vide, les applications de transfert associées :

Piq © 901'_11: Piq (Ull N UlQ) B 902'2(Ui1 N U12)

préservent toutes 1’orientation standard de C ~ IR, a savoir leurs déterminants jacobiens
réels de taille 2 x 2 sont tous de signe > 0 en tout point.

Théoreme. Toute surface de Riemann est orientable.

DEMONSTRATION. En effet, les changements de carte sont de la forme holomorphe
w +— z(w) =: z, et I’on sait bien que les applications holomorphe ont une différentielle qui
est une similitude, a savoir la composition d’une rotation et d’une homothétie, donc leur
matrice jacobienne préserve évidemment 1’orientation sur 1’espace tangent en tout point.

Une autre maniere alternative de le voir serait de démontrer (exercice recommandé¢) que
le déterminant jacobien 2 x 2 de I’application réelle R* — R? :

(u,v)

(z(u-l—iv)—{—z(u-i—iv) z(u+iv)—z(u+iv) )
2 ’ 27

associée a toute transformation holomorphe locale w — z(w) est égal au module au carré
|2,|* du déterminant 1 x 1 de la matrice jacobienne complexe (z,,). O

Fonctionnelle « Longueur » et fonctionnelle « Energie ». L’ objectif est & présent d’intro-
duire le concept de courbe dite géodésique sur une surface S compacte sans bord de classe
%> munie d’une métrique conforme. Soit une courbe > sur S :

v: [0,1] — S.

En représentation paramétrée, sa longueur est donnée par 1’intégrale :

Longueur(y) = / (0, 3®) 150 d.

Maintenant, si on définit 1’énergie de la courbe comme étant I’intégrale quadratique sui-

vante :

tnergio(1) =5 [ X (2(0.50) 300

I'inégalité de Cauchy-Schwarz ( [ fg)2 < [ f?- [ g% appliquéeicia f := letag:=Vh
pour une fonction A positive :

(JVR-1) < [h-[1
nous permet ici de majorer immédiatement :

2 [Longueur(v)}2 < Energie(7),
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avec cas d’égalité lorsque et seulement lorsque les deux fonctions concernées sont égales
entre elles a une constante pres, a savoir si et seulement si :

A(v(£), 7)) [3(t)] = const.,

pour tout ¢ € [0, 1]. Dans une telle circonstance, il est naturel de dire qu’une courbe -y satis-
faisant cette relation est paramétrée proportionnellement a sa longueur d’arc (conforme).

On déduit de ces (in)égalités que les courbes minimisant la fonctionnelle « Longueur »
qui sont paramétrées proportionnellement a leur longueur d’arc sont aussi précisément les
minima de 1’énergie Energie. En d’autres termes, la fonctionnelle d’énergie, lorsqu’elle est
comparée a la fonctionnelle de longueur, sélectionne une paramétrisation distinguée pour
les courbes qui minimisent la longueur. Il s’agit maintenant de caractériser ces courbes par
une équation différentielle. Bien entendu, tous ces raisonnements et ceux qui suivent ont un
sens plus général en géométrie riemannienne et en dimension quelconque, mais nous nous
concentrerons ici sur le cas des métriques conformes sur les surfaces.

Objectifs, anticipations, discussions. Mais avant de procéder au calcul, effectuons un ré-
sumé dynamique anticipateur.

L] On cherche a trouver les courbes qui sont de longueur minimale (au moins locale-
ment) pour la longueur naturellement associée a notre métrique conforme, par intégration
le long de courbes 6> (voire ¢! par morceaux, voire méme seulement rectifiables), mais
les courbes hypothétiquement « minimisantes » pourraient fort bien ne pas étre régulieres,
ou ne ne pas exister du tout.

O A un carré prés, la fonctionnelle « Energie » est essentiellement la méme que la fonc-
tionnelle de longueur, et elle va s’averer techniquement un peu plus maniable que la fonc-
tionnelle « Longueur » pour notre calcul des variations, puisque la racine carré® aura dis-
paru, donc nous allons chercher les ‘points’ critiques — ce sont en fait des courbes — de
la fonctionnelle « Energie ».

L] Ces extremas de la fonctionnelle d’énergie vont s’avérer €tre caractérisés par une
certaine belle équation différentielle du second ordre a coefficients 4, ce qui les rendra
riches et étudiables, mais en poursuivant 1’étude de ces courbes que 1’on appellera géodé-
siques, on n’aura toujours pas résolu notre question de savoir s’il existe des courbes qui
minimisent la distance, au moins entre des paires de points assez proches sur la surface.

L] Alors nous allons oublier cette question pendant un certain temps, étudier les courbes
géodésiques pour elles-mémes, et essayez de mieux les comprendre dans des systemes de
coordonnées qui en simplifient les équations.

0 Ce n’est qu’apres avoir introduit des cartes spéciales sur la surface S au moyen de
I’application dite exponentielle qui utilise les solutions (géodésiques) la belle équation dif-
férentielle a coefficients 4> que nous serons en mesure de voir et de démontrer que les
courbes géodésiques sont effectivement des courbes de longueur localement minimale, ce
qui répondra enfin a notre question. Il s’agit 1a d’un classique de géométrie riemannienne !

U] Enfin, ultérieurement, grace a ces courbes géodésiques et a leurs propriétés géomé-
triques, nous serons en mesure de démontrer en détail le théoréeme de triangulation qui est
notre objectif principal dans ce chapitre.

> 11 semblerait qu’il n’y ait pas de racine carré dans I’expression intégrale de Longueur(~y), mais rappe-

lons quand méme que |¥(¢)| = /Vi(t) + 73 (¢) siy(t) = 71 (t) + iy2(t).
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Extrema de la fonctionnelle « Energie ». En coordonnées locales z € C, introduisons une
petite variation ¢’>° d’une courbe fixée v: [0, 1] — C «le long d’elle-méme », ¢’est-a-dire
plus précisément une famille & un parametre réel s € | — s, so| de courbes qui déforment
légerement 7 :
(t) +sn(t)

en la déplacant au moyen d’une courbe auxiliaire arbitraire n: [0, 1] — C. Si donc  mini-
mise 1’énergie, il faut que Energie(7 + sn) > Energie(v) pour tout s petit, d’ol le critere
d’annulation de la dérivée suivi de calculs® que nous détaillons scrupuleusement :

0= % - Energie(y + s7)
d I 2 — — . . . .
== 3 [ X0 +sn@), A1) +sn(0) [1(0) + sa@)] [7(0) + ()] dt
5= 0
1 . .
~ 9 / { 2X (e + A7) 7 + A (71 + 7)) } dt [supprimer les arguments]
[0,1]
= Re / { 2AN. 037 + A4, } dt [reconnaitre une partie réelle].
[0,1]

Il est requis pour la suite de réexprimer la partie réelle du premier intégrande grace a
Re(w) = Re(w) — le terme souligné en question va agréablement disparaitre dans un
instant — :

O—Re/ {2Mﬂwo+vw}dt.
R —

Maintenant, en supposant que la variation fixe les extrémités de v, a savoir que 7(0) =
n(1) = 0, on peut intégrer par parties I’intégrale qui porte sur le deuxieme intégrande et
obtenir apres factorisation par 7 :

OzRe/ {QMEﬁw+ A24 ﬁ}dt
[0,1] ~
dériver

:Re/ {QMZW — AN = 2 AT — A2 }ﬁdt
8 B —

= —Re / {2)\)\27'/2 +>\2ﬁ}ﬁdt,
[0,1]

une annulation qui ne peut €tre satisfaite, pour toute fonction déformatrice quelconque
n: [0,1] — C, que si la fonction entre accolades s’annule identiquement sur I’intervalle
0, 1], ce que I’on réécrit comme suit en restituant les arguments des fonctions :

§(t) + 220020 32(4) = 0 pour tout ¢ € [0, 1] |.

Définition. Une courbe v: [0, 1] — S satisfaisant I’équation différentielle du second ordre
ci-dessus dans un ouvert de coordonnée holomorphe locale 2 est appelée une géodésique
pour la métrique conforme \?(z, %) dz dz.

ou o

® On note ici pour abréger 1. = 3£ et pz := 67 puis de maniére cohérente pi> = 5= et 1, = 8“

Z
Lorsque la fonction est réelle, comme I'est A = ), on a alors les deux relations supplémentaires A, = X, et

Az = Az
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Premiere étude locale des courbes géodésiques. On remarquera (exercice recommandé)
que I’équation des géodésiques implique qu’elles sont paramétrées proportionnellement a
leur longueur d’arc. Comme on doit nécessairement s’y attendre, puisque la définition de
I’intégrale d’énergie est invariante par changement de coordonnée holomorphe locale, ses
points critiques, a savoir les courbes géodésiques, possedent elles aussi un sens indépen-
damment du systeme de coordonnée dans lesquelles on les regarde. On peut aussi examiner
(exercice) comment se transforme 1’équation du second ordre ci-dessus a travers un chan-
gement de coordonnée holomorphe locale w +— z(w) =: z. Nous admettrons le lemme
suivant qui découle de résultats que nous considérons comme connus sur les équations
différentielles ordinaires (ici du second ordre, et dans le plan), notamment 1’existence qui
repose sur une itération de type Picard-Lindelof, ou de type théoréme de point fixe dans
des espaces de Banach appropriés.

Lemme. Soit S une surface €*° compacte munie d’une métrique conforme et soit p: U —
V = ¢(U) C C l'une de ses cartes € locales. Soit :

N (z2,%)dzdz

la représentation de la métrique dans cette carte, ou z = x + 1y € C est la coordonnée
courante sur V. Alors pour tout point p € S et tout vecteur tangent v € 1,5, il existe € > 0
(qui dépend de p et de v) et il existe une unique courbe géodésique € :

v: [0,e] — S
qui est issue de p et qui est dirigée par v :

7(0) =p et Y(0) = v.

De plus, lorsque le point p est restreint a varier dans un sous-ouvert fixé ' € V com-
pactement inclus dans V, et lorsque le vecteur v € R? est lui aussi restreint & varier dans
un disque Dg: de rayon R’ > 0 fixé borné, il existe un € > 0 assez petit et uniforme qui
dépend des choix de ' et de R’ tel que pour tout point p’ € V' et pour tout vecteur v/ € D
il existe une unique courbe géodésique € :

Yo 0,6 — S
définie sur [0, '] qui est issue de p' et qui est dirigée par v’ :
7(0) =p' et Y(0)=v. O
Or I’équation différentielle des géodésiques étant de la forme :

() 4 20040 <2
0=30)+S5w0am 1 O

on se convainc aisément que si y(t) en est une solution sur un intervalle [0, ], alors pour
toute constante ¢ > 0, la courbe a temps de parcours renormalisé ¢ — ~y(ct) qui est définie
sur [0, £] en est aussi une solution. On déduit de cette observation et de la deuxieme partie
du lemme précédent que pour tout p € S, le sous-ensemble

Dy = {v € T,S: 7, estdéfinie sur [0, 1]}

contient toujours un disque fermé :

Dg, = {v € T,S: |[v|]*" < R,}
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de rayon R, > 0, ol I'on rappelle que la norme conforme |v[5°" d’un vecteur tangent
v € 1,5 ~ C est définie par :

(V1) i= 32 (=(p), 2(p)) v ¥|.

De plus, la compacité de S et a nouveau la deuxieme partie du lemme précédent assurent
méme I’existence d’un € > 0 tel que la la courbe géodésique v, ., est définie pour tout point
p € S et tout vecteur v € 7,5 de norme conforme |v | < .

Définition. L’ application exponentielle au point p € S :

exp,: 1,8 — S

v i— Y (1)

associe a un vecteur v € 7,5 I’extrémité au temps 1 de la courbe géodésique issue de p et
dirigée par v. Elle est donc bien définie sur I’ouvert &, C 7,5 qui contient au moins un
petit disque D, C &, d’un certain rayon €, > 0.
Lemme. L’application exponentielle ainsi définie envoie un certain voisinage-disque ou-
vert D, de O dans 1,8, avec €, > 0, difféomorphiquement sur un voisinage de p.

DEMONSTRATION. La différentielle de I’application exponentielle exp,, a I’origine 0 €
T,S appliquée a un vecteur tangent v € 7,5 = R? le reproduit identique a lui-méme :

d
Do(expp)(v) = 7l Yptv (1)
d
= — v t
dti—o Vp, ( )
- %,V(m
= V.

Ainsi donc cette différentielle D ( exp,, ) est égale a I’identité. La conclusion découle alors
instantanément du théoreme d’inversion locale. O

Perte irrémédiable de la structure conforme par passage aux cartes exponentielles.
Toutefois, en général, I’application exponentielle n’est pas holomorphe. Donc si I’on utilise
exp, ! comme carte locale, non seulement on perd I’holomorphie, mais encore, puisque
la carte exponentielle n’est que €°°, on perd aussi la structure conforme. Afin de s’en
convaincre, il faut examiner comment I’expression :

ds* = N*(da® + dy?)
se transforme a travers un changement quelconque de coordonnées ¢ °° :
r = x(u,v), y =y(u,v).

On calcule alors aisément les deux différentielles :
dx = x, du + x, dv,

dy = y, du + y, dv,
puis leur somme au carré, que 1’on développe et réorganise :
dz® + dy* = (v, du + =, dv)2 + (Yu du + Yo dv)2
= (22 + y2) du® + 2(zyzy + Yuy) dudv + (22 + y7) dv?
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et I’on voit apparaitre en effet un terme croisé du dv in-annulable dans la métrique trans-
formée :

ds* = X (z(u,v), y(u,v)) { (22 + y2) du® + 2(zy2y + Yuyo) dudv + (25 + y7) dv2}
= B(u,v) du® + 2 F(u,v) dudv + G(u, v) dv*.

Les métriques gaussiennes (= riemanniennes en dimension 2) sont alors par définition les
métriques de cette forme générale dans un systeme de coordonnées quelconque, ou les
trois fonctions F, F', G des deux coordonnées ambiantes satisfont bien entendu en tout
point (u, v) une inégalité :

EG-F?>0

qui garantit la positivité de la forme quadratique infinitésimale ds®. On vérifie — exercice
fortement recommandé — que cette forme générale F du® + 2 F dudv + G dv? reste
invariante a travers tout autre changement de coordonnées ¢*°, disons (u,v) +——
(v (u,v),v'(u,v)) =: (u,v’). Ainsi une telle métrique quadratique infinitésimale possede
un sens que I’on peut globaliser sur toute surface S de classe ¢’ et elle assigne alors — de
maniére intrinséque — a tout vecteur infintésimal de coordonnées (du, dv) | (u0) basé en un
point (u, v) vu dans une telle carte locale la longueur :

longueur de(du, dv)|

) = VE(u,v) du? + F(u,v) dudv+ G(u,v)dv?|.

(

Si I’on préfere parler de métrique sur le fibré tangent a .S, on écrira que le carré de la norme
riemannienne | v "™ d’un vecteur de coordonnées :

v = (1,0)

basé en un point de coordonnées (u,v) € R? est égal a :

[v|em .= \/E(u,v) 42 + 2 F(u,v) 40 + G(u,v) 92

p

En résumé, I'utilisation que nous allons faire des cartes exponentielles inverses locales :
-1 2
eXp, - (Svp) - <R 70)

nous force a quitter I’univers (restreint) des métriques conformes et a étudier les métriques
riemanniennes générales avant de pouvoir établir — enfin — que les courbes géodésiques
minimisent localement la longueur.

Reprise de la théorie au niveau riemannien. En tout cas, il faut commencer par redé-
finir les concepts de base dans le cadre des métriques gaussiennes. Soit donc S une sur-
face € que I’on suppose munie d’une métrique riemannienne. La longueur d’une courbe
7: [a,b] — S aboutissant dans une carte locale munie des coordonnées (u,v) € R? est :

Longueur(7y) := / \/E (u(t), v(t)) a(t)? + 2 F (u(t),v(t)) a(t) o(t) + G(u(t), v(t)) v(t) dt,
et son énergie (disparition de la racine carrée) est :

1

Energie(7) := 5 / {E(u(t),v(t))u(t)z—i—QF(u(t),v(t)) u(t)z}(t)—l—G(u(t),v(t))z)(t)}dt.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz (fab fg)2 < fab f?- fab g*> avec f := vhetg :=1qui

s’écrit :
b 2 b b
(/ \/ﬁ.1> g/h-/L

nous donne ici une inégalité enticrement similaire a celle que nous venons de voir dans le
contexte conforme :

2 . _
[Longueur(y)]” < 2 (b — a) Energie(7).

L’inégalité est une égalité si et seulement si les deux fonctions sont multiples ’'une de

I’autre par une constante, c’est-a-dire si et seulement si :

const. = E(u(t),v(t)) w(t)® + 2 F (u(t), v(t)) u(t) o(t) + G (u(t), v(t)) 0(t),
ce qui signifie que la courbe ~y est paramétrisée proportionnellement a sa longueur d’arc.

Il s’agit maintenant de redériver les équations d’Euler-Lagrange qui caractérisent les
extremas de la fonctionnelle d’énergie, a savoir les courbes géodésiques. Puisque cela est
compris depuis plus d’un siecle et demi en géométrie a un nombre quelconque de dimen-
sions, nous nous permettrons d’utiliser une notation indicielle :

r = (2',2%) = (u,v)

pour les deux coordonnées ambiantes et d’abréger I’expression du ds? au moyen d’une
expression sommatoire :

2
ds* = E gix () da? da,
k=1
avec bien entendu les coincidences notationnelles :

g = F, gi2 = g1 = F) g2 =G,

. s ‘o e g g . 1<k<2
et aussi les propriétés de symétrie et de positivité définie de la matrice (gjk) 1%;2
=J =X

trique quadratique infinitésimale. Nous admettrons alors la proposition classique suivante
sans en détailler scrupuleusement la démonstration.

de la mé-

Proposition. L’équation différentielle ordinaire vectorielle’ du second ordre i coefficients
€ que satisfont les courbes v(t) = (v'(t),7*(t)) dites géodésiques qui sont ‘points
critiques’ de la fonctionnelle « Energie » pour la métrigue riemannienne ci-dessus s’écrit
explicitement :
2
0=5(t)+ D> Th(v(®) ¥ ()5 ¢) (i=1,2),
]7k:1

ou les fonctions Fé- = F;k(x) appelés coefficients de Christoffel de la métrique rieman-
nienne, sont définis par les formules :

)= 5 3 ') { G ) + o) - Pk}

=1

(4,5,k=1,2)

7 11 s’agit en effet d’un systéme de deux équations différentielles ordinaires du second ordre.
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dans lesquelles les coefficients métriques a indices supérieurs sont ceux de la matrice

gy 1<k<2 . 1<k<2
Jk) VS . ) IR N . . . .
( )1 <i<2 de la matrice inverse de (gjk)l <jcg 4 SaVOIr qui satisfont
2 2
gLk Ik
E g glk—(sj—g gitg
=1 =1
pour tous j, k =1, 2. O

Expression de la métrique ds? dans les coordonnées polaires géodésiques. Maintenant,
notre but est de ré-écrire la métrique infinitésimale ds® dans les coordonnées locales que
définit I’application exponentielle inverse®. Soit donc un point p € S de la surface et soit
son espace tangent 7,5 = R? que ’on munit a la fois de deux coordonnées cartésiennes
(u, v) et de deux coordonnées polaires (, ) :

exp, ' S — 1,5 =R*> (u,v) = (rcosd, rsinf).

Par définition de I’application exponentielle et par construction, dans ces nouvelles coor-
données (r, ), la famille des géodésiques issues de p s’identifie aux rayons-vecteurs :

{(r,0) e R>: 6 =6,

d’angle 6, constant. Dans ces nouvelles coordonnées (r, #), notre métrique gaussienne in-
finitésimale s’écrit alors sous une forme que nous allons examiner plus en détail :

ds® = g11 dr? + 2 gio dr d + o dO?,

ou les gj; sont trois fonctions €’ de (r,¢). Comme les courbes-rayons r — (r,6,) sa-
tisfont I’équation des géodésiques de la proposition qui précede, on doit avoir dans ces
coordonnées (r, #) les deux équations :

i=1: 0=0+T7(r60)- 1%
i=2: 0=0+T%(r60) 1%

d’ou I'on déduit immédiatement les annulations identiques de deux des coefficients de
Christoffel :

_pl 2
0="Iy =14,
Or par définition, ces deux équations s’écrivent en fonction des coefficients métriques :
2
, dg 0
_ il 1 g11 ‘
O:;g {QW—W (i=1,2),

01‘1. % = % pour/ = 1l et % = % pour [ = 2, en introduisant la coincidence notationnelle
suivante :

(z*, 2%) = (r,0)

our se ramener aux notations générales. Mais puisque la matrice ( Z‘l) 15l est inversible
p et : g . ! puisq 9" )1<i<o )
on en déduit immédiatement que 1’on a en fait :

Ogu dg11
0=2—=— — —
or ozl’

pour [ =1,2.

8 Nous n’introduirons pas de notation pour désigner les petits ouverts autour de points p € S dans
lesquels les applications exponentielles inverses sont définies.
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En particulier, pour [ = 1, on obtient :
0
0= _gn.
or
Or, comme on pouvait s’assurer a 1’avance par une simple normalisation linéaire préa-
lable que la métrique gaussienne en p s’identifie a la métrique pythagoricienne a 1’origine
(0,0) = (0, 6), a savoir :
I (7,132 2\2
ds ‘p = (dz")* + (da?) ‘(070)
_ 22 02 902
=dr*+r-db ‘(0 0

0)
= dr’ | (0,0)’

on voit que ¢11(0,0) = 1, et puisque 1’on vient de voir que la dérivée partielle par rapport
a r s’annule identiquement, on obtient finalement que :

g(r,0) = const. = 1.

Une fois cela acquis, revenons a la deuxieéme équation identique pour [ = 2 obtenue a
I’instant qui s’écrit maintenant :

0912
0= —==(r0).
ar ( Y )
A nouveau grice 2 la normalisation de la métrique au point central qui donne ici g12(0,0) =
0, on déduit une I’annulation identique du coefficient central :

0= 912(7’, 9) .

Pour conclure, puisque la métrique quadratique infinitésimale est définie positive, on doit
avoir gqo(r, 8) > 0 lorsque > 0. Résumons le résultat obtenu sous la forme d’un énoncé.

Proposition. En coordonnées polaires géodésiques (r,0), toute métrique riemannienne in-
finitésimale s’écrit sous une forme normale simplifiée :

ds* = dr® + G(r,0) do?,
pour une certaine fonction G de classe € strictement positive lorsque r > (. U

Il nous est enfin possible de démontrer que les géodésiques minimisent localement les
distances.

Théoreme. Soit ¢ > 0 assez petit pour que I’application :
exp,: {veT,s: ||v||;,iem <6} — S
soit définie et constitue un ¢ *-difféomorphisme sur son image. Alors pour tout point de la
forme q = exp,(v) avec |v|}*™ < ¢, la géodésique :
Yow: [0,1] — S

issue de p et dirigée par v est 'unique courbe® € de plus petite longueur allant de p a q
et l’'on a aussi :

dist(p, ) = [v];™ = Longueur (7, ([0, 1])).

9 L'énoncé reste vrai plus généralement pour des courbes qui sont ¢! par morceaux, voire qui sont
seulement rectifiables.
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DEMONSTRATION. Comme on I’aura deviné, c’est en se plagant dans les coordonnées
polaires géodésiques (7, f) que la démonstration va se déployer dans toute la limpidité que
Gauss découvrit et finalisa aux alentours de 1822.

La géodésique issue de ’origine et dirigée par le vecteur v s’écrit naturellement dans
ces coordonnées (r, ) :

Yo () = (LIVI;™, 00)
pour ¢ € [0, 1], ol , est 'angle que fait v avec I'axe des z'. Soit donc une autre courbe
%> quelconque y: [0,1] — S':

p(t) = (r(t), 0(t))

qui part de I’ origine et aboutit au méme point final :
r(0) =0 et (r(1),0(1)) = (Ivlpe™, 6o)-

Puisque ds' = dr? + G df?, sa longueur est par définition égale a une intégrale que 1’on
minore extrémement facilement :

Longueur(j) = /01 \/f‘(t)z +G(r(t),0(t)) 0(t)2 dt

:/0 |7(t)| dt
>| [Cwa

= ‘r(ll) — T(O)‘

= [vl

avant d’appliquer 1’inégalité des accroissements finis pour conclure sans effort. U

Corollaire. Soit S une surface compacte sans bord de classe €. Alors il existe € > 0 tel
que toute paire de points p,q € S situés a distance dist(p, q) < € sont connectés par une
unique courbe géodésique v, , dont la longueur réalise leur distance :

Longueur(7,,4) = dist(p, q).

DEMONSTRATION. Laissée en exercice d’application des concepts du cours. U

Triangulations des surfaces compactes 4> sans bord. Une triangulation d’une surface
compacte semble étre ce a quoi I’on pense, mais il faut se méfier des intuitions imprécises
et fixer treés rigoureusement les concepts si I’on veut obtenir des théorémes corrects. En
particulier, nous insisterons sur la classe — ici > pour simplifier — des triangulations
considérées.

Définition. Soit A le triangle équilatéral fermé dans C ~ R? de sommets 0, 1, /3 :

C eiﬂ'/3
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et dont les trois arétes : [0,1], [1,7/3] et [¢™/3,0] sont toutes de longueur unité. On dit
qu’une surface lisse S admet une triangulation ¢*° s’il existe un nombre fini N < 400
d’applications de classe € :

Yp: A — S (i=1-N)

dont les images recouvrent S :
N
U ¢k(A) =5,
k=1

qui établissent toutes des difféomorphismes sur leurs images respectives :
appelées triangles Ty, dans S de sommets :

(pk(o)v @k(l)v Pk (eiw/i’y),
et d’arétes :
Spk([ov 1])7 ka([luemw])a ka([eiﬂ/:s?()])’
de telle sorte que pour toute paire de triangles Ty, et Ty, dans S d’indices distincts quel-
conques 1 < k; # ko < N, la trichotomie suivante soit satisfaite :
(i) ou bien ces deux triangles sont disjoints :

Tkl N Tkz = @7
(ii) ou bien ils s’intersectent exactement le long d’une, et d’une seule aréte commune :
Tk1 N Tkz = Py ([ak1 ) ﬁlﬂ]) = Phko ([Oékwﬁig])a

pour certains &7 Bku Ak ﬁkz € {Oa L eiﬂ-/S} avee 7é /6]{21 et v, 7& ﬁkz >
(iii) ou bien ils s’intersectent le long d’un et d’un seul sommet :

Tk1 N Tkz = Pk (akl) = Pk (ab)a
pour certains oy, , o, € {0,1, ™3}

De maniere analogue et plus généralement, on peut définir la notion de polygone dans
S comme étant I’'image par un difféomorphisme 4> d’un fermé P C R? d’intérieur Int(P)
connexe dont le bord J P est une réunion finie de segments de droites fermée non réduits a
un point. Voici maintenant un résultat absolument fondamental de la théorie.

Théoreme. Toute surface S de classe € compacte et sans bord qui est munie d’une
métrigue conforme'® € admet une triangulation finie €> au sens de la définition précise
qui précede.

DEMONSTRATION. Une fois que I’on a muni S d’une métrique conforme de classe
¢, I'idée géométrique est simple et naturelle. On choisit un grand nombre de points dis-
tincts deux a deux sur la surface de telle sorte qu’aucun ne soit loin de son plus proche voi-
sin, et, au moyen d’une unique géodésique — pour la métrique conforme en question —,
on connecte toute paire de points qui sont assez proches 1’un de 1’autre pour qu’une unique
géodésique de distance minimale existe entre eux. Ces connections géodésiques découpent

10 1.4 méme démonstration fonctionne mot pour mot avec une métrique riemannienne % °°, et comme
il existe toujours des métriques riemanniennes ¢ °° sur les variétés compactes (ou non compactes) ¢ °°, ce
théoréme est donc vrai pour toute surface %> sans bord.
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alors la surface S en un certain nombre de régions dont on peut assurer de surcroit qu’elles
sont toutes petites, contenues chacune dans une petite boule géodésique. Les subdivisions
induites par connections géodésiques — on est forcé d’ajouter tous les points d’intersec-
tion entre ces petites géodésiques — ne posent pas de probleme, grace au théoreme d’uni-
cité des géodésiques a vecteur tangent assigné, théoreme qui assure alors que toutes les
géodésiques en question s’intersectent avec un angle non nul. On pourrait s’imaginer que
le choix des points d’un tel maillage puisse €tre ajusté a I’avance pour que toutes les régions
en question soient d’emblée des triangles, mais en général, cela est malaisé, et il semble plus
raisonnable d’admettre que les régions en question puissent tre certains polygones compli-
qués — mais toujours petits car tous contenus dans de petites boules géodésiques — dont
la forme n’est pas contrdlée a priori. Mais alors on s’imagine parfaitement bien qu’il ne
reste plus qu’a redécouper ces polygones en triangles, exactement comme on le ferait en
géométrie euclidienne standard, et c’est a ce niveau la qu’il faut se méfier de raisonnements
qui pourraient cacher des erreurs, car les polygones en question n’ont aucune raison d’étre
convexes.

Voici maintenant les détails.

Soit donc S une surface > compacte sans bord. On la munit d’une métrique conforme
€. Soit un £ > ( assez petit pour que toute paire de points de S situés a distance < ¢
I’un de I’autre puissent étre connectés par une unique géodésique qui minimise la distance
(globale) entre eux deux. Par compacité de S, on peut supposer de plus que pour le méme
e > 0, application exp,,: 7,5 — S est un difféomorphisme de {v € T,,S: |v|" < 2¢}
sur son image dans 5, et ce, pour tout point p € .S (bijectivité locale uniforme).

On se convainc alors aisément (exercice) que 1’on peut choisir suffisamment de points
P1,---,Pn € S pour que les deux propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) tout point p € S se situe a distance < ¢ d’au moins un point p; ;

(ii) pour tout point p; dans la liste {ps, ..., p,}, il existe deux autres points distincts p;

et py, dans la liste (donc avec j # i, k # 1, j # k) tels que le triplet {p;, p;, py} forme
un triangle satisfaisant :

dist (p;, p;) < 3, dist (ps, pr) < 5, dist (p;, pr) < 5.

Dans ces conditions, tout couple de points { Diy» pz-g} situés a distance dist (p;,, pi,) <
5 peut &tre joint par un unique segment de géodésique de classe ¢’ noté v;, ;, dont la
longueur réalise leur distance :

Longueur(%hiz) = dist(p;, , i, )-

Mais ce n’est pas tout. Afin d’éviter d’avoir a considérer des cas dégénérés ou triangles et
polygones seraient aplatis, on peut en outre s’assurer a I’avance que :

(iii) pour toute paire de tels segments géodésiques ;, i, €t 7;, j,, S 1ls s’intersectent en
un point ¢ € 7;, 4, M Yj,.4, (Qui peut €tre I'une de leurs extrémités), alors ils le font
avec un angle # 0 mod 7 en ce point.

DEMONSTRATION. En effet, lorsqu’un tel point d’intersection existe, par unicité des
géodésiques a direction tangente prescrite, la réunion ;, ;, U 7;, j, forme alors un unique
segment de géodésique €*°. Une telle configuration dégénérée peut alors étre évitée en
perturbant par exemple trés légerement la position d’une extrémité de I’'un des deux seg-
ments géodésiques. Grice a la bijectivité locale uniforme de I’application exponentielle,
on peut méme voir qu’il est possible de s’assurer que I’intersection des deux segments de
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géodésiques (perturbés) devient vide. Une fois le nombre n de points py, ..., p, fixé, on
peut s’assurer par récurrence sur un entier &k allant de 1 a n que toutes les tangentialités
éventuelles disparaissent (exercice). ]

Assertion. Deux tels segments géodésiques quelconques v;, ;, et v;, j, S'intersectent alors
en au plus un point.

DEMONSTRATION. Par I’absurde, si v;, 4, et 7;, j, s’intersectaient en deux points dis-
tincts ¢’ et ¢”, alors en considérant I’application exponentielle de centre ¢’ ou ces deux
segments géodésiques se rencontrent, nécessairement avec un angle non nul grace a (iii), il
en découlerait que ¢” serait I'image de deux vecteurs tangents distincts de 1’espace tangent
TS, ce qui contredirait la bijectivité locale uniforme de I’application exponentielle. ~ []

Assertion. Pour tout triplet de points {p;,p;, pr} satisfaisant :

la réunion des trois arcs géodésiques 7; j, Vi, Vjk qui les joignent deux a deux divise la
surface S en :
e une région fermée Ty, .. ., bordée par ~; ; U 71 U v;, petite car contenue dans
{q € S: dist(q,p;) < 5}, qui est € *°-difféomorphe a un triangle fermé non aplati du
plan euclidien, e.g. le triangle équilatéral A

e [’extérieur de ce triangle, a savoir [’ouvert S\Tphpj Phe

DEMONSTRATION. Chacun des trois arcs géodésiques, par exemple ; ;, peut étre pro-
longé comme segment géodésique de longueur 3 £ > 3dist(p;, p;) dans les deux directions
de maniere symétrique, en partant de p; ou de p;. Grace au lemme qui dit que I’exponen-
tielle forme un difféomorphisme local uniforme, cette géodésique prolongée divise alors
I’ouvert :

exp,, ({veT,s: HUH;‘;”f <e})cS
en deux morceaux fermés dont I’intersection est le segment géodésique central. Le triangle
Tp.p;.p. €st alors Iintersection appropri€e de trois de ces six ensembles fermés. Grice a
la propriété (iii) ajustée a I’avance, les angles en p;, p;, p; des paires de segments géodé-
siques qui en sont issus sont tous non nuls. Grace au lemme qui précede, on peut établir
rigoureusement que T, ,,. . est € *°-difféomorphe a un triangle fermé. l

Nous augmentons alors la collection de points {p1, ..., p,} eny ajoutant tous les points
d’intersection (uniques ou inexistants) entre paires de segments géodésiques Vi, i, M V5, jos
ce qui nous donne une nouvelle collection {p1,...,pn,...,pn} avec N > n. Notons que
nous ne rajoutons aucun arc géodésique.

Alors les composantes connexes de I’ouvert :

S\ U Vixsio
1<ii<is<n

sont en nombre fini, et chacune d’entre elle est bordée par un nombre fini de portions''
des segments géodésiques initiaux ;, ;,. On considérera la fermeture de ces polygones
géodésiques, i.e. en incluant le bord.

1 Nous venons en effet d’ajouter des points d’intersection.
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Il est important d’observer que par construction, tout tel polygone géodésique fermé P
est contenu dans au moins un des petits triangles géodésiques initiaux T;, ;, ;, pour des
indices 1 < 41,129,173 < n, et est constitué d’au moins trois sommets. Le but maintenant
est de subdiviser chacun de ces polygones géodésiques P qui comporte un nombre > 4
de sommets en un nombre fini de sous-triangles géodésiques. La méthode va consister
a lui ajouter un certain nombre de segments géodésiques entre paires de sommets bien
choisis. Géométriquement parlant, les raisonnements qui vont suivre seraient les mémes si
on travaillait avec des polygones en géométrie euclidienne dans le plan.

Soit donc P un polygone géodésique quelconque dont le nombre de sommets est > 4.
Afin de subdiviser le polygone P en triangles géodésiques, il suffit clairement, grace a
un raisonnement par récurrence, de démontrer qu’il existe toujours une paire de sommets
P, q € sommets(P) tels que I’intérieur :

Y55\, @} C Int(P)

du segment de géodésique ;5 qui les joint est entierement contenu dans 1’intérieur Int(P)
du polygone. Or puisque P n’a aucune raison a priori d’étre (géodésiquement) convexe, il
faut commencer par bien choisir un point py qui pourra éventuellement é&tre un tel p qui
attend son alter ego q.

Assertion. 1] existe au moins un sommet py € P qui a la propriété que le triangle géodé-
sique Tg, o o7 formé par py et les deux sommets p',p" € P qui lui sont adjacents dans OP
est localement contenu dans P au voisinage de py.

Notons que le segment géodésique v,/ ,» qui constitue le troisieme coté de T, v ,» n’a
aucune raison d’appartenir a la famille initiale de segments géodésiques ;, 4.

DEMONSTRATION. En effet, I’application exponentielle permet de se ramener a un rai-
sonnement connu de géométrie euclidienne dans le plan : une famille de « grands » disques
géodésiques centrés en un point qui contiennent notre polygone P et dont le rayon décroit
progressivement et continiment finit toujours par toucher une premiere fois un certain som-
met py € P le triangle T,/ est alors nécessairement contenu dans ce disque limite qui
touche py, et le polygone P lui aussi (bien entendu, il peut y avoir plusieurs sommets de P
sur le cercle limite). Par conséquent, on a nécessairement :

Thop w7 NV, = PN Vg,
pour un certain voisinage V5, de py dans S. U

Soit donc Py un tel sommet de P tel que le triangle géodésique T, ./, est localement
contenu dans P au voisinage de py. Entre p’ et p”, le bord de P est constitué d’un nombre
fini > 2 d’autres segments géodésiques, a savoir :

aP\ {7170 ' VPop” }

Examinons alors plusieurs configurations possibles en commengant toujours par celles qui
sont les plus favorables.

[ Si la partie restante du bord OP\ {75, ,/, 75, } est entiérement contenue dans I’extérieur
S\ Ty - alors I'intérieur du segment géodésique 7,/ est contenu dans I’intérieur de P,
et donc il suffit dans ce cas de prendre p := p’ et ¢ := ¢".
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[J Si la partie restante du bord OP\ {75, ,/, ¥, } intersecte le troisidme cOté 7, sans
rentrer dans I’intérieur du triangle T, ,/ ,~, on peut encore trouver (exercice) une paire de
sommets :

Dyq € OP Ny
dont le segment géodésique satisfait une propriété :

Int (5.3) © Int (P) Ny
qui implique la propriété désirée.
Supposons donc maintenant (situation défavorable) que :

le reste du bord OP\ {~z, ', V50 }

rentre dans l'intérieur du triangle Tg, v .

(*)

Soit alors un point :
Go € Int (Tg,7) N (OP\ {50, V0’ })
avec dist (ﬁo, a\o) = dist (]6\07 aP\{’Yﬁo,p/a 7ﬁ0,p”}>

qui minimise, dans I’intérieur de notre triangle, la distance (géodésique) de notre sommet
initial py au reste du bord. Bien entendu, cette distance minimale est positive, puisque nous
savons que I’intérieur du triangle T, v~ est contenu dans I’intérieur de P pres de py.

O Lorsque go est un sommet du polygone, la conclusion est gagné sans effort, car alors
I’intérieur du segment géodésique 75, 5, qui est contenu dans I'intérieur du triangle, est
nécessairement aussi contenu dans I’intérieur du polygone puisque Int (7,70,@0) ne rencontre
par définition pas OP grace a la minimalité de la distance.

Supposons donc que ce point g, minimisant la distance appartienne a 1’intérieur d’un
segment géodésique contenu dans le bord restant du polygone, et notons alors 7’ et 7’/ les
deux sommets de ce segment 7, . Grice a un paramétrage bijectif lisse ¢t — g; des points
de 7y, ,» défini pour ¢ € [—1, 1] et satisfaisant ¢_; = 7’ et ¢; = r”, on produit un faisceau :

U= Y50
de segments géodésiques issus de py, pivotant autour de p, et aboutissant au point variable
¢:- Supposons temporairement que ces segments ne rencontrent jamais ni Vg, ,/, 0 Vg -
Lorsque le parametre ¢ croit de 0 vers 1, ou lorsqu’il décroit de 0 vers —1, il peut se produire
un certain premier instant en lequel 5, g rencontre le bord restant 9P\ {5/, V5, } (au
voisinage de py, on sait qu’aucune rencontre ne se produit jamais).

(] Si une telle premiere rencontre se produit soit du co6té négatif en un instant > —1, soit
du coté positif en un instant < 1, alors on peut toujours trouver (exercice) un sommet 7 du
bord restant tel que :

Int (v5,,7) C Int (P).

Donc on peut supposer (situation défavorable) qu’aucune rencontre avec le bord restant
ne se produise du tout, que ce soit du cdté de ' ou de celui de r”, et nous affirmons alors
qu’une telle circonstance ne peut pas se produire sous 1’hypothese (x) effectuée plus haut
d’apres laquelle le reste du bord du polygone rentre dans le triangle initial T, /.

En effet, si du c6té négatif pour un certain ¢ > —1, ou du c6té positif pour un certain
t < 1, le faisceau de segments géodésiques ¢ — 5, 5 rencontre I’un des deux segments
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géodésiques initiaux vz, ,» ou 75, issus de Dy, on a nécessairement ' = p’ ou r’ =
p” (respectivement). Et si au contraire, de 1’un ou I’autre c6té, ce faisceau t — 75 5 ne
rencontre pas g, ,» OU V5> alors dans tous les quatre cas de figure possibles, I’intérieur
du nouveau triangle géodésique :

Int (Tﬁo,r’,r”) C Int (P)

est toujours contenu dans I’intérieur de P puisqu’il n’en rencontre pas le bord. Mais comme
le bord d’un polygone géodésique divise toujours localement une surface en deux c6tés ou-
verts, les deux segments géodésiques 75, €t V5, doivent alors nécessairement coincider
avec les deux segments géodésiques 5, v et Y, issus de py qui sont dans OP, et I’on en
déduit par conséquent que :

r = p/ et — p”.
Il en découle enfin :
Int (T5,,7,) N (bord restant) = Int (Tg,,,~) N (bord restant)
C Int (P) N (bord restant)
=0,

ce qui contredit (x), et achéve la démonstration du théoréme de triangulation . ]
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11. Intégration des formes différentielles et primitives

Toute forme différentielle de degré 1 peut étre intégrée le long de courbes. Si la
forme est fermée, le résultat dépend alors seulement de la classe d’homotopie de la
courbe. Ainsi, sur toute surface de Riemann connexe X, I’intégrale indéfinie d’une
1-forme fermée dans laquelle I'intégration s’effectue le long de courbes a point ini-
tial fixé et a point final variable, produit une fonction holomorphe univaluée et bien
définie sur X tout entier. Mais en général, I’intégration des 1-formes fermées produit
des fonctions holomorphes multivaluées. Toutefois, les fonctions qu’on obtient ainsi
possedent des propriétés tres particulieres qui les distinguent dans 1’univers beaucoup
plus complexe des fonctions multivaluées générales.

L’intégration des 2-formes différentielles sur une surface de Riemann X permet de
transformer des intégrales curvilignes en intégrales de surfaces, et s’avere utile pour
établir un théoreme des résidus pour les 2-formes qui sont holomorphes en dehors
d’un nombre fini de points.

Formes différentielles de degré 1. Soit X une surface de Riemann et soit w € I'(X, 7% X)
une 1-forme différentielle de classe €°° définie sur X . Soit aussi une courbe continue :

c: [0,1] — X
qui est différentiable par morceaux, a savoir telle qu’il existe une partition :
O=to<ti1 < ---<thb1<t,=1

de son intervalle de définition ainsi que des cartes (U, zx), 2 = 2 + iyp, k = 1,...,n
avec c([tk_l, tk]) C Uy, telles que pour tout & les deux fonctions restreintes-composées :

2L OC: [tk—la tk] — C et Zroc: [tk—la tk] — C

sont de classe €1, c’est-a-dire possédent des dérivées continues. Sous une telle hypothése,
I’intégrale de la 1-forme w peut alors étre définie comme suit. Puisque sur chaque Uy, on
peut écrire :

W|Uk = fr dzx + g dZy,

pour certaines fonctions coefficients f, = fr(z,%) et gr = gx(2,Z) qui sont €, on pose,
en notant ¢t — ¢(t) au lieude t — zj o ¢(t) :

[ S 655 eat)a

> [ (fk <>)§‘;<t>+gk( 0.70) )

On vérifie (exercice) que cette définition produit un nombre qui est a la fois indépendant
du choix de la partition et du choix des cartes locales.
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Théoréme. Soit X une surface de Riemann, soit c: [0,1] — X une courbe continue €*
par morceaux et soit F' € €<(X,C) une fonction lisse sur X. Alors l'intégrale de sa
différentielle le long de c vaut :

/dF = F(c(1)) — F(c(0)).
DEMONSTRATION. En effet, choisissons une partition 0 =ty < t; < --- < t, =1

et des cartes (Ug, z;) comme ci-dessus. Sur chaque ouvert Uy, la differentielle de Fj, :=

F(zx, Zx) vaut évidemment :

B 8Fk 8Fk

d de,

dF
8Zk 8Zk

ce qui nous permet de calculer :

[ ar - Z/ (G (et 07) )+ S et 00) 1))

> ( (07 )
_ ; { (t)) — F(c (t,H))}
= F(c(1)) — F(c(0))

et acheve la vérification de ce premier théoreme élémentaire. U

Définition. Etant donné une 1-forme différentielle w € T'(X, T*X) de classe € sur une
surface de Riemann X, une fonction F' € €>°(X, C) dont la différentielle lui est égale :

dF = w
est appelée une primitive de w

Puisque d o d = 0, toute forme différentielle qui admet une primitive est nécessairement
fermée. Evidemment, toute translatée F + ¢ d’une primitive F' de w par une constante ¢ € C
est encore une primitive de w, puisque 1’opérateur différentiel d annihile les constantes.
Réciproquement, deux primitives quelconques Fj et £, de w différent toujours d’une
constante : F» — F} = ¢, ce qu'on voit en appliquant le théoréme qui précede (exercice
mental).

Remarquons que ce théoreme permet de connaitre sans calcul I’'intégrale de toute forme
différentielle qui admet une primitive connue. Enfin, ce théoreme dit que 1’intégrale d’une
1-forme exacte, i.e. qui est la différentielle dF' d’une O-forme F', dépend seulement des
points initiaux et finaux des courbes.

Existence locale de primitives. Considérons un disque ouvert D, := {z € C: |z| < r}
de rayon r > 0 centré en I’origine dans C et une forme différentielle w € I'(D,,, 7*C) de
classe €’ sur ce disque, laquelle peut bien slir s’écrire comme :

w= fdx+ gdy,
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dans les coordonnées réelles standard (z,y) € R? = C, avec deux fonctions f = f(z,y)
et g = g(z,y) qui sont € sur D,.. Supposons que w est fermée, a savoir 0 = dw. Puisque
I’on a par définition :

dw =df Ndzx + dg N dy
= (fodz, + f,dy) Ada + (9. dz + g, dy ) Ndy

_ (99 Of
= (8;1: ay) dx A\ dy,

cela revient a supposer que (Jdg/0x) = (0f/0y). Nous allons montrer que w posséde une
primitive F’ qui est la fonction donnée, pour (x,y) € D,, par I’intégrale :

F(z,y) := /01 {f(tx,ty) x + g(tx, ty) y} dt,

fonction visiblement %*° par différentiation sous le signe intégral. Il s’agit donc de vérifier
que :
dF = w,
c’est-a-dire que 'on a :
oF oF
e f et En =

En différentiant effectivement une fois par rapport a = sous le signe intégral, on obtient :

0 Lro 0
8—5(:6,3/) = /0 {8—£(tx,ty) te + f(tx, ty) + —g(tx,ty) ty} dt.

g.

ox

Mais c’est alors a ce moment-la qu’il s’agit d’utiliser la relation différentielle (0g/0z) =
(0f /0y) afin de métamorphoser simplement 1’intégrande :

oF Y(of of

- = —(tx,ty)t —(tz,ty)t ta,t dt

S = [ { G enmte s en s peam far
pour y faire apparaitre, a un facteur ¢ pres :

d of

On obtient de cette facon une intégrale exacte dont on reconstitue la primitive :

g—i(x,y) :/0 {t%[f(t:c,ty)} —|—f(tx,ty)}dt

— /01 {%[tf(m,ty)}}dt
= f(z,y),

comme désiré. De maniere entierement similaire, on vérifie que (0F/Jy) = g, ce qui
acheve d’établir dF = w.

(tz,ty)x + g—g(m, ty) y.

Dans le cas spécial ou la 1-forme fermée w est holomorphe, la preuve d’existence d’une
primitive dans le disque D), peut étre simplifiée. En effet, on a sous une telle hypothese :

w = f(2)dz,
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pour une certaine fonction holomorphe f € &'(D,). Mais alors puisqu’une telle fonction
holomorphe se développe par définition en série entiere convergente dans un sous-disque

ouvert D, C ID, non vide :
o]

= e

n=0
on peut immédiatement produire, par intégration formelle terme a terme des puissances de
z, une primitive de f :

oo
Cn 1
F(z) = 2"t
(2) Z n+1 ’
n=0
dont on sait bien (exercice de L2) qu’elle converge — au moins — dans le méme disque

D,., et alors avec F' = f, on obtient dFF = fdz = w.

Toutefois, globalement parlant, une primitive d’'une forme différentielle > fermée
existe seulement en tant que fonction holomorphe multivaluée, comme cela est explicité
rigoureusement par I’énoncé fondamental suivant.

Théoréme. Soit w € I'(X, T* X)) une 1-forme différentielle €>° arbitraire définie sur une
surface de Riemann X quelconque. Alors il existe un revétement p: X — X sur X d’une
surface différentiable! X connexe € telle que sur X, la forme-différentielle :

W:i=pw,
tirée en arriere de w sur X, admet une primitive F' € € (X, (C) :

dF = prw.

DEMONSTRATION. Soit & le faisceau des primitives de w qui est défini précisément
comme suit. Pour tout sous-ensemble ouvert U C X, on dit que &?(U) consiste en toutes les
fonction f € € (U, C) telles que df = w sur U. Alors ceci donne un faisceau & (exercice)
qui satisfait le théoreme d’identité, puisque deux éléments fi, fo € Z(U) définis sur un
ouvert connexe U C X different toujours d’une constante, grace au théoreme qui précede.
Considérons alors 1’espace associé des germes de &7 :

Germes(Z?) = H P,
rzeX

que I’on munit de la projection canonique :
p: Germes(¥) — X, Py — .

D’apres un chapitre qui précede, on sait que la satisfaction du théoreme d’identité implique
que cet espace topologique Germes(.2?) est séparé. Il s’agit maintenant pour nous de mon-
trer que cette projection est un revétement.

En effet, pour tout point a € X, il existe d’apres les raisonnements locaux ci-dessus un
ouvert connexe (par exemple, un disque dans une carte) U et une primitive f € Z2(U) de

" En partant d’une 1-forme holomorphe w € Q(X) sur X (automatiquement fermée), la surface X est
une surface de Riemann.
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la restriction w}U. Or toutes les primitives de w sur U se déduisent de f par addition f + ¢
d’une constante ¢ € C, fait que 1’on peut réexprimer comme suit :

p V) =J [V, f+d,
ceC
au moyen de la notation déja vue :

V.9 ={py(9) € 2 y eV}
pour les ouverts de Germes(Z?), avec g € &(V),ouV C X estouvertetou p,: Z(V) —

2, est I'application « germe en y € V ». Or ces ouverts [U, f + ¢| sont disjoints deux a
deux lorsque la constante ¢ parcourt C (exercice mental), et chaque application restreinte :

p‘[U,f—i—c]: U, f+¢c] —U

est un homéomorphisme. Donc la projection p: Germes(.Z?) est bien un revétement.

Soit maintenant X une composante connexe (quelconque) de Germes(.Z?). Alors la res-
triction p‘ 2 X — X est encore un revétement. La structure complexe sur X fournit une
structure ¢’ *°-différentiable et permet, en utilisant les inverses locaux de p, de munir X
d’une structure de surface €°°. Puisque X est est un ensemble de germes de fonctions, on
peut définir d’une maniere naturelle une fonction F': X-cC par:

F(p) = ¢(p(p))-
On vérifie que F' est > sur X (exercice déja vu) et qu’il découle des définitions et des
constructions que F' produit une primitive de 0 = p*w (exercice recommandé). U

Corollaire. Soit X une surface de Riemann, soit 7: X — X son revétement universel et
soit w € T'(X,T*X) une 1-forme € sur X qui est fermée : 0 = dw. Alors il existe une

primitive F' € € (X, (C) de sa tirée en arriere W == T w :

dF = &.
DEMONSTRATION. En effet, si p: X — X est le revétement € construit dans le
théoreme qui précéde sur lequel existe une primitive ' € ¢*°(X,C) de & = p'w =

dF, la propriété universelle dont jouit le revétement universel nous assure qu’il existe un
revétement € : _ N

7: X — X
qui rend commutatif le diagramme :

X
C~—%X "
N

X.
Si donc I’on pose :

F=17"F=For,
il est clair grace a la commutation de d avec les tirés en arriere que F' est une primitive de
w=T7"w = T*w = 7. O
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Corollaire du corollaire. Sur une surface de Riemann X qui est simplement connexe, toute
forme différentielle w € I'( X, T*X) de classe € admet une primitive F' € €>°(X, C).

DEMONSTRATION. En effet, I’identité Id: X — X est alors le revétement universel
de X. O

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit p: X — X son revétement universel.
Soit aussi w € T'(X,T*X) une 1-forme €>° sur X qui est fermée : dw = 0 et soit F e
€ ()? , (C) une primitive de la tirée en arriere W = p*w de cette forme sur le revétement
universel, i.e. satisfaisant dF = 3. Si c: [0,1] — X est une courbe continue €' par
morceaux et si ¢: [0,1] — X est l'un de ses relévements, alors on a :

/w = F(a(1)) — F(a0)).

C

DEMONSTRATION. En effet, la formule de changement de variable appliquée a la pro-

jection p: X — X montre que pour toute courbe continue 4! par morceaux v: [0,1] — X
et pour toute 1-forme w € I'(X,7*X ), on a:

[

Si donc F est une primitive de w = p*w, le premier théoréme (€lémentaire) de ce chapitre
a montré que cette derniere intégrale sur v := ¢ vaut la différence des valeurs de F' aux
extrémités de la relevée c. l

«Intégration » de formes 4° fermées le long de courbes qui sont seulement conti-
nues. La formule [ w = F (c(1)) — F (¢(0)) de ce dernier théoréme nous permet main-
tenant — quelque peu « miraculeusement » — de définir I’intégrale d’une forme différen-
tielle € fermée w € I'(X,T*X) le long d’une courbe continue arbitraire c: [0,1] — X
qui n’est pas supposée €’ par morceaux, puisqu’une primitive holomorphe F de F existe
toujours sur le revétement universel X de X, et puisque les relevements de courbes conti-
nues existent toujours ; toutefois, il nous faut encore vérifier deux choses :

O cette différence F(¢(1)) — F((0)) aux points d’une relevée continue ¢ ne dépend
pas du choix d’une primitive £, puisque les constantes additives disparaissent dans la sous-
traction ;

O cette définition est indépendante du choix d’un relevement ¢ de ¢, puisque si ¢ est
un autre relévement, sachant que le revétement universel est galoisien, il existe toujours un

automorphisme ¢ de revétement ¢ € Aut ()? 2 X ) tel que ¢ = o o ¢; or comme

poo =p,onaoc*(p* w) p*w, donc o* I est aussi une primitive de p*w et par conséquent
la différence o* F' — F' = ¢ est une constante qui disparait dans la soustraction :

F(@(1)) = F(@(0) = 0" F(a(1)) — o F(2(0)) = F(e(1)) — F(7(0)).
ce qui montre bien que la valeur assignée F'(¢(1)) — F/(¢(0)) a I'intégrale [, w est la méme
quel que soit le relevement ¢ de c.

Avec cette nouvelle définition généralisée de I’«intégration» des 1-formes € fer-
mées, la regle dite de Chasles sur les courbes concaténées est bien entendu satisfaite, et
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on conserve aussi une invariance par déformation homotopique que I’on démontrerait avec
des techniques purement différentielles pour des courbes 6! par morceaux.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit w € I'(X,T*X) une 1-forme différen-
tielle € fermée : 0 = dw.

(@) Sia,b € X sont deux points et si u,v: [0,1] — X sont deux courbes continues de
a vers b qui sont homotopes l’une a l’autre, alors on a :

fo{

(b) Si u,v: [0,1] — X sont deux courbes continues fermées qui sont librement homo-
topes l'une a I’autre (sans fixation d’un point), alors on a encore :

fo{

DEMONSTRATION. (a) : Soit p: X — X le revétement universel de X, soit F' une
primitive de p*w, et soient w, v: [0, 1] — X deux relévements quelconques de u et v, mais
qui partent du méme point initial #(0) = v(0) € p~'(a). Puisque u et v sont homotopes, on
sait d’apres un résultat qui précede, que leurs deux extrémités terminales coincident alors
nécessairement : u(1) = v(1) € p~!(p). Donc on a bien en appliquant la définition :

/ w=F(u(1)) — F(a(0)) = F(3(1)) — F(%(0)) = / w.

u
(b) : Supposons que la courbe fermée u a comme point initial et terminal o € X et que la
courbe fermée v a comme point initial et terminal x;. Soit w une courbe continue de x( a
1 telle que v est homotope a la concaténation w - v - w™!. Grice a ce qui vient d’étre établi
en (a), on peut alors calculer grace a Chasles :

I e R A

ce qui acheve la preuve. U

Périodes. Soit X une surface de Riemann et soit w € ['(X, 7% X') une forme différentielles
fermée : 0 = dw. Grice au théoréme vu a I’instant, pour toute classe d’homotopie libre
o € m(X) de courbe continue fermée sur X (sans fixation d’extrémité), on peut définir

Iintégrale :
/ w=:a, € C,
g

en «intégrant» le long d’une courbe ayant o pour classe d’homotopie, puisque le résultat
ne dépend pas du choix d’une représentante. Ces intégrales sont appelées les périodes de
w. La regle de Chasles passe alors au quotient :

/ w:/w+/w pour tous o, 7 € m(X).

Ainsi, on récupere un homomorphisme :
m(X) — (C+)
du groupe fondamental de X dans le groupe additif (C, ).
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Définition. Cet homomorphisme est appelé I’homomorphisme des périodes associé a la
forme différentielle fermée w.

Exemple. Soit X = C*. On sait que 71 (C*) = Z. Un générateur de 7 (C*) est représenté

par la courbe u: [0, 1] — C* définie par u(t) := e*™". Soit la forme fermée w := % sur C*,
ou z est la coordonnée standard de C. Alors on a :

[o=] =2
w = — = m.
u UZ

Par conséquent, I’homomorphisme des périodes de w n’est autre que 1’application :
7Z — C

n —— 207n,

ou ’on a explicitement réalisé I’isomorphisme Z = 7(C*) comme la correspondance
n — cl(u").
Facteurs d’automorphie. Soit X une surface de Riemann et soit p: X — X son revéte-
ment universel. Le groupe :

Aut(X 5 X)
de ses automorphismes est, comme on le sait, isomorphe au groupe fondamental de X. Si
o € Aut (X NS ) etsi f: X — C est une fonction, on peut définir sa transformée :

of: X —C

en la composant 2 droite avec o~ ! :

of = foo?
Sig: X — C est une autre fonction, on a clairement o(f+9) =ocf +ogeto(fg) =

(cf)(cg). De plus, on a:
(o) (f) = o(7f).

Définition. Une fonction f: X — C est dite additivement automorphe a facteurs d’auto-
morphie constants s’il existe des constantes a, € C associées a chaque o € Aut (X REN
X) telles que 'on a :

f—of=a, pourtoutaEAut()N(LX).
Les constantes a,, qui sont déterminées de maniere unique par la fonction f, sont alors
appelées les facteurs d’automorphie de f. Alors on a aussi o f — o7 f = a, pour toute paire
d’automorphismes o, 7 € Aut ()N( 2 X ) puisque f — 7f = a,, et par conséquent on voit
que :
aor=f—orf=(f—0of)+(cf —o1f) =0a, + a,.

Lemme. La correspondence o +— a,, est un homomorphisme de groupe de Aut ()N( N )

dans (C,+). O

Toute fonction f: X - C qui reste invariante par les automorphismes de revétement,
i.e. qui satisfait o f = f pour tout 0 € Aut (X L X ), est trivialement additivement au-
tomorphe, puisque ses facteurs d’automorphie s’annulent tous. Pour toute fonction de cette
espece, il existe une fonction fy: X — C telle que f = p* fy (exercice mental nécessaire).
Si f est € ou holomorphe, f; est > ou holomorphe (exercice mental corollaire).
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Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit p: X — X son revétement universel.

(a) Siw € D(X, T*X) est une forme différentielle fermée sur X et si F € €(X,C) est
une primitive de sa tirée en arriéere p*w sur X, alors F est additivement automorphe a
facteurs d’automorphie constants. De plus, les facteurs d’automorphie a, de F, pour
o € Aut ()N( RN ' ), coincident avec les périodes de w :

(],J:/u),
o

Aut(X 25 X) = m(X)

OFH——a0.

via ’isomorphisme naturel® :

(b) Réciproquement, si F € T X ,C) est une fonction additivement automorphe a
proq 14
facteurs d’automorphie constants, alors il existe une et une seule forme différentielle
fermée w € I'(X, T%) telle que dF = p*w.

DEMONSTRATION. (a) : Soit un automorphisme o € Aut ()? LoX ) du revétement

universel, lequel respecte les fibres de p par définition : po o~! = p. Si donc dF = p*w, on
en déduit par un calcul détaillé que :

d(aﬁ) :d(Foa )

(07")" (dF)
(0_ 1)**

oo~ )*

= (
pw,

ce qui montre que o F' est aussi une primitive de p*w. Alors comme X est connexe, la
différence entre ces deux primitives :

aﬁ—ﬁ::—aUEC

se réduit donc une constante qui ne dépend que de o. N

Ensuite, soit un point zo € X, soit un autre point Ty € p~!(zy) C X dans la fibre de
X et soit un automorphisme quelconque o € Aut (X 2 X ) Rappelons que 1’élément
o € m (X, zp) qui est associé de maniere unique a o est défini en choisissant une courbe
continue u: [0, 1] — X partant par exemple du point yo := o~ (Z) = u(0) et aboutissant
au point transformé o (yo) = 7o = u(1), puis en projetant u sur X, ce qui donne une courbe
continue u := p o u fermée partant de, et aboutissant a, xy dont la classe d’homotopie
cl(u) =: @ ne dépend que de o. Alors grice ’expression déja vue de I’intégrale de w

comme différence des valeurs de F' aux extrémités de u et grace a ce qui vient d’étre

2 La démonstration va de toute facon rappeler en quoi consiste cet isomorphisme.
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[ w= [ «=Faw) - F@w)

= Q.

montré on obtient bien :

(b) : Si F est additivement automorphe a facteurs d’automorphie constants a,, pour tout
o€ Aut(X SEAN X), alorson a:

o*(dF) = d(0*F) = d(F +a,) = dF.

Ainsi, la forme différentielle fermée dF est invariante par tous les automorphismes de
revétement. Comme p: X — X est localement biholomorphe, il existe donc une 1-forme
w € I'(X,T*X) de classe € telle que dF = p*w. On se convainc aisément que w est
unique et qu’elle est fermée. U

Exemple. Soit un réseau I' = Z~, + Z~» dans C ou 7y;, 7, € C sont linéairement indépen-
dants sur R et considérons le tore complexe associé C/T.

On a déja vu que la projection canonique 7: C — C/T" fournit le revétement universel
de C/T et que le groupe de ses automorphismes :

Aut(C = C/T) = 72

est isomorphe au groupe des translations par des vecteurs quelconques v € I' de la
forme v = ky v, + ko2 avec (kyi, ko) € Z2. Considérons a présent 1’application identité
z: C — C. 1l est immédiatement clair que cette fonction z est additivement automorphe
sous I’action de Aut (C s C/ F) et que ses facteurs d’automorphisme a, = < sont les
éléments du réseau I'. Par différentiation, la 1-forme holomorphe dz est alors invariante par
tous les automorphismes de revétement. Le théoreme montre donc qu’il existe une 1-forme
holomorphe w € (X)) telle que p*w = dz dont les périodes sont exactement les éléments
du réseau I'. U

Théoréme. Soit X une surface de Riemann et soit w € I'(X, T%) une 1-forme différentielle
€ qui est fermée. Alors w posséde une primitive F' € € (X, C), dF = w, si et seulement
si toutes ses périodes s’annulent : 0 = fg w pour tout o € m1(X).

DEMONSTRATION. Dans le sens direct, si w = dF' posséde une primitive F', toute ses
périodes s’annulent puisque 'on a [, w = F(u(1)) — F(u(0)) = 0 pour toute courbe
fermée.

Réciproquement, supposons que toutes les périodes de w sont nulles. Puisque w est fer-
mée, on sait grce a un corollaire vu plus haut qu’il existe toujours sur le revétement uni-
versel p: X — X une primitive F de sa tirée en arriere prw = dF. Grace 2 la partie (a)
du théoreme qui précede, les périodes (nulles) de w coincident avec les facteurs d’automor-
phie de F, qui sont donc tous nuls. Par conséquent, il existe une fonction F' € € (X, C)
telle que F' = p*F' = F' o p. Il ne reste plus qu’a vérifier que cette fonction /' fournit une
primitive de w. Mais comme :

prw=dF = d(p*F) = p*(dF)

et comme p est un biholomorphisme local, on a bien w = dF'. O
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Lorsque toutes les périodes de la forme fermée w s’annulent, en fixant un point arbitraire
xo € X, une primitive de w est tout simplement donnée par I’intégrale :

Fa) = [ v,

dont la valeur est donc automatiquement indépendante du choix d’une courbe ¢ allant de
Z( a un point quelconque z € X.

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte et soient wy,wy € (X)) deux formes
différentielles holomorphes (donc automatiquement fermées) qui définissent le méme ho-
momorphisme de périodes m(X) — C, a savoir :

o[

pour tout o € w1 (X). Alors on a en fait wy = ws.

PREUVE. En effet, puisque toutes les périodes de la différence ws —w; sont alors nulles,
cette 1-forme holomorphe fermée admet une primitive ' holomorphe : wy —w; = dF'. Mais
comme X est compacte par hypothése, &(X) = C a cause du principe du maximum, d’out
F' = const., puis enfin wy — wy; = 0. O

Exercices

Exercice 11.1. Soit X une surface de Riemann et soit w une 1-forme holomorphe sur X. On suppose que ¢ est
une primitive locale de w dans un voisinage d’un point a € X. Soit alors (Y, p, f,b) un prolongement analytique
maximal de ¢. Montrer que :

(a) Lapplication p: Y — X constitue un revétement.
(b) La fonction f est une primitive de p*w.
(c) Le revétement p: Y — X est galoisien et son groupe d’automorphismes Aut (Y 2, X) est commutatif.

Exercice 11.2. Soit C/T" un tore complexe. Etant donné un homomorphisme quelconque :
v: m(C/T) — (C,+),

montrer qu’il existe une 1-forme fermée w de classe ¥ sur C/I" dont 'homomorphisme des périodes est
précisément égal a .
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12. 2-formes différentielles

Dans ce court chapitre, on étudie I’intégration des 2-formes différentielles sur une
surface de Riemann. Le premier objectif est de définir rigoureusement cette intégra-
tion.

Intégration locale sur des ouverts du plan complexe. Soit U C C un ouvert et soit
w € F(U, AQT*(C) une 2-forme différentielle 4> sur U. Alors w peut étre écrite comme :

w:fda:/\dy:%fdz/\d?,

pour une certaine fonction f € ¥°°(U). Supposons que f s’annule hors d’un sous-ensemble
compact de U. Dans ce cas, on peut définir :

//Uw:: //U f(z,y) dz dy,

ou le membre de droite est 1’intégrale double ordinaire des physiciens.

Ensuite, soit V un autre ouvert de C et supposons qu’il existe une application biholo-
morphe ¢ : V =, U.Si ¥ = u+1v est la décomposition de 1 en parties réelle et imaginaire,
alors grace aux équations de Cauchy-Riemann, on vérifie aisément (ou I’on sait déja) que
le déterminant jacobien de 1’application réelle sous-jacente 1) : R? — R? est égal 2 :

O(u, v) _@@_@@_Wf
o(z,y) 0Oxrdy Oy oxr ’

ou ¢ est la dérivée de I’application holomorphe initiale ¢): C — C. Par conséquent, la for-
mule — considérée comme connue — de changement de variables réelles dans I’intégrale

double s’écrit :
fdxdy = (fov) ‘1//‘ dz dy.
[, rawan= [ 2

Mais d’un autre coté, on a immédiatement :
Y (dz NdZ) = dp N d = (W'd2) A (@ dz) = | dz A dz,

et donc on en déduit que :

2
Ww=(fou) || du Ady,
ce qui nous permet de reformuler comme suit de maniere conceptuelle et élégante le chan-
gement de variable sur des ouverts de C :

/ / W= / / Y*w  pour tout biholomorphisme ¢: 1~ *(U) = U entre ouverts de C
U ) :

et pour toute 2-forme w sur U a support compact.

Passage au global. Maintenant, soit X une surface de Riemann quelconque (globale). Par
convention, on identifiera O-formes différentielles et fonctions.
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Définition. Le support d’une 0-, d’'une 1- ou d’une 2-forme différentielle w de classe €
sur X est le sous-ensemble fermé :

Supp(w —{an w( )7&0}

Pour commencer, soit :
p: U—pU)cC
une carte sur X et soit w € F(X JANPTFX ) une 2-forme différentielle 4> sur X dont le

support est compact et est contenu dans U. Alors comme (¢~ !)* w est une 2-forme différen-
tielle dont le support est compact dans ¢ (U), on peut définir en appliquant ce qui précede :

Jhee=Jhe= I,

Or nous affirmons que le résultat numérique de cette derniere intégration est indépendant
du choix d’une carte. En effet, supposons que ¢': U" — ¢(U’) soit une autre carte avec
toujours Supp(w) C U’. Sans perte de généralité, on peut méme supposer que U = U,
quitte a se restreindre a ’intersection U N U’. Alors il est clair que la composée :

vi=gopTt p(U) — ¢'(U)
est une application hiholomorphe. Ensuite, puisque 1’on a :
(@71)* w = (90/71 o) 1/}>* w = d}* ((@/71)* w),

en appliquant la formule de changement de variable [f, VW = ]y, ¥*w valable dans une
carte obtenue plus haut, on obtient :

//SD(U) ()= //cp(U) w*«@,_l)*w) - //p,(u) (80/_1

En conclusion, I'intégrale ainsi définie || « w possede bien une valeur numérique qui est
indépendante du choix d’une carte contenant compactement Supp(w).

Ensuite, soit a présent w € F(X NPT X ) une 2-forme différentielle € arbitraire a
support compact pas forcément contenu dans une carte. Il existe néanmoins un nombre fini
K de cartes :

or: Uy — Vy, (h=1-K)

qui en recouvrent le support :
Supp(w U Ug.
Grice a I’existence — admise ici — de partltlons de I’unité, on dispose de fonctions Y €
%> (X, R) satisfaisant :
(i) Supp(xx) C Ugpourtoutk =1,..., K ;

(ii) Y1, xx(z) = 1 pour tout z € Supp(w).
Au moyen d’une telle collection de fonctions, puisque pour chaque entier £, la 2-forme
différentielle xj w est a support :

Supp (X w) € Uy
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compactement contenu dans 1’ouvert de carte Uy, on peut utiliser ce qui précede pour défi-

[l ffore

On sait déja que chaque terme du membre de droite ne dépend pas des cartes ¢y : U}, =,
V), C C de domaine Uj contenant Supp () w). On vérifie aussi (exercice nécessaire) que la
valeur ainsi assignée a [  w ne dépend pas su choix des fonctions yy.

Une version particuliére du théoreme de Stokes. Soit U C C un ouvert et soit A C U
un sous-ensemble compact dont le bord 0 A est un nombre fini de courbes 4> fermées qui
sont orientées de telle sorte qu’en tout point de 0 A, le vecteur orienté unitaire tangent a 0 A
ainsi que le vecteur normal unitaire rentrant dans A forment un diédre direct, ¢’est-a-dire
un diedre qui redonne I’orientation standard de C = R

Le théoreme général de Stokes dans le plan énonce alors que pour toute 1-forme diffé-
rentielle w € I'(U, T*C) de classe ¥, on a:

I f)

Nous n’aurons en fait besoin de ce théoreme que dans le cas ou A est un disque (rond)
ou un anneau rond, et nous allons I’établir completement dans ces deux cas-la, le second
cas englobant le premier cas a la limite lorsque le centre de I’anneau rond tend vers un
point.

Soit donc un anneau rond de la forme :

A:={z€C: e<|z|<R}

avec 0 < € < R. Son bord orienté JA consiste en le grand cercle {|z| = R} orienté
positivement (sens trigonométrique) et le petit cercle {|z| = €} orienté négativement (sens
des aiguilles d’une montre). Alors le théoréme de Stokes pour w = f dx+ g dy stipule que :

dg Of
//EgzgR (m; ay) ray /|z|=R (f dx + g dy) /|z=£ (fdz+ gdy),

et nous allons démontrer directement cette formule en introduisant des coordonnées po-
laires z = re', ¢’est-a-dire en effectuant le changement de variables :

x =1 cosb, y =1 sinf.

Pour commencer, observons grace a la linéarité qu’il suffit d’établir cette formule
lorsque la 1-forme se réduit a w = g dy, puisque le cas restant ol w = f dx s’y ramene au
moyen du changement de coordonnées (z,y) — (y, —x) qui est de jacobien égal a 1.

Soit donc w = g dy, d’ott immédiatement dw = (Jg/0x) dx Ady. En utilisant le transfert
(connu, ou a redémontrer) par passage aux coordonnées polaires du champ unitaire le long
de I’axe des « :

0 0 sinf 0

— =cosf — —

ox or r 00’
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et en introduisant la fonction transformée g(r, 0) := g (rew) dans le nouveau systeme de co-
ordonnées, on obtient par le calcul en rappelant quel’ona( = fo% cosf df = fo% sinfdf:

], o

B dg sinf dg
—//S@@ (COSQ&“ " ae)rdrd@

0<H<2n
= //gfggfr (0056’ %('gvr) (980(9 Sm@)) drdf.

Mais le deuxieéme intégrande ayant une primitive évidente par rapport a €, on voit qu’il
s’annule puisque pour tout r € [¢, Rjona:

0=2m

27
/ %(ﬁ sin ) df = [ﬁ(r, 6) sin 91 = 0.
0

=0
Donc il ne reste plus que le premier intégrande avec lequel nous poursuivons les calculs

comme Suit :
// dw—/ cos f / a(gr)dr do
. Or

2m
:/ cosf g(R,0) Rdf — / cosf g(e,0)edb

0

= / gdy — / gdy
|z|=R |z|=¢

_ / o
0A

Ceci démontre donc le théoreme de Stokes dans le cas d’un anneau rond, et bien entendu,
le cas d’un disque s’obtient comme corollaire en faisant tendre € vers 0 dans les formules.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit w € I'(X,T*X) une 1-forme différen-
tielle €°° dont le support est compact. Alors on a toujours :

o= [[

DEMONSTRATION. Soit comme un peu plus haut un recouvrement de Supp(w) par des
ouverts de cartes :
K

et soit x; € €>°(Uyg, [0, 1]) des fonctlons qui sont chacune a support compact dans Uy, et
dont la somme 3"1 | yx(x) = 1 vaut 1 pour tout = € Supp(w). En posant wy, := X w, on
a donc :

w=w;+- -+ wg.
Mais par linéarité de I'intégrale double, il suffit de démontrer le théoreme pour chaque wy,
ce qui nous ramene a travailler dans un ouvert de C.
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Soit donc w € T'(C, T*C) une 1-forme %> dont le support est compact, donc contenu
dans un disque ouvert :

Supp(w) € {z € C: |z] < R}

de rayon R > 0 assez grand. Alors grace a la formule de Stokes spéciale que nous venons
de démontrer dans le cas simple d’un disque, nous obtenons sans effort :

//Cdw://lz<Rdw:/|z:Rw:/z|:RO:0’

d’ou le résultat. O

Théoreme des résidus pour les 1-formes holomorphes. Soit X une surface de Riemann
compacte, soient ay, . .., a, un nombre fini de points de X distincts deux a deux, et soit le
complémentaire :

X' =X\{a1,...,a,}.

Alors pour toute 1-forme w € Q(X') qui est holomorphe sur ce complémentaire, la somme
des résidus de w en les points singuliers est nulle :

Z Res,, (w) = 0.
k=1

DEMONSTRATION. Choisissons des voisinages de coordonnées (Uy, z;) de chaque ay,
qui sont disjoints deux a deux : Uy, N Uy, = 0 pour tous k; # ko. Quitte a faire une
translation dans C, une dilatation, et une restriction des Uy, on peut supposer que z;(ax) =
0 et que I'image homéomorphe z;(U;) = D C C est le disque unité ouvert centré en 0.

Pour tout £ = 1, ..., n, on peut choisir une fonction y; de classe > a support compact
Supp(xx) € Ug dont la restriction Xk|u/ = 1 a un certain sous-voisinage ouvert U; € Uy
k

de a;, est identiquement égale a 1. Posons alors :

Ki=1—x1—""— Xn-

On voit immédiatement que g 0 pour tout £k = 1,...,n. C’est pourquoi la forme

u, =
K w peut étre prolongée aux points a; en la déclarant nulle dans leur voisinage, ce qui nous
donne une vraie forme > sur X tout entier. A cette forme kw € I'(X,7*X) qui est
automatiquement a support compact, puisque X est compacte, on peut donc appliquer le

théoreme qui précede et obtenir :
/ / d(kw) = 0.
b's

Or puisque w € Q(X’) est holomorphe, elle est gratuitement fermée : 0 = dw sur X'
De plus, comme sur U; N X', on a x,w = w, il est clair que d(x,w) = 0 sur U} \{ax},
et ce, pour tout £ = 1,...,n. Il découle de ces observations que la 2-forme d(y,w) peut
étre considérée comme une vraie 2-forme 4°*° sur X tout entier dont le support est un
sous-ensemble compact (intuitivement de type « couronne ») de Uy \{ay}.

Maintenant, 1’équation :

d(sw) = ~dx; — -~ e
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nous permet, en appliquant 1I’équation qui précede, d’obtenir :

g//X d(xew) = 0.

Nous affirmons alors que pour tout £ = 1,...,n fixé, on a la relation :

/ /X d(x,w) = —2i Res, (w),

ce qui conclura visiblement la preuve du théoréme.

En effet, puisque le support de d(y,w) est contenu dans U, on a seulement a intégrer
sur Uy. Grace a la coordonnée zj, on identifie U, au disque unité . Il existe donc € et R
avec 0 < e < R < 1tels que:

Supp(xx) C {|zx] < R} et xu(z) =1 pour |z| <e.

Mais alors on peut calculer en appliquant la formule de Stokes sur cet anneau :

// d(Xk w) = // d(Xk w)
X e<|zk|<R
:/ ka—/ Xk W
lzk|=R |zx|=¢
|z |=¢

= —2im Res,, (w),
grace — en dernier recours ! — a la formule des résidus connue dans le plan complexe.
O

Notons en passant que nous pouvons redémontrer un énoncé déja vu.

Corollaire. Toute fonction méromorphe non constante f: X — P! sur une surface de
Riemann compacte X possede, en comptant les multiplicités, autant de zéros que de poles.

DEMONSTRATION. En effet, la 1-forme différentielle % est holomorphe hors des zéros
et des pdles de f, et on vérifie par un calcul élémentaire que si a € X est un zéro d’ordre k
de f, alors Resa(%) = k, tandis que si b € X est un pdle d’ordre [ de f, alors Resb(%) =
—1[, donc le résultat découle bien directement du théoreme des résidus établi a I’instant. [

Exercices

Exercice 12.3. Soit X une surface de Riemann et soit w une 1-forme méromorphe sur X dont les résidus en ses
pbles sont tous nuls. Montrer qu’il existe un revétement p: Y — X et une fonction méromorphe G € .Z(Y)
telle que dG = p*w.

Exercice 12.4. Soit ' C C un réseau. Utiliser le théoréme des résidus pour établir qu’il n’existe pas de fonction
méromorphe f € .#(C/T") possédant un unique pble d'ordre 1.
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13. Cohomologie de Cech

L objectif de ce chapitre est de définir les groupes de cohomologie de Cech
HY(X,.7) d’ordre 1 lorsque .7 est un faisceau de groupes abéliens sur un espace
topologique X.

[Fill 22 |Harmoniser I’ordre de la définition &(f;) = f; — f; =: fi; ici et dans les chapitres
qui suivent.

Cochaines, cocycles, cobords. Soit X un espace topologique et soit .% un faisceau de
groupes abéliens sur X. On suppose qu’un recouvrement ouvert de X est donné, i.e. une

famille :
U= (Ui)z’el
d’ouverts de X dont la réunion U;c; U; = X recouvre X.

Définition. Pour tout entier ¢ = 0, 1,2, ..., le groupe des g-cochaines de .# relativement
au recouvrement $ est' :

Cq(ﬂ,y) = H ‘gZ(UiOmUhm"'ﬂUiq)_
(60,01 5--yiq)ETTTT

Les éléments de C(4L, %) sont appelés des g-cochaines.
Ainsi, une ¢g-cochaine est une famille :

(fio’il’""iQ)io,il,...,iqel telle que fio,h,...,iq S y(UiO N Uil N---N Uzq)

pour tout (i, i1, . . .,1,) € I97'. L’addition et la soustraction entre g-cochaines est définie
‘composante par composante’.

Définition. Les deux opérateurs de cobord :
5. O%U,.F) — O
§: OYU,.F) — O
sont définis comme suit :
o pour (f;)ier € CO(U, F), on pose 0 (( fi)ier) =: (gl-j)mg avec :
gij = [ — fie F(U;NU,)
(ici, on sous-entend que f; et f; ont été restreints a U; N U; avant soustraction) ;
e pour (fl-j)MeI € CHY, F), onpose ((fi;)) =: (gix) avec:
Gijk = fir — fie + fi; € F (U NU; N Ug)

(ici a nouveau, on sous-entend que fjz, fix, fi; ont été restreints a leur domaine de
définition commun U; NU; N Uy).

! Noter ici qu’il y a (¢ + 1) intersections d’ouverts pour C9.
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Ces deux opérateurs de cobord forment alors des homomorphismes de groupes abéliens.

Définition. On pose :

ZN Y, F) = Ker(C'(U, F) = C* (Y, F)),

B'(4,.%) := Im(CO(4L,.7) - C (Y4, 7)),
et on appelle 1-cocycles les éléments de Z' (4, F), et 1-cobords les éléments de B (4, 7).

Ainsi par définition®, une 1-cochaine (f;;) € C*(4, %) est un cocycle si et seulement si
1’on a®, pour tout triplet d’indices i, j, k € I les relations de cocycle suivantes :

fit = fij + fix sur U;NU; NU, [relations de cocycle] |.

En prenant j = @ = k, puis seulement £ = ¢, ces relations impliquent 1’antisymétrie
indicielle (3 mémoriser) de tout 1-cocycle :

fii=0 et Jii = —fij.

Observation fondamentale. Tout 1-cobord est un 1-cocycle, c’est-a-dire § o § = 0.

PREUVE. En effet, on calcule :

6(8((idien)) = 0((fi = 1) yer) = Ui = Ji) = (i = fi) + (i = £y)
et les six termes s’annulent trivialement par paires sur U; N U; N U U

On dira qu’un 1-cocycle se scinde s’il est €gal a un 1-cobord. Conservons alors en mé-
moire le fait qu’un 1-cocyle (f;;) € Z'(U,.F) se scinde — est un 1-cobord — lorsqu’il
existe une 0-cochaine (g;) € C°(4, F) telle que :

T
fii =9 —9; sur U; NUj;,
pour toute paire d’indices 7, 5 € I.
Définition. Le groupe quotient :

HY' (U, F) = Z (4, ﬁ)/Bl(ﬂ,a@)
est appelé le 1" groupe de cohomologie a coefficients dans .% relativement au recouvre-
ment 4. Ses éléments sont appelés des classes de cohomologie et deux cocycles € Z! qui

different seulement d’un cobord, donc définissent la méme classe de cohomologie, sont dit
étre cohomologues.

Or ces groupes H'(4,.%) dépendent visiblement du recouvrement 4 = (U;);cr. Afin
de construire et d’obtenir des groupes de cohomologie qui dépendent seulement de X et de
# , on doit utiliser des recouvrement de X qui sont de plus en plus fins pour en prendre la
limite, ce que nous allons maintenant faire.

Définition. Un recouvrement U = (Vj)rex de X sera dit plus fin qu'un recouvrement
3 = (U;);er, ce qui sera noté :
U < U,

2 On notera dorénavant pour abréger (fi) et (fi;) au lieu de (fi)ier et (fij)i.jel'

3 Linsertion de I'indice J au milieu des deux indices ¢ et k revient a une regle de Chasles discrete.



136 Joél MERKER, Cours de Master 2, Université Paris-Sud Orsay, 2011-2012

si tout ouvert V; est contenu dans au moins un ouvert U; — autrement dit et plus précisé-
ment, s’il existe une application de raffinement 7: K — [ telle que I’on ait :

Vi C Urp pour tout indice k € K.

Grace a une telle application 7, on peut définir une application de raffinement :
ta:  ZYU, F) — 210, F)
comme suit : pour tout 1-cocycle (f;;) € Z'(U, F), on pose t5((fij)) =: (gu) avec*:
gkl = ff(k),f(5)|vkmvl'

On vérifie (exercice) que (gi;) est bien un cocycle. Puisque cette application t§; envoie les
cobords sur des cobords (exercice), elle induit par passage au quotient un homomorphisme
entre 1°* groupes de cohomologies relatifs aux deux recouvrements :

ty: H'(W.F) — HY (D, F)
que nous désignons par le méme symbole ;.
Lemme. Cette application :
ty: H'(UW,.F) — HY(D,F)
ne dépend pas du choix d’une application de raffinement 7: K — 1.

DEMONSTRATION. En effet, soit 7: K — [ une autre application de raffinement sa-
tisfaisant donc Vj, C Uz pour tout k € K. Etant donné un 1-cocycle (f;;) € Z'(U, .F),
on doit donc démontrer que les deux 1-cocycles suivants de Z'(0,.%) qui sont les deux
images de (f;;) par tg et par tg :

gkl = Jr(k)r(1) ‘vaz et gk = frk) 7) ‘vaz
sont cohomologues, i.e. different d’un cobord, ce qui assurera que leurs deux projections
coincideront dans H' (5, .%).

Or puisque V;, C U ) N Uzx), nous pouvons définir par restriction la 1-cochatne :

hi = frw 7wy, € F V),
en terme de laquelle nous pouvons estimer, sur V; NV, la différence a étudier :

ki — Gt = fre)r@) — fre)70)

= fT(k),T(l) + f.,.(l)ﬂt(k)o — f.,.(l)ﬂt(k)o — f?(k),?(l) [insertion volontaire de zéro]
= fru 7 — fro)70) [relations de cocycle]
= hy — h;.

Ainsi, nous avons donc bien démontré que le cocycle ( il — §kl) est un cobord. Ol

Lemme. Cette méme application :
ty: H'(UW.F) — HY (D, F)
est aussi injective.

4 Ici, les applications de restriction du faisceau .# d’un ouvert a un autre sont notées (léger abus sans
conséquence) avec une barre verticale comme si ses éléments étaient des fonctions ou des sections d’un fibrés
vectoriel.
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DEMONSTRATION. Supposons donc qu’un cocycle (f;;) € Z* (4, .#) a pour image un
cocycle dans Z'(0,.%) qui est un cobord. Nous devons démontrer que le cocycle (f;;)
lui-méme était en fait un cobord.

Ainsi nous supposons que f-x)r1) = gr — g €n restriction a Vi NV, avec certains
gr € F (V). Soit U; un ouvert arbitraire du recouvrement. Alors sur U; NV, NV;, on a
grace aux relations de cocycle et a I’antisymétrie :

9 — 91 = freyr) = fryi + fire) = = fiza) + fir@)s
ce qui montre en réorganisant 1’égalité obtenue que ’on a :
fizty + 96 = fiza) + G-

On peut alors appliquer I’axiome de recollement a ces sections définies sur la famille de
sous-ouverts (U; N Vi )kex qui recouvrent U;, ce qui nous fournit une section ‘globale’
h; € % (U;) dont les restrictions aux sous-ouverts U; N Vj, sont justement :

hi = firt) + Gr-

Mais avec ces éléments h; que nous venons de trouver pour tout ¢ € I, on a ensuite sur les
intersections U; NU; NV, :

fij = fire) + Jre),j [relations de cocycle]
= fir) + Gk, — Jirk) — Gk, [insertion volontaire de zéro]
et puisque ces relations valent dans tout sous-ouvert du recouvrement (Ui NnuU;N Vk) vere e

I’ouvert U; N U;, I’axiome d’unicité satisfait par tout faisceau implique que cette équation
fij = h; — h; est satisfaite sur tout U; N U;, c’est-a-dire que le 1-cocycle (f;;) se scinde
dans le recouvrement 4. O

Définition du premier groupe de cohomologie H'(X,.7). Maintenant, si I’on a trois
recouvrements 20 < U < iU de plus en plus fins, on vérifie aisément (exercice) que les
applications induites entre 1° groupes de cohomologie relatives a ces recouvrements sa-
tisfont :

restr gy, O restrg; = restr g .

Grace a cela, on peut définir la relation d’équivalence ~ suivante sur la réunion disjointe :
I 7' w2
il

des 1°® groupes de cohomologie, lorsque 41 parcourt fous” les recouvrements de X .

Deux classes de cohomologies £ € H'(U, F) et & € H' (W, F) relatives a deux re-
couvrements de X sont dites équivalentes, ce qui est noté £ ~ &, lorsqu’il existe un recou-
vrement U de X qui est plus fin a la fois que U et que L' :

U< U et U < Y,

en restriction auquel ces classes de cohomologie coincident :
restr 5(€) = restris (€').

> Cette réunion disjointe, en effet, est un espace ‘gigantesque’.
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Définition. L’ensemble des classes d’équivalence’ de la réunion disjointe [, H' (4, F)
pour cette relation ~ est appelé le 1 groupe de cohomologie de X a coefficients dans le
faisceau .%, il est noté :

w'(x,7) =[] o'e.#) [ ~,

et il s’identifie en termes plus abstraits a ce qu’on appelle généralement la limite inductive
des groupes de cohomologie a valeurs dans les recouvrements de X :

HYX,Z)=lim H'(4 7).
3t

L’addition dans H'(X,.%) est définie comme suit avec des représentants pour en faire
un groupe abélien. Soient deux classes de 1-cohomologie z, 2’ € H*(X,.%) qui sont repré-
sentés par deux classes relatives a deux recouvrements ¢ € H' (U, F) et &' € H' (U, .F).
On choisit un raffinement quelconque U < 4, $1' commun a ces deux recouvrements i et
" et I’on définit alors :

v+ € H(X, )
comme étant la classe d’équivalence de la somme de leurs restrictions au sous-
recouvrement :
classe (restr 5(€) + restr; (¢')) € H'(0, 7).

On vérifie (exercice) que cette opération est indépendante des choix effectués, et donc,
elle munit H'(X,.7) d’une structure de groupe abélien. Si .% est un faisceau d’espaces
vectoriels sur un corps K alors d’une maniére naturelle, H' (4, %) et H'(X,.%) sont aussi
des K-espaces vectoriels.

On sait de plus grace a une application d’un lemme qui précede que pour tout recouvre-
ment Y de X, I’application canonique ‘prise de classe d’équivalence’ :

HY U, 7)) — HY (X, Z)
est injective. En particulier, cela implique la caractérisation suivante de 1’annulation du
premier groupe de cohomologie :
0=HYX,#) <= H'U,F)=0 pourtoutrecouvrement i de X.

Théoréme. Soit X une surface de Riemann et soit €5° le faisceau des fonctions € (a
valeurs dans R ou dans C) sur X. Alors on a :

HY(X,6%) =0.

DEMONSTRATION. Il s’agit donc de démontrer que I’on a :
0=H'(UE%)

pour tout recouvrement 4 de X. Nous allons donner une démonstration en supposant que
X est dénombrable a I’infini, démonstration qui sera d’ailleurs valable mot pour mot sur
toute variété de dimension n > 1 quelconque pourvu qu’elle soit dénombrable a I’infini.
Or d’apres un théoreme dii a Radé qui sera vu ultérieurement, toute surface de Riemann
(mais pas toute variété différentiable de dimension > 3) est dénombrable a I’infini.

6 Exercice : vérifier qu’on a bien affaire ici a une vraie relation d’équivalence.
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Soit donc 4 = (U;);e; un recouvrement ouvert quelconque de X. Pour se débarasser
du fait que le cardinal de I peut étre non dénombrable, on peut alors procéder des deux
maniere essentiellement équivalentes.

L] Admettre I’énoncé connu — et valable lorsque et seulement lorsque X est dénombrable
a l'infini — d’apres lequel il existe toujours un sous-recouvrement dénombrable plus fin :

(Vi) =T < k= (Uy)

iel’
avec une application de raffinement 7: N — I, et travailler alors avec *J en adaptant ce qui
suit, puisque de H'(0, €’y) = 0 on déduit H' (4, €5°) = 0 aussi.

(] Admettre I’énoncé connu — a nouveau valable lorsque et seulement lorsque X est dé-
nombrable a I'infini — d’apres lequel, sans rien supposer sur Card([]), il existe toujours
une partition de I’unité qui est subordonnée a ce recouvrement i, a savoir une famille
(1;);er de fonctions :

P € €°°(X, [0, 1])
qui satisfont les trois propriétés suivantes :
(i) Supp(t;) € U;;

(ii) tout point de X possede un voisinage ouvert relativement compact dans X qui ne
rencontre qu’un nombre fini de supports des ); ;

(iii) > se; ¥i = 1, la sommation ayant alors un sens.

C’est de cette deuxieme maniere que nous allons procéder. Nous devons établir que tout
1-cocycle (f;;) € Z' (U, €F) se scinde, i.e. est un cobord.

En effet, considérons la fonction v; f;; définie sur I’intersection U; N U;, et nulle prés
du bord de U; dans cette intersection. Si on la prolonge alors par 0 sur :

U\U;NU;,

on obtient une fonction qui est ¥ sur U; tout entier (exercice mental recommandé). On
peut alors introduire la fonction suivante qui est définie sur U, :

9i = Z ¥ fijs
JEI
expression dans laquelle la somme est en fait localement finie au voisinage de tout point de

U, grace a la propriété (ii) ci-dessus, ce qui assure donc que g; est ¢ sur U;. Maintenant,
pour toute paire d’indices 7, j € I, on peut calculer la différence suivante sur U; N U; :

gi—gjzz¢kfik—z¢kfjk

kel kel

= Z wk(fik - fjk)

kel

= Z Yy, fij [relations de cocycle]

kel
= fij>

ce qui montre bien que la 0-cochaine (g;) scinde le 1-cocycle (f;;). O
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Théoreme bis. Plus généralement, les quatre faisceaux de formes différentielles € >° sur
X:

T;(, T)*((I’O), T)*(—(O’l), A2T)*(
possedent eux aussi — exercice d’application du formalisme — des 1 groupes de coho-

mologie qui s’annulent. U

Théoreéme. Soit X une surface de Riemann simplement connexe. Alors si Cx et Zx dési-
gnent les faisceaux d’applications localement constantes sur X a valeurs dans C et dans
Z, on a les deux annulations cohomologiques :

0=H'(X,Cy) et 0=H'(X,Zx).

DEMONSTRATION. C’est une application non complétement immédiate du théoreme
qui précede. Traitons pour commencer le cas du faisceau Cy.

Supposons que 4 = U;c; U; est un recouvrement ouvert de X et soit un 1-cocycle
(ci;) € Z1 (4, C). Puisque I’on a trivialement :

ZN U, Cx) € ZH U, EY),

la démonstration du théoréme qui précéde nous fournit une O-cochaine (f;) € CO(U, €X)
de fonctions 4> mais pas forcément localement constantes qui scinde notre cocycle, a
SavoIr :

Cij :fi_fj sur UiﬂUj,
pour toute paire d’indices ¢,j € I. Mais comme on a évidemment dc;; = 0, on en déduit

df; = df; sur U; N U;, et par conséquent, il existe une 1-forme différentielle globalement
définiew € I'(X, T* X)) telle que :

W‘Ui = dfi,
pour tout i € I, et puisque d(df;) = 0, cette 1-forme est automatiquement fermée : 0 = dw.
Grace a la simple connexité de X, un théoreme vu dans un des chapitres qui précedent

stipule alors qu’il existe une primitive f € €°°(X) a cette forme fermée, a savoir : w = df.
Mais si I’on pose alors :

C; = (fi - f)}W
en se servant de f comme terme correctif, on voit immédiatement que 1’on a :
de;=dfi —df =w—w=0
sur U;, ce qui montre que la fonction ¢; est localement constante, et donc par définition
(¢;) € C°(4U, Cy). Il ne reste plus qu’a vérifier que, sur chaque intersection U; N U;, on a:
ci=Ffi=fi=(i=f)=(fi-fl=a—-q,
ce qui montre bien que le 1-cocycle (c¢;;) se scinde.

Traitons a présent le cas du faisceau Zx. En utilisant ce qui vient d’étre démontré pour
Cx, étant donné un 1l-cocycle quelconque (aj;) € Z'(i,Zx), on peut trouver une 1-
cochaine (c;) € C°(Uy, Cx) de fonctions localement constantes a valeurs dans C — mais
pas encore forcément dans Z — qui le scinde :

Qi = Cj — Cg, sur UjﬂUk.
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Mais comme exp(2ima ;) = 1, on a automatiquement exp(2imc;) = exp(2imcy,) sur toute
intersection U; N U;. La surface de Riemann X étant connexe (par définition !), il existe
une constante b € C* telle que 1’on ait globalement :

b = exp(2imc;) pour tout j € J.

Choisissons alors un ¢ € C tel que exp(2imc) = b et posons en utilisant cette constante
corrective :
aj; = Cj —C.
Puisque I’on a évidemment avec ces données :
exp(2itTa;) = exp(2imc;) exp(—2imc) = bb 't =1,
il en découle que chaque a; € Z est un entier, et donc que (a;) € C°(4, Zy). Il ne reste
plus qu’a vérifier que, sur chaque intersection U; N Uy, ona:
ajr =¢; — ¢ = (¢; —¢) — (g — ¢) = aj — ay,
ce qui montre bien que le 1-cocycle (aj;) se scinde. O

Théoréme de Leray. Soit .% un faisceau arbitraire de groupes abéliens sur un espace
topologique X quelconque. S’il existe un recouvrement 4 = (U,);c; de X tel que I’on ait :

HY(U;, ) =0
pour tout i € I, alors le 1°" groupe de cohomologie de % a valeurs dans X peut étre
calculé directement avec ce recouvrement :

HY(X, 7))~ H' (U, F)
sans passer aux limites inductives.
Un tel recouvrement, qui est appelé recouvrement de Leray (d’ordre 1) pour le faisceau

Z , permet, dans certaines circonstances, de calculer aisément le 1°" groupe de cohomologie
de .7, voir exemples et exercices ci-dessous.

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que pour tout recouvrement U = (V,,),c4 de
X qui raffine I, a savoir qui satisfait U < 4, I’application injective naturellement associée :
restryy:  H'(U,.F) — HY(V,.F)
est aussi surjective, donc est un isomorphisme.
Soit donc 7: A — I une application de raffinement avec V, C U, pour tout indice
a € A. Afin d’établir la surjectivité de restrg;, on doit montrer que pour tout 1-cocycle

quelconque (f,5) € Z'(U,.#) au niveau plus raffiné U, il existe un 1-cocycle F;; €
Z'(4h, F) au niveau initial i tel que le 1-cocycle différence :

(Fra)r8)) — (fap)

s’identifie a I’'image (5((ha)oée A) par 1’opérateur cobord ¢ d’un certain 1-cobord (h4)aca
avec hy, € F(V,).
Voici comment procéder. Pour tout ¢ € I quelconque fixé, la famille de sous-ouverts :
(UinV,)
constitue manifestement un recouvrement ouvert de U; que nous désignerons en abrégé par
U; N 0. Comme on a par hypothese :

0= H'(U;ND, F),

acA
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le 1-cocycle (f,) se scinde sur U; au sens ou il existe des :
Gia € F(U;NDY)
pour tout o € A au moyen desquels on peut écrire :
(*) fop = Yia — 9i sur U; NV, NVg.
Maintenant, sur I’intersection quadruple U; N U; NV, N Vg, on a immédiatement :
ja = Gia = 9jB — 9iB;

et ensuite grace a I’axiome de recollement appliqué au recouvrement (Ui Nnu j) NV de
chaque U; N U;, on produit des éléments F;; € .7 (U, N U;) tels que :

(**) Fij = Gja — Gia sur Uz N Uj N Va.

I découle immédiatement de ces dernieres relations que la 1-cochaine (F};) satisfait les
relations de cocycle sur toute intersection triple U; N U; N Uy, et donc (F};) € Z' (4, F).
En introduisant alors la 1-cochaine :

he = g‘r(a),a‘va S ﬁ(va%

nous pouvons enfin vérifier que la différence de 1-cocycles en question sur V, N Vy :

Fry ) — fap = (97(5),a — gT(a),a) — fop [appliquer (x) avec j := 7(B) et i := 7(c)]
= (990 = Ir(@).a) = (9r(8).0 = 9r(8).6) [appliquer x avec i := 7(j)]
= 9r(B)a_ ~ r(a)a = 9r(B)a, + 9r(8),8 [simplifier 1]
= 97(8),6 ~ Yr(a)a
= hg — hq
s’identifie bien a I’'image par § de cette 1-cochaine (h,,). d

Exemple. Comme application ‘pédagogique’ de ce théoréme de Leray, montrons, en notant
simplement a gauche Z le faisceau des applications localement constantes a valeurs dans
Z,quel’on a:

HY(C*,Z) = 7.
Pour ce faire, introduisons les deux ouverts étoilés :
U1 = C*\R_ et UQ = C*\R+,

dont la réunion U; U Uy = C* recouvre visiblement notre espace. Puisque ces deux ouverts
sont étoilés, ils sont simplement connexes, et nous avons vu alors que :

0=H'(Uy,Z) = H'(Uy, Z),

ce qui nous assure grace au théoreme de Leray que pour ce recouvrement 4 := (Ui)i=1 )
de C*,ona:
HY(C*,Z) = H* (U, 7Z).
Maintenant, puisque tout 1-cocycle a;; € Z 1(Ll, 7,) est alternée, i.e. satisfait 0 = a;; et
aj; = —aj, il est completement déterminé par a2, et donc on a :

Z1 (U, Z) =2 Z(U; NUy) [sections du faisceau .Z := Z].
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Mais I’intersection U; N U, posséde exactement deux composantes connexes, a savoir les
demi-plans complexes inférieur et supérieur épointés, et donc on a :

ZU1NUg) 2Z X Z.
Comme U; est connexe, on a aussi Z(U;) = 7Z et donc aussi :
CUU,Z) 27 x 7.
Relativement a ces deux isomorphismes, on vérifie (exercice) que 1’opérateur cobord :
§: C°U,Z) — ZY (U, Z)
est donné par I’ application concrete suivante dont les deux composantes images coincident :
L X1 — L X7

(b17b2> — (52 — by, by — b1)-

Ainsi, les cobords sont exactement le sous-groupe B C 7Z X Z constitué des éléments
(a1, as) dont les deux entrées coincident : a; = a;. Il en découle facilement que :

H' (MW Z)=ZxZ/B=Z.
Groupes de cohomologie d’ordre zéro. Soit .# un faisceau arbitraire de groupes abéliens

sur un espace topologique X quelconque et soit 4{ = (U;);c; un recouvrement ouvert de X.
On pose :

Y

B (4,
Z°(Y,

) :=0,

) Ker(co(u, F) L W, 7)),
H(W, 7) = 24, F) [ B34, 7

—Zo(i1 F).

D’apres la définition de 1’opérateur cobord 4, une 0-cochaine (f;) € C°(4,.%) appartient
a Z%(U, .F) précisément lorsque :

Q&%

fi‘umuj =/

pour toute paire d’indices ¢, 7 € I. Grace a une application de I’axiome de recollement, les
éléments f; € .7 (U;) se recollent ensemble pour produire un élément global f € .7 (X)
dont les restrictions aux U; sont les f;, et donc on a un isomorphisme naturel :

HU, F) =20, F) =~ F(X).

UiﬁUj

Théoreéme. Les groupes de cohomologie d’ordre zéro de n’importe quel faisceau F de
groupes abéliens :
HYX, 7))~ 7 (X)

s’identifient naturellement aux sections globales de .7 . U

Exercices
Exercice 13.1. Montrer que H*(C*,C) = C.

Exercice 13.2. Soient p1, . . ., p, des points de C distincts deux a deux et soit :

X :=C\{p1,...,pn}-
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Montrer que :
H'(X,Z)=17".

Indication : construire un recouvrement $ = (U;);=1,» de X par deux ouverts U; et U, connexes et simplement
connexes dont l'intersection U; N U, posséde n + 1 composantes connexes.
Exercice 13.3. (a) Soit X une variété ¢ et soient deux ouverts V € U C X. Montrer que V rencontre
seulement un nombre fini de composantes connexes de U.
(b) Soit X une variété ¢ compacte et soient 4 = (U;);cr et U = (V;):er deux recouvrements ouverts finis
de X tels que V; € U; pour tout ¢ € I. Montrer que :

Im (Z'(4,C) — Z'(,C))
est un espace vectoriel de dimension finie.

(¢) Soit X une surface de Riemann compacte. Montrer que H' (X, C) est un espace vectoriel de dimension
finie. Indication : utiliser deux recouvrements finis 4 = (U;)icr et U = (V;)icr de X avec V; € U; pour tout ¢
tels que chaque U; et chaque V; est homéomorphe a un disque ouvert non vide de C.

Exercice 13.4. (a) Soit X une surface de Riemann compacte. Montrer que I'application :
H'(X,Z) — H'(X,C)
induite par l'inclusion Z C C est injective.

(b) Soit X une surface de Riemann compacte. Montrer que H'(X,Z) est un module sur Z qui est libre et
finiment engendré. Indication : montrer d’abord en raisonnant comme dans I'exercice précédent que H'(X,Z)
est finiment engendré et utiliser (a) pour montrer que H' (X, Z) est libre.
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14. Théoreme de Dolbeault a une variable

Dans ce chapitre, on résout I’équation de Cauchy-Riemann :
of
% =9,
ol g est une fonction 4’*° sur un disque ouvert Dp C C de rayon 0 < R < 00. On en
déduit alors que le premier groupe de cohomologie H!(Dg, Op,,) = 0 a valeurs dans
le faisceau Op,, des fonctions holomorphes sur D, s’annule.

Lemme. Soit g € €°°(C,C) une fonction lisse a valeurs complexes dont le support est
compact dans C. Alors il existe une fonction lisse [ € €>°(C, C) telle que :
of
el
DEMONSTRATION. Définissons la fonction f: C — C qui sera solution par I’intégrale
double suivante, dite de Cauchy-Green-Pompeiu' :

) _%//C%dzAdz,

Comme I’intégrande possede visiblement une singularité lorsque z = (, on doit raisonner
pour montrer que cette intégrale existe et qu’elle dépend d’une maniere 4> de (. La fa-
con la plus simple et naturelle de s’en assurer, c’est de passer a des coordonnées polaires
centrées au point  :
z=(+re?
Par rapport a I’intégration, ¢ est une constante, et ’on a :
dz NdzZ = =2idx \Ndy = —2ir dr A d6.

Ainsi donc, nous pouvons réexprimer cette intégrale apparemment singuliere en une nou-
velle intégrale double dont la singularité disparait :

1O =-1 [[ L dras

=—— / g(C+re®)ye ™ drdd.
T JJc

Puisque le support de g est compact, on doit en fait seulement intégrer sur un certain rec-
tangle polaire {0 <r<R 0<0L 27?} — ce qui correspond a un disque — pour un
rayon R > 0 assez grand. Ainsi nous pouvons différentier sous le signe somme de cette
intégrale définie bornée et obtenir :

gg // 696”6 09(CH+7¢") 0 4, o,

' Pour alléger, nous ne noterons pas ici f (C , Z) les arguments d’une fonction f non holomorphe qui n’est
que °°, mais f((), étant entendu que cela ne prétera pas a confusion.
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Maintenant, en revenant aux coordonnées non polaires initiales, cette derniere expression
se réécrit aisément comme limite d’une intégration sur un ’anneau A, := {z eC: e

2| <R} :
of .. 1 dg(C+2) 1 _
5z“f—5glfsfls“5?“;dzAd”

Mais puisque pour z # 0 on peut intervertir comme suit les différentiations par rapport a ¢
et par rapport a 2 :

0g(C+2z) 1 _09g(C+2) 1 _ (g(ﬁz))
¢ z 0z P z ’

On en déduit que notre limite d’intégrales doubles non singulieres devient :

of .. 1 . 0 (g(C+z) -5
W“%%M%FTWW—EMW

en introduisant naturellement la 1-forme différentielle (singuliere en z = 0) :

1 g(C+2)

w(z) = 20T z

dz,

expression dans laquelle on considére z comme variable et ( comme constant. Or grice a
une application du théoreme de Stokes sur les anneaux vu dans un chapitre qui précede, on
peut maintenant continuer le calcul :

8f :—hm// dw:—lim// w = lim w,
ac e—0 e—0 HA. e—0 |Z|=€

et pour calculer cette derniere intégrale, on paramétrise le cercle {|z| = ¢} par z = ce
0 < 0 < 27, ce qui nous donne enfin :

af

1 i0
az(():ll_%%/o g(C+ee”)db.

19

A ce stade, on voit que ’intégrale obtenue fournit la valeur moyenne de la fonction ¢ sur le
cercle de centre ( et de rayon ¢, donc par continuité de g — qui est méme % *° en fait — on
déduit immédiatement que cette valeur moyenne converge, lorsque ¢ — 0, vers la valeur
ponctuelle, i.e. :

comme nous devions 1’établir. O

Le théoreme suivant, résultat principal de ce court chapitre, montre qu’avec des efforts
techniques supplémentaires, on peut supprimer I’hypothese que g était a support compact
dans un disque de grand rayon R > 0. C’est un cas spécial du lemme de Dolbeault dans la
théorie des fonctions a plusieurs variables complexes.

Théoreéme de Dolbeault. Soir un disque ouvert de rayon quelconque :

D :={z € C: |z| < R},
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éventuellement infini 0 < R < +oq, et soit g € €°°(Dg, C) une fonction lisse a valeurs
complexes. Alors il existe une fonction [ € € (Dg, C) définie sur Dy tout entier qui résout
[’équation :

of

oz Y
sur Dg.

Naturellement, la solution f n’est en rien unique : on peut lui ajouter des constantes, et
méme des fonctions holomorphes quelconques dans Dg.

Il importe d’ores et déja de faire remarquer que cet énoncé possede une signification en
termes de formes différentielles. On notera dans ce chapitre et ceux qui suivent 0 1’opé-
rateur précédemment noté d”. On a donc d = 9 + 0 au lieu de d = d’ + d” et pour tout
fonction ¥’*° sur X vue dans une carte locale, 5¢ = % dz.

Reformulation du théoréme de Dolbeault. Etant donné une (0, 1)-forme quelconque :
¢ dz € T (Dg, TVDp)
de classe € sur un disque D C C, il existe toujours une fonction :
¢ € € (Dg,C)

qui résout I’ « équation 0 » :

06 =vdz. O

DEMONSTRATION. Une solution a cette équation différentielle ne peut plus étre sim-
plement donnée par une intégrale comme précédemment, parce que 1’expression :

%//DR %dz/\d?

ne converge pas en général pour peu que g explose au bord de Dg. C’est pourquoi nous
devons introduire un procédé d’exhaustion qui nous permettra d’appliquer pas a pas le
lemme, et de corriger les solutions obtenues de maniere a tout faire converger.

Soitdonc 0 < Ry < R; < --- < R, une suite strictement croissante de rayons satisfai-
sant :

lim R,=R,

n—-+o00

et considérons les disques ouverts centrée en 1’origine et ayant ces rayons :
Dg, = {z € C: |z| < R,}.

Visiblement, ces disques ‘exhaustent’ (remplissent en croissant) Dp.
Prenons une suite de fonctions v, € €°°(IDg, [0, 1]) a supports compacts :

Supp(¥y,) C Dg,,., telles que : ¢H‘DRn = 1.

Pour tout n, la fonction multpliée v,,g s’annule hors de Dg, . ,, donc on peut la prolonger
par O et en faire une fonction 4> sur C tout entier, fonction a laquelle on peut appliquer
le lemme qui préceéde. Ce dernier fournit de la sorte une fonction f,, € €>°(C, C) telle que
I’on ait :
Ofn _
oz

Un g en restriction a Dg.
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Posons fl := f1 et montrons maintenant par récurrence que nous pouvons modifier la
suite (f,)n,>0 en une autre suite ( fn)n>o qui, pour tout entier n > 1, satisfera les deux
=
propriétés suivantes® :
o Ofn .
(i) a—}; =gsurDg_;
oo ry irs _ irs irs 1
(ll) an+1 - fn”L‘X’(DRn,l) - maszDRn71 ‘fn+1<z) - fn(z)l < on -+

Supposons donc que les fonctions fvl, ceey f; aient déja été construites. Alors puisque
1, = 1 sur Dg, on aen soustrayant :

%(fn+1 - ﬁl) =0 sur ]D)Rna

ce qui signifie que cette différence f, .1 — f,, est holomorphe sur Dy . En prenant suffisam-
ment de termes dans la série de Taylor de f,, .1 — f,, développée a I’origine et convergente
sur Dg, , on peut manifestement produire un polynéme P,, € C|z] tel que sur le sous-disque
strict Dg, , € Dg,, on ait (on veut a I’avance un majorant a droite dont la ) | converge) :

”fn+1 o ﬁl o P“HLoo(DRn_l) S 2%

Si donc nous soustrayons de f,, ;1 le nouveau terme correctif :

ﬁwl = fog1 — P,

alors la propriété (ii) sera visiblement satisfaite au niveau n + 1. De plus, sur Dg, ., on
peut calculer :

afn+1 o 8fn+1 or o afn+1 o o
oz~ 0z oz oz V9= 9

ce qui montre que la propriété (i) est aussi satisfaite au niveau n + 1, et acheve notre

récurrence.

Or puisque tout point z € Dy est contenu dans presque tous les disques Dy, , la limite :

f(z) = lim fo(2)

existe puisque cette suite (fn(z))n est de Cauchy grace a la convergence de la série géo-
métrique | 2% On en déduit que sur Dg_, on peut écrire :

f=rh+ Z (frs1 — fr)-
k=n
Comme par construction, pour tout £ > n, les fonctions-termes de cette série :
fre1 — fa

sont holomorphes sur Dy grace a une soustraction dans (i), et comme leur norme L™ est
contrdlée normalement sur Dp par 2% grace a (ii), on en déduit que ladite série converge

2 Pour K € C compact, on définit la norme L°° d’une fonction f sur K qui est au moins continue voire
mesurable par :

)

|l () := maxzex |£(2)

un nombre appartenant 8 R U {co}.
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uniformément vers une fonction :

F, = Z (ferr — fr)
k=n
qui est holomorphe sur Dy, . Ainsi la fonction :

est € sur D pour tout n, et donc puisque tout point z € Dp finit par appartenir a
un certain Dp, , cette fonction f est € sur Dp tout entier. Enfin, en un point z € Dpg
quelconque, on a z € Dp, pour une infinité d’entiers n > NV, assez grand, donc pour ces
n: _

of Ofn

—(2) = ==(¢) = lorsque z € D

5s0) =5 (k) =g q Ra»
ce qui acheve d’établir que cette fonction f est bien une solution désirée de % = g surle
disque original Dp. O

Soit maintenant : ) 9 9
A — 8_ 8_ =4 0 —
81'2 ay2 020%

I’opérateur laplacien.

Corollaire. Soit comme ci-dessus Dy := {z € C: |z| < R} avec 0 < R < oo. Alors pour
toute fonction g € €°°(Dg, C), il existe une fonction f € €°°(Dg, C) telle que :

Af =g.

DEMONSTRATION. En utilisant le théoréme, choisissons une premiere fonction f; €

€>(Dp) telle que 1 = ¢, choisissons ensuite une deuxieme fonction f, € € (Dy) telle

- oz
que % = f;, et vérifions par le calcul que la fonction :

= 72

NI

est solutionde Af =g

ap =21 —3@_72) —3(@) _0h _

0:02  0z\0z) 0z\0z) 0z ¥
ce qui fut élémentaire. U

Nous pouvons maintenant déduire du théoreme de Dolbeault I’annulation annoncée du
premier groupe de cohomologie de Cech a valeurs dans le faisceau structural Op,, des
fonctions holomorphes sur un disque ouvert Dg.

Théoreme.
H'(Dg, Op,) =0

DEMONSTRATION. En effet, soit 4{ = (U;);c; un recouvrement ouvert de X et soit
(fij) € Z* (4, Op,,) un 1-cocyle a valeurs dans le faisceau structural & .. On veut montrer
que H'(, Op,,) = 0, i.e. que (f;;) peut étre scindé.

Les fonction holomorphes étant 4, on a :

ZH Y, On,) C 2 (4, G=(Dg)),



150 Joél MERKER, Cours de Master 2, Université Paris-Sud Orsay, 2011-2012

et puisque nous avons déja démontré que H' (Dg, €53°) = 0, il existe une O-cochaine (g;) €
C°(U, €p°) telle que :
fii = 9i — g sur U; N U,

pour tous 7,7 € I. Or comme af” = 0,ona %gl = %gﬁ sur U; N U, et donc il existe une
fonction globale h € € (Dg) telle que h}u 691 sur chaque U;. Mais grace au théoreme
de Dolbeault, on dispose d’une fonction g € ¢ (]D r) telle que :

99

0z
et si on corrige donc chaque g; au moyen de cette fonction en :

= h,

fii=gi—9,
alors il est clair que chaque f; ainsi corrigée devient holomorphe sur U;, puisque 5 8f1 =

9 — 99 — (). Ainsi on a construit un 0-cocycle holomorphe (f;) € C°(4, Op,) et’on peut

maintenant vérifier comme argument terminal que I’on a bien :

fi=fi=9i—9=1y
sur toute intersection U; N U;, c’est-a-dire que ( f;;) se scinde. 4
Théoréme. Pour la sphére de Riemann®, on a de méme H'(P', Op1) = 0.

DEMONSTRATION. Posons U; := P'\{oo} et Uy := P'\{0}. Puisque U; = C et
U; = C sont tous deux simplement connexes, on a déja démontré que :

0=H"(Uy,Opm) = H' (U, Op1),

donc ce recouvrement 4 = U; U Uy de P! & deux ouverts est un recouvrement de Leray de
P! et le théoreme de Leray nous assure alors que :

H' (P, Op) = H' (U, Op1).

Par conséquent, la démonstration revient a vérifier que tout 1-cocycle (f;;) € Z! (il, ﬁﬂn)
peut étre scindé.

Pour cela, observons qu’il suffit clairement de trouver deux fonctions holomorphes f; €
O (U;), i = 1,2, satisfaisant :

fiz=fi—fa sur Uy NU, = C*.
A cette fin, développons :

o
n
fi2(z) = E Cn 2
n=-—oo
en série de Laurent uniformément convergente sur les compacts de C*, et posons simple-
ment :

o) -1
fi(z) == Z Cp 2" et fo(2) := — Z Cp 2",
n=0 n=—oo
Alors f; € 0(U;) (exercice de rappel sur les séries de Laurent) et f; — fo = fio. O

3 Pour une surface de Riemann compacte X, on établira dans le prochain chapitre que H' (X, Ox) est
de dimension finie un certain entier g € N, appelé genre de X, entier qui compte aussi le nombre de ‘trous’
que posséde X en tant que surface topologique. Ici donc, le genre de X = P! =2 S2 est nul.
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Exercices

Exercice 14.1. Soit Dr = {z € C: |z] < R} avec 0 < R < oo. On note %, le faisceau des fonctions
harmoniques sur Dg, i.e. pour tout sous-ouvert U C D :

0o 2 2
Ao (V) :={f €6=(U,C): T4+ %L =0}

Montrer que 'on a H' (Dg, #,) = 0.
Exercice 14.2. (a) Montrer que % := (P'\{co}, P*\{0}) est un recouvrement de Leray pour le faisceau $2p:
des 1-formes holomorphes sur P*.
(b) Montrer que :

H'(P',Qp1) =2 H' (4, Q1) = C,
et que la classe de cohomologie de la 1-forme holomorphe :

% € QUiNUs) = Z' (U, Qp1)
constitue une base de H" (P", Qp1).

Exercice 14.3. Soit g € ¥°°(C, C) une fonction lisse a support compact sur le plan complexe. Montrer qu’il
existe une solution f € ¥*°(C, C) de I'équation :
of
9z =g
dont le support :
Supp(f) € C
est lui aussi compact si et seulement si 'on a pour tout entier n € N :

0://(: 2" g(z)dz N dz.
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15. Théoréme de finitude de 7' (X, Oy)

Dans ce chapitre, on démontre que pour toute surface de Riemann compacte X,
le 1 groupe de cohomologie (de Cech) H* (X ,O X) est un espace vectoriel dont la
dimension, finie, est appelée le genre de X. Une conséquence notable de ce théoreme
de finitude est qu’il existe de nombreuses fonctions méromorphes non constantes sur
de telles surfaces de Riemann compactes X, quel que soit leur genre. Eu égard a des
applications ultérieures aux surfaces de Riemann non compacte, il est utile de travailler
plus généralement sur des ouverts relativements compacts d’une surface de Riemann
quelconque.

Norme L? pour les fonctions holomorphes. Soit D C C un sous-ensemble ouvert quel-
conque. Etant donné une fonction holomorphe f € &/(D), on définit sa norme L? par :

1/2
1 leso) = ( /I If(x+iy)|2dwdy) |

un nombre positif qui peut éventuellement tre infini :
| flz2) € Ry U {00}

Définition. Lorsque cette norme | f| ,2(p) < oo est finie, on dit que f est de carré intégrable
sur D et on note L*(D, &) I'espace vectoriel (exercice) de toutes les fonctions de carré
intégrable sur D.

Par exemple, dans le cas ou D est relativement compact, voire plus généralement ou :

Aire(D) := // dx dy < 00,
D

alors pour toute fonction holomorphe bornée f € ¢'(D) N L*°(D), on peut majorer :
[flz20) < V/Aire(D) | f] o)
< 00,
ou la norme L*° de f est bien entendu définie par :
[flz) = sup {|f(2)| € Ry: = € D}.

Etant donné deux fonction f, g € L*(D, &), on peut définir leur produit scalaire hermi-

tien by :
()= [[ sadeay,

et I'intégrale converge grace a 1’inégalité ponctuelle :

£(2)9(2)| < 5 (1f () +1a(2)F).
Avec ce produit scalaire hermitien, L'(D, &) est un espace vectoriel complexe hermitien
unitaire dans lequel une notion naturelle d’orthogonalité existe.
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Maintenant, soit :
Dy(a) :={z€C: |z—a|<r}
le disque ouvert de centre un point a € C et de rayon un réel strictement positif » > 0.
Alors on démontre (exercice de révision de L3) que les mondmes :

Un(2) = (2 —a)"
forment un systeéme complet orthogonal de L?(ID,.(a), &) et on vérifie en passant aux coor-
données polaires centrées en a que leur normes L? sont égales 2 :

ﬁrn+1

= — pour tout n € N.

ool oy = s

Or, si on considere le développement en série entiere d’une fonction quelconque f €
L?(D,(a), ©) au point a :

[ee]

Z en(z—a)”

n=0

I’identité de Parseval-Plancherel fournit :

110 an = 2=

n=0

|Cn|2

Théoreme. Soit D C C un sous-ensemble ouvert quelconque, soit r > 0 et soit :
D" := {z € C: D,(z) C D}

I’ensemble des points de D qui sont a distance > r du bord OD. Alors pour toute fonction

feL*D,0),ona:

|f 2o iy < T |/ z20

DEMONSTRATION. En effet, soit « € D) un point arbitraire et soit :

[e.e]
f2) =) c(z—a)"
n=0
le développement en série entiere de f en a. Grace a I’identité de Parseval-Plancherel rap-
pelée a I’instant, on peut estimer :

1 1
@] = leol € Uiz < vy

Enfin, puisque I’on a :

| flze ey = sup {|f(a)] € Ry: a € D(’“)}7
le résultat vient. 0

En particulier, il découle de ce théoreme que si (f,,)nen est une suite de Cauchy dans
L?(D, 0), alors elle converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de D, et
donc la limite est holomorphe d’aprés un théoréeme connu dii & Cauchy. Cela montre que
L*(D, O) est complet, donc constitue un espace de Hilbert.

Lemme. Soient D' € D une paire d’ouverts de C. Alors pour tout € > 0, il existe un
sous-espace vectoriel fermé :

F c L*(D, 0)
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de codimension finie tel que [’on ait :

|22 < elflez)

pour toute fonction f € F.

DEMONSTRATION. Puisque par hypothése la fermeture D’ est compacte et contenue
dans D, il existe » > 0 et il existe un nombre fini de points aq, ..., a; € D tels que les deux
propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) D,(a;) C Dpourtoutj =1,...,k;
(i) D' C U, Dz (ay).
Choisissons alors en entier n assez grand pour que :

1
k'm<€,

et introduisons I’ensemble F' des fonctions f € L*(D, &) qui s’annulent en fous les points
a; a un ordre > n. On se convainc aisément (exercice) que /' est un sous-espace vectoriel
fermé de L?(D, ) dont la codimension est < kn.

Maintenant, toute fonction f € F' peut étre développée en tout point a; comme série

entiere :
oo

f) =) a(z—aq)

v=n

dont le rayon de convergence est > r, puisque D, (a;) C D. Grace a I'identité de Parseval-
Plancherel vue ci-dessus, pour tout p < r,on a:

o0 7Tp2n+2
HfHLQ(]D)p(aj)) = Z I/—H |CV|27

et il découle de la en posant p := r puis p := 3 que :

171220

La propriété (i) implique immédiatement les inégalités :

L) S sl P PSR

1712000y < 1/ 2oy

pour tout j = 1,..., k, et la propriété (ii) implique aussi de méme :

-

(a;))"

iy < X o,
j=1
Il ne reste plus qu’a combiner toutes ces inégalités :
HfHLQ(D’) Sk 271% ' Hf“m(u)r(aj))
Sk 2’1% ’ HfHLQ(D)
<

& HfHL2(D)>

pour obtenir la conclusion. U
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Cochaines de carré intégrable. Sur une surface de Riemann X qu’on ne suppose pas
forcément compacte, on choisit une famille finie de cartes :

(UL z;) (i=1-n)
dont chaque image :
z%(U) =D; C C
est un disque ouvert I} non vide, et I’on choisit des sous-ouverts U; € U’ qui sont images
inverses de sous-disques ouverts non vides D; € .. Il est important de faire remarquer ici

que la famille :
U= (Ui)1<z<n

n’est pas supposée recouvrir X, bien que lorsque X sera supposée compacte ci-dessous,
une telle hypothese deviendra naturelle. L’intention en effet est de développer des énoncés
techniques qui seront valables et utiles y compris lorsque X n’est pas compacte.

On introduit alors des normes L? sur les deux groupes de 0- et de 1-cochaines C°(4, Ox)
et C(U, Oy) relatifs a cette famille d’ouverts' :

U=U,U---uUl,,

de la maniere suivante.
(i) Pour (f;) € C°(4, Ox), on pose simplement :

H(fi)H;(U) " Z |‘fi|‘i2(Ui)'
1=1

(ii) Pour (f;;) € C*(4, Ox), on pose simplement de méme :
2  — 2
H(fz'j)”m(u) = Z Z Hfz‘me(umuj)‘
i=1 j=1
Bien entendu ici, les normes L? des fonctions holomorphes f; et fi; sont calculées en

utilisant les cartes (U, z;) :

”fiHLQ(Ui) = Hfl © Zi_lHLQ(zi(Ui))’

”finLQ(UmUj) =i 0 Zi_l”m(zi(umum‘

Grace a I’inégalité triangulaire L2, les ensembles de 0- et de 1-cochaines dont la norme L?
est finie forment tous deux des espaces vectoriels de Hilbert qui seront notés :

C?g(ﬂ, ﬁx) et Ciz(il, ﬁX)
Les 1-cocycles forment un sous-espace fermé (exercice) de C*(U, O ) qui sera noté :
Z1,(U, O).

Deux propositions techniques. Si U = (J_; V; est une seconde famille d’ouverts de
méme cardinal qui sont compactement emboités dans les premiers ouverts :

V, e U; pourtout i =1,...,n,

! La notion de cochaine relative 2 une famille d’ouvert ne nécessite pas que les ouverts en question
recouvrent completement I’espace ambiant. Par 1éger abus, on identifie la famille d’ouverts a sa réunion.
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alors le lemme vu précédemment montre (corollaire) que pour tout € > 0, il existe un sous-
espace vectoriel fermé F' C Z},(4, Ox) de codimension finie tel que 1’on ait, pour tout
1-cocycle (fi;) € F':

H(fij)Hm(m) S€ H(fij)Hm(u)'
La proposition (tres) technique suivante montre qu’a réduction pres des familles d’ouverts,

tous les 1-cocycle sont cohomologues. C’est dans I’ écart entre les ouverts que se lira plus
tard la finitude de H'(X, O ) pour X compacte.

Proposition. Soit X une surface de Riemann quelconque et soit comme ci-dessus I =
Ui~ U; une famille finie de n > 1 ouverts de cartes sur X homéomorphes a des disques
qui est contenue dans une sur-famille analogue ' = J;_, U} avec U; U, pour tout i.
Alors a toute paire de familles 20 = |J_, W, et U = |J_, V; de n sous-ouverts compac-
tements emboités :
Wi@Vi@Ui@U’i (i=1--n)

est associée une constante C' > 0 telle que pour tout 1-cocycle L? sur Q5 :

(fz]) € ZiQ (Q?, ﬁx),
il existe un 1-cocyle holomorphe et L* sur i\ :

(Fy) € Za (81, 6x)
et il existe une 0-cochaine holomorphe et L* sur 20 :

(l;) € C1- (W, Ox)
tels que, en restriction a 20, on ait :

(fij) = (Fy) 4+ 0((L:)) sur chaque intersection W; NW;,

avec le controle suivant de leurs normes L* :

maX(H(Fia‘)HH(u)’ (li)HLZ(m)) S CH(fij)HLZ(m)'

DEMONSTRATION. Soit donc (f;;) € Z'(, ) un 1-cocycle holomorphe quel-
conque. Mettant pour 1’instant entre parenthéses la considération des normes L2, construi-
sons tout d’abord les deux cocycles recherchés (F};) et (;).

Grace au théoréme d’annulation de H'! pour les fonctions €', il existe tout d’abord une
0-cochaine (g;) € C° (il, ‘5)%0) qui scinde de maniere lisse notre 1-cocycle holomorphe :

fiis =9; — gi sur V; NV;.
Puisque 0 fi; = 0, on déduit instantanément les coincidences :
5gj = 0g; sur chaque intersection V; N'V;,
et donc par recollement, il existe une (0, 1)-forme différentielle ‘globale’ :
weT (ViU UV, T*OVX)
qui redonne par restriction :

w

v, = N (i=1-n).
Or comme on a par hypothese :

WyU---UW, €V U---UV,,
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prenons une fonction-test ) € € (X) avec :

Supp(v)) C Vi U---UV, et =1,

Ulw,oow,

pour s’en servir comme multiplicateur qui localise notre (0, 1)-forme :
Yw

forme que nous décidons alors de voir comme étant € °° a support compact dans le plus

gros ouvert U} U --- U U/ . Chaque U, = D/ étant un disque, le théoréme de Dolbeault
produit alors pour tout i = 1, ..., n une fonction i, € € (U,) qui résout I’équation :

Oh, =Y w sur U

Mais comme on en déduit par soustraction que Oh) = gh; sur chaque intersection U; N U7,
les différences :

/AN ! / /
s’avere étre des fonctions holomorphes. On les restreint alors a la sous-famille LI :

Fz’j =

]
ce qui nous donne le 1-cocycle holomorphe voulu (F;) € Z;, (5.1, o X). Maintenant, sur
chaque ouvert W; de la plus petite taille, on a d’apres ce qui précede :

ghi:ww:w:aqi,

et donc la différence g; — h; est holomorphe sur W;. Puisque g; — h; est aussi bornée sur
W;, le 0-cocycle voulu :

(L) = ((g: — hi)‘wi) € C1 (2, Ox)

est trivialement de carré intégrable. Il nous reste maintenant seulement a vérifier que 1’on

a:
fis = Fij=9;—gi—hj +h

= (g5 — hy) — (9 — hi)
= lj - lia
sur chaque intersection W; N W;.

A présent, afin d’obtenir les estimées annoncées sur les normes L?, on considére I’es-
pace de Hilbert produit :

H = [1/2 (u7 ﬁX) X Z}; (m, ﬁX) X 022 (QIT, ﬁx>7

muni de la norme naturelle :

1/2
1), G )y = (N e + 10 ey + 10 )
Ensuite, on introduit le sous-espace vectoriel L C H défini par la précédente résolution :

L= {((Fy), (fiy), (1)) € H: 0=—(fi;) + (Fyj) + (1)) }-

Puisque L est fermé dans [ (exercice mental), c’est un sous-espace de Hilbert de H.
D’apres ce qui a été vu a I'instant, I’application linéaire de projection :

L — Z;2(, Ox)
((fzj) ( zj) (lz)) = (Fw>
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est surjective. Grice 2 un théoreme dii & Banach? ici admis, cette application est néces-
sairement ouverte. Par conséquent, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
(fij) € Z}.(T, Ox), il existe une préimage :

((fip), (Fiy), (1)) € L

satisfaisant :

H((fw)> (Fij)7 (ll))HH < |<Ej)||L2(Q])

Cette constante C' convient donc, ce qui conclut la démonstration. U

Proposition. Sous les mémes hypotheses que la proposition précédente, il existe un sous-
espace vectoriel de dimension finie :

S c 7\ (4, Oy)

tel que pour tout 1-cocycle (u;;) € Z' (U, Ox), il existe un 1-cocycle (s;;) € S et il existe
une 0-cochaine (w;) € C° (QIT, o X) satisfaisant :

(wig) = (si5) — 0 ((wi)),

en restriction a chaque W; NW;.

Autrement dit (exercice mental), I’application naturelle induite par restriction :

H'(YU,0x) — H'(20, Ox)

possede une image qui est de dimension finie.

DEMONSTRATION. Soit C' > 0 la constante de la proposition précédente, et posons :

1
g = bYok

On a déja vu juste avant ladite proposition qu’il existe un sous-espace vectoriel fermé F' C
Z}. (4, Ox) de codimension finie tel que 1’on ait, pour tout 1-cocycle (u;;) € F

[CE P (] P

Introduisons alors le supplémentaire ortogonal S de F' dans Z;, (il, o X), lequel satisfait
par définition :

F&S=275(4, o).

Maintenant, étant donné un 1-cocycle holomorphe arbitraire (u;;) € Z* (il, % X) sans
condition de norme Lo relative a 4, sa norme L? en restriction a la sous-famille V,; € U,
est néanmoins trivialement bornée :

H(uij)HLQ(m) =: M < o0.

2 Ce théoreme énonce que toute application linéaire continue f: E — F entre deux espaces vectoriels
normés complets (E, |-|g) et (F, |-|r) — parfois dits espaces de Banach — qui est continue et surjective,
est en fait nécessairement ouverte, ce qui implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout y € F,
il existe (au moins) un z € F avec f(x) = yet:

|| < Clylr.
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Gréce a la proposition qui précede, il existe (v);) € Z7. (4, Ox) et il existe (w)) €

C’gg (QI], ﬁx) tels que 1’on ait (on choisit un signe ‘—’) :

Uiy = U?j — §(w}) sur chaque W; N'W;;,
avec les deux contrdles suivants de normes L2 :
0 0
| (vi) | 2y < C M et | @) 2y < C M.

Considérons alors la décomposition :

0 0 0
v = ug; + S5, u;; € F, s; €S

en composantes orthogonales
Nous voulons maintenant construire par récurrence sur un entier v > 0 quatre suites de
cochaines :

('U,Z) € Z[1/2(u7 ﬁX)? (UJ;j) € ng(ﬂn, ﬁX); ul’ c F’7 Sl'/' c S,

1] i
qui jouissent des trois propriétés suivantes :
() vj; = u;’j_l + o(wY) sur chaque W; "W, ;
) () = (u5) + (1)

1
(iii) ” vy HLQ(u CMet aussi H HLQ(m <5» CM.
Démontrons alors que ces hypotheses se transportent du niveau v au niveau v + 1.
Puisque v, = u;; + s7; est une décomposition orthogonale, on a :

| (u; Hm(u) < (v Hm(u)

< CM,

ce qui implique, en revenant a une inégalité vue plus haut, que :
[CHY PN (Cn]

<5eCM

— L
Maintenant, grice a la proposition qui précede, on dispose de deux cochaines :

(W) € Z1» (U, O) et (wy™h) € CF. (2, Ox),

qui décomposent (on choisit un signe ‘—’) :

v v+1 v+1
ug; = v = o(w ™) sur W; NW;,

et dont les normes L? sont contrdlées :

max ( H i) HLZ(LL)’

}(wyﬂ HL2 ) S O”<“Z’>”L?(sﬁ)
< 5 O M.

Enfin, on effectue la décomposition en composantes orthogonales :

v+l :u,y."'l —|—5.V.+1

avec u; e Fet s”“ € .S, ce qui acheve le raisonnement par récurrence.
Mamtenant en partant des équations :
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et y additionnant la somme des égalités déduites de la comparaison entre (i) et (ii) :

uf; + sh = ul; '+ 6 (wy) sur W; NW;,
pour v = 1,..., k, on obtient :
k k
(%) ufj—irZsfj:uij%—é(Zw;’) sur W; NW;.
v=0 v=0
Quant au contrdle des normes L2, on voit que (ii) (iii) assurent que pour tout v, on a :
max(”“%”m(u)? |SiVjHL2(LI)’ wj LQ(QB)> < OM.

Donc 0 = limy_ (uf]) dans L? et aussi, les deux séries de cochaines :

(SZ]) = Z (SZV]) € Sa
(wy) = (w}) € C12 (2, Ox)

=0

N

convergent dans L?. En faisant tendre k¥ — 0o, on déduit finalement de (*) que :
(i) = (uiz) + (0(wy)),
ce qu’il fallait démontrer. U

Application principale. Maintenant, soit X un espace topologique, soit Y C X un sous-

ensemble ouvert, et soit .# un faisceau de groupes abéliens sur X . Pour tout recouvrement
ouvert I = (U;);cr de X, la famille :

uny = (Ui N Y)iel
constitue un recouvrement ouvert de Y et I’application naturelle de restriction :
7Y, F) — ZHUnY, F)
induit un homomorphisme entre 1°"* groupes de cohomologie :
H' (W, 7)) — H' (UNY, ZF).
En passant a la limite inductive sur les recouvrements il de X, on obtient un homomor-
phisme ‘de restriction” :
H' (X,7) — H'(Y, 7).
Certainement, si on a deux ouverts Y C Y’ C X, ’homomorphisme :
H' (X, Z) — H'(Y, 7).
est la composition (exercice) entre les deux homomorphismes :
H(X,.7) — H'(Y',Z) e  H'(Y.F)— H(Y,7).
Théoreme. Soit X une surface de Riemann, et soient deux sous-ensembles ouverts :
YieYoCcX
compactement emboités. Alors I’homomorphisme de restriction :
H' (Y2, 05) — HY (Y, 0%)
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possede une image qui est de dimension finie.

DEMONSTRATION. Il existe une famille finie de cartes (U;, z;), <i<y SUT X et des sous-

ensembles ouverts relativement compacts :
W; eV, eU; e U,

jouissant des propriétés suivantes :

DYy cU_, W,=Y eY":=J_, U CYs;

(i) tous les z;(U7), les z;(U;) et les z;(W;) sont des disques ouverts non vides dans C.
Posons alors :

.= (Ul) et 20 .= (Wz)

1<ign 1<ign’

Grace a la proposition précédente, I’application de restriction :

HY(4, Ox) — H' (20, 0y)

posseéde une image qui est de dimension finie. Mais puisque les ouverts U;, W;, homéo-
morphes a des disques, sont simplement connexes, leur 1°° cohomologie a valeurs dans
Cx s’annule :

0=H"(U;,Ox) = H' (W, Ox)
(i=1--n).
Donc le Théoreme de Leray s’applique pour nous donner :
H'(Y", 0x) = H' (U, Ox) et H'(Y", 0x) = H'(20, Ox).
Enfin, puisque I’application de restriction :
H\(Y,, 6x) — H'(V1, Ox)
se factorise en :
H' (Y, 0x) — H'(Y",0x) — H'(Y',0x) — H'(Y, Ox)

| |
H' (Y, O0x) — H' (U4, 0x) — H'(2,0x) — H'(Y1,0x),

image de di\n;ension finie
et puisque toute composition d’applications linéaires :
F—F—G—H

entre espaces vectoriels de dimension quelconques possede automatiquement une image de
dimension finie lorsque c’est le cas pour moins une des fleches, le théoreme est démontré.
4

Théoreme-Corollaire. Pour toute surface de Riemann X compacte, on a :
dim H' (X, O0x) < oc.

DEMONSTRATION. En effet, on peut choisir Y} = Y5 = X dans le théoréme qui pré-
cede. ]
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Définition. Soit X une surface de Riemann compacte. Alors le nombre entier :
g = dim HI(X, ﬁx)
est appelé le genre de X.

Comme on a déja démontré que H'* (Pl, ﬁpl) = 0, le genre de la sphere de Riemann est
nul.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann et soit Y & X un sous-ensemble ouvert
relativement compact. Alors pour tout point a € Y, il existe une fonction méromorphe
f € A (Y) qui posséde un vrai pdle en a et qui est holomorphe sur Y'\{a}.

DEMONSTRATION. Grave au théoréme pénultiéme, on sait que :
k1= dimim (H' (X, 0) — H'(Y, Ox) ) < o0.

Soit (Uy, z) une coordonnée holomorphe locale en a avec z(a) = 0. Si nous posons :

Uy := X\{a},
la paire 4 = (U, U,) constitue un recouvrement ouvert de X. Les fonctions 277 pour
j =1,...,k + 1 sont holomorphes sur U; N Uy = U;\{a}, et elles représentent chacune
des cocycles :
(e Z' (U, Ox) G=1-k+1).

Or, puisque I’on a par hypothese :
dimlm (H' (8, Ox) — H'(UNY,05)) < k+1,
les (k + 1) cocycles :
Gly € 2N (UNY, Ox) (=1-k+1)

sont nécessairement linéairement dépendants modulo les cobords. Par conséquent, il existe
des nombres complexes non tous nuls ¢y, . . ., cx1 et une O-cochaine :

n=(f1,f2) € CO(UNY, Ox)
tels que I’on ait :
c1 G+ g G = (1),

relativement au recouvrement 3L N'Y de Y, c’est-a-dire :

k+1

ZCjZ_j:fg—fl sur UlﬂUQHY
j=1

Ceci revient a dire qu’il existe une fonction méromorphe f € .# (Y') qui coincide avec :

k+1

fl + Z Cj Zij
j=1

sur U; N'Y et qui est égale a la fonction holomorphe f; sur Us NY = Y\{a}, comme
annoncé. (
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Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte et soient ay, . . ., a, des points dis-
tincts de X en nombre fini n. Alors pour tout choix de n nombres complexes cy, . .., c, € C,
il existe une fonction méromorphe [ € 4 (X) telle que :

flai) = ¢,
pouri=1,...,n.

DEMONSTRATION. Pour toute paire d’indices distincts ¢ # j, en appliquant le théo-
reme qui précede dans le cas Y = X, on obtient une fonction méromorphe f;; € .#(X)
qui possede un vrai pole en a; mais qui est holomorphe au point a;. Si nous choisissons des
constantes \;; € C* telles que :

fijlax) # fij(a;) — Nij,
pour tout k = 1,...,n (y compris k = i, sachant que f;;(a;) = 00), alors la fonction :

fij — fij(a;)

Gij = €M (X)
est holomorphe en tous les points ax, k = 1,..., n, et elle satisfait :
1= gij(a;) et gila) =0 (2.

Maintenant, les fonctions-produit :
hi == H Gij (i=1-n)
J#
satisfont h;(a;) = 0;; et par conséquent la fonction :

n

fZ:ZCZ'hZ’

i=1
résout le probleme. U
Conséquences du théoréme de finitude dans le cas non compact.

Corollaire. Soit Y € X un sous-ensemble ouvert relativement compact d’une surface de
Riemann X non compacte. Alors il existe une fonction holomorphe :

f:Y—~C
qui n’est constante sur aucune composante connexe de'Y .

DEMONSTRATION. Choisissons un domaine (ouvert connexe) Y; avec :
Y et eX,

ainsi qu’un point quelconque a € Y;\Y (comme X est non compacte et connexe, Y;\Y
est non vide). Il suffit alors d’appliquer le théoreme prédédent qui fournit une fonction
méromorphe f; € .#(Y7) ayant un vrai pdle en a, donc non constante, puis non constante
sur chaque composante connexe de Y, puisque Y; est connexe, grace au principe d’identité
pour les fonction holomorphes. (
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Théoreme. Soit X une surface de Riemann non compacte et soient :
YeY eX

deux sous-ensembles ouverts compactement emboités. Alors :
m(H' (Y, 0x) — H'(Y,0x)) = 0.

Lorsque X est donc non compacte, ce théoreme donne une information supplémentaire
de taille par rapport a un théoreme qui précede avec 1’hypothese supplémentaire que Y, €
X.

DEMONSTRATION. Grace au théoréme qui précede en question, on sait pour commen-
cer que :

Li=Tm (H'(Y',6x) — H'(Y, 0x))
est un espace vectoriel de dimension finie. Choisissons alors des classes de cohomologie :
&,....& € H'(Y', Ox)

dont la restriction a Y engendre 1’espace vectoriel L. Grace au corollaire qui précede, on
dispose d’une fonction f € €(Y') qui n’est constante sur aucune composante connexe de
Y’, qui est définie et méromorphe sur un certain domaine Y{ 3 Y7, et qui posseéde un vrai
pole en un certain point de Y{\Y".

Maintenant, puisque H*(Y’, O’x) est d’une maniére naturelle un module sur &(Y”) —
exercice impératif | —, les produits :

f€V€H1<Y/aﬁX) (v=1--n)

sont définis. A cause de la propriété d’engendrement, il existe alors des constantes ey € C
telles en termes desquelles on peut re-décomposer sur Y :

n

f& = Z Cop ép (v=1-n).

p=1
Introduisons alors la matrice :

Ipusn
Fi=det((f b — )y oosr ).
qui satisfait donc (exercice) sur Y :
F¢, =0,

pourtoutr = 1,...,n. Alors F est une fonction holomorphe sur Y’ qui n’est identiquement
nulle sur aucune composante connexe de Y, puisque f € .# (Y]) posseéde un vrai pdle en
un point.

Maintenant, une classe de cohomologie arbitraire :

(e H'(Y', Ox)
peut étre représentée par un cocycle :
1
(fij) € Z' (Y4, Ox),

ou i = (Ui)ie ; est un recouvrement ouvert de Y tel que chaque zéro de F est contenu
dans au plus un U;. Alors pour toute paire d’indices ¢ # j,ona:

F Eﬁ*(UiQU]‘)

UiﬂUj
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(fonctions holomorphes sans zéros). Puisqu’on peut donc diviser par /' sur ces intersections
U; N U;, il existe un un 1-cocycle g;; € Z* (11, ﬁx) tel que :

fij = F - gij.
Soity € H! (Y’ , O X) la classe de cohomologie de ce 1-cocycle (g;;), qui satisfait par
construction :

( = detF - n.
Comme la restriction a Y de 7 s’exprime linéairement en fonction des &, :

77’1/ - d1§1 +oeee dngny
avec des constantes d, € C, on déduit de ce qui précede que ¢ ‘Y =F n}y =0. U

Corollaire. Soit X une surface de Riemann non compacte et soient deux sous-ensembles
ouverts :
YevY eX
compactement emboités. Alors pour toute (0, 1)-forme différentielle :
weT (Y, T"OVX),
il existe une fonction f € €< (Y, C) telle que
of = w|Y.

DEMONSTRATION. On sait déja grace au Théoreme de Dolbeault que ce probleme ad-
met toujours des solutions localement. Ainsi, il existe un recouvrement ouvert 4 = (Ul)
de Y et des fonctions lisses f; € €>°(U;, C) résolvant :

of = w‘UZ_.

Alors par soustraction, les différences f; — f; sont holomorphes sur les intersections U;NU;,
donc elles définissent un certain cocycle de Z* (11, 7 X). Grace au théoreme qui précede, on
sait que ce cocycle est nécessairement nul en restriction au sous-ouvert Y. Ainsi, il existe
des fonctions holomorphes g; € ¢(U; NY') telles que I’on ait :

fi—=fi=9i—g; sur U;NU;NY.

Par recollement, il existe une fonction globalement définie f € (Y, C) dont les restric-
tions aux ouverts U; N'Y sont égales a :

i€l

fi—gi=1 U;ny?
pour tout ¢ € 1. Mais alors la fonction f satisfait visiblement I’équation 0 f = w‘y. U
Exercices

Exercice 15.1. Soit l'anneau A, r = {z € C: r < |z2| < R} avec 0 < r < R < oco. Déterminer une base
orthonormale de L? (X, €'x) consistant en des fonctions monémiales de la forme :

on(z) = cn 2", nez.
Exercice 15.2. Soit X C C un sous-ensemble ouvert borné, soient p1,...,prx € X des points distincts, et soit
X'":=X\{p1,...,px }. Montrer que I'application de restriction :
L*(X,0x) — L*(X', 0x)

est un isomorphisme.
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16. Longue suite exacte de cohomologie

Dans ce chapitre, nous considérons des homomorphismes de faisceaux, des suites
exactes de faisceaux, ainsi que les longues suites exactes de cohomologie qui leur sont
associées. Dans de multiples contextes, ces outils fondamentaux permettent de calcu-
ler les groupes de cohomologie a valeurs dans des faisceaux divers sur des surfaces de
Riemann.

Commencons par rappeler des notions en partie déja vues dans un des chapitres qui
précedent. Soit K un corps, qu’il faut penser comme étant égal a C dans les applications, et
qui peut aussi étre égal a R.

Définition. Soient .7 et ¢4 deux faisceaux de groupes abéliens ou de C-espaces vectoriels
sur un espace topologique quelconque X. Un homomorphisme de faisceaux a: % — ¢
est une famille d’homomorphismes de groupes ou de C-espaces vectoriels :

ay: F(U)— 4 (U)

indexées par tous les sous-ensemble ouvert U C X, dont on requiert qu’ils sont compatibles
avec les homomorphismes de restriction, au sens ou pour toute paire d’ouverts emboités :

VcucJX,

le diagramme suivant est commutatif :
7Z(U) —>%(U)

restrl l restr

Qv

F V) 2 g (V).

Dans la suite, on notera souvent mais pas systématiquement «: .% (U) — ¢(U) a la
place de oy pour abréger.

Exemples.

(a) Soit €’y le faisceau des fonctions 4> sur une surface de Riemann X, soit 7% le faisceau
des 1-formes différentielles €*° sur X, et soit AQT)*( le faisceau des 2-formes différentielles
% >° sur X, toutes a valeurs dans C. Alors la différentielle extérieure induit, sur les fonctions
et sur les 1-formes, deux homomorphismes naturels de faisceaux :

d: €5 — Tk et d: T)*(—>A2T)*(.

De maniere analogue, les deux opérateurs O et 0 induisent des homomorphismes de fais-
ceaux :

9: EF — T)*((I’O) et 0: C — T)*((O’l).
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(b) Sur une surface de Riemann X, les inclusions naturelles entre espaces (vectoriels) de
fonctions ou de formes différentielles définies sur des ouverts de X constituent des mono-
morphismes de faisceaux :

Lx — €Y, Cx — €F, Ox — 6%, Qx — T,
(c) Sur une surface de Riemann X, on peut définir un homomorphisme de faisceaux :
exp: Ox — O%
OU) > fr—— exp(2irf) € 0*(U),

du faisceau (vectoriel) 0'x des fonctions holomorphes sur X a valeurs dans le faisceau
(multiplicatif) % des fonctions holomorphes sur X qui ne s’annulent en aucun point.

Noyau d’un homomorphisme de faisceaux. Soient comme ci-dessus .# et & deux fais-
ceaux sur un espace topologique X et soit «: . — ¢ un homomorphisme de faisceaux.
Pour tout ouvert U C X, on définit :

(V) = Ker(ﬁ(U) o, g(U)>.

Alors la correspondance U — 7 (U) forme un préfaisceau sur X dont on vérifie (exercice)
qu’il définit a nouveau un vrai faisceau. Ce faisceau, appelé faisceau-noyau de 1’homomor-
phisme «, sera noté :

H = Ker(a).
Exemples. Sur une surface de Riemann X, on a (exercices mentaux) :
(a) Oy = Ker (%;;9 9, T)";(O’l)).
(b) Q. = Ker (T;;(W R A2T;g>.
(©) Zx = Ker(ﬁx =B, ﬁ;;).

Image d’un homomorphisme de faisceaux. Etant donné un homomorphisme général de
faisceaux a: # — ¢ sur un espace topologique X, on peut aussi définir, pour tout ouvert
Uc X:

BU) = Im(y(U) a, g(U)),

et on vérifie (exercice) qu’il s’agit 1a d’un préfaisceau. Toutefois, ce préfaisceau ne satisfait
pas en général I’axiome de recollement, comme le montre le contre-exemple élémentaire
suivant.

Considérons a nouveau I’homomorphisme de faisceaux vu a I’instant :
exp: Ocs — O, f— exp(2inf)
et ce, sur la surface de Riemann X := C*. Soient aussi les deux ouverts :
Ti=C"\R* et 5= C*\R}.
Ensuite, définissons deux fonctions holomorphes nulle part nulles :
fi € 0°(Uy) et fo € 0% (Uy)
simplement en restreignant a U;, ©+ = 1, 2, la fonction-coordonnée ambiante :

fi(z) = z|U1 et fa(2) = Z‘UQ.
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Alors puisque U; et U, sont simplement connexes, des logarithmes uniformes de f; et de
f2 existent, ce qui veut dire ici que :

fi e Im(ﬁ(Ui) =2, ﬁ*(Ui)> (i=1,2).
Mais bien que leurs restrictions a U; N U, coincident :
fl ‘ UiNUsg = f2 ’ UsnUy?
il n’existe pas d’élément :
fem(o(c) =% 0(C))
défini sur la réunion U; U Uy = C* qui redonnerait par restriction :
f‘ulzfl et f‘ung%
puisque la fonction z — z, de C* dans C*, ne possede pas de logarithme uniforme global.

Suites exactes de faisceaux. Soit a nouveau o: .# — ¢ un homomorphisme quelconque
de faisceaux de groupes abéliens ou de C-espaces vectoriels sur un espace topologique X.
Alors pour tout point x € X, on obtient — exercice impératif — qu’il existe un homo-
morphisme induit entre fibres respectives :

oy Fy— Y,
Définition. Une suite de deux homomorphismes de faisceaux :
7 g Lo

est dite exacte si, pour tout x € X, la suite d’homomorphismes — de groupes abéliens ou
de C-espaces vectoriels — induits entre les fibres :

Fo 20 G, I A,
est exacte au sens ’image du premier coincide avec le noyau du second :
Im(a,) = Ker(53,).

Plus généralement, une suite d’homomorphismes de faisceaux de longueur finie quel-
conque :

n—2 n—1

o Otl C!2 ar CYS « « Vo
F1— Py — Fy— - Fy 9 — Fpyg — P

est dite exacte si, pour tout x € X, la suite d’homorphismes induits entre les fibres :

1 2 3 n—2 n—1

« @ a o «
o z o z o z or z o z or
Jl,x ? JQ,LE ? ‘743,LE AR Jn—Q,;B ? Jn—l,z ? Jna:

k]

est exacte au sens oll images et noyaux successifs coincident :

Im(al) = Ker(a?), Im(a?) = Ker(a?), ---o-vvn- Im(a”?) = Ker(a" ).

o
=

é

Suite exacte de faisceaux = exacte dans les fibres

Définition. Un homomorphisme de faisceaux o: .# — ¥ est appelé monomorphisme s’il
est injectif dans les fibres, ce qui revient a dire — exercice — que la suite :

0— 7 YS9
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(injection triviale de 0) est exacte. Un homomorphisme de faisceaux 3: ¢4 — 3¢ est appelé
épimorphisme s’il est surjectif dans les fibres, ce qui revient a dire — exercice — que la
suite exacte :

g 20
(projection brutale sur 0) est exacte.
Pour terminer ces considérations définitionnelles, voici un concept qui est tres fréquem-

ment utilisé en géométrie algébrique.

Définition. Une suite d’homomorphismes de faisceaux du type :

0—>ﬁi>gi>%—>0

a trois termes non triviaux qui est exacte est appelée une courte suite exacte, ce qui revient
a dire que pour tout x € X, on a au niveau des fibres :

o o, ¥, — 9, estinjectif;
e Im(a,) = Ker(f,) dans %, ;
o (3,: Y, — I, est surjectif.

Lemme. Soit o: .F — 94 un monomorphisme de faisceaux sur un espace topologique X.
Alors pour tout sous-ensemble ouvert U C X, I’application :

ay:  F(U) — Z(U)
est injective.

DEMONSTRATION. Supposons donc qu’un élément f € % (U) soit d’image nulle :
ay(f) = 0. Comme o, : %, — ¥, est injective pour tout z € U, et comme v, (f,) = 0, il
existe un sous-voisinage ouvert V, C U tel que :

fl, =o.

Vaz
Mais en faisant varier « dans U, I’axiome de recollement pour les faisceaux assure que
f=0. ]

Ainsi, I’injectivité au niveau des fibres est héritée par les ouverts quelconques, locaux
ou globaux, de X. Toutefois, il n’en va pas ainsi pour la surjectivité, comme le montre le
(contre-)exemple suivant.

Exemple. Soit a nouveau I’homomorphisme exponentiel sur C* :
exp: Ocx — Of.

Bien que, pour tout = € C*, I’application au niveau des fibres :
exp,: Ocsy — O¢-,

soit surjective grace a I’existence locale d’un logarithme pour toute fonction holomorphe
ne s’annulant pas, il est clair (exercice ?) que 1’application entre sections globales :

exp: O(C") — 0*(C")

n’est pas surjective.
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Proposition. Soit une suite exacte de faisceaux' :
0— 7 -Sg- 2w

sur un espace topologique X. Alors pour tout sous-ensemble ouvert U C X, la suite d’ho-
momorphismes entre groupes abéliens ou C-espaces vectoriels :

0— F(U) 2% gU) 2 2()
est exacte.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme qui précede, on sait déja que chaque oy est in-
jective. Il s’agit donc de démontrer que :

Im(ay) = Ker(Sy).
Montrons pour commencer” ’inclusion Im(a) C Ker(/3). Soit une section f € . (U)
et posons g := «a( f). Puisque les suites d’applications entre fibres :

ar Qg Bz
J:E ? gm ? x

sont exactes par hypothese, tout point z € U posséde un voisinage ouvert V,, C U tel que :

Mais alors I’axiome d’unicité satisfait par le faisceau .7 assure que 1’on a en fait 5(g) = 0
sur U tout entier.

Montrons ensuite pour terminer que I’on a I’inclusion inverse Im(«) D Ker(3). Soit
donc g € ¥(U) satisfaisant 5(g) = 0. Puisque I’on a Im(c,) = Ker((,) pour tout z € U,
on peut trouver un recouvrement ouvert (Vl)z . de Uetdes €léments f; € F(V;) tels que :

a(fl) = g|via
pour tout ¢ € I. Mais alors pour chaque intersection par paires, on a immédiatement :
0=oa(fi—f;) sur V; NV,

et comme on sait déja que av,ny, est injective, on en déduit que :
fi = fj sur Vz N Vj.

L’axiome de recollement assure alors qu’il existe un (unique) élément f € % (U) satisfai-
sant :

fly. = fi pour tout i € I.

Enfin, comme on a par construction :

alf)ly, =alfly,) =9l

il en découle grace a I’axiome d’unicité appliqué au faisceau ¢ que cet élément f satisfait
bien ay(f) = g. O

1 importe de noter qu’il ne s’agit pas ici d’une vraie courte suite exacte dans son intégralité, car si on
ajoutait ici «. 27 — 0» a droite dans I’hypothese, I’exemple qui précede montrerait d’ores et déja qu’une
surjectivité hypothétique ¢ (U) B, (U) — 0 ne serait en général pas satisfaite.

2 On a convenu de supprimer parfois I’indice (-)y dans les homomorphismes de faisceaux.
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Cinq exemples fondamentaux. Voici plusieurs courtes suites exactes :
0 —F —9Y —H—0

de faisceaux sur une surface de Riemann X.

(@) Si Ox — €% désigne I'inclusion canonique, le théoréme de Dolbeault — exercice
simple mais recommandé — assure que la suite :

N S

0 — Ox — E%

est exacte.
(b) Si I’on introduit le faisceau-noyau de 1’opérateur « différentiation extérieure d » sur les
1-formes :

% = Ker (T;; LR A2T;g>,
lequel est précisément le sous-faisceau de 7% constitué des 1-formes fermées, alors la
courte suite :

0—Cy —C2 -5 2% —0

est exacte : on se convaincra de cela en se rappelant que le lemme de Poincaré permet
justement de dire que pour tout ouvert E C R? qui est étoilé, I’application « différentielle
sur les fonctions » :

de: E¥(E) — Zx(E)
est surjective, et par conséquent, comme les petits ouverts de cartes peuvent étre supposés
étoilés, les applications entre fibres :

dy: ;?x — X

sont elles aussi surjectives.
(c) L’analogue holomorphe de la précédente suite exacte est la suivante :

0—>Cx—>ﬁxi>Qx—>0,

laquelle est en effet exacte, puisqu’on a aussi un lemme de Poincaré dans la catégorie
holomorphe (exercice de relecture-généralisation du lemme de Poincaré).

(d) On affirme a présent que la courte suite de faisceaux :

0 — Qx — T)*((LO) N ATy — 0

est elle aussi exacte.
En effet, rappelons que le faisceau (2x des 1-formes holomorphes sur X s’identifie au
noyau :

Oy = Ker (T;;“m d, AQT;)

Il reste donc seulement a établir que le morphisme d: T;(l’o) — AT est surjectif dans
les fibres. Or dans une carte locale quelconque (U, z), on a évidemment :
d(fdz) =df Ndz
= (%dzo—i—%d?) Adz

_ of 4=
= 5z dz Ndz,
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et donc pour tout sous-ouvert V. C U tel que z(V) C C est un disque, on voit que le
théoréme de Dolbeault — a nouveau lui — assure que 1’application :

dy: TV, T3 — D(V, A2T%)

est surjective. Par passage aux germes via une famille d’ouverts rétrécissants, on en déduit
donc bien que pour tout point a € X, I’application « germique » :

do: TRG" — AT%,
est surjective.

(e) Grace a des considérations qui précedent, I’exactitude de la courte suite :

0— Zy — Ox =2 0% — 0

va de soi a condition d’y réfléchir mentalement.

Lemme (Homomorphismes induits entre groupes H° et groupes H'). Tout homomor-
phisme o: .F — 9 entre faisceaux sur un espace topologique X induit deux homomor-
phismes entre leurs groupes de cohomologie respectifs :

o’ HYX,.7)— H°(X,9),
o't HY(X,Z)— H'Y(X,9).
DEMONSTRATION. Au vu des isomorphismes déja connus :
HY(X, 7))~ Z(X) et HY(X,9) = 9(X),
I’homomorphisme o n’est autre I’application :
ax: F(X) —Y(X).
Voici ensuite comment se construit I’homomorphisme a!. Soit {{ = (U;)ies un recou-
vrement ouvert de X . On introduit 1’application :
e C’l(il, 9) — Cl(il,%)
qui assigne a chaque cochaine :
E=(fiy) € Cl(il,g")
tout simplement la cochaine :
au(§) = (au,ny,(fij) € CH (U, 9).
On vérifie — exercice mental — que cette application envoie les cocycles sur les cocycles
et les cobords sur les cobords. Donc elle induit par passage au quotient un homomor-
phisme :
ay: H'(U,7) — H'(U,9).
Ainsi, la collection de ces ay quand &l parcourt tous les recouvrements de X induit-elle
I’homomorphisme annoncé ol U

Proposition (Homomorphisme de connection). Soit une courte suite exacte de faisceaux
arbitraires :

0—>§i>gi>%”—>0
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de groupes abéliens ou d’espaces vectoriels sur un espace topologique X quelconque qui
induit, d’apres ce qui a déja été vu, la suite exacte :
0 — HYX,Z) 2% 09X, 9) 25 HO(X, #).
Alors il existe un homomorphisme naturel, dit « de connexion » :
§*: HY(X,#) — H'(X,Z),
et qui est absolument fondamental dans toutes les théories cohomologiques, cf. ce qui va

suivre.

DEMONSTRATION. Nous allons définir cet homomorphisme en effectuant certains
choix, et vérifier ensuite que la définition qui en aura été donnée ne dépend en fait d’aucun
choix qui aura été fait.

Supposons donc qu’un élément arbitraire :

he H (X, Z)=(X)
est choisi. Puisque, pour tout x € X, les homomorphismes entre fibres :

ﬂx: gx*%

sont par hypothese surjectifs, il existe un recouvrement ouvert de X :

U= (Ui>iel
et une 0-cochaine :
(gz) € CO (L[, g)
tels que’ :
B(g;) = hlu-? pour tout i € I.
Mais alors on voit immédiatement que :
0= 6(gi, — 9i,) sur chaque intersection U;, N'U,,,
et donc grace a I’exactitude connue de la suite :
ay, nu; Bu;. nu;
0—>§(UZ‘IQUZ‘2) 1—>2 %(UilﬂUiz) 1—>2 %”(UHHUQ),

on en déduit qu’il existe un f; ;, € ﬁ(Uil N Uig) — unique, par injectivité de ay, nu,, —
satisfaisant :

Qu;, NU;, (filiz) = Giy — Giy-
Or sur toute intersection triple U;, N U;, N U,,, il en découle par soustractions simples que
I'ona:

0= a(filiQ + f’igig - fi1i3)7
et a nouveau par injectivité de ay, nu,,nu,,» on en déduit que (f;,;,) satisfait les relations
de cocycles :

0= fi1i2 + fi2i3 - fi1i3a
i.e. que 1’élément ainsi construit :

(fiu’z) S Zl(uv ﬁ)

3 11 faudra 2 la fin démontrer que le résultat final définissant *(h) ne dépend ni du choix d’un tel
recouvrement 4, ni du choix d’une telle 0-cochaine (g; ).
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est un 1-cocycle a valeurs dans .# relativement au recouvrement . Nous pouvons alors
définir :

6*(h) := classe(

— Mais... ! — il reste toutefois encore
pend nullement des choix effectués.

win)) € H'(X,.7)

établir que cette classe de cohomologie ne dé-

o |

Soit donc un autre recouvrement ouvert de X :

m = (VJ ) jeJ’
et soit une autre O-cochaine :
(d;) € C°(T.9)
telle que :
B(d;) = h}v’ pour tout j € J.
J
Le raisonnement qui précede s’applique de maniere completement similaire et nous fournit
sans effort un 1-cocycle :
1
(cij) € ZM(T, F)
unique satisfaisant :
v, NVy, (Cj1j2) = djz - djl’
au moyen duquel on est tenté de définir a nouveau :
§*(h) := classe((c;,;,)) € H' (X, F),

et il s’agit alors — afin d’assurer la consistance de cette définition — de démontrer que,
dans H*(X,.Z),’on a en fait :

classe((c;,j,)) = classe((fii,)) |-
A cette fin, il est approprié de choisir un troisiéme recouvrement :
W = (W)

de X qui est plus fin a la fois que 4 et que U et qu’on suppose en méme temps muni de
deux applications de raffinement :

oc: K —1 et 7 K — J

keK

qui satisfont :
Wi C Uy et Wi C Vi) pour tout k € K.
Alors o et 7 nous permettent de définir deux restrictions :
restr((fi,,)) € Z' (20, F) et restr((cj,j,)) € Z'(20, F)

— le but est de montrer que leurs deux classes dans H'(2J,.#) coincident dans
H'(20,.7) — qui sont définies comme suit :

restr((fiviz)) = (fotkn)oths)) en restriction 3 W, MW,
restr((cjm)) = (CT(kl)T(kz)) en restriction a Wy, N Wy,.

Afin, donc, de démontrer que :

(fa(kl)a(kz) - CT(k:1)7—(k2)> € B'(20,.7),
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rappelons que «( fi,5,) = gi, — i, et que o(cj,j,) = dj, — djy, ce qui nous donne apres
substitutions naturelles d’indices :
& (fo(r)o(ks) = Jo(kz) — olkn) et A (Cr(h)r(ha)) = Ar(a) — drr)s

sur chaque intersection Wy, N Wj,, et ensuite par soustraction :

&(fo(kl)a(kz) - CT(kl)T(kg)) = \go(kg) - dr(kgl_(ga(kl) - dT(kH)})?

::GkQ ::Gk

1

en termes de la 0-cochaine :
Gy = 9o(k) — dr(k:) € OO (Qﬂ, g)
Or en remontant aux deux définitions initiales :
Blg) = hl,, et Bd;) = b,

en soustrayant de maniere appropriée, et en substituant les indices au moyen de nos deux
applications de raffinement, nous obtenons :

0= (9ot — driry) = B(Gr)
sur chaque ouvert Wy, C U, 1) N V). Or Iexactitude connu, pour tout k£ € I, de la suite :
F (W) =5 9(W,) -5 2wy
nous assure 1’existence d’une 0-cochaine (F},) € C°(20,.7) telle que :
a(Fy) = Gy pour tout k € K.
Dans ces conditions, la famille précédente d’équations laissé en chemin devient :
a<f<7(k1)0(k2) - CT(kl)T(k2)) = sz - Gk1
= oz(Fk2 — Fkl) sur chaque Wy, N'W,,

ce qui, en vertu de I'injectivité connue de aw, nw,, . implique bien que le cocycle en ques-
tion :

Jotky)o(ka) = Cr(ka)r(ks) = Fhy — Fly
se scinde. La construction completement détaillée et argumentée de ’homomorphisme de
connexion 0* se termine ainsi. U

Théoreme (Longue suite exacte de cohomologie associée a une courte suite exacte).
Soit X un espace topologique quelconque et soit :

0—>9i>gi>e%”—>0

une courte suite exacte arbitraire de faisceaux sur X. Alors au moyen des cing homomor-
phismes de groupes abéliens ou d’espaces vectoriels introduits et définis a ’instant :

aO? /807 6*7 al’ 617
la suite induite de groupes de cohomologie :
0— H(X,7) 25 B(X,9) 2 1o (x, ) 2
2L HY (X, F) S HY (X, 9)

est exacte.
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DEMONSTRATION. (i) Tout d’abord, les deux exactitudes :
0= Ker(ao) et Im(ao) = Ker(ﬁo)
ont déja été vues dans une proposition liminaire qui précede.
(ii) Montrons pour commencer que I’on a I’inclusion :
Im(ﬁo) C Ker(é*).

En effet, soit ¢ € H°(X,¥) qui donne un élément quelconque h = [°(g) de cette
image. Dans la construction de I’homomorphisme de connexion 6* qui a été effectuée avant
I’énoncé du théoreme, en introduisant un recouvrement {{ = (Ui)ie ; comme nous le fimes

a ce moment-la, nous voyons que nous pouvons prendre g; := g’Ui comme (-cochaine sa-
tisfaisant 3(g;) = h!ui. Mais alors on a trivialement g;, — ¢;, = 0, et donc seul le 1-cocycle
nul f; ;, = 0 convient pour satisfaire «( f;,:,) = gi, — gi, » ce qui montre bien que §*(h) = 0.
(iii) Montrons maintenant 1’inclusion inverse :
Im(3°) D Ker(5*).

Soit donc h € Ker(6*). Soit un recouvrement {4 = (U;),_, tel qu’il existe des g; € 4(U,)

avec 3(g;) = h|u~ pour tout i € I, et soit le 1-cocycle (fi,:,) € Z' (4, .F) unique satisfai-
sant :

&(filiQ) = Gis — Giy
en termes duquel :
0 = 6*(h) = classe((fi,i,)) € H'(X, 7).
Ainsi, (fi,;,) est un cobord, a savoir il existe une 0-cochaine (f;) € C°(4, .7) telle que :
fil’iz = fig — fil sur Chaque Ui1 N U'ig-

Posons alors en corrigeant g; :

gi = gi — a(fi).
Alors sur chaque intersection U;; NU;,,ona:

Gix = Gin = Gin — Gir — a(fiz - fil)

= Gio — Giy — a(filiz)

=0,
ce qui implique grace a I’axiome de recollement que les g; sont restrictions :

gi = g‘ U;

d’un certain élément global g € H°(X,%). Mais alors sur chaque U;, on déduit de ce qui
précede que :

3(9) = 6(3:)
- (gz a(fz))
= ((g;) — ﬁ(oz(fz))o [exactitude Im(ay) = Ker(By) pour tout V C X]

ce qui montre bien que h € Im(3°).
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(iv) Montrons ensuite I’inclusion :
Im(0*) C Ker(at).

En effet, en partant de 0*(h) = (fi,4,) relativement a un recouvrement {{ comme dans la
définition de 6*, on a alors, en se conformant a ladite définition, et en conservant les mémes

notations :
= (giz - gn) [voici un cobord ]
=0 dans H'(X,%9).

(v) Montrons aussi I’inclusion inverse :
Im(6*) D Ker(a').
Soit donc ¢ € Ker(a') un élément quelconque de H'(X,.%), représenté, relativement a
un recouvrement 4 = <Ui)ief’ par un 1-cocycle (f,:,) € Z' (4, F). Puisque o' (£) = 0, il
existe une 0-cochaine (g;) € C°(U,¥) telle que :
a(filig) = Gi, — 9iy sur U;, N U,,.
Mais ceci implique que :

0= ﬁ(a(fnlz))

= 6(gi,) — B(gi,) sur chaque U;, NU,,.
Grace a I’axiome de recollement, on trouve un élément global :
heH(X)=H"(X,n0) avec h|, = f3(g:) pour tout i € I.

Dans ces conditions, la construction de I’homomorphisme de connexion ¢* donne alors :
6*(h) = classe((fi,:,)) = &.
(vi) Apres cela, I’inclusion :
Im(a') C Ker(8")

est, en se ramenant a un recouvrement 4 de X, une conséquence directe — exercice men-
tal — du fait déja vu que tous les homomorphismes :

F (U, NUy,) -5 (U, NU,,) -5 72(U, N U,)
sont exacts.
(vii) Montrons enfin pour terminer I’inclusion inverse :
Im(a') D Ker(g).
Soit un élément quelconque :
n € Ker(8') c H'(X,9)

représenté, relativement a un recouvrement ouvert 4 = (Ui)ie ; de X, par un certain 1-
cocycle :

(gilig) € Zl (Lla g) )
Puisque (3(g,4,)) = 0, il existe une O-cochaine (h;) € C°(8L, ) telle que :
ﬁ(gim) = h;, — hi, sur chaque U;, N'U;,.
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Pour tout z € X, choisissons alors un indice i(x) € I tel que I’on ait x € U;(,). Puisque
Byt Yy — J; est surjective par hypothese, il existe un sous-voisinage ouvert V, C U;,)
de x et un élément g, € ¥ (V,,) tels que :

B(9x) = hi(a) {Vm.

Considérons alors le nouveau recouvrement ouvert plus fin U := (Vz)z cx de X et intro-
duisons :

gxy = gz(x)z(y) Vzﬁvy'

On voit que (g,,) forme un 1-cocycle dans Z' (%0, %) et puisque U < 4, ce cocycle repré-
sente la méme classe de cohomologie n € H'(X,¥) que le cocycle (gim). Introduisons
alors le nouveau cocycle «corrigé » :

wzy = gzy — Gy + 9z

relativement a ‘U, qui est visiblement cohomologue au cocycle (ﬁxy), et vérifions que 1’on
a sur toute intersection V, NV, :

ﬁ<¢$y) = 5(§zy) - ﬁ(gy) + B(gx)

ﬁ(gi(w)i(y)) — B(gy) + B(9z)
hity) = hitz) = i(y) + Ni(a)
0

Ensuite, grace a I’exactitude des homomorphismes :
F(V.NV,) -5 Z(V,nV,) 2 2 (V.nV,),
on trouve :
foy € F(V.NV,)

satisfaisant «( f;,) = t4,. Or sur toute intersection triple V,, NV, NV, du recouvrement
%0, la condition de cocycle satisfaite par (1),,) donne :

a(fxy + fyz - f:vz) = 77ny +¢yz - wzz
=0,

et puisque ’on sait que ay,qv,nv, est toujours injective, on en déduit que (f,) €
Z' (50, F) est aussi un 1-cocycle. Par construction, sa classe de cohomologie :

¢ := classe((fyy)) € H' (X, .7)

satisfait donc o*(€) = 7, ce qui achéve la démonstration. O

Théoreme. Soit une courte suite exacte arbitraire de faisceaux :
0—F -y 2w —0

sur un espace topologique quelconque X, d’ou dérive d’apres le résultat qui précede, la
longue suite exacte de cohomologie :

0— H(X,7) 2% 1 (x,9) L 5 (x, ) 25

2L (X, 7)) S HY(X,9) D HY(X, )

o)



16. Longue suite exacte de cohomologie (d’apreés Otto Forster) 179

Alors sous Ihypothése particuliere que 0 = H'(X,9), on a Iisomorphisme :
H'(X,.7) = #(X) | 8(9(X)).

DEMONSTRATION. Le résultat découle d’un lemme-exercice élémentaire d’apres le-
quel, si on a une suite exacte de groupes abéliens ou d’espaces vectoriels :

A% B 0o,
a savoir qui satisfait :
Im(a) = Ker(b) et Im(b) = C,
alors ona C' = B /Im(a). O

Description explicite. Pour des applications ultérieures, il est nécessaire de décrire plus
explicitement cet isomorphisme :

o H'(X,7) = #(X) [#(@(X)).
Puisque 1’on connait, pour tout ouvert U C X, I’exactitude de la suite :
0 — F(U) 2% gU) 2 2()

on peut sans perte de généralité s’imaginer que .# est un sous-faisceau de ¢, donc que
I’homomorphisme de faisceaux :

incl
F —Y
est I’inclusion, et par voie de conséquence aussi a cause de la méme exactitude, que :
F = Ker(p).

Soitdonc £ € H'(X, %) une classe de cohomologie dont on veut calculer ®(&), laquelle
est représentée, relativement a un certain recouvrement ouvert l = (U;);c; de X, par un
cocycle :

(fij) e Z'(W,.7) C Z' (U, 9).
Puisque par hypothese 0 = H'(4,¥), ce cocycle se scinde lorqu’il est vu 2 valeurs dans
¢, a savoir il existe une 0-cochaine (g;) € C°(4,¥) qui décompose :

fii =9 — g sur chaque U; NU;.
Mais puisque I'on a :
fij € F(U;NU;) = Ker(B)(U; NYy),
on en déduit en appliquant 3(-) de part et d’autre que :
0=/5(g;) — B(g:) toujours sur U; NU;,

et donc par recollement, il existe un élément global h € 7 (X) qui redonne les 3(g;) apres
restriction :

On définit alors :

® (&) := h modulo 3°(4(X)) |,
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Le lecteur est invité a vérifier que, le fait que cette application P est I’inverse de I’isomor-
phisme :

A (X)/B(Y(X)) = H'(X,F)
induit par §* et par 3° dans la suite exacte de cohomologie du théoréme qui précede, découle

en fait des raisonnements effectués en (v) dans la construction de la longue suite exacte de
cohomologie associée a une courte suite exacte de faisceau. U

Théoreme cohomologique de Dolbeault en dimension 1. Sur toute surface de Riemann
X compacte ou non compacte, on les deux isomorphismes :

H'(X, 0x) =T (X, T{") [3(6>(X,C))

et:

H' (X, Qx) 2 T(X,A%T3) [3(r (X, 7)) |

DEMONSTRATION. En partant d’une courte suite exacte de faisceaux déja vue :

inj

0— Ox W g 2, 00

X 07

et en lui appliquant le théoréme qui lui associe automatiquement la longue suite exacte
suivante de groupes de cohomologie :

0 — HO(X, Ox) — H'(X, %) -5 HO(X, TM) —
— HY(X, 0x) — HY(X,%%) — HY (X, T;3"Y)

on obtient une situation dans laquelle on sait que les deux derniers groupes de cohomo-
logie s’annulent (pourquoi ?), donc le théoreme qui précede s’applique — on revient a la
notation I'( X, ) pour désigner les sections globales sur X d’un fibré vectoriel £ — X.

De maniere parfaitement similaire, en partant d’une courte suite exacte de faisceaux déja
vue : .

in 3
0 — Qy % 7280 9, p2pr g,

et en lui appliquant le théoreme qui lui associe automatiquement la longue suite exacte
suivante de groupes de cohomologie :

0 — H°(X,Qx) — HO(X, T20) -4 HO(X, A2T}) —
— HY(X,Qx) — HY(X, T3 — HY(X,A*T%)

on obtient une situation dans laquelle on sait encorer que les derniers groupes de cohomo-
logie s’annulent, donc le théoreme qui précede s’applique a nouveau. 0

Groupes de cohomologie de de Rham. Sur une surface de Riemann X arbitraire et plus
généralement sur une surface abitraire de classe 4°°, bien que toute 1-forme exacte soit
trivialement fermée, les formes fermées ne sont pas nécessairement globalement exactes.
C’est pourquoi on s’intéresse classiquement au groupe quotient des formes fermées modulo
les formes exactes :

Abam! (X) = X [D(X,T3) -5 T(X, AT%)]
Im[6>(X,C) -5 (X, T%)]
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appelé (premier) groupe de cohomologie de de Rham de X . Deux 1-formes différentielles
dont la différence est exacte, i.e. qui déterminent le méme €élément du groupe Rham!(X),
sont dites cohomologues. Bien entendu, on a 0 = Rham'(X) si et seulement si toute 1-
forme fermée w sur X admet une primitive globale df = w sur X. Par exemple, lorsque X
est simplement connexe, on sait que Rham' (X)) = 0.

Théoreme de de Rham pour les surfaces. Soit X une surface de Riemann, ou plus géné-
ralement une surface de classe €°. Alors on a un isomorphisme :

H'(X,Cx) = Rham'(X).

DEMONSTRATION. En partant de la courte suite exacte de faisceaux déja vue dans
laquelle % désigne le faisceau des 1-formes différentielles fermées :

0— Cy -2 @2 -4 25 — 0,

en lui appliquant la longue suite exacte de cohomologie associée :
0 — H°(X,Cx) — H(X,%%) — H(X, Z%) —
— H'(X,Cx) — H'(X,6%) — H'(X, Zx),

et en se souvenant du théoréme disant que le H' du faisceau mou €’y° s’annule, 1’isomor-
phisme de de Rham est alors une conséquence du théoréeme pénultieme :

H'(X,Cx) 2 H'(X, Zy) [Tn(H(X,€%) — H'(X, Zx))

a des coincidences notationnelles pres — exercice mental. U

Exercices

Exercice 16.1. Soit X une surface de Riemann et soit %% le faisceau des fonctions harmoniques sur X. Vérifier
que la courte suite de faisceaux sur X :

0 — tx — 6 22 N2 — 0
est exacte.

Exercice 16.2. Montrer que sur toute surface de Riemann X, la suite de faisceaux :

OHC}H@’E}%QXHO

est exacte, ol (dlog) f := .
Exercice 16.3. Sur une surface de Riemann X, soit :
2x C TJ/)*(

le sous-faisceau des 1-formes différentielles méromorphes sur X qui ont un résidu égal a 0 en tout point de
X. Montrer que la courte suite de faisceaux sur X :

0— Cx — T My -5 2x — 0
est exacte.
Exercice 16.4. Soit X = C/T" un tore complexe. Montrer que :
H'(X,Cx) = Rham'(X) =~ C?,

et que les classes de dz et de dz forment une base de Rhaml(X). Indlication : Soit w € F(X, T)*() une 1-forme
fermée arbitraire de classe ¥>° sur X. Montrer que pour des constantes appropriées ci,c2 € C, toutes les
périodes de :

w—c1dz—codz
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s’annulent.
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17. Théoreme de Riemann-Roch

Le théoréme de Riemann-Roch est central dans la théorie des surfaces de Riemann
X compactes. 1l permet d’estimer le nombre de fonctions méromorphes indépendantes
en tenant compte de restrictions faites & I’avance sur le nombre de pdles.

Définition et structure des diviseurs. Soit X une surface de Riemann quelconque, com-
pacte ou non compacte.

Définition. Un diviseur sur X est une application a valeurs entieres :
D: X —7Z

telle que pour tout sous-ensemble compact ' € X, il existe seulement un nombre fini de
points z € K avec D(z) # 0, a savoir :

Card{z € K: D(z) #0} < occ.

Définition. Etant donné deux diviseurs D et D’ sur X, leur somme D + D’ est le diviseur
défini par :
z+— D(z) + D'(z).
Ainsi, I’ensemble de tous les diviseurs sur X forme un groupe abélien qu’on notera :
Div(X).
Enfin, il existe un ordre naturel sur Div(X ), pour lequel on déclare D < D’ lorsque D(x) <
D'(x) en tout point z € X.

Diviseurs de fonctions méromorphes et de 1-formes méromorphes. Soit X une surface
de Riemann et soit Y un sous-ensemble ouvert de X. Etant donné une fonction méromorphe
f € #(Y), on définit en un point quelconque a € Y :

0, si f est holomorphe et non nulle en a;
k, si f possede un zéro d’ordre k en a;
si f possede un pdle d’ordre k en a;

oo si f estidentiquement nulle au voisinage de a.
On voit donc que pour toute fonction méromorphe f € .# (Y)\{0}, I’application :
x — ord,(f)
constitue un diviseur sur X, le diviseur associé a f, qu’on notera div(f).
Définition. Une fonction f € . (Y)\{0} est dite multiple d’un diviseur D lorsqu’on a :
div(f) > D.

En particulier, f est holomorphe si et seulement si div(f) > 0.
On peut aussi définir 1’ordre en un point quelconque @ € X d’une 1-forme méromorphe
arbitraire w € .#ZT%(X), ainsi que le diviseur qui lui est associé, comme suit.
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Définition. Soit (U, z) un voisinage de coordonnée en a. Sur UNY, la 1-forme méromorphe
w s’écrit :

w=f(z)dz,
pour une certaine fonction méromorphe f = f(z). On pose alors :

ord, (w) = ordy(f),

et on vérifie (exercice impératif) que cette définition ne dépend pas du choix d’une coordon-
née holomorphe locale au voisinage de a. Pour une 1-forme méromorphe w € .ZT%(X),
I’application :

x +— ord,(w)

définit a nouveau un diviseur sur X, que 1’on notera :

div(w).

Etant donné des fonctions méromorphes f, g € .#(X)\{0} et une 1-forme méromorphe
w € AT (X)\{0}, on vérifie aisément que les trois relations suivantes sont satisfaites :

div(fg) = div(f) + div(g), div(1/f) = —div(f) div(f w) = div(f) + div(w).

Définition. Un diviseur D € Div(X) sur X est appelé un diviseur principal s’il existe une
fonction méromorphe f € .#(X)\{0} telle que :

D = div(f).
Deux diviseurs D, D’ € Div(X) sont dit équivalents si leur différence D — D’ est un diviseur
principal.

Définition. On appelle diviseur canonique le diviseur div(w) de n’importe quelle 1-forme
méromorphe w € #T%(X), sachant que deux diviseurs canoniques sont toujours équi-
valents, puisque pour wy,wy € #T5%(X), il existe toujours (exercice) une fonction mé-
romorphe f € .#(X)\{0} déterminée de maniére unique telle que wy = fwy, d’olt 'on
déduit en effet :

div(wy) — div(wy) = div(f) =0 [Lemme ci-dessous].
Degré d’un diviseur. Supposons a partir de maintenant que la surface de Riemann X est

compacte. Puisque tout diviseur D € Div(X) ne charge alors d’un poids entier qu’un
nombre fini de points, on peut définir une application degré :

deg: Div(X) — Z
en assignant tout simplement et tout naturellement :

deg D := Z D(x),

zeX

la somme étant donc en fait finie. Il est clair que cette application constitue alors un homo-
morphisme de groupes.

Lemme. Le degré de toute fonction méromorphe non constante :
f: X —PL

est nul :

deg(f) = 0.
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DEMONSTRATION. En effet, nous avons déja vu que toute telle application possede
toujours autant de zéros que de pdles. U

Il en découle que deux diviseurs équivalents ont le méme degré, et que toutes les formes
méromorphes non nulles ont le méme degré.

Les faisceaux ¢'p. Soit maintenant D un diviseur quelconque sur une surface de Riemann
compacte X . Pour tout sous-ensemble ouvert U C X, on définit I’espace vectoriel O (U)
comme étant celui des fonctions méromorphes sur U dont le diviseur est minoré par — D, a
SaVvoIr :

Op(U) :={fe#): ord,(f) > —D(z) pourtout z € U}.
On se convainc aisément qu’avec les applications naturelles de restriction, &', constitue un

faisceau, lequel généralise le faisceau Oy des fonctions méromorphes sur X.

Lemme. Etant donné deux diviseurs équivalents D et D' sur X, les deux faisceaux O, et
O'pr qui leurs sont associés sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Voici comment construire un isomorphisme. Prenons une fonction
Y € M(X)\{0} telle que D' — D = div(¢)). Alors on vérifie (exercise simple mais
recommandé) que I’homomorphisme de faisceaux induit par la multiplication par v :

ﬁD’—>ﬁDa f'—>¢f7

est un isomorphisme de faisceaux. U

Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte et soit D € Div(X) un diviseur sur
X. Si son degré est strictement négatif :

deg(D) < —1,

alors aucune fonction méromorphe globable non nulle dont le diviseur est minoré par —D
n’existe :

0=H’(X,0p).

DEMONSTRATION. Supposons par I’absurde qu’il existe une fonction f € H° (X, ﬁD)
non nulle. En prenant le degré de I’inégalité div(f) > — D, on déduit en tenant compte d’un
lemme de rappel qui précede :

1 < —deg(D) < degré(f) =0,

ce qui est une contradiction. 0

Les faisceaux gratte-ciel Cp. Soit P un point quelconque d’une surface de Riemann com-
pacte X.

Définition. On définit le faisceau gratte-ciel Cp sur X par les espaces suivants pour tout

ouvert U C X :
C siPeU,

CrV) ‘:{ 0 siP¢U,

les morphismes de restriction étant évidents. Pour ces faisceaux gratte-ciel associés a des
points P € X, on a visiblement :

H°(X,Cp) = Cp(X) =C.
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Lemme. Le premier groupe de cohomologie de Cech de Cp s’anulle :
0=H'(X, Cp).

DEMONSTRATION. En effet, considérons une classe de cohomologie ¢ € H'! (X ,C p)
qui est représentée par un cocycle dans Z* (il, C p) relativement a un certain recouvrement
ouvert U = (Ui)ie ; de X. En ne conservant qu’un seul U; qui contient P et en remplagant
tous les autres U; qui contiennent P par U;\{ P}, on obtient un raffinement U = (V) tel
que P est contenu dans un seul ouvert V,. Mais alors toutes les intersections de I’ouvert

spécial avec les autres ouverts ne contiennent jamais P, et I’on voit que Z* (%, C p) =0,
d’oti au final £ = 0.

Courte suite exacte de faisceau impliquant 0, et &', p. Soit maintenant X un diviseur
arbitraire sur une surface de Riemann compacte quelconque X. Si P € X est un point
quelconque, on notera par la méme lettre P a la fois le point P et le diviseur associé qui
prend la valeur 1 en P et z€ro ailleurs. On voit donc que D < D + P et que I’on a une
inclusion naturelle (exactitude) :

0 — Op — Op,p.

Soit (V, z) un systeme de coordonnée locale sur X au voisinage de P tel que z(P) = 0. On
définit un homomorphisme de faisceaux :

pB: Opp—Cp

comme suit. Soit U C X un ouvert arbitraire. Si P ¢ U, on a par définition Cp(U) = 0,
donc on assigne simplement :

Bu: Opip(U) — Cp(U)

a étre ’lhomomorphisme nul. Si au contraire P € U, etsi f € &p, p(U), alors la fonction
f se développe en une série de Laurent en P dans la coordonnée locale z :

[e.9]

f(z) = Z cn 2",

n=—D(P)—1
qui commence au plus profond (i.e. au plus négatif) a I’entier —D(P) — 1. On pose alors :
ﬂu(f) = C_pp)-1 € C= CP(U)

Il alors est évident que 3 est un épimorphisme de faisceaux, et I’on se convainc (exercice a
détailler) que 1’on obtient ainsi un courte suite exacte de faisceaux fondamentale :

0—>ﬁD—>ﬁD+Pi>CP—)O )

qui fera tout le travail plus bas. Grace au théoréme qui associe une (longue) suite exacte
de cohomologie a toute courte suite exacte, on obtient I’exactitude de la suite d’espace
vectoriels :

0 — H(X, Op) — H'(X, Op,p) — H(X,Cp) —
— H'(X,0p) — H'(X,Opyp) — H'(X,Cp),
d’ol en appliquant le lemme qui précede :
0— HO(X, ﬁD) — HO(X, ﬁD+p) —C —

) — H'(X,0p) — H'(X,0pyp) — 0.
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Corollaire. Soient D < D' deux diviseurs sur une surface de Riemann compacte X. Alors
Uinclusion de faisceaux :
0 D —— 0 D!
induit un épimorphisme de faisceaux :
H'(X,0p) — H'(X,0p) — 0.

DEMONSTRATION. Lorsque I’on a simplement D’ = D+ P avec un point de plus P, le
lemme découle de la derniere ligne de la suite de cohomologie écrite a 1’instant ci-dessus.
Dans le cas général, on a :

D=D+P +---+P,,
avec un certain nombre m := deg(D’) — deg(D) de points, et une récurrence immédiate
permet de conclure. O

Théoreme de Riemann-Roch. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte
X de genre g. Alors on la finitude des deux groupes de cohomologie a valeurs dans le
faisceau Op :

dim H°(X, Op) < oo et dim H' (X, Op) < o0,

et ces deux dimensions sont reliées au genre de X et au degré de D par la relation fonda-
mentale :

dim H°(X, Op) —dim H' (X, 0p) =1 — g+ deg(D)

Corollaire (Inégalité de Riemann). Sous les mémes hypothéses, on déduit immédiate-
ment :

dim H%(X,0p) > 1 — g +deg(D) |. O

DEMONSTRATION DU THEOREME. Tout d’abord, lorsque D = 0, d’ou Op = O,

puisque X est compacte, les fonctions holomorphes y sont constantes, donc on a :
dimH°(X,0x) =dmC=1=1-g+g
=1- g+dimH1(X, ﬁx),

en rappelant la définition g := dim H! (X ,O X) qui a été donnée du genre dans ce cours.

Soit maintenant [ un diviseur arbitraire sur X, soit P un point quelconque de X, soit
le diviseur :

D':=D+P

et supposons, en relation avec un raisonnement par double récurrence symétrique’, que le
théoréme soit vrai pour I’un des deux diviseurs D ou D’.

La suite exacte de cohomologie (x) écrite plus haut peut etre découpée en deux courtes
suites exactes comme suit. Posons :

Vi=m (H(X, 6p) — C),
W :=C/V,
! Tout diviseur D sur X peut étre écrit comme :

D:P1+"'+Pm_Pm+1_"'_Pn-,

ol les P; € X sont des points de X . En partant du diviseur nul, on effectue en effet une double récurrence
symétrique a la fois sur le nombre de points négatifs, et sur le nombre de points positifs.
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d’ou C =V @ W. Alors on a immédiatement :
dmV +dimW =dmC = 1 = deg D’ — deg D,

et on vérifie par construction — exercice impératif —, que les deux suites courtes de mor-
phismes d’espaces vectoriels :

0— H(X,0p) — H(X,0p) —V —0
et 0— W — H'(X,0p) — H'(X,0p) — 0
sont exactes. Ainsi par double récurrence symétrique, tous les espaces vectoriels qui y

apparaissent sont de dimension finie, et on a les deux relations suivantes entre leurs di-
mensions :

dim H%(X, Op/) = dm H° (X, Op) + dimV
et dim H' (X, Op) = dm H' (X, Op/) + dim W.
En additionnant ces deux égalités, on obtient :
dim H°(X, Op/) —dim H' (X, Op/) — deg D' = dim H°(X, Op) — dm H' (X, Op) — deg D.

Cette derniere relation implique que si I’équation de Riemann-Roch est satisfaite pour I’'un
des deux diviseurs D ou D', elle est alors satisfaite pour I’autre diviseur. Ainsi, par ré-
currence sur le nombre de points pondérés qu’un diviseur peut incorporer, le théoreme est
démontré. U

Indice de spécialité. On appelle I’entier :
i(D) :=dimH' (X, Op)

I’indice de spécialité du diviseur D. En ces termes, le théoreme de Riemann-Roch se refor-
mule comme :

dim H%(X, Op) =1 — g + deg G +i(D).
Dans le chapitre suivant, nous démontrerons que 1’on ai(D) = 0 toutes les fois que degD >
29 — 2 + 1. Notons aussi que lorsque deg D < —1, puisqu’on sait que H°(X, &) = {0},
I’indice de spécialité vaut i(D) = g — 1 — deg D dans ce cas-la.
Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g et soit a € X 'un quel-

conque de ses points. Alors il existe une fonction méromorphe non constante f sur X qui
posséde un pole d’ordre < g + 1 en a et qui est holomorphe partout ailleurs sur X \{a}.

DEMONSTRATION. En effet, soit D: X — Z le diviseur égal a zéro sur X\{a} et
valant D(a) = g+ 1 au point a. Grace au théoréme de Riemann-Roch, et plus précisément,
grace a I’inégalité de Riemann, on a :

dim HO(X, ﬁD) >1—g+degD
= 2.

Ainsi, il existe une fonction méromorphe non constante f € H° (X ,O D), et cette fonction
satisfait clairement les conditions du théoreme. O

Corollaire. Soit X une surface de Riemann de genre g. Alors il existe un revétement holo-
morphe ramifié f: X — P! qui posséde au plus g + 1 feuillets.

2 Exercice : formuler un lemme généralavec)0 — A — B — C' — 0.
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DEMONSTRATION. La fonction trouvée dans le théoréme qui précede produit en effet
un tel revétement, son pdle en a étant d’ordre < g + 1 par définition de O'p. U

Corollaire. Toute surface de Riemann de genre O est biholomorphe a la sphere de Riemann

P

DEMONSTRATION. En effet, un revétement holomorphe a 1 feuillet est toujours non
ramifié et produit donc un biholomorphisme global. U

Exercices
Exercice 17.1. Soit D un diviseur sur la sphére de Riemann P'. Montrer que :
(a) dim H° (P, 0p) = max(0, 1+ deg D) ;
(b) dim H' (P', ¢p) = max(0, —1 — deg D).
Exercice 17.2. Soit X = C/T" un tore complexe, soit zo € X et soit P le diviseur :
1 siz = xo,
Pla) = {0 si z # xo.
En utilisant la fonction o de Weierstrass, montrer :
0 pourn <0,
dimH°(X,6,p) ={ 1 pourn =0,

n pourn = 1.

Exercice 17.3. Soit X une surface de Riemann compacte, soit D un diviseur sur X et soit & = (U;),_, un re-
couvrement ouvert de X tel que chaque U; est biholomorphe a un disque. Montrer que 4 est un recouvrement
de Leray pour le faisceau Op.

Exercice 17.4. (a) Sur une surface de Riemann X, soit 2 le faisceau des diviseurs, i.e. pour U C X ouvert,
2(U) consiste en toutes les applications :
D: U—7Z

telles que pour tout sous-ensemble compact K C U, il y a seulement un nombre fini de points x € K avec
D(z) # 0. Montrer que 2 muni des morphismes naturels de restriction est effectivement un faisceau, et
montrer, en utilisant une partition de I'unité, que :

H'(X,2)=0.

(a) Soit 8: .#* — 2 'application qui assigne a toute fonction méromorphe nulle par égale a zéro f € .#*(U)
son diviseur div(f), et soit a: 0% — .#x l'injection naturelle. Montrer que la suite de faisceaux :

0— 0% - My 29 —0
est exacte, et donc qu'il lui est associée la suite exacte de groupes de cohomologie :
0 — H°(X,0%) — H°(X,.#x) — Div(X) — H'(X,0%) — H'(X,.#%) — 0.
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18. Dualité de Brill-Noether-Serre

La dualité de Brill-Noether-Serre permet de formuler une interprétation plus
simple des groupes de cohomologie H* (X ,O D) en termes de formes différentielles.
Plus précisément, dim H'* (X , O D) est égal au nombre maximum de 1-formes mé-
romorphes linéairement indépendantes sur X qui sont multiples du diviseur D. Une
conséquence de cela est la formule de Riemann-Hurwitz qui permet de calculer le
genre d’un revétement holomorphe ramifié en fonction du nombre de ses feuillets et
en fonction de son nombre total de branchement. Une autre conséquence est un théo-
réme d’annulation qui stipule que H* (X, ﬁD) = 0lorsquedeg D > 2g — 2+ 1. Ce
théoréme d’annulation posséde des applications intéressantes, notamment pour éta-
blir un théoreme de plongement des surfaces de Riemann compactes dans un espace
projectif complexe PV de dimension IV assez grande.

Définition d’un résidu intégral Res: H' (X, Qy) — C. Soit X une surface de Riemann
compacte. On a vu dans un chapitre qui précede que la suite exacte de faisceaux :

0— Qyx — T30 4 A2, — 0

induit — puisque H* (X , T;(l’o)) s’annule grice aux partitions " de 1’unité — le fameux
isomorphisme de Dolbeault' :

H' (X, Qx) 2 T(X,AT3) /a(D(X,737).

Soit alors une classe de cohomologie £ € H' (X, Qx) et soit une 2-forme 7 € T'(X, A*T%)
qui fournit un représentant de £ via cet isomorphisme. On peut alors définir le résidu inté-

gral de & par :
R :
es(¢ 227? / /

ce qui produit une forme linéaire :

Res: Hl(X,QX) — C.

On a déja vu dans un chapitre qui précede grace a une démonstration de la formule de
Stokes sur des anneaux que si 7 = d est exacte, cette intégrale est nulle?, donc cette défi-
nition est indépendante du choix d’un représentant 7. Le premier but est de comparer cette
définition du résidu intégral a la définition standard des résidus en des points singuliers.

! Rappelons que & et d = d + O ont la méme action sur les (1,0)-formes, puisque O agissant sur une
(1,0)-forme locale f dz produit O(f dz) = Df dz A dz = 0, donc que 1’on mette d ou O apres la barre de
fraction, le résultat est le méme.

% La formule général de Stokes dirait ici que Ix de = [,x © = 0. puisque le bord 9X = () est vide.
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Mais avant toute chose, il convient de mieux expliciter 1’isomorphisme sus-mentionné
qui provient d’une longue suite exacte de cohomologie. Soit donc une classe de cohomo-
logie £ € H! (X ,Q X) qui possede comme représentant, relativement a un recouvrement

ouvert L = (Ul)z 7 de X, un 1-cocycle de formes différentielles holomorphes :
(fi) € Z' (Y4, Qx).
Au vu de I’inclusion de faisceaux 0 — Qy — T)*((LO) et au vu de I’annulation connue
0= H! (X , T;(l’o) ), ce cocycle se scinde :
fij=0;—0; sur chaque intersection U; N U;;,
au moyen d’une 0-cochaine (;) € CO(8l, Tx"”) de 1-formes € — bien que cela ne
soit en général pas possible avec des 1-formes holomorphes. Alors I’holomorphie de f;;
donne? :
0 = df;; = doj — do; sur chaque intersection U; N U;,
donc les do; se recollent en une certaine 2-forme €°° définie sur X tout entier, disons

T € I'(X, A*T%), laquelle satisfait :

T

U = do; (i el).

Maintenant, nous affirmons que la classe modulo les formes exactes de cette 2-forme 7 ne
dépend pas du choix d’un représentant (f;;) pour £. En effet, par linéarité, lorsque £ = 0
est nul, c’est un cobord, donc le 1-cocycle ( f;;) se scinde holomorphiquement :

fii =9 — gi sur chaque intersection U; N U;;,
au moyen de certaines 1-formes holomorphes g; € §2x(U;). Mais alors par soustraction :
0=fij— fiy=0;—0i— (9, — 9),
ce qui donne apres réécriture spontanée :
0j —9; = 0i — Gi,
donc le systeme de (1,0)-formes (o; — g;) sur les U; se recolle en une (1, 0)-forme €
globale sur X, disons ¢, qui satisfait par construction® :

d90|ui = d(o; — gi)'ui = d0i|ui _%o’Ui = dUi’Ui = Tlu,

ce qui montre bien que 7 = dp est exacte, comme annoncé.

Enfin, si on se rapporte aux considérations générales sur la cohomologie des faisceaux,
on se convainc par une réflexion (peut-étre intense) que la 2-forme 7 ainsi construite est
bien I’image de la classe de cohomologie £ par I’isomorphisme de Dolbeault.

Distributions de Mittag-Leffler de formes différentielles. Soit a nouveau X une surface
de Riemann (pas forcément compacte), soit .# 1Tx le faisceau des 1-formes différentielles

méromorphes sur X et soit 4 = (U;),_, un recouvrement ouvert de X

Définition. Une 0-cochaine de 4l a valeurs dans ce faisceau :
(wi) € P (u, ///Tj’})

3 Puisque f;; est une 1-forme holomorphe, sa différentielle s’annule automatiquement.
4 Puisque g; est une 1-forme holomorphe, sa différentielle s’annule automatiquement.
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est appelée une distribution de Mittag-Leffler si toutes ses différences par paires :
Wy — W € Qx(Ul N UJ)

sont des 1-formes holomorphes sans singularités sur les intersections d’ouverts, ce qui
revient a dire que I’opérateur de cobord rend (w;) holomorphe :

(6(w)) € Z" (YU, Qx).
On notera alors :
[(6(ws))] € H'(X,Qx)
la classe de cohomologie de ce cocycle (6(w;)).

Soit maintenant a un point de X. Le résidu au point a d’une distribution de Mittag-
Leffler se définit alors comme suit. On choisit un indice ¢ € I tel que a € U; et on pose :

Res, ((w;)) := Res,(w;),

ou, en revenant a une définition classique connue, ce dernier résidu est le coefficient de Zia

dans la série de Laurent en a du coefficient méromorphe f;(z) de la représentation w;
fi(2) dz dans une coordonnée holomorphe locale z pres de a, coefficient qui ne dépend pas
de la carte, comme cela a déja été vu dans le chapitre sur les formes différentielles.

Observons sans attendre que si a € U; N U, puisque les différences w; — w; sont holo-
morphes, il est clair que w; et w; ont le méme résidu en « : ainsi, la définition ne dépend
pas du choix d’un indice 7 tel que a € U;.

Dorénavant, on supposera que la surface de Riemann X est compacte. Comme on a
Res, ((wz)) # () seulement en un nombre fini de points, on peut définir la somme :

Res((w;)) = Z Res, ((wi)).

aeX

Voici a présent le lien entre cette définition standard du résidu et la définition du résidu
intégral donnée plus haut.

Théoreéme. Sur une surface de Riemann compacte X munie d’un recouvrement ouvert
U= (UZ) étant donné une distribution de Mittag-Leffler :

el’
(wi)z’el
relative a ce recouvrement qui est constituée de 1-formes méromorphes :
w; € AT (U;)
dont toutes les différences :
w; —w; € Qx (U;NU;)

deviennent holomorphes sur les intersections par paires des ouverts, si [(5 ((wz))} désigne
la classe de cohomologie du 1-cocycle de 1-formes holomorphes :

6((%)) = (Wj - Wi)i,je]

dans le premier groupe de cohomologie de Cech H' (X , Q) X), et si une 2-forme différen-
tielle globale :

7€ (X, \°T%)



18. Dualité de Brill-Noether-Serre (d’apres Otto Forster) 193

est un représentant de l’'image de [(5 ((wl))} par l’isomorphisme de Dolbeault :
HY (X, Qx) 2 (X, AT3) /a(0(x, 737,

alors a un facteur constant pres, la somme des résidus ponctuels de (w;) est égale 'inté-

grale de T sur X :
1
Z Resa((wi)) = % //X T.

aeX

DEMONSTRATION. Soit comme ci-dessus un scindage lisse du 1-cocycle (wj — wi) de

1-formes holomorphes au moyen de 1-formes o; € F(Ui, T)*((I’O)) de classe € et de type
(1,0):

Wj —w; =05 — 0; sur chaque intersection U; N U;;,
de telle sorte que, comme vu a I’instant, les différentielles do; se recollent en une 2-forme
globale 7 € I'(X, A*T% ) satisfaisant :

7|, =do; (i el).

U;
Ensuite, soient aq, . .., a, € X laréunion des pdles — en nombre fini — de tous les w;
et considérons leur complémentaire :
X' =X\{a1,...,a,}.
Sur chaque intersection X’ N U; N U;, on a d’apres ce qui vient d’étre vu une égalité sans
singularités :
g; — W; :aj—wj.
Par recollement, il existe donc une (1, 0)-forme différentielle globale sur X" :
O_/ E F(X,, T;((,LO))
qui redonne en restrictions :
O',:O'Z‘—u)z' sur X,ﬂUz
Mais puisque 0 = dw; par holomorphie de ces 1-formes sur X’ N U;, on a enfin :
T =do’ sur X'

Pour tout point ag, il existe un indice i(k) € I tel que a;, € Uj(x). Choisissons donc pour
tout & un voisinage de coordonnée (Vy, 2;,) de ay, avec V, C U;q,y qui est centré en ay, i.e.
avec zi(ay) = 0. On peut supposer que les ouverts V. sont disjoints deux a deux et que
chaque z;(Vy) C C est un disque ouvert. Pour tout £ = 1, ..., n, choisissons ensuite une
fonction f;, € ¥>°(X) avec Supp(fx) C Vi et qui est égale a 1 sur un certain sous-voisinage
ouvert W, € V;, non vide de ay, i.e. f’f|wk = 1, et introduisons la fonction :

g=1—=(fi+ -+ fa)
Puisque g|Wk = 0, la (1,0)-forme go’ lisse sur X’ peut en fait étre prolongée natu-
rellement aux points a; en la déclarant nulle dans leur voisinage, et donc, g o’ peut étre

considérée comme une (1, 0)-forme lisse partout, appartenant a I" (X , T;(l’o)) . Le théoreme
de Stokes assure alors I’annulation de son intégrale sur X :

//X d(g0) = 0.
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Ensuite, sur W\ {a} C U;)\{ax}, on a par construction pour tout & :
d(fro') = do' = d(oig) — wir)) = doiq,

ce qui montre que chaque d( fro ) peut étre prolongée comme 2-forme € *° au voisinage de
ay. Mais puisque fj, o’ s’annule sur le complémentaire X’ \Supp( fx), cette 2-forme d( fro )
est naturellement une 2-forme lisse globale sur X, i.e. elle appartient a I' (X , AQT;}).

Maintenant, en revenant a la relation 1 = g + f; + - - - + f,, que I’on multiplie ¢/, ce qui
nous donne :

U/:gO'/—i-flU/-f—“‘-i-fnU/,
ot les (n + 1) formes a droites sont toutes lisses sur X entier, et en prenant la différentielle
extérieure, nous obtenons une relation :

T =do’ = d(ga/) +d(f1 0/) +"'+d(f"0/)

qui est valable sur X entier et que I’on peut intégrer en se souvenant que 0’ = o) — Wi(k)

sur Vi, C U -
//XT://X d(ga’)o—l—i//x A(fe o)

— i //vk d(fk Oi(k) — fkwi(k))'

Or puisque les 2-formes d( fy ojx)) sont € a support compact dans Vy, le théoréme de
Stokes sur un disque montre que leur intégrale, égale a I’intégrale de la (1, 0)-forme fj, o)
identiquement nulle sur le bord du disque, est nulle. Par ailleurs, on a déja calculé — en
appliquant le théoreme de Stokes sur des anneaux — dans la démonstration du Théoreme
des résidus pour les 1-formes holomorphes, chacune des n intégrales restantes :

// d(f;c wi(k)) = —2i7 Res,, (wi(k)).
Vi

Ainsi par sommation on a bien :

1 n
% //X T= ; Resa, (witk))

ce qui acheve d’établir la coincidence des deux définitions du résidu total d’une distribution
de Mittag-Leffler. U

Les faisceaux (2p. Soit X une surface de Riemann compacte. Pour tout diviseur D €
Div(X'), on introduit le faisceau 2 des 1-formes différentielles méromorphes sur X qui
sont multiples de — D, a savoir, pour tout ouvert U C X :

Qp(U) :={w e #T5%(U): ord,(w) > —D(z) pourtout z € U} |.

Bien entendu, lorsque D = 0 est le diviseur nul, {2y = Qx coincide avec le faisceau des
1-formes holomorphes sur X.

Soit maintenant w € ZT%(X) une 1-forme méromorphe globale non nulle, par
exemple w = df avec une fonction méromorphe f € .#(X) non constante (il en existe
beaucoup). Soit £ := div(w) le diviseur que définit w. Alors pour un diviseur quelconque
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D € Div(X), la multiplication des fonctions méromorphes par w induit un isomorphisme
de faisceaux (exercice mental) :
Opirg — {Ip

fr—fw,
qui sera régulierement utilisé dans la suite.
Lemme. /] existe une constante ko € Z telle que I’on ait I'inégalité de croissance linéaire :
dim HO(X, QD) > deg D + kg
pour tout diviseur D € Div(X).
DEMONSTRATION. Soit comme ci-dessus w € .#T%(X) une 1-forme méromorphe

globale non nulle et soit £ := div(w) son diviseur. Si g = dim H* (X , ﬁx) est le genre de
X, introduisons la constante :

ko:=1—g+degFE.
Alors I’isomorphisme qui précede et le théoreme de Riemann-Roch nous donnnent la mi-
noration :
dim H°(X,Qp) =dm H°(X, Op.p)

=dmH" (X,0p p) +1—g+deg(D+ E)

> deg D + ko,
ce qui est I’inégalité de croissance annoncée. U
Définition d’une dualité entre 1-formes méromorphes et fonctions méromorphes. Soit
X une surface de Riemann compacte et soit D € Div(X) un diviseur. Au niveau des
faisceaux, on a une application naturelle ‘produit’ entre fonctions méromorphes et 1-formes

méromorphes :
ﬁD X Q_D — QX

(f,w) — fw,
qui aboutit dans le faisceau des formes différentielles holomorphes. Ensuite, étant donné
une 1-forme méromorphe globale non nulle :

w € Q,D(X),

lorsqu’on considere, relativement a un recouvrement ouvert £ = (Ui)ie ; de X, cette appli-
cation ‘produit’ de w avec un 1-cocycle :

(fis) € Z* (& Op),
on obtient I’application :
Z' (U, 0p) x H'(X,Q_p) — Z'(U,Qx)
((fig) w) — fizwlyny,

On vérifie (exercice) que cette application passe au double quotient a la fois par les cobords
et par les raffinement de recouvrements pour produire une application entre groupes de
cohomologie :

H'(X,0p) x H*(X,Q_p) — H'(X,Qx)

(§w) — Cw.
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Enfin, la composée de cette application avec I’ application résidu intégral étudiée plus haut :
Res: Hl(X, QX) — C

fournit un produit scalaire bilinéaire :

(w): HYX,0p)x H'(X,Q_p) — C
(€, W) = Res(Ew)|

En particulier, ce produit scalaire induit une application du second espace dans le dual du
premier :

i HY(X,Q_p) — HY(X,0p)"
W (f — Res(fw)) '

Le théoreme de dualité de Brill-Noether-Serre (plus bas) affirme alors, pour tout diviseur
D € Div(X), que cette application ¢p est un isomorphisme, ce qui sera démontré ultérieu-
rement. Pour 1’instant, nous sommes en mesure de démontrer le :

Théoreme. Cette application L est injective.

DEMONSTRATION. On doit donc établir que pour toute 1-forme non nulle w €
H°(X,Q_p), il existe une classe de cohomologie & € H' (X, Op) telle que (£,w) # 0.

Soit a € X un point (générique) en lequel D(a) = 0, et soit (Uy, z) une coordonnée
holomorphe locale en a avec z(a) = 0 et D‘UO = 0. Sur Uy, on peut écrire w = f dz, avec

un coefficient holomorphe f € &'(Uy). De plus, on peut supposer que 1’ouvert Uy est assez
petit pour que f n’ait aucun zéro dans le complémentaire Ug\{a}.
Posons maintenant U; := X \{a} et considérons le recouvrement :

U= (Uo, Ul)
de X. Ensuite, introduisons la 0-cochaine :
mi= (4.0) € OOy,
Alors on a immédiatement que le produit :
nw = (%, 0) € C'O(il, ///T)*()
est une distribution de Mittag-Leffler de résidu (standard) total :
Res(nw) = 1.

Puisque la seule intersection d’ouverts est Uy N U; = UO\{a}, lieu ou D = 0, le cobord de
71 est un 1-cocycle :

1 1
oo € Z' (U, Op),

a valeurs dans &'p. Soit alors :
¢:=[6(n)] € H'(X, Op)

la classe de cohomologie de ce cobord 6(7). Puisque 1’on a par construction :

(
fw=[0(n)]w=[b(nw)],
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il découle du théoréme qui précede que I'on a :

(€, w) = Res(§w) = Res([d(nw)]) [résidu intégral]
= Res(nw) [résidu standard]
= (§w)
=1,
ce qui acheve la démonstration. u

Un premier lemme technique. Soient maintenant D, D’ € Div(.X') deux diviseurs sur une
surface de Riemann compacte X qui satisfont D’ < D. On a vu dans un corollaire du
chapitre sur le théoreme de Riemann-Roch que le monomorphisme de faisceaux :

O—>ﬁD/—>ﬁD

induit un épimorphisme entre premiers groupes de cohomologie qu’on appelle S5 :

HY(X, 0p) 22 HY (X, 0p) — 0,

Par dualité, ce dernier induit un monomorphisme entre espaces duaux qu’on appelle 15 :

0— H'(X,0p)" o (X, 0p)"
En revenant aux deux applications :
i HY(X,Q_p)) — HY(X,0p)" et 1p: HY(X,Q_p) — H'(X,0p)"
relatives aux deux produits scalaires ‘résidu’ associés a ces deux diviseurs :
H'(X,0p) x H(X,Q_p) —C et H'(X,0p) x H'(X,Q_p) — C,

on vérifie alors (exercice) que le diagramme suivant

D
0— H'(X,0p)" o (X, 0p)"

» T TLD'

0— H°(X,Q_p) — H°(X,Q_p)

| |

0 0

est commutatif.

Lemme. Avec les notations qui précédent, si X € H* (X, ﬁD)* et siw € H° (X, Q_D/)
satisfont :

I\ = tp(w),
alors w appartient en fait au sous-espace H° (X L D) et l’on a de plus :
A =1p(w).

DEMONSTRATION. Supposons par 1’absurde au contraire que w n’appartienne pas a
H°(X,Q_p) : autrement dit, il existe un point @ € X en lequel :

ord,(w) < D(a) — 1.
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Soit alors (Up, z) un voisinage de coordonnée de a avec z(a) = 0. Sur Uy, on peut écrire w
comme w = f dz, avec un coefficient méromorphe f € .#x(Uy). Par isolation des points
d’un diviseur, on peut clairement supposer que Uj est assez petit pour que :

* _ _ / .
M 0=Dly\ (=P |uo\{a}’

(ii) f n’ani zéros ni pdles dans Up\{a}.

Posons alors U; := X \{a} et soit U = (UO, Ul) le recouvrement ouvert de X associé, qui
est de cardinal 2. Soit la O-cochaine :

0
n= (%, 0) € CO(sh, ).
L’hypothese ord,(w) < D(a) — 1 signifie que ord,(f) > —D(a) + 1, donc :
ordy (5) = —D(a),
ce qui signifie 2 son tour que n € C° (11, o D). Puisqu’il n’y a qu’une seule intersection
d’ouverts Uy N Uy = U\ {a} sur laquelle D = D' = 0, on voit que :
5(n) € Z' (U, 0x) = Z' (U, Op) = Z' (U, Op).

Notons alors ¢ la classe de cohomologie de 6(n) dans H' (X, Op/) et observons que la

classe de cohomologie ¢ de §(n) dans H* (X , ﬁD) s’annule : £ = 0, puisque 7 est a valeurs

dans Op, donc £ = §(n) est un cobord. Autrement dit, en revenant a I’épimorphisme S5,
ona:

D/
Sp (§)=¢=0.
Dans ces conditions, on a par hypothese et par construction :

(€ w) = o (w)(&)

=I5 (\)(&) [utiliser 'hypothése]
= /\(SD/<§/))
=A§) =0 [ = 0].

Par ailleurs, puisque nw = (df, O), on voit en revenant a la fin de la démonstration du
théoreme qui précede que :
(€',w) = Res(¢' w) = Res([§(nw)]) = Res(nw) = 1,

ce qui est une contradiction ! Ainsi, I’hypothese de départ était fausse, et w appartient bien
au sous-espace H°(X,Q_p).
Pour terminer, puisque le diagramme qui précede est commutatif, on a :

IDA) = (W) =I5 (tp(w)),
et I’égalité annoncée \ = ¢p(w) découle directement de I’injectivité de 153, O

Un second lemme technique. Soient maintenant D et B deux diviseurs sur une surface
de Riemann compacte X. Etant donné une fonction méromorphe ) € H° (X ,O B), le
morphisme naturel de faisceaux ‘multiplication par ¢’ :

Op_5 — Op

fre1f
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induit en passant aux recouvrements et aux cocycles une application linéaire :
HY (X, 0p_5) - H'(X, 0p),
et donc aussi par dualité, une application linéaire :
HY(X,0p)" 5 HY(X, 0p_p)",
qui, naturellement, est définie par :
(" (M) (€) = A(¥(8)),

pour \ € Hl(X, ﬁp)* et pour £ € Hl(X, ﬁD_B).
La multiplication par ¢ € H° (X , O B) induit aussi une application au niveau des 1-
formes méromorphes globales :

H(X,9Q_p) % H(X,9Q_p.p).

En revenant a la définition du produit scalaire (-, -) comme somme de résidus standard, on
voit aisément que I’on a :

(6 Yw) = (¢ w),

pour toute classe de cohomologie ¢ € @ H! (X ,Op_ B) et toute 1-forme
we H° (X ,Q py B). Autrement dit (exercice mental), le diagramme suivant :

H'(X, ﬁp)* N H'(X, Op_p)"

LDT TLDB

HO(X,Q_p) —= H(X,Q_p.p)

est commutatif.

Lemme. Si la fonction méromorphe 1) € H° (X , O B) est non identiquement nulle, alors
I’application duale de I’application qu’elle induit entre groupes de cohomologies :

0— H'(X,0p)" 5 H'(X, 0p )"
est injective.
DEMONSTRATION. Introduisons une notation abrégée pour le diviseur de v :
A :=div(¢) > —B.
Au niveau des faisceaux, la multiplication par 1) :
Op_p —= Op
se factorise par une injection évidente :
0 — Op_p — Opia - op,

cette derniere multiplication par 1) étant un isomorphisme (exercice mental) qui se trans-
porte en un isomorphisme au niveau des H! :

0 — H'(X,Op,a) > H'(X,6p) — 0.
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Mais puisqu’on a déja vu d’apres un corollaire du chapitre sur le théoreme de Riemann-
Roch que I’application induite par I’inclusion de faisceaux Op_pg — Op 4 :

HY(X,0p_p) — H'(X,0pya) — 0
est un épimorphisme, il est maintenant clair que 1’application composée :
H' (X, 61 5) > HY(X, 6p) — 0
est elle aussi un épimorphisme, donc dualement parlant, 1)* est injective. U

Théoréme de dualité de Brill-Noether-Serre. Pour tout diviseur D sur une surface de
Riemann compacte X, ’application :

s HY(X,Q p) — HY(X, 6p)
w— (f > Res(éw))

est un isomorphisme :

H(X,Q_p) 2 H' (X, 0p)".

Corollaire (Définition équivalente du genre). Le genre g d’une surface de Riemann com-
pacte X défini précédemment comme la dimension du 1°" groupe de cohomologie de Cech
du faisceau Ox des fonctions holomorphes sur X :

g :=dim Hl(X, ﬁx)

est aussi égal a la dimension de I’espace vectoriel des 1-formes holomorphes globales sur
X:

g = dim HO(X, QX) :

DEMONSTRATION. En effet, avec le diviseur nul D = 0, le second espace est iso-
morphe au dual du premier. U

DEMONSTRATION DU THEOREME. Puisque nous avons déja vu dans un lemme qui
précede que cette application ¢p est injective, il nous reste a établir qu’elle est surjective.
Sidonc A\ € H'(X,Op)" est une forme linéaire non nulle fixée arbitraire, nous devons
trouver une 1-forme méromorphe wy € H° (X L D) satisfaisant tp(wp) = A.

Soit P un diviseur réduit a un unique point de multiplicité 1, i.e. deg P = 1. Pour tout
entier n € N (grand), considérons le diviseur modifié :

D, =D —nP.
Introduisons ensuite un certain sous-espace vectoriel :
AC H'(X,0p,)

qui consiste en toutes les formes linéaires sur H* (X , ﬁDn) qui sont les ‘translatées’
(¥*A)(-) = A(¢-) de notre forme fixée A par des fonctions méromorphes ¢ €
H°(X, 0,p) arbitraires, ¢’est-a-dire :

v*A: HY(X,0p,) — C
E— A(¥ ).

Etant donné deux telles fonctions méromorphes v et 1, on a par linéarité PIA = P3N si
et seulement si ()2 — 101)*A = 0, et le lemme qui précéde montre que 1, = 1/;. Autrement
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dit, A est paramétrisé injectivement par H°(X, 0,,p), donc I'inégalité de Riemann(-Roch)
nous assure, si g désigne comme toujours le genre de X, que :

dim A = dim H°(X, O,.p)
> 1— g+ deg(nP)
=1—-g+n.
Par ailleurs, d’apres un théoreme qui précede, I’application :
tp,: HY(X,Q-p,) — H'(X,0p,)"

étant injective, on déduit de 1’inégalité de croissance linéaire vue dans un lemme qui pré-
cede qu’il existe une constante kq € Z telle que :

dimim(:p,) = dim H°(X,Q_p,)
> deg (— D») + ko
=n+ ko —degD.

Mais pour n > degD + 1 assez grand, on a degDD,, < —1 et on sait alors que
H° (X , ﬁDn) = 0, donc le théoreme de Riemann-Roch nous donne — sous cette hypo-
theése que I’entier n soit grand :

dm H (X, 0p,)" = dm H' (X, Op,)
=g—1—degD,
=n+ (g —1—degD).

On se convainc alors aisément (exercice direct) que pour n assez grand, I'inégalité stricte
suivante est automatiquement satisfaite :

dimA +dimim(cp,) > dmH' (X, 0p,)".
Et cette inégalité implique manifestement que :
ANim(up,) #0.
Autrement dit, il existe une fonction méromorphe non nulle :
v e H(X, Onp)
et une 1-forme méromorphe non nulle :
we H(X,Q p,)

telles que :
YA =1p, (W),

ce qui résout presque notre probleme de trouver wy telle que A\ = ¢p(wp).
En effet, pour supprimer ce facteur 1, soit A := div(¢) son diviseur, d’ou :

5 € HY(X,04),

et soit le diviseur D’ := D,, — A. Avec le monomorphisme :

0— H'(X,0p) >, H'(X,0p)",
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on peut maintenant calculer :
ID(A) = (v A)
tp, (W)
= lp/ (i w) .
Grace a un lemme qui précede, on obtient finalement a partir de cette derniere relation que :

wp 1= %w € HO(X,Q_D),

<= =

etque:
A = ip(wp),
ce qui est la conclusion désirée. U

Ainsi, avec cette nouvelle définition obtenue par dualité, le genre d’une surface de Rie-
mann compacte compte le nombre maximum de 1-formes holomorphes linéairement indé-
pendantes.

Corollaire (Reformulation du Théoreme de Riemann-Roch). Pour tout diviseur D sur
une surface de Riemann compacte X de genre g, le nombre maximum de fonctions mé-
romorphes linéairement indépendantes dont le diviseur est > —D auquel on soustrait le
nombre maximum de 1-formes méromorphes linéairement indépendantes dont le diviseur
est > +D vaut :

dimHO(X, ﬁ’,D) —dimHO(X,QD) =1—g—degD|. O

Pour compléter la dualité de Brill-Noether-Serre, on énonce le :

Théoreme. Si D est un diviseur sur une surface de Riemann compacte X, alors on a les
deux isomorphismes :

H°(X,Q_p) 2 H'(X, 0p)",
H°(X,0_p) = H'(X,Qp)".

12

DEMONSTRATION. Le premier ayant déja été vu, établissons le second (il sont en fait
équivalents : exercice). Soit wy # 0 une 1-forme méromorphe non nulle quelconque sur X
et soit :

K = div(wp)
son diviseur. L’isomorphisme de faisceaux &_p = €)_p_j induit par wy, la dualité déja
vue et I’isomorphisme de faisceaux Op,x = )p aussi induit par wy donnent I’'un apres

I’autre :
HO(X,0-p) = H(X,Qp_)

~ H'(X,0pix)
~ H'(X,Qp)",
ce qui est la conclusion. O
Corollaire. En particulier, pour D = 0, on a :
dim H' (X, Qx) =dim H°(X, Ox) = 1.

DEMONSTRATION. En effet, les fonctions holomorphes globales sur X sont
constantes. (
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Corollaire. L’application :
Res: Hl(X, QX) — C
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. On se convainc (exercice) qu’elle n’est pas identiquement nulle.
O

Théoréme. Le diviseur de toute 1-forme méromorphe w € M#T%(X) non nulle sur une
surface de Riemann compacte de genre g est de degré :

deg(w) = 2g — 2.

DEMONSTRATION. Posons K := div(w). Pour ce diviseur, le théoreme de Riemann-
Roch nous dit que :

1—g+deg K =dimH"(X,0k) —dimH' (X, Ok).
Mais nous savons, pour toute telle 1-forme méromorphe, que :
Qx = Ok,
donc en appliquant un corollaire qui vient d’étre vu :
1—g+deg K =dimH°(X,Qx) —dim H' (X, QX),

1

=g 17
ce qui montre bien que deg K = 2g — 2. U
Corollaire. Tout tore complexe C/T" associé a un réseau I" C C est de genre égal a 1.

DEMONSTRATION. En effet, la 1-forme triviale dz sur C induit par passage au quotient
une 1-forme w sur ce tore C/I" qui, clairement, n’a ni zéros ni poles. Puisque I’on a donc :

0 =deg(w) = 2g — 2,
c’est que le genre de C/T" est bien égal a 1. U

Formule de Riemann-Hurwitz. Soient X et X’ deux surfaces de Riemann compactes et
soit :

f: X—X
une application holomorphe non constante. On sait que f est alors surjective puisqu’elle est
ouverte, sachant qu’elle se comporte localement au voisinage de tout point x € X comme
une certaine application puissance :

C>z+— 2 eC,

dans un couple constitué¢ d’une carte locale (U z) sur X s’annulant en z et d’une carte
locale (U’, 2’) sur X’ s’annulant en f(x).

Définition. En tout point x € X, on notera :
Nr<f) =k, € N,
la multiplicité avec laquelle f prend la valeur f(x) au point .

Définition. On appelle ordre de branchement de f au point = ’entier :
ba(f) := pa(f) =1 €N,
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Ainsi, b,(f) = 0 s’annule précisément lorsque f est localement non branchée en z, et
puisque X est compacte, il n’y a qu’un nombre fini de points en lesquels b,.(f) # 0.

Définition. Le nombre total de branchement d’une application holomorphe non constante
f: X — X’ entre surfaces de Riemann compactes est la somme de tous ses nombres de

branchements :
b(f) =Y balf),

rzeX
en tous les points de X.

On rappelle d’apres le chapitre sur les fonctions algébriques qu’en dehors de I’ ensemble
critique de f :
Crit(f) == {z € X: by(f) > 1}
constitué des points ou la dérivée de f s’annule, et en dehors de I’image par f de cet
ensemble critique :

f(crit(f)),

la restriction de f :

X\ (f(eri(£)) — XN\ F(Grt(f)
établit un vrai revétement non ramifié entre surfaces de Riemann — toujours connexes,
mais non compactes dés que Crit(f) # () — qui posséde donc un certain nombre constant
de feuillets, que 1’on notera :
degré(f).
En fait, on sait qu’en comptant les multiplicités comme il se doit aux points de branche-
ment, ce degré est aussi égal a la somme :

> valf) = degré(f) |,

x€f~1(a’)

quel que soit le point 2’ € X', y compris lorsque 2’ € f( Crit(f)).
Théoreme de Riemann-Hurwitz. Le nombre total de branchement :
b = branchement(f) = Z (muttiplicité,(f) — 1)

zeX

d’une application holomorphe non constante f: X — X' entre surfaces de Riemann com-
pactes qui établit automatiquement un revétement holomorphe ramifié a un nombre fini :

d := degré(f)
de feuillets est relié aux genres respectifs :
g = genre(X) et g = genre(X’)
de X et de X' par la formule :

2-2g=d(2—2¢) —b|,

c’est a dire de maniere équivalente en termes de leurs caractéristiques d’Euler respectives
définies comme :

XEuIer<X> =2 29 et XEuIer(X/) =2 29/7
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par la formule remarquable :

Xeuler(X) = degré(f) - Xeuler(X') — branchement( f)

DEMONSTRATION. On peut donner une démonstration purement topologique de ce
théoréme, en produisant deux triangulations de X et de X’ qui sont adaptées au revétement
ramifié f: X — X' et qui respectent ses points de ramifications, mais nous allons plutdt
utiliser des arguments analytiques basés sur ce qui a déja été vu.

Choisissons une 1-forme méromorphe globale non nulle w’ arbitraire sur X' et soit w :=
f*w' sa tirée en arriere, qui est, de méme, une 1-forme méromorphe globale non nulle sur
X. Grace a ce qui précede, on connait les degrés de w et de ' :

29 — 2 = deg(w) et 2g' — 2 = deg(w').

Soit x € X un point arbitraire et soit 2’ := f(z) son image par f. D’apres le théoréme
qui décrit le comportement local des applications holomorphes, il existe un voisinage de
coordonnée (U, z) de x et un voisinage de coordonnée (U’,z') de 2" avec z(z) = 0 et
Z'(z") = 0 dans lesquels I’application f est une puissance :

k

22 =2(2) = 2",
ou ’entier k£ = v,(f) est bien entendu égal a la multiplicité de f en x. Soit alors :
W =) d7
la représentation locale de w’. Clairement, sa tirée en arriere est égale a :
frw=v(z") d(=F)
=k 2+t w(zk) dz
ce qui montre que son ordre en x s’exprime comme :
ord, (f*w) = (k — 1) + kordy(¢))
= b (f) + vu(f) ordy (w).

Si donc I’on somme ces égalités sur tous les points # € f~1(2’) appartenant 2 la préimage
d’un point quelconque x’ € X', on obtient :

> ow(ro)= X (X )t

zef~1(a') zef~1(a!) zef~1(a!)
= Z b (f) + degré(f) - ord, (w).
zef~1(z')

Enfin, en sommant ces relations sur tous les points 2’ € X', on calcule :

deg(f*w) = Z ord, (f*w)

reX

- Z Z ord, (f*w)
v'eX’ zef-1

_ Z Z f) + degré(f) - Z ord, (w)
'eX’ zef—1(a') z'eX!

= branchement( f) + degré(f) - deg(w),
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ce qui montre bien, en revenant aux valeurs de deg ( f*w) et de deg(w), la relation de
Riemann-Hurwitz. U

Revétements de la sphere de Riemann. Dans le cas particulier d’un revétement ramifié :
. X — P

a d feuillets de la sphere de Riemann par une surface de Riemann compacte X avec un
nombre total de branchement égal a b, la formule de Riemann-Hurwitz montre que le genre
de X est nécessairement égal a :

b
Lorsqu’on a affaire a un revétement double, i.e. lorsque d = 2, le genre de X est égal a:
b
=-—1
973

Une surface de Riemann compacte de genre > 2 qui admet un revétement (ramifi€¢) double
sur P! est dite hyperelliptique.
Voici un exemple trés concret. Soit 7: X — P! la surface de Riemann de la racine

carrée \/ P(z) d’un polynéme :
P(z) = (z =a1) - (2 — ay)

de degré k qui possede k racines deux a deux distinctes aq, ..., a. Puisque 1’ordre de
branchement b doit étre pair, on voit que le revétement 7: X — P! admet le point co € P!
comme point de branchement précisément lorsque % est impair, ce que nous avons déja vu
dans le chapitre sur les fonctions algébriques. Ainsi en général, le genre de X est-il égal a

la partie entiere :
_ k=1
qg= Ent( 3 )

Pour une telle surface de Riemann hyperelliptique, on peut donner une base explicite :
Wiy, Wy
de I’espace vectoriel des 1-formes holomorphes sur X, a savoir la base :
2z
Wj 1= ——— (j=1-g=Ent(*51)),

P(z)

oll z est une notation naturelle pour la fonction méromorphe 7: X — P!; en effet, en
utilisant des cartes locales au voisinage des points critiques de 7, on vérifie — exercice
recommandé — que les w; sont holomorphes sur X tout entier, et par ailleurs, il est clair
qu’elles sont linéairement indépendantes.

Théoreme d’annulation cohomologique. Soir X une surface de Riemann compacte de
genre g et soit D un diviseur sur X. Alors des que :

degD > 2g — 2 +1,
on a annulation du premier groupe de cohomologie du faisceau O'p :
0=H' (X , ﬁD),
donc l’'inégalité de Riemann(-Roch) se transforme en une égalité :

dimHO(X, ﬁD) =1—g+degD.
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DEMONSTRATION. En effet, prenons une 1-forme méromorphe w non nulle sur X et
considérons son diviseur :

K :=div(w) de degré deg K = 2¢g — 2.

Rappelons que w induit I’isomorphisme de faisceaux :
Q_p=0k_p.
Ainsi grace a la dualité de Brill-Noether-Serre et a cet isomorphisme :
H'(X,0p)" = H°(X,Q_p)
~ H°(X,Ok_p).
Sidoncdeg D > 2g — 2 + 1, on a immédiatement :
deg(K — D) < —1,

ce qui implique que ce dernier espace H° (X , Ok D) = 0 s’annule, d’apres ce qui a été vu
avant le théoreme de Riemann-Roch. U

Corollaire. Sur une surface de Riemann compacte X, le premier groupe de cohomologie
du faisceau M x des fonctions méromorphes s’annule toujours :

0=H"(X, ).

DEMONSTRATION. En effet, soit £ € H* (X M X) une classe de cohomologie qui est
représentée, relativement a un recouvrement ouvert 4 = ( Ui)i <, de X, par un cocycle :

(fij) c 7! (il, ﬂx)

de fonctions méromorphes. En raffinant si nécessaire le recouvrement 41, on peut supposer
sans perte de généralité que le nombre total des poles de tous les f;; est fini. Grace a cela,
il est aisé de produire un diviseur D de degré :

degD >2g—2+1

pour lequel (f;;) € Z'(4,Op). Mais grace au théoréme vu a Iinstant, (f;;) est co-
homologue a zéro relativement au faisceau Op, et donc aussi, relativement au faisceau
M x O % D- O

Retour sur la définition du résidu intégral d’une classe de cohomologie
¢ € H'(X,Qx).

Lemme. Le faisceau #'T% des 1-formes méromorphes sur X est isomorphe au faisceau
Mx des fonctions méromorphes sur X, donc son premier groupe de cohomologie s’annule
lui aussi :

0=H"(X, #T%).

DEMONSTRATION. En effet, on a déja plusieurs fois utilisé le fait qu’un isomorphisme
M —— MT% est fourni par f — fw, oll w est une 1-forme méromorphe non nulle
quelconque sur X. 0
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Un tel isomorphisme peut étre utilisé pour redonner une définition — sans recourir a
des intégrales doubles — de 1’application résidu intégral :

Res: HI(X,QX) — C

qui a été introduite au tout début de ce chapitre. En effet, supposons qu’une classe de
cohomologie arbitraire :

¢ € H'(X,Qx)
soit représentée par un cocycle de 1-formes holomorphes :
(wij) € Z' (YU, Qx)

relativement a un recouvrement ouvert 4 = (UZ) .y de X. Comme nous venons de voir que

H! (X ,AMT )*() = 0 s’annule, ce cocycle se scinde dans le faisceau .ZT%, ce qui veut dire
qu’il existe une distribution de Mittag-Leffler de 1-formes méromorphes :

(wi) e’ (il, ,///T)*()
dont la classe du cobord redonne ¢ :
[5((%)” =¢.

Alors puisque les différences w; — w; = w;; € Qx (U; N'U;) sont holomorphes, le premier
théoréme de ce chapitre montre que :

Res(§) = Res((w;)),
ce dernier résidu étant calculé au sens classique.

Engendrement par des sections globales. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann
X, sans hypothese de compacité.

Définition. On dit que le faisceau O'p est engendré par ses sections globales si, en tout
point z € X, il existe une fonction méromorphe globale :

feH(X,0p)
telle que :
ﬁD,x = ﬁX,a: fa

a savoir : tout germe de fonction méromorphe ¢, € Op , avec ord, (cpgc) > —D(z) peut
étre écrit comme :

Pz = 77/}90 fwa

avec un certain germe de fonction ¢, € Ox ,, ou f, désigne le germe en x de la fonction
globale f.

Cette condition Op , = Ox, f, équivaut en fait (exercice) a demander que :
ord,(f) = — D(x).

Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g et soit D un diviseur sur
X de degré :
degD > 2g.

Alors O est engendré par ses sections globales.
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DEMONSTRATION. En effet, fixons un point x € X et introduisons le diviseur D’
défini par :
D(y) lorsque y # x,
D(y) — 1 lorsque y = .

D)~ {

Puisque 1’on a deg D > deg D’ > 2g — 2, le théoréme qui préceéde nous donne les deux
annulations de cohomologie :

0=dmH"(X,0p) =dmH" (X, 0p).
Ensuite, le théoreme de Riemann-Roch assure que les (in)égalités suivantes sont satisfaites :
dim HO(X, ﬁD) =1—g-+degD
>dimH°(X,0p) =1—g+degD'.
Par conséquent, il existe une fonction méromorphe globale :
f € H(X,0p)\ H'(X, ).
Clairement, cette fonction satisfait ord,.(f) = —D(x). O

Plongement dans un espace projectif. On note PV I’espace projectif de dimension N qui
est défini comme le quotient :

PY = (CY\{0}) ~,

ou ~ est la relation d’équivalence suivante :

(20,---y2n) ~ (20, .., 2y) <= FXNECT: zp=Az, ...... L AN = A2y
On notera [zO: s zN] la classe d’équivalence de (zo, cee ZN) € (CN“\{O}. Muni de la
topologie quotient, PV est un espace topologique compact (exercice de révision).
Pour tout entier j = 0, ..., N, on introduit maintenant 1’ouvert :
U, := {[20: :ZN} e PV Zj #O}
Visiblement, la famille des N + 1 ouverts Uy, . .., Uy forme un recouvrement de P"V. En-
suite, on introduit pour tout j = 0, ..., N I’application :

Pj - Uj%(CN

définie par :

R 40 Zj—1 Zj+1 ZN
Yilz0,--, AN ) = T T T ey T
Zj i & Zj

On vérifie — exercice de révision — que ¢; est bien définie et envoie U; homéomorphi-
quement sur CV.
A présent, soit X une surface de Riemann compacte et soit :

F: X —DPV

une application continue. Alors les W; := F~1(U;) sont des sous-ensembles ouverts de X,
et on peut considérer les applications composées :

F;:=pjoF: Wj—>CN.
Ainsi, chaque application F}; est un vecteur /V-dimensionnel :
F}' - (Fj1?7F]N)
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de fonctions scalaires continues :

F,: W; — C.

Définition. L’application F': X — PV est dite holomorphe si toutes les composantes F},,
v =1,...,N, de chacune des F; = ;o I, 7 = 0,..., N, sont holomorphes. Elle est
dite une immersion holomorphe si de plus, pour tout x € X, il existe au moins une F}, de
domaine W; > z contenant le point = en lequel sa différentielle dF},(z) # 0 ne s’annule
pas. Enfin, F': X — P est dite un plongement holomorphe si c¢’est une immersion
injective’.

Des exemples d’applications holomorphes F': X — P¥ peuvent étre construits de la
maniére suivante. Soient fo, ..., fy € #x(X) des fonctions méromorphes qui ne s’an-
nulent pas identiquement. On définit une application :

N
F = [fo:flz :fN]: X —P
comme suit. Pour z € X, soit (V, z) un voisinage de coordonnée de = avec z(x) = 0 et
soit :
k = min; ordx(f;).
Sur V, on peut écrire :
k
ol g; est holomorphe dans un voisinage de x et oui, pour au moins un entier j, on a g;(x) #
0. Posons alors :

F(z):= [go(x): -+ 1 gn(2)].
Bien entendu (exercice), cette définition est indépendante de la carte locale choisie. Lorsque

gj(z) #0,ona F(z) € U;,d’ou x € W, et donc I’application :
Fjl W]‘ — (CN

définie plus haut s’exprime comme suit dans un voisinage de z :

F:(@... g_g_g_fv)

7 ) ) ) )
9j 9gi 9j 9j
ce qui montre que F' est en fait une application holomorphe.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte arbitraire de genre g quelconque.
Pour tout diviseur D € Div(X) de degré :

deg D > 2g — 2 + 3,
et pour toute base {fo, ey fN} de H° (X, ﬁD) de cardinal® :
1+ N=1—-g+degD,
I’application holomorphe associée :
F= [foz -~-:fN}: X — PV
fournit un plongement de X dans I’espace projectif complexe PV .
> Iei, X est supposée compacte, mais quelle serait la définition appropriée de la notion de plongement

sans hypothese de compacité ?
® A fortiori deg D > 2g — 2 + 1, donc le théoreme d’annulation de 0 = H' (X, &p) s’applique.
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Toujours sous I’hypothese que deg D > 2 g — 2 + 3, on peut raffiner ce théoréme et
trouver — ce que nous ne ferons pas ici — quatre fonctions méromorphes globales :

Yo, L1, P2, P3 € HO(X, ﬁD)
qui fournissent un plongement :
[0 1102 03]
dans I’espace projectif complexe de dimension 3.

DEMONSTRATION. (a) Pour commencer, montrons que F' est injective. Soient donc
x1 # T deux points arbitraires de X . Soit D’ le diviseur défini par :

D(x lorsque x # x9,
D'(x) = (x) q # Ty
D(z) —1 lorsque x = xs.
Comme son degré est minoré par :
degD' =degD — 1> 2g,

un théoreme qui précede nous assure que le faisceau &'p est engendré par ses sections
globales. En particulier, quand on se place au point x1, il existe une fonction méromorphe
globale f € H°(X, Op/) telle que :

ord,, (f) = —D(z1),
tandis que, par définition de D', on a :
ord,,(f) = —D(xz2) + 1.

Bien entendu, f appartient aussi a 1’espace H° (X , ﬁp), et donc on peut décomposer f
selon la base qui en est donnée :

N
F=> Nt
j=0

avec certaines constantes \; € C.

Soient maintenant (Vy, z1) et (Vs, 22) deux voisinages de coordonnées de z; et de x5
avec zi1(x1) = 0 et z9(z2) = 0. Puisque le faisceau Op est engendré par ses sections
globales, on doit avoir en termes de la base et aux deux points z,, :

—D(x,) = ijiQN ordy, (f) =: ku
(v=1,2).
Si nous écrivons alors dans un voisinage de chaque x,, les factorisations :
f=2"gu et fi = 25" gus (j=0-N),
il vient apres suppression de zl’f“ :
F(x,) = [guo(xu)3 T :guN(xu)} (h=1,2),

et aussi :

gu(zy) = Z Aj g (T)-
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Mais grace aux contrdles des ordres de f en z; et en x5 préparés a 1’avance plus haut, on
voit aisément que :

g1(x1) #0 et ga2(2) = 0,
ce qui montre que F'(x1) # F(x2).

(b) Montrons maintenant que F' est une immersion. Fixons un point xy € X et introdui-
sons le diviseur D’ défini par :

D(z) = D(x) lorsque x # xy,
' D(x) —1 lorsque = = xo.

Alors comme deg D' > 2g, le faisceau O est a nouveau globalement engendré, ce qui
signifie, au point o, qu’il existe une fonction méromorphe globale f € H° (X , ﬁ’D/) satis-
faisant :

ord,, (f) = —D(xo) + 1.

Comme ci-dessus, décomposons f selon la base de H° (X ,O D) :

N
F=Y "Nt
j=0

avec certaines constantes \; € C. Ensuite, prenons un voisinage de coordonnée (V, z) de
xo avec z(xg) = 0 et factorisons :

f=2"g et fi=2"g (j=0-N),
par la puissance minimale de z possible :

k= min ord,, (f;) = —D(zo).

0N

Soit v un indice tel que g, (7o) # 0. Aprés renumérotation éventuelle, on peut supposer que
v = 0. L’application introduite juste avant le théoreme :

FOIQOOOFZ WOECN

dans laquelle on divise par g s’écrit :

FOZ(FOD"')FON): (%)"'7‘.’;_];7)7

ce qui nous permet de ré-écrire la relation de décomposition selon la base :

N N 7 g

E )\jFOjZE )\j(_7>:__)\0,
— — 9o

7j=1 7=1

90

Par conséquent :
N
N N dEy = d(i).
=1 9o

Mais puisque go(xo) # 0 et puisque g posséde un zéro qui n’est que du premier ordre en

To,ona:
d(%) (o) # 0.
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Donc dFy;(xg) # 0 pour au moins un indice j. Ceci montre que ' est une immersion et
conclut Ia démonstration du théoréme de plongement projectif des surfaces de Riemann
compactes. U

Exercices

Exercice 18.1. Soit X — P! la surface de Riemann de la fonction algébrique ¥/T — 27, i.e. la fonction algébrique
définie par le polynéme :
P(T)=T" +2" —1 €. (P")[T),

ol z € .#(P") est la fonction coordonnée canonique. Montrer que le genre de X est égal & :

_(n—=1)(n-2)

="
Exercice 18.2. Soit X une surface de Riemann compacte. Soit 2(X) C .#Tx(X) I'espace des 1-formes
méromorphes sur X dont les résidus s’annulent en tout point de X. En utilisant 'Exercice 16.3, montre que :

H'(X,C) =2 2(X)/d(#(X)).

Exercice 18.3. Soit X = C/I" un tore complexe. Montrer que les classes de dz et de pr dz forment une base
de 2(X) modd.Z(X).

Exercice 18.4. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X de genre g. Montrer que :

(@ dmH°(X,0p) =0 pourdegD < —1;

(b) 0<dimH’(X,0p) <1+degD pour —1 < degD < g —1;
(¢ 1—g+degD <dimH’(X,0p) <g pourg—1<degD <2g—1;
(d) dimH°(X,0p) =1—g+degD pourdegD > 2g — 1.

Exercice 18.5. Soit K = div(w), w € .#Tx(X)\{0}, un diviseur canonique sur une surface de Riemann
compacte X de genre g > 1, et soit D > K un diviseur avec deg D = deg K + 1. Montrer que le faisceau 0'x
est engendré par ses sections globales, mais que ¢ ne l'est pas.

Exercice 18.6. Soit I' C C un réseau et soit p la fonction o de Weierstrass qui lui est associée. Interpréter o et
sa dérivée wp’ comme des fonctions méromorphes sur C/T Montrer que :

[1:p:9"]: C/T — P?
est un plongement.

Exercice 18.7. Soit X une surface de Riemann compacte de genre 2. Soit {w1,w> } une base de H’ (X, Qx).
On définit f € .#(X) par wi = fws. Montrer que f: X — P! est un revétement holomorphe ramifié & deux
feuillets.
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19. Fonctions et formes différentielles

a parties principales prescrites

Le théoreme classique de Mittag-Leffler dans le plan complexe stipule qu’il existe
toujours des fonctions méromorphes dont les parties principales :

1 1 1
A + A2 2+~'-+/\ukm

z—ag (z — ax)
sont prescrites en un ensemble discret quelconque de points {ak} C C. Sur une sur-
face de Riemann compacte, excepté sur P!, cela n’est pas toujours vrai, mais grice 4
la dualité de Brill-Noether-Serre, on peut trouver des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que cela soit satisfait.

Distributions de Mittag-Leffler de fonctions méromorphes. Soit X une surface de Rie-

mann et soit 4 = (Ui)ie , un recouvrement ouvert de X.

Définition. Une cochaine :
(fi) € Oo(ﬂ, e///x)
est appelée une distribution de Mittag-Letfler de fonctions méromorphes si les différences
par paires :
fi—fi€eO0x(U;nV;)
sont holomorphes sur les intersections d’ouverts.
Autrement dit, les fonctions f; et f; ont mémes parties principales — mémes poles a

et mémes coefficients complexes des puissances de ﬁ — sur leur domaine commun de
définition.

Définition. Une solution du probleme de Mittag-Leffler est une fonction méromorphe glo-
bale :

fe#x(X)
ayant les mémes parties principales que ( fi) , a savoir les différences :
deviennent holomorphes pour tout ¢ € 1.

Notons alors :
()] = [(f; = £)] € H'(X, 0x).
la classe de cohomologie que ce cocycle holomorphe représente.
Théoreéme. Sur une surface de Riemann X arbitraire, compacte ou non compacte, munie

d’un recouvrement ouvert quelconque 3 = (U,) une distribution de Mittag-Leffler de
fonctions méromorphes :

e’

(fi); fi € «///X(Uz')7
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possede une solution méromorphe globale :

feHx(X)
rendant holomorphes toutes les différences :
f‘Ui_fieﬂX(Ui) (iel),

si et seulement si la classe de cohomologie de son cobord :
o((fi)) =(fi—fi)=0
s’annule dans H*' (X7 ﬁx).
Historiquement parlant, ce sont les problemes de Mittag-Leffler (additif) et de Cousin
(multiplicatif) qui ont ét€ moteurs de I’invention de la cohomologie. La démonstration qui

suit est essentiellement élémentaire avec tous les outils introduits jusqu’a présent, mais il
importe de bien en (re)méditer les principes.

DEMONSTRATION. (a) S’il existe une fonction méromorphe globale f € .#x(X) ren-
dant holomorphes toutes les différences f ] u. — Ji» corrigeons naturellement notre cochaine
méromorphe (f;) :

gi=fi—f¢€ ﬁX(Ui)a

en une cochaine holomorphe sans modifier son cobord :

0((9:) = (95— ) = (fi = £, — fi+ f) = (fi = fi),
N—_——
holomorphe
ce qui montre que le cocycle ¢ (( fz)) = ( fi — fl) est contenu dans Bl(il, o X), donc
s’annule en cohomologie.
(b) Réciproquement, supposons I’annulation du cocycle [6((f;))] = 0 dans
H! (X , ﬁx). D’apres les éléments généraux de la cohomologie de Cech, indépen-
damment du choix du recouvrement ouvert, cela signifie exactement que notre cocycle est

le cobord :
0((f)) = (fi = fi) = (95— 9:) = ((90))
d’une certaine cochaine holomorphe :
() € CO(4, O).
Mais alors on déduit immédiatement que :
fi—gi=1Ffi—y;

sur chaque intersection d’ouverts U; N U;, donc les f; — g; se recollent pour fournir une
fonction méromorphe globale f € .#x(X). Or puisqu’il est clair que :

flo, = fi=ti,— 9= fi, = —9: € Ox(Vy),
cette fonction f résout bien le probleme de Mittag-Leffler. 0

Le cas compact. Pour toute surface de Riemann compacte X, on a démontré dans le
chapitre qui précede que H' (X , M X) = (. Ceci implique qu’étant donné une classe de
cohomologie quelconque ¢ € H! (X , O X), il existe toujours une distribution de Mittag-
Leffler de fonctions méromorphes p € C°(4, .#x) telle que & = [4(x)], dans un recou-
vrement ouvert approprié. Par conséquent, excepté sur la sphere de Riemann P! sur laquelle
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H! (X ) ﬁ’X) = genre(P!) = 0, sur toutes les autres surfaces de Riemann qui sont de genre
> 1, il y a des problemes de Mittag-Leffler qui sont sans solution.

Maintenant, supposons que X est une surface de Riemann compacte quelconque et soit
pn e CY (L(, M X) une distribution arbitraite de Mittag-Leffler de fonctions méromorphes
sur des ouverts de X . Alors pour toute 1-forme holomorphe w € Qx(X), le produit :

pw e CO(U, ATy)

fournit une distribution de Mittag-Leffler de 1-formes méromorphes, dont on peut calculer
le résidu en appliquant I’une des deux définitions du chapitre qui précede.

Théoreme. Pour qu’une distribution de Mittag-Leffler :
n e Y (ﬂ, M X)

de fonctions méromorphes sur une surface de Riemann compacte X admette une solution
méromorphe globale sur X, il faut et il suffit que ’on ait I’annulation de :

Res (,u w) =0,
pour toute 1-forme holomorphe globale w € Qx(X).

DEMONSTRATION. Grace au théoréme qui précede, une solution existe si et seulement
si [0(u)] = 0. Bien entendu, [6(p)] € H'(X, Ox) s’annule si et seulement si 'on a :

M[6(w)]) =0,

pour toute forme linéaire A € H*(X, Ox)". Grace au théoreme de dualité de Brill-Noether-
Serre qui représente toute telle forme linéaire sous la forme d’un résidu-produit, tel est le
cas si et seulement si I’on a :

0= ([o(n)], w)

= Res([0(n)] w)

= Res (u w),
pour toute 1-forme holomorphe w € Qx(X), ce qui conclut. U
Notons que si wy, .. .,w, est une base de 2x(X), la condition Res (,u w) = 0 pour tout
w € Qx(X) revient aux g conditions :
0 = Res(pwy) (k=1-g).
Ainsi, 1 posseéde une solution si et seulement si g = genre(X) équations linéaires sont

satisfaites.

De plus, si fi, fo € #x(X) sont deux solutions, alors f; — f> sont holomorphes sur
X compacte, donc constantes. Autrement dit, les solutions au probleme de Mittag-Leffler
sont uniques a une constante additive pres.

Application aux fonctions doublement périodiques. Soient v, € C deux nombres
complexes linéairement indépendants sur R et soit :

P:={tim+tp: 0<t1 <1, 0<t; <1}

Supposons qu’en des points a4, . .., a, € P, des parties principales soient prescrites :
-1

Z SACE

I/:—’r’j
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pourj=1,...,n.

Proposition. 1/ existe une fonction méromorphe f € Mc(C) doublement périodique par
rapport au réseau I' = Z vy, + Zy, et possédant des poles ayant exactement ces parties
principales prescrites si et seulement si :

n

O:Z c(_ji

j=1

DEMONSTRATION. En effet, toute fonction méromorphe doublement périodique par
rapport au réseau I" peut étre considérée comme une fonction méromorphe sur le tore C/T".
Les parties principales prescrites donnent naissance (exercice mental) a une distribution de
Mittag-Leffler p sur X. La forme différentielle w sur X induite par la 1-forme dz sur C
fournit une base de Qx (X)), puisque dim Qx(X) = 1. Maintenant :

n

Res(pw) = Z v,

=1

donc le résultat découle du théoreme qui précede. U

En particulier, ceci implique qu’il n’existe pas de fonction méromorphe doublement
périodique ayant précisément un seul pdle d’ordre 1 dans tout parallélogramme de périodes,
fait déja connu.

Dans ce qui va suivre, le but est de déterminer s’il existe, sur une surface de Riemann
compacte X de genre ¢ > 2, des fonctions méromorphes qui ont exactement un podle
d’ordre < ¢ en un point, et qui sont holomorphes ailleurs. A cette fin, nous avons besoin de
quelques préliminaires.

Le déterminant wronskien. Soient fi, ..., f, des fonctions holomorphes sur un domaine
UccC.
Définition. Le déterminant wronskien de fi, ..., f,, est le déterminant de la matrice des

dérivées fém), 0<m<g—1,1<k<g,asavoir:

S for o Sy
f oo I
W(fi, ..., fy) i=det| . oo
fl(gfl) fz(gfl) . 9(9*1)
Lemme. Si les fonctions f1, ..., f, sont linéairement indépendantes sur C, alors leur déter-

minant wronskien n’est pas identiquement nul en tant que fonction de la variable complexe
z dans le domaine U € C.

(La réciproque est immédiatement vraie.)

DEMONSTRATION. En raisonnant par récurrence sur I’entier g, supposons que nous
ayons déja établi que :

W(fi,.... fg-1) Z0.
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Considérons alors 1’équation différentielle ordinaire de degré g — 1 :

fi fa o fg w

f{ fé R ’_1 w'
W(fl,...,fg,l,w) = det : : ' g:

o= flo=) o plom ) (e-D)

:07

satisfaite par une fonction holomorphe inconnue w = w(z), z € U. En développant ce
déterminant par cofacteurs le long de sa derniere colonne, on obtient :

ao w(gfl) +a w(gf2) R g1 W = 0’
ou le premier coefficient est le wronskien :

Ao = W(f17 s 7fg—1)-
Il est clair que f,. .., fy;—1 sont solutions de cette équation différentielle. Si donc on sup-
pose par 1’absurde que W( fi,o s fo-1s fg) = 0 s’annule identiquement, alors w := f, est
une autre solution de cette équation différentielle. Mais puisqu’elle est linéaire, I’espace de
ses solutions est un espace vectoriel de dimension g — 1 (théoreme supposé connu dans ce
cours), donc f, s’exprime nécessairement comme combinaison linéaire des g — 1 solutions
indépendants fi, ..., f,_1, ce qui contredit I’hypothese. 0

Maintenant, supposons que X est une surface de Riemann compacte de genre g > 1,
et soit wy, ..., w, une base de {2x(X). Pour toute coordonnée holomorphe locale (U, z)
sur X, on peut définir une fonction holomorphe W, (wl, e ,wg) sur U comme suit. Les
1-formes wy, peuvent étre écrites wy = fi dz sur U, et on pose :

Wowr. o vwg) = W(frreoo s fy),
ou les dérivées sont prises par rapport a 2.

Théoreme. Soient (U, ) et (G, E) deux coordonnées holomorphes locales sur X. Alors sur

U N U, la relation entre les deux déterminants wronskiens relatifs a ces deux coordonnées
est :

. 9lgtl)

z 2

Wz(wl,...,wg) = (E) Wg(wl,...,wg).

DEMONSTRATION. Par hypothese, la fonction holomorphe :

dz . ~
@D::%GﬁX(UﬂU)

ne s’annule en aucun point. Définissons les deux fonctions holomorphes f;, et ﬁ surUNU
par :
WE = fde = ﬁd?
Alorson a : _
Je =9 fi.

Par récurrence sur un entier m, on se convainc aisément (exercice) que :

i RN T S N

dzm dzm P

=0
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avec des fonctions ¢,,, holomorphes sur U N U qui ne dépendent pas de k. On en tire par
combinaisons linéaires entre les lignes des déterminants (exercice) que I’on a :

dm k=1,....9 dm~ k=1,....9
det( dzik) = det (W”“ —fk)

m=0,...,g—1 dzm m=0,...,g—1
Puisque 1 +2+---+g = @, le résultat est démontré. U
Si Wy,...,Ww, est une autre base de Qx(X), il existe des constantes c¢;;, € C avec

det(cjk) =: ¢ # 0, telles que :
g
wj = Z Cik W (i=1-+9),
k=1
d’ol I’on déduit que :
Wz(wl, e ,wg) = CWZ(@l, e ,@g).
Par conséquent, la définition énoncée ci-dessous ne dépend ni du choix d’une coordonnée
holomorphe locale, ni du choix d’une base pour Q2 x (X).

Définition. Sur une surface de Riemann compacte X de genre g > 1, un point p € X est
dit un point de Weierstrass si, pour une (et donc toute) base :

Wiy ..., Wqg S Qx(X),

et si pour une (donc toute) coordonnée holomorphe locale (U, z) en p, le déterminant wrons-
kien s’annule en p :

0= Wz(wl, cwe)(p).
L’ordre de ce zéro est alors appelé le poids du point de Weierstrass.

Bien entendu, la seule surface de Riemann de genre 0, a savoir P!, n’a pas de point de
Weierstrass.

Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g et soit p un point de X.
Alors il existe une fonction méromorphe non constante f € #x(X) qui posséde un pole
d’ordre < g en p et qui est holomorphe sur X \{p} si et seulement si p est un point de
Weierstrass.

DEMONSTRATION. Nous allons appliquer le critere 0 = Res (,u w) énoncé au début de
ce chapitre. Soientwy, . . . ,w, une base de 2 x (X) et soit (U, z) un voisinage de coordonnée
de p avec z(p) = 0. Les formes wy, peuvent étre développées en séries entieres :

o0
W = Z ag, 2¥ dz (k=1-g)
v=0

au voisinage de z(p) = 0. La fonction f recherchée a comme partie principale en p :

g—1
c
h = g 1” ,
v
v=0
ou les constantes cy, . . ., c,—1 ne sont pas toutes nulles. En introduisant le recouvrement de

X a deux ouverts :

= (U, X\{p}),
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on produit donc une distribution de Mittag-Leffler :
= (h,0) € CO(YU, Ax).

Le critere mentionné nous assure alors 1’existence d’une fonction méromorphe globale réa-

lisant cette distribution si et seulement si :
—1

i<}

0 = Res (u wk) = Res, (h wk) = Ay Cy,s
v=0
pourtoutk = 1,..., g. Mais alors les équations 0 = Res (h wy,) ont une solution non triviale
(co,...,cq1) sietseulementsilona:
det(ak,,) =0,

ce qui équivaut a :
Wz(wl, o ,wg)(p) =0,
fin de la démonstration. 0

Théoreme. Sur une surface de Riemann compacte X de genre g, le nombre de points de
Weierstrass, comptés en tenant compte de leurs poids, est exactement égal a l’entier :

(g—1)g(g+1).

DEMONSTRATION. Soient (U;, z;), ¢ € I, un recouvrement de X par des ouverts de
coordonnées. Sur U; N U;;, les fonctions :

Py = dzj
Yo le
sont holomorphes sans zéro. Relativement a une base fixée wy, ...,w, de Qx(X), soient

les wronskiens :
VVZ' = Wzi(wl, ce ,wg) S ﬁx(uz)
D’apres un théoreme qui précede, on sait que :
g(g+1)

W, = wji > W sur U; N U;.

La fonction qui a z € U; associe :

D(z) := ord, (W)

définit un diviseur D sur X dont le support est constitué des points de Weirstrass, affectés
de leurs poids. Ainsi, deg D est le nombre a calculer.

Soit Dy le diviseur de wy. On sait, d’apres un des théoremes du chapitre sur la dualité de
Brill-Noether-Serre, que deg D, = 2g — 2. Si nous posons w;, = fi; dz; sur U;, clairement,
Dy (x) = ord, (fu) pour tout x € U;. De plus :

Jii =i fr;  sur Uy N U,

Donc grace a ces deux relations, on obtient :

g9(g+1) _g(g+1)

VVifh- 2 :ijlj 2 sur UiﬂUj.

Par recollement, il existe une fonction méromorphe globale f € .#x(X) avec f|u~ =
_9(g+1)

Wi fi;, ? .Lediviseurde f estalors égal a:

div(f) =D — 242U p,.
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Or puisque deg(f) = 0, il en découle que :
deg D = %4 deg Dy = 49 (29 —2) = (9 — 1) g (9 + 1),
ce qui conclut. U

Corollaire. Toute surface de Riemann compacte X de genre g > 2 admet un revétement
holomorphe f: X — P! ayant au plus g feuillets. En particulier, toute surface de Riemann
compacte de genre 2 est hyperelliptique.

DEMONSTRATION. Exercice. U
Formes différentielles a parties principales prescrites. Soit X une surface de Riemann
(pas forcément compacte), soit 4 = (UZ)Z . un recouvrement ouvert de X et soit :

= (wz) e Y (il, ///T)*()
une distribution de Mittag-Leffler de 1-formes méromorphes sur X.
Définition. Une solution de y est une 1-forme méromorphe globale :
we MTx(X)
qui possede les mémes parties principales que u, a savoir :

w!u_—wiGQX(Ui), pour tout ¢ € [.

Théoréme. Une distribution 1 € C°(U, .#T%) admet une solution si et seulement si la
classe de cohomologie [(5 u] € 0! (X , ) X) s’annule.

DEMONSTRATION. Exercice de compréhension laissé au lecteur assidu a qui I’on de-
mande d’étre un étudiant trés consciencieux. U

Théoreme. Sur une surface de Riemann compacte X, une distribution de Mittag-Leffler :
peC (U, ATY)
de 1-formes différentielles méromorphes admet une solution si et seulement si :
Res (u) = 0.
DEMONSTRATION. On sait que le résidu intégral coincide avec le résidu classique :

Res([du]) = Res(u).
On a démontré dans le chapitre qui précede que I’application :
Res: HI(X, QX) —C

est un isomorphisme. Donc la condition [5;4 = 0 équivaut a Res(p) = 0, ce qui fournit le
résultat. U

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte.

(a) Pour tout point p € X et pour tout nombre entier n. > 2, il existe une 1-forme
méromorphe sur X qui a un pole d’ordre n en p et qui est holomorphe ailleurs, une « forme
différentielle élémentaire de deuxieme espece ».

(b) Pour toute paire de points distincts pi,ps € X, il existe une forme différentielle
méromorphe sur X qui a des pdles d’ordre 1 en p; et en py avec des résidus égaux a +1 et
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a —1, respectivement, et qui est holomorphe ailleurs, une « forme différentielle élémentaire
de troisieme espece ». |

Exercices

Exercice 19.1. Soit U := {z € C: 7] < r}, avec r > 0, et soit f: U — C une fonction holomorphe avec
£(0) #0.

(@) On définit f;(z) := 27~" f(z) pour j = 1,..., g. Montrer que le déterminant wronskien W (f1,..., f,)
ne s’annule pas a l'origine.

(b) On définit ¢, (z) := 2> 72 f(z) pour j = 1,.. ., g. Montrer que le déterminant wronskien W (¢1, . .., ¢g)
a un zéro dordre 291 3 lorigine.
Exercice 19.2. Soit 7: X — P' une surface de Riemann hyperelliptique de genre g > 2.

(a) Montrer que les points de ramification p, ..., p2g+2 € X de 7 sont des points de Weierstrass de X.

(b) Montrer qu'il n’existe pas d’autres points de Weierstrass et que tout point de Weierstrass a un poids
égal a 291 (utiliser I'Exercice précédent).
Exercice 19.3. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 1 et soit wi,...,w, Une base de
Qx(X). Soit D > 0 un diviseur positif sur X. On note Mp I'ensemble de toutes les distributions de Mittag-
Leffler n > —D sur X, i.e. 'ensemble de toutes les distributions de Mittag-Leffler appartenant & C° (u, ﬁp)
pour un certain recouvrement 4l de X. On définit une application linéaire :

R: MD —_— Cq
par :
R(p) = (Res(uwl),...,Res(uwg)).

Montrer que I'on a :
dim H' (X, 6p) = g — dim R(Mp).
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20. Formes différentielles harmoniques

Avec I’aide des résultats obtenus jusqu’a ce point, il est maintenant aisé de dériver
des résultats au sujet des formes différentielles harmoniques sur des surfaces de Rie-
mann compactes X . En particulier, toute forme différentielle fermée sur X peut étre
écrite de maniere unique comme la somme d’une forme harmonique et d’une forme
exacte. Ceci implique que le 1°" groupe de cohomologie de de Rham de X est iso-
morphe a I’espace vectoriel des formes harmoniques sur X. En utilisant cela, on peut
établir que le genre est un invariant topologique.

Conjugaison complexe. Pour toute 1-forme w € F(X , T)*() sur une surface de Riemann
X, la conjugaison complexe induit une 1-forme différentielle conjuguée :

o el(X,T}),

puisque localement, on peut écrire w = » ; [jdg;, ou les fonctions f; et g; sont ¢, etil

est naturel de poser :
W= Z f;dg;.
J

Définition. Une 1-forme w € I'(X, T') est dite réelle si w = w. En général, la partie réelle
d’une 1-forme est définie par :

Rew = % (w +E).
Clairement, w est réelle lorsque w = Rew.

Si ¢ est une courbe € ou rectifiable' sur X, on a :

/w:/w et donc : Re/w:/Rew.

Définition. Si w € Q2x(X) est une 1-forme holomorphe, sa conjuguée w est dite antiholo-
morphe. L’espace des 1-formes antiholomorphes sur X sera noté €2 x (X).

L’opérateur * de Hodge. Toute 1-forme lisse w € I'(X,T%) peut étre décomposée de
maniere unique comme :

omwiter ot w € D(XTY) eton: wp e (X, T30)

Définition. On pose :

*W =1 (wl —52) .

Alors I’application :
«: D(X,Tx) — T(X,T%)

! Rappelons que nous avons pu définir fc w pour toute courbe fermée qui n’est que continue (%), et
dans ce cas, les relations €écrites restent aussi valables.
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est un isomorphisme R-linaire qui envoie I'(X, Ti"*) sur T(X, T5*") et vice versa.

Lemme élémentaire. Pour w € F(X, Tj}), pour w; € F(X, T)*((I’O)), pour wy €
I'(X, T)*((O’l)) et pour f € €°°(X), on a les relations suivantes :

@) *x*xw=—w,

(b) *w = *w,

(© d(* (w4 ws)) =1i0w — iJwa,

@ xdf =id(f),

() *0f =—idf,

(F)  d(xdf) = 2i 90(f). O
Définition (Formes différentielles harmoniques). Une 1-forme w € I'(X,T%) sur une
surface de Riemann est dite harmonique si :

0 = dw = d(xw).

Théoreme. Soit w € I’ (X , T)*(). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) w est harmonique ;
(i) Ow=0w=0;
(i) w=w; +wy, oltw; € Qx(X) etoit wy € Qx(X);
(iv) étant donné un point arbitraire a € X, il existe un voisinage U de a et une fonction
harmonique f sur U tels que w = df .
DEMONSTRATION. L’équivalence entre (i), (ii), (iii) est laissée au lecteur.

(i) = (iv). Sachant qu’une forme différentielle harmonique est en particulier fermée, on
alocalement w = df, ou f est une fonction €"*°. Puisque 0 = d(xw) = d(xdf) = 2i00f, la
fonction f est harmonique.

(i) = (iv). Si w = df avec f harmonique, alors dw = ddf = 0 et aussi d(*w) =
d(xdf) = 0. U
Notation. L’espace vectoriel des 1-formes harmoniques sur la surface de Riemann X sera
noté Harm' (X). Ainsi :

Harm'(X) = Qx(X) ® Qx(X).
Donc si X est une surface de Riemann compacte de genre g, on a :
dim Harm' (X) = 2g.
Théoréme. Toute 1-forme harmonique réelle o € Harm'(X) est la partie réelle d’une, et
d’une seule 1-forme holomorphe w € Qx(X).

DEMONSTRATION. Soit 0 = w; + Ws avec wy,ws € Qx(X). Puisque :

0 = Wy + wy :wl +52:5,
on déduit wy = ws, donc 0 = Re (2wy).

Pour I’unicité, supposons que w € 2x(X) et que Rew = 0. Puisque w = df localement,
ou f est une fonction holomorphe, f a une partie réelle constante. Donc f elle-mé&me est
constante, d’ou w = 0. O
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Produits scalaires dans I’ (X , T};) . On suppose dorénavant que X est une surface de Rie-
mann compacte. Pour wy,w, € I'(X, T%), on pose :

(wy,ws) = // wy A *ws.
X

Visiblement, I’application (wy,ws) — (w1, ws) est linéaire par rapport au premier argu-
ment, et anti-linéaire par rapport au second. De plus :

(Wa,wr) = (wr,ws).

Lemme. Le produit scalaire (-, -) est défini positif.

DEMONSTRATION. En effet, soit w € I'(X,T%). Dans une carte locale (U, z), avec
z = x + 1y, on écrit :

w= fdz+gdz.
Alors :
KW = i(?d?—gdz),
et donc :
wAxw =1i(|f]>+|g*) dz N dz
=2(|f” + |gI?) dz A dy.
Ceci montre que (w,w) > 0 et que (w,w) = 0 si et seulement si w = 0. O

Ainsi avec ce produit scalaire, I’ (X , T;}) est un espace hermitien unitaire, mais ce n’est
pas un espace de Hilbert, car il n’est pas complet.

Lemme. Soit X une surface de Riemann compacte.

(@) 0F=(X), 06>°(X), Qx(X) et Qx(X) sont quatre sous-espaces vectoriels de
F(X , T)*() qui sont orthogonaux deux a deux ;

(b) d€>°(X) et *xd€'>(X) sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux de I' (X, T%)
etl’ona:

dE>®(X) @ *d€>(X) = 06 (X) © 06> (X).

DEMONSTRATION. (a) Puisque I' (X, T)*((I’O)) et (X, T)*((O’l)) sont orthogonaux (exer-
cice), il suffit de démontrer les deux relations suivantes d’orthogonalité :

0€>*(X) L Qx(X) et 06> (X) L Qx(X).
Soient donc f € €°(X) etw € Qx(X). Alors :
WA*If =iwANOf =iwAdf = —id(?w).

won=—i [[ a@Fw) o

grace au théoreme de Stokes. De maniere similaire, on démontre que :

(@,9f) = 0.

Ainsi :

(a) Soient f,g € €>(X). Alors :
df A *(xdg) = —df Adg = —d(f dg).
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Ainsi :
(df, xdg) = / d(fdg) = 0.
L’égalité : B
A€ (X) @ +dE>(X) = 067 (X) ® 06> (X)
découle alors du lemme élémentaire. O

Corollaire. Sur une surface de Riemann compacte X, toute forme différentielle exacte
o € Harm!(X) s’annule et toute fonction harmonique f € ¢>°(X) est constante.

DEMONSTRATION. Ceci découle du fait que d%">(X) est orthogonal a Harm'(X) =
Qx(X) ® Qx(X).
O

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte et soient ¢ € Harm'(X), resp. w €
Qx(X). Si, pour toute courbe fermée v dans X, on a :

/0:0, resp. Re/w:O,
2l el

DEMONSTRATION. Puisque o, resp. Re w, est alors exacte grace a un théoreme vu dans
un des chapitres qui précedent, le résultat découle du corollaire vu a I’instant. U

alors o = 0, resp. w = 0.

Théoreme. Sur toute surface de Riemann compacte X, il existe une décomposition ortho-
gonale :

DX, T"Y) = 96=(X) B 0x(X).
DEMONSTRATION. Soit g le genre de X. Puisque :
H' (X, 0x) = T(X, T{"V) [a6=(x)
d’apres le théoreme de Dolbeault, on voit que :

dm T (X, 73") /9¢>(X) = g.

D’un autre coté, on a dim Qx = g¢. Le résultat découle donc du lemme d’orthogonalité qui
précede. U

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte et soitoc € I’ (X , T )*((0’1)). L’équation
Of = o posséde une solution f € € (X) si et seulement si :

// ocANw=20,
X

DEMONSTRATION. En effet, cette condition est équivalente a 1’orthogonalité

pour toute w € Qx(X).

Théoreéme. Sur toute surface de Riemann compacte X, il y a une décomposition orthogo-
nale :

1 1
[(X,T%) = *d€>®(X) ® d€>(X) & Harm'(X)]|.
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DEMONSTRATION. En conjugant la relation de somme directe orthogonale obtenue
dans le théoreme qui précede, on obtient :

1
DX, T3"Y) = 06=(X) @ Qx(X).
Ainsi : B _
(X, T%) =0¢°(X) ® 0€¢°(X) ® Qx(X) ® Qx(X).
Le lemme d’orthogonalité donne le résultat. U

Théoreme. Soit X une surface de Riemann compacte. Alors :
* d 2k 00 L 1
Ker(F(X, %) -5 T(X, A TX)) = d€®(X) ® Harm!(X).
DEMONSTRATION. Puisque ce noyau contient visiblement :
Z(X) i=Ker(D(X, Tx) ~5 T(X, AT}))
L
DdE®(X) @ Harm'(X),
il suffit grace au théoreme vu a I’'instant de montrer 1’ orthogonalité :
Z(X) L xde>(X).
Soient donc w € Z'(X) et f € €>(X). Alors :
wA*(xdf) = —w AN df = d(f w).

wosdpy = [[ atre) =0,

ce qui conclut la preuve. U

Donc :

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte. Alors une forme différentielle o €
F(X, T)*() est exacte si et seulement si, pour toute 1-forme fermée w € F(X, T)*(), ona:

o= [[ one

DEMONSTRATION. En effet, cette condition est équivalente & (w, xo) = 0 pour toute
1-forme fermée w. Mais grice au théoreme pénultieme, ceci signifie que xo € *d€>°(X),
c’est-a-dire que 0 € d€°(X). O

Théoreme de Hodge-de Rham en dimension 1. Soit X une surface de Riemann compacte.
Alors :

H'(X,Cx) = Rham'(X) = Harm'(X) |.

DEMONSTRATION. Le premier isomorphisme a été vu dans un des chapitres qui pré-
cedent, et le second est maintenant évident. O

Remarquons que le faisceau Cx des fonctions localement constantes sur X a valeurs
dans C dépend seulement de la structure topologique de X. Par conséquent, 1’entier :

bi1(X) :=dimH'(X,Cx),

appelé premier nombtre de Betti de X, est un invariant topologique. Or a démontré il y a
quelques instants que :
b1 (X) = 2genre(X),
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donc le genre est un invariant topologique

Mentionnons qu’en tout genre > 1, il existe des surfaces de Riemann qui sont homéo-
morphes mais qui ne sont pas biholomorphes. La théorie de Teichmiiller montre que la
classification holomorphe des surfaces de Riemann de genre g dépend d’un seul parametre
complexe, lorsque g = 1, et de 3g — 3 parametres complexes, lorsque g > 2.

Exercices
Exercice 20.1. Soit X une surface de Riemann compacte.
() Montrer que dI' (X, Tx*V) = 899%™ (X) C (X, A*T%).
(b) Soit s# le faisceau des fonctions harmoniques sur X. Montrer que :

H' (X, ) = D(X, A°T%) /996 (X) = C.

(C) Soit w € I'(X, A*T% ). Montrer qu'il existe une fonction f € €>(X) telle que :
90f = w,

Oz//Xw.

Exercice 20.2. Soit X = C/T" un tore complexe. Pour une fonction f € ¢°°(X), on définit sa valeur moyenne

N e ([ gaonae) ([fwonis)”

Pour w = fdz + gdz € I'(X,Tx), on définit :
M(w) := M(f)dz+ M(g) dz.

si et seulement si :

(@) Siwe Z(X) := Ker(F (X,T%) - (X, AQT)*()), montrer que w et M (w) sont cohomologues.
(b) Montrer que 'application :
M: Z(X)— Harm'(X)
induit un isomorphisme :
Rham'(X) = Harm'(X).
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21. Théoreme d’Abel

Dans ce chapitre, nous étudions I’existence de fonctions méromorphes sur une sur-
face de Riemann compacte ayant des zéros et des poles prescrits. Bien entendu, il est
nécessaire que le nombre total de zéros soit égal au nombre total de pdles. Cepen-
dant, sur les surfaces de genre g > 1, cette condition n’est pas suffisante. Le théoreme
d’ Abel fournit alors la condition nécessaire et suffisante recherchée.

Fonctions méromorphes a diviseur prescrit. Soit X une surface de Riemann et soit D un
diviseur sur X.

Définition. Une fonction méromorphe f € .# (X) est dite une solutionde D sidiv(f) = D.

Autrement dit, la fonction f posséde précisément les zéros et les pdles qui sont prescrits
par le diviseur D. Lorsque X est compacte, une solution n’est possible que si deg(D) = 0.

Définition. Si I’on pose :
Xp :={z e X: D(z) >0},
une solution faible de D est une fonction f € €*°(Xp) telle que tout point a € X,

possede un voisinage de coordonnée (U, z) avec z(a) = 0 dans lequel il existe une fonction
1 € €°(U) avec ¢(a) # 0 satisfaisant :

f=v2" sur UnXp, ou k= D(a).

Clairement, une solution faible et une vraie solution, i.e. est une solution méromorphe,
précisément lorsque f est holomorphe sur X . Deux solutions faibles f et g de D different
par un facteur p € ¥°°(X) qui ne s’annule jamais.

Si fi, resp. fo, est une solution faible de D, resp. de Do, alors f := f; f est une
solution faible de D := Dy + D,. Aux points a € X ou :

D(a) > 0, tandis que : Di(a) <0 ou Dy(a) <0,

le produit f; f> n’est pas défini, mais en utilisant la continuité, il peut &tre prolongé en ces
points. De maniére similaire, f;/f> est une solution faible de Dy — Ds.

Différentiation logarithmique. Soit f une solution faible de D. Alors la dérivée logarith-

mique ¥ est une 1-forme € sur le complémentaire de :

/
supp(D) = {z € X: D(z) #0}.

Sia € supp(D) et si k = D(a), alors en utilisant la représentation f = 1) z¥, on calcule :

d d d

_f =k _Z + _w

S z
Maintenant, comme % est ¥ dans un voisinage de a, i.e. n’a pas de singularités, et
comme la singularité % est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue 2-dimensionnelle
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sur C = R?, on voit que pour toute 1-forme o € F(X , T)*() a support compact, I’intégrale

double :
/ — Ao

existe et est finie. Pour un usage ultérieur, on notera aussi que la 1- forme 2 f est €°° s

X tout entler puisque la représentation locale f = 1 z* implique de maniére similaire que

af _
f w

Lemme. Soient a4, ...,a, des points distincts deux a deux sur une surface de Riemann
X, soient ky,...,k, € Z des entiers, et soit D € Div(X) le diviseur sur X défini par
D(a;j) = kjpour j =1,...,netpar D(x) = 0 ailleurs. Si f est une solution faible de D,
alors pour toute foncnon g E € (X) a support compact, on a :

2z7r// /\dg—ZngaJ

DEMONSTRATION. Choisissons des voisinages de coordonnées disjoints (U;, z;) des
a; avec zj(a;) = 0 tels que, sur U;, on peut écrire f comme :

f =1 z]].cj avec 1; € €°(U;), etavec ¢j(x)#0 pourtout z € U,.

On peut supposer de plus que z;(U;) C C est le disque unité, pour j = 1,...,n.
Soient 0 < 7 < 5 < 1. Il existe des fonctions ¢, € €>°(X) satisfaisant :

SUpp(ng) - {’Z]‘ < 7’2} et Spj}ﬂzj\gh} =
Soit g; == @jgpour j = 1,...,n et posons :

go:=9—9g1— "~ Gn-
Puisque Supp(go) est compact dans :

= X\{al,...,an},

il découle du théoreme de Stokes et du fait que le bord de X est vide que :

I 4 rsa ] o) o
// Adg = Z// % Adg; Zk// dz]/\d

Maintenant, le théoreme de Stokes permet de calculer :

dz; dz;
Jl Srs - [ o)
u, %j =0 J Jegz1<r Zj

Donc :

dzs

= lim g; i

e=0 Jizjl=e %)
= 2im g;(a;)
= Qin(aj)a

ce qui donne la conclusion désirée. U
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Chaines, cycles et homologie.

Définition. Une 1-chaine sur une surface de Riemann X est une combinaisons linéaire finie
a coefficients entiers :

k
c= E n; cj, n; € 4,
j=1

de courbes continues ¢;: [0,1] — X. L’intégrale sur ¢ d’une forme différentielle fermée'
w e F(X , T )*() est alors naturellement définie par linéarité :

k
/w:: E nj/ w.
c j=1 cj

L’ensemble des 1-chaines, qui est un groupe abélien pour 1’addition, sera noté C(X).
Définition (Opérateur bord). Un opérateur bord :
0: C1(X) — Div(X)

est défini comme suit. Soit ¢: [0, 1] — X une courbe continue. On pose dc = 0 lorsque
¢(0) = ¢(1). Sinon, soit dc le diviseur ayant la valeur +1 au point ¢(1), la valeur —1 au
point ¢(0) et qui est nul ailleurs. Enfin, pour une 1-chaine arbitraire ¢ = »_. n;c;, on

définit :
Oc = Z n; dc;.
J

Clairement, on a :
deg(0c) = 0, pour toute 1-chaine ¢ € C;(X).
Réciproquement, sur une surface de Riemann compacte, étant donné un diviseur D de

degré nul : 0 = deg D, il existe toujours une 1-chaine c telle que dc = D. En effet, un
diviseur D de degré nul quelconque peut toujours €tre écrit comme une somme :

D =D +--+ Dy,

dans laquelle chaque D; prend la valeur +1 en un certain point b; et la valeur —1 en un
certain autre point a;, tandis que D est nul ailleurs. II suffit alors de prendre des courbes
continues ¢; de a; a b;, de sommer ¢ := ¢; + - - - 4 ¢, pour obtenir dc = D.

Définition. Le noyau de cette application O :
Z1(X) = Ker(Cl(X) 2, Div(X)),
est appelé le groupe des 1-cycles sur X.

En particulier, toute courbe fermée est un 1-cycle.

Définition. Deux cycles ¢, ¢ € Z;(X) sont dits homologues si, pour toute forme différen-
tielle fermée w € F(X, T)*(), ona:
[o=[w

! Rappelons que I’existence d’une primitive de p*w sur le revétement universel p: X—>Xa permis de
définir f( ,w sur des courbes fermées qui ne sont que continues, sans hypothese de rectifiabilité.
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L’ensemble de toutes les classes d’homologie de 1-cycles forme un groupe additif, le 1¢
groupe d’homologie de X, noté H;(X).

Ainsi, pour toute classe v € H,(X) et toute forme différentielle fermée w € I' (X , T)*() ,
I’intégrale f,y w a une valeur bien définie.

Deux courbes fermées qui sont homotopes sont aussi homologues. Par conséquent, on a

un homomorphisme de groupe :
7T1(X) —_— Hl(X)

On peut vérifier (exercice) que cette application est surjective. Toutefois, elle n’est pas en
général injective, car le groupe fondamental n’est presque jamais abélien.
Lemme. Soit X une surface de Riemann, soit c: [0,1] — X une courbe continue et soit U
un voisinage ouvert de c([O, 1]) relativement compact dans X. Alors il existe une solution
faible f du diviseur Oc avec f! U 1 telle que pour toute forme différentielle fermée

w E F(X,T)*(), ona’::
/ 2% / —/\w

DEMONSTRATION. (a) On considere d’abord le cas ou (U, z) est un voisinage de co-
ordonnée sur X, ot z(U) C C est un disque et ol la courbe ¢ se trouve entierement dans

U.
Soit a := ¢(0) et soit b := ¢(1). Il existe 7 < 1 tel que ¢([0,1]) C {|z| < r}. La

fonction :
(z — b)
log
zZ—a

a une branche bien définie sur {r < |z| < 1}. Choisissons une fonction ) € €>°(U)
satisfaisant w‘{|z‘<r} =let ¢‘{|Z‘>r,} = 0 pour 7 < r’ < 1 et définissons la fonction

fo € €°(U\{a}) par:

—b
exp (w(z) log jj) si r<|z| <1,

fo(z) =
z—0b .
si|z] <7
z—a
Puisque fy v <]z <1) 1, on peut prolonger continiment f; en une fonction f €

%> (X\{a}) en la déclarant égale a 1 sur X'\U. Par construction, f est une solution faible
du diviseur Oc.

Maintenant, supposons que w € I' (X T )*() est une forme différentielle fermée. Puisque
w posseéde une primitive dans U, il existe une fonction g € €*°(X) dont le support est
compact telle que w = dg sur {|z| <7’ } Donc en appliquant le premier lemme :

2in // =5 // A dg = g(b) — Q(G)Z/cw.

(b) Dans le cas général, il existe une partition :

O=to<ti<---<t,=1

Pumque = 0 sur X\U, I'intégrale sur X existe.



21. Théoréme d’Abel (d’apres Otto Forster) 233

de Iintervalle [0, 1] et des voisinages de coordonnée (U;, z;), j = 1,...,n, dans X tels
que :

@ c([t;-1,t]) cU; C U;

(ii) z; (Uj) C C est un disque.

Soit ¢; la courbe c| it En appliquant (a), on peut construire une solution faible f; du
J

—1t5]
= 1tellequel'ona:

JLo= s J 7

pour toute forme différentielle fermée w € I'(X, T)*(). Le produit f := f; --- f, remplit
alors les conditions du lemme. U

diviseur dc; avec fj| X\,

Corollaire. Soit X une surface de Riemann compacte. Alors pour toute courbe continue
fermée o sur X, il existe une unique forme différentielle harmonique :

0o € Harm'(X)

[ ff e

pour toute forme différentielle fermée w € I’ (X , T)*()

satisfaisant :

DEMONSTRATION. Soit f une solution faible du diviseur da = 0 qui satisfait les
conditions du lemme précédent. Puisque cette fonction f ne s’annule pas, % est une 1-
forme ¢ *° sur X, fermée. Grace au théoreme de Hodge-de Rham du chapitre qui précede,
il existe une forme différentielle fermée o, € Harm'(X) et une fonction g € € (X) telles
que :

L df
2 f

Siw € F(X, T)*() est fermée, alors dg A w = d(g w), et donc le théoreme de Stokes

(0X = ) donne :
/ m // 4 _// T
T 2ur

Pour ce qui est de 1’unicité, soit ¢/ € Harm? (X) une deuxieme solution du probléme.
Alors avec la différence 7 := 0, — 0’,ona:

// TAw =0,
X

pour toute forme fermée w € I'(X, T%). En particulier, on peut choisir w = *7, et donc
(,7y =0,d’00 0 =7 =0, — 0. O

=0, + dg.

Théoreme d’Abel. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X de degré
deg D = 0. Alors D a une solution méromorphe si et seulement si il existe une 1-chaine

c € C1(X) avec Oc = D telle que :
/w =0,

pour toute w € Qx(X).
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Clairement, la condition [ w = 0 doit seulement étre vérifiée pour une base de Qx (X).
Siy € C(X) est une 1-chaine arbitraire avec 0y = D, la condition peut étre reformulée

comme suit : il existe un cycle « € Z1(X) — a savoir o = v — ¢ — tel que :
pourtoutj =1,....g, otws,...,w, estune base de Qx(X).

DEMONSTRATION. (a) Premiérement, montrons que la condition est suffisante. Soit
¢ € C1(X) une 1-chaine avec dc = D telle que [ w = 0 pour toute w € Qx(X). Grace au
lemme qui précede, il existe une solution faible f du diviseur D satisfaisant :

/ 2m/ Fhe

pour toute 1-forme fermée w € I'(X, T% ). Si donc w € Qx(X) est holomorphe, on a ainsi

par hypothese :
0= — A
/ T 2ur / / 227r / W

di % ¢
o P P
I(X, T)*{( ’1)) sans singularités. Grace a un corollaire du chapitre qui précede, 0 = [[, oAw

pour toute w € Qx(X) donne I’existence d’une solution g de 1’équation :

Mais puisque ;—f = 22 au voisinage d’un point a € Supp(D) ou f =1 2* ona gf—f

_ of
0g = —.
/
Introduisons alors la correction :
F:=ef.

Comme f, cette nouvelle fonction F est une solution faible de D et 1’on a, sur X\ D :
OF = (0e9) f+e?0f=—e?fOg+e?0f =0,
ce qui montre que F' est méme une vraie solution méromorphe de D.

(b) Deuxiémement, montrons que la condition 0 = [ w pour tout w € Qx(X) est
nécessaire. On peut supposer que D # 0. Soit donc f une fonction méromorphe sur X
avec div(f) = D. La fonction f définit un revétement ramifié a n feuillets f: X — P!,
pour un certain entier n > 1. Soient aq,...,a, € X les points de branchement de f, et

posons :
Y :=P\{f(a),..., f(ar)}.

Pour toute forme w € 2x(X), construisons une forme différentielle holomorphe :
o = Trace(w)

sur P! comme suit. Chaque point y € Y a un voisinage ouvert V tel que f~1(V) est la
réunion disjointe d’ouverts Uy, ..., U, C X tels que les applications f ‘U — V sont des

biholomorphismes. Soit ¢, : V. — U, I'inverse de f ‘u — V. Posons alors :

Trace(w)’v = (W) + -+ ol (w).
Lorsque nous effectuons la méme construction sur un voisinage ouvert V' d’un autre point
de Y, alors sur I'intersection V N V’/, on obtient la méme forme différentielle. Donc on
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peut prolonger holomorphiquement Trace(w) a P\ {ay, ..., a,}, puis a P! tout entier en
raisonnant comme au début du chapitre sur les fonctions algébriques. Puisque Qp:1 (P!) = 0,
ona:

Trace(w) = 0.

Maintenant, soit -y une courbe continue sur P! allant de co a 0 qui, a I’exception peut-étre
de ses extrémités, se situe entierement dans Y. La préimage de y par f consiste en n courbes
1, ...,Cn quijoignent les poles de f aux zéros de f. Alors en posant ¢ := ¢y + - - - + ¢, on
adc = D etpour toute w € Qx

(X)
/Cw = / Trace(w) = 0,

ce qui conclut la preuve. U

Application aux fonctions doublement périodiques. Soient v;,7, € C deux nombre
complexes linéairement indépendants sur R et soit :

P .= {t171+t2725 0<t <1, 0<t2<1}'

On suppose que des zéros aq,...,a, € P et des pdles by,...,b, € P sont prescrits, ol
chaque point apparait autant de fois que sa multiplicité 1’exige.

Proposition. /] existe une fonction méromorphe qui est doublement périodique par rapport
al' = Z v + Z s et qui a pour zéros ay, . .., a, et pour pdles by, ..., b,, siet seulement

St
n

Z (ak —bk) eT.

k=1

DEMONSTRATION. Soit D le diviseur sur C/I" qui est déterminé par les zéros et poles
prescrits. Choisissons des courbes ¢, de b, a a; dans C, par exemple des segments de droite.
Soit 7: C — C/T" la projection canonique et soit :

c:=moc;+ -+ moc, € C1(C/T).

Alors Oc = D. Soit w la forme différentielle sur C/I" holomorphe induite par la forme dz

sur C. Alorson a :
/w:Z/ dz:Z (ak—bk).
¢ k=1 v ¢k k=1

Donc le résultat découle du Théoreme d’ Abel. U

Exercices

Exercice 21.1. Soit X une surface de Riemann compacte, soient « et 3 deux courbes fermées dans X, et
soient o, et o les 1-formes harmoniques associées a « et 3, d’'aprés un corollaire du chapitre. Montre que :

// Oa NOg
X

est un entier (on I'appelle nombre d’intersection de « et 3). Indication : Montrer, pour f € €°°(X) et pour « une
courbe continue fermée, que :
1 df
w7

est un entier.
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Exercice 21.2. Soit I' = Z 1 + Z 2 un réseau, soit X = C/I" et soit :
aj: [0,1] — X (=1,2),
les courbes fermées définies par :
a;(t) == m(tv;) (G=1,2),
ou 7: C — C/T est la projection canonique. Trouver les formes harmoniques o -

Exercice 21.3. Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. Montrer qu'il existe des courbes continues
fermées aq, ..., az, sur X telles que :

29
Harm'(X) = > Coa,.
Jj=1

Exercice 21.4. Soit I C C un réseau. Une fonction théta relative a I" est une fonction holomorphe :
F.: C—C

satisfaisant :
F(z+7) = "™ F(2),
pour tout z € C et tout y € T', avec des constantes a, b, € C qui dépendent de .

(a) Soit la fonction o de Weierstrass o: C — C définie par :
2
o(z) =z H <l—i> exp (E—F;j).
~er\{o} 7 T

Montrer que o est une fonction théta dont les zéros sont du premier ordre et se trouvent précisément aux
points de T'.

(b) Montrer que toute fonction méromorphe doublement périodique par rapport & T est le quotient de deux
fonctions thétas.
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Examen du cours « Surfaces de Riemann »
Jeudi 26 janvier 2012, 09h30 — 12h30

Compréhension du cours (1,5 point et 5 < lignes < 15 par question)

A. Que fait ’application qui lie le groupe fondamental au groupe d’automorphismes du
revétement universel (expliquer le sens géométrique) ?

B. Etant donné un revétement ramifié entre surfaces de Riemann compactes, entre quelles
sous-surfaces de Riemann le revétement devient-il non-ramifié (argumenter) ?

C. Pourquoi a-t-on H' (X ,Cx) = 0 sur une surface de Riemann simplement connexe
(donner les arguments principaux) ?

D. A quoi sert le théoréme de Dolbeault ? Donner trois applications dans des théorémes
importants du cours.

E. Détailler, en rappelant I’énoncé du théoreme utilisé, la démonstration de I’identité de la

page 3 du chapitre 15 :
n+2

> 7T7"2
HfH;(DT(a)) = Z Tl Jeal?.

n=0
F. Montrer que le diagramme page 8 du chapitre 18 (Dualité) est bel et bien commutatif.
G. Pourquoi I’homomorphisme de connection J* a-t-il cette définition ?

Exercice tirés du polycopié (baréme total supérieur a 20 points)
Exercice 2.4. Soit f: X — Y une application holomorphe non constante et soit 'homomorphisme d’anneaux :
[rooy) — 6(x)
induit par composition. Montrer qu'’il est injectif.

Exercice 3.1. Soit X une variété et soient U;, U2 C X deux sous-ensembles ouverts connexes et simplement
connexes tels que U; N Uz est connexe. Montrer que la réunion U; U U, est elle aussi simplement connexe.

Exercice 4.3. Soit d > 1 un entier et soit C4[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients complexes qui
sont de degré < d. Soit aussi 2y C Cq[X] le sous-ensemble des polyndmes P € C,4[X] de degré exactement
égal a d dont les d racines complexes sont distinctes deux a deux. On munit 2 de la topologie induite.
Montrer que le sous-espace de 2, x C défini par :
Y :={(P,z) € ZaxC: P(z) =0}
et muni de la projection p: (P, z) — P produit un revétement de degré d de %; sur 2.
Exercice 5.4. Soit X := C/{+2, —2}, soit Y := C/{+1, +2}, et soit p: ¥ — X I'application :
p(z) = 2% — 3z

Montrer que p est un revétement holomorphe non ramifié a trois feuillets. Calculer le groupe d’automorphismes
Aut(Y % X) et en déduire que le revétement p: Y — X n'est pas galoisien. Indication : utiliser le fait que
toute application biholomorphe f: Y — Y se prolonge comme un automorphisme de la sphere de Riemann
P!
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Exercice 6.3. Soit .# un préfaisceau arbitraire sur un espace topologique quelconque X. Montrer que le fais-
ceau I'(Germes (%)) associé a .# qui est constitué des sections continues de Germes(#) = [, Z. au-
dessus d'ouverts U C X et qui vient accompagné d’un morphisme de préfaisceaux naturel :

v: F — I'(Germes (F))
est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout morphisme de préfaisceaux sur X :
p: F— Y

dont 'espace image ¢ est un vrai faisceau, il existe un unique morphisme de faisceaux (en pointillés) qui rend
commutatif le diagramme suivant :

%)
F =Y
’Y\L
I'(Germes (7))
Exercice 15.1. Soit l'anneau A, r = {z € C: r < |z2| < R} avec 0 < r < R < oco. Déterminer une base
orthonormale de L? (X, €'x) consistant en des fonctions monémiales de la forme :

on(z) = cn 2", ne7Z.

Exercice 17.2. Soit X = C/T" un tore complexe, soit zo € X et soit P le diviseur :
1 siz = xo,
P(z) = {0 si z # xo.
En utilisant la fonction o de Weierstrass, montrer :
0 pourn <0,
dimHU(X,ﬁnp) =<{ 1 pourn =0,

n pourn > 1.
Exercice 19.1. Soit U := {z € C: |z| < r}, avec r > 0, et soit f: U — C une fonction holomorphe avec

f(0) #0.

(@) On définit f;(z) :== /=" f(z) pour j = 1,..., g. Montrer que le déterminant wronskien W (f1,..., fy)
ne s’annule pas a l'origine.

(b) On définit ¢, (z) := 2*~2 f(z) pour j = 1,.. ., g. Montrer que le déterminant wronskien W (i1, . .., ¢g)
a un zéro dordre 221 3 lorigine.

Exercice 19.2. Soit 7: X — P' une surface de Riemann hyperelliptique de genre g > 2.
(a) Montrer que les points de ramification pi, ..., p2g+2 € X de 7 sont des points de Weierstrass de X.

(b) Montrer qu'il n’existe pas d’autres points de Weierstrass et que tout point de Weierstrass a un poids
égal a 221 (utiliser 'Exercice précédent).

Exercice 20.1. Soit X une surface de Riemann compacte.
() Montrer que dI' (X, T5'"") = 89¢ (X) C T(X, A*T%).
(b) Soit s# le faisceau des fonctions harmoniques sur X. Montrer que :

H (X, ) = D(X, N°Tx) /996 (X) = C.

(C) Soit w € I'(X, A*T% ). Montrer qu'il existe une fonction f € €>(X) telle que :
00f = w,

Oz//Xw.

si et seulement si :



