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RAPPELS SUR LES FONCTEURS.

On considére 1'ensemble b des espaces topologiques.

On définit une application T de % dans 1'ensemble des objets algé-
brigues (3 tout espace topologique X correspond F(X)):° telle que X ef
Y étant 2 espaces topologiques et f wune application continue de X dans Y,
il correspond & f une applicafion F(f) de F(X) dans PF(Y) qui est wun ho-
momorphisme,

De plus, P doit vérifier les axiomes suivants

1) 8i f est 1'identité de X alors F(f) est l'identité de F(X).

2) si X £»Yg* Z alors le diagramme est comuutatif :

el
gof
P(X) F(f) F(Y) |
F(gof) | r(g)
(z)

Flg o £) = F(g) o F(f)

Exemple :
Pour un espace topologigue X , posons HO(X) = le groupe abélien libre

engendré par les composantes connexes de X .

Si f est une application continue de X dans Y, alors 1l'image par

£ d'une composante connexe de X est contenue dans une composanite connexe de Y.
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I1 existe un homomorphisme f7¥: HO(X):e HO(Y) induit par f -,

3i on pose F(X) = HO(X) et F(f) = f% , F_ est un foncteur.

Probléme d'extension.

Soit ACX i A=X
i est l'injection canonique.

Soit f :A-Y

On dit que g est une extension de £ & X si le diagramme‘suivant

gst commutatif (f =g 0 i)

x & ¥
T

g

81 F  est un foncteur, l'existence de g implique 1l'existence d'un

homomorphisme ¢ o2 E(X) - F(Y) tel que :

F(A)-—gﬁfl 7(Y)

o]

P(X)

et on doit avoir :

g o F(i) = F(f) = Flg o i) = Flg) o (i)



Done ¢ = F(g)
Exemple :
Soit X =1
Y =4={0,1} f:A-Y
f= 1A

Il n'existe pas d'extension de

g: I—->A telle que go i =1

, on a le diagramme

f & I . En effet, si il existe .

commutatif suivant @

A
F(g)
_ H (1) —— & (a)
Or F(Tﬁ) = ?HO(A) o] o}
P(i) T |
B (A) =207 - (1)
8, (4)
HO(I) =7
(i) ,
donc Z + 7g R
Flg)
F(i) et F(g) sont des isomorphismes. Or on sait que Z@ Z et Z ne sont

ras isomorpheés.

Proposition :

alors F(X) est isomorphe

Démonstration : Il existe f : X =Y et
telles gque fg = 1Y et

Donc F(fg) = F(r) Flg) = 1F(Y)}

Flef) = Flg) P(f) = 15(x)

Done Flg) et P(f)

sont des isomorphismes entre

Si P est un foncteur sur % et si X est homéomorphe & Y

s r(Y) .

?(Y)

et P(X) .



HOMOTOPIE,

Définition 1. Si fo et f1 sont deux applications continues de X dans Y,

on dit que fo est homotope & f s'il existe une application H conti-

1
nue de X x I dans Y telle que , Yx € X ,

1(x,0)

£ (x)

H(x,1)

It

f1(X)

Notation : Si A X et B<oY 7, on dit que f est une application de (X,A)
dans (Y,B) quand f est . une application de X dans Y telle que
f(A) B .
Par convention, (X,ﬁ) = X

On dorit ¢ (X,4) x I = (X x1I, Ax1I) .

Définition 1'., BSi fo et f1 sont deux applications continues de (X,A) dans

(Y,B) , et X' <X , on dit que fo est homotope & f1 relativement &

X' si il existe une application H continue de (X,A) x I dans. (Y,B)

telle que :

V%:E X H(X,O) = fo(x)

Vzex H(x,1) = f1(x)

Vx € X', t €1, Hix,t) = fo(x) .
Onnote H :f = f rel X',



Exemples
1. X=Y=R
On considére les fonctions f et g telles que :
f(x) = X Vx € R

(0,000,0) V= eg"

i

g(x)
Alors, f est homotope & g vrelativement a (0,...,0)

En effet soit H : B® x I - B définie par
H(x;t) = (1 - t)x &
H est continue par rapport 5 x et t.
H(x,0) = x = £(x)
H(x,1) = (o,ogo,o) = g(x)

H{(0,...,0),t) = (0,...50)  Vter «

Donc H:f= g rel {{(0,...,0)} .

2o X est un espace topologigue quelconque Y = Bn .

On considére deux fonctions f et g, continues qui coincident sur un sous-
espace X' de X , Alors f est homotope & g relativement & X'.
En effet, soit H ¢t I xI - R™ définie par 3

H(x,t) = (1 = ) £(x) + te(x)

H est continue

H(X,O> = f(x)



H(X91) = g(x)
siox €X', Hx,t) = £f(x) + tlglx) - £(x)) = £(x)

Donc H: £ g rel X' .

3, X =Y =58

Soit g 1'application définie par g(el@) = el<®+n)
Alors g est homotope & 1l'identité sur S1 .
Bn effet : soit H ¢ 8' x I - &' définie par
H(el®,t) - el(@+tn)
on a H: g5 1
gl
Théoréme.- La relation "&tre homotope & relativement & X' "

d’'éguivalence,

Démonstration : elle est reflexive

3 (X,A) » (X,4)

On prend H(x,t) = f(x) Fx e x , Vterx .

Alors H: £~ rel X' Vxr o x .

.

Bile est symétrique.

Si H: L g rel X!

posons G : Xx I =Y

a(x,t) = BH(x,1 ~ t)

Alors G+ gxf rel X'

est une relation



Blle est transitive.

51 H, ¢+ f =1f rel X! , H : f

-~ 5
1 e T p P EyETL, welX
Posons F :(X,A) x I - (Y,B)
Px,t) = Hi(x,%) si 0g¢tgd
H2(X,2t— 1) si 0t g1

F est continue, en vertu de la remarque suivante :

Remarque : Soit Z wun espace topologique.
A et B deux sous~espaces fermés de Z tels que :
Z:AUBa

Soit £+ A=Y et g:B7Y ;3 f et g sont continues et telles que :
¢/ 103 = 403

Alors la fonction h : Z - Y définie par

if

n(x) = f(x) si x €A

i

nix) g(x) si x € B
est continue.

Alors’ F : fO = f2 relX} o

On notera [X,A ; Y,B 3 X’] l'ensemble quotient des fonections conti-

rues de (X,A) dans (Y,B) par cette relation d'équivalence.
Une classe d'homotopie sera notée [f]X' o

La relation "&tre homotope & " est aussi une relation d'équivalence ;
P



et on notera :
[X,Y] 1l'ensemble quotient des fonctions continues de X dans Y par

cette autre relation d'équivalence,

Définition.- On dit que X est confractile si il existe X £ X tel que

1y %€ (on C_ est l'application définie yar C_ (x) = x Vx ¢ x).
O [e] [¢]

Exemple :

Le peigne est contractile.

Définition du peigne.~ C'est l'espace topologique

X = {(x,y) €R/x =1/a, y eI} (0,1) 1) (1,1)
Ui(z,y) e®/x=0, yeI }

Uix,y) Ry =0, ¢TI}

it

{0,0) (1,0)

Montrons que 1X 30(0,0)

Soit F : X x I - X définie par :

(x,(1 = 2t) y) si Ogtg%

r{(x,y),t) ={

((2 - 2t)x,0) sit g tg

B est continue,

F((ny>90> (XsY) = tX(X’y)

it
il

P((e,7),1) = (0,0) = ¢y (o)



De plus F : e G(o,o) rel {(o,o)} puisque

7((0,0,%) = (0,0) VteT .

Remarque : On verra par la suite qu'il existe G 1X QC(O 1)
, 1
Mais montrons qu'il n'existe pas de fonction G telle que

G 1y C(o,q) el {(o, 1)} .

En effet, supposons gu'une telle fonction G existe,

7. 7 7
Posons  Z_ (1/n,1) (0,1) 3 2 1

I

b
I

(1/,,0)

Conzidérons les fonctions (Q’O} A - A
’ e

Considérons les fonctions

an(t) = G(Zn,t)

i
G2
—
3
=
St
i
—_—
P
[aN]
e
1

3

an<0)

a, (1) =0(z,1) = 0 1y(z) = (0,1)

o, est une fonction continue de t et I est un espace connexe,.-

o est donc continue,Pour tout n , il existe t tel que o (t ) = A
n n n n’ n

= {?/ﬁ . 0) °

De la suite {tn} on peut extraire une sous-suite {tn }  convergente
i
car X est compact. Soit % la limite de la suite ftn b
i
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Alors , la suite {(Zn , tn )} converge vers {(O,1),t} * Donc, d'une

i i
part :"ni;i»mw G(zni,tnl) = ¢((0,1),%) = (0,1) -

: 1 EN 1 s = =
Mais d'autre part G(Zn.’tn.) = “n.<tn.) = An- (1/ni,0) donc
i 7i i i i
1im ¢{z ,t ) = (0,0)
niewx i ni
La supposition ¢ G : 1Xz C(O 1) rel{(O,?)} conduit donc & une absurdité :
2

G n'existe pas.

Proposition : Si X contractile, alors X est connexe par arcse Donc X

est connexe,

Démonstration ¢ Il existe X, € X et une application continue ¥ de

Ix1 dans X telle que F ?X = CX o
o

Quelque soit x, et” X, dens X , on peut les joindre par le chemin

o s I =X

a(t) = F(X13t)

g+ I—-X
plt) = #x,,t)

Lemme @ Soient fo et f1 deux applications continues de (X,A) dans (Y,B)

telles que ‘fo ﬁrf1 rel X'



Soilent go et g

telle

A
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1

s que go P gi relx, et fo 0 fo 8

= f
lors gG 0 fo‘ g, © rel

1 X!

1 1 X

Démenstration ¢ Soit F: f &7 rel

fop

e
12

oe

‘.,s

o

l,...l

La fonction g o F : (X,,ﬁ.\_)'-> (Z,C) est telle que

o]

g, o F(x,0) = gOfO(X)

g, © Mx,1) = gOfT(X)

¢ = ' X
Vx ¢ X g, © F(x,t) g, © fo< )

D

-

S

H

H

H

Dopc H gof

onc go OF igf z2gf rel

Montronsrque g0f1 Jngi relX,

olt H 1ltapplication de '(X,A X I) dans (Z,C) définie par &

B(x,t) = a(f, (x),%) .

est continue
(X,O) = G(f1<X),O) = gOf‘}(X)
(e,1) 2 oele,(x),1) = g7, (x)

/X € X, E(X,t) = G(f1(x),t) = gofq(x) car f?<X) €Y

=&ty el

~ La relation "&tre homotope & rel XV ¥ est transitive donc

deux applications conitinues de (Y,B) dans. (Z,C)

o £y rel et £ (X') ¥
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Corollaire : S8i X est un espace gquelconque, Y est contractile} glors
toutes les applications continues de X dans Y sont homotopes ([X,Y]

est trivial).

Démonstration : Soient £ et g deux applications continues de X dans ¥,

I1 existe y_ € T tel que 1, =¢C

Y yo
Dtautre part ¢ £ 2 ¢
On applique le lemme (X' =7Y' = §)
:1 r=c f = ! i ' & - Y 1 =
£ y 0 Cy o] C v ou C X I (x) yo
o o o o
Donc 2 (¢
Io

De méme ="1_ 0 Ay 0 g = 0¥

g e g y@ g yo

I
<
5
(¢}
»s
&
o
]

Conséquence : Si X est contractile, alors -quelque soit XO ¢exX , 1, %=C .

Démonstration : Toutes les applications continues de X dans X sont homotopes.

BEn particulier, 1X = CXO VXO ¢ X .

Théoréme.~ Si X est contractile, alors [XY] est en correspondance biunivoque

avec les composantes connexes par arcs de Y .

Montrons d'abord le lemme suivant
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Lemme : Si X et Y sont deux espaces topologiques quelcongues alors
{[f]} € [XY]/f ® Cte} est en correspondance biunivogue avec les compo-

santes connexes par rarc de Y,

Démonstration : A chague classe d'homotopie [f] de [XY] telle que

fz Cy » on fait correspondre la composante par arc de Y, dans Y, notée
o

C(yo)& Posons ¢([f]) = C(yo) .

- 51 Cy est un autre représentant de la classe [f], alors C(yo> = C(y1>»
1
En effet, il existe ¥ : X x I dans Y +telle que

F(z,0) =y,  VxeX

F(x,1) = v, Vx ¢ X
et la fonction o« : I~ X définie par a(t) = P(x,t) est un chemin de
yo; a y1 = y01 et . y1 sont dans la méme composante par ace de Y donc

C(yo) = C(y1> .

Done ¢ est une application.

- ¢ est injective. En effet, soit [f] et [g] dans [XY] telles que
[£1=1[c } es [e] =T -
e} 1
et telles que o[f] = ¢[g] -
Donec C(yo) = C(y1) Py, et oy, sont la méme composante par arcs deé Y.
Soit donc o ¢ I =Y un chemin de Vs 3y

1

La fonction F : X x I —» Y définie par PF(x,t) = (%) Fx € X est une
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homotopie de C et ¢ .
Y, v,

elle est en effet continue et

!
Il

P(x,0) = a(0) =y _

o Cyo(x)

P(x,1) = «(1)

A
l
il

v, Cy1(X)

Done € =¢ t [£] = [g].
e Oy = Oy e [f] = [e]

- ‘@ est surjective par construction..
Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de remarquer que, quel-
que soit f : X -7 , f est homotope a Cy (pour un‘ yo’ de Y) car X est
fo) .

contractile.

Mors  {[f] ¢ [XY])/f =Cte} = [xx] .

Relation d'équivalence dans 1l'ensemble des paifes d'espaces =

"ayoir méme type d'homotopie".

Définitions,-
1. On dit que (X,A) é le méme type d'homotopie que (Y,B) . Si il existe
deux applications ‘f et g continues, f : (X,A)~» (Y,ﬁ) , £ (Y,B) -
(X,A) telles que fg 214

¥ et gf = TX .

On note (X,a) ~ (Y,B)

f est une équivalence d'homotopie et g est une inverse d'homotoypie.
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2. Pour toute fonction continue f : (X,A) - (Y,B) , on dit que g est une

inverse d'homotopie de f & droite (resp : & gauche) si fg 21Y (resp :

gf -TX) .
Lemme : Si‘ f a une inverse d'homotopie & gauche go et une inverse d'homoto-
pie & droite : g1 , alors f est une équivalence d‘hbmotopie et g, = g1
Démonstration : Par hypothdse, gof 2 1Y
Alors g, = 1,8, = (g flg, = go(fgﬁ) ey =8,

soit g1 - go

et fgo hod fg1 = TY .

On a donc : fgo =1 et gof & f est une éguivalence d'homotocie.

Y

Théorgme.-~ "Etre de méme type d'homotopie" est une relation d'équivalence.

Démonstration : Elle est reflexive car : (X,A) - (X,A) est une équivalence

'y

d'homotopie.

Elle est symétrique :
si £ : (X,A) » (Y,B) est une équivalence d'homotopie, alors il existe

g : (Y,B) » (X,A) telle que fg & ty et ef =1, . Donc g est une qui-

X

valence d'homotopie.

Elle est transitive
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si f: (X,4) » (Y,B) et g : (¥v,B) » (Z,0) sont des équivalences d'homo—

topies, alors gf est une équivalence d'homotopie (X,A) ~ (Z,C) .

Proposition : Pour que X soit contractile, il faut et il suffit que X ait

le méme- type d'homotopie qu'un ensemble réduit & 1 seul élement. -

Démonstration : Supposons que X contractile : 1X = CX' VXO £ X .

Posons P : {uo} « Alors X ™~ P .

En effet soit f : X - P (f(x) = x Fx ¢ X) .
et g :+ P - X (g(xo) = XO)
Ona fg =1

Supposons que X ~ {2} . Soient f : X - {7} et g : {Z} »X telles que
fg ~ y{Z} , gf ~ 1X .
done

f = C =~ C et X est contractile.
& g(z)

1
g(z) X
Définitions.— Soit A < X

1* On dit que A est un retract faible de X si 1 & une inverse d'homo=

topie & gauche (i.e. : Jr : X = A telle que ri ¥ 1A)

2. On dit que A est un retract de X si i a une inverse & gauche (i.egz

}r : X = A telle que ri = 1A); On dit que r est une rétraction de X sur

A o
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Bxemple : X =R s A = le peigne (muni de 1la topologie induite par celle

de

A

R2)

est un retract. faible de B?, En effet A et m? sont contractiles donc

toutes les ayplications de A dans A et de R2 dans mz sont homotopes.

BEn

ri

ir

varticulier i : AC-;:]R2 est une équivalence d'homotopies car Vr & Rzﬁ A,
t A d i =

A onc ri 1A
: Rz-e Rg donc ir = 1X o

Mais le peigne n'est pas un retract de X . BEn effet, supposons qu'il

exigte

Posons a,
n

r(an) =a et r(an

r o E2-@ A telle gue ri = 1A o
(0,1

)
(1/n , 1) :

2o
Il

1]

le segment [an va

- G0

+1 n+1

1'image de ﬁn par l'application continue 1 est connexe. Done, il

existe Zn € zn tel que r(Zn) = (?/n,O) .

D'une part lim r(Zn) = (0,0)

n — oo

Dtautre part lim Zn(O,T) donc (puisque r est continue)

n -~ co

lim r(Zn) = (0,1) .

n - oo

Cette absurdité montre que r n'existe pas.
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Théoreme.~ Pour que A soit un retract de X , il faut et il suffit que pour
tout X , il faut et il suffit que pour tout Y et pour toute ayplication

f: A-Y continue, £ aitune extension g : X - Y

X wefoecsy Y
(ie:g.‘::f) .
i i A
A
Démonstration : Supposons que A soit un retract de X .I1 existe r continue
de X dans A telle que ri = 1A o
: for
Posons g =fr . X b
ri/
A
Alors gi = (fr)i = f(ri) = f?A =T ., Donc g est une extension de ¥
é:XO

Supposons que pour tout Y et toute £ : A=Y , f a une extension

Prenons Y =4 , f = 1A » Donc il existe r ¢+ X = & telle que

ri=f =1 ¢ A est un retract de X .

Application ¢ Supposons que 8' n'est pas un retract de _D2 (ce qui est vrai).

Alors toute application continue f : D2 - D2 admet un point fixe.

Démonstration : Supposons que T : Dz-e D2 n'a pas de point fixe. On peut alors

construire une rétraction de Dz sur ' comme le montre la figure. Cette



- 19 -

construction est possible car f n'a pas de point fixe

6§7 peut toujours tracer une droite passant par 1 point de
r

D” et son image par f)‘ La fonctioh‘ r ainsi définie est
] continue car f est continue.
r(y)
; ; 2
On voit que si y € S' r(y) =y , T est donc bien une rétraction de D

sur 81 ce qui contredit l'hypothése.

Définition .~ On dit que (XA) & la propriété d'extension des homotopies’@our les
apelications dans Y et on note "(X,A) & la PBH pour Y" si, pour toute
applic;tien £ lxx oflv Ax 17 telle que /X x {0} et if/A T

soient continues, alors, il existe g : X x I - Y , continue telle que

goi=Tf

X x {1} ' i
Ix 0l VAXT &——Xx1I.

’ k/// X x {0}

Proposition ¢ Si- f et vg sont deux applications homotopes de A dans Y ,
telles que f s*étend & % 1+ X dans Y .
si (X,A) & la PEH pour Y .

A
Alors g s "étend aussi et on peut choisir son extension g %elle que éﬁ»f,
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Démonstration : Soit H une application de A x I dans ¥ telle que H : fag .
Seit £ l'application de X x {0}U A x I dans Y définie par :

0
?(X) : yx € X

i

fO(X,O)

H(a,t) Va €I YeeI.

it

fo(a,t)

fo est bien définie car pour t=0 et Va €A

£(a) = H(a,o0) = £(s)

~

sont continues puisgue f et H 'sont continues.

folx x {0}

et folA x I

Puisque (X,A) 4 la PBH pour Y, il existe une application continue

F:XxI=Y telle que F/X 01U Ax 1" fo‘ .

s )

Posons g(x) = F(X,1)

g est une extension de g & X car, Va ¢ A,

2(a) = 7(a,1) = £(a,1) = H(a,1) = g(a)

D'autre part ¢+ F : £ = g par construction.

Proposition : Si (X,A) 5 la PEH pour A ; alors A est un retract faible de
X 8i' et seulement si A est un retract de X . De plus, quelque soit

r : XA telle que ri = 1A , v est homotope & une rétraction r': X — A.

Démonstration : I1 est évident que. si A est un retract de X , alors A est

un retract faible de X .
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~ Supposons que A est un retract faible de X : Il existe r : X~ A

et F i AxI=-=A telles que F:ri<1, .

Soit f 1'application de A x I U X x {0} dans A définie par :

it

fla,t) = Fla,t) Va ke A YVt eI

it

f(x,0) = r(x) Vx ¢ x .

f est bien définie car pour t =0 Va € A F(a,O) = ri(a) = r(a) R

r et fi

A x. T {0} sont continues car F et 1r sont continues.

X x

Puisque (X,A) % la PEH pour A , il existe une application g ¢ X x I — A

telle que f .

81X x fo}u Ax1°

i

Définissons une rétraction r' de X dans A en posant r*(x) , g(x,1) .

On a bien r'i =1, car Va e a, r(a) = gla,1) = £(a,1) = Fla,1) = TA(a)

= & @

D'autre part g : r&r' par construction.

Définitions :

1. Une déformation D de X est une application continue D : X x I - X
telle que D(X,O) = X Vi €1
(i.e. : D est une homotopie de 1'identité sur X).

Si D est une déformation de X telle que D(x,1) €A Vx € X , on dit
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que X est déformable dans A .

2s On dit que A est un retract déformation faible de X si i ¢+ AX

est une équivalence d'homotopie.

3, On dit que A est un retract déformation de X si il existe une re-
traction f~: X—= A telle que ir ﬁ‘ix e
4, On dit que A est un retract déformation fort de X . si il existe une

rétraction r : X = A telle que ir = QX rel A .

Exemples @

1. =R - {(0,...,0)} A =8

Alors A est un retract déformation fort de X .

X
Bn effet, on peut définir une rétraction r en posant r(x) = anT
-X X

F

On a bien ri = 1 car si
Sn»T

Y

Ixll =1, G =x .

n

D'autre part, soit F : R {(0ye..,0)} x I = Bn{(O,OO,,O)} définie part ¢

0%

‘F(x,t) = {1 - t)x + ’Ififl
P est continue
F(x,0) = 1,(x)
Fx,1) = ir(z)
et Pxes™ w(x,t) = U-t)x | tx _ _x r(x)

RE IES I B
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Done F : 1y %ir rel s

2. X= 82-{(1,0),(~4,0)}

G«1 = le cercle de rayon 1, de centre (1,0)
02 = le cercle de rayon 1, de centre (-1,0)
A=C, UZC

Alors A est un retract déformation fort de X .

Bn effet, on peut définir
une rétraction r : comme

le montre ls figure,

Les fonctions ir et }X

sont identiques sur A .

donc ir 2 ?X relA .

3 X =R" , A= le peigne.
Le peigne est un retract déformation faible de m2 mais pas un retract

déformation de RZQ

En effet,_ Bg et le peigne sont contractiles.

Donc quelgue soit r : Rz-e A , Ti A=A est homotope & 1A et

ir @ 82 *le est homotope & 1 .
1R2

Le peigne n'est pas un retract déformation de Ra car ce n'est pas un

retract de m2 .
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4. X = le peigne, A est le point (0,1) .
(0,1) est un retract déformation du peigne mais pas un retract déforma-

tion fort.

By effet, soit r : X~ {(0,1)} (r(x) = (0,1) Fx ¢ X)

Mors ri : {0,1} = {0,1] est 1l'identité, et ir : X - X est l'appli-

cation constante C(O 1) .

Or, on a vu que C(O N % 1, mais on n'a pas C(O 1 2y rel{(0,1)} .
-3 . b4

Proposition : Si (X,A} 3 la PEH pour A , alors A est un retract déforma-

tion faible de X si et seulement si . A est un retract déformation de X .

Démonstration : Il est évident que 8i A est un retract déformation de X , A

est un retract déformation faible de X .

Supposons que A est un retract déformation faible de X . i est une

-

équivalence d'homotopie. Donc il existe r : X = A telle que :

ri = 1A et ir Z 1X .

En particulier, A est un retract faible de X . On a vu, gqu'alors, A est

un retract de X et que, de plus, on peut trouver r': X —= A telle que

r'i o= 1A et ! 2

[ 34
Pury
«

Donc irt T ir
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MAPPING CYLINDER.

Soit une application f de X dans Y continue: On considére 1'en=—
semble (X x I) + Y formé des couples (x,t) (x € X, + € 1) et des

y 7.

‘ . (Xx1)+Y
On pose Zf = e e

identifie  (x,1) avec f(x) pour tout x de X, et qui est 1'égalité

ol R est la relation d'équivalence qui

“pour les autres points de X x I + Y

X x {o}

"y

Exemple
X=8 ¥ =9 f est l'application de 81 dans 82  telle .que

£x) =y_.
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On notera [(X,t)} la classe d'équivalence de (x,t) € X x I dans 2Zf

et [y] 1a classe de y € Y dans 2Zf .

Soit i 1'application de X dans Zf telle que i(x) = [(x,0)] .

Soit j 1l'application de Y dans Zf telle que j() = [y] .

i et Jj sont des homéomorphismes sur leurs images i(X) = X' et

) =1 .

Théoréme, — Y" est un retract déformation fort de 2Zf .

Démonstration : Soit i' 1'injection canonique de Y! dans Zf, Soit r
l‘applicafion de Zf dans Y*' définie par :
r([x,t])=r( [£(x)]) Vxex , Vte1 .
e([y]) = [y] .

r. est bien définie car

r([£(x)]) = »([(x,1)]) = [£(x)]

r est continue car elle est continue sur X x Iéﬁ et sur YAR = !

gui sont fermés dans Zf .

r est une rétraction de Y' dans Zf puisque

ritfy] =1 [v]
'Y’!

-
®

Y ' § fwe 4
Montrons que i'r 1Zf relYQ

Soit F : Zf X I - Zf définie par :
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F([x,t], <) = [(X,<1 - 1) t+ )]
F([Y], t) = [Y]

F est bien définie car :

F([x,1], =) = [(x,1)] = [£(=)] = F([£(x)], =)

F est continue car elle est continue sur X X IAR, xI etsur Y'"xI
qui sont fermés dans Ze x I

F([x,t],0) = 1Zf([o,t])

F([y],0) = TZf([yT])

F([x,t], 1) = [(x,1)] = [ £(x)] = =([x,t])
[y}, 1) = [y] = =([v])

Sur Y', F est ltidentité,

Donc ity relY

o2 ?Zf

ce qui exprime que Y  est un retract déformation fort de Zf

Remarque : Si on pose rl = jwﬁr , (ol j~1 est l'inverse de j : Y -1 ) ,

alors pour toute application f : X =Y , ona f=r'i

On connait donec f si on connaitt Zf R



Proposition ¢ Si f est une équivalence d'homotopie alors

une équivalence d'homotopie.

Démonstratioh :

X SN B

NZ

it3f = i'pi 21,1 =1 car i'r =1
Zg b

3 = ri

Or i' est une équivalence d'homotopie
j est une éguivalence d'homotopie

f est une équivalence d'homotopies

Done 1 est une équivalence d’homotorpie,

i

-8 -

est aussi
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LE GROUPE FONDAMENTAL (de POINCARE).

Définitions.~ Un chemin dans X est une application continue o : I —> X .

On dit que «fo) est 1'origine du chemin

a(?)

et que «(1) est la fin du chemin.

alo) On dit que « est un chemin de glo) & «(1)

a(O)
a(?)

o Un lacet est un chemin tel que a(c) =a(1) .

Définition.— Soient o et B deux chemins dans X tels que a(i) :}B(o) ..

On définit goB  comme étant le chemin défini par :

al2t) ot
o 0 B(t) = {
plat-1) £t g 1o

Définition.— Soit X, € X,

On appelle chemin constant €, le chemin tel que €, (t) = Xo Vt .
o} o

L . -1 s
On appelle chemin inverse de o 1le chemin ¢« défini par

() = a(t - t) .

Propriété 1. Soit X , X, € X , o chemin tel que afo) = X e

Alors e, 0a ¥ a relfo,1} .
0. .




Al

¥ est continue

a(n(t)) = alo) = x

Diautre part

F(t,0)

F(t,1)

et Yz Flo,r) = x

Vo 7(1,7) = (1)

LATCEe gque o

2

lf

il

It

Soit F 1'homotopie cherchée :

SXO (“12"’ 1 )Oﬁ
{
//f o
K M telle que
T
Ve
T “
\ Vo
Prenons F(t,x) = {
avec h(t) = at + b .
Déterminons a et b
n(g) = a ==
‘ } = To=
n(1) = b= ——
-2

et h

alt)
bd ai o)

(o]
a(2t-1) i

a(0>

I xI—=X continue.

f(t,0) = alt)

£(t,1) = (&xo o a)(%)
F(O,*c) = 0&(0)

F(1,7) = o(1)

x sl ot
o[n(6)] et Tt
) - 22

ie sont et parce que pour

CoQaFaDe

- 30 -

t = X

2
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t2

Propriété 2. a T o' rell »
' }=> a0 B =qa' 0p' TeldI .

SB' relI

a(1) = glo)

o
)

Remarquons d'abord que a' o B' a bien un sens : at(1) = B‘(o) « En effet

o Yo' reldl et B=p'" reldI , donc o et o , B et B' ont

mémes extrémités.,

a’(i'1)59 . . . .
2 Soit Fj l'homotopie rel 31 entre o et of

P, : IxI =X continue

1
7, (4,0) = a(t)
o' (%)

Vt FQ(O,’E) = O((O)

¥ F1(1,1> al1)

< Pl
1

it

m/[ ' F1(t,1)

- alf,0) B

it

Soit F¥_ 1'homotopie rel 31 entre 8 et B!

F2 : I xI -~ X continue

F (t,0) = g(t)

it

F(t,1) = g'(¢)
Vv Fylo,7) =plo)

Vo 01,0 = (1)

Prenons pour P 1l'application suivante :

P(t,r) = F1(2t,q:) si ogtg%F

F2(2t-1‘,~'c) sid gt



P est continue car F et

1
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F2 le sont et que pour t =%

P (1,5) = 1) = o) = Flo,n) -

F(t,0) = F,(z’c,-o) o F<F

F2(2t~1,0) Fgt gt

~N

de mime £(5,1) = (a70 ')(4)

f

et VY1 £lo,1) = f1<0yT)

Vo 2010 =£,00,0)

est donc bien 1l'homotopie

al2t) ogtgd
= { = (a0 p)(%)
lat-1) F< t <1
=qalo) = (¢ 0 6)(0)
= g(j) = (a0 g)(1).
C.Q.F.D.
cherchée.

|

Propridté 3. Soient a,B,y I che

8(1) = y(o)

" Alors (a o ﬁ) o vy

mins dans X  tels que al1) = B(O)

ao (poy)reladl.

et

“

a(3,1)p(z,1) ¥

1]

14 !
'g OC(Z»O?(%:ao) Y'

+1
1 T 2
T

<
a3
N

Soit F:IxI-=X

(t,2).~ £(t,1)

Prenons l'application f définie par :

oy (A )
F(t,7) = al=5 si og

+1




£(t,z) = pl4t - ¢ - 1) =i

t -2~ . + 2
£(t,1) = Y(L“Z'_:'TE‘} si X Lt 1

f est continue parce que a« B et y le sont, parce que

il
i

[a(m+1)] = (1) = [p4t = 7 - 1)]
t

== Al
T4 T4
et parce que [5(4t - - 1)] P 5(1) = Y(O> = [ (4
'tx-z—
f(t,o) = a(4t) si o gt ¢ %
=4t - 1) s gtz ) =[log)oylt)
=y(2t - 1) s oS¢t
£(4,1) = a{2t) 81 og tg %
= (4t - 2) =i % R % b=lao (Boy)](t)
)
= y(4t - 3) sl 2 ¢ b

D'autre part Vt f(o,m) = a(o) = [(a o B) o Yl(o)

Vo £(1,1) = y(1) = [{ax 0 B) o v](1)

F est bien 1'homotopie cherchée.

- 3% -

>] L
4
C.Q.F.D.
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Propriété 4. Soit o wun chemin de X tel que alo) = x € X . Alors
ocooc—1"‘a reladl .
s .
o
1 -1 2 - T
Z Z 2
a(%,1)a‘1 (. 2 T
K Z1 Z2
Soit P : I x I - X définie par
. 1\ £(t,7) = x_ o tg 1=t
eX .
o ot 2(1=1) 2=
O - T - et— - il
% a(= -t
=12t -2y 2=1 . A
= (= + =) SEtg
F est continue car « et o  le sont et parce que :
2% 241=
[(Z - 2=zl - alo) = x
T T 0
t = 1=q
et parce que [a-1(§E + 1:2)} = aui(o) =o(1)
T T 2=
o= 2%
p)
2% 2(1-7)
[a( T ]t _ 2
T2
D'autre part f£(t,0) = x = Xo(k)
£(t,1) = al2t) oKt E
» V=ao a—i(t)
=o (2t=1) Lt g1

On a aussi @
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Ve £(o,t) = X, =&, (0)

Ve £01,0) = " (1) = alo) = ¢, (1)

Co QeFeDn

f est bien l'homotopie cherchée.

Propriété 5. Soient « et B 2 chemins de X tels que a(?) = 3(0) .

Alors (a o B)f1

i
™

o]
3]

i

(¢ o8) " = (&o g)(1 - t) al2(t - 1)) Tty

pla(t = t)-1) ogtgt

c(Boa)(t-t)=p"T0a (1) .

Définition du groupe fondamental.

On définit 'H.?(X,'x ) = {[a] & o« lacet en X eb
-0

([a] = {8] &= (¢ "B rel 3T} .

3i on veut Hi(X,Xé) =[1, I ; X, X, 3 1]

Théoréme.,— La composition des classes de chemins fait de H1(X,XO> un groupe.

- La loi de groupe sur HQ(X,XO) est définie par [a] o [B] = [a o 8] .

Elle est bien définie d'aprds la propriété 2 des chemins,

- Blle est associative
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- L'é1ément neutre est [e 1.
en effet [a] o [g ] [a ° e, ] [a] d'aprés la propriété n°1 des

chenmins,

~ Le symétrique de [«] est [,“'”1]

car [a] o [a—?] ={ao a_1]~= [gxo] dtaprés la propriété 4 des chemins

CeQeFoDs

Définissons un homomorphisme f# : B (X,x ) - H{(Ylyo) .
- - i LS4
Soit f (X‘,Xo) - (Y,,yo) continue.

Soit [a] € .H{(X»,xo‘) -_::> a : I - X continue tel que oc(o) :a(?} = Xo

Soit fog:I=Y foaqg estcontinue car f et o 1le sont et on a
(foa)(31) =2x) =y .
done f o a est un lacet en yo »

done [f o ] € H1 (Y,yo) .

Définition : Posons f?@ [cc]"z [(foal .

— Ctest bien une application de TH1 (X,xo) ->‘.H1 (Y,yo)
- f# est bien définie

en éffet (ﬁ-‘! o rel I) = ('f oo =f o a reldI)

- .f#_ est un homomorphisme :
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en effet

£([e) o [8]) = £ (e 0 8] = [£ 0 a0 §)]

Attention : le ler signe "o" désigne la composition des fonctions, le

2eme signe "o" désigne la composition des lacets

[£o(a 0 8)] = [(2e) o (tp)] = [£a] o [26] = £0a] o £, [¢] -

Propriété 1. Si f =1, = f% = Id du groupe H‘.1 (X,xo) .

clest par définition de f%,

it s e f g ‘
Propriété 2. Soit (X,XO) (Y,yo) {z,zo)~ a}ors g#f%,: (g o f)%r o

(gfﬁ)% [«] = [(ef)(a)] = [e(z(a))] = gy [(£(a))] = g%f#/ [«] -

Propriété 3. Soient fo et f, : (X,xo)-% (Y,yo) tels que

1

£, =1, rel,{xo} .

Alors fo% = f1#

Soit « € %(X,XQ) == o ¢ I =X continue

tog. al0) = a(1) = X

fo=f, rel{xo).—::}fooa—f1 0oaq rela I.
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done fo% [a] = [f, o ] = [f1 0 a = fﬁ(/ [a]

Bxemple : calculons f#/: H1(Sr1,1)‘—> ?(81,1)
1 . 1 2
Mq(s 1) %7 (Probidme 2) . 1 €8 = (1,0) ¢R

considérons £ : (s',1) - (31,1)‘

2
Z oz

I1 suftit de déterminer f% : Z' > 7' sur un générateur n du groupe libre

', Comme f' est un homomorphisme f%/ sera déterminé partout.

22(1, 20+4kn)
z(1,0+2kn)
N —

Posons f%(n) =2 n ,

Théordme,- Si (X,XO) et (Y,y‘O) ont le méme type d'homotopie, alors

alors H1(X~,xo) et H}(Y,yo) sont isomorphes).

Par hypothese,

Jooe (x ) = (ry ) Je(ty ) - (&x)

tq. fog= 1’1“ rel yo
% =
e gof 1X rel Xo

done (f o g);ﬁ = Id du groupe H1(Y,yo) (Propriété 1)

It

f% g% (Proriété 3)
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de méme (g.o‘f)% = g¥ f# = Id du groupe H1(X,XO) R

Donce. f% est un homomorphisme bijectif.

Clest is phi
est un isomorphisme C.Q-FaDs

bande de Mobius

Y = S1

i

Application : X

Y est un retract déformation de X , donc a le méme.type d%omc’copie° Soit

f la rétraction t.q. f(x0)= Y- Done d'aprés le théordme

1y \
i I v o™y
: ,E i d1(s %) nJH}(Y,JO, 5 7,

Calculons f#fﬁvH1<X,Xe} - 31(Y,yo)

w2
.

X Soit o un lacet de X en xo. Un la-

# - cet” B sur le croquis donne une classe

[B]. qui engendre H?(Y,yo) o

B Posons f¥[a] = 2[B]

N3
Y

Théoréme.~ Si X. est connexe par arcs, soient X et x, € X .

Alors H?(X,XO) 2»H1(X,x1) .

~

Par hypothése on peut trouver un chemin u de XO_ a x1 dans X

301§ [a] € H1(X1,X1) .

o 4
poa ! est un lacet en X, .

Posons @p[a] =[pa p~1] . (pas de parenthdses dans le



crochet & cause de l'associativité).

Pu est bien définie. Montrons que c'est un isomorphisme

- C'est un homomorphisme : en effet

6 oufo o8] = [ule o ply"]

[l o ) po p)u ]

i

[ e DI = oula] 2ulp]

~ C'est un isomorphisme. Contruisons en effet un inverse.
L =1 N
Soit p le chemin inverse de u  «

e \——a " .
o : Hw(x,xoj Hﬁ(X,X1} .

- 40 -

p1
Montrons que & = (@ )—1 .
w1 8
o ofal=2 [uoap 1=[pap ul=I[al
=1 p =1
de méme & @ _T[a]_= [a]
b C.Q.F.Do
Théordme.~ 1'isomorphisme H4<X3X1)'ﬁ (X,XO) est déterminé & un automor-
phisme intérieur prés.
Soient p et vy deux chemins de X a X,
*
By : ®H et éu sont deux isomorphismes de
»T
A B (tx,) 8 &x )
0

Montrons : (g €'H1(X,XO) ta. Bp, =g @pgnl) .
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it

-1 TS -
Ly, T=Tu v naw pu |

¢, la]

i

-1 “ =1y
loy v pep (upw )]

i

-1 -1
g 2ula] & o g =[u v ]

Réciproquement si ona &y et g € M1(X,xo) , 11 existe Wy chemin de X,

3 XT tel que :

en effet g @ g— =g ap & L =W, TN
b ' C.Q.F.D.

Corollaire : Si H1(X,xo) est abélien, 1l'isomorphisme est unique :

-1
en effet & =g& 2 =2 g=gd
N ; L | W

g% p=2&pg par hypothése donc u, =2 .

1 C.Q.F.Ds

Autre description de H1(X;XO)‘¢

Soit §' = {el?'"t ot} et 1¢ st (=(1,0) e RD) .

Soit (x,xo) .
On définit le lacet o : (31,1)z» (X,xo) .
N — b ) 1
Si a et B sont deux lacets (s',1) - (X,XO) a

On définit g o B . (s',1) » (X,XO) par
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é(égin(Zt—i ))‘ 1

2eme fois
fere fois ——
X
W e
. \/

On pose Hi(X,XO) z,[(81,1) ],(X,XO) ] {T}E g1 ] et on a aussi-

une structure de groupe sur H1<X’Xo> .

Théoréme,~ (G : (S?,1)~* (X,XO) représente le zéro de HT(X’XO) ¢==§ a-

o)
stétend & D7 .

]@::l On connailt g :ADge X

On cherche F S1 x. I = X homotopie entre 7 et

1

.

.
%o

x I D2 de la fagon Sui-

-4 - 6

Posons maintenant F ; 8 x I —» X. définie par

f(x,t) o= g[(1—t) X 4 t(?,o)]:. Elle est continue car g ltest.
f(X,o) =fa(x) car gl 5 =&
2D
F(X,T) = gx
o

Vie(1,8) =%, ear a(i0) = 5((1,0)) = x, -

F est bien une homotopie entre & et €, relative & (0,1)
0 -
CeQaFaDs
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::@] Supposons que g soit 1'identité du groupe Eﬂ(x’xo>

= JF : 5! x I = X continue.

F(x,o) = a(x)

Plx-1) = e,
0

¥t #(1,t) =X .

On cherche g :4D2 -»X tq. glx) =%(x) si x¢ s
X

1> X

L % | T=0
1 ==l

-

=TI FY PR RS

Posons g(x):\

x x = (0,0)

g ‘est continue car F 1'est et lorsque x - (o,d)

F(ITEWI, 1= =) - x (croquis)

g est bien une extension de 7
C.Q.F.D.

Définition 1.~ Soit X connexe par arcs. On dit que X est simplement connexe

si HW(X’XO) =V[gXo] pour x, € X .

Définition,-~ X est connexe par arcs &=» chaque application f‘i S0 - X

s'étend & D1 .




Définition 2. X simplement connexe «=> chaque application

‘ N i1 .
~g'étend a D pour 1= 0,1.

Définition.— X est k - connexe &= chaque application f :

g'étend & DH'1 pour i gk .

donc © ~ connexe = connexe Par arcs.

1 ~ connexe = simplement connexe.

Théoréme.~ X contractile => VFkX k - connexe .

Soit x € X .
[e]
X est contractile., Soit f : 8* = X , soit c_ X=X
[0}

Alors d'aprés un théoréme f & CX en effet par hypothése

done {1 F=7f2 CX f =0 o

Soit donc F 1'homotopie entre f et Ci :
F(X,o) :f(x)

[¢]
F(X, 1) == <
: O

It

P AUB 0w A= xRt LIPS S

{X l+1

v~}
il

=1l > 4}

Soit g : D°F' - X définie ainsi :

sG) =r(dy 20 - flx ). xen

X€Ao

I
]

C
%
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on a

g .
l||= 1
g est bien définie et continue car lorsque

<l -+ VFQsz!f 201 = Ixl] ) - X

Théordme.- X et Y ont le méme type d'homotopie X conneze par arcs

==§ I$1(X,xo) N‘I%(Y,yo) Ve, ex , Yy e

Lemme 1.~ Soit f : I x I =X

soient ao(t)

£(t,0) a1(t) = £{t,1)

Bo(t) = f(o,t) 61(t) = f(1,t)

1

Alors (aog{) 0 (d: 321) - Ef(o,o) rel (0,0>

On définit (t) = chemin (t,0) t € I .

o}',i<t) = (t,1)
“g(t)‘= (0,t)
B, () = (1,%)

- - -1 =
‘ ’ ¢

Alors (ao 0 31) 0 (&? o B, ) (0,0)
car le carré I x I est simplement

connexe.




Lemme

— '-"‘1 - —1 ~
donc f(EO ° 51) © f(a? ° 8 )= Cf(o,O)

- Loy o pyd o L7 o (5511 = ey o)

f
2*"’" (X’XO)—-—&) (Yyyo)

(Y1,y1)

soit p(t) = F(x,t) .

B est un chemin de y_ a2 y, car glo) = Y, (1) =y .

1 o}

Alors il existe un isomorphisme induit de M1(Y,y0)-» M1(Y§,y1)

a le schéma :

f
w (e ) e w (x,y)
‘ A
\ | 26 it F Lot
TN ) |

Soit o lacet en X, Soit £ : I x I-=Y donnée par
f est continwe car f et o« le sont.
Posons ao(t) = £(t,0) = flalt),0] = fo(a(t))

clegt-a~dire o =71 o0 g
o 0

i

de méme a1 f1 0 o

Prenons Bo 51 =g et appliquons le lemme 1
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. on
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- 1 - ~ '
((£, 0 a)og) o ((£, «)7 B h % Cr5.0) = %a(0) = cyo

-1 =1y .
= (£, o) o (plz, &) 87) cyo

- fo#[a] @B[(f1 ¢)~1] = Id du grogpe Mj(Y,yO)

i

= f°¥[a] (@B[(f1 7D (B(z, o)™ 3-1)“?

Il

p(f, W) = @B[f1;a} =2 f1¥[ajA .

CBQ‘FOD‘

Démonstration du théoréme :

(X et Y ont méme type d'homotopie) == (Jf : x~¥ , Jg Y ~>X

fg =1, et gf -1X)
Soit x € X
9]

Posons f(XO) = yO g(yo) = X1_ 1

Appliquons le lemme 2 :

ef
(Xaxo) _ (X9X1)

O\

(X,x )

Nous savons qu'il existe ®u, : M1(X,XD) - Ml(X,X1)

tel que ®g1 = (gf)%kz g% f%y .

Nous savons qu'il existe aussi By, tq. Ty, = f¥ &y -



et pour tout fo : (X,xo)'e (Y,yo) en particulier fo = f

pour tout f, : (X,X1) - (Y,yz) en particulier f, = f nous avons le

diagramme suivant :

f
. (0] .
2, (Xx ) ot L (T,y)

g,f =20 = g est un épimorphisme
Fof T M 4

(= homomorphisme surjectif)
f ,8,=0u. = g, est un monomorphisme
T ST e 7

(= homomorphisme injectif)

donc g¥ est un isomorphisme et f% aussi

CeQeFaDo

Application du théordme :

Soit 8. x '81 le tore de dinmension 1

1

SR
B (8 x8),00,1)) =z x 2
3.1(81,1):2

1 : ‘
3 et S1 X 81 sont connexes par arcs. Leurs groupes fondamentaux sont

différents donc ils n'ont pas méme type d'homotopie.
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Théoreme, - S1 n'est pas un retract de De o

31(33,1) 37 .

»H1(D2,3) = [EX ;] (D2 simplement connexe).,
o

Supposons dr : p° g tq. ri=1 ., .
S

Alors (ri)%;s r¥ i%rz 1 = 1l'application triviale. C'est impossible,

Théoreme, ~ D2 a la propriété du point fixe.

~clest-a~dire si Vf : D2 4'D2 = Jx ¢ D2 f(x) =x .

Supposons que 3 : - 2 , VX f(x) #x .
Alors on peut construire une rétraction de D2~~> S1 de la manidre sulvante

r{x) = x Clest en contradiction avec le

r(x)

théordme précédent,

Définition.~ X est un H-espace si

Jp: Xx I >X continue et si HXO € X tq.
X - p(xo,xo) , application de X dans X
et X - u(xo,x) , application de X dans X soient homotopes

3 1X relativement & X .




On pose u(xo,xo) =X,

Exemple : X est un groupe topologigue.
On prend p = multiplication du groupe

Xo = unité du groupe

Les deux applications de X dans X sont des
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identités sur le groupe.

abéliens

Théordme.- Si X est un H-espace avec unité X o Alors ﬁH(X,XO) est

BExemples : * groupe des rotations de mj .

* groupe des matrices inversibles

Démonstration

1. Solent o et B des lacets en X, e

Définissons o ¥ B(t) comme étant le lacet .

(a * B)(%)
(a * 8)(0)

il

ula(t), gle)

i

Cette loi est bien définie: en effet

s

Soit o o 2ot rel I

nxn.

wlalo), (o)) = wla(1), (1)) = (a« * g) (1)

b= o *B ~a' *¥8' reloal

[

Soit B' B ®+BR' rel I

en effet : Soit {aT}t€I

done a = o o, = o .

1l'homotopie entre o et o'

»




a Sme f : = =g' .
e la méme facon nous avons {BT}T€I avec B = B, =F8

Alors ogT * 6fc<t) est une homotopie entre a*g et at.*¥B'.,

En effet o * B (t) = a * p(t)

ot F B:(t)

i

o, * Bl.(t)

= eX""*a o reladl
O ) e}
Posons en effet f(x) = p,(x,xo) . Par définition de X H-espace nous avons

2. Soit e :t»xo . o *e

ol £ ~ . o o
T 1X rel XO done o ‘1X rel XO donc fooc 1Xo; a =
— -y ¥ .

or fO a(t) = (1(05(’6)3{0) =a ¥e (t)

. o
donc o = o * gy

o

par le méme raisonnement g = e, * g

© C.Q.F.D.

. Soient « ~ lace X .
3. Soient @, o, {31 62 4 lacets en X

Alors (aQ o 31) *;(az‘o 52) = (a1 * “2) o (g—s1 * 32) . En effet :

(a0 B,) * (ay 0 8,) est 1o chemin ¢ = ul o, 0 8,)(8), (e, 0 8,)()]

défini par (u(,{x1(2t) s 062<2’5>) si 0 tg %

ul,(2t-1), B (2t-1)) si F< b1

= a*a2(2“t) 0 tg%

1

b= Ale, *a,) o (g, *p,)(t)
B, * 52(2t~1) Fgt gt ! 2 ! 2

CeQaFoDla
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4. Scient o et B deux lacets en X, e
Alors o 0 B :(a*gxc) ) (sxo * 8)
en effet d'aprés ce qui vientd'&tre démontré :
* C¥ — *
(a axO) o (axo. g) = (ao exo) ,(exo o B)
or aOSXO:’.o;rel'BI et 3}(00;3;“{3 rels I

done (o * gXO> 0 ex_ ¥ B) 2 aq *p reldl.

D'autre part : a * 8 ﬁ‘(axo o a),*;(B O'€Xo>
=(sxo *8) o (a *z—:X‘O)

done @ *B 2B ¥ rel2l .

Produit cartésienbd‘une famille d'ensemble,

‘Définition.- Soit {Xp p € A , A ensemble d'indices}. On note X 1le

produit cartésien des Xu , p € A : = X Xu .
’ peA

B p

Soit x €X: Soit@m :X~-%¥ T . estla po'° projective.
. ,
X = Xp

£ est wne fonction : A - tﬁi Xy

telle que f(p) S (TR Vu €A

Théordme, = a(x,x) % x  ®&ux) .
e 1 1 P
pEA.

Démonstration ¢  Soit o : I 2 X lacet en x .
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Soit o« le lacet en xp défini par a;(t) = I oa (t) clest-d-dire
[ . [ .
quton projette. o sur -Xg »

Soit f : H (X,x) - % H (Xp, xp)
1 S
pEA

[e] - T [ap]

pea

f est bien définieet c'est un isomorphisme car on peut en construire un
inverse.

Application 1: X =Rx § . Soit x ¢ X 1:1(}(,::) ‘i‘vM,i(ST) %7 .

1
On peut aussi remarquer gue S  est un rétract déformation de X .
Donc puisquiils sont connexes par arcs, 1ils ont mémes groupses fondamen—

taux.

Application 2 ¢+ X = st s” Hg(X,x) =72 X7




CHAPITRE 2.

REVETEMENTS

.e

RAPPELS TOPOLOGIQUES.

Définitions 2.1.

Soit X un espace topologique,
(a) X est localement connexe si pour tout x ¢ X et tout voisinage N

de x, il existe un voisinage connexe. U ée x tel que
UcHN

(b) X est localement connexe par arcs si pour tout =x € X et tout voi-
sihage N de x , il existe un voisinage U de x , connexe par arcs, tel

que

Propriétés 2,2.

(a) X  localement connexe <& Toutes les composantes connexes sount ou-

vertes et fermées,

(b) X localement connexe par arcs <&== Toutes les composantes connexes

par arcs sont ouvertes et fermées.,
(c) X localement connexe par arcs ==> X localement connexe.

(d) Soit X1ocalement connexe par arcs. Si X est connexe par arcs, sinon ses

composantes connexes sont connexes par arcs,



- 55 =

REVETEMENTS.,

Définition 2, 3.

Soient deux espacez topologiques X et X , p 1 X—- X une application
continue,
X est un revétement de X si pour tout x € X , 11 existe un voisinage -

‘U de x tel que :

"~

a) p‘j(U) soit réunion disjointe d'ouverts Ud , a €A .
b) Pour tout « s P Ua<e U soit un homéomorphisme, Un tel voisinage
U de. x est dit voisinage admissible de x, chaque Ua‘est une copie de

U , X est la base du revétement, et p_i(x) est la fibre sur =x .

81 U est admissible, et V un ouvert tel que V'C:ﬁ V' est aussi un

voisinage admissible, g /§j>

exp
D
Exemples 2.4, / S?i
») X=® , X=8 , p=exp (expt = BZ™F) x

(tout voisinage Uy U4#<S1 est admissible).

) X=%x=8 prs -g p(z) =2z new

Cet exemple est un cas particulier de d) avec { H = {e

d) Soit G wun groupe topologigue et H un sous—groupe discret.

Soit P : @ - G/H 1la projection canonmique p est un revétement.
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Remarque : G/H n'est un groupe que si H est distingué. Soit V un voisinage
de ¢ (élément neutre de &) tel que V H = {g}

{ceci découle directement de la définition de ladiscrétion de H).

L'application ¢ : G x G~ G @(g1,g2) = 8,8, est continue donc
¢—1(V) est voisinage de (e,g)‘€A¢-1{a} pour la topologie produit. Il

existe donc deux voisinages Uq et U2 de. g tels que : UQ X U2 C:¢‘1(V).

U= U1~ UZ' est un voisinage de ¢ qui vérifie

-1
le,e, |(g:8,) €Ux Tl V.

Nous allons montrer que p est un revétement car p(U) est admissible,

p|U est injective : g,,8, €U ple,) = p(gz) => g8, €0 V= {e}

1772 172

done g, =g

1 2
p-j(pU) =HIl =UhU ; {hU}heH sont ouverts disjoints car.:
- Si 0 s : =
Si h1 U h2 U # ﬁ il existe gi,gz ¢ U a1g1 h2g2
-1 . \ B N
g8, €H V= {e} donc g =g, et h, = b,
- 9y P87 hg est homéomorphisme donc hU est ouvert p Wy - hU = p(1U)

est un homéomorphisme car :

plyy = 2ly o wk—1$hU
’ 1

et est un homéomorphisme : U - p(U) car elle est bijective et bilcon-

U

tinuve d'aprés la définition de la topologie quotient.



e) X=Rx s? , X= st s , P=expx 1

3

f) X = R’ , X = 5! XR , p=expx lp

Ix1I
R

g) La bouteille de Klein : K =

i

R est 1'identification : 1) (x,O)

(x,1)

2) (o,y) = (1,1-y)

Il

Ie tore est un revétement de K o

Vx eI

Wy e 1
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h) De méme, le cylindre S1 x I est un revétement de la bande de

Moebius M = X1I
R
R1 est 1l'identification (o,y) = (M,1=y) W e

i) L'espace projectif P(X) .

Définition 2.5,

A

Soit K un espace normé, de norme

L'espace projectif sur X , P(K) est 1'espace quotient de

tification de x et =-x , pour tout x € 3 .

Cas particulier : K = R

21 ()

PO = {point} ; ; P! est homéomorphe & 8

Proposition 2,6.

1

»

o 8= {x ek fx]l=1}.

S vpar 1l'iden=-

L'application p : & - P : p(x) = [(x,-x)] est un revétement.
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Preuve :
Soit & 1la distance définie sur Sn par la mesure de l'angle défini par
deux points (aveC‘l’origine)e

X € 6n Ux

il

{y € ™s(x,y) < -;—f }

n
{zes!-zgvx}

ul
X

) B . . 3
U0 UX_QS 5 PU_ = PUL .

pUX est un ouvert de ]PI'l , qui est voisinage admissible de p(x) o

Proposition 2.7.

~

Soit p : X~ X , un revétement ; alors p est une application ouverte

surjective,

-~ ~

Preuve 3 Soit V wun ouvert non vide de X , et x €V

Posons X = p(%) o Soit H- un voisinage admissible de x, g‘ la copie
de U qui contient ; o 6 est ouvert et VW\% est un'voisinage de X .
p{ﬁ' est un homéomorphisme de 5 dans U

p(V n 6) est un voisinage de x, inclus dans p(V) .

p(V) est donc ouvert. (vaisinage de tous ses points)o

Proposition 2.8.

e

Soit p : X =X , un revétement de X connexe ; alors pour tout x appar—

tenant a X pﬁ1(x) est un ensemble discret dont le cardinal (noté p_1(x))

est congtant. .

(on appelle p—i(x) la multiplicité du revétement ).
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Preuve :

- Soit x € X , il existe un voisinage admissible de x,U ..

G W
ach ¢

~

p!U& est un homéomorphiéme 3 11 existe dbnc un point Xa € Ua tel que

P,(X1)= X pour tout &K de A .

Done pour tout =x € U , p_1(x) = A

-~ X est connexe. Soit T = {UB}BGB un recouvrement de X par des voisina-
ges admissibles,
Soient =x,y appartenant & X . Il existe o ¢ I.—-X continué telle que

a(0)

«(1) =y

i

X

a(I) est compact., Il existe donc- UT’U aoo Up regouvrant a(I) tels que :

2

UiﬂI%AJ £ 4 i €{1,2¢00p~1}

Soit x, € U.N U, °
i i i+t

mm———

}) = (y)

b (x) = (x,) = een = p—1(xp

1 - 1

RELEVEMENTS.

Définition 2.9.

Soient X et Y deux espaces topologiques.

f @ ¥Y-=X continue



et p : X ~» X wun revétement, X
g /;7L
On dit que g : Y = X est un relévement de T Y,/?f g P

si

Théordme 2,10 (unicité du reldvement).

Soient p : X =X un revétement, Y un espace connexe.

f Y- X, une application continue.

Si g1, g2 sont deux relevements de f tels qu'il existe gO €Y ou

g,(g,) = g,(y)

1 = N
alors g? g2
Preuve :

A

]

v € Y/e,(v) = 8,(y)]}

B

=y ¢ /e, v) £ 2,0} -
On a s
AUB=Y
ANB=¢g

On va démontrer que A et B sont ouverts.

Comme A'wﬁzest~pas>vide»et gque. Y es8% connexe, Bu=»¢‘,

A est ouvert : Soient y € A , U est un voisinage admissible de
f(y), et U la copiede U qui contient. g1(y), (g1(y) appartient &

v () car pe=f)  £,0) =g, .
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Soit Vi un voisinage de y dans Y tel que
gi(Vi) cU i={1,2}

(D'aprés la continuité de g, et g2) .

i t = n .
Soi v V1 V2

Pour tout z de V g1(z) = gg(z) car g1(z) s gg(z) €U

car pg1(z) = ng(z) = f(z) et car p est injective sur U

V est inclus dans 4 ,

B est ouvert : y appartient & B g1(Y) # gg(Y)

S0it U un voisinage admissible de f(y),

gT(y) et g2(y) sont dans deux copies distinctes de U , soit U1 et

U, (car pg, = pg2)

g1(y) €U, et gz(y) €U,

°

Soient V et V des voisinages de y tels que

1 2
g1(V1) C:U1 et ge(Vz) C:U2
V = V1 n V2 est un voisinages de y inclus dans B .

Corollaire 2.11.

~ ~

Soit p: X=X un revétement, x € X , x ¢ p-1(x) « 91 o est un

~ ~

chemin dans X qui commence en x et si o, et o, sont deux chemins

dans X gqui vérifient :



be}
PN
R
—
~
If
Le]
P
3]
et
]
Q

et

4

i
Q2

Alors ¢

Définition 2.12. (Revétement induit).

On se donne Y - & continue

2

X - X un revétement.

e

iy

On va construire un revétement p: Y~ 7Y

R T pd?

S

e 42

tel que le diagramme soit commutatif

soit ¥ = {(y,%) € ¥ x %/2(y) = p(¥)}

=2

Soient P, : -~ Y p1(y,x) =

[
<

£,
1

e
M2
3

- X f1(y,x) =

On munit Y de 1z topologie induite par celle de. Y x X .

On démontrera en exercice

19) si p et f sont continues : pf1 = fp

o

1

2°) si p est un revétement P, est un revétement. .

Théoréme 2,13,

ar

Soit p X - X un revétement.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est localement connexe (localement connexe par arcs).

N
b) X est localement connexe (localement connexe par arcs),

- 62
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Preuve :
(Démontrée dans le cas localement connexe).
~ ~

- a==Db:8it x€X , N un voisinage de X

Posons :
p(x) = x

~

Soit U wun voisinage admissible de x , 6 la copie de U qui contient x
Posqns :

N =00

p(N') est un voisinage de x, car p est une application ouverte donc
p(N') N U aussi

I1 existe V’C:p(N}) U connexe.

plU est un homéomorphisme.

Donc

p_1(V)n'U est connexe dans X , et c'est un voisinage de x contenu
dans N .
- b == a Soit x €X , N un voisinage de x, U wun voisinage admissi-

~

ble de x, U wune copie de U .
p}U» est un homéomorphisme.

(p!U)“1 (v n N) est un voisinage de x (p(x) = X) il existe donc

~

V connexe, inclus dans (p!U)“1(U'n N)

o~

V = p(V) est un voisinage connexe de x car p|U est un homéomor-

phisme,
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Théoréme 2. 14.

~

Soit p : X - X un revétement, X localement connexe.
Pour chaque composante connexe C de X p(C) est une composante connexe

de X , et piC:C~— p(c) est un revétement.

Preuve :
- X étant localement connexe, d‘aprés le théoréme 2.13 . i ltest donc
ses composantes connexes sont ouvertes.
C est ouvert ainsi que f(C) p étant application ouverte., Soit 01 la

composante connexe de. X qui contient plc) C1 est ouvert.

Pour montrer que CT = p(C) il suffit de montrer que p(C) est fermé.

Soit x € plCc) .

Soit U un voisinage admissible de x , Vc U un voisinage connexe de X.

vn p(c) £¢

~

Donec il existe une copie ¥V de V¥V telle que VANC # ¢ .

~
V est connexe, donc V€.

2(T) =v < p(0) donc x € plc) .

- Seit x € p(C) et U1 un voisinage admissible de x .

Soit ) C::U1 un voisinage connexe de X.

PosonB :
P1 = PIC .

V est un voisinage admisgsible de x  pour p1 N
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Si V est wne copie de V telle que VNC £ @ , alors Vec
p (1) = {U ¢p (0)]u nc#p)

p, + C— p(C}, est un revétement,

1

RELEVEMENT DES HOMOTOPIES.

Théoreme 2,15,

Fo f ~
Soit un revétement p: X > X , T x0 ~——~f}X
G:YxI-=X , f:7Y-X continues 1 // L P
< G X
Y x I —

tellesque : pfly) = G(y,0) (y € 7Y)

Alors 11 existe F : ¥ x I - X continue ftelle que

F(y,0) =£(y) (v €Y) et pF=6 .

Preuve ¢

La démonstration sl'effectue en deux temps : existence locale de F (en

trouvant Fe. : ®y x I =X vérifiant les mémes conditions que F sur
¥
un voisinage Gy de chaque point y € Y) H existence globale de F vpar
recollement des FO .
y
a) Définition de L
v

Soit y €Y 3 Gly,t) € X.. Soit U(y gy voisinake admissible de
b

¢(y,t) . I1 existe des voisinages W(y t) de y et N< de t tels
. 3

7,t)
e GW xN, )cCUu, .
a ( y t) (y,t)
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Les N(y +) recouvrent I compact. Il existe un sous-recouvrement fini,
b4

donc > 0 tel que si t - g . G(W x {t,ej U our
€ 4 | | <= e (v,t,) [t:s] (v,t,) pow

wm t €I,
Q

Prenons une suite : 0 = to < b, Ceos < tm:1 telle que

1

!ti+1 - ?if

n
- . ool w i
L1 ti‘ v o (y,31), .

{ g pour i = 0,1,... m=-1 . Soit 8y le to correspondant

a |t

V  est un voisinage de y qui vérifie : (Vv x [ti ti+1] CIU(Y,Si)z Ui
pour 1= Q0,t... m = 1.
(Vv x [qta] ) U, et G(y,0) = pf(y).

Soit U, 1la copie de U1 qui contient f{y) . Il existe un voisinage V

1 1

de f(y) tel que f(V?) C:::U1 . Posons p1 = p’Uﬁ (homéomorphisme)

G, =V, NV . Définissons : F. : G, x [o,t, ] =X par
1=V G, ' 1

- )
FG1 = D, Gi(}1 X [o,t1]

Fo vérifie : PF

= G et ® (z,c) = f(z) {z € G ) .
’ 1 ¢, !

Nous allons par ce procédé trouver Fg, s FG e FG par récurrence.
1 2 m

S 5 H = | v = I

upposons trouvée FGi pFGi G et FGi(Z’ti~1> ﬂGi 1<Z’ti~1>

pour 2z € G. .

i
I l . . N - 5 - .
existe un voisinage Vi+1 de I(y) tel que f(Vi+1) C:Ui+1

posons Py 4 = RIU Ly et Gy =V, N
Définissons F, PG X [ti "ti+1] - X par

i+t

-1
= G
e Pipq GG x Doy ]
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FG. vérifie : pFG' = G et FG. (Z,ti) = FG.(Z’ti)(Z £ Gi+1>
it i+ i+ i
. .
I1 suffit maintenant de prendre Gy = Q i et de recoller les FG
. i
pour obtenir F, : G x I =X vpar :
G y
¥
pour t € [titi+1] Ry (yt) = Fo 1(Yt)
continue +
FG gst Y . Elle est continue car les Y x [ti, ti+1] sont fermés et
J
= G ) -
pFGy = le X I et FGy(z,o) ,f(z) (z € Gy)

b) Définition de ¥ .

Soit Fly,t) = Fy (y,t) pour v ¢ Gy‘ .
¥

Cette définition est convenable car si Gy n Gy, £ ¢

F.olene, =7 Jeng
G ' G '
y 7Y g v
. 0 5 . — . .
Soit =z € Gy Gy, . Les chemins : a1<t) Fy (z,t) , ag(t) Fa (z,%)
y v

vérifient :

a,(0) = a,(0) = F@y(z,O) = f(z)

ot pa.@(t) = pocZ(’t) = oF, (z,t) = ¢(z,t) tel
. .

a, et @, sont donc deux relévements de  pu qui coincident en

1 17

t =0 . D'aprés le théordme 2.10 d1 =0, .

Les 7T sont continues sur les ouverts Gy x LI de Y xI et
v .
coincident aux intersections. F est donc continue sur Y x I . Enfin

F vérifie évidemment :

Fly,0) = f(y) et pF =20 .
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Corollaire 2,16,

Soit p X - X un revétement x € X ax 0 = X
~ -1 . o - g
x €p (X) , ¢« un chemin dans X tel que //

a(0) - x o x T— X

~

Alors 1l existe un unique chemin « dans X tel que

Cé(O):Xi et Pa =o o

Preuve :
L'unicité résulte de 2.10. L'existénce s'obtient en prenant Y = {a}

a(a,t) = at) , f(a) = « dans le théortme 2,16 .

Corollaire 2,17, -

e

Soit p i+ X=X un revétement, ~ o
. ~ Ixo_ % o X
o ,B deux chemins dans X  tels que . 4
: P P
. . . - P
oc(O) = B(O) et pa ™ p8 reladl _// G
—y
IxI X

Alors a ™ é’ reladl

Preuve : Soit G : p&," pg rel @I
Diaprés Th.2.15 , il existe F: I x I =X tel que F(t,0) = o(t)
et PFE =G .
or pF(07) = G(o,t) = pa(0) .
Le chemin ¢ : ¢ = F(om) est donc contenu dans la fibre de p&'(O).

Cette fibre étant discréte et un chemin continu, ¢ est constant

Plor) = 7(0,0) = o) 1 €I
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de méme F(1,7) = F(1,1) = &(1) (v € 1)
soit § (t) = P(s1) . Ona Fi:a~f relal
Or §1(O) = B(0) et p§1 = p§ . D'aprés 2.10 §1 = E‘

ce gqui compldte la preuve,

RELATIONS AVEC LE GROUPE FONDAMENTAL,

Soit p : X > X un revitement, s €X , % € p (x)

Dy nq(xax) =~ I, (x,x)

p# est une injection.

Preuve
. . oo~ o
soit [&] ¢ nf(X,x) tel que p%[o&] = [ra] = 1111 (X’Xo) = [exo] .

Ceci signifie que p'& - gxo relol

or ex_ = p(g&4(0>) (8(o) =% car o estun lacet en %) dtapres

{2

w
L7 °
2.17 o 8&"(0) rel ol

ou [&] = 131(§,§<0>)

 Applications 2,19,

2 1 | \
a) x =2 ; S (R identifie un point ds S° & f =,
n R

~

un point de. ST). X est R sur lequel on colle

une sphére 82' en chaque point de 7 .

p stobtient d'une manidre évidente. .I
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on a n1,(3°c,§) %0 ot T (Xx) %2

b) T : le tore S1 X S1 « T n'est revétement ni de S1' ni de 82 

car o

w 2 2 ~ 1 -
Hi(T’X1) wZ ;I (S~,X2) 20 .3 H1(S ,XB) 7 .

1

N"N' . e~ ailiag
I, (%,%) ——— 1, (%x )

P l
g et g e p& est un chemin dans % p¥
0 1
I, (X,x1~) _— 31(x,xo)

Proposition 2,20,

“”1 ~
Soit o un chemin dans X entre

X entre px - % et oy ~
entre px =x et px, =%, -

D'aprésble chapitre I, on a des isomorphismes

w - -
oy ot T (@&,[é’-]z AR cppa[slz [pa.p.(pa)" ']

Alors le diagramme ci-dessus est commutatif.

ls€,e P%a @&J:':@p& op¥
Preuve :

w N
Soit un lacet B en x

p,8lB] = 05 B8] - (@B 5] = [ s (7]

Corollaire 2.21,

. o . » o -1
Soit p : X = X un revétement,. Xo exX , Xo , x1 € p (x) .

. N ~ . ~
Si XO et x1 sont dans la méme composante connexe par arcs -de X

& oW
alors (H1(X’Xo)) est conjugué & p#(H1(X,X1)) dans H1(X,Xo) .

P
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Ceci signifie qu'il existe [a] £ HT(XgXO) tel que ‘tout
() € oy (m (5, %)) s'éomit [x] = []lv)le]” pour un [y] ae
~ oW
P%‘(HJi (X,"Xq ))o
La relation de conjugaison est une relation d'équivalence ce qui nous

conduira ci-apres & étudier les classes de conjugaison,

Preuve :

~ »r
Soit: & un chemin dans. X entre §o et XT_

. " - (%5 LY & ) £ it
p¥H1(X,XO? *.p%@d(ﬂ1(x,x1)) d'apres le chapitre I

il

2, ,!(Hfa (x,x,))
Ge qu'on peut noter :
> -1
o 0 (05, ) = [ve] o1, (%,5)) [pa]”

pour rendre évidente la relation de conjugaison.

Corollaire 2,22, (réciproque)m

Soit p : X - X un revétement, x €X ,‘,§; € p'1(xo) .

~ p
Si H est un sous-groupe de H?(X;XO) conjugué & Ho = pﬁﬂj(x;xd)o

. . o Py d v =1
Alors il existe x , connecté a x. dans X , x, € p (x )
1. o] 1 ) o’

tel que @

Preuve 3
Il existe g €,H1(X¢O) tel que H = ngh'g_1 g :-[a]V ot « est

n N N . L4
un lacet en X, o. Soit' & le reldvement de « qui commence en X -



- T2 -

B -
Posons x1 = g(i) (%1 € p 1(XO))

H x, *.)
= P¥H1 » X, o

Théoreme 2,23,

s a

Soit p 3 X=X un revétement, On‘suppose X connexe par arcs. Soit

_ , » -1
E € X, X, € p (xo) .

. . . -1
Alors 11 existe une bijection entre p (x ) et T (X,X )/~ oW
0 17770 p¥ﬂ1ﬁx,xo)

T

-1 ’ ;
ise, P (X‘) = card (H (X,X')/‘ TN
5 1 o pﬁﬂj(x,xo

)

Preuve 3

~N

oy . W -1 W .
Posons B = p%ﬁ1(X,xo} o Soit x1 €p (Xb> et g un chemin dans X

1
h(§1) = H.[pz]. h ‘est bien définie :

w ; _1
entre X et X, . . po -est un lacet en X . Soit h :p.1(xo) ﬁHT(X;Xé)/H

. o . . o . ™ LA ' b
Soit a1 un autre chemin de XO a x1- . ala eat un lacet en XO o
' W Wt ~ow
Donc p¥[a1 oa | €H-= P#(ﬂ1(ﬁaxo))
- s\ T
p¥[&'1 o} ?X ] = [p'(‘;ii e (P%O :} :
et [, . (0)7'] € # = H[o¥,] = #[p]

h est surjective :
Un élément de H1(X,Xo)/H' s'éerit H[a] avec o lacet en X .

. w N v i
Soit o le reldévement de ¢ tel que &lo) SRR

Posons %1,x.§<1) .- On a h(;1).:,H[a]

1 est injective :



. N n
Soient %, , X

1 € p—1(xo) tels que h(g

2 1

HEP&T} = H[p&z] ol Qi est un chemin de

A

Kid
X
0

) = h(Eé) ou

- 7% -

Y N *
) Xi + Il s'ensuit que :

[p&}] = [pB] [p&z] ol % est un lacet en §O . Ceci signifie :

. b
) rel?I . Comme &1 et B.'Za

o ~ N ‘~
ok, = p(B.a,

247 affirme : .

P ~ P ~
ay =B o oy rele I
En particulier : ¥, = g-(1);= % (1) =%
1 1 2 2
Corollaire 2,24,

2

~t
commencent en XO

Soit. p: X - X un revétement. Si X est connexe par arcs et p%

surjective, alors p est un homéomorphisme.

EXISTENCE D'UN RELEVEMEKE,

Le but de ce paragraphe est de déterminer
sous quelles conditions on peut relever :

~
f(Y,yO)'* (X,XOD sur un revétewent (X,XO)

de X

A
g
///
-

(Y fyg/) "'-""f“""")

g -

-

T
m,(1,y,) =, (Lx)

1

On remarqguera que si g existe, telle que pg =1 on a-

FERERIETVCACE B)

(x,x )

| -

(X,x )

Qi(X,XO)

7 P%»

en raison de la correspondance fonctorielle entre les espaces topologiques
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munis des applications continues (oatégorie des espaces topologiques) et

les groupes fondamentaux munis des homomorphisnmes (catégorie des groupes).

Théorame 2,25,

~

Soit p : X - X un revétement, X, ¢ex , %O € p_?(xo) et soit Y wn
espace topologique connexe, localement connexe par arcs (i1 est donc
connexe par arcs)~ et f :(Y,yo) *’(X,XO) . Les deux conditions suivantes

sont équivalentés :
- - N,\JN
a) Il existe g, unique : (Y,yo)-ﬁ (X,xo) telle que pg =f .

o) £m(ry D) e pyn @5 ))

Preuve 3

a == b est démontré ci~dessus.

b = a 1) Soit - f*x le revétement de Y induit
par £ & %X = {(y,x) € ¥ x X| fy = px} £4X —5 X
st (2 — £( - P
(v, 0z, ) € xx(pf = £(y ) = x_) l 1 tp
Y ~;£» X

o
Soit A 1a composante connexe par arcs de (yo,xo) = ao .

P, = pQIA : A p1(A) est un revétement,
Ceci d'aprés 1'équivalent de . 2,14 ol connexe est remplacé par connexe
par arce (qu'on démontrera de facon analogue). Ue théoréme nous apprendra

aussi que p1(A) est une composante connexe par arcs de Y . Comme Y est

connexe par arcs : Y = p1(A)



2) On obtient donc le diagramme suivant : A(ao> B amad (X XO>

p% (1,2 )) = H3(Y,yo) .

Cette relation que nous allons démontrer, associde & 2,24 nous

montre que p2 est un homéomorphisme,

Soit a un lacet en Yo - foo est un lacet en xo
o ; S (3ind ¥ s abgar
f¥(H1(Y,yO))<: P#(nz(x, Xo>) « De cette condition on déduit 1'existence
™

d'un lacet §1 én £g tel que ¢ fu 3~pB1 relal ,

o ~N ~
Soit B un relévement de fg tel que 3(0) =X,

o —w
pB =.foc~pﬁ,¥ @

D'apres 2,17 B ﬁg§1 rel o1 done B(1) =k . soit p(t) = (a(t),8(+)) .

Ciest un lacet dans A en ao car 3
~ o
a) u(t) e 22 (ful(t) = pa(t))
b) p(I)‘CZA.gkp(O) =2 € A et A connexe par arce .

c) :p(?) =a .,

Aors [p] € H1(A,ao) et 92#;p] = [pgp] _[a] .

=1

102

L3

3) Puisque P est un homéomorphisme, posons : g = T

Vérifions que $ pg=7F .
Or g = &= P8P, = fp2 car p, est un homéomorphisme,

L -1
1 1 I —
Ce qui s'éerit pf1p2?p2 = pf, = fp2 .



- 76 =

C'est la restriction & A de la condition pour que f£*X soit le revé&tement

induit par £ sur Y .

CLASSIFICATION DES REVETEMENTS.

Lemme 2,26,
Soit p 3 X -~ X un revéitement. Supposons X. localement connede . Soit U
un voisinage admissible connexe dans X . Alors chaque composante connexe. de

3;1(U) est une copie de U .

Preuve
"
Chagque copie de U  est connexe car ij est un homéomorphisme. Comme les

copies de U sont deux a deux disjointes, le lemme est évident.

Théordme 2,27, g
Solent p, X1 - X , P, * Xz-» X P 'l .
deux revétements de X (X localement‘connexe)a -

X1 T §
Py

Stil existe Q' continue Xi > X2 telle que

PP =0y

Alors p est . un revétement,

Preuve 3

"d ~
Soit X, € X

2 2 °

Posons p(%é) =X .« XE€X



Soit U un voisinage connexe de x, admissible pour p1 et p2 .

Soit U2 la copie de. U  dans: X2, gui contient x,

v (U,) < v; (0):

pf‘(Ué)j est donc formé d'ensembles connexes digjoints (é savoir les

copies de U dans. X1 qui appartiennent & p~1(Ué))va

Soit I, 1tune d'elles.

U2 étant une composante connexe de. p;j(U), d'aprés 2,26' et Ué étant
connexe

p(U%) cu,

La relation = p.p.= P, restreinte a ﬁ1» peut donc s'écrire . :

2

(pglﬁé) (plg%) =,p351".

Or (p1lU1) et PE‘UQ' gont des homéomorphismes ; il en est

donc de méme de p[gi’z_(pzfﬁé)-1‘(p 16§>V° En conclusion i p~1(ﬂé) est

formé d'ouverts disjoints de la forme U, et pU

1 1 est;un-homéomorphisme

pour: chaque U} € p_Q(Ué) s

Définition 2,28,

L

Scient Xi et X2 deux revétements connexes par arcs de- X',

On dit que (%,,X,p,) est équivalent D Xé
‘ ,/45;////? L b,
X
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Théordme 2,29,

(x,%,p,) est équivalent & (X_,X,p.) si et seulement si il existe
1 1 - 2 2

o A ~
x1 € X,t N gz € X2 tels que

" 2
p, (%) = p,(x,) = x
et que
) - N . + rd ~ ';
p1¥ﬂ1(X1,xt) soit conjugué de p2¥H1(X2,X2)‘ dans

I, (x,xc) .

Preuve  :
(laissée au lec%eur)
Il suffit de combiner le résultat 2.21 et les propriétés fonctorielles

entre les espaces topologiques et leurs groupes fondamentaux.

Applications 2.30,

1. Les rev8tements de S1 sont (R,exp) et (S?,pn) avec pn(z) =z .

. xO
2. Soit lehuit X .Ona o« of #Boq 0@
X

H1(X,xo) est le groupe libre a deux générateurs,
(Crest 1le premier groupe fondamental non abélien que nous rencontrons).

Les démonstrations sont difficiles.

Théoréme 2,31,

e

Soient X1 , X2 deux revétements connexes par arcs de X .

p, + X, - X s p, 2 X, .- X , X est localement connexe,
2 .

2



Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

~

a) 1l existe un revétement p : X1 - Xz tel que :

b) il existe x, € X, x, € X, tel que :

1 2 2
p,(x,) = py(x) = x
et que
— > * * 4 ' ‘ -
H1 = pi#ﬁi(ijq) goit conjugué d'un sous-groupe de
M, = 2,0, (Xz,xg) .

Preuve ¢ a4 == b

-1,
. .
Soit x1 €Ep (xz)

alors p (§~:f‘) est conjugué de p, /I (i ) .
1;¢n1 1771 11717
Or = ( p) = ) (' )
Pag = PRl T oyl By

~ ) ‘ . , ~ .
Donc p}%n1(X1,x1) est conjugué de &pzﬁ) p#nq(X1,x 1) et

') = H est un sous-groupe de I .

.
» A, <X1 Xy >

Il existe g ¢ H1(X,xo) et un sous groupe H de H tels gque

2 N

I, =gH gui .

-1 -1 ~ -1
glg celg = p2¥n1(32,z) pour un  z € p, (xo)

-T79 -
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(Draprés 2,22).
Dtaprés le théordme 2.20 (des reldvements) il existe p : %1‘6 i N tel
que
PZP = P1 .
et d'apres 2.27.

p est un revétement.

Définition 2.32.

(X}p) est dit revétement universel de x, si X est un revétement de

X , s'il est connexe et si pour tout revétement (XYP ) connexe de X ,

il existe f : X - X1 tel que

e
_ ~ D
p =7, X x

Théoréme 2.3%3.

s

Soit p : X = X un revétement., Si X est simplement connexe, c'est un

revétement universel de X .

Preuwve : Découle directement de 2.31.

Probléme 2.34. Soit X wun espace topologique, o € X et H un sous-groupe

de H1(X,x) .
On se propose de trouver sous quelles conditions, il existe un revétement

o~ o ‘
X tel que 81 x est dans la fibre de x

(%,5)
p%l'% X,X = H IS
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Commentaire.
Soit P i - X un revétement, % connexe par arcs, H = p¥4 H1(§,;O)
plx ) =x .
Soit A= {U/U soit voisinage admissible dans X} .
Soit o un chemin dans X tel que a«fo) = X , et soit U €W tel que
a(1) €U .
Pour tout lacet B en «(1) dans U ; aBa_1 est un lacet en x_ .

~

b N ~ -1 L
B se releve dans X en un lacet B , donc qfa aussi en  ofa

~ 1
—

[aga '] = p fapa ]
Donc H contient nécessairement tous les éléments de la forme :

[apo”']

‘Théordme 2.3%5,

Soit X un espace topologique counnexe, localement connexe par arcs,

X €X , H est un sous-groupe de H1<X’Xo) o Soit W= {U} un recou-
vrement de X par des ouverts tels que H contienne tous les ¢léments de
la forme [aﬁa"1j , o étant un chemin en XO y B un lacet en a(}) - con-
tenu dans un U 4w recouvrement 1.

Alors :

»

I1 existe un revétement X connexe par arcs tel que

p¥ HJ} (X,X) =g

(e plus cette implication est une équivalence),
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Preuve, a) Analyse du probléme,

Supposons que X existe., Soit Q = {a/ « chemin dans X et ¢(0) = XO}

et p la relation « po, &= «a (1) =0 (1) et [a a“1] ¢€H . Comme H
2 1 2 172

est un sous-groupe, p est une relation d'équivalence. Soit Y 1'ensemble

Q/p (sans topologie),

On va établir une correspondance bijective ¢ entre X et Y .

~ »~

Soit ¢ 1 X-Y o(x) = <pa> pour x € X

~ ~ a~

o étant un chemin entre X et x et le symbole < > désignant

une classe d'équivalence pour p

~ e ~ ~

« ¢ est blen définie : Soit o, et o« deux chemins entre X et x

~omd ) o
o o est un lacet en XO o

Done
py [o 'lew .
o . )
Ce qui signifie qu'on a (po) p(paQ)

w n
ou <pa> = <pa1>

« ¢ est injective :

~

Soit %1 , %2 appartenant & X  tels que

it _ n w _ v
¢(X1) = ¢(X2> ou <pa1> = <Pm2>

o
=1 =1 % t ¢ L
(p'&'j)(pé’cz )= {Pa‘@ ) pour <z

p§;1(2t - 1) pour t 34+ .



<§&1)(p3;1) = pg ol § est un lacet en §o
de Hs=s p%'ﬂ1(§ Q;)

posons

w vt

B, (1) = B(D)

P @l + 1t

B,(t) = B(——)

w w

Alors B = 51 ?2

o b v

[31(0) = 52(1) = XO
et

o o w

P 1 = a1 PBZ = CX2

. ] N
Comme on a la méme relation en a soit

~ -1 r
2, (0) (1) = x

I
K

2 o]
. N U _ P » _ w-1
d'apres 2.16 81 = o, et .BZ o,
Donc en particulier %1 = g?(?) = %2 = 32(1)

. ¢ est surjective : évident en supposant X connexe par arc ce qul sera

~

démontré dans la construction de X .

On a donc établi une bijection ensembliste, entre X et Y qui n'est cons-

truit qu'd partir de X .
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car ¢'est un.élément

En munissant Y d'une topologie on va en faire le revétement cherché.
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b) Topologie de Y .

Posons Y. = X et appelons p la projection de X dans X définie par :

ey = al1) .

Si V est un ouvert de X et a € @ tel que 1) € V on définit

Ko V> = { a'> £ % tels que o' = a 0 B} (B étant un lacet en o (1)
inclus dans V) .

Ces ensembles ont les propriétés suivantes :

>

o<oc>€<on>—"—-“->~<os?\(>=<oa

2 1 2’

V. >0 <oc1V2)

. Si n ' n
SL<a, U, >0 V> # § <V, 0 V> c <,V

Ces propriétés permettent d'affirmer que les <u,V> forment une base d'ou-
verts de X .

. On munit done X de la topologie définie par cette base d'ouverts

¢) p est une application continue et ouverte.
« P est continue.

Si V est voisinage de (1) o, V> est inclus dans V  par défini-

tion.

.« P est application ouverte.
Soit V un voisinage de a(?)
p <aV> est la composante connexe par arcs . de a(i) dans V . Comme X est

localement connexe, les composanies par arcs sont ouvertes.

Donc p LaV> est ouvert,
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d) p est un revétement.

Soit V un voisinage de a(?) connexe par arcs tel que il existe U €W
et VU .

On va montrer que V est admissible pour p .

. p"T(V) = {<a1,V> /“q chemin entre X et un point de U }

V> = <a V>

<oy s> 0 <oy T A0 = <ty 5

« P <a1V> est un homéomorphisme entre <aiV> et V .

Pour le voir il suffit de montrer dgue p1 =D <a1V> est bijective,car

c'est une application continue et ouverte et méme injective car il est

clair qu'elle est surjective.

Soient <a2> et <a3> appartenant & <a1V>

% = ab, oz = @By
done a2(1),x mg(?)
»“2“;1 = <“152><B;? “;1> = “1(525;1) a;1

Comme V est inclus dans U [aza;1] €H -

ou <a2> = <a3>

e) X est connexe par arcs et p% Hi(X,x) =H .

soit X, £ExX X, = <a§o} .
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Lemme : Soit o wun chemin dans y qui commence en X -

Définissons o £ Q pour oK t< 1 par aT(t) = alts)

o

n . . n
@ : T <x > est un chemin dans X qui comuence en XO et c'est un re-
T

1&vement de « . (vx = )

(p2)(t) = p < ap> = alt)
X est connexe par arcs :

Soit %1 = <a,> €K

' N w
Le chemin o

1 défini dans le lemme & partir de «

1 Jjoint %O et x
~ @

. H‘c:p¥ﬂ1(X,Xo)

soit [pl eH® , 'g le reldvement de B donné dans le lemme,

E est un lacet en §o car ‘6(?) = B> = <€X >

o]

(8(1) ==, et [pe;']=[p] ¢ B)

Donc [B] ep%ﬂ1(§;§o) en posant [B] = p%[g] .

)
p#ﬂ1(x,xo) cH .
B
soit [g7 € H1(%,§O)
posons pg‘ =8 .

n
Soit B le chemin relevé de § donné dans le lemme
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w ™ n
B’(O) = B(o) == §o - donc dlapres 2,16 g =B' .

w o )

En particulier g(1) =g'(1) = X .
©
or (1) = <>
Donc on a
Bp EX .
e}

Bt

[6) = pf5'] = []'8) € E .

Ce qui acheve la démonsirationy

Remargue : Dans le cas ob H = {1} -dans les conditions de 1'énoncé, on obtient

le revBtement universel de x .

Corocllaire 2.3%6.

Soit X wun espace topologigque connexe, localement connexe par arcs, et

W= {U} un recouvrement de X tel que pour tout U de W

H1(U,X) = {1}

Alors il existe une correspondance bijective entre les revétements de X

et les classes de conjugaison de Hq(X’XO)

péfinition 2,37.

Une variété X de dimension n est un eSpace topologique tel que pour tout
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x de X , il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme
n rd L. 03 . I3
Q:U~-R . On remarquera qu'un tel espace vérifie les conditions du

corollaire 2.%6 s'il est connexe.

APPLICATION : TRANSFORMATION DE REVETEMENT.

Définition 2.38.

~

Soit p : X - X un revétement,
Soit G(X|X) = {A : X > X/ A homeomorphisme et =P ,

G est un groupe appelé groupe de transformation du-revétement.

Exemples :

. X =R ST A(X) =X 4+n . (n € Z)
. st et a(s™P?) = o)
x1(2) =z AQ(Z) =z .

R EZ‘Q S1 X S1 (tore)

e (R® [S1 xsh = {xm n/ m,n € 22§

?\m’n(x,Y> = (X + W, ¥+ n)

sont
A partir de maintenant les théordmesYdonnés sans démonstration dans le seul

but d'illustrer la théorie que 1l'on vient d'exposer.

Théordme 2,39,

Si X est une variété compacte de dimension 2, homdomorphe ni & S°, ni a

P2 , 11 ediste p : Rzye X qui est un revétement.
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Théoréme 2,40,

Soit p : X = X un revétement, X connexe., Soient k{ ) k2 € G(X!X)
telles que A?C§) = Az(g) pour un § e X .

Alors A, = A

Théordme 2,41,

Soit p : X=X un revétement, X étant connexe par arcs. Soit N. le nor-
malisateur de H = p# H1<X,X)
-1
N={ac¢ H1<X,X)/ aHa = H}
Alors il existe une injection lindaire ¢

ot GX|X) »WE .

o

De plus, si X est localement connexe par arcs, ¢ est un isomorphisme.

Théordme (de Jordan) 2,42,

Soit £ 3 S1 - B2 un plongement (injection;continue)a

Alors il existe D c:{R2 tel que

o BD::: f(s1>

. D soit homéomorphe au disque D2 .

Corollaire 2.43%,

~ EY

Soit p ¢ X = X un revétement. On suppose X simplement connexe, localement
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~

connexe par arcs, DcCX.,

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) p|D est injective

b) Pour tout A € G(X[X) , A£Id : ADnD=¢g

Preuve

2 a-:"&b

Supposons p[P injective

~

Soit A € G(X|X) tel que ADADZ @ . Il existe x et y dans D
tels que ¢ ¥y = AX

~ ~
PA=p => Iy =X

y = x car p|D est injective,

Alors )\ = Id d'aprés 2.40 .

w
o€ => a . Supposons p|{D non injective. Il existe x

ot
1 x2 €D tels que

o~ o :
Py = Py, = %
ar ~ g
Comme X est simplement connexe : p¥ H1<X xi) = (1) i=1,2
. - ~ oW
D'aprds 2,25, il existe A i (X,%) - (X 52’2 <X’5}

>
o~
&
2
n
Nt
¢
—~
e
M2
S~
.7/
.
-3

o
() ——5——=" (X 1)

£

AfA et Id sont deux reldvements de P : (X~X1>'* (Xxo

dans (i,x1)
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N (X =)
Y A IA’ r
Dlapres 2,10 A'A = Id ., De méme M = Id o
(ﬁ) x.b‘—'—*(:———-ﬁ- (7\ X‘c)

Done r e a{x/x) >3¢1=§)2 .0u aDdDL0O , A#£Id

2.44, APPLICATTIONS.

£y

a) Théoréme : Soit p : X = X un revétement., On suppose X localement
counexe par arcs et simplement connexe
Alors  G(X /X) % I, (X,XO)
Par exemple : G(R(S?) N7 G({REIS1 X Sq) xng
b) Théordme : Si X est une variété compacte de dimension 2 T : 81~e X

un plongement homotope & une constante il existe Da X tel que :

. 3D =r(sh

. D soit homéomorphe au disque D2 .

Preuve : (faite dans le cas ob X est non homéomorphe & P2) .

a) X est homéomorphe 3 52

f:8 -8 - f(ST) £ s° car S n'est pas homéomorphe 3 52 o
Il existe X € 82 TN 4 f(ST)

82 - {xo} est homéomorphe & m? . Il suffit donc d'appliquer 2.42 .

v) X est homéomor@he ni a 82 , ni a P2 o

D'aprés 2,39, 11 existe p R2-9 X  qui est un revétement

f¥ H1(S1,1) est trivial car f#g1 . D'aprés 2.20 il existe f : S1~% 32

o
telle que of = f o
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N

f étant injectif, f 1'est aussi ,
Dlapres 2.42 . I1 existe D C:RZ homéomorrhe au disque D2 tel que

3D = %(81) @
Montrons que piD est injectif en utilisant 2.43 .

hd
Soit A € G(X|X) tel que ADAD#£ 4 .
Posons ¢ = 3D = £(s')
p est injective sur C car

soit x1 , X2 appartenant & C  tels que p(x1) = p(xg) .

et

it
K
o~
W
N

il existe X;' " xé appartenant & ‘81 tels que { x,

it

L]
s

)
N

*2

W
pf = f est injective,

o ™~
Donc pf(x%) = pf(xé) ==> x! =x! = X =X .

1 2 1 2
Doric
rcnc=¢ .
Comme ADMD#£@P on a nécessairement

AD <D ou ‘DcA D

2

On sait que si : D= D2 est continue

h
il existe x €‘D2 tel que hi(x) =x .
il est clair que l'on a la méme propriété pour tout espace homéomorphe a D2
. ADCD

Al D -»-D est continue,

il existe x €D tel que AX =X .
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Donc A =1d dlaprés 2,40 .

. D AD
K_1 : AD - AD  est continue
Donc comme ci-dessus k—1 = Id = A
p|D étant injectif, p(D) est homéomorphe au disque D2
ot p(3 D) = 3lem) =pe(sh) = £(sT) .
Position du probléme dang RB 2.45,
f: 32 - R3 est un plongement. Bxiste-t-il D C:iR3 homéomorphe

5 D0 el que D = f(Sz) ?

Ce probléme longtemps resté en suspens a obtenu sa premidre réponse (néga-

tive) par un contre-ewmmie dfAlexandre.

On déforme continfiment la sphére comme 1'indigue la figure.
Puis on réforme de nouvelles pinces entrecroisées

% chaque extrémité de pinces (*) , Ceci étant fait

une infinité de fois, on obtient X simplement connexe ca
cette déformation est un homéomorphisme mais 1'image X est

le bord de Y qui n'est pas homéomorphe & D3 car EB - Y n'est
pas simplement connexe.

Théordme 2.46. Si f Sg-1-» R’ est un plongement différentiable alors il

existe D inclus dans Rp tel que
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. 3D =£(s™")

. D soit homéomorphe & la boule 1

Applications : Soit f : 82-» 82 X S1 un plongément différentiable homotope

.,

3 une constante, alors f(SE) est homéomorphe au bord d'une boule.



CHAPITRE 3,

POLYEDRES

ESPACES AFFINES. ESPACES CONVEXES.

Définition 3,1,

n ,
Les points Fg s Py °°°Fk appartenant & R sont dits affinement indépen~-

dants si pour tout (ao JCFRETE ak) (ai € R) tel que z aipi =0

alors @, =0 pour tout i de [o,1,... k]

Définition 3,2,

a) Une partie A de Rn est un sous-espace affine de Rn 81 pour tout

P,g € A .

(1 =t)p+1qg¢€a (t € R)

b) Une partie A de mﬁ est un sous-espace convexe de ﬁn' 81 pour tous
p,q €.A

(1 -t)p+tqeaA (t e 1)

Proposition 3,3

a) Le sous-espace affine engendré par les points po,p e..,pk'e Bn est

1

l'ensemble B

B={4 ¢k qa=

1

™M=
Q
-
e
4
Q
1
=
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n
b) Le sous~espace convexe engendré par les points po 0no Pk E R est

ltensemble €

k k
n
Ct=1{a€cR/q =% ap 5 X oa;=1 , a0
1:==0 1=0
Preuve : (Traitée pour a)
1) B est affine,
k k
Soit p et g €B D :.Z aipi g :-Z Bipi o
1=0 1=0 )
k
(1 -1%) p+ tq =i§0 (1 - t)ai + t@i]pi .

£ [(1 - t)a, + Bl =1-t+t=1 .

2) Si B' est un espace affine qui contient po, p1 ‘e pk

contient B .

On démontre par induction sur k.

. k=2 P = a1p1 + a2p2 €EB a1 + &2 = 1.

P, + (1 - o,

he
Il

1
~)pz €3B

. k> 2
Supposons que toutes les combinaisons affines de [f points
(£ ¢ k) appartiennent & B' .

Soit P =

al, P
3 J

I ™M

0 +d

il existe q.. = 0 soit o,
ij io

3= 5y

alors

1

B!



a. .
—d
. 17—~ ¢

P
bX
J::

b= pi + (1 - aio) (

0 0 1

Théoreme 3.4.

Les propriétés suilvantes sont équivalentes.

a) Py » Py oees P sont affinement indépendantss

?
Pij> € B' .
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b) Tout point p du sous—espace affine engendré par po gose Pk stécrit

de manidre unique

c) Tout point p du sous-espace convexe engendré par Py eee pk

de manidre unigue

k k
P = Z 24 pi ) - 2 al = 1 2 Vl
i=0 i=0
Preuve @
k k k k
a==>b , Soit p=Z% a.p. = I B.p. L a, = L B.
j=0 T ¢ i=0 Yt iz0 T i=0
k
Alors ‘2 (ai - ﬁi)pi =0 et ;Z (ai - Bi) = 0
i=0 V i=0

1

gtéerit
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-~ b o==>c évident.

k k
- C == 8 . 150 aipi =0 'Z a; = 0
: 1=0
Soit I = {i/o, > 0}
eﬁ soit a = Z s
iel
a, oy
Si a#0.0ma I =2p = 3 (-=)p
ier iecr  ©
%5 i
avec § === % (-=)=1,
i€ % iecr
%3
done == 0 Vi ce gqui est en contradiction avec 1'hypothése ¢ # 0.
Dbonc o =0 et a, = 0 Vi N

SIMPLEXES,

Définition 3,5,

On appelle simplexe de dimension k dans ﬁ? le sous-espace convexe
n ‘
engendré par (k + 1) points po reoo pk de R affinement indépendants,

Exemples : Dans RB

simplexes v //////1

dimension : 0 1 ‘ 2 3
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Définition 3.6.

Un point p de A (ACR") est dit point extréme de A s'il

n'existe pas de segment ouvert £ (£ c A) tel que D€ £ .

Proposition 3.7.

s PT ees pk) » Les points

Soit S le simplexe engendré par »(pO

extrémes de S sont les points (po, p1 oo pk) » Ceci prouve l'unicité
des points éngendrant un. simplexe ; ces points sont appelés les sommets

du simplexe.

k k
8i p appartientd S:p=3% P, , L o =1, ¥, o« 30 .
i=0 i=0
Les oy uniquenent déterminds sont appelés coordonnées barycentriques du
point p .

Preuve : Evident :

Définitions et notations 3.8.

a) On note IS} 1'espace du Simplexe < S > le simplexe ouvert :

k k
<S>={Q€Rﬂ/<1=2 ccipiiloci=1,<xi>0vi}
i:o .‘L=O

(Bn réalité <S> est ouvert dans l'espace affine engendré par po, p1...

1
b) 31 81 et SZ sont deux simplexes de Rn on dit que S  est une
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face de 82 si chaque sommet de S1 est un sommet de Sz~.

Ceci définit une relation d'ordre (notde < ) dans l'ensemble des

simplexes de ﬁ?~ .

c) on note é le bord de 3 .

S=U S, (Si ;. face propre de S).

Proposition 3,9.

Soit S un simplexe de Rn .

a) tS( est réunion disjointes de ses faces ouvertes.

b) Deux faces fermées de S soit sont disjointes, soit se rencontrent

en une face fermée dé S .

Preuve

a) Soit p € ]S

Soit io s i1,... i£ les indices tels que &ij >0 .

Soit Si le simplexe engendré par P, P. ee. D.

N

P appartient & < Si > e

Deux faces sont disjointes ou confondues d'aprés llunicité des coordonndes

barycentriques,
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b) Soit S1 et 82 deux faces de S non disjointes, Il existe

pels|n s,
p=23a0D o, =1 Ve %0 .

Soient io yoee 1 les indices tels que aij >0 .

£

Alors p appartient au simplexe ouvert engendré par pi By e piz ,
0 (.
qui est une face de 81 et de S, dtaprés a) .

Soit 8., le simplexe engendré par les stmets conmuns & S, et S

3 1 2
{ensemble non vide car il contient Dy ee By ) .
0 £
. 0na ]sBl <ls,in s
. Pour tout ©p' € (Sﬁl n 132!;
pt € ISBI en-1'écrivant comme combinaison convexe des points

i telles que ses coordonnédes barycentrigues soient strictement positivés,

comme ci-dessus pour p

COMPLEXES SIMPLICIAUX ET ABSTRATITS.

Définition (complexe simplicial) 3,10,

Dans Bn , on appelle complexe simplicial X , une collection de simplexes
vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Les simplexes ouverts sont disjoints deux & deux,
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b) Avec chaque simplexe ouvert, la collection comprend toutes ses faces.

On se restreint dans ce cours aux collections finies de simplexes,

Exemples et notations 3,11,

a) Soit un simplexe = S de Rn . ;é définit un complexe simplicial.

b) On note }Kl 1'espace du complexe simplicidl X

S¢€K S¢K

c) Si K1 et Kg désigne deux complexes simpliciaux de B , KTT\ K2

est l'ensemble des simplexes communs, K1LJ K2 1l'ensemble des simplexes

de K1 ou ds ‘Kz (ne pas confondre avec ]K1fl¥ ]Kgl)

d) On appelle dimension d'un complexe K , le nombre : dimK = sup dim S
5134

Proposition 3,42,

Une collection finie X de simplexes de mﬁ définit un complexe simpli=

cial si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiédes :
a) Deux simplexes fermés soit sont disjoints, soit se rencontrent en une
facecfermée de chacun d'eux.

b) Avec chague simplexe, K conprend toutes sés faces

Preuve 3
La condition b) est identique & celle de la définition d'un complexe

simplicial et 1l'équivalence des conditions a) découle immédiatement de %.9.



- 103 -

Définition (complexe abstrait) 3.13.

Soit (vi)i€1' un ensemble d'éléments. Un complexe abstrait A est une
collection non vide de parties de cet ensemble vérifiant les deux conditions

guivantes :

a) A contient toutes les parties réduites & un élément V.o
b) Avec chagque I , A contient toutes les parties de £ . Les éléments
(vi) sont appelés sommets de A , les parties I, simplexes de A .

Comme pour les complexes simpliciaux, on se restreint aux collections finies

de parties, dans ce cours,

Exemples et définitions 3.14.

a) Soit X un complexe simplicial. On lui associe le complexe abstrait

A(K) défini comme suit

- I,'ensemble de définition de A(K) est 1l'ensemble des sommets de X .
- Les é1léments de. A(K) sont les ensembles de sommets situés sur un méume

gimplede de X .

b) On appelle dimension d'un complexe abstrait A le nombre

dim A = sup (card £) -1 .
T EA

C) On appelle isomorphisme de deux complexes abstraits A1 et A2 une

bijection ¢ entre les ensembles de définition de A1 et A2 telle que

pour tout 21 Ea&,i @(21) €A et dim @(21),: dim 21 .

2
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- Théorsme 3.15.

Soient K, et K, deux complexes simpliciaux. Si A(K1) et A(Kz)

sont isomorphes, alors K1 et K2 sont homéomorhes,

Preuve : Soit ¢ 1'isomorphisme entre A(K1) et A(KZ) . Soit S, €K, .

Si pO oee pk sont les sommets de S , on notera

1

<8, >=< pO peens B>, S = f<py s py >

k k
Soit fS1 : }Sjl~» ]KZ} défini par : va1(i§ aipi) = 150 aim(Pi)

£y est une application injective {car dim <@(po) yoees m(pK) > =h) et
1

continue (car les coordonnées barycentrigues sont des fonctions continues).

Comme {S est compact, fS est un homéomorphisme de S1 sur son image

1
(qui est un simplexe de Kg)o

1

De plus si 81 et 82 sont deux simplexes non disjoints, alors

] s dnls,) = Tl 0s ln s

d'aprds l'unicité des coordonndes barycentrigues.

On peut donc recoller les fs en f ¢ lKil'w lel continue f est un
1

homéomorphisme car -elle est injective, continue et surjective (car ¢ est un
isomorphisme) dfun compact ]K1l dans un compact tK2! o
Lemme 3.16,

Dans l'espace Rn , 11 existe une suite (qi) de points telle que
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chagque sous-ensemble de cardinal en plus égal & (n + 1) soit formé de

points affinement indépendants.

Preuyve :
Soit qo € mn . On va prouver que par induction qu'on peut construire
(qi)‘ a partir de qo .

Supposons gu'on ait qo sy O, 5 sesy qz tels que chaque sous-ense de

1

ces points de cardinal au plus égal & n + 1 , soit formé de points affi-~
nement indépendants.

| vérifie la méme

k4¢3
¢R telque 4q , ¢ 241

Alors il existe q&+1 o 1

condition, car la réunion (finie) de tous les espaces affines engendrés par

au ~plus n éléments de {qo »Qy renes 4 } ne peut recouvrir &8 (car

£
chacun d'eux étant de dimension (n—1), est de mesure nulle pour la mesure

n fos . ‘
de Lebesgue sur R  comme réunion dénombrable des pavés de mesure nulle).

Théoreme 3.17 (réalisation d'un complexe abstrait).

Soit A wun complexe abstrait de dimension n . Alors il existe un

complexe simplicial X de R2n+1 tel que A soit isomorphe & A(x)

Preuve
Soit (VO, v, ,,..,,v?)- 1'ensemble de définition de A , et (qi) la
guite construite en 3.16 dans an+1o

2n+1

Seit f : A-R définie par : f(vi) =49 -

A chaque simylexe L= {vi[i € Jc {0,1,...,p}} on associe le simplexe
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85 de m2n+1 de sommets {f(vi>l i € J} . Ces points sont affinement

indépendants d'aprds 3.16 car card ZJ <n o+ , donc dimSJ = dimZJ .

t = S °

Soit X {Jl ;€ 4]

K est un complexe simplicial, & cause de la similitude des conditions b)
de définition des complexes simpliciaux et abstraits et aussi car

S.,S. €K <S.->N¢s.> £6

; I
Iy, 9 9o
I1 existe 2 € < S. >0 S, > Z =3 0,9, =% B.A. » & a =3I B.
J1 J2 Jg 1 1‘ T, i+ Jyio g,
* O .
et ai>OVl€JT By V1€J2

card {qi‘i € 31{5 JZ} {2n+ 2 . Dlaprés 3.16 ces points sont affinement

indépendants, l'écriture de 2z est donc unique. C'est-a-dire que J1 = J2
et o« =B V1€J1=J2
done < 851‘> = < 552 >

I1 est trivial maintenant de vérifier que la bijection f (entre

{vo,ooo, v.} et {qo,aoo,qp}) est un isomorphisme de complexes abstraits

P
entre A et A(K) .

Définitions (joint = position générale) 3,18

a) Soient A et B , deux parties de Rn . Si &, b € Bﬂ on note
[ab] = {(1-t)a + tb | t € I} 1le segment entre a et b . On appelle

joint de A et B la partie de R~ notée A * B et définie par :
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A*¥B= U [ab]
acd
beB

b) Deux simplexes Sﬁ et 82 sont en position générale si

|s,fa|s,| =# et sila réunion des sommets de S, et de S, est

formée de points affinement indépendants.

Théoréme %,19.

Soient S1 et 32 deux simplexes de R" en position générale,

Alors 181! * }821 est le simplexe engendré par la réunion des sommets

de S1 et de S2 .

Si (ab) désigne le segment ouvert entre a et b , on a de plus
la propriéteé :

(ab)n (a'v') £4 5 a, a'¢ 8, ;b,bES,=>a=a, b=D

Preuve : <8, >=< pO,;ao,pk > 5 < Sy =< q e0050, >

° < PO:°°¢5pk b q_o’“’ !qp > l < lsqt * 182‘

k- £ ,
Soit p :igo aipi +j§O quj s E Q. + § B, =1

Comme |8, | < ls,| * ;sz} A AR }32{ , il n'y a probléme que

dans le cas £ @a, >0 . , Z8.>0 =
i 4 i

On a alors
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k% £ B.
p=(%a) I + (3 )z 24—y
R Pi ( J 3 50 p B, %
R > 73
i 1 J
&y
comme T a, + ZB.=1 , I —=— p, €S )
Et 5 1 %o * 1
i 1
pE 5]+ s,
L =g, €8 pES,| ¥ 1S
iz, 3 2 ! 1 2
i3
o fS1!k* IS2l C:§< po yooo s pk, qo,.oQ, qﬁ >l
_ k y;
Soit pe |8 ] *|s = (1-t) ¢ . + t3I B.q.
Is, | * |s,] p=(1-t) 2 P 2o B
k ) .
p=2 (I=tla.p, + 2 tp.a. , = (1=tda. + T 48, =1 -t + t =1
i=0 i1 ij J J 1 1 3 d
k k y4 yi
. a= % P,  , a' =% alp. , b=% , b' =% Blg,
i=0 171 imo T % =0 3=0 Jd
si (a,p) n (a",v7) # g , onn a 1'égalité
AT oa.p, + (1 =7)ZB.q. =p Lo + (1 - ) 2B a.
L ;P Zey-plapn ) I85 g

pour A € (0,1) , pe (0,1)

ou T Aa.p. +5{1-A)g.a.=2 wa'p. + £ (1 - tog.
A I Pyds = % vui®s 5 wEj 4
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avec T Ao, + % (1 =-A)8. =2 ' + = (1 =)t =1
E Aoy : )63 2 opay : wiB

Les points pO,..o, pk, qo,,.‘, qp sont affinement indépendants. On a

donc d'aprds 3.4 :

A, = pa! Vi
{ N
(1-np, = (1-u)e} Vi
N=Zhx, =L pal = p
PR St
donc a=a' , b=2>b"

Définitions 3,20,

a) Soit un complexe simplicial X . On appelle sous-complexe L de K,

un complexe L dont chaque simplexe est simplexe de XK (L <X) .

b) On appelle squelette de dimension r de K (noté K(r)) le sous~
complexe de K formé de tous les gsimplexes de X de dimension au plus

égale & 1

g o) ) o ek g (dim X = n)

Proposition 3.21.

1Ll

Soient deux complexes K1 et K2 de R

(a) K1$\ K2 est un complexe,

(v) K1&) K. est un complexe si, et seulement si

2
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k|0 x| = &0 &

Preuve : On a toujours IK1ﬂ Kzl (o [K1{ﬂ !Kpl

(a) évident
(v) Supposons que K1U K2 est un complexe.

Soit p e [K D ]Kzg - Tl existe S €K, , S5,€Kk, tel que

p€<S1> ,p€<S2>

X, U X, U
5, €X X ,S2€K1 K2,<S

! ] 5 > NS, £¢ = s, =59

1

donc  p € |K, N K2L

1

Réciprogquement, supposons : lKTQ Kzl = 2K1I f lel

la condition 3,10 (b) est évidemuent vérifide (a) 1l'est car si

<8, O0<S, > AP, S €KX, , S, ¢ K, , il existe

1 2
PECS, NS, > pelr]o k| =[x n x| . 11 existe
K N s
s, XM K, , PECS
Comme 8, €K, 8 €K, PECS >N S 5, = 8,
p Ny N<¢ S . S =
Sz € K, 5 5, €K, PECS, > NS> > =53
S, =8
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Rappel (oéne) 3,22,

Scit X un compact de R s, PE R, On appelle clne sur X de
sommet p le cylindre d'application de la fonction constante :

X~ {p}
o) = {xt) xex ,te1 , (x,1)=(x"1) Vgx'ex}

Théordme 3,23,

Soit un complexe S de dimension k de R « On a les propriétés :
(a) p*|s| =]s] Vpe<so
(v) C(lgl) est homéomorphe & p * lé] ou pe€<S>

(¢c) S est homdomorphe & D

Preuve < 8>=X Py rocer P >
a). Soit q € p * |8 a=tp+ (1~%)2% ap, , Za =1
i i
A A
q = § [t8, + (1 -1t) ai]gi S, TR+ (1 = t)ai =t+1=-t=1,

.

Soit qe€|s| .Sl g=p g€p*|s  sinom
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QS[ N {(1 - t) D+ tg ]t € B} est convexe comme intersection de deux
convexes et compact comue fermé dans le compact [S} N
Sur la droite tout convexe compact est un segment, donc selui-ci s'éerit

[u,v] , u,v € Iéf .

On a g€fupl ou q¢€[vop].Dens les deux cas : q € p * }é!

b). Soit f @ C(lél) - p ¥ f%[ - définie par
£(x,t) = (1= t)x + tp
. f est bien définie car  f(x,1) =p  Vx € |3

. T est injective : soient (x,t)= f(x',t') tels que fx,t) =

O (x,tt)

f(x’,t‘) - done t!' =1 et (x,1) = (x',1)

it

si t =1 f(x1) = p

; - T 1 -
si t£1 x= LoD, x! = % alp,  P=Zap
1 1
avec Lo, =Xal=Za, =1 et a, >0 ‘Vi
s R § i i
1 1
x, x'€ |S] ; dont il existe k, , k, tels que ak1 =0 a£2 =0

£, t) = (1 - t) x + tp=£(x't) = (1 - £")x' + t'p .
- — -t ' H
% [(1 t)ai + tai] p; E [(1-1t")a A ai]pi

d'aprés a) ce point est un point de }S{ . L'éeriture est unique
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- — — H t t Wa
(1 t)ai + ta, ‘(1 t )ai + t'a, Vi

- - ’ ] H
Pour k? tak1 (1 t,)ak1 + % ak1

2 kz k2

Pour k (1 - tla, +ta = t'a
De la premiére égalité on déduit +t - t' 3 0 ; de la seconde t -~ t' (0
donc t = %! et o, = o Vi
i i
(x,t) = (z',%")
. f est évidemment continue surjective.

Tout ceci allié & la compacité de C(lé{) prouve que f est un homéo-

morphisme,

Remarque et définition.

Chaque point g de S est donc déterminé par la donnde (x,t) ol

X € Lé] , T €1, Le couple (X,t) s'appelle coordonnée polaire du
point q .

En pratique on consideére presque toujours comme p le barycentre de § ,
noté v(S) et défini par :

B(S) = . E

k o+ 1 i=0 pi

c) <S> est ouvert dans l'espace affine engendré par Pyreses Py il
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existe donc une boule B de centre p inclusd dans < S > pour cet
espace, Soit B la sbhére correspondante,

Chaque point de B est &éfini'par un couple (X,t) oh x €B t €1,
Soit g 1'homéomorphisme qui au point x € B asgsocie sa premidre coor-
donnée polaire dans S .

Par composition d'homéomorphismes, on obtient 1'homéomorphisme

¢ ¢ B3

plx,t) = £(g{x),t)

SUBDIVISION,

Définition 3.24.

On appelle subdivision d'un cowplexe X , un complexe K' qui vérifie
les deux conditions :

a) x| = x|
b) A tout simplexe S' de K' , il correspond un simplexe § de

K tel que : ¢S'>c<8S>

Remafgue : Les sommets de X sont sommets de k! N

Exemple ¢ Soit un simplexe S XK' wune subdivision ddicomplexe S et

pPEeELCS >,
Notons p * K! le complexe dont les simplexes sont les sulvants :
< q1’°°°’qg > et <p,q1 ,o.e,qﬁ > pour chaque simplexe <q1,¢..,qﬁ>

de X',
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Définition (subdivision induite) 3.25.

Soit un complexe K , wun sous-complexe I de K et une subdivision
Kt de X ,
On appelle subdivision induite sur L par XK' , la subdivision L! de

L définie par :

L'=K'|L=f"e¢k | IseL <8 > € <5 >}

Lemme 3,266

Soient trois complexes simpliciaux X, X, , K2 vérifiant la condition

1

K = K1U Kz . o1 K; s Ké désignent des subdivisions, respectivement,

de K1 et K2 , alors K; v Ké est une subdivision de K si et seule-

ment si

5 n = K
X K1 K2 K2 X

n
1 K2

1

Preuve :

=3 Ji Kﬁﬂ K2 = ﬁ il n'y & pas de condition, sinon soit

S% € K; an K2 et pe€< S; > . Comme Ké est une subdivision de K2,
5 -3 ¥ H ¥
il exigte 82 £ K2 tel que p € § 82 >
Comme K; ] Ké est une subdivision de X
' ! g ¢ t LY I QR v Qt
SEHPILIEG I £0 8y , 8, € K} | Ky => 8! =8}

<= Supposons K!|K N K, = 43 | k0 K, et montrons que K!U Ki= K’

2
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est un complexe. Pour cela il suffit de voir qu'un simplexe de X! et
un simplexe de Ké sont disjoints ou confondus.

4 ¥ 1 1 1 1 ﬂ |
Soit 8} €K , S €K, <8p>n<s) o £ 0

. . ‘Qr
I1 existe 81 € K1 R S2 € K2 tels que < S1 > < S1 > .

! o
< S2 > < Szﬂg

Comme X est un complexe : < 8, >N K S2 > % f = S =85.=358

1 2

, Clest-a~dire :

1

On a donc S% oS, Sé c S pour S € K1f‘ K2

t tiK 'n i lk 0 ] g
5, e KK, N K, 52 € Kz{K1 K, < Sy >n< 8L >4 ¢ done

S'}:SZ e

Le comple#e K' est une subdivision de K car il vérifie les con-

ditions :

o) || = xj0 &) = |x3|u }Kél = |k, v k| = x| .

2 1 2l

b) Soit S' €K' , S ¢ K, par exemple. Il existe § ¢ K, (donc

S €K) tel gue < 3' >C 3>

Théoreme et définition 3,27,

I1 existe une unique subdivision d'un complexe K notde sdK vérifiant

les deux conditions :

a) Pour tous sous—complexe L de X , sdl = sdkK | L
b) Pour tout simplexe S de K ,  sd4S = b(g8) * sd &

Cette subdivision est appelée subdivision barycentrique de K .

Preuve :

1) Unicité : Supposons qu'il existe deux subdivisions sd1 et ad
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satisfaisant & a) et b) . On va prouver par induction sur la dimension
que pour tout simplexe S sd1(S) = sdg(s) dim 8§ = 0 . Les deux
subdivisions coincident dim S > O . Supposons que pour tout simplexe de
dimension au plus egule & (n - 1) les deux subdivisions coincident. Soit

s €K ,dimS=n, Comme S est réunion de simplexes de dimension au

plus égale & (n -~ 1), la condition b) affirme que sdjS = sdES

2) Existence : Il suffit de construire la suite des sguelettes

(0) (1)

X < K < ... K

de(O) = de‘K(O) est bien définie puisque K<O> ne possede gu'une

subdivision : lui-méne,.

(p)

Supposons 24K définie, Pour chayue simplexe 8 de dimension {(p + 1)

la condition 'b) permet de définir sd4S & partir de dSK(p> . La réunion

(p)

de sdX et des sdS pour tous les simplexes 8 de dimension (p + 1)

est une subdivision dfaprés 3.26 qui vérifie a) et b) jusqu'd la dimen-

sion (p+1) .

Cette réunion est donc de(p+1) et l'existence est prouvée par induction.

Théoréme %,28,

sese s S des simplexes de X .

Soit un complexe simplicial X , et S k

1
Alors {b(81),,.., b(Sk)} est l'ensemble des sommets d'un simplexe dé la

subdivision barycentrique de K si et seulement si {31"'"’Sk} forme

un ensemble totalement ordonné (pour la relation : 8, <8, &= 81‘ est

une face de 82) -



- 118 ~

Preuve :
1) Supposons S1 < 82 £ eee Sk

b(S1) est un simplexe de sdK . Supposons que {b(S?),e.e,b(Si)}
s0it 1l'ensemble des sommets d'un simplexe de sdK . D'apres la condi-
tion b) de définition de sdK , {b(Sj),e,o, b(Si+1)} est l'ensemble

des sommets d'un simplexe de  sdK .

2) La réciproque est évidente puisqu'on sait que tout simplexe de sdK

est de la forme b(8) *s o S €K , 8 €E-8dS ,

Définition (maille d'un complexe) 3.29,

a) On appelle diamdire d'une partie A de Rn pour la norme ]I}I

le nombre : diam A = sup I{X - Y{f
x,yEA

b) On appelle maille d'un complexe simplicial X de BF s H ”

. : n
désignant la norme de R , le nombre :

maille K = sup diam !Sf
3¢

Lemme 3,30,
Soit € un compact convexe de Rﬁ . Le nombre diam ¢ est atteint

par ||z - y|| pour un couple (x,y) "de points extrimes de C .
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Remarque :
Pour un simplexe S , diam lSl est atteint par Iipi - pjfl olx
pi , Pj désignent deux sommets du simplexe.

Preuve : Il existe une suite {(x_, yn)} telle gue

n el

n

=, ~ v, ll— dianc

n2co
De la suite Xn on peut extraire une sous-suite (Xn ) convergente et
J JEN
de la suite (y ) , on peut extraire la sous-suite (j ) con—~
n,’ . v vell
J el
vergente
X e X 3 ¥y s ¥ L, x €0, y €C

v 0 v V> oo

done Il X = yvll - ||z - y||= dian ¢

Théoréme 3.31.

Soit K un complexe simplicial de dimension m dans Bn . On & la rela-

m
tion : maille (sdK) ( el maille X

Preuve 3 Dfaprés %.30 , si S €KX , <85> =xZ Dyroees Py >

diam |s| = sup Hpi - Dy I
i<igk
On aura donc majoré le diamdtre d'un simplexe & de sdK en majorant la
distance entre :deux de ses sommets. Or d'aprés 3.28 deux tels sommets

sont de la forme b(S?) et b(SE) avec SJf < 82 o
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Posons < S1 S =< pD’°'°f P> 3 < 32 > =< PO’;;°’ Pseeos P, >

nb(s1) - b(SZ) | < isz.pkn b, - b(S2) Il

.4
or e, - 0(s,) = Moy - 57 5% 2 |

1 ' ’ J . mo.
< 7y = ﬂpi—-pjn < S diam|8 | ¢ - diam|s

21 2!

donc diam|z] ¢ = maille X

Comme le second membre ne dépend pas de T, on a le résultat cherché :
sup diam [Zl { = maille X

n
SesdK n+1

Corollaire 3,32

Soit un complexe simplicial K et définissons la subdivision barycen-
trigque itérée par les relations

sd1K

{

sdpk

sdK

Il

sd (sdpﬂjK)

on a : maille (sd®k) ¢ (—)F maille ¥

n+1

Remarque : la maille de la subdivision barycentrigque itérée décroit vers O .
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APPLICATION SIMPLICIALE,

Définition (étoile) 3,33,

Soit un complexe simplicial X et S un simplexe de K. On appelle

étoile de S le sous-ensemble de K défini par

et(s) = U{ <8 > ¢ K| 8¢ s}

Cas particulier : Soit p un sommet de K .

et p=TUf{< S > ¢k p est sommet de S'}

Propogition %.34.

Soit un complexe simplicial X , et {po ,o,o,pk} un ensemble de sommets
de X
Les deux propriétés suivantes sont ésuivalentes :

a) pO ,ouo,pk gsont les sommets d'un simplexe de K

A et (g) A4

i=0

Preuve :

a==>b . Soit S 1le simplexe de sommets po,eo., @k

k
N
<8 >a T et (pi)
k .
b => a iQO et P, = U{< S > € KIpO,oﬂo,pK sont sommets de S} -

Cet engemble n'étant pas vide comprend au moins uwn < S ¥ € K done
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< po,c,o,pk > €K comme face de S .,

Définition (nerf 3,357,

Soit un espace topologigue X et U = (u , U ,,,O,Un) un recouvre-

1 2

ment fini de X par des ouverts non vides, On appelle nerf de U le
complexe abstrait N(U) dont les sommets sont les Ui et les simplexex
k

les ensembles ~{Ui1,°o., Uik} tels que ;11 Uij £0 .

Proposition 3,36.

Soit un com@lexe gimplicial K et le recouvrement
U=1{ et (p)]| p est sommets de K} .

Alors W(U) est isomorphe & A(K) R
Preuve : Soit ¢ la bijection entre les somuwets de N(U) et A(K) définie
par gletp) =p .

C'est un isomorphisme de complexes abstraits d'apres 3.34.

Définition (application simpliciale) 3.37.

Soient K1 et K2 deux complexes (abstfaits ou simpliciaux) et

une application ¢ définie entre les sommets des deux complexes.

Alors ¢ est appelée application simpliciale de K1 dans K2 si pour

tout simplexe (ou ensemble des sommets d'un simplexe) {po,,uo,pk} ’

¢(po),,.., m(pk) sont les sommets d'un simplexe de K2
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Remarque

S K1 et K2 sont deux complexes simpliciaux, on prolonge ¢

par linéarité de }K1I dans !K2l

X = I @, Py @(X) =z ai@(Pi)

Cette application est continue car les coordonnées barvcentrigues sont

des fonctions continues.

Définition (approximation simpliciale) 3,38.

Soient deuxicomplexes gimpliciaux K1 et K2 et une appbication con—-

tinue T ¢ {K1l‘+ IK2S

Une application ¢ : K? - ¥X_ est appelée approximation simpliciale de F,

2

si ¢ est une application simpliciale vérifiant la condifion :

Vx ¢ {K,f] £(x) € < 5. > (simplexe de K23 = ofx) ¢ |8

2 2

Remarques

a) La condition est équivalente & : Vx ¢ ]K1l £(x) € 182! = @(X)EKSZ[ a

b) Si p est sommet de'“Kd et si f(p) est sommet de K, , ona nécessai-

rement :

f(p) = cp(P)

Théoreme 3,39,

Soient K1 » K deux complexes simpliciaux et L un sous-complexe

2

de KX, . Soient aussi une application continue T : [K

, ~ K| telle

|

que f]L s L~ K2 soit une application simp:liciale, et ¢ une appro-
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mation simpliciale de *

Alors f 2 rell
et dlf,g) = sup  |[£(x) - ¢(x) |[¢ maille K,
x€|K !

1

Preuve :
On a L = @lL d'apres 3.38 b).

Soit 1l'homotopie ¥ : 1K1[ x I - ]Kz} définie par

Flx,t) = (1 = t) £(x) + tolx)

qui est bien définie et continue car pour tout x de [K1l f(x)

et o¢(x) sont dans un méme simplexe fermé de K2 et car f et ¢

dont deux applications continues

Fe:fZopurell

Théordme 3,40,

Soient deux complexes simpliciaux K? et K2 , une application

®

continue £ : }Kj} - ]Kzl et une application simpliciale ¢ : K1 - K2

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) ¢ est approximation simpliciale de f .

b) Pour tout sommet p de K, flet p) c et o(p)
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Preuve :
a==>Db . Soit un sommet p de K1 et x € et p ; il existe S1 £ K1

82 € K2 tels que @ X € < 81 >, f(x) ¢ <‘S2 > . ¢(< Sl >) est

un simplexe ouvert de K2 o Comme ¢ est approximation simpliciale de f
on a @(X) € ¢(< 81 >) et ¢(x) £ ]SZ} . Comme {821 est réunion

disjointe de ses faces ouvertes, on a @(x) €<s, > , 5.« S

3

cp(X)€q>(<Si>) et olx) € < S_» = €p<<31>)=<3> < <S>

3 3 2

Mais p est sommet de 8, , done o(p) est sommet de \@(Sq) < 8,

o(p) est sommet de S, et f£(x) € et o(p)

2

= a.s0it =xc¢ |k,| . 11 existe S, €K tel que x €< 8, >

.‘-t = s o0 )
Soi < 81 > < PO; .:pk >

x £ et v, pour i = 0,1,.00,K
k k k :
f(x) e f( N etp) c 0 fletp.)c N et olp,)
. i . i . i
1=0 1=0 i=0

ctest dire que f(x) € < 82 > tel que @(po>,@mo, @(pk) sont sommets de

%

¢(X>.€ o< Pyrowe Py >) donec -@(g) evlszi

Corollaire 3,41.

Joient trois complexes simpliciaux X X K, et deux applica-~

,I # 2 -2 3
tions continues £ !K1I - lKZ! y g2 lel'* IKBI
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Soient aussi ¢ ;»K1 - K approximation simpliciale de f et

2

® :‘1{_2'*> K. une approximation simpliciale de g .

3

Alors ¢ o-¢ est une approximation simpliciale de go f .,

Preuve :
$ o 9 est évidemment une application simpliciale et

go-¥f (et p),C: g(et ,cp(;p)) < et ¢o cp(p) pour tout sommet p de K1 °

Corollaire 3.42.

Soient deux complexes simplicisux ‘KT etk K2 , f une application
continue : !K” - !K2l et ¢ K1 - K2 une application entre sommets

de K1 et K2 (non nécessairement simpliciasle). Les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes :
a) ¢ est approximation simpliciale de f .

b) Pour tout sommet p de K1 s flet p).c et vcp(p)

;‘Preuve H
Seule b===> a est nouvelle
Seit € 8> =< pO,M.,, pk > un simplexe de K .

1
D'apres 3.34 120 et Piaé¢

k ko k
Qf;é\f n (et pi)c:’n f(et pi)c N et q;(pi) .

i=0 i=o i=o

4 nouveau d'aprés 3,34, (P(po}’“"“’ cp(pk) sont les sommets d'un simplexe
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de K2 , donc ¢ est simpliciale,

Théoreme 3,43,

Soient deux complexes simpliciaux K1 et K2 et une application

continue £ : |K,| - [K

) -

Alors il existe une supdivision K; de X

|

1 et une application

P ¢ K;‘e K2 qui est une approximation simpliciale de f .

Preuve : nous démontrerons d'abord :

T)mee:
Soit un compact € muni de la métrique 4 .

Si pour " AcCC on définit diam A = sup d(x,y)
X,y€A

Mors A& chaque recouvrement U = {U, }:

i3ieT il correspond A > O

(nombre de Lebesgue) tel que

VA < ¢ diam A ¢ =>3i €I :ACTU,

Preuve du lemme 3

Supposons que ce soit faux.

: 1 .
Vo Ja cc dama < et Vi A £U. .

Alors il existe des boules B(x.,r ) DA et 1 -l
n n n n 2n
Comme C est compact, de la suite (xn) on extrait (Xn ) convergente

J
dans C vers x
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X € C .« Donc il existe 1 € I tel que x € Ui et r > 0o tel que
B(x,r),C?Ui .

Il existe J tel que pour J > J d(x,xn ) < g et T <
v J
Donc pour J > J Ah, C:B(Xn"rn,)'C:Ui
J J J
Ce qui est contraire & 1'hypothése,

NI
®

2) Soit le recouvrement ouvert de fK1l > U= {f-T(et q)!q est sommet
de K2} o D'apres le lemme il existe un nombre de Lebesgue A car lK1ff
est métrique compact.

Soit une subdivision K; de K1 telle que : maille (K;) < % (ce qui
existe dlaprés 3.32).

Soit p un sommet de K; : diam (et p) < A Donc il existe un sommet

q de K, tel que : et p,c:f-1(et a) .

Définissons ¢ comme 1'application qui & chaque sommet p de K% asso-
¢ie un sommet g de K2 tel que et p.c:f_1(et q) (il est possible de

cholsir ¢ car il existe un nombre fini non nul de tels sommets pour

chaque D). o : K} ~K

20
D'aprés 3,42 @ est approximation simpliciale de f .
Remarque :

On aurait pu dire dans 1l'énoncé du théorénme.
Alors il existe N tel que pour n > N il existe une approximation

simpliciale @n g sdnK1-~> Kz ', de f
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COI‘O llaire 30 4‘4‘0

Scient deux complexes simpliciaux K1 et K2 et une application

continue T : ]K1’-* lel

Pour tout g > o , il existe des subdivisions K; de K1 et K; de K

et g : K%-» Ké une gpproximation simpliciale de £ tels que :

d(f¢) <€
Preuve ¢

a(f,g) = sup [|£(z) - o(x) || ¢ maille (X))
x€{K1

Application 3.45.

Soit un complexe simplicial K ge dimension k < n et une appli-

k| -s® .

cation continue T :

Alors f est homotope & une constante.

Preuve

Soit un simplexe S de dimension n.— Sn est homéomorphe & lé! o
En composant avec cet homéomorphisme, on a £f :}KI~» }S continue.
I1 existe donc une approximation simpliciale ¢ : K' - g, de £f' ou
XK' est une subdivision de X .
Dfaprés 3.39 fr2g
¢([K‘l) est compris dans le squelette de dimension k de S qui n'est
pas S . Il existe done ’Xo € ]Sl - @(IK'])

lgf - {Xo} est homéomorphe & R~ (car 5" est le complété de B .

2
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En composant avec cet homéomorphisme , on obtient ¢' : 1K’f SRS et

comme ‘Ep est contractile p! =C

Par composition d'homéomorphismes et d'homotopies, on s

P Cte

Remarque @ Sn est (n—1) connexe.

car £ : § - g , m<n est homotope & une constante, donc s'étend

3 Dm+ 1 ?

CONTIGUITE — EQUIVALENCE,

Définition (contiguité) 3.46.

a) Soient deux complexes simpliciaux K1 et K2 , et deux applications

simpliciales ¢ et o' : K1~9’K2 .

o et ¢ sont dites contigues si pour tout simplexe 8§ de K1

@(S) U ¢‘(S) est un simplexe de K2 N

Propriétés.

Cleat une relation symétrique et reflexive.

b) On définit une relation d'éguivalence (car transitive) entre ¢ et
@' simpliciales : K1-9 K2 var

e~ @' s'il existe Py =@ s Pyroses @ = p' telles que P5

et 9?5 solent contigues pour i=1,2,...,0 &

¢) Les classes d'équivalence de cette relation sont appelées classes de

contiguitsé.



- 131 -

Lemme 3,47,

Soient deux complexes simplicisux K1 et 'Kg et une application

contimue f : [K,| - |K

11 2‘ °

Alors deux approximations simpliciales 9 5, 9" K}-A~K2 de f sont

contigues,
Preuve : soit s € K1 <8 > = <p0,-.’,pk>
D'aprés 3,34
k
n et p; £ ¢
P

Donc @ ;é’f(ﬂet pi) c 0 et pi) c (et ,q)(pi) N ot q)‘(pi))

car ?, et @' étant approximations simpliciales de f

flet p,)c et olp.)n et o (p,) .
i i i

A nouveau dlaprés 3,34 {¢(po),...,¢(Pk), @'(PO),.--,@‘(Pk)} est

1'ensemble des sommets d'un simplexe de K2 .

Théoreme 3,48,

ol

Soient deux complestes simpliciaux K,¥ et K2 et f,f’:lKTl - |x

deux applications continues homotopes.

Alors il existe N +tel que f et f!' alent des approximations simpli-

ciales ¢ et ¢' : SdNK1-* K2 dang la méme classe de contiguité,
Preuve : F : f = f°? Foe IK1I x 1= le}

1) {F;*(et”p)[ p sommet de K.} o Fa(t) = Flat), Ft(a) = Flat)

est un recouvrement ouvert de I compact. Il existe donc un nombre de
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Lebesgue Ka tel que :

Ve, t'e 3t -t <A =>F (t) et T (') ¢ et p (p sommet de
o o o o 04

Kz) .

Soit V = {ate [K1I/ Ve,tre I, [t - '] < M Fla't) et Fla't') € etp}

¥  est ouvert car V = T F"1(et PIATF,, et p
o o % o t
t,t€I

| t-t1] <
o

o

{Val o € lK1l} est un recouvrement de !K1‘ compact. On en peut extraire

un sous—recouvrement fini V ... V .
%y %k

Soit A = inf A s et o=t <t <. ...t =1 telle que
. o o} 1 7
o<igk i

(ti - tiu-T) < 7\ POUI‘ j- = 1,2,«».,1’1

Alors pour tout o € IKQl et 1< 1,2,...,0 , 11 existe un sommet p Vde

K tel que F(a,tia ) et F(a,ti) £ et p .

2 1

2) Posons £, ]K1]~» IKzlfW fi(a) = F(a,ti)

£f=f , f =f'
[¢] n

. -1 -1
Soit U, = {fi (et pz) n £y (et p) | 18 sommet de KE}

U= {Ui} est un recouvrement ouvert de {K1{ compact. Il lui correspond
un nombre de Lebesgue p .

Soit N tel que maille SdNK < % o Alors pour tout sommet p de K

1 1
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diam et p < p . Donc il existe ip tel que et p E-Ui (On dit alors

que stK1 est plus fin que U) %

On peut définir 95 : SdNK1 - K2 application entre sommets telle que pour

p €K ,V (et(p);€”Ui ) ¢i(p) est le sommet dé K2 intervenant dans Ui
P P

Alors fi(et ?) Ufi“1(et'p)c:et<&(d pour tout sommet p de X

1

o

1

3) Ceci montre que 95 est approximation simpliciale de 9, et Pi_q

Donc 9, et g,

e sont approximations simpliciales de fi .

Dtaprés 3.47 elles sont contigues et ¢1 ”@N (qui sont approximations sim-

Pliciales de f =f et f'= fN) .

Définitions (équivalence) 3,49,

a),Soit K un complexe simplicial, Un chemin d'aréte & est une suite

finie (non vide) e.e_ soo € , ou e, est une aréte de K
.. T

12
— 3 N . -
e, = (pi pi+1) Py et Pin sommets d'un méme simplexe (I1 existe un
seul chemin de pi a pi+1 dans I(pi_, Pi+1> a une homotopie prés., On
note ce chemin (p P )) s
i’¥ie

b) Deux chemins d'ar8te £ et &' sont dits simplement dguivalents s'il
existe des sommets p,p@, p" de K tels que le couple non ordomné (g&,z')

ait une des formes suivantes :

- ({pp"), (pp*)(p'p"))

- (g, Gop") 2, (ept) (p7p")

- (lopmle, o (ppt)(p'p")z,)

- (g, opz, , g, (opt) (oo,
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ou 51 et & désignent des chemins d'arétes l'un finissant en p

2

1'autre commengant en p"

¢) Deux chemins d'aréte ¥ et £' sont dits dquivalents s'il existe

— T - —_ ot .17 : f omAd
go = £ i gj,oow, gn = g!' tous chemins d'aréte tels que gi‘1 et gi

soient simplement équivalents pour 1 = 1,2,000,0

Remarque : C'est bien une relation d'équivalence, notée *~

d) Soit un chemin d'aréte £=e e, RS Soit Ir le complexe sim-

172
. i . i-r 1 .
plicial I ={{=} 1= o,1,°qo?r} U A[=, ;] i= 1’2’°°°fr} .

On associe a § l'application simpliciale ¢  définie par :

€

origine e, i=0,1,00.,(r=1)

i41
r

%(3) = {

fin ei i = 1,2,9«0,3?

Remarque 3 Si £ “g! @g‘ﬁ.@g? rel 3l

Lemme 3,50, Soit un complexe simplicial X et S €K .
Deux chemins d'aréte de méme origine et méme extrémité, dans 3 , sont

équivalents.

Preuve : Il suffit de montrer gue § chemin daréte dans S tel que
origine § = p ,fing = q vérifie & ~(pg) .

On le montre facilement paf induction sur le nombre d'arétes de ¢ .

Th dordme 3@ 5 {a

Soient & et g' deux chemins d'ar8tes, & r arétes dans le complexe
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gimplicial X o

3i mg ’ @gﬂ : Ir - K  sont contigues, alors ¢ ~ g' .,

Preuve. :.

- ; - e Pl ptal ' - v '
E = 0,850.08 5 & = (p;_4sp3) 5 &'= €180 ®p 2 B3 S (Pifx’pi) ‘

Posons 5; = (pipi)_o Ctest une aréte car @a et ‘ng sont contigues et
i i

- -

Par définition : g = e1§{ézieze2 e B e,
Comine ¢§ et‘~¢ij sont contigues, il existe Si € K tel que
eieé 51“1 “soient srétes le S; (car e, = ¢£([£§i., %]) ,
eg = ¢gg(Ei§i ,.% 1)). D'apres 3.50 9131,” e% et ’E;z1ei e, " el
i= 2,3,oae,(r~1) et 5;13 er ~ e;
e —_1 .
g e1 e1 91 er»e., er~1 er .~ g

Théordme 3,52,

Solt ¢ = e‘?’e2 P er un chemin dﬁayéte dans le complexe simpliciasl K,

et soit A ¢ Izr 9112 Sune approximatioh simpliciale de 1'identité

17, <|z] .

Alors il existe un chemin d'aréte. ¢'= e%eé P eér tel que

¢gh = ¢€g': Iér-é,K et £ vEgr .

Preuve 3

1) Existence de X 3
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Le 2) de la preuve de 3.43 ou (3.48) montre que f : [K | -~ [K]

admet une approximation simpliciale ¢ : K, - K2 sl et seulement si

1
K1 est plus fin que {f_1(et p) ]p est sommet de K2} o

On en déduit : (& 1'aide de 3.42),

Lemme, Soit X! une subdivision de K % Une application entre sommets
¢ ¢ K' =K est une approximation simpliciale de 1l'identité !K'l c:[KI

81 et seulement si : 7p' € et ;@(p‘) pour tout sommet p' de K' .

En particulier, ce lemme affirme l'existence d'approximations sim—

pliciales de 1'identité : K' — K pour toute subdivision XK' de X .

2) Définition de g!
Soit ei = (pi_1 ,pi) 1= 0,1,000,T

} g — — - - — o »
Posons eZi-? ezi‘« (pi~1, Pi) (pi,pi) ‘Ou Pi vaut soit pi_1{ soit

19 (cette valeur est définie par A) .

o i) H At e ]
D'apres 3,50 ©ric ®oi | 8 et ¥ &

Le contenu de ce paragraphe sert & démontrer 3.59.

GRAPHES,

Définitions %.,53,

a) Un espace topologique X est un polyedre, s'il existe un complexe
simplicial K et un homéomorphisme f k| - x (K,f) est alors
appelé triangulation de X ,

b) On appelle graphe un complexe simplicial de dimension 1.
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c) On appelle arbre un graphe simplement connexe,

Théoréme 3,54,

Soit X wun graphe connexe ., On a équivalence des propriétés.
a) K est un arbre,

b) |K| est contractile,

Remarque s Le livre de Spanier donne ce résultat sur ded graphes infinisé
Il est faux capy on va définir F sur }S{ x I pour chague simplexe
S € K s On ne pourra affirmer que ces applications se recollent sur
'KI X I en une application continue que si les simplexes sont en nombre
fini, (comme contre exemple on pourra prendre le double peigne qui est |

un arbre non contractile),

Preuve ¢ TI1 suffit de montrer a = b ,

Soit p un sommet de X o Pour chague sommet g de K , soit 'aq un

i
K2
&

chemin de p & q 3 ~aq(0)»= P s aq<1>

Posons F(q,t) = qq(t) .
Soit S € X wun simplexe de dimension 1, < S > = <q,,9,> + On définit

P(x,0) = p’ x €8

F(Xyﬁ> =% o

e

Play,t) = o) (8) 5 7layt) = o (4)
1 M 2
Fest défini sur S| x 0 U |S| x 1 W |S|x I homéomorphe & §'

Comme X w»at simplement connexe, F s'étend de facon continue 3
s ¢

[S} x I (homéomorphe a Dz) o

Pour S €K , ona F: S! x I~ ]Kfi o
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Comme on a un nombre fini de fermés !S{ x I et que les définitions de

F coincident aux intersections, on;péut recoller-en F ¢ K[ x I - IKI

et F CPﬁ”K’

Théoreme 3,55,

Soit un complexe simplicial K, connexe, Alors K contient un arbre

wmaximal, et .chague arbre maximal de K contient tous les sommets de K;

Prouve 3
?) Les arbres de‘ K dont par%iellemeﬁt ordonnés par inclusion. Ils sont
en nombre fini donc admettent un ¢lément maximal,.
2)_Supposon$ gue T soit un arbre maximal tel que le sommet g f T &
Soit p un sommetVdek;T et o 3 lt» lK[ un chemin de p &¢qg . I
estvunmcomplexé et 'a{bki est simpliciale, Il existe donc r et ai
simpliciale 3 /Ir'a»lKI telle que q?.fa relaI (d'aprés 3,39).
I1 existe i eyo,1,2,@@@(r~1) tel que p.:q?(%) €T, v, *(1+1) {n
>} =1,

soit le graphe T U{<§. , D>, <D,

141 1+1

T est un rétract de déformation fort de T , donc T' est 1. connexé.

Ce qui est en contradiction gvec le fait que T est maximal.

Définition (Caractéristique d'Euler) 3.56.

Seit un complexé (simplicial ou abstrait) K ka caractéristique d'Buler
de K est le nombre :
dimK

x@®) = £ (-1)7a, a, = card{s € K/din § = i]
i=0
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Proposition 3,57,

‘Soit T un arbre, Alors y(T) =1 .

Preuve : On la falt par induction sur le nombre de sommets de T n = 1
T = {<p>} x(P),=1
n> 1 supposons que tout arbre T' & au-plus (n-1) sommets vérifie

X(Tt} = 1 °

Le lecteur vérifiera, & titre d'exercice difficile; que tout arbre
posséde une extrémité, c'est-d~dire un sommet n'appartenant qu'ad un sim=
plexe Sp de dimension io

Soit p une extrémité de T . Alors T = {( SP> U <p>} ~est un arbre

T'  qui est un rétract de déformation fort de 7T

x(T*) =»1 car T* a (n-1) sommets.

w(T) = aO(T)» ai(T) et ao(T) = aO(T') 1 aq(T) :-a?<T')+?

donc X(T) = X(T'> =1

Définitions 3,58.

Soit un complexe simplicial connexe K et T wun arbre maximal de K .
a) Une arédte est un couple (p,q) ol p et g sont sommets d'un méme
simplexe de X .

-

(pg) est un chemin dans |K| de p & q, qui reste dans |< p,>]
(ef. 3.49).

b) Tout groupe G est quotient d'un groupe libre L par un sous-groupe
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L' normal : G = L/Lt .
On peut considérer G comie le groupe I ol ‘toubt é1ément de L' est
réduit & 1 . Aussi-on parlera de G en disant :le groupe L avec la

relation x =1 ; VX e L' .

c) Joit G 1le groupe libre engendré par les éléments (p,q) (arstes de

K) avec les relations

1) Si <pg> €T (p,q) =1

2) Si  <p,q,q9'> est un simplexe, (pg) (aq') = (pg') .

Théoréme 3,59,

Soit X wun complexe simplicial comnexe et p, un sommet de K

alors Hi(!Kl’po) ﬁ G

g)/

Preuve : a) pour chague sommet P ,bil existe un chemin ap et po
p danz T .

A -
A chaque aréte (pg), on associe [ap(pq) aq1 1e H1(1K],po)

Ceci définit ¢ : G~ H1(SK},pO) homomorphisme car

——p | .
1) si <p,q> € T ap(pQ)aqi est un lacet dans T 1 connexe
=1,
[o,(pa)a "]

2) si {p,4,q'> simplexe de K

il

— -—-—}; —
[ap(PQ) (qq ) aq,]

Loy (e ] Lo (a8") ')

i

: -2 -
[ap(Pq ) aq,}

- — —
car (pq) (aq") ~ (pa?) rel I d'apres 3.50 et 3.49.
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b) Soit N H1{K[,po)-» G défini par
a € H1<lK{),pO) . Il existe un lacet o €& tel que a(I)‘C:}K(1>l .

D'aprés 3,43, il existe n et qf ¢ I n_ X approximation simpli-

. 2

cisgle de ¢ . Posons a’(mi) = P,
2n i

o(a) = (pp,(p,p) oo (@ 2 ) .
, 2" -1
c) ¢ est bien définie : soient o, 0, € a o, ~ o, rel al .
Soit N défini dans 3.48 , Soient go! : I _-K , a«f : I =K
1 21’1 2 2m
des approximations simpliciales de a1,et a, Posons n= sup(N,n,m)
Py o P( L) o o
44 (21’3.) - Pi k- (xz(ém) - pl o
_ ' ’ ’ — ot
g.‘ - (pop1)(p1p2> s 0.6 . (pzn- PO> p€1 = 0’;1
S L. tot v t Y
g, = (22 »}){pipy) .- (sz_?p0> 9E, = o}
D'apres 3.52 il existe g% ~ £, ‘gé ~ £y tels que
Poy 2 Py 5 1 ~» X solent approximations simpliciales de ¢, et
ay e Alors 3,47 et 3@45 permettent d'affirmer que
Pt T Py
& 52
Enfin d'aprégs 3.51 g% ~ 5; o Il reste & voir maiﬁtenant, ce

qui est facile, que si gi ~E ils sont égaux dans G (intérprétds

2

comme produit d'arétes) ¢ est un homomorphisme évident .

d) o et ¢ sont inverses
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opla) = ¢[(pop{§§@192)eea(p2n 1po)]
—p -1 e -1
=:[a (pp.) a ‘ .. [a (p p.) 4 ]
B, 01 Tpy 4 1 Man B ol
— —_ 4
=[a_fpp)ecele  p)oa ]
LA 2’1 % B
- e A
[apo] =1 car T est 1, connexe et '[(pop1)°°°<p2n_1po)] = a d'aprés
%o 39

pp(a) = a

>
golpa) = ¢ [a_(pa) o ']
1Y - q
ap(I) C T . Par approximation simpliciale [a@] stéerit

—_—
1Y

[(po T)s@o(pnp) avec  p. €T (et [aq] de méme avec q.Om,qm)

1

vo{pa) ='(popi)(p1pz)oue(pnp)(pQ) (ag,)e.o(qa )

Dlaprds 3,58 po(pa) = (pa)

Corollaires 3,60,

a) Soit un polyddre X n1(x,xo) est de type fini.
b) Si X est un graphe connexe, alors H1(lKI;,pO) est libre et le

nombre de ses générateurs est ¢ 1 =~ X(K) R

Preyve :
b}[Les générateurs de G & H1(1Kl,po) sont les (pq) tels que
<pg> £ K- T .
Ce groupe est libre car si <p,g,q' > est un simplexe p =g ou g =g

si p=gq (pa)(aa') = (pa*) = (aq")
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si q=gq' (pa)(aq') = (pa') = (pa)
On voit que les relations de définition de G sont vides.

De plus : 1 = y(K) = nombre de simplexes de dimension 1 de K - T .

Bxemples :

a) le huit ni(x,xo) X7 * 2

b) le bouquet de n cercles H?(X,Xo) P ,,, *7

n fois
(extension possible & un bouguet infini) .

APPLICATIONS,

Lemme 3,61,
Soit un complexe simplicial K et p ¢ !Kl . Alors il existe une subdivi-

sion K' de X ayant p pour sommet.

Preuve :
Il existe S € K P €S> . Soit 8d8 , la subdivision barycentrique

&

de §. p * 833 est une subdivision de § . Pour tout autre simplexe
dim 8
de X de dimension au plus égale é\y(l on prend la gubdivision barycen-

trique. On construit ensuite les syuelettes d'ordre supérieur & n comme

en 3. 27°

Proposition 3.62.

Pour un polyedre X on a les propridtés :

a) X est localement contractile.
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b) Ssi X esf connexe, il est connexe par arcs.
w
¢c) Chayue sous-groupe de H1<X,XO) est image du groupe fondamental d'un
revétement de X .
. o« ~ b N
d) Soit I : X~ % un revétement de X . Alors X est un polyedre de

méme dimension que X et I  induit une application simpliciale.

Preuve :Soit (Kf) wune triangulation de X .
a) Soit K' une subdivision de K tel que p € }KI soit sommet de

X' . Dans KXK', et p est un voisinage de p dans IK} contractile,.

5 « A . - . .
h) Dlapres a) }Kf est localement connexe par arcs. S'il est connexe

alors il est connexe par arcs.

¢) Application de 2.36.

1) B . < . . N @

) % - ]K] o Soit 5 € K i ISI«@ }KI se releve en 1

d'aprés 2.25  tel que ?(p) = 5 i (D) = p) . Soit A le complexe

abstrait defini comme sult s

b g =16 Vi o :

Les sommets de A sont {I (p)]v sommet de K} .

Les simplexes de A sont las {?o,ame,ﬁk} tels que {pi = H'(ﬁi}} est
. w

1l'ensemble des sommets d'un simplexe 35 de K et tels qu'il existe 1

relavament de 3 3 ﬁS] - zK} avec ﬁi = ﬁipi) 1 =0,1,000y k¥ &

iy U P . 2n+1
Soit ¥ une réslisation de A dans R

~
. 11 est évident que |K]
est un revétement de 1K{ et que II induit une application simpliciale.
Il reste auw lecteur §;montrer, grice aux relévements qu'il existe un ho-

) o
méomorphisme IK]~9 X .

Cosollaire 3,63,

Tout sous-groupe d'un groupe libre est libre.
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Preuve :
Soit F un groupe libre de base (ei)iEI
Le groupe fondamental d'un bouquet X de card I cercles, est isomoryphe
% F . Ce bouquet est un polyddre (si card I est infini on a la méme
théorie). Dlaprés 3.62 c¢) & H sous—groupe de F correspond un revéte—

o .
ment X de X . Clest un polyddre de dimension 1 comme X donc un graphe,

D'apréds 3.60 b) H est libre.

Définition %.64,

On dit qu'on a attaché le disque Dn & l'espace topologique A par
f et qu'on a obtenu l'espace topologique X ( noté X = A +fDn) si

a) f est une fonction continue : JDn - A

A+ Dn
R

tion ¢+ x = f(x) VX € Sn"-1 = 3D

, ol + désigne la somme disjointe et R 1'identifica-

b) X =

I1 résulte de cette définition qu'on obtient naturellement deux plongements

Ae X et intD e X .

. : n--1 N
Exemple : Si A = {Xo} et f:8 - {XO} 1'application constantg

1'espace obtenu en attachant p*a a par f est homéomorphe & s

Théorénie 3.65

Soit X = A +fD2 et x = f(?) . Soit N le sous-groupe normal

de H1<A,X> engendré par f¥fﬂ1(31,1)]
a) i 3 A* C induit un épimorphisme i% : KQ(A,X)'é ﬂ1(X,x) .

b) Si A est un polyddre connege : Ker i¥ =N .
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Preuve a) soit a € Hq(X,X> et o € a un lacet en x dans X
D'aprés la compacité de I , on peut le découper en

0 = to< t, <owe < tn = 1 tel que m([ti ti+1]> est soit dans A

1
solit. dans D2 . On sait que tout chemin dans D2 est homotope (relaI)
&4 un chemin non surjectif. Comme de plus A est retract de déformation
fort de X - {XO} oh x_ € intD? , on peut former un lacet o' dans

A tel gque (a‘) 2 g rel 21 .

b) On a ,i¥(1\1) =1,

Soit ,(XE) un revétement de A connexe par arcs tel que X = p(%o) et
. " ~
9o . : E _ACK
p%[ﬂ1(A,XO)] =N . D'apres 2,20, f se releve en ,,7 if i
] ) o 17 ¢ c X
£f:5' >4, Soit X obbenu en attachant des disques S —5h

w )
,D2 3 A par les T, reldvements de f. On voit quton peut étendre

]
p en p' 2 X—=X qui est un revétement.

Soit un lacet g dans A tel que ila) 35X rel gl , et % le reld-
i v © N o
vement de o qui commence en x_ dans- X . D'apres 2.17 o est un

o
YR
o !

w N\ Fes ~
lacet en X, oo Dlaprés a) 2%t reladl ou ! est un lacet

en g dans X o
8]
o
[a] = pf6']  aone [o] €W

Variétds de dimension 2: 3.66,

I1 a été démontré qu'on peut classer les variétés de dimension 2 en
deux catégorien. ; variétés orientables et non orientables et gu'on obtient

toutes ces varidtés par identifications sur des polygones de R2,o

Varidtés orientables,

z

Pour n.y 1 on a la variété & n anses en prenant un polygone & 4 n



figure

z

. On définit la variété & 0 anse par
c'est .82

o no= 1
ctest le tore

s 1 » 2 On obtient une sphere

a4 laquelle on a ajouté n anses comme suit

Varidtés non orientables,

Pour n 3 1 on prend un polygone & 2n

cbtés et on identifie comme 1'indique

¢
la figure ‘ !
n=1 ., Onobtient P> , @ o
n=2 ,FOn obtient la bouteille de Kleinci 5 A §f01
(pour retrouver la définition il suffit de ,62

b

faire : a{;yé i fzg%a puis lgidentificatidn a)e

Groupe fondamental des variétés de dimension 2. 3%.67.

Pour les deux catégories de variétés, on 8te un pétit disque S de

1'intérieur du polygone, puls on applique 3,65

Variétés orientables,

z

Soit M la variété & n anses et A =M -8,

A a pour rétract de déformation un bouquet de 2n cercles donec
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H1(A,X) % L ¥ ... %7
2n

D'apres %.65 et 3.58,

0, (Mx) =2 % ... *72 avec la relation a.b.a b, S
1 R 17939 1 85 n

Variétés non orientables,

Soit M lan oC variété et A =1 - S

A a pour rétract de déformation un bouguet de n cercles done

H1(A,X) LK L., *7
Z " . p

n
Dlaprés 3.65 et 3.58,

Hq(M,X) ﬁ,g,i~&&:¥f—z” avec la relation c? ci o358 ci = 1
n
Exemples ¢
s M= T2 H1(M,X) “Z * 2 -avec la relation a1b1am} b:1 = 1
done a1b1 = 1:>1a1 donc H1(M,X) IO 2
2 - ) 2
. M =P H1(M1X) % 7 avec la relation c1 =1

donc H1(M9X) ) 2/22': 7, .

Définition {amalg@me) 3,68,

Soient trois groupes G1 s G2 , et deux homomorphismes

f, s H- ' : H—-
1 H G? f2 H G2

On appelle amalgame de G, et G2 par H le groupe, noté

1 Gy GZ/[H]’



- 149 -
le produit libre de G, et G avec la relation

1 2

f1(x) = fg(x) si x€e¢H .

Théoreme de Van Kampem 3.69.

Soient X1 et XZ deux polyédres connexes tels qgue X,NX_ soit

connexe, On suppose que X = X1U X2 est un polyedre.

Soit X, n .
oit x € 1 ‘XZ

avec pour homomorphismes : .
i

"i/¥?

I, (X1n Xg,x) \

H1(X1X)



CHAPITRE 4.

ALGEBRE

Le lecteur trouvera, consignés dans- ce chapitre, les résultats algébri-
ques dont il a besoin pour‘COmpren&re~la suite du cours. Le début sers consécré a
la structure des groupes abéliens, sans démonstration (1e lecteur est renvoyé &
"Algebra" de S. LANG par exemple) et 3 la définition des foacteuis Lim , ®,
Hom , Tor , Bxt , & leur incidence sur les suites exactes, & ieurs diverses commu-
tations, La seconde partie définit 1l'algdbre homologique et ses différentes proprié—

tés.,

EXACTITUDE DES SUITES,

Définition (suite exacte) 4.1.

a) Une suite de modules et d'homomorphismes

s M1 M2 M3 5o

est dite exacte en M2 81 Inf = Xerg .

b) Une suite de modules et d'homomorphismes est exacte si elle est exacte en

chagque module,
c) On appelle'petite sulte exacte, une suite exacte>&e_la forme

0 1 M2 M3 0
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Remarques 4,2,

a) si la suite ML N £, P est exacte

Coker f = N/Imf = N/Ker gw In g
b) si la suite M, S>>, 2o u  est exacte
1 2 3 4
Coker g ® Ker h
¢) un homomorphisme £ ¢ M,f i M2 définit la suite exacte

0 - Ker f < M?-—f—-‘* ME—P-e coker £ = 0

i et p étant les injections et projection canonigques.

Proposition 4.%.

31 M1 et M2 sont deux sous-modules d'un module N Mq + M2 désignant
le module engendré par M1 Y M2 , ocn a l'isomorphisme
M v M, + U
1/ 17 72/
M?ﬂ M2 M2
Définition 4,4,
Une petite suite exsgte : 0 — M? 'f—> M2 &, M3 - 0 est dite scindable

si on a l'une des trois propriéiés équivalentes suivantes :

a) I1 existe un homomorphisme p :MB > M2 tel que gp = 1 °

i
°

b) I1 existe un homomorphisme o 3 M2 - M1 tel que of

c? 1, &M1@M3

Proposition 4.5,

Soit la petite suite exacte : 0 - M’i £, M g, M, - 0 .
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81 M, est un module libre, la suite est scindable.,

3
Pi : 01 .
reuve goit (ei)iEI une base de M3
- Pour chagque 1 , il existe Xi € M2 tel que g(xi).= ei .

On définit p(ei) = Xi o

.STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS.

Tous les groupes sont abéliens dans la suite du chapitre.

Théoreme 4,6,

Tout sous-groupe d'un groupe libre est libre et de rang au plus ézal en

‘rang du groupe.

Preuve : elle est traitée par Lang quand le rang est fini Cartan donne une preuve

générale,

Définition (torsion) 4.7.

a) On appelle torsion du groupe G , le sous—groupe (@) aéfini par 3

(6) = {x/xea , Enem*,mc:o} m*zm—{o} .

b) Un groupe G est dit sans torsion si (@) = {0}

lee, (nez , X €08 , nx=0)= (x=0 ou n-= 0) .

Théoréme 4.7, big,

Tout groupe G sans torsion, de type fini, est libre.

Preuve : Soit '(Xi) card I = n un systéme fini de générateurs de G .

igl

Soit J<T  tel que (x,), o soit une famille libre maximale.
L A

On a donc pour i € I = J I zjé}_ My Eoe N £ 0 et soit

A=1I N o A£O0 .
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Soit f 3 G -G définie par f(x) = Ax .
Cette application est injective par hypothése (.G sans torsion) Im.f est

un sous=groupe du groupe libre G' engendré par (x.) donc Im f est

i’ied’
libre d'aprés 4.6.

f est donc un isomorphisme de G et Im f , donc G est libre,

Proposition 4.8,

Soit un groupe G . Alors G/T(G) est gans torsion. En particulier, si

¢ est de type fini ., G/$<G) _est libre,

* "
Preuve : Soit TE'G‘G/x(G) , n€WN , et x un représentant de Xx nx =0
*
gignifie nx € T(G) S 11 existe p €N tel que

ap(nx) = (pn) x =0 ,Donc x € (G) et T=0 o

Gorollaire 4,9,

Si G est de type fini, on a l'isomorphisme 3

¢ #(a) ®G/T(G)

Preuve ¢ La suite 0 - (@) - ¢ - G/?(G)nﬁ 0 est scindable car

‘ . TP
G/f(G) est libre, d'aprés 4.5

Définition 4,10,

On appelle rang d'up groupe G de type fini, le rang du groupe libre

(@)

T

p(@) = rg(G/,E(G))



- 154 -

Théordue 4411,

Soit un groupe fini G .
' *
Alors il existe une suite a1 , a2 s00 0 an (ai €W ),, unique si a
e ‘ i

divise ai+’ pour- tout i, telle que

G ® Z/aizf@‘? - ® Z/anz

Preuve : voir Lang page 232,

Définition 4,12

a) Un groupe G est dit de torsion, si @ =-(@) .
b) On appelle composdnte 7p. primsire d'un groupe de torsion G le sous-
groupe défini pour p € N , premier par

) |
Gp.—:{xaf}t Inew ,px=0}

Proposition 4.13.

Un groupe est somme directe de ses composantes p-primaires.

Preuve : Voir Lang vpage 46,

Structure des groupes abéliens de type fini 4:14.

Soit wun groupe G de type fini.
*
a) Il existe n, a1,gqa9a? dans N  tel que
G % Zn@ r/a Z@oae“@?’f/’éz
cette décomposition est unigue si a. divise a,. pour tout i .
i it A
k1 1 kz

. 1 *
b) Il existe n , Disees By 5 Dy heee B dans N , et ?1 reees 0,
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premiers tels que
¢z o+ (77 e D Z x V@®Z, @) ®....QFK )
2

PO /
ey 2 Py 2 4 g’"ﬁgz

et la décomposition est unique.
Preuve @ G/T(G) est libre de type fini ; il existe n.€ N tel que

G/m(G) g,zn

a) Dlapres 411, <(0) 82, ,@...®F, 5 et le récultat suit 4.9,

b) Dlaprds 4,13, il existe Py seessP premiers tels due

£
(@) #e Do @ G
Py iy’
(seul un nombre fini de Gp est non-nul car 'T(G) Aest'fini),evOn

applique 4.11 & ¢ et le résultat suit 4.9,

LIMITES INDUCTIVES,

Définitions 4.15.

a) Un ensemble I est dit préordonné, filtrant & droite, s'il est muni d'une
relation  vérifiant

s VieIl igi

o (gd ,i¢k) = (Lgk)

o Wi, 3 €I ilexiste k telque ig¢k et jgk .

b) I é&tant un ensemble préordonné filtrant & droite, un systéme inductif
de groupes est une famille de groupes (Gi)iEI et un ensemble d‘*homomorphismes

Wij 8 Gi‘% Gj tels que 3
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P est défini si 1 ¢

Pir T Py © Py

Proposition et définition (limite inductive) 4.16.

a) On d&finit wn homomorphisme’ (wi)iEI du systéme inductif (Gi,cpij)i€I

dans un groupe H , comme une famille vérifiant les propriétés suivantes :

. V. p. + G, - H est un homomorphisme
i i i

‘vi391\<3 (Pl:cPJO(Py

b) Etant donné le systéme inductif <Gi , ¢ij)i€l ? il existe un groupe G

et un homomorphisme (g‘) dans G tel que pour tout groupe ‘H et tout

i74i€l

homomorphisme (h.). dans H , il existe un unique homomorphisme (de grou-—

i’iel
pes) h: G—-H tel que : &/i. , h., =ho g, .

c) Ce couple (G’(gi)i€i> unique & un isomorphisme prés est appelé limite

inductive du systeéme <Gi? ¢ij)i€1 et noté (G,gi> = lim (Gi_@ij)
Preuve :

. . . _ s . . .
Existence : sgoit 1 = f%% Gi Yy 1'injection canonigue G, - r , R
le sous-groupe engendré par les éléments
Posons G = r/R et soit p la projection canonique : r - G .

La solution au probleéme est (G, p o yi)

1) (p 0 Yi>i€I est un homomorphisme 3
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Yi(xi) =y 0 ¢ij(xi) €R ,donc : po yi(xi) -(po Yi(Xi> o @ij(xi}=o

done

(poy)-(po yj) o gy, =0

2) Soit (hi) un homomorphisme 3 (Gi s @ij)‘ﬁ H

I1 existe un unique h1 s r-H tel que

By =0y
O_C h1(Yi(Xi) ‘“ Yj e (Pij(xi)> = hi<Xi) el h, Q (Pij(xi) = O
Donc  hy passe au quotient par G h?»
) (UL -

(car Xer h1 > R) ;;\\& //,f;j

hy =hy; =h(poy)=hoeg

b est donc définie, Elle est unique car h o gi(xi) = hﬁ(xi> o

Or les gi(xi) engendrent G et H est défini sur ces générateurs,

Unicité.
Si on a deux solutions (G,gi) et ;(G’,g'i) , d'aprés les propriétés unie
verselles, 1l existe g3 G- Gf et g' ¢ G - G commutant avec

¥
les gi et les gi .

g'lg 3 G -G et IdG 1 &= ¢ sont deux sclutions au probléme unie-
versel de G. dans &

dfapreés 1l'unicité g'g = IdGlr et de méme gg' = Id

donc g s GRG?
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Théordhe 4.17.

Pour que '(G’(gi)ﬁeI) soit limite inductive du systdme inductif

(Gi, @ij)iEI il faut et il suffit d'avoir les trois conditions suivantes :

a) g =g o9,

i i 3

p) U e(e)=a
lEI 1 1

c) (g (x,) _ 0) =>(133i]| q?ij(xi) = 0)

Exemples 4.18.

a)_Tout groupe est limite inductive de ses sousw-groupes de type fini.
I est l'ensemble des parties finies de G ordonné par inc¢lusion ‘Gi est

le sous-groupe engendré par la partie i
.2 G, G,
cpi;} i J

b)~Toute gomme directe est limite inductive des sommes directes finies,

Proposition. 4,19,

a)_la Limite inductive commute avec les sommes direqgtes :

vim (@ &, (@ ¢7.)). - = @ Lim (¥, ¢%.).
~ afA T gea T L7 T

b) Etant donnés deux systimes inductifs (Gi ) ) et (Hi, ¢ij)

ij7i€l iel

3 Ty 3 o — :
et (ui)iel une famille d'homomorphismes w3 Gi Hi telle que

Vi, 31, ig b0y = U0 gy
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(u,)

. induit un homomorphisme w = Lima, : Lim G, - Lim H, .
171€T - 1 - 1 - 1

¢) Si on a trois gvatemes inductifs (Gi’ @ij) s (Hi’ ¢ij) (Ki, @ij)

et deux familles (ui) S (Gi s @ij)‘w (Hi, ¢ij)

et u(vi>(Hif ¢ij) »'(Ki'sij) vérifiant b) et belles que pour tout i :
i

i .
G, - H - K. soit exacte.
i i i

Alors Lim ¢, - Tim H.'- TLim K. est exacte.
- i = | it

Preuve : laissée au lecteur.

PRODUIT TENSORIEL.

Définition (produit tensoriel) 4,20,

a) Etant donnés. deux groupes G1V et G2 » Oon appelle produit tensoriel de

G1 et ,G2 , le couple (G1 & G2 s j) formé d‘un groupe (appelé aussi pro-

duit tensoriel de G, et Gg) et d'une application bilindaire

1.

j s 31 % Ga-é G{C:jGQ , solution (unique & un isomorphisme prés) du probléme

univeréel.suivanﬁ : Pour tout groupe H et toute application bilinédaire

£ G1 X'G2 »> H il existe une application £ : G?(:)Gg-e H 1linéaire

telle que
F-fojy

b) Etant données deux ‘applications linéaires f? M G1‘% H1 et

.f2 s G24»‘H2 5 -on appelle produlit tensoriel de f1 et bf2 1'unique appli=
cation f} C>f2 3 G1 x\Gg-ﬁ‘Hj(:jHE qui vérifie l'unhe des deux propriétés

équivalentes suivantes :

s ¥ — 2 3 e " » LI Y - :
o i o(f1 X f2) = (f1 @ifg)o 3 (5 G, x G2°—>G1®G2 ; JUiE, x H, H1®H2)

-2, @) =1 ()R1,0b)  (a®@b = j(a,b))
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Preuve
a) Existence : le lecteur vérifiera que le quotient du produit G1 X G2

par le sous—groupe engendré par les éléments de la forme

a+a',b) - (ab) - (atb?)
ou

(a, b +1') = (a,b) = (a,b")

répond & la question (comme dans 4.16).
Unicité : pour tous les problémes universels, elle est celle de 4.16

, - e e o
b) jto (f1 X f2) est bilindaire G1 X G2 H1(2>H2

: . . - .
I1 existe donc une unigue f1®f2 H 1®G2 H3 ®H2 telle que

ito(f, x £,) = (£, ®f,) 0 3

Propositionf4,21o

a) On a les isomorphismes 3

. 206 ~ G

. GRETEREG

. (G1®G2)®G3‘~G1‘®(G2®G3)

b) le produit tensoriel .de fonctions posséde les propriétés 3

. (f3 + f2)®g =, ®s + f2®g

- E®f,) 0 (6,®8,) = (£, 02 )® (£, 0 &)

Preuve :
a) Le lecteur montrera & llaide de la propriété universelle que les

applications suivantes sont des isomdrphismes
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. 2= 1ga (inverse : n(R)a — na)
. a®@b > bPa
. @@P®ec - aQbe)

) (£, +£,)®@ela@r) = (£, + £ )(2)@eb) = £,(2) @) + £,(2) D)

et de méme pour l'autre propriété.

Propogition 4.22,

a) Si on & des familles de groupes (Gi)iel s (H)

3)5¢7 2 on a

(@G)@(@ H.) = (® 6. & =,

i€1 s 9 (,3)exg 7 J
b) Si on a deux systémes, inductifs (Gi’ (pij) et (Hi , q)ij? le systéme

(e, @H, ?1;1@“’ ) est inductif et :

Lim Gi® Lim H, = La._n;(ei @Hi)

c) Plus généralement, si on s ; a1 ' i
) g s n a deux sygtemes inductif S(Gi,T (Pij)i I ( 1, ,q)l 3 >1‘€I

pour 1l'ensemble préordonné filfrant I x J  défini par :
(i3) ¢ (113") &= 1 ¢ 1" et j 3§

on a le systime inductif (Gi X Hi' ’ q}ij X q)i'j’)(i,i') €T xJ
Lin(e, @K, » 9, S ® o) = Lin(e, g, )®L1m(r1 by )

Preuve @

I1 suffit & nouveau d'appliquer la propriété universelle (ainsi que 4.17).

Théoréme 4.,2%.  Pour chaque suile exacte :

G,f 2 C—2 __E., G3———r> 0 , et chaque groupe H 1a suite :
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¢, ®= o G, x H e, 6,@H— 0  est exacte.

Preuve
a) p® 1 est surjective :

G3®H est engendré par {g3‘®h ! g3 € GB , h ¢ "} ou par

{B(gg) () l g, € C—2 , h € H} car B est surjective
or ple,)®n = (B®.1)_(g2®'h) .
b) BN o (a®1)=Boa)®1=0 car Boa=0 .

c) G, ®GC donc G, x H ®G_ x H/

3 Z Img 3 2 Im{ax1) °

Toute appiica"s:ion bilindaire f(}3 X H~C: stidentifie & f G2 X H=-20C
nulle sur Img X H

donc il existe T C—2 ®H -~ ¢ unigue telle que f = £ o 3 donc f s'annule

sur Im(g @1) et passe au quotient par ¢
G @H --—-—-«? C

\ /

Gég} /Iiﬂ(oc?}

Donc pour toute £ (}3 x H~-C , il existe une unique f°

v - — o ot ; 4
G2 X H/Im(af; % 1) C  telleque f=1f'"o0oy oh y est llapplication

bilindaire canonique : G, X H/

(e x 1) G2®H/Im(cx®1)
done G2®H/Im(a®1) ~ G3®H %G2®H/ker(5®1)

donc  Ker(B&®1)

In(a 1)
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Théoreme 4,24.
Si H est un groupe sans torsion, et si £ G1~%'G2 est injectif ,
£ c, @53 - .GZCa]z est injectifa Par suite, pour la suite exacte :

™ Q- on a la suite exacte :

f g
0-0 —mg Sg
Gy Gy Gy

0~¢ @H =, G, 1, ¢, @8~ 0

Preuve 3

o I ()
et ¢ ®E=6"" " U;®H=¢,

et f®1= f(I) » Le résultat est évident.

‘Si H est libre, H = Z(I>

Sinon dlapres 4.18 a) "H est limite inductive de ses sous-groupes de type

fini qui'sont sans torsion donc libres. Le résultat suit 4.17 et 4.22,

LE FONCTEUR HOM.

Définition (Hom) 4,25,

a) Etant donnés deux groupes A et B , on note Hom(A,B) l'ensenble
des homomorphismes de A dans B . C'est un groupe abélien muni de +
défini par 3

(f + g)a=r1(a) +g(a) aca
b) A Stant fixé, i toute f : B - B? linégire on assodie

Hom(Af) ¢ Hom(AB) - Hom(AB?)

9~>fog

On a agssi défini un foncteur contravarient additif

ieeo . Ho‘m'(g1 +;g2,B) = Hoﬁ(ga,B) + Hom(gg,B)

. Hom (IdA,B) = Idﬁom(AB)
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. Hom(f o g,B) = Hom(g,B) o Hom(f,B)

Proposition 4.26.

a) Hom(z,B) & B

b) 1Hom( @ X Y) ® 1 Hom(Ki,Y)
i€l . i€T

¢) Hom(x , NI Y.)®n Hom(X,Y.)
jer Y a3 J
d) En combinant b) et c)

Hom . ® X , I ¥.)®1 Hom (X, Y.) .
. i . J . A J
i€I jeT (i,5)e I x 1 .

Preuve 2
a) f ¢+ 2Z-3 est défini par (1) .

b) £: ®X ~Y estdéterminde par les f, =f 0§, ol

ji s Xi —>C)Xﬁ est .1l%inculsion canonique.
Réciproquement f déternmine les fi par : f(xi) = fi(xi) (Xi € Xi) o

On peut donc résumer en :

Propriété universelle de la somme directe 3

Soit (Xi)iel une famille de groupes., Le couple (gﬁ,Xi . 31) est

1funique solution du probldme universel
Trouver un groupe G et des homomorphismes ji g Xi-é G tels que pour tout
groupe H et toubte famille (hi) &‘homomorphismes : Xi'» H, il existe

un homomorphisme unique h: G—-H tel que : hi = hOji (iGI)

¢) Le raisonnement dual conduit & 3
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Propriété universeylle du produit.

Soit (Xi)iﬂ une famille de groupes. Le couple (ﬂxifni> ou Hi : 11 Xi-»Xi
est la projection canonique, est l'unigue solution au probldme universel :
Twowver un groupe G et des homomorphismes Hi : G~ Xi tels que pour
tout groupe H et toute famille d'homomorphismes (hl) hi : H - Xi il

existe un homomorpk.sme unique h : H - G tel que h, =1 oh (i ¢ 1)

Proposition 4,27,

“1 2 3
Hom(A1B)c’e—» Hom(AzB) - A

a) 8i la suite : 0 -~ A —A - A -0 est exacte la suite

3&WO est exacte .

b) Si de plus A

1 est T acteur direct dans A2 , en particulier si A, est

3

libre, la suite

0 *“Hom(A{B) %om(AgB) Q*Hom(ABB) «0 est exacte

Preuve

a) AS‘-'% Az/A « Donc les homomorphismes de A3 dans B stidentifie & ceux
B

de A, dans B qui sont nuls sur A

2 T °

b) A2 = A1 ®A3 ., Donc f : A, ~»B se prolonge & A

1 2

Propogition 4,28.

e

a) 5i la suite : 0 -3, e Bz-9-—> Bs— 0 est exacte alors la suite :

0 - Hom(AB?) - Hom(A&BZ) - Hom(A B3> est exacte. -
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b) Si de plus A est 1ibre, ou si B3 est facteur direct dans 32 (ce
qui est vérifié dés que B, est libre) on a la suite exacte :

3

0 - Hom(AB?) - Hom(ABQ) - Hom(ABB) -0

Lfreuve
a) . Hom(Ai) est injectif car (f 3 & ->B1) tel que i o0 f =o0)=> (f =0)
car 1 est injectif.,
. pliof) = {poi)f =0
tel que po g=20 Img < In i

donc g se reldve en f = iu1@ g

o & ¢ A~ B2

b) Si A est libfe on peut relever dans B2 f3 : A~ B3 en relevant les

éléments de la base de A .

a3 Bg = B1 65B3 f3 : A B3 peut se relever en f2 S A'e'Bz (en
composant avec ‘B3 c:BZ) .
HOMOLOGIE,

Définitions (groupes différentiels graduds) 4.29.

a) TUn groupe'différentiel est un groupe abélien muni d'un endomorphisme 4
de carré nul ¢ 47 =0

b) Un groupe différentiel gradué est un groupe abélieﬁ G somme directe
d?une famille (Gn>n€N muni diun endomorphisme 4 , appeld opérateur bord,
de degré r

i.e. vn d:6 -6

c) Un complexe de chalnes est un groupe différentiel gradué dont 1'opérateur

bord est de degré =1 . On peut donc le représenter comme une suite de groupes

(cp)
- ¢ C c
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telle que 2 =0 (ice. : d(Cp+1) c Ker d) .
d) C' est dit sous-complexe de chalnes du complexe de chaines € si (!
est un sous-groupe de Cp (p;e Z), gi €' est un complexe de chailnes et si
ar - afer .
e) Un complexe de chalnes C est dit non négatif si

Cp,= 0 pour tout p < O
f) Un complexe de chaines C est dit libre si clest un groupe gradué libre,

ou (ce qui est équivalent) si tous les Cp sont libres.

Définitions (homologie) 4430,
&) Btant donné un complexe de chaines C , on appelle groupe des cycles de C

le groupe gradué

7(¢) = Ker d
dome : 2(C) = ® 2z ()= ® Ker (d}C ) .
pez P p€ P

b) On appelle groupe des bords de C , le groupe gradué
B(C) = Imd

one ( = B ( ) = Im(d C )
& B(c) ;E; c g%% | o1

o) On appelle groupe d*homologie de C , le groupe gradué

a(e) = Z(C)/B(C)

pEE pEZ

done E@) - @ E(0) =0 (0 /s (o) -

Définition (transformation de chaines) 4.31,

Etant donnés deux complexes de chaines C et €', on appelle transformation



de chalnes, un homomorphisme 1 3 € — C' de degré O

ie€, . ¢ Vo : g ¢ C -
V b kY

qui commute avec 1l'opérateur bord 3

.o’o 4 = zd 2 -y (V2
i.e VP T = T Cp Cp#?

Proposition 4,32,

Soient deux complexes de chaines C et C' et une transformation de chafines

73 C—=0*

Alérs _T(z(c)}‘c:z(CQ)

+(3(¢)) < B(ct)

e

et ¢ induit un homomorphisme de degré O
7.t H(C) »H(C")
iee. e B (¢) » 1 (¢ ]
e 1 ) s ) Yr
la correspondance étant fonctorielle (covariante et additive)

« ) % —
i.e. o IdC = IdH(C)

o {1'2), = 1l 1,

-t - it
o (o at), =1, + 1)
Preuve 3 évidente,

Proposition 4,33,

Le foncteur homologie commute avec s

a) Les produits : H{ 1 ci) =1 H(Ci>
ieT i€l

b) les sommes directes :  H( 0] Ci) = @ H(Ci)
i€l 1€1

- 168 -
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¢) les limites inductives :

sl (Ci s @ij) est un systeme inductif de complexes de chaines tels que

od, =d4d. ¢

Vlg €l 13 @ij 5 3 ?ij

alors (H (Ci) , ?ij*) est un systéme inductif et :

Lin (E(0;) , g, ,0) = ¥ [Lin (¢ )]

Preuve :
a) z(me.) = mz(c,) ,‘ B(m¢,) = mB(c,)
b) z(@ci) = pzlc); 3(® ci) =® B(Ci)
c) (Oi ?ij) est un systeme iInductif, Il lui correspond donc une limite
induvctive: C gqui est un groupe différentiel gradué muni de Lim di
(voir 4.19 b)) donc le secayd membre de 1'égalité ci-dessus 3 un sens.

Pour tout i , on a la suite exacte 3
0 - z(ci) - C, - B(Ci) -0
D'aprés 4.19 c¢) la suite
0 - Lim z(C,) - Lim C, - Lin B(Cj) - 0
est exacte
done  z(c) = Lim z(c,) ; B(C) = 1im ®(c,)

Pour tout 1 , on a la suite exacte :
0~ B(c,) ~z(c,) ~H(c,)~0

Dlaprés 4.19 c) la suite 3

0~ 3B(Cc) ~z(c) » Lin H(Ci) - 0

a
e
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AN L3 — | o
est exacte. Dol Lim H_(Ci) = z(c)/B(c) = H(C)

Définition (Homologie relative) 434

Soit un complexe de chafnes C et un sous-complege ce
a) i:CtcC est uné transformation de chaines,

b) C/C' est un groupe différentiel gradué muni de

ol

ds C/CY - C
p/ P p-1

opérateur bord induit par celui de C .

¢) La projection canonique p s C - ‘C/C‘ est une transformation de chaines.
d) Le groupe d'homologie de C/C‘ est dit groupe d'homologie relative de C
par rapport & (ou modulo) Cf ; il est noté

a(c,c') =@ = (c,c)
pefp P

Théoreme (suite exacte d'homologie) 4,35,

Soit une suite exacte de complexes de chaines

0-¢ » o cBognoo
Alors on a la. suite exacte 3
£% g* a*
- H (C? - H {C H (CY - H Cct -
Jen) T oE () & oE (o) Yo B (o)

et la correspondance est fonctorielle au sens suivant ¢

au diagramme commutatif dont les lignes sont exactes 3

5 &
- t - - 1t - 0
¢ C? C1 C?
P? PL p"l,
. .
0 - ¢} 2, , 2, ¢y =0
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correspond le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

‘i*

f d
1% - L 1 q —
HP(C1) - Hw(C?)

g
- L -
HP(C1) Hp(c1)

M l Dy Py Pl i
£ a

8
, 2% 2% 2%
"}H 1 # > ? -
p(02) - Hp(cz) - Hp(c2) Hpq(cz?

En particulier si €' est un sous—complexe du complexe de chaines

C , on a la sulte exacte :
1y Py Ay
m (¢ ~ m (c) - = (c,o - g (c1) -
g D ) P( ) D [ ) o1 ( )

Preuve

1) Définition de 4.

SSit {x"} € HP(C") x"e ZP(C") x"  est défini 3 BP(C") prés comme

g est surjective, il existe x eic tel que g(x) = x x est détermind

Y gw1(Bp(C")) prés, done dx & dg_T[Bé(C")] prées. Or dguq[Bp(C")] = d(Kerg)
car

0} (pour € on

Il

x| x = dy gly) = dz} = {x| x = ay" g(y)

f(x')

I

g(dx) = dx" = 0 donc dx € Kerg = Imf . ax

x' est défini & £ | dlker g) = f‘df(Cé) - f~1f(d05) =3 (c') pres
cér f est injectif

fax!) = df(x') = ddg = 0 == dx' =0 car f est injectif
x' € Zp“1(C*) et {x'}] est parfaitement déterminde. Le lecteur vérifiera

que d, : {x"} - {x'} est un homomorphisme de groupes.
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2) Exactitude en H (C) .
Y

. g, 0 f, = (g 0 f)* =0 car g o f =20

g*(k) =0 ice. glx) € B(c;) pour x € h

donc il existe x" ¢ Cg tel que glx) = ax" , et % ¢ Cp tel que

x" = g(xq) (car g est Surjective)
g(x - dx1> = dx" - dx" = 0

done {(x - de) € Ker g = Imn f , Il existe x' € C' tel que

flx') =x - dx1

et fax') = ar(x") = dx - ddx, =0 donc dx' =0 car f est injective

et  x' ¢ z(ofp) fixtt= {£(x)l =n .

3) Bxactitude en H (C’) o
D

. d*(h") = {X’} tel que f(x') = dx et g(x) € n"

done  f£(x') € BP(C) et f,o0d, =0

. si f.(h') =0 et x' € h' , ceci signifie f(x') = dx

I
<

x" = g(X) € Zp+*(C“) car dx" = dg(x) = gdx = gof(x’) et

d*{x"} = h? o

4) Exactitude en H (C") .
1Y

o g dxl = {elx)}

d,0 g iz} = a,{e(x)} = {x'} tel que
X' ¢ zp_?(c“) f(x') =dx =0

f est injective, donc x' =0 et dy,o0g,=0
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. Soit d {x"} =0 donc il existe x € Cp , X' € Z(C;ﬂ1) tels que

g(x) =x" , dx =f(x') et x' soit un bord x' = dx% s X% € Cé

dx = f(dx;) = df.(x,‘l) ou  dlx - f(x;)) =0
(x~ﬂgnezgm et x" =g(x) = aglx - £(x}))

o () = g dx - £0x2))

5) Propriétés fonctorielles.

. 1%
La seule chose & vérifier est la commu- g {cr) —— ® (c1)
P =11
tativité du diagramme suivant ce qui
‘ Py : 194
est laissé au lecteur dg*
o) e [ t
Hp( 5 P_1(c2)

Lemme de cing 4,3%6..

Si dans le diagramme de groupes suivants :

i J h £

G, w—— G G

¢ Gy ™ 53 % 5

l LA
D T 8 ﬁé

! 1t ‘ i Nt s

H1 H2 H3 H4 H5

les lignes sont exactes, s'il ést commutatif et si p,4,8,% sont des iso-

morphismes, alors r est aussi un isomorphisme.

Preuve

1) Ker v = O
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X, = 0 = k'rx_ = 8kx_ = 0 => kx_ =0

3 3 3 ‘ 3
donc il existe X, tel que X3 = jx2 - rj(xé) = j'@x2 =0
il existe x% et X1 tels que qx2 = it X; = 1"px1
dlon  x, = q“?i“px1 = ix, ot Xy = jix, =0
2) r est surjectif.
7€ H 3 il existe x G tel k!'x'z = 8%
X3‘€ 3 3 i 4 € 4 que x'y 4
i'k!'x! = i'sx = tix, = O ' done ix =0 ., Il existe x G
T 4 4 =y 5 € Oy
tel que x, =} o k'x! = 8sx = skx_ = k'

el qu A KXB XE A XB rx3
x% - rXB € kerk! = Imj' = Im j'q < Imr
Il existe G tel que ry_, = X! = rx

Vs € O3 e Xyg = Eg o TR

|
et XS = r(x3 + ya)

Définition (augmentation) 4,37,

a) Soit un complexe de chalnes C non négatif, Une augmentation de ¢

un épimorphisme ¢ : GO - 7 tel gue 0 = gd : C1 -~z .

est

b) Une telle application n'existe pas toujours. Lorsgu'elle existe, on dit

que € est un complexe de chalnes augmenté.

c) g€ définit une transformation de chaines entre le complexe augmenté

- 7}

[ ¥ ol | ? . ¢
et €' = {Cp | cP =0 p#0 5 G

600 1 0

10 | o e

A2 2 O * Z O

> (J -

R L

¢
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d) Une transformation de chaines < : C - C!' entre complexes augmentés pré-

serve l'augmentation si

elt=¢ : Co‘é 4

e) Si C est un complexe de chaines augmenté, on peut définir le complexe

C: cg O Fik1 P G, =%

= —

P

vow =€, —= C 2 7 > 0

L'homdlogie~vH(C) de ce complexe est appelée groupe d'homologie réduite de

G .

Proposition 4,38,

Soit un complexe de chaines augmenté € .

Alors Hq(C) =

é Eq(C) q#0

Eo(c)@z g =0

Preuve ¢ O - Ker ¢ ;9>~00 & 7z - 0 est scinddbléc car Z est libre ; donc
CO = Kere ® Z
7,000 =2.()  ato, -1, z(c)=270c)«2; 2_4(0) =z
Bq(C) = Bq(C) qa £ =1 :8_:1(0) =7

Définition‘(complexe acyclique) 4,39,

a) Un complexe de chafnes C est dit acyclique si

q

b) Un complexe de cha@ﬁassaugmenté C nlest jamais acyclique car 7 est

H (C) = 0 pour tout q .



facteur direct de HO

est acyclique si € l'est,

Définition (homotopie) 4.40,

- 176 -

(C) . Cependant, par abus de langage nous dirons qu‘il

a) Soient deux transformations de chaines <,g' ¢ C - C! . Une homotopie D

entre "t et =x!' , notée

est un homomorphisme de degré 1 de C dans ¢!

i.e. D:C —-(C!
P p+1

tel que dD + Dd = ¢ - g?

b) 1 et ' sont dits homotopes, s'il existe une homotopie de

Cette relation est une équivalence,

Lemme 4,41,

Soient les transformations de chalnes :

3 o "i 9 e :‘; 1
si D1 H 1:1 "'E'i et D2 ';2 'c2
1 1 2 ﬁ ] 2
Alors Ty Dy Ty i, 01, By 00 T

Théordme 4,42,

Soient deux transformations de chalnes t,T' 3 C = CF homotopes



- 177 =

Preuve : D: g2 4t
1%} = wii{x} = {2(x) - v (x)} = {ap(x) + Ddx} = {ap(x)} = 0

car x € z(¢) (ax = 0) et ad(x) ¢ B(C') .

Définitions (équivalence de chalines contractilité).

a) On dit que deux complexes de chaines C et C' sont équivalents s'il
existe des transformations de chaines g 3 C-»Ct et ' 1 C' =»C telles
que

te 2 Td et gt % Id .
Ty o TT ot

Les groupes d'homologie de € et C' sont alqors isomorphes car

T-;- Ty = (T‘T)* = IdH(C) et )T*T;(‘ = ('CT' )* = IdH<Cg)

@

b)‘On dit qu'un complexe de chaines C est contractile g'il existe D

(appelée contraction) D Idc'ﬁ Oc -

Théoréme 4,44,

a) Un complexe de chaines € contractile est acyclique.

,b) Un complexé de chaines libre C gcyclique est contractile;

Preuve @

a) 18, = o, = (18), = Iy () = (0,), = Oy

donc H(C) =0
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b) C est libre et HP(C) =0 pour tout p
La suite exacte ¢ 0 — ZP(C)--9 Cp-* Bp_ﬂ(C) -0 est scindable car
B (C) =7 (C) 2st libre. Il existe donc Sp 3 ZP(C)-* Cp tel que

ds = Id

Z(C) (Plus précisément dpSp_1 = Ide_1(C>)
Soit D =35 (Id, =S d ): C -7
D p( c, p-14p> p Pt
bien défini car 3 Id., = S d :¢C -7 (C
( A J(©))
b
d = - d —_ d
dpp D+ D, 4 Ide Spmt O ¥ sp_1(Ide_1 p_zdp_1) I c,

Corollaire 4,45,

Soit un complexe de chalnes augmenté C .

a)_Si la transformation de chafnes g :

d
p ¢, %
lO lo Lg
- 0 > Leoes - 0 - 7 - 0

est une équivalence de chalnes, C est acyclique.
b) Si C est un complexe de chaine libre augmenté acyclique alors g est

une équivalence de chaines,
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LE FONCTEUR TOR,

Définition (résolution libre) 4,46,

“Btant donné un groupe A , on appelle résolution libre de A toute suite

exacte :

0 = G, - G = A - 0
4 o)

ol G? et GO sont libres,
On remarquera qu'une résolution libre existe toujours car tdut groupe est
quotient d'wun groupe libre,

On remaryuera aussi que : 0 = G1 -ek Go - 0 est un complexe de chaines

libre dont l'homologie en degré O est 4 .

Lemme 4,47,

Btant données deux résolutions libres, l'une de A
0 = G, =» G - A - 0

ltautre de B : 0 = H1 - HO = B - 0 et un homomorphisme

f s A - B, il existe des homomorrphisumes fo H GO - HO et

f? H G1-» 'H? tels qulon ait le diagramme commutatif

0— @, —= G —= A— 0

Pe, Loy b

i! pt

Q- H, — H->— B = 0

Autrement dit, il existe une transformation de chaines
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0O - G, - G - 0
1 0
bl T
S
¢ - H -» H =-= 0
1 o]

qui "prolonge" f. Cette transformation est unique & une homotopie prés.,

Preuve :
1) Pour définir fo , 11 suffit d'associer & chaque élément de base e, de

GO un élément de p'-1(f o p(ei)) f1 sera la restriction de fo a

G1 o

2) Soient (fo,f1) et (fé,vf;) deux prolongements de f
! - : § = i !
(fo fo)(xo) € Kerp Im it

L o=1 . . .
— 41 | I 1 5
On pose D(XO)._ i ((fo fo)Xo car 1 est injectif

D est une homotopie entre (f5 vf1) et (fé ,,f;)

Lemme 4,48,

Si Do Yot pour x1¢' : C - (!

alors D®IdG : ’U@IdG o x'@IdG :CRGE-C'RQG .

Définition (Tor),4.49°

a) Aux groupes A et B , on associe le complexe de chaines C

QL
0 - ¢ ®B —— 6 X®B— 0

ou 0 - G1 s GO 1N A - 0 est une résolution libre quelconque de A,
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L'homologie de ce complexe ne dépend pas du choix de la résolution (d'aprés

4,47 appliqué & Id et 4.48) , Elle ne possdde gque deux groupes non

A
nuls 3
B (C) =Ax3B
1,(c) = Tor(a,B) = Ker(i@IdB)

On & donc 1& suite exacte :
0 = Tor(4B) » ¢, ®B - G @B - AR®B -0
b) A f: B3B! correspond la transformation de chaines IQAQQf‘ de
C dans ©' (associé & B') ,
On définit donc @ Tor(A,f} :—Tor(AB)_e Tor(AB?) par
Tor(a,f) = (14, ®1), : H1&C? 4»H1(C‘>
. et la correspondance est fonctorielle (covariante et additive)

i.e. . Tor(A,f? + fg) = Tor(Afi) + Tor{A,f )

. Tor(a, IdB) = IdTor(AB)

o Tor(A fog) = Tor(Af) 0 Tor(A,g)

Proposition 4.50.

Le foncteur Tor commute avec leg sommes directes et les limites inductives

par rapport & la seconde variable :

ice. Tor(a, @ B;) =@ Tor(4,B,)
i€l i€I :

Tor(a, Lin(B,, 9; 22 = Lin [Tor(a,B,), Tor(A,q)ij)]

Preuve ; laissée au lecteur.
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Proposition 4.51.

a) Si on a une suite exacte :

£

0 - A' - p &, A" - 0 et un groupe B

Alors on a la suite exacte :

0 - Tor(A!'B) - Tor(AB) - Tor(A"B) » A' @B - ARB = A"®B -0

b) 3i on a une suite exacte
0-=B'"—>B~—-B"->0 et un groupe A alors on a la suite exacte 3

0 - Tor(AB') - Tor(aB) - Tor(aB") -~ AGB' » A®B » ARB" - 0

Preuve 3
a) Le lecteur vérifiera qu'en prolongeant f et g comme en 4,47 , on

obtient une suite exacte de complexes de chaines

0 - G -» G - @G" - O

A

* *
ou G est le complexe O - G1-+ GO - Q défini en 4.47.
¥

La suite exacte est la suite exacte d'homologie correspondante,

b) Soit 0-G = G, - A -~ 0 wune résolution libre de 4, et G

le complexe libre 0 - G1 - GO-% 0 o Comme G est libre, on a la suite
exacte g

0 - G@B*'~>GRB ~ GEOB" >0  d'aprds 4.24,

La suite exacte est la suite exacte d'homologie correspondante,

Proposition 4,52,

Tor(AB) egt symétrique.
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ice, Tor(AB) % Tor(BA)

Preuve
Soit Q0 - G‘F-—> Go~»‘B - 0 uné résolution libre de B . On a la suite

exacte :

0 - ‘I‘or(AG,}) = Tor(ae ) ~ Tor(a8) ~ A@¢, ~ A®C ~A®B~0

or Tor(AGT) = Tor(AGO) =0  d'aprds 4,24 car G, G, sont libres.

1
Par définition : 0. Tor(BA) » G, @A~ G ®A~B®AL~0 est exacte.

On déduit que Tor(AB) % Tor(BA) du lemme des cing appliqué & :

0~ Tor(4B) ~ ARG, -~ A®C ~ARB~0

% i® ~

™
0~ Tor(BA) ~ ¢, QA ~C DA-BRA-0

Théoreme 4,53,

Si A ou B est sans torsion Tor(A,B)»= 0

Preuve : guit immédiatement 4.24.

Corollaire 4,54,
Tor(4,B) = Tor(z(a), +(B))
Prewve : A= <(&8J@® &/<(a) , B =<(B8)®3/:(8)

A/x(A) et B/T(B) sont sans torsion et Tor commubte avec la somme

directe.
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Applications 4455.

D'aprées ce qui préceéde et 4.14 , on connait Tor{AB) pour A et B sont de
type fini si on a les résultats suivants gqui sont laissés en exercice au

lecteur

rox(z/ _, , 7/ ,) = Z/(m,n)z (m,n) = pged(m,n)

Tor(Z/nZ;B},= {x € B| nx = 0}

,Tor(Q/Z , B) = ¢(B)

LE FONCTEUR EXT,

Définition (complexe de cochalines) 4.56.
a) Un complexe de cochalnes C* .est un groupe différentiel gradué dont
1'opérateur bord est de degré 1.
On peut donc le représenter par :

-1 4 p 4 p+

- C - ¢ c
* *
b) On définit 7(C") = Ker d ; B(Cc ) = Imd
* *
soit  zP(c’) = er(alc®) 5 BP(c’) = Im(a|c®)

Z(C) est le groupe des cocycles, B(C) le groupe des pbbords. La cohomo-

logie de C est le groupe

* Py ¥ * . _ Py ¥
m(c )= © = (c) = 2(c )/5" = ® (z7(c i)ép(c*>)

PEZ

*
¢) Au complexe de cochaines C on associe le complexe de chaines
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¢, ={c_,a} ou C_=C7P et

d' 1 C - ¢ tel que at = d P ; ¢ o 7P )
P P p

On peut donc transformer en gohomologie tout ce qu'on a défini et démontré.
pour l'homologie.
* f * g

*
En particulier si O-—>fC1 - 02 — CB-* 0 est exacte on a la suite

exacte

* dx 1, %\ ¥ 1, * * *
~ () = e S () £ EP(eT) -

d) Au complexe de chalnes C correspond le complexe de cochalnes Hom(C B)
car - G - C s

et e———Hom(CpB)

Lemmme 4,57.

Soient deux complexes de chaines C et C! et deux transformations de

chalines T,3' 3 C = C7F homotopes
D:g =<'
Alors les transformations de cochaines  Hom(<{B) , Hom(T'B>

Hom(C'B) - Hom(CB) sont homotopes et

Hom(D,B) : Hom(4B) ~ Hom(z!B) .

Preuve : évidente lorsqu'on a compris les propriétés fonctorielles de Hom .

Définition (Bxt) 4.B8.

a) Btant donnés deux groupes A et B , on peut associer & A une résolu-
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tion libre :

0 - »G1 - GO -~ A - 0

et au complexe de chafne C 3 0 — Gr,I - GO - 0 unique & uné homotopie

*
prés d'apres 4.47, le complexe de cochaines C

Oz——Hom(G1B) e—~Hom(GOB)é—-O unigque lui aussi 3 une homotople prés

*
d'aprés 4.87 o Les deux seuls groupes de cohomologie de C sont

1°(¢") = Hom(aB)

i

H1(C*) Ext(AB) = coker(Hom(f,B))

Ext(AB) rend donc exacte la suite

0 - Hom(AB) - Hom(GOB)'» Hom(G1B)'9 Ext(AB) -~ 0 .

b) Etant donnés des groupes A,A',B et 1'homomorphisme f : A — A' , on
définit 1'homomorphisme

Ext(fB) : Ext(A'B) - Ext(aB)

comme [Hom(fB)]*-z Ext(f,B)

o Hom(fB) : Hom(C',B) - Hom(C,B) est défini dlaprés 4.47 Ext(.,B)

est un foncteur contravariant additif

iee, Ext(f1 +1,, B) = Ext(f,B) + Ext(sz)
'Ext(IdA,B) = T84 (aB)
Ext(fog B) = Ext(gB) o Ext(fB)
¢) Etant donnés ABB' et l'homomorphisme f:B~—-RB! on définit 1'homo-

morphisme 3
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Ext(Af) : Ext(AB) » Ext(aB?)
*
par Ext(Af) = [Hom(4,f)]
o Hom(Af) : Hom(CB) — Hom(CB!') est défini d'apres 4.47
Ext(A,o) est un foncteur covariant additif
i.e, Ext(A,f1 + ,f2) = Ext(A,f1) + Ext(AfZ)

14
Ext{A IdB) = IdEXt(AB)

Ext(A, fog) = Ext(Af) o Ext(a,g)

Proposition 4.59.

a) Si on a une suite exacte O — A' - A - A" -0 et un groupe B , on a

la suite exacte

0 » Hom(A"B) — Hom(aAB) — Hom(A'B) - Ext(A"B) — Ext(AB) - Ext(A*B) » 0

b) 3i on a une suite exacte 0—-»B"—>B->B"—=0 et un groupe A , on a

la suite exacte :

0 - Hom(AB*) - Hom(AB) - Hom(AB") — Ext(AB') — Ext(AB) - Ext(AB") -0 .

Preuve :
a) c'est la suite exacte d'homologie des complexes de résolution libre de
A, A, A
b) € étant le complexe libre associé & la résolution libre de A , la suite
suivante est exacte

0 ~- Hom(CB') - Hom(CB) - Hom(CB") — 0



- 188 -

d'aprés 4,28 b). I1 suffit d'en prendre la suite exacte d'homologie,

Proposition 4.60Q,

Bxt ( @ 4, 0 B)=T Ext(A, ,A.)
€I T jer d i,3€IxI J

Preuve :
On a la propriété analogue avec Hom (4.26) .

4,26 et la définition de Ext donnent donc immédiatement le résultat.

Théoreme 4,61,

Etant donné un groupe H , les conditions suivantes sont équivalentes :

a) H est divisible (m X, H est surjective pour n € Z7 , n'# 0)
ies Ynez, nt0 , VYheH Jnt ¢ H tel que h = nh',
b> Pour tout groupe G Ext(GH),: 0
&) Pour toube résolution libre : O — G1 - GO - G - GO
Hom(GdH) hom(f,H)ﬁ Hom(G1H) est surjective
i.e. 2 /g8 ¢ G, »H hompmomorphisme, il existe g : GO-—> H tel que
H
g=go0of ,
Preuve 3

Com=> b Hom  est donc exact, 1l.e. 1la suite
0" Hom(cH) @~Hom(GOH)-a Hom(G1H) - 0 est exacte

donc Ext(GH) = 0
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b ==) a
. . xn
Soit la suite exacte : 0 = 4 —— 7 - Z/nZ - 0

Il correspond d'aprés 4.59 et 4.26 la suite exacte

0 - Hom(7/_H) - & 2 g - Ext(Z/nz,H) - 0 ou Ext(Z/aZ,H) = 0
par hypothése

donc H 2L H est surjective.

8 == C
Supposons G1 c::GO pour simplifier, g G1-» H si G1 # GO

il iat . -
il existe X € GO G1

On veut prolonger g en g, Sur G1 + Zx . Or G, N Zx n'est pas

nécessairement - 0 donc G1 +2x = Z{mx) - pour un m € 7 donc il
faut @ g?(y + POX) = g1(y) + pg1(mx) = gly) + pelmx) pour ¥ ¢ G,
(mx £ G1)

done mgi(X> = g(mx)

or gl(mx) € H . Comme H est divisible ceci définit gq(x) donec g

sur G1 + Ix

I1 reste & appliquer le lemme de Zorn aux couples (G*,g’) ot G'. G1 s
g' G1 =g |, ordonné par inclusion et prolongement. Il est alors évident qu'un
élément maximal est tel gque G' = GO

Théoréme 4.62,

Si A est un groupe libre, ou si B est un groupe divisible

Ext(4,B) = 0
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Preuve :

Bvident d'aprés 4.28 et 4.61.

Applications 4.63.

4,60 et 4.62 permettent de calculer Bxt pour les groupes de type fini
deés qu'on connalt les résultats suivants qui sont laissés en exercice au

lecteur
EXt(Z/nZ ’ Z/mz) - Z/(m,n)Z
Ext(z/nZ , B) = B/nB

Ext(G,@/z) =0 .

HOMOLOGIE BT COHOMOLOGIE,

Remarque 4.64.

a) Pour le lecteur connaissant le langage des foncteurs, il sera facile de
comprendre la proposition suivante :
Etant donné un foncteur F  covariant (ou F' contravariant) additif il
transforme toute suite exacte scindable en une suite exacte scindable

f

donc & la suite exacte scindable ¢ 0 — A' — A £, A0 correspondent

les suites exactes scindables :
0 - F(ar) E&fla F(A). E&%l» P(a") - 0

0 - Ft(a) F(g), F*(A)QELQEZ» Fr(at) » 0

Ceci résulte directement des définitions de F et F!



iee 1 F(f1 + f2) = F(f1) + F(f2) . F'(f1 +
. F(IdA) = IdF(A> . F’(IdA)
. P(fog) = F(f) o *(g) . F'(fog)

b)

Hom , Tor, Ext, (j) ,

Pour tous, il sera facile de vérifier

H ()

que

(ce dernier

H(g) = T*) étant additifs, la propriété énoncée
chacun d'eux.
Remardqué 4.65.
Soient trois complexes de chaines C1 , 02., C3
Cc, < < C
1 S0 =0
G ., C C
Alors la suite ¢ O — -g N —é 2, —é - 0
C C C
1 1 2
la suite exacte 3
. Pae d
1% 4 " *
Hp(02 , 01) — 5 (C;, C)) " ( 5 02) — 1
Bt on peut factoriser d, en
(c./ c,) M w o) Mew (e /) o
BptCs/ o p-1""2 =12/ Yyl oY
projection P, G, = 02/ ¢, et d1*
0=0,~05=05C
Définition (Homologie & coefficients dans G) 4.66.

a) Etant donné un complexe de chalnes C = ( ®& C

pez P

complexe de chaines C &G =(® (CP®G) , d@IdG
pEZ
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£,)=m(z) +’F’(f2)

= d(m )

les fontteurs

étant défini par T :

tels que

est exacte,

Py

, &)

G

*

F'(g) o 7' (£)

C—-C'

?

ci-dessus est vraie pour

On en déduit

se déduit de la

obtenu & partir de la suite exacte

on définit le

désignant un groupe.



- 192 -

L'homologie de ce complexe est appelée homologie de C & coefficients dans

¢ et est notée :
(o @G) = H(C , @)

b) Btant donnée une transformation de chaines 1 : C - C' , elle induit

un homomorphisme sur les groupes d'homologie

T, ¢ BH(C 3 ¢) - H(C'; @)
et la correspondance est fonctorielle (covariante et additive) o

c) Etant donné un homomorphisme f @ G-=G", 11 induit un homomorphisme 3

£, + H(C ; @) »~H(C ; @)

et la correspondance est fonctorielle (covariante et additive) .

d) Dans le cas de l'homologie relative de (Q,C') soit de l'homologie de

¢/C' , la définition est identique et on note
a(c/c' 3 ) = m{C,ct 5 G)

Lemme 4,67,
Si on a un complexe de chaines C et un groupe G , il existe un homo-
morphisme
p e E(C)®G - H(C,R)
qui vérifie :

pl{c} ®e) = {c ®e}

Preuve :

I1 existe une application bilinéaire poe u(c) x ¢ - #(C,G) définie par
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Ll{cl,g) = {c®eg} . p est induit par [

Théoreme (des coefficients universels en homologie) 4,68,

Soit un complexe de chaines libre C et un groupe G alors on a la suite

exacte scindable
0 - Hq(C)@G K 5 (c]e)- Tor(Hq_1(‘Q), ¢) =0

En particulier

(c) , @)

Hq(C s Q) ® Hq(C)@G@Tor(Hq_1

Preuve :

Soient les sous-complexes de C = {Cq , d}

Ce sont des complexes de chaines libres et pour tous deux d  se réduisent
a 1'homomorphisme nul.
On a la suite exacte : 0 - 7 % ¢ Be B-20 ol1 a(z) = 2 et

B(c) = d(c) .

Comme B est libre, elle est scindable et

0-ZQHG->¢C @G - B@G - 0 est exacte et scindable, Il lui corres—

pond la suite exacte :

Oy Bx dy
— . a3 M > * G — -
5,(2 5 6) Hq(c ; G) 5,(B 5 ¢) H_,(z6)

Comme l'opérateur bord de 7 et de B est nul, on a

Hq(Z, 6) =72 @6 ; Hq(B,G) =3, ®0 = Bq_1(C)®G
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D'apres la définition de d, , d, =y®1 ou

: B (C)ccZ (C) .
Yy q() q()

La suite exacte s'écrit donc :

1
Yq®

~ Yq_-1cb1
zq(c)@c; - Hq(C ;5 G) —>Bq_1(C)®G zq_1(c)®(;

- Bq(C) ®¢

D'aprés 4.2 b) il en résulte la suite exacte :

0 - coker(y ®1) - H (C,6) » ker(y _, ®1) -0
q q g-1
D'autre part, on a la résolution libre
0-BI(C)—-2(Cy—-H(C)~-0
L) = 2,(0) ~ 5 (0)

donc la sulite exacte

Y, ©1
0~ Tor(Hq(C),G) - Bq(C) Q6 s zq(c) QG - Hq(C)@G -0

dont nous déduisons
coker(yq §>1) R Hq(c) bR

ker(yq@ 1) = Tor(Hq(C%G)

qu'il suffit de remplacer dans (*) pour obténir la suite de 1'énoncé
- - — 0
0 - Hq(C) R ¢ Hq(C,G) Tor(Hq_,l(C),G)

et on vérifiera aisément que le premier homomorphisme est y défini en
4‘0 670

Il reste & vérifier que la suite est scindable.

La suite exacte ¢ 0 — Z o, C ﬁ» B->0 est scindable car B est libre.

(c)

Donc B (a ) admet un inverse a droite h dh = IdB
aq q q4q -
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hq®1 : Bq_1(C)®G~+Cq®G
81 ic®e ¢ Ker(yq_1 ®1) chm1(c)®G
b, ®1) (4 c@e) = hqdq-(-c)@;;c®g

done (hqéb?ﬁ] Ker(yq‘1()1) : Ker(yq_qé§1) - Zqﬂ)C)G)

et cette application composée avec la projection : Zq(C ® G)-»'Hq(C,G)

est une inverse & droite de : Hq(C,G)‘e Ker(yq_1 C)?) dans (%) .

Remarques 4,69,

D'apres ce qué nous avons dit en 4,56 , le théoréme précédent peut se trans-

crire pour un complexe de cochaines.

*
Soit un complexe de cochaines libre C et un groupe G ., Alors on a la suite

exacte scindable
* *
0 - HEHc) ®¢ - e ©@¢) ~» Tor(®*(c’) , @) =0

i.eo 14 @e) = 5ic) @e@rori(c’), o) .

Définition (cohomoiogie 3 valeurs dans G) 4.70,

‘Nous avons signalé en 4,56 gu'au complexe de chaines € on pouvait associer
le complexe de cochailnes ,Hom(C,G) o La fin de ce paragraphe est consacré

a 1'étude de Hom(CG)

a) Au complexe de chaines C = {Cq, dq} on associe le complexe de cochafnes
Hom(C,G) (¢ étant un groupe) défini par

Hom(Cg) = {Hom(CnG) , dq)
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ou at . Hom(Cq,G) - Hom(C I ¢) est 1'homomorphisme qui &
q
£ ¢ Hou(c o) associe d%f  défini par
4 -
Ve € c%1 a*f(ec) = f(dqﬂ(c))

La cohomologie de ce complexe est appelée cohomologie de C & valeurs dans

G et est notée :

B (Bom(ce) =H (3 6) = @ HYC; @)

q€Z

b) & la transformation de chaines T : C -Gt correspond la transforma-
tion de cochafnes % : Hom(C',C) - Hom{C,G) définie par

(') = f' o ¢ f* ¢ Hom(C' 5 G)

q q
*
et 1 induit un homomorphisme T sur les groupes de cohomologie
* * *
v 3+ H (c'y ¢) ~H (C,6)
* -
et la correspondance T =1 est fonctorielle (contravariante additive) H
le€o ° T1 + TZ = Ty + 12

. (Idc) = IdH*(C’G)

* * *
o (1e1?) =1' o071

c) A 1'homomopphisme de groupes p : GG’ correspond la transformation
de cochalnes Hom(C9¢) : IrIorrl(C,Gr)-—> Hom~C,G! ) qui induit un homomorphisme
*

0] sur les groupes de cohomolohie,

*

* *
9 sH(C,qa) -H(, @6)

*
et la correspondance ¢ - ¢ est fonctorielle (covariante additive)
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av (CP1 + (PZ) = (p1 + (p2

*
» Tdy = Tdu* 44y

* *

*.
. (go9) =9 og¢

d) Remarque 3

gie de noter : 1(c 3 G) = H*(C : G) .

Lemme 4,71,
I1 existe un homomorphisme

ho: H*(C,G) - Hom(H(C),G)

n{f} {c} = £(c)

défini par

{£} e m%(c,6) , fe} e (C)

Preuve ¢ I1 suffit de démontrer que la définition de h
qu'elle ne dépend ni du choix de £, ni du choix de
Soient £,f! € {f} , c,ct € {c}
donc f -1t = dqm1 c-c¢ct =4 .8 et dqf =

9 g1

f(c - c“) + (f - f”) c?

flc) - £*(c*)

I

=1
f(dq+1z) + (4% 'g) c*

i

(a%)s + glaCt) = 0

Théoreme (des coefficients universels en cghomologie)' 4oT726

est bonne ,

Etant donnés un complexe de chaines libre et un groupe

~ 197 -

ic€,

C

afr=0=dc=
q

G , oh'a la suite

il sera parfois utile, pour distinguer homologie et cohomolo-

exacte
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gscindable

n _
0 - Ext(Hq_1 (c),a) - 58%c;a) " Hom(Hq(C),G;), -0

e, HUC; €) wHon(z (0) 5 6)@mxt(r_ (0) 5 @)

Preuve : Le lecteur ayant vien compris 4.68 n'aura aucune peine & comprendre

celui~-ci, Les notations ¢tant les mémes, on a la sulte exacte scindable :
0—-2%2-C-»B=-=0

donc la suite exacte scindable :
0 - Hom(B,G) - Hom(CG) - Hom(ZG) -0

et la suite exacte de cohomologie :

, a* ax
a8 (zye) &5 w%(B50) - BYes6) - BY(z;6) T

Comme dIZ et dIB sont nuls,on a :
7 G) = Hom(zq(0> ; G)

B; G) _ Hom(Bg_1(C) , G)

et d = Hom(y . G) : Hom(Z (C) H G) - Hom(B (C) H G)

q a _ a
(ce dont le lecteur s'assurera : ce sera un excellent exercice pour la com—
préhension de la dualité entre homologie et cohomologie), On en déduit

(comme en 4.68) la suite exacte :

(%) 0 - coker[Hom(yqu1,G)]~e 14(c 5 G) - Ker[Hom(Yq,G)]-—-> 0

© Alla résolution libre
0-B(c)-»2(c)-1(¢c)=0
. ) q() q()

correspond la suite exacte :
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Hom(yqG) | \ T
0 - Hom(Hq(C),G) - Hom(Zq(C),G) — Hom(Bq(C);G') = Ext(Hq(c),G) - 0

dont on déduit
Ker[Hom(yq;G)] % Hom(Hq(C) , @)
coker [Hom(yq,(})} % Ext (Hq(C) ,G)
ce qu'il suffit de remplacer dans (*)
T1 reste & vérifier (ce qui est facile) que Hq(C;G)---a Hom(Hq(C) 5 Q) est

h  défini en 4.71 , et que la suite est scindable ce qui se fait comme dans

4. 68 3 1l'aide de hq .

Corollaires 4.73.

a) si H,_,(C) est libre
Hl(C 3 b) 4 Hom(Hi(C) . G)

b) 8i Hi(c) est de type fini pour tout i

i
HORS Y (1, = <(,(c)) , ¥, =5, (c)/n,)
i i
Alors g (c) =8(c; 2)% FEOT,
Preuve @ évidente car

BExt (Hi(C) , 7)

Bxt(T, , , Z) ®T,

Hom(Hi(C) , &) Hom(Fi,Z) ¥ F,
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APPLICATION : TRACE D'UNE TRANSFORMATION DE CHAINES,

Définition (trace d'une matrice) 4,74.

Etant donné une matrice A(n,n) , on définit sa trace par :

Tr A =
i

! A= (aij)

I B
©

Proposition 4,75,

Etant données deux matrices A et B carrdes (n,n),on a

Tr(AB) = Tr(BA)

en particulier Tr(B_1AB) = Tr(A)

Preuve : Tr(AB) = a.. b . = Tr(BA)

%
. ik ki

Tr[B“1(AB)] = Tr[(AB)B“1] = Tr(4)

Définition (trace d'un endomorphisme d'espace vectoriel) 4.76.

Btant donné un espace vectoriel de dimension finie E et un endomorphisme

f s E—-E

on appelle trace de f le nombre Trf obtenu en représentant f par une
matrice M dans une base de B et en prenant
Trf = TrM

1

Si on change de base, on sait que f slexprime par une matrice M= N MN

pour une certaine matrice inversible N

AMors  Tr(M') = Tr(M) d'apres 4.75

donc Trf ne dépend pas de la base choisie,
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Lemme 4.77,
Soient trois espaces vectoriels A1 R A2 s A3 de dimendgion finie et le

diagramne commutatif suivant, dont les lignes sont exactes @

Alors Tr’f2 = Trfdf + TrfB

Preuve 3 AB est libre et AZ = A1 ®A3

On choisit une base réunion d'une base de A et d'une base de A

1 3

Définition (traee d'un endomorphisme et groupes) 4,78

a) Au groupe A on assocle la suite exacte

0 - <(a) T a % a/z(a) -0

donc la sulte exacte (car Q est 1ibre)
0~ @e-a@e Bh a/-a) @a-0

or (4) 8Qq =0 car espace vectoriel * de torsion®, donc p &1 est

un isomorphisnme

b) Soit f : A - A un endomorphisme, et f1 l'endomorphisme de A/'S(A)

induit par p& 1 . Le diagramme suivant
1
0 - A@Q”’p@"“’, A/-(a) @a -0

x1 f 1@1

0 - A@Q—@l" A<(A)Q =0
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répond & 4,77 donec

rr(f @1) = r(f, ©1)

c) f1 est un endomorphisme de groupe libre donc s'exprime par une matrice

M & coefficients entiers dans une base (ei)° La matrice de f1 x 1 dans

la base (ei ®1) est aussi M donc

.’J]r(f1®1) €z

d) On définit la trace d'un endomorphisme f ¢ A~ A

par Trf = Tr(f169 1)

Définition (endomorphisme de chalnes) 4,79,

a) On appelle endomorphisme de chaines, une transformation de chalines d'un

complexe C dans lui-méme

r ¢ C~-C

v

b) Etant donnds un complexe de chaines C de type fini (i.e, Cq de type
fini pour tout q et nul sauf pour un nombre fini d'indices etoin endomor-
phisme de chaines

£ 3 C—C , on définit sa trace par 3
)P

Prg 3 L (=1

Tr(T )
PEZ P

Théoreme 4,80,

Etant donnés un complexe de chaines de type fini C et un endomorphisme de

chaines t s C—C , 1l'homologie H(C) est aussi de type fini et on a 3
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Preuve :

w 203 -

Nous reprenons les notations de 4.68 et trouvons la suite exacte

0-z(c)@e>c ®a-3_ ()@a~0

(car @ est sans torsion)

TPQQ 1 induit @P et ¢p tels que le diagramme suivant

o»zp(c)@m - C ®a Bp_1(0)®Q - 0

R

O-—*ZP(C9®Q@ c,®a - ‘Bp1(c)®.@; - 0

soit commutatif.

Dtapres 4.77 Tr 1) = Tro + Tr’ :

On a d'autre part le diagramme commutatif :

0 - BP(C)®Q - zp(c)®a:z - Hp{c ; Q) - 0

—> - ( - H R ° ->
0 Bp(c) ®Q zp(c:)@@z p(c ; Q) 0

1l'endomorphisme Hp(m, Q) étant induit par ?p
Diapres 4.77.

Tr¢P = Tr¢p + TrHE(x,Q)

En combinant nos deux résultats, nous obtenors
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mr(g) = % (=1)F Trﬂtpéb 1) = 5 (-1)® (Trg + Tr ¢

)
p€Z pEZ p-1

1l

5 (-0 g+ oz O dr g o+ oz (1P 1o (1,0)
peZ Poper P opez P

£ (=1)% orm (¢,Q)

peZ P

Ceci car la sommation est finie par hypothese.

Comme Q est sans torsion, uos HP(C) ®0— Hp(C,Q) est un isomorphisme

et comme le diagramme

| . .
HP(C) ®Q Hp(c ; Q)

T, @ 1 al(mgQ)
' N s ‘
Hp(C) R0 Hp(c ; 0)

est commutatif. Donc dfapres 4,77

Tr(z, ® 1) = Tr(8_(+,Q))
; P

done

g = £ (=1)F (e, @1) = = (0P ez, ®1) = ™ 1,
pEZ pEZ P

Remargue ¢

On aurait eu le méme résultat avec un endomorphisme de cochaines

* *
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