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Séminaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de H. Delange) Exposé n? 1

Théortmes tauberiens

I. Définition

1) Convergence des séries av sens d'Abel

™
n
E:: u X converge pour |x]<1

co
’ N ] - '
Théoreme d'Abel ¢ 5' w est convergente ct de somme 5 ==

- I

’ sa somme S(x) tend vers S quand

1-0
La réciproque est fausse (cf. u =(—1)n). Cependant X =

Théoréme de Tauber :

n .
E u X converge pous Jx| <

00
Sq somme tend vers une limite S quand x — 1-0 )= é u est convergente et de somme S

EE: nu = = o(N) quand n —

(la troisidme hypothdse est en particulier vérifiéde lorsque u = o(%) quand n — ® ).
Le théoreme d'Abel justifie un procédé de sommation des séries divergentes défini de

la fagon suivante :
ool
On dira qulune série §m1 u  est sommable et de somme S au sens d'Abel si
®
2::unxn converge pour |x}< 1. et si sa somme tend vers une limite finie S quand x — 1-0
o
(GrAce au théoréme d'/bel, toute série convergente est aussi sommable).

2) Généralisation

On peut, plus généralement, d4finir un procédd de sommation d'une série E u de lg
’ n
: . Lo ) : . oo .
fagon suivante : soient (P(n,x, une fonction réeli. définie pour n entier )7 0 et

x CECR, et x CE,
0
®
On dira que la sér - ‘ ‘néralisé i
a que la série , &, @ nne somme généralisée S si (?(n.x u_ est conver-
-~ n
0

gente pour tout x €E, et si sa somme S(x) tend vers S quand X ——a.xo en restant

dans E,
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Cette définition est justififc si le théoreme suivant, que l'on qualifiera d'Abélien,

©

est vral : f ‘

X g ’( 1, XJu  converge \jx €L

® Zr 7 n

3 - R J

E u  est convergente et de somme 5 ==
o

0

{ca somre S(x) tend vers S quand x =y x_ en restant
)
sur

Elle n'a d'intérét que si lz réeciprogue de ce théoreme est fausse,
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f éiant une fonction réells définie gur 'L, ~ ol 2% Intéprable sur tout intervalle

ior Ge o Plejet s soient rj,_(_t,x) une

s
fonction réelle définie sur B # E, «t x £3,
) ) )
On dira que f S LA 7 S S W A WS LS (A T
- ’ 4]
converge pour lout x £F, =t fend vers Ln o Limive D fuand 7 —s r, wn rostant, dany f,
Cette definition g1 oon oown Murderene wndlien”, en w2t intdelt qus 81 In

réciproque de ez i

4) Lien enire
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CriS cas ne sont TIE LEESTIVL e D Onent TS oy Ly LN LY sns, L Sk re une

fonetion s(t) définie pour t 0, o1 & varistiis rofn s welt fnvervelle !'/ , bt

(noolo4 =0
| ' ,},

pour les séries, s{i) = en e ey Covigrsies 1o oxfhy = 0 1o,
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Pour cela, on considere une foneiion 200t .x ! e weur 4, % e o2 C R b

un point x €E. Ou
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™
1'intégrale de Stielfjes Ts(x) = j o (t,x)ds(t) existe pour tout x € E, et tend vers
0
la limite S quand X —> x ~en restant dans E.
La définition est justifide si le¢ "théoretme abélien" suivant est vrai @
Ts(x) existe pour tout x EE
s(t) — S quend t —3 0=
s(x) — S quand x — X,
Elle n'a d'intérét que si lao réeciproque de ce théoreme est fausse.
I1 se peut que si s vérifie une condition supplémentaire (C), la réciproque du

théordme abélien soit vraic. Le théoreme : "s vérifie (C) == réciproque du théoréme

abélien vraie" sera dit tauberien.

5) Définition d'un théoréme abélien et d'un théoréme taubdrien.

On est finalement amené & la définition suivante :
Soit T wune transformation s —3 Ts définie sur une certaine classe de fonctions.
Le théortme : "s a une propriété (P) :=>T(s) a une propriété (P')" sera dit abélien ;

Le théoreme : "Ts a une propriété (P1) et s vérifie une condition (C) =>s a une proprié-

té (P1)" sera dit taubérien,
Dans les exemples précédents, on avait P1 =P et P; = P, ce qui ne sera pas toujours

le cas ¢ un théoréme teaubérien peut n'étre pos associé & un théoreme abélien. D'autre part,
les propriétés P considérées peuvent ne pas concerner 1'existence de limites, mais d'autres
propriétés asymptotiques,

. . e + \ . ,
Exemple : Soit s une fonctionridle définie sur R et & variation bornée sur tout

intervalle fini.
™
s(t) ~ at® quend b —3 o = S e_Xtds(t) A b T (0L )x_OL quand x —3+ 0
- 0 (abélien)

-xt -l
j) e ds(t) ~ C x
o C oL

== s(t) ~v RCED) t~  (taubérien)

s(t) croissante



Autre exemple : théoréme de Ikehara

So-it s une fonction réelle définie sur [O y T oo[ et intégrable sur tout interveal
o L
~zt
le fini, f(z) = S e s(t)at converge pour R(z)y a0
0

il existe A tel que pour tout y rdel : £(z) - A
. Z-a s(*t)wAeat quand t ~ +
tend vers unc limite quand z —3 a + iy

la fonction s est croissante

Ce théoreme taubérien n'est pas associé & un théortme abélien.

II. Théoréme de Hardy et Littlewood

1) Théoréme
soit E u une série a termes réels.,

Z ux est convergente pour |xi {1

©
Sa somme S{x) — S quand x —3 1-C ::72 u ~converge et a pour somme S,
)
nun>/ -¥ pour tout n entier (M),O fixe)J

Pour démontrer ce théoreme, on utilisera les trois propositions suivantes.

Proposition 1 (Teuber).

n

0
n :
Z u X conveige pour {x] <1, sa some — S quand x —1-0
o T

™
N :2 u_converge et a pour
-y 0 quand ¥ g mme S
\ % u - quand XN - oo 0 somme .
Propmiﬁon 2 (Hardy et Littlewood).
Z: x converge pour x! {1 et a pour sorme S{x),
0 / N
S{x) ~ m quand X —3 1-0 ‘:;’Z u ~ 4N quand n —+ o
J :
un>/ 0 pour tout =
Proposition 3.
f est une fonction définic et 2 fois dérivable sur ]O ) 1
2(x) —= 8 guand x ~—3 120 /:*)(1-)()1?'()()——-‘70 quand
x —3 1-0.

(1 - x¥2em(x) S =¥ ()0 fixe) pour 0 ¢x <1



2) Démonstration du théoreme, lcs propositions 1, 2, 3 étant admises.

Soit E u_ une série & termes réels, satisfaisant aux hypothéses du thécreéme,
n

= Z unxn est définie ¢t deux fois dérivable dans }0 y 1[, et en utilisant

la troisiéme hypothese @
® 0

f"(x)=2 n(n~1) nn~2>/—M2 n-1)x n—2 -
2 2

kinsi, £ satisfait nux hypothdses de la proposition 3, et par suite (1 - x)£'(x) — 0

(1-x)

quand x —> 1-0. Autrement dit

0
(1 - x) Z nunxn"1 ~3 0 quand x —3 1-0,
1

0" 00
n=1 n-1
H - = — M fal =V
Donc ¢ (1 = x) E: nu + M)x (1 - x) 21:nunx +M —— M quend x — 1-0
w n~1 M
soit ¢ E1 (nun + M)X Y -(—1——.—)(5 quand X _> 1~0,
®

La série 2 (nun + M) vérifie donc les hypothéses de la proposition 2, et par suite @
N 1 1 N

Z(nu + M)~ NM quand N— o, clest a dire —Znu —0 quand N —w®

1 n N n

On peut donc appliquer la proposition 1, ce qui acheve la démonstration,

3) Démonstration de la proposition 3

On pourrait le faire directement, Mais, en remplacant £(x) par f(1-x), on est ramené &
montrer que :

£(x) définie et 2 fois dérivable pour 0<x <1

£(x) —> 8 quand X —> + 0 =X £'(x) —> 0 quand x —> + 0,
X2f"(x) » =M pour 0<x<1, (M} 0 fixe)

Soit h > 0, Pour 0 <x <1—1_+h’ la formule de Taylor donne :

2
i) = £(x) + () + o #° £1(5) , x < x4 hx (T,

d'tol

X (x) = [f(erhx) - i’(X)] - =

[f(x-i*hx) - i‘(x)] +

)% (%)

[ 2 M

Nasghs

xof'(x)

ol = -
[\O] [ ol (O e

Za
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h . . . .
d'ou lim sup xf! (x) \< M o et puisque h) 0 est arbitraire : 1lim sup xf'(x) \< 0,
X —30 X —0

Prenons ensuite 0 <h <1 et 0 <x <1 et appliquons la formule de Taylor @

22
f(x—hx)zf(x)-hxf'(x)+h2x f"(g) O<x-—h.x<E<x<1.

x £1(x) = ple() - #x - )] +§<§>2g2 (k)
X f‘(x)>/ %[f(x) - fx - hx)] -g . -"—> .M
1-h

d'ot lim inf x £'(x) 0 puisque h est arbitreirement petit.
X —3 0

En groupant les deux résultets, on obtient 1im x £'(x) =0, C.0.F.D,
X =0

4) Démonstration de la proposition 1.

On va démontrer plus généralement ceci ¢
Soit s(t) une fonction définie pour t ), 0 et & variation bornée dans tout intervalle

fini [o , T].

®

g e-'XJG ds(t) converge pour but x )0 et = f(x)
0 1
" —_:)f(-g)—s(t)—';o quend t =+ m
X u ds(u) = oft) quend t -—5+ o
) .
0 pour t =0 =
on retrouve la proposition ? en posant s(t) = et en remplacant x par e .
2 u_ pour t>0
ngt
1 t
Posons o (t) = i S u ds(u) pour t ) 0, L'hypothdse entraine que lé(t) I £M fixe
0 1
pour t >0 et que 6(1&) ~=30 quand t —>+ o. On a 0(t) = s(t) - -1-_; j s(u)du
0
. (intégration par parties).

Posons encore : 'S(t) = S s(u)du,
)

Si t et x sont > 0, on obtient en intégrant par parties :

gtx slw) g, 80 _ S0 jtx S0) 4,
X X ’

u 1x X



Cos(e) St _ p%s() st 3§ (w)
dlou 3 ‘txx -—-}-{—'—"S[T-—T]du:g —u—du y
X u X
tx
dtot s(tx) - s(x) = g(tx) - B(x) + g -Bu—u du
X

On obtient donc la majoration t
|s(tx) = s(x)| {Mj2 + |10g tl]
De plus, pour t fixé, s(tx) -~ s(x) =0 quand x —+ 0.

+ + ©
Ceci étant, on a @ f(:—() = & 3—; e b/x s(t)dt = & e“t s(xt)dt
0

d'ou f()]E) - s(x) = §+ ooent [s(xt) - s(x)]dt.

Pour tout x fixé la fonetion sous le signe somme est majorée par M(2 + [1og tl)e—

sommeble, et pour tout *t > 0 fixé, elle tend vers 0 quand x —+ oo. D'apres Lebesgue,

1'intégrale tond vers 0 quand x —+ w.

e T = e o

t



Séminaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de H. Delange) Exposé n? 2

e e T e e T
Théortme: taubdiriens (suite)
e b T e
J'ai commencd & 4taplir 1a “hioréme taubérien suivant ¢ (H et L)
+ 0 n
Z ux conve pwr |x] {1 et = P(x))
n
)

u_ converge et = S

f(x) w3 8 quant K = 10 e, )

+ 00
0
n un>/ - M 4

I1 restait & démontrer le résultat suivant s
+ 0 n 4

oy . .
20_' uX U e quend x - i-—O)

=--.,*u0+u +.,.+unu An quand n —3 4

1

Uy
o -nx A
ceei U n e WU quand X =) + 0

-l 7 X
° 4 ®_4 A { 0 pour tout t =0,
ou {) e da(t)u —:{-,, avee s{t) :é
Jo lZ u  pour t>0

ngx
On ve établir plus généralement le résultat suivent s

Soit s(t) ¢roissente pour %0, avec s(0) =0
00

on_suppose cue { e ds(t) converge pour x ) 0 et que, quand x —3 + 0,
" xt "o A
jo 0 ds(t)q tx . oves 0L) 0. Alors, quand t —3 + 0, s(t)u m %

Noter que ceci est unc réciproque d'un théoreme abélien 3

oy !
beut -
81 8 est b ve be iy H intervalle fini [0 ,TJ et 8i, quand t —> + @,

o
s(t)ups,

40
~xt,
S e dalt) converge pour x » 0 et, quand X =3 + @
0
40
~xt -
3 ot ds(t) u BT (st 41 )x
° 40 +00
. . : ~x1 =Xt
on voit qu'il y o couvergence et que e ds(t) =x e s{t)at
to 0
+ 0



En changeant au besoin s(t)

Alors Ix S( l\<Mt

au voisinage de O, on peut supposer ‘s(t)‘ M,

t
et, quand x —> + 0, xds(§) —5 B &

Démonstrotion de Karomata t

+00
1) quand x — + 0, ‘g)
0

+00

e-‘(n+1 )xt ds(t)u

+m
~xt Xt 1
—-)XO(S (e * )n T ds(t) —> 4 oA j o 1 . (n+1)u du
0 0

Pour tout polynome P,

+00
x“j’ P o™ as(t) —
[o]

(n+1 )O(

')

F(cx) Jo

2) ceci entraine que, Vg continue sur [O y 1‘],

-0 +00
- t - t A - - —
x& g gle % e x ds(4) — —em ‘Y gle u)ua 1 e du .
0 o

En effet, il existe P1 et

(o)

P telsque, pour X E[O ’ 1],

2

gX) - & < B (X) {2(X) g P(X) {gX) + ¢

+00 \ / +00
x& 5’ P1(e"Xt)e ds(t) \<*c § g(e_Xt)c~Xtds(t) £ x& f P2( ~J(t)e—'m as{t)

0 0 dO
A SmP (i(‘"u)uo"“1 e Jau < T%I.;l < & -HDP (e ) -1 e du
___I:La_)_ 0 __ 1 l h T h (o) go 2

A +00 - - l +ac.

m XO g(e™) 1 e du - A% S 'f‘_(%ﬁg g{e ") *~1 e dutdg

o™ = LN o LA

1 1

) B e — A S uci_1 du = n——ué—-m .
o)

Tla+)

ds(t) v A y on pourrait supposer

X

u -%— L{%), L "& croissance lente”

X
(et LY 0 au Ileu de X > 90)

1 e —xt, -xt
quand & = 0, — y gle e ds(t) -——-}Ag(”
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Autre remarque i La méme méthode de démenstration donne le théoreme suivant (¢tabli effee-

tivement par Hardy ct Littlewood) :

+ o -~ )\nx
Soit la série de Dirichlet 3 a_c ,

An+
n1:1’

[0}
o 0 (A <>\1 Cooe {0 Lewey lim X =+ ® et lin

8i la série converge pour x > 0 et = f(x), si P(x) — 8 qd x — #0, et si,
) B )\n—1

n

pour _n) 1, {‘“n>/ - M —

+ n

Za converge et = 8.

0 + 0 —)\nx

Pour x ) O, f'(x)=2-)nae
0
+ o - A X 5 -)\Ox + - Nox
(x) =3 X a Y Aae L DI MO DL
0 1
+ o -A X +00

o) = T N =N )
e
n 1
tz Lo —)\nx 1
— —- A
— gt)u 5 —_ }:1:' PURONEED SNPE =2
~—>  lim x2 f"(x)>/-M
X ~3% +0
—> le lemme — lim x £1(x) =0
X —» +0
+ -\ X
— X Z)\ o e — 0
0
+ o -\ X

n 1
car ?(kn—kn—”g “i
— [kna +M(ON -\ 1)]Ln Mt
gy 0P
n>1
— T a e = o]
T n



Je veis meintenent frire unc théorie générale des théorémes inverses des procédés de

sommation. Je me borneral touvefois a des procédés de sommation d'un certeinfype, que je vais

indiquez.

Ca e vu gqu'vn prosdédé de sommation pouveit se ramener & définir une limite généralisée

tout
pour, t —> + oo pour rme fouetion s(t), mulle pour t =0 et av., b, sur H intervalle

fini.
--00
On considérait en général j \P(t , x)ds(t)
0
s(t) & la limite généralisée S si cette intégrale converge pour x & un certain ensemble
E et = S quand x —> un certaln X o
Les théorémes inverses & démontrer sont nlors
<00
si J,' P(+ , x)ds(t) converge pour x €E et — § guand x — X
0

et si s satisfait h une condition C, s(t) —» S guand t —3 + .

Je vais me borner ici au cas ol
+00 +m
LP(t , x) = K(xt), Kt) :5’ N(u)du, NEL(0, +0) et S N(u)du = 1
t )

Mors E = ens. des nombres » 0, x = 0.

Je note d'abord qua, si K(xt;s(t) — 0 quand t —> + o, on a par intégretion

par parties

+00 ,’+OO
g K(6)ds(t) = B XN(xs)s(t)dt
0 0
Rt} +00
I effet, comme K(xt) = X N{u)du = S xN(xu)du,
b 1
T T
S K(xt)ds(4) = K({xD)s{T) + S xN(xb)s(t)dt
0 0

o
Ceci montre, en premier lieu, que 1'on o bien le?théoréme abélien voulu, car on peut

encore écrire
+C0 40

J' N )s(t)dd = N(t)s(=)dt
o]

Hlck O

Ts(t) — 5, [s(t)] (M -3 ) s



De plus, ceci ve me permettre de considérer

-+ w
3,. N(xt)s(t)dt au lieu de & K(xt)ds(t).
0 0

On établira des théorémes du type suivant
tout
(s bornée et intégrable sur H intervallé fini
[

N e L(0,0), J(’)*OO N(u)du = 1

+00
5 xN(xt)s(t)dt converge pour x)»0 et ~— 8 quand x — 0
0

s sgatisfoit & une condition C.
Conclusion ¢ s(t) — S quand t — + ©
Ceci entrainera le résultat voulu car, ou bien la condition C entrainera

lim  K(xt)s{t) =0, ou bien on aura N(u) > 0 et dans ce cas, la convergence de
t — 400

+00

I K(xt)ds(t) entraine & elle scule lo méme chose. Il n'y a & considérer que le cas ou

0

&o_u tout u> 0
Hu) (rOn voit que, si ({} est continue pour t )0, décroissente, avec LP(t) >0,

Aty
et —3 0 quand t — +w, la convergence de f (P(t)ds(t) entraine lim (P(t)s(t) =0,
0 t - +00

00 ot
Bn effet, soit L Pt)as(t) = 1, joi?(u)ds(u) = o (4)
t b
ma s(t) = S 1 do(u) = r_1 a [o‘(u) - ]
0 U?(u) Jo (P(u)

t

(4 )-1
- E(;';_(T),, + _H{_).f_a; - XO [cr(u)—- }d[?:u)] )

On va appliguer une méthode semblable & celle de Karamata

[ i e e e e



Séminaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de H. Delange) Expos¢ n? 3
Théoremes teubdriens

I, 1. Position du probleme

Dans tout ce qui suit, s(t) désigne une fonction réelle ou complexe définie pour
t>/ 0, mesurable et bornée sur tout intervalle (0,T) ot 04T {40,

N(t) est une fonction sommable sur (0 , +w), avec j N{t)dt = 1

x est une varieble réelle ) O. i

On rappelle qu'on a le théoréme abélien suivant @
+00

Si s(t) — S quand t — oo, g x N(xt)s (t)dt — S quand x — 0
+00
En effct, j x N(xt)s(t)dt J’ (4 dt.
0

Or ls(t)j \< M entraine ’N(t)s(;)’ {M.N(t) sommable sur (0 ' +00 ) Quand x — 0,
N(t)s()ﬁc) —3 SN(t), d'ou le résultat.

On se propose d'établir des théorémes Taubdriens du type suivant :

Les hypotheses
+00

(H1)x j‘ x N(xt)s(t)dt existe pour x>0 et — S quend x — 0
0

(H2) t  s(t) satisfait ¥ une certaine condition C

entrainent le résultat
(R) + s(t) — S quand t — + .

2+ Conséquence de 1'hypotheése (H1)

En remplagant x par & x (X ) 0) dans (H1) et en observant que
+00

j N(@u)du = ~, ona
0 +®

guand X — 0 1 J O(XN(Otxt)s(t)dt — S
o +o0
done S WMN{ext)s(t)dt —> S S N(oxu)du
0]

0

QI —

Le caractére linéaire de 1'intdgrale définie entraine que,



i

N
si G(t) :Z’ [5], N(Cth), (OtJ,) 0 et ﬂj quelcongue),
- ,

+Co +00
(1) ( x G{xt)s(t)dt —> 8 X G(u)du.
Jo o
En désignant par 1/}/) le sous espace vectoriel de L (0 , +o0) engendré par les

1

fonctions N(ox) (O ) 0), on peut dire que la relation (1) est encore vraie pour toute

ced

3. Une hypothese supplémentaire,

Si on suppose ¢tebli le résuitat (R1) : s(t) est bornde, alors on voit que la relation

. o 2
(1) vaut encore si G appartient & (adhérence de (,/; dans L1 (0, +o)).
En effet, supposons que ls(t), \< M pour tout t>/ 0.
Soit GQ(/V:, I1 existe une suite {Gn} d'éléments de LV) telle que Gn — G

dans L, (0, +00).

1
Comme
+00 +00 +m
lj x G (xt)s(t)at - J xG(xt)s(t)dt| = }j x[Gn(xt)—-G(xt)Js(t)dt!

+00
< ME x*Gn(xt) ~ G(xt)]dt = M“(}n - G“ ,
0 400

quand n —) 00, j X Gn(xt)s(t)dt converge uniformément sur ]0 , -mo] vers
+0 0

g x Glxt)s(4)dt.
0 +00 -+00

Pour chaque n, quand x =~ 0, j X Gn(xt)s(t)dt — SE Gn(u)du.

. 0 0
00 +00

De plus, SS Gn(u)du - S y G(u)du car
0 0

+00 +00 l
o / R
3 j Gn\u)du -3 J G(u)dal \< Is] HGn -G [
0 +o0vo +00
Done, quand x —) O, x G(xt)s(t)dt — S Y G(u)du.,
0 uo 1 pour 0<t(1,
L'idée cst d'appliquer ce résultat & la fonction GO définie par Go(t) =
. 0 pour t > 1.
Si GOE(//), on a
+00 1/x
S X Go(xt)s(t) t=x s{(t)dt — S quand x — 0
0 0
ou en changeant = en -_-{- : 1; 5 s{u)du — 8 quand t —> o résultat noté (RZ)'
) 0




-3 -
Pour cela il faut supposer que GOE (//). On voit que celn cntraine que le fonction
caractéristique de tout intervalle appartient a t/’/), et qu'il en est de méme de toute

fonction cn escalier de L (0 , 400 ),

1

Les fonctions en escalier (¢tant denses dans L il revient au méme de faire 1'hypo-

17

these supplémentaire suivante ¢

Hypothese (W) (Wiener) s L'espace Jf/) des fonctions z:o(j N(ﬁjt) (O(J.> 0)

est dense dans L1 (0, 400 ).

On a donc ¢tabli le

Lemme 1. Si
+00
1) ¢ lim j‘ x N(xt)s(t)dt = S,
. X — 0 do
(R1) : s{t) est bornée pour 1t )/ 0,

(H

(W) (/V) ost dense dans L1 (0 ' +00),
alors
1 1
(R) s lim - B s(u)du = 8.
2 t
1 - 0

4, Schéma de la démonstretion du thdéoréme.

Le théoréme sera établi, si en plus du lemme 1, on peut montrer :

Lemme 2,
+C0
() lin g N(xb)s(t)dt = S
X - 0 Jdo ):z% s(t) bornée (résultat (R1))
(H2) s satisfnit & la condition C
Lemme 3.
' 1
(Rz) lim T 3 s(u)du = S
t =00 do )==:> limn  s(t) =S (résultat (R))
(H2) s satisfait & la condition C t -

Le théoréme résultera des implicntions ¢



II. Cas ou s{t) est complexe

1, Condition C,

Pour A\ )1, posons W(t,A) = sup ls(t') - s(t)l (t) 0)
RS AREDN /
et w(A)= Iin W(t,\).
t - +o

w(t,)\) est finie >/0 quels que soient t et A et clest une fonction croissante de X
Donc ona O gw()\) \<+oo et w est croissante,

En outre si >\1 et )\2> 1, pour t ' }\1;\21:

omn [s(6) = s(6)] W& A ) +HOLE, AL,

donc W(t, x1, xz)gw(t,k1) +w()1t, >\2) .

Si on suppose w( A

) et w(A) <+, en prenent lim pour t —> +oo, on obtient
2 !

w0 ) R+,

1

I1 résulte de 1& que si  w( 3\0) {+ o, olors w(,\Z) £n w(>\o) { + @ pour tout
n €N,

Comme w est croissante, on en déduit w(\) < 4o pour tout X > 1.
Done ou  w(\) =+m pour tout A\ > 1,

ow  w(\)< 40 pour tout A > 1.
Ceci étant posé, on va montrer qu'on peut prendre comme condition (C) dans le cas ou
N(t)log t est sommable sur (0 , +m) :

w(X) <+ pour tout A > 1

et lim  w()\) = 0.
A=

2, Lemmes, Les lemmes 2 et 3 que nous avons cn vue seront impliqués par les lemmes

suivants

+0
Lemme 2' : Si N(t)log t est sommable sur (0 , +w), si j x N(xt)s(t)dt
0

existe pour x> 0 et est bornde quand x — 0, si w(A) {+ o, alors

s(t) est bornde.



+c0
On pose @(x) = X x N(xt)s(t)dt,
0 1 .+oo‘ 4 +0
On a déja observé que @(;{) = j - N(;)s(t)dt = S N(t)s(xt)dt
donc‘ 1 400 -
(I)(;) - s(x) = j N(t)Ls(xt) - s(x)] dt,

On établi maintenant le fait suivant : si w( A) {40, 1l existe A et B tels

t" .
que ls(t") - s(t')l \<A + B | Log F! quels que soient t" et t' ) 0.

En effet pour un )\ fixé, W(t, A) est borné supérieurement pour t > 0, donc il
existe A tel que W(t, \) A, c'est & dire que, si 0 < t! AR
|s(t7) = s(61)] < A
Alors, si 0<t'{t", il existe un entier n tel que

N am ¢ My

A .t"
ny 1 & —_
et on a ls(t ) - s(t )l £ (n+1)A\<A + Tor s log il
En posant B = '1'63‘)" on & la majoration voulue, qui donne

+oc -
)CI)(:-() - s(x)] £ X ,N(t)} LA + B'log t]] dt 4o
0
Comme (p(x) est bornée pour x —> 0, ceci entraine que s(t) eost bornée quand t —3 400,

done est bornée partout,

Lemme 3! = Lerme 3 avee la condition (C) @ w()) <+ o et lim w()\) =0.
t A= 1

S sw)aw, (t 3 0)

0

Si A>1 et t)>0, ona

En effet, posons S(t) =

o+l —

At At
At S(At) -t 8(t) = j s(u)du = (A-1)t s(t) + j [s(u) - s(t)}du,
t 1
At
A 1 1
s(t) = =27 S(OM) = 57 () = 15y, L [sw) - s(t)] au,
i At
A 1 1
s(t) = § = T [s()\ 1) - SJ e [s(t) - SJ -G jt [s(u) - s(t)]du,
d'ou '
‘s(t) -8 \(-X%‘-T IS()\t) - s| + -)—_1?—1- S(\t) - s[ +W(t ,A).
les Iim vérifient la méme indgalité, d'ou
t = o

1im Is(t) - Sl\< w(\) qui tend vers 0 quand A —> 1,
t -
Ceci entraine bien s(t) — S,



1II, Cas ol s(t) est réelle.

1, Condition (C)

Pour A > 1, onpose T (t,A) = - inf ‘s(t') _ S(t)J

tLE Ot
et W(A) = Tim (%, )
t — +m

Lo fonction W(A) a les mdmes propridtés que w( W) ¢
@ est une fenction croissante, O \<CO( A) \< tor, et ona
ou  W{A) =40 pour tout N\ > 1,

ou  W(N) {+oo pour tout A>T,

(les raisonncments sont les mdmes que ceux faits plus haut pour w(A)).

Remorques Si on pose T7'(t,A) =, Sup Ls (t1) - s(t)]

1
S ¢
alors on o Tim W (t,\) = W())
t = +w t
En effet, si W(t,k)él{ pour t>«/to’ s(t')—s(t))—-’ si t>/ et 1 -t-<}\

done  T7'(t, \) K pour 1 >/)\to.
Inversement, si [1'(t, A\) {K pour +t >/‘b y T{t,\) <K pour % >/to.
On ve montrer qu'on peut prondre comme condition (C), dens le cas ou N(t) ) 0
N(t)log t est sommable sur (O ' +w0 )
W(A) <40 pour tout A ) 1

et lim T(N) =0
A= 1

2, Lemmes. L& encore, on va démentrer des lemmes qui impliqueront les lemmes 2 et 3.

Lemme 3" = lemme 3 avee lo condition (C) ¢+ W(\) (4w et lim @(A) =1,
A=
De mdme que dans I, on derit, pour t et A D 0 et N #£1,
(1) = ) 1 1 At
sit) = =~ e - - ]
2 SO = 1 80 - jt [stw) - 5] at

et pour )\ ) 1 on obtient la majoration

A 1
S(t)\< X-"_T S(A\t) - 3\—_-—1- S(t) + ﬂ(t,)\),

d'ol, en prenant les I1inm !
t = oo




lim s(t) \<S + OJ()\),
t — o
d'ou, en faisant tendre >\ vers 1,
Tim s(t) Q\/ S
t —
Pour A <1, on obtient la minoration

1 1
(t)) _1 S(\t) - e 1s(t)-rr(t,-)

en remerquant que

T)\_lm L [s(u) - s(t)}d’c = -ﬁ:l)—\-ﬁ ‘EM[&(u) - s(t)}du N mit %\).

Comme ci-dessus, i) e¢n résulte

lim s(t)>/ S - w(A), ouon fera tendre X vers 0.
t = +o
Ce qui d¢émontre le résultot,

Lemme 2". Si N(t) est >/ 0, si N(t) log t est sommable sur (0, +oc), si
+0

J x N(xt)s(t)dt existe pour x> 0 et est bornée quand x — 0, si w())
0
est fini, alors s(t) est hornle,

Ce lemme résultern en réalité du lemme 2' et de la provosition suivante :
400

Si S' x N(xt)s(t)dt existe pour x % 0 et est bornée quand x — C, si @ \) <*o0,
0

alors on a w()\) L+ 00
+c0 1 +00
On pose P (x) = g x N(xt)s(t)dt et on rappelle que @(;) = 5 N(t)s(xt)dt.
0 0
Soit A\ fixé > 1. 4alors 1'hypothese W()\) < 40 entreinc que T (t,)\) est bornée,

donc qu'il existe 4> 0 tel que
s(t') -~ s(t) > A pour 0 <t Lt At

Soient maintenant o et b tels que 1 <; <N
b [®

ot X N(t)at > o.
a

D'aprés les hypothéses, il existe x0> 0 ¢t M»0 tels que
le I <M pour 0 <x \<x0.

. . b
Meintenant on va montrer que, si u>/ = et uut( A

®
wn
—_
=
S
1
w
——
=
S

u, alors

o}

0
est majoré par une certaine constante.



Pour cela, on forme

a b oo u' u
A+ @(‘ﬁ) - @(a) = S N(t)[s(a t) - s(p t) + AJ dt
Comme ' | '
e u—-—; \< E t < A=1t, ealors s(- t) - s(% 1))

On obtient la minoration

A+ Cb(%) - CI’(E)) gb N(t). [s(‘;-' t) - s(% t) + A] dt.

g8

o

Mais g' = \(xo, donc le premier membre est majoré par A 4+ 2M  soit

=

b !
A+ ‘S N(t) [s(-;f 1) - s(% t) + A] dt.
o
Mointenant, pour & 't b, ona
u' u u
e L ' : b -
u\<u t {Au et btéu(?xbt,
qui entrainent
u' ,
s(—a-t) - s(u') >/ -4 et s(u) - s(= t)};, - A,
d'olt ,
s(l-i- t) - s(l-l-- ) s(u') - s(u) = 24
a b 4

On arrive alors &

A+m>5

a

On ti +

n tire s(u')—-S(u)\<A+2I: A
JNMM
a

Comme s{u')-s(u) % =4

on a ls(u') - s(u)l <A+ %j—L .

J; N(t)dt
. b a M+ A
Mnsi, pour w3}, = Wu , A -5) < 4 t—

b
N(t)dt
0 J, N(t)a
Done w()\%) { + o, cequi établit le résultat voulu.

S



géminaire d'Orsey 1961/62
(Exposés de H. Delenge) Exposé n? 4

Théorémes taubériens

Y

Dens tout l'exposé N est une fonetion sommable sur (0 y + oo) te g
+

& N(t)dt =1
0

Condition (W)

On dit que N satisfait & la condition W si le sous-espace de L1 (0, +0)
engendré par les fonctions de la forme N(oX t), o > 0, est partout dense dans L1.

On se propose d'étudier la condition W,

Définition des trenslatées de f

Thf translatée de f est définie par @
t — £(t ~ h)
N sommeble sur (0 , +m) <=)N(eu)eu sommable sur (-0, + o0 ). La econdition (VW) est
équivalente & 3

Le sous~espace engendré par les translatées de N(eu)eu est partout dense dans L

1.
En effet ¢ +00 M
J EOESRES N(pjt)l at € (4 = %)
) 1
oo u, u N u, u
¢:>J_w|e(e Je -Z]: osz(raje Je |du { ¢

N( ﬁjeu)eu est une translatée de N(e e multiplide par une cte.

On est donc ramené au probleme suivent (problime de Wiener)

Btent donnée une fonction f €L, (-, +00), & quelle condition le souseespaee de

1
L1 engendré par les translatées de f est-il partout dense dans L1 (-oo, +00) 7
A -’m )
Soit £(x) = J' I p(4)at
A -00
la CN.8. est £(x) # 0 Yx €R.

La condition est nécessaire

+o  itx
8i J e °f(t)at = 0,

=00




+00 itxo +00 itx ith

Yh 5 (¢t -=hle ~dt = j_oo (8)e “e at=0

. A .
clest & dire f(xo) =0 = Thf(xo) =0, Vh., Mais £ -— f(xo) est une fonction continue,

A

donc glx ) =0 Vg € sous-espace ou & son adhdrence.
0

Avant d'examiner la réciproque indiquons quelques propriétés des translations.

1¢) Th est un opérateur lindnire dans L ! Yf E.L1 1'adhérence du sous—-espace vecto-

1
29) ”Thf “ = "f“ riel de L, engendré par les T f est

1 h

!
!
!
!
!
!
!

invariant par les translations.,

12) et 32) == le sous~ecspace cst invariant

29) =3 son adhérence 1'est aussi

42) (Thf) xg=1x (Th g) = Th(f ¥ g)
+00
(on rappelle que (£ 5 g)(y) = j £y - x)g(x)dx ,
—-00
fxg (—_§L<I

2« el ¢ liell Tel).
5¢) V¢ €L1 1'application h ——9Thf est une application continue de R dans L1,
en effet :
f s fonction caractéristique d'un intervalle
Iz o=z 2]l  x [nt -]
= vrai pour unc fonction en cscalier
f quelconque GL1
3 {fn} fonction en escalier fn — f
=31 f —3 7 ¢ wif®en h car |Tf -Tf| = |l& -]
h n h h n h n
done vérifié V£ €L1.
+00

62) Soit kEL1, avec j k(t)dt = 1.

-0



on pose ks (t) = Ak(At) (% o)
Alors Vf EL1 T ¥ k»)\ — f quand A —3 400 .
En effet @ +00
f %k t) = P({ —
(£ * ))( ) J—mf(t u)k)\(u)du
+00
k_ (u)du = 1 D'oh :
o ’
400
(£ * k)\)(t) - £(t) = J_m [f(t—u) - f(t)} kx(u)du

f(tmu) - f(t)! 'k)\(u)l du

+o0

CEENOR f(t)lg‘j ) |

+m +o0 +0
| + k>\ -t = X |(f * k) - f(t)ldt\{ J—Oodtj—mlf(t—u)-f(t)‘ ‘k)\(u)’ du .
D'aprés le théoreme de Fubini

+00 +00 +00 +00
J dtj | (t-u) - f(t)l lk)\(u) du = J ‘k)(u) du j |£(t-u) - f(t)l at .

La dernitre intégrale dtant dgrle a HTuf - f“ , ona

£ « k>\ - fl(/_’;m “Tuf - f“ lkk(xu)|du ,
S/ I, £ - £l ]6(0)] at.
Ceci — 0 quand A\ ~3 +m .+ En effet Tt/\ f —f quand A — ® (d’aprés 50)
“Tt/xf- k)€ 2llell ()] sommable,
Done Hf % k " f“-—} 0 quumd A — .

Faisons de L1 (=00, +m) unec algebre de Benach en définissant la multiplication comme

etant la convolution.

Proposition. Idénl fermd = sous-espoce vectoricel fermd invariant par les trenslations.

12) Soit I un idéal fermd dans L1 .
=31 sous-espace vectoriel fermd.
Il suffit de montrer que I est invariant par les translations

i.e, fel = N1 el (= <)



Soit f €1
Soit ¥ vérifiant la condition indiqude dans 62),

Alors f*Thk'}\EI

2 L
=3 d'aprés 4', Thf*k)\ €1,

Mais Thf ¥ k>\ —_ Thf quand A — @ :

I fermé — Thf €1

22) Soit I un sous-espace vectoriel fermé de L, invariant par les translations.

1

11 suffit de montrer que

t el

g €L = f x g€&l.
1

I1 suffit méme de montrer que ceci a licu pour g continue & support compact.
Soit donc g continue et nulle en dehors de 1l'intervalle fermé [a y b].

beg
Posons xn-—e.+n—- n=0,1,2, .00y N, et

X N
)‘n = S t g(u)du,
n-1 b N X
Ona (£ % g)(t) S £(t-u)g(u)du = Z j o (t-u)g(u)du y
a n=1 Jx
d'ou n-1
N x
(£ » g)( E )\ £( t-x = E j [f(t—u) - f(t-xn):, g(u)du ,
n=1 n=1 X
d'ol n-1
N Noox
(2% )(t) - 3 A, f(t-xn)lg 5 3 T Jelt=) - £t )] gl au,
n=1 n=1 Jx
n-1

En mtegrant de -0 & +oo on ohtient

”f x g - 2 Xn x { % jzn “Txn-uf - f !Hg(u)fdu

n=1

n-1

b—( /b u)ldu y

ou (.D(X) =  Max

oLhgx N
b—u ’
Comme la fonction 2 )\ T f appartient toujours & I et W(= N ) tend vers =cro
n=1 *n

Pour N infini, on voit que f x g €I.



= Y LP fonction cortiruc & support compact
(P * f eI
Vg EL1 3 {LPH} suite de fonctions continues i support compact — g

I fermé = g« L &I

On se propose maintenant de démontrer le thiortme suivant
Soit I un iddel fermd do L1
On suppose que ¥x €R, 4f €I t.q. 7y = I = L

?(x) £ 0

1

Soit A 1'image de L, par le transformée de Fourier

1
" I ! I n n

I1 suffit de prouver que I contient toutes les fonctions de 4 & support compact.

En effet si 1'on prend 2

k(t) :1_ 51; t
LS
ko (t) = Ak(Xt)
A

k. est & support compact
' A\ a
f EL ona fxk, =f .k a support compact

1 N >\ pp D
donc fxk, &1
A

la transformation ¢tent bijective =1 % k>\ eI,

si A\ —w, fxk, —f €l (I ferné)

A
I1 suffit de montrer que, Y €L, et Yx €R, 3 Vx voisinage de X et une
(

foncti « Qs 1 = (¢ .
ction uer te q ux(t) f(t) Vit EVX
En effet
<) = & = ?
feL, teq. f(x)=0 vxg[(,,b] = f ¢l
On peut prendre pour Vx un intervelle ouvert contenant x.
3 un nombre fini d!intervalles Vx recouvrant |a , bJ
Pour chaque V
X

A

3ux €I t.4q, ux(t) = E(t) Vi ev .



On peut recouvrir [u y bj par la suite d'intervalles ]n y b [ te g
: q

) b ) b

q~< q-1 < a1 <5

N

_:luq €I  t.q. uq(X) = E(X)

Soit k te Qo
q q

Une telle fonction 3 « On peut prendre




Séminaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de H. Delange) Ixposé n? 5

Théoromes taubériens

Dans cet exposé nous montrons comment on peut transformer le condition W précédem—
ment étudiée, puis mous énongons 2 thioremes taubériens que nous appliquons au procédé de

sommation de Lombert.
I, RAPPEL

A la séance précédente on avait considéré un idéal I fermé dans L,, 1'opération

1’

interne dans L1 étant la convolution. On rappelle que l'on avait normé L, par

1
f EL1 @”f“ = f [f(x)ldx et que f représentait la transformée de Fourier de £,
R

Nous voulions démontrer le thdoréme suivant.

A

(Vx €R, 3£ET1 tel que f(x);éo):_ﬂ:L1

et pour cela il nous restait & montrer la proposition suivante ¢

Proposition. Et-nt donnde f €L1, pour tout x réel, il existe un voisinage Vx

de x et une fonction Ux de I tels que Ux(t) = £(%) pour tout tEVx.

Pour cela il faut démontrer deux lemmes.

A

Lemme 1, 8i f et ¢ appartiennent & L1 et si |lgll {1, alors f.(1—g)"1 appar-

tient & 1'ensemble A image de L, par la transformation de Fourier.

1

En eff $ = =
effet, posons fz1 6 8,8 4
A A

B (g)n. La série f + I & + T x £, tooot £ g +.es est donc absolument convergen-

¥ g pour n ) 2, Alors Hgn]l < Hg”n et

A

te. La transformée de Fourier de sa somme eost bpale A £(x) + £{x)g(x) + f(xXg(x))2 oo

oo ¥+ f(x)(g(x))n + eee = fﬁx) . Ainsi fEX) est bien lao transformée de Fourier d'une
1-g(x) 1-5(x)
fonetion de L1. Cef)eF.Du.

Lemme 2, Soient £ et g €L1 et soit a €R. La fonction CP définie par

A

Dlx) = [f(x) - f(a)Jg(x—a) qui appartient évidemment & 1'ensemble A vérifie la condi-

+ A m
tion suivante @ = LP, ol HLP” \< f lf(u)l . ” Tug - g” du,



In effet 3
é(x—a) est la transformée dc Fourier de e—lnt[z(t)
. +00 .
#(x)g(x-n) / f(u)g(t—u)em(u t)du
~® +o0
A A alu-t
#(a)g(x-a) e f f(u)r(t)el (u )du

+o0 % - )
9l [ el fatew-stol s,
+oo~00 , +00 +00
d'od “(M =/ l({)(t)latg [£(u)|du lg(t-u)-g(t [dt d'apres le théoreme de

Pubini,
Tu étant l'opérateur de translation, il vient

”?”{/ Wil e-glau C.0.7.0,

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 1la proposition annoncée.

Soit f E L1 et soit o € R. Par hypothese, il existe h E I +tel que h(a) ,l_ 0.
Soit d'autre part p € L tel que p(x) =1 pour |x] <1 (untel p existe. Il
] - 2*.’/ 7 . . * 4 z
suffit de poser p(t) = <2 i :OS et 1'on vérifie que p(x) est représentd par la

4

nt

figure 1)

fig. 1 AT jtﬁ\l

T
Posant, px(t) = Ap(\t) il viemt »_{4) = D(}%\—) Soit alors

ﬁ(&) - [h(x)—}:(a)J £) \ (x-a)

Nous voulons montrer qu'il est possible de choisir )\ assez petit pour que G(x) € A.

[n()]™" £(x)

G(x) = — = <
'i-—[h(a):[ [h x)-h(a ]p (x-a)
le lemme 2 montre que [1:1(") - ;1(%)];\ (x-a) = ’\[) x), ou HL]D“ Y j (u)”ITupA N p)\ndu

wA \% 2|l» “ et, quand )\ tend vers 0,” Tukp - p“

tend vers 0, donc par le théordme de Lebesgue

o Ji1p —pﬂ =“{mp~P



+00

f [h(w)] | TPy = Dy [ dw—s 0

On pourre donc choisir A assez petit pour que || ({)H ¢ |n(a)]. Le lemme 1 montre

[1;(0)]—11(}() o .

alors que G(x) = eppartient & A, Autrement dit G(x) = g(x).
-{n(x)]”
£

Mais p e été choisi de

agon que | x ~ e < A ::§p% (x-n) =1, On voit donc que,

SHa 5
i
pour Ix—aI/, g(x) = 7\-»(:-{2 Comme, per hypothese, h €I, h % g €I, De plus
h
A A A (X) /\

h¥g =hg ot por sulte, pour Ix——al Y Ay hoxoglx) = fx).

Ainsi nous avons pu détesminer une fonction U =h % g €I telle qu'il existe un voisi-

A ~
\q} dans lequel Ua(t) = £(t), C.0.F.D.

X0,

nage de @ V{L :{x H

Maintenant, le thloréme énoncé au début implique le suivant

Soit f & L . Pour cue le sous-esnace engendré par les translatées de f soit

1

A

dense dans L1, il faut et suffit que f£(x) #C pour tout x réel.

Revenons alors & lo condition W considérée prérédemment., On a vu qu'elle était équivalen-

t t \ . . 7 7 d 4
te au fait que N(e )e  satisfasse & la condition précédente relative aux translatées,

Le condition W pour l= fonction N est done

+00
f 0(eMete ™at 4 0 Yx €R

00
o0u encore

+00 .
f T au £ 0 ¥ x €R.
0

2, Récapitulation des théorémes teubériens.

Dons toute la suite, les fonctions Y et s(t) satisfont sux hypotheses suivantes @
+00
1) N(t) est sommable sur (0,+c0) et f N(t)dt =1
0
2) s(t) est une fonction définie sur R+, mesurable et bornée sur tout intervalle
O,T_] ou 0 <T {+mw.
3) A btant réel, A > 1, on définit

Wit A) = sup [s(t)-s(t)] et W(A) = Tm W(t, ).
PNt 300

4) si s(t) esh réelle, on définit

M) = int [s(t0=s(t)] et W(A) = Tin TT(¢, %)
tCE Y t — +o0
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40
Théordme 1. On suppose N(4)log t sommable sur (0, 4w ) et / N(t)t "t £ 0
40 0
Vu ER. Si [' x N(xt)s(t)dt existe pour x » 0 et tend vers S quand x —> 0,
Co
et si w(A) < 40 et lim w(X) =0, alors lim s(t) =S§.

A1 t — +oo

Théoréme 2. Cn _suppose N(t)log t sommable sur (O , o) et / N(t t dt £ 0

Vu €R, et de plus N(t) » O pour t > O. On suppose en outre s(t) réel.
+m

f x N(xt)s(t)dt existe pour x >0 et tend vers S quand x —» 0, et si w(>) < 400
0

et lim W(A) =0, alors lim s(t) = S.
r—>1 t—> +00

Remarquons que, si s(t) est supposée i variation bornde sur tout [O,TJ, 0<T <,

avee s(0) = 0, ces deux théorémes restent vraio en remplagant 1'hypo-
+00
thdse portant sur J' x N(xt)s(t)dt per les suivantes : K ¢tant définie per
+00 0 -+
K(t) = 5 N(u)du, on suppose que j K(xt)ds(t) oxiste pour tout x ) O et tend
t 0

vers S quand X — + 0, In effet pour t > 1, |K(t)log 4 |N(u)log uldu et

il en résulte que K(t) = of ) pour t infini,

1
log t
D'autre part, l'hypothése w (A ) < 4o implique que, pour + >0 et t'> O,

[s(t') - s(t)l LA+ 3

-t!
‘].Og -t- ’
et por suite s(t) = 0(log t) (prendre t' =1).

Par suite, si w{A ) < 4+, le produit K(xt)s(t) tend vers 0 pour t infini

+00
ety d'eprés ce qui o &t¢ vu précédemment, si f K(xt)ds(t) existe, on o
+0 +o °
f K(xt)ds(t) =f x N(xt)s(t)dt. Ceci démontre notre assertion pour le théoréeme 1.
Y 0

Pour le théordme 2, c¢lle résulte de ce que N(t) » O entraine que K(t) ) O est une

: . . 1
fonction décroissante qui tend vers 0 avec -.

' oo iu
Théoréme 1'. On_suppose N(t)log t sommnble sur (0, +0) et fN(t)t at £0
0
Yu €Re s(t) est une fonction & veriation bornée sur tout intervalle fini et s'annulant
+C0
Lﬂ‘_m- K étant définie par K(t) = f N(u)du,

+00 Ug,
RH I K(xt)ds(t) existe pour tout x >0 ct tend vers S oquend x tend vers 0, et
0

M.Q_.Ellli w(A) < +m et lim w()\) =0, alors lim s(t) =S.
A= 1 t— o
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+00

Théoreme 2'. M(t)log t ¢&tent sommable sur (0, o) et f N(t)tdt £ 0 Yuer,
0
ot de plus N(t) >/ 0O pour t> 0, on suppose que s(t) est réel, s'onnule & 1'origine
+m
ot est & variation bornée sur tout intcrvalle fini. K étant défini par K(t) = j.\*(u)du,
+00 t

si f K(xt)ds(t) existe pour tout x » O ot tend vers S gquand x tend vers O,
0

et si de plu A) {40 et lim B(A) =0, alors lim s(t) =S,
A= 1 t - 00

3) APPLICATION AU PROCED DE SOMMATION DE LAMBURT

00
On dit cue la série 2 u est sommable par le procédé de Lambert (ou sommeble-L),
1 oo nu xt
avec pour somme S, si la série est convergente pour ]x[ {1 et si quand
o n u xn 1 1=
. 0%)
Romplagant x par e, on voit que, si la série E u_ cst sommable-L, avec pour som-
nu RS 1
me S, la série 2 est _convergente pour x ) 0 et, quand x —3 0,
® n une e
XE B — S,
1 1-e
1 .
Posons X(t) = -~ et s(t) = Z u .
e =1 ngx
X +m
21: > “n:l: K(xt)ds(t).
Yous allons voir si K et s vérifient les conditions du théoréme 1' ou 2'.
+00 1 t
Tout d'abord, on a LK(t) = f N(u)du, ou N(t) = - —(l( i ) = te -e +1 .
at' t t.\2
1 e ~1 (e '=1)
Ona N(t)) 0 pour t) 0,
+00 " +0
D'autre part f N(t)dt = [T] =1
0 e ~1-0

Mointenant s(t) est bien définie pour t % 0y & variation bornée sur tout intervalle

fini et 5(0) =0,

. . . M N .
Ensuite si !unl\< =y On o pour 0<t Lt Nt ]S(t!) -s(t)\i(:n » lun, N
1 N
i Z =+ Par suite, pour t > 0, W(t, )\) MS 1, ce qui entraine
t , n [ n
{ngAt t{n¢ At
WO\)\\/M log Ao Done w()) <+ et lim w()\)=0.
A= 1

Ceci permet d'applicuer le théordme 1!,
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D'un autre ¢dté si on supnose Un réel et nUn}/ -M, on en déduit de fagon semblable

[U())\< M logh d'olt W(A) < +0 et lim @W(A) =0, Ainsi le théoreme 2' pourre

A—>1
stappliquer,
+o .
§i done nous arrivons a démontrer que f N(t)tmdt #0 pour tout u réel, zlors, si
00 0

— . . 1 .
1o série » ~u_ est sommable-L, avec pour somme S, et si, ou bien u = 0(=) ou bien
e 2—41 n n n —

m
. 7. .
U est réel et n un>, ~M, nous pourrons affirmer cuc la série > 'u  est convergente
g — / &< n
1

et a pour somme S.

Avent de poursuivre, il nous faut rappeler quelques résultats simples sur la fonction

C(s) de Riemann,

Reppel de résultats sur la fonction t}(s)
. o 1
Par d¢finition G (s) =5 | = (s = g+ 1it) , La série est absolument convergente
1 r

dens le demi-plan 0" > 1 et par suite g est holomorphe dans ce demi-plan, On sait que

1'on neut prolonger Z: & tout le plan. Tei nous n'aurons besoin que du prolongement dans

le demi-plan o > 0, qui s'obtient de la fagon suivente ¢

X s logn AP st

Pour o >1, U(s)= 2 e g8 o f e d{e J, olt [xj représente la partie
1 Yo

entiere du nombre x.
+m +00
~str 1 O (g
C(s) =5 - [et_)’ dt, par intégration par parties, Q(s) =5 J/ e (s 1)tdt -
0

~st, t
Sf e (e - [etJ)dt. Ls 2éme intégrnle du 2éme membre représente une fonction holomor-
0
phe H dans le demi~plan T ) 0. D'ol C(s) =5y H(s).
Le caleul a ét6 fait pour o > 1 mais l'on voit que le 2eme membre est bien défini pour

8#1 et 0 > 0. Ainsi done c(s) a ¢t¢ prolongé a tout le demi plen positif, C

admet un pole gimple en 8 =1 avec résidu + 1.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme de Hadamard-de la Vallée Poussin @

C(s) n'a pas de zéro sur la droite o =1




Fn effet soit la fonction
logp si n=p, ou p est premier
An) = { | N

0 si n#p .

Remarquons que E A(d) = log n.

f‘\ n o

A ()
00 fe9) 00 £ 1 |
Alors, pour o> 1, (3 A(z))(z _1;) =Z g_'_rl__s____ =7 Ogsn =-C (s)
1 n 1 n n=1 n 1 n

' w
¢t par suite Ea(%)j = - : /\in) + Ceci étant soient £ > 0 et t réel quelcongue.

n=1 n

| el &
Formons $(e) = S-(1+ )+4%U+5+ﬁ)+§1+5+2uL
M
R A Y P _1_]
2(e) ﬁjn+ep+nm 7
D © 2, 2
J\e@(e) = - n=1\ 2n’1\in&) [1 + cos(t log n)] \< 0

—
>

r A
Supposons que le point 1 + it soit zéro de C(s). Soit k /\/1 son ordre de multiplici~

eRed(e) = ERQ[BEQ(HE) + 48%21*-“8 Ht) +¢ %f(we +21t)] 0.

té. Le point 1 + 2it est zéro d'ordre h) 0 (si h =0 cela voudra dire que 1 + 2it

n'est pas zéro de T ).

Faisons tendre £ ) O vers O et tenons compte du fait que s =1 est pole simple

lin ERP(E) =-3+4k+h)-3+4+0=1
£E=0
Ceci est absurde puisque E?RQ@( £) £ 0. Ceci démontre le théoréme (démonstration de

De 1a Vallée Poussin T1962)o




Séminaire d'Orsay 1961/62

(Rxposés de H. Delange) Exnosd no 6

Théorémes taubériens

(Suite de 1'étude de la fonction dzétn)

Pour ﬁ)s > 1, ona la formle

® ,9-1
4
(/: —t——dtz r(s)l:(s) .

e ~1
En effet, pour t ) O,

ts—-1 i ts—de-t ] N ts_1 b ts-1e-—(N+1)t
T T 5 =2t e ="
e 1 1-¢ n=1 1-e

. N 0 ts——1e-—(N+1)t
————— = -\_—‘ — e —————————— .
Done ‘/0‘ n at I(s) L{_‘ - +]; = dt

1 ~e

=]

par

et d'appliquer le théoréme de Lebesgue, N tendant vers 1'infini.

Suite de la démonstration du théorome
"—sommabilité =) sormahilité"

+ condition taubdrierme /

d, t t g t+1
I1 reste & montrer ¢u'sveec MN(t)= - ==( ) = o
at' t \2
® i@ ¢ -1 (e 1)
f N(t)t T at # 0.
’ @ i © . E4iu
- Remarquons que / N(t)tat = lim f N()t T dt
0 £— 40 Jo

00 00

e 4 oc .
f I\T(t)t"+1udt-f ()t at \<f N(t) (45 - 1)at
o] 0 o]

i tend vers zéro lorsque £ —> +0, d'aprés Lebesgues

car

- En intégrant por parties, on a

0 ©

/ au 2eme membre

= on & pour tout u réel

o, £+iu

f N(t)tludt = lim f .__ti.. (g + iu)te+1udt = lim (E + iU)/ ¢ ry dt,
0 0 e = ©

£ 40 1 £ — 40

e -1



et, en utilisant la derniére Tormule vue pour ?;(s), on trouve

= lim (€ +iu)(1 + ¢ +iu)?§(1+€+iu)
£+
iu] (1+u) C (14+4u) si w #0

i

1 si u=20
¢lest donc non nul, puisque la fonction 7’; n'a pas de zéros de partie réelle 1.

Remarque & pronos de ls L-sommabilité @

o
» /7 : N, n 4 :
Si la série entiere E a X o un rayon de convergence >/ 1, alors la série "de
1
" n
Lambert © & X
M
T 1

est absolument convergente pour |x| { 1.

On peut développer checun de ses termes en série entiére convergente pour x| (13

n

a X 00

n nm

——n = a X .
2 n

1=x m=1

In reportant ces expressions dans la série initisle on obtient une série double absolument
convergente., On peut orouper les termes olt 1l'exposant de x & la méme valeur, et on obtient

einsi pour |x| {1 N
© ax o0
= b X ou b =
PPN :

]

—t
o
=

APPLICATIONS ARITHMETIQUES

et conséquences,

1. Sommabilité de MEM

. k N .
Rappelons que A(n) = log p si n=p, ou p est premier,

0 dans le cas contraire.
00
Pour prouver 1l sommabilité de 2 Aln)-1 y 1l suffit de prouver que, si u = Mn)-
n n n
n=1
n
® nu x
a) converge pour |x| {1
n
T 1 -x
n " ~sommabilité"
® nu X
- o)
) (1 X);1xn —> S quand x —3 1-0

¢) un réel et nun>/-M
condition taubdrienne,

ou bien u = G (1/n)



Lo condition ¢) est satisfrite puisque 3 'Vn, nun\// ~1.

Lo concition a) nussi puisque , si | x| {1,

n
nux
1

oV, n]un'( |x|n \<log nix

1 ~-x

Pour vérificr b), remorcuons que

® n unx-“- o N
= = ->——-1bnx , avec b ~Z (/\(d> 1>
1 1 - x n=1 d/n

(voir remorque & la fin du précédent paragraphe) .

0n & vu que Z A(A) = log ne Si donc d(n) disigme le normbre de diviseurs de n, on =i
d/n
bn = log n - d(n),

Dans le but d'applicuer le théoreme abélien, réeiproque du lemme de Hardy Littlewood,

¢valuons, lorsque x —3 oot
E bn = Z log n — 2 d(n).
n(x n { X nyx

E(t) désignant 1o pertie entiere de t, on a
x

Z: log n = / log t dE(t)
ngx 1
X
= E(x)log x —/ E(_J.Gl at
1 t
X
qu'on derit = x log x = x + 1 — (x-B(x))log x + t—f(t) it
1

x log x = x + o (log x) =x log x ~ x + o(x).

Pour évoluer » | d(n), tracons 2 demi-~axes Ou et

A
n X
Ov, et remarouons cue d(n) est dgal ou nombre
s b Y 1
// nygx
// de points & coordonnées cntiéres situds sur les ares
//.
rd ..' .
e //_ d'hyperboles d'équations
[ 3P ‘
. //////,
//’:/,’," uv =1, uv = 2, .., uv:E(x)
clest & dire situds entre les axes et l'arc de courbe

AN

d'¢équation uv = x,

T\

Ce nombre est égal & deux fois le nombre de points d coordonndes entidres situds dans le

domaine hachuré diminu! du nombre de points analogues situds dans le carré 3

O<u\<\/;y 0 <V\<\/}:



ngx ng\/;
1 .
s 50 Lo (VR e x s oY)
n Vx .

=X 10gx+27|{x-—x+o(x),

ol X = constante A'Euler,

D'ou Z bn = =2 ZI/X + o{x). Donc, par suite du théordme abélien évoqué ci-dessus,
{x

~

=

.

n_-

bx ~ 3 quand x — 1-C,

~["1s

)
La série Z !—\—(:—1):-1- o donc pour somme —2X.
1

Conséquence 1.

Appliquons & cette série le lemme suivant
0

Si ; u = S,

Alors Z nu = o(x) quand x — .
n ¢x

(il suffit d'écrire, on posant

n <X X
5 nun—;J” t d(s(t)-s))
nx 0 X
= (s(t))x = [ [s(4) - s]as
Jo

Adnsi, 2 (A(n)=1) = o(x),

n x
Done, si 1'on pose H‘J(x) = Z A (),
ngx
on o w(x)mx quand X —> 00

Conséquence 2,

De 2 _.j\_(rl)_—'lz_z?{“+o(1) quand X —> ©,

n
n\<x
o tire 5 “1(1“): 5 :“1"23" +o(1)
n{x n {x



P désignent un nombre premier, on a

— o 1
2 A(n) = 5 105P+ T 0g D N 108P’
n g X P P VX P pex /g p
log x
avee q=E Tor 2"
ThL arque que les séries S _5lep onvergent k2 t 1o séri
Mais 1'on remarque que les sé k“L_n T~ convergent pour y 2y et lo série
D P

}'—‘ Sk formée par leurs sommes converge. 11 cxiste done une constante a telle que
I .
k2

- 1

) 28 P log x + o + o(1).
— P

P (X

2, Equivalence " \%J(x)wx" comme conséquence d'un théordme d'Tkehara que nous admet—

tons ¢

s, mesurable croissente, d¢finic sur [O ’ +oo[ est telle que
00

?(z) = [ emZJD ds(t) converge pour Lg{e(z)> ad 0.
do
A

§'il existe unc constante A telle que f(z) - —

tend vers unc limite finie quend

2 — iy + 8, pour tout y rdéel, alors s(t) ~ A eaJU quand t —3 + .

~

Nous partons de - Mo) ' (s) (po ’Q 5 1)

Conte W(X) = Z j‘\,(n),
ngx o ©
. . 1 fo-st ot
le premier membre s'éerit (/ - dy (x) = / e C‘LWO ).
1 x Jo

t .
w(e ) est une fonction croissante de t.

Comme le fonction C(s) ne s'annule pas sur la droite Re(s) =1 et n un pole simple de

rsidu 1 pour s =1,

- W - -5-1-1- tend vers une limite finie quand s — iy + 1.

L
3. Le théoréme des nombres premiers comne conséquence de qj(x) ~ X,
¥B. Le roisonnement ci-dessous n'est pas teubérien,
@(x) désigne le nombre de nombres premiers  x. Le théoréme des nombres premiers -

offirme ue . I Lo -
q w(x) ~ Tor = o On a déja posé (.’,(x) = n2<x Af(n)
N



posons (3 (x) = Z log p.

P X
On U(x) vx
) Lr) == 6 (x) = 0(x).
W(X) Y ¢ (x) 2 C 1
Do plussi 0 =EGEL), ona k) = O(x) + () fe ),

log 2
0 est une fonction croissante de x

Done Y(x) - Ox) < a ﬁff’(x%) “soit Y(x) -~ O(x) = o(x® log x) = »(x),

N

Done G‘ (x) ~ X

D'autre part, comme conséquence des définitions de @ et W, onea

G (x) £ W(x) log x (x>/1)

et por eilleurs, si @ est un nombre de ]O ) 1[,

0(x) > S logp y o log (7 (x)-x%),

o
xT<pgx

dtolt [U(x)log x {1 & (x) + ¥ log X
L

D'ou les inéenlités ¢

8(x) T (x)log x /
— <

Faisant tendre x vers + m, on obtient

v . CU(X)lOg X /1
1{1in  ou _}_1@_(-——-;(————)§&.

In faisant tendre & vors 1, on voit que

T(x)log x x

lim
log x

X = +

=1, donc J(x)~

4, Fonction },L de Mobius.

Posons si n=1, H(1):1’

si nH>1lz:

H(n) 3 (--~1)q si n cst le produit de ¢ facteurs premiers tous différents
T 0 dans le cas contraire.

= b
Montrons que }: — converge et =0,
n=1

Posant = (n), 1l suffit de vérifier que
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converpe pour |x| {1 ! le série u o pour "L-somme" 0
n Lo
1-x (

Ii
m X

) 5

b) (1)

e I

~—30 quand x — 1-C )
1-x

1 s .
¢) u = 0(=) : condition taubéricnne.
n n

Les conditions =) et ¢) sont immédintement virifidus. On derit par eilleurs

n
nu x
n

n 2 Py X
n>/1 1-x n
1 pour n=1
A Amaan
) L =
ol bn L ,L(d) \
L/ 0 pour n;1.

fl

~

P ot
1
In effet, si n =P, e B les diviscurs & de n, pour lesquels H(c‘) =

Iz
T gont e 2 . T A R 3
(-1)* sont au nombre de Ck (nvec O {a g k) d'ou bn =) Ck(—1) = (1-1)" =0,

n n q=0
mu X __ mx
D*ou Z — = X et (1-x) ) — = 0 quend x — 1-0.
nytl 1-x n) 1 1=x

Remarque ¢ On peut montrer que

- cette propridté de fx(n) est dquivalente au thioreme Ces nombres premiers

- Z i.l(n) = o(x).

n\<x

5., Fonction A .
Posons A (1) =1 et, pour n) 1,

Mn) = (~1 )q si n est le produit de o facteurs premiers pes Breément
différents.
J1 si n est un carréd,
On trouve b =

I
v
=~
=

b ﬁ IO dans le cas contrrire.
Done 2 bn =

n\<x

]
=
—
PR
| AV}
]

(s o ] n
o(x), et d'aprés un théoréme abélien : Y b x = of(—).
! ' LTy 1=x

+ ®
’ . }‘1
On en ddduit que S ) converge et =0 ot il en résulte que 5 \n)
T n(_<—1x
s - N
Considérons E ]__}_\2_(_11_)_ et z 1—-———-2&—({1—2 . Chacunc de ces quantités est dqui
ngx ngx

X
20
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Lo premiére donne le nombre des cntiers x cui sont le produit d'un nombre pair de

pacteurs premiers ; la deuxitme, celui des enticrs qui sont produits d'un nombre impsir

x)‘

de facteurs premiers. Donc, lorsque X —3 o, ces deux nombres sont équivalents (2 3




(Séninaire d'Orsay 1961 /62)
(Exposés de J. Deny) Brposé 28 |

LES POTANTIINS NwTOMIES D' SNERGIE FINIE

Fonetions surharmoniques ot potenticls newtoniens

Introduction. Cette série de quatic exposds sert de préliminaires & 1'étude d'un
probléme de synthese speatrale dans les espaces de Dirichlet, étude qui fera 1'objet
des trois exposés suivanis. Un y Gonan les éléments de la théorie de Cartan [2:}, suivant
d'assez prés ies preuiers exnesds d'un cours fait & dondres (London Math, Soc. Instrue-
tional Conference, Pdcues 1661} ; 1o lecteur dosirant approfondir cette question pourra
consulter 1'ouvrage de M. Brolo? ” ~ Le quatrieme exposé esquisse une démonstration
¢lémentaire d'un théoreme de symthdse spectrale sur 1'espace des distributions d'énergie
newtonienne finie ; ciest ce résultat qui sera étendu aux espaces de Dirichlet, par des

méthodes trés différentes,

I - Rappel sommaire sur les mesures de Radon

On se donne une fois pour toutes un espace localement compact E & base dénombrable.
Une mesure de Radon posit.ve sue I est une fonction d'ensemble B définie sur la trihtu
B des ensembles boréliens de E, % valeurs dans R+, telle 1(e) <+ @ pour tout
|

ensemble compact e, et “elle ove, pour tout~ suite d'ensemble horéliens e deux & deux

disjoints, on ait

[0e} e
wl e =T wle )
i R i [ n
13 n:=1

Si £ est une fonction hoidtienne nositive, cn peut définir 1'intégrale de f par
\ y ) - \ .
rapport a la mesure de Racon poviiive Ly d'une fagon analogue & l'intégrale de Lebesgue
1 . ;. ; . .
d'une fonction numérigue ¢'une variable zdelle

; ¢'est un nombre @ (£), 0 {P(£) £+ oo,

qu'on notera aussi :

£(x) (I}L (x) =

J J

Si f est la différence de dew: fonctions boréliennes positives, on définit 1'inté-

? d}u = (L),

]
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3 ition 1'une su moins des irtédpralecs ¢u sceond bre it finie 1’+ v f
b condition que l'une & s aes 1nteprales du sccond membre soit finie et f
désignent évidemment les partics positive et ndgative de P,

On utilisera constamment les résulvats suivants

19) Théoréme de converpence monclonc. Ztant donrée une suite monotone croissante de

fonctions boréliennes positives fn" on g i

lim 0 = \ { lim 1 jd
n } ) n P
== 00" n— oo

que les deux membres soient iinis cu dgaux a o+ oo,

29) Théoréme de Fubini. Soient E et T deux espaces localement compacts ; si

=3

est une mesure positive sur 4 ¥V une mesure positive sur F, il existe une mesure

positive N sur B XF telle cue, si ¢ et o' sont des ensembles boréliens de E et
P respectivement, on ait : Afc xe') = }L(e)\) (e!),
Si f est une fonction horélierne sur E X T, on a :

Y

2x,y)d A (x,y) }[ {

dJ Lrhq 4
V!
J

et les deux fonctionc g(x) = JC f(:{,y)d v (V) et h(y) =
On désigne par C ltensemble des fonctions continues sur E, nulles hors d'un
compact de E, et par C+ 1'enscmble dos fonctions >/ 0 de C, Le support d'une
fonction £ & € est par définition liadhérence dc 1lensemble (ouvert) des points x tels
que f(x) £ 0,
Etant donnée une mesure de Raden positive W sur E, 1'application f —> 1 (f)
est une forme linéaire positive rur 5 inversement & toute forme lindaire L positive
sur C correspond une mesure . positive et une seule telle que L(f) = H(f) pour
toute £ €C (1'unicité do jt ost une conséquence de 1'hypothése selon laquelle E est

& base dénombrable),

Une mesure importante est la masse-unité au point x =E ; elle est définie par ¢

~>
n}
—
<
N
1l
<
]
tda
>
!
@
N

£ (e) =1 si x€e



-3 =

onadone ¢ £(x) = [f(y) dE}_(y) (£ €C) s on peut done définir £ comme la forme

i, ~

lindaire : T —> 2(x) sur C,

Le support Sl““ diune mesere de Badon positive o est par définition le complémen-
taire du plus grand ocuvert de mesurc nulle peur P

La masse totalc de la mesure H 70 est die 3 c'est un nombre <\'+ ©. Clest

Gy

L
g

aussi le nombre sup }L(i‘), avee £ EC, (1) Lt pour tout x.

\

L
.. r . . N i -
On peut définir une wopologie sur L'ensemble M des mesures de Dadon positives
sur B j on se contenteru iei de la notlon de convergerce d'une suite : on dira que
..;.
la suite de mesures . M converpg:e vaguement vers la mesure i si, pour toute
n P R ’

f€C, la suite I (1) converpe vers }L(f')°

On utilisera & }foccasion la notion de mesurc de Radon "avec signe" ; on appelle

ainsi la différence de deux mesurcs de Radon positives,

s . , .4 +
Ensembles positivement riches de fonctions contines, Un cnsemble F de C  est

. L . . . . . ~ ot .
dit positivement riche s, quels cue soient la fonction f &C, le voisinage V du

support S ¢ et le nombro € » (, 1l cxiste une conbinaison linéaire finie

n

s TN,
- L1
k|

wee . €F, xi R et telle cue
fr. ylh<e o 5 €V

~

ou || g]( désigne la norme upiforme de la fonetica g € C.

4
o

o
"

Exemples. 1?) Liensemble o “outes fenntions de la forme @ (x) L}’(y), avec

+ a
€C ot YEC osb noe tivemert riche dans €
= C,. osh nestivemert rache dans C.

\P E !, .1 SRV i 4 i v " ;(F'

20) Si ) est un wavert cuctidien. liensemble D des fonciions numériques positi -

W
ves indéfini Cpd gk g ; ; s ; +
ndéfiniment dérivabies & supnort compact dans () est positivement riche dans C‘qu

0 ey . hl . . . -
32) Exemple utilisé paer Cartan [2J oit théerie du potentiel ¢ seit F un sous—ensembie

de Cn tel que :

+
R
(a) pour tout voisinage 7 de liorigine, 1 existe une fonction kP € F non identi-

Quement nulle, & suppert conteru dans V
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(b) si WE F, toute translatée < 19 de  par un élément x ER" est dens

P;alors F est positivement riche.

-t - ;
En effet soit f & C 3 on peut supposer que, pour toute kP &F, on ait J[ lp(t)a'o

=1 ; on construit une suite de fonctions (Pn & F telle que, pour tout voisinage V dec

l'origine, on ait SL{‘ (_V pour n assez grand. Alors si on pose
n

) P N A 3 A \f ) o
gn(x) = (f » KPn)(x, = | Lt,n()\ t)f(t)adt

1

g converge uniformément vivs (lorsque n tend vers + o) et on a S’ C Sf +V
n

&n

pour n assez grand. En remplagant 1'intégrale définissant g par une somme de Riemenn
n

convenable, on obtient une fonction réelisant 1'approximation désirée de £,

11 est intéressant d'obsserver que, dans ce dernier exempls, on peut remplacer 1'en-

que, ’ 2
: , n ,
semble des translations par tous les éléments de R par un censemble dénombrable de
. n .

translations partout dense dans R, par exemple 1l'ensemble des translations par les

¢léments a coordonnées rationnelles ; on utilisera cette remarque.

2 -~ Fonctionssurharmoniques

Soit D un domaine euclidien, c¢'est & dire un ouvert convexe de R, On dit qu'une
fonction numérique u(x) telle que - oo <u(x) { + @ (x €D) est surharmonique si

1) u#+ oo

2) u est semi continue inférieurement dans D

3) Si B CD, ona

X \
ux ) ) ulyldor () = | ulx 4y)do (v)
0 J T,X 0 r
S 0 ¢ 8
T,X r
0
o Sr,x y B désignent resy .ctivement la spheére l[x - xo' =1 et la boule fermée
0 "o

\x = xol \< T, O"r x désigne la mesure uniformément répartie sur S de masse
' T,X

0 ’o

totale 1, et Sr’ By O sont les notions correspondantes obtemues en prenant x

a 1! Origine.

On peut montrer qu'on ne change pas la définition si, dans 3), on remplace les valeurs



moyennes sur les spheres par des valeurs moyernes sur les boules.

Voici quelques wésulteds élémentaires concernant ics fonctions surharmoniques (pour
les démonstrations, veir par exemple H)

1) L'ensemble des noints on une fonction harmonique est finie est partout dense, ¢t
u est intégrable au sens do Tebespue sur tout compact de D,

2) u ne peut pas abteindre un miniwva dans 1 sans @tre constente dans D,

3) 81 h est harmonigue dans le desnine I, supposé velativement compact, et sl

lim inf (u(y)—-h(y)) } C peur tout x & 0D (irentitre de 1), alors u >/ h dans D
y= X

4) La fonction

est définie dans un ouvert Dr CD ¢t y est surharmonique et continue, De plus, pour
tout x  fixé, ur(x) est une fonction déeroissante de 1 et ona lim u (x) =uflx)
r -390

5) La limite d'une suite croissante de fonctions surharmoniques es’ soit surharmoni-

que soit identioue & + .

6) i u.(x) (i= 1y a--y 1) sond des fonctions surharmoniques, il en est de méme

i
de w(x) = inf lu.(x) » Ce réultat nlest prs valable pour une famille infinie de
14ig<n

fonctions surharmoniques 3 en fait w(r) niest pas alcrs nécessairement semi-continue

inférieurement .

Nes +oniens.

Le potentiel Newtonien est défini dar D do la facon suivante @

Posons

-n
| x| (x5520), +o i x=0, pour n) 2

7
e

K(x) = 1
1 Log —- (x £0), + w =20, pour n =2

et G(X,y) =K(x~y}). Pour n ) 2, G ect la fonction de Green de 1lespace total et

alors K est, positif.

> Id . . . 3
Considérons unc mesure positive P {pour n =2, on doit aussi supposer que H

est . , . . . . s
a support compact). Puisque G(x.y) est une fonction de y semi-continue inférieure-
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ment, G(x,y)df‘l.(y) existe ; on définit le prtenticl Newtonien de |t par
o o |
Ul (x) = |
P , !
gi dH=f-dX, on éerit T au licu de U' .
L
. . . n , _ . n
Si UH £ 00, Uf esv surharmonicue dens R ot harmonique dans R —SI.L.

La considération des médiations sphériques cst tres utile en théorie newtonienne .

I1 est bien conna que

( .
T N(mx o (x| 7

W g 0 ot ¥

J o) = \
{K(r) (tx=z y 1)

o AN
. . L g ToX Tty P "
11 en résulte que, si r ) ri, U 0~ est nen négatif, partout continu,

et s'annule & l'extérieur de la oule |x-x | < r. Bn faisant varier r,r' et X on

obtient un ensemble positivement riche de fonctions continues. Si on restreint r,r' et x

0

a ne prendre que des valeurs rationnelles, on obtient 1'ensemble dénombrable positivement:

riche utilisé par H. Cartac [21 en théorie newtonienne.
Pour éviter des difficultés techniques dues au potentiel logarithmique, qui nécessits

une étude spéciale, on supposcra _dans toute la suite n > 3.

Un autre outil fondamentel est 1o loi da réeinrocité @ si 8 et v sont deux

mesures positives, on a

s “ 1 F
Y\G(x,y)df},(x)dv (y) = | Upd\) = UQdH {+ .

i
(¥ \‘I i

Cela résulte immédiatoment de la symétric G(x,y) = G(y,x) et du théoréme de Fubini,

- H .
Prenant V= o et désignan® par U (v ) 1a royenne de UH sur 8 il
%, ro X,

vient

o P

F P r,X St Y

U = - = | U770 Qe VG e = .
r(xo) dOr,x() U HYRN j HERVALTT (y) =U (xo)

L
Il en résulte facilement que si U} n'est pas_Identique & + w,; c'est une fonction

Surharmonique.,
I]. . P " - N . n
en résulte aussi que U cst continve et que, pour tout x €R, ona @
. r LNt te

Tr

o .
lim UrL(x) =T H(:{) eb  lim Ut(x) = 0.
== 0 T -0

r—

Brincipe d'unicité des mosses. Si P et v son des mesures de Radon positives et si




UP. = UV #+ oo, alors |t Yo

En effet si on pose A= o o

et, d'aprés la loi de réeiprocitd

. ;\\ IRV
J (H.,L = } U av

L

Coem e

(1e théoreme de Fubini s'applique cnsore, bien que A ne soit pas une mesure positive,

)

grice & 1'hypothése foit~ U 4o o). Le résultat énoncd est alors une consdquence
A

imédiate du fait que les U sonsbituent un cnsemble positivement riche.

Pour achever ces préliminaires, rappelons encore un résultat essentiel 3

Théoréme de décomposition de F, Riesz.

Forme locale. Soit u surharmonique dans D, Si W E D est un domaine borné avec

wCD, il existe une mesurc de Radon positive Hoosur o w et une fonction harmonique

il
h dans w telle que u =U 4 dans w.

’ I
Forme globale (énonede aculement pour L =R,

n)2), 8i u) 0 est surharmenique

n . . . e
dans R tout entier, 1l existe une constante C ) O et une mesure de Radon positive

L
B telle que uw=U" 7,

Do +las, P et C sont déterminés de fagon unique par u:

Bornons-nous & droncor auelques corséquences fondamentales du théoreme de Riesz :

(s . . . . . n
a) Caractérisstion des potentiels rowoniens. Une fonction surharmonique u dans R

est le potenticl Clume mesune ¢o Fadon positive sioob seulement si

EIE) I
Limu (x ) == 0,
20
T =00

1}
b) S u} 0 est surharmonique et u < i , ou = est une mesure de Radon positive,

U est un potentiel newbonion.

v
Yy . . ;s .
c) Inf(UH o, U j est un potentiel newtonien. Plus généralement, si u est surharmo-

i

Dlque Positive, inf(U 1) est un potentiel newjonien,

L
d) Un potentiel U cst la limite d'une suite croissante de potentiels continus
o8
(per exemple U

1/n’°
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séninaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de J. Deny) Exposé n? 2

LES POTENTIELS NEWTONIENS D'ENERGIE FINIE

I - La notion d'énergie

Soit P une mesure de Radon positive sur Rn (n 7 3), et UP‘ son potentiel
nevtonien. L'énergie de - est par définition le nombre
I(I“L) = E UP‘dH L+ o,
Evidemment, si U}l est borné et si P- est a support compact, on a I(}L) {+ 00,

L'énergic mutuclle des mesures K et v ) 0 est par définition

r

Y
I(P,O) :j UHdv =jU du + oo,
-+
On notera E  1'enscmble des mesurcs positives d'énergie finie, et E 1'ensemble

+
des mesures qui sont différence de deux mesures de E .
, +
81 o= P1 - HZ, avec P et HZ dans D, on pose
() = T(p ) + T(py) = 2L(j ) b)),

expression qui a un sons puisque les I(Hi) sont { + o0. On va voir que ce nombre

est positif ¢

Théoréme 1 (principe de 1'énergie). Si L €E, ona I(P.) 70, 1'égalitd ayant

lieu si et seulement si po= 0.

Démonstration. Si [t est & densité suffisamment régulidre (dPL =f dx, avec f
différentiable et & support compact), ccla résulte de 1'expression bien connue (conséquence
de 1a formule classique de Green)

() = %j | grad Uflz ax,
A ( n
ou B = (n-2)sn, s, étant 1'aire de la sphére unité,
Le cas général peut s'en déduire par des passages & la limite un peu laborieux. I1

et préférable d'utiliser la formule de composition de Marcel Riesz

(1) Xlt}o"ngp-t[ﬁ"’l dt:(:d’ﬁ|x|°(+f5"n

D0y By o 0= =P
. 2 r@rdrest,

et 0<a<n, 0<p<n, o+p <n.
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La vérification de (1) est élémentaire (simple question d'homogénéité). Le calcul
effectif du coefficient C(X . est un peu plus pénible, mais sa valeur exacte importe
Ay P

peu pour la théoric.

Appelons potentiel d'ordre o engendré per lo mesure = 2 0 1la fonction Ug

définie par

o} (0 —.-j x -+ 4 ) (0 <o <n)

et énergie mutuelle d'ordre o des mesures H et v 0 le nombre

n
IO((}L,v) =j U(tdv =JU;dp {+ o

(on posera Ia(}l) = Iu(}k, v )

D'aprés (1) on a
x

S{x-t]yn It-y}z—n dt:ko(]x-y{(x-n &k =C ).

Intégrant les deux membres par rapport & la mesure produit H XY et appliquant
le théoréme de Fubini, il vient :

e v

jU@ (t) U(x(t) dt =1{0LIO{(“L’9)'

2 2

A
I

En prenant o= vV on voit donc que O((}l) est finie si et seulement si U est

[ \S] e

de carré intégrable. L'inégalité de Schwarz entraine alors :

1o (b ] <1 o, ()

et par suite :
L (p=v) =T, (}) +10((\>) - 2I0(<H’v)>/0'

Prenant o = 2 +n a bien prouvé que l'énergie newtonienne de toute mesure de E est \//0.
Supposons de plus que I(].L-V) = 0, Alors, toujours d'aprés 1'inégalité de Schwarz,
il vient
j de“ —XU)\dV = I(}L-—-\?, A =0
ur toute A € E, Comme 1'ensemble des potentiels U/\ contient un ensemble positivement
Tiche de fonctions continues support compact (prendre A = U;,x -O:",x’ avec

0<x {r!, x€ Rn), on en déduit =7V , ce qui achéve la démonstration du théordme 1.



IT -~ Théoreme de Cartan

On vient de voir cue 1'Wnergice cst une forme quadratique définie positive sur E.

La racine carrée de 1'ncrgic est donc une norme hilberticnne sur 1l'espacc vectoricl
!

’ P
réel E. On notern | 2 W= 1( H )] * 1a veleur de cotte norme pour la mesure W € E
ot (H y V) = I(}L, v) 1la valeur du produit scalaire associé.

Mini de ce produit sealaire, E e¢st un espace préhilbertien, Des exemples simples

montrent que E n'est pas complet. Un résultat essentiel, dd & Cartan (voir référence

’ A + 7 Id .
dans 1'exposé n® 1) ost que le cne E  est complet., Pour le démontrer, on va établir

quelques lemmes préliminnires s

.V
Lemme 1. 81 (W et v sont des mesures 7,0 telles que UP-SU, alors

I L I0).
- LY (N
En effet I(p):ju dp ?U du :jUd\?\'\\Udsz(\)).
4 %
+ +
Corollaire ¢ sous les hypotheses précédentes, la relation V € E entralne },LEE .
. + *n) [
Lemme 2. Soit (- €E, et soit éU ¢ une suite monotone de potentiels engendrés
/

S

+
par des mesures de E, convergernt partout vers UH s alors }/L converge fortement
— n

(dans 1'espace préhilberticon E) vers },L.

Démonstration. Dans tous les cas on &, d'aprés le thiéoréme sur 1'intégration des

suites monotones .
2 0
Il = U}Ld}.k = lim ,FU fap = dim ().
' n— ooJ n—00

On en déduit (inégalité dc Schwarz) : || i I Yim inf I . | (ce qui est d'ailleurs évident
n—0
d'aprés le lemme 1 dens le cas des suites déeroissantes).

Montrons que “ . ” converge vers || i K
8i la suite U ost croissante, on o lim sup H I'Lnuz \<ill~L”2 (lemme 1), d'ou le

n-500

" résultat,,

8i la suite est décroissante on &, pour n 3 n
o T

' b r Py
[ ]anll2 =SU Yy ) 0 Cap = (Ll )

d'ol s



2]
Yim sup o 17 < Yir . = (i, )
]ln. 3!,]’_)}! },Ln!l Z ]"H.'l (}/Ln’ljn ) (t ’FO) 5
=300 =30
\ ) ; 2 ) 2
ceci ayant lieu pour voub no > 0, onaencore 2 lim sup ” Pn“ \< lim (luk,kkn ) = ”;L;’Z
0

=~ 0 no—‘-)oo

Le lemme 2 s'en ddéduit immédiatemunt, cor ¢

- b = g

Lemme 3. L'ensembie 5 des mesures de © qul engendrent un potentiel continu 4

2
20, = nd vers .
21 fL, ) tend ver 0

support _compact est partovt dense dang K.

Démonstration. I s'agit de montrer qu'en peut apnrocher autant qu'on-veut (au sens

de la norme — dnergie) toute mesure P de E par une mesure de S.
Vo + s ppl

On peut supposer [+ & E , car toute mesurc de E est difference de deux mesures

+
de E.

\ + .

On peut supposer que Pooest a support compact, car toute mesure de E  est, d'anris
le lemme 2, limite forte de ses restrictions aux boules B(C,n), la suite des potentiels
engendrés par ces restrictions étant monotcne, convergeant vers le potentiel engendré

par la mesure donnée.

L L
ol : P n - !
On peut également supmoser que U  est continu. En effet toute mesure VY € E
\l) \)
est limite forte des mesures ¥  (définies par U7 = U,,/ (voir conséquence (d) du
n i/n

. , . . . : n v
théoreme de décomposition de Piesz, exnesé nt '), Lu suite 4U } croit vers U,
8
n
done Vn converge fortement vers ¥ (lemm2 2), Cn rait que les U , obtenus pa-
sy N Y . N . N
mediations sphériques, sont continurs. Il reste R orouver que si v est & support compact

\)

; . e ; n .
il en est de méme de Qn ; 0T ceane wesulte de ce que U est harmonique hors d'un com-
pact, ou, mieux, de ce que V_ est le produit de compesition v % 0‘1/ .

' n n

Finalement, P ayant lex propriétds précddentes, 1l suffit d'approcher o par les

) H-

mesures (non positives) R "Ln" ot J 7 = inf(U 15) (voir conséquence (c¢) du

£ ) /7 . - . by

théoréme de décomposition de Riesz). Dlapres le lemme 2, K converge fortement vers
: n

q

1 n . . .
v D'autre part U est continu et nul hors d'un compact, puisque la mesure B est

: a
% support compact, done le potentiel U’ tend vers 0 & 1'infini.
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Théoréme 2 (Théordme ce Cactin). Le cdne E est complet.

: +
Démonstration., Soit {Fn} une suite de Cauchy dans E .
Demonstratlon

Cette suite admet une limite vague o En effet, pour toute mesure A €E, ona

IJUA({PEH - {'U}\é(‘}'lhi - ’</\ 4 lmmlrl\n){ /\: A “ H }'Lm—-Hl“

A
A .
done la suite de nombres réels [ J d}t est convergente. Comme 1'ensemble des potentiels
N

U

U contient un ensemble positivement riche, ic suite Hoooest vaguement convergente.
n

Cette limite vapgue est un élément de E . En effet, d'apres la semi-continuité

inférieure de la fonction de deux variables K(x-y) et la convergence vague de

}Lnx}Ln vers LL X, ona:

| 1 HZ :HK(x-y)d}L(x)dp(y)\/\' Lim infﬂ K(x-—y)d,,xn(x)d}%(y)
= llilm_._ijn%‘O ”Hnﬂz {00, ’

La suite })Ln converge faiblement vers | (i1 s'agit de convergence faible au
sens des espaces de Hilbert). En effed la suite des normes est bornée. D'autre part
les potentiels continus & support compact sont partout denses dans E, et, pour un tel
potentiel U , rn a, diapres la convergence vagie :

(H , ) = J U>\d}L = lim iU'\d}Ln = (Hn’ A).

lim

n—00 n—>

La mesure L étant une limite faible de la suite de Cauchy {}.L}, c'est aussi
n

une limite forte, ce qui achéve la démonsration.

IIT - Les principes du maxizmm pour les potentiels d'énergie finie

Voici une consdquence +acile du principe de 1'énergie et du théoréme de décomposi-

tion de Riesz qui sera trés utiie dans i'étude du balayage et de 1'équilibre :

o om————

’ . + . . .
Théoréme 3 (Cartan). Soit }.L une mesure de B, et soit u une fonction surharmoni-

n . . L . .
te dans R (n ), 3) 3 sion n 1a relntion v (x) £ u(x) sauf sur un ensemble de mesure

(];OUI‘ },L

@.@, alors U' ( u.

En effet, il existe une mesure v » 0 telle que UwJ = inf(U'LL, u) (conséquence (c)

+
du théordme de décomposition de Riesz), D'aprés le lemme 1, ona VEE et



. Tout revient donec & montrer que W=7 3§ or on a
ol < I pep=

. r .“
Ip =1 = 1l 1 - 2

v e o
Comme on a ¢ U (x) = inf(UP(x),u(x)) =U"(x) presque partout pour la mesure by il viend

{UX)(x)dP(x) = J U}L(x)dlu(x) = ”H”2
ol : R RTINS
et finalement “}i—\)” =0, d'on }.L:O , d'apres le principe de 1'énergic,
Remarque. Le théoreme 3 pourrait tomber en défaut si la mesure e ? 0 n'était pas
d'énergie finie.
Les résultats appelds principes du maximum sc déduisent immédiatement du théoreme
3 en particularisant la fonction surharmoniaue u ; il suffit de les énoncer

. . . +
Principe complet du maxirmm. Si }_}, et V¥ sont deux mesures de E et a un

~
nombre réel » 0 tels que UH(X) \< U (x) + a sauf sur un ensemble de mesure nulle pour

}1, alors UH\< U.\)+a.

Principe de domination, Méme énoncé, avec a = 0.

Principe classique du maximum. Méme énoncé, avec vV = 0.
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(}_Ibcposés de J, Deny) Exposé n? 3

BALAYLGE, ECUILIBRE, SUITES DE POTENTIELS.

I - Le balayage
Jos il , n . . Ve .
3 . 2ine L 2 L N L & . C ne $ 1€
Définition. Un ensemble ¢ de R est dit exceptionnel s'il est de mesure nulle
|-{- . v / . 0 3 >
pour toute mesure de &I (ensemble des mesurcs positives d'énergie newtonienne finie).
Un tel ensemble est de mesure de Lebesgue nulle, car la restriction de la mesure
s L+
de Lebesgue & tout compact est un élément de E .

11
+ !
Si §* €E, 1llcnsemblc des points x tels que U (x) =+ o est un ensemble

3 +
exceptionnel, car SU dv < + oo pour toute mesure VEE .

Si une propriété a lieu en tout point de B' sauf aux points d'un ensemble excep-

tionnel, on dira qu'elle a lieu & peu prés partout.

+
Notation. Soit F un fermé de Rn. On notera E; 1'ensemble des mesures de E

+

dont le support est contenu dans T (on dira : portée par F). Cet ensemble EF est

évidemment un cdne formé et complet de E (cela résulte de ce que toute limite forte

+ .
de mesures de E  est une limite vague).

’ 7 + Id Al
Théordme 1 (du balayage). Etant donnée une mesure A €E et un fermé F, il

. . + .
existe une mesure unique H’ & EF telle que 1'on ait

o (x) £ o) partout

!
UP (x) = Uu(x) & peu prés partout sur F.

Démonstration, L'unicité de L' est une conséquence immédiate du principe de
énergie ; on effet si pooet }LL" répondent aux conditions, on a évidemment
o <o : 44 : p LN
p - " =0 (d'apres 1'égalité & peu pres partout sur E de U et U7 ) dled
o ape,
Pour établir 1'existence de W', on utilise le fait que, d'aprés le théoreme
de Cartan, E;

est un ensemble convexe non vide et complet. D'aprés un résultat tres

. + .
classique de 1a théorie des espaces de Hilbert, il existe un élément Q! EEF qui
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réalise le minimum de 1s distance de p a E; 3 on va constater que cet élément !
convient.
En effet cet élément ' est caractérisé par
(W =y, b =) 40 (EE).
o) = F

+ + .
Pour toute v EEF onn ! 4N & EF’ d'en

(1) (bt =iy¥) 70 (3:E

. . \ + e
Comme la mesurc nulle appartient aussi a EF’ on a également @

(2 (0 =15, 1) <0,
Ces relations (1) et (2) caractérisent !, Or 1'inégalité (1) s'éerit ¢
! H 4+
fU"L vy, fU & O <E)
. A
ce qui entralne
},U ] ,,i.
(3) U (x) 2 U (x) a peu prés partout sur F.
D'aprés (2) en a donc @
Hl ) v
U au &) U'd)
J s -
d'el, en faisant V =M dans (1)
N
JU dut =| o dy!
v e . e \ . A "'n }‘&
Cette inégalité, jointe & la relation (3), entraine U' (x) = U (x) sauf sur un ensemble
o . . A }«U >
de mesure nulle pour I.L ', Le principe de domination entraine alors Ul (x) < U (x)
partout, d'oll, en rapprochant de (3) s
}L' P‘ \ N\
U (x) =U"(x) & peupres partout sur F
¢¢ qui démontre le théoréeme du balayage. Cette mesure unique \4’ sera appelée
balayée de M- Sur F.
UH’ f‘L . .
Remarque 1. On a (x) =U (x) en tout point intérieur & F, car deux fonctions
Swrharmoniques qui sont égales presque partout dans un ouvert sont égales en tout point

de cet ouvert, Ce résultat, moins précis que lc théoréme 1, est cependant loin d'&tre

trivig],
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Remarque 2. La mesure M!, balayée de P sur F, est la projection orthogonale

A
de pu sur la variété linéaire (de E, ou plus généralement de l'espace E complété de

+
) engendrée par E. ; en effet les propriétés caractéristiques de I ! entralnent

F’
: _ +
(W =V, =v)=0 @ eEF).

Les projections orthogonales dans un espace de Hilbert diminuant la norme, on

aura donc i < M
-
ce qui est d'ailleurs une conséquence évidente de la relation U¥k <U P ot du lemme 1
de 1'exposé 2.
Remarque 3. Soient X et Vv deux éléments de E+, et soient ‘p.’ et ¥ ! lours

balayés sur F. D'apres un résultat classique sur les projections orthogonales dans un

H N 1
SU“ d\):JU) ap = S ™ avr,

Remarque 4. (Transitivité du balayage). Soient F et F' deux ensembles fermés

espace de Hilbert, on a

n e oo .
de R, avec F'C F.Soit P.E E et soient Pp et 'HF’ les balayées de (- sur

F et F' respectivement. Alors HF' est la balayée de Pp Sur Pt. Il s'agit la

encore d'un résultat bien élémentaire lorsqu'on l'interprete en termes de prajectiona
dans les espaces de Hilbert (théoréme des "trois perpendiculaires").

4+ .
Remarque 5 (Continuité & dwoite du balayage). Soit M- une mesure de E et soit

n . .
F. un fermé de R's A tout nombre réel € >0 on peut associer un voisinage V de

Fo possédant la propriété suivante : pour tout fermé F tel que Fe CF_Viona

”HF Py ”, k.

En effet, si {FHS est unc suite décroissante de fermés tels que M Fr = Fo’ les
1
n

+ .. . . + . , .

chnes EF sont décroissants et ont pour intersection EF ; 11 en résulte immédiatement
n o

que HF converge fortement vers P e
n 0



IT = Tquilibre - Capacité

Théortme 2 (de 1'équilibre). Etant donné un compact € de Rn, il vxiste une

+ , \ Cal g .
mesure 25‘ € B, ¢t une seule aui pogsedi les propridétdés suivantes
bl C

Uh'(x) =1 apcu prés partout sur C ;

UK (x) £ 1 pertout dons R,
A
Démonstration. Ln mesure | = U”r/K(r) est telle que U (x) =1 pour |xi& r,

U}P(x)é1 pour tout x € R'. Il suffit alors dc prendre r assez grand pour que
la boule de centre O ot de rayon r contienne le compact C ; la mesure X balayde
de }v sur C, répond dvidemment aux conditions du théoreme ; une telle mesure cst
unique, d'aprés le principe de 1'énergie.

Cette mesure ?{ est appelée distribution capacitaire de C. On vérifiera que
¢'est 1'unique mesure de E.é qui rend minimum 1'intégrale de Gauss : j U - 2)dH'
0n aurait d'ailleurs pu montrer direcctement (& 1'aide du principe classique du maximum)
que la mesure de E; qui rend minimum 1'intégrale de Gauss satisfait aux conditions

du théoreéme 2,

Définition., On appelle capacité newtonienne du compact C 1la valeur cemmune des

deux nombres “ - H2 et fdr.
| D
On vérifiera aisément les deux propositions suivantes @
La capacité du compact C est la borne supérieure des masses totales des mesures
+
de EC dont le potentiel cst partout < 1.
iy . .ot s 3s
La capacité du compact C ost mulle si et sculement si EC = {0}, clest a dire
51 C est un ensemble exceptionnel, Sinon la capacité de C est l'inverse de la borne
inPhes . +
Inférieure de 1'énergic des mesures de EC dont la masse totale est 1.

La capacité intéricure d'un ensemble quelconque e est la borne supérieure des

tapacités des compacts contenu dans e ; un enscmble borélien (plus généralement "uni-

Versellement mesurable") est donc exceptionnel si et soulement s'il est de capacité
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intéricure nulle, La ¢apacité oxtérieure de e est la borne inféricure des capacitis

ﬁntérieures) des ouverts conterant e. On dit que ¢ est capneitable si capi(e) =
cap (e)e
e

Par définition, tout ouvert est capacitable. I1 cst tres facile de montrer que tout
compact est capacitanle : celn résulte de la " continuité a dreite" de la copacité, qui
est une conséquence imaddinte de la continuitd a droite du balayage.

Lo capacité est évidemnent une fonetion croissonte d'ensemble, c'cst aissi une fone-
tion sous-additive d'ensemhles. En coffet on montrera facilement que, pour unc suite

d'ensembles boréliens (plus généralement "universellement mesurables") e on a 3
n

(o )€ S ean (o
cmpi( n On)‘“ P pi(cn)’

oo

d'olt il résulte que, pour unc suite d'ensemble quelconques ¢ , on a ¢
n

cap (We Yo T
pe( n Ln)\Q LEA e n

La capacité n'est pas une fonction additive d'ensembles. Cependant elle satisfait

8 la condition de convexité forte de Choquet & si C' et C" sont deux compacts, on a

cap(C*NC") + cap(CtC") < cap(C') + cap(C") ;
¢'est une conséquence assez facile du principe complet du maximum, La convexité forte
¢t la continuité & droite entreinent un célebre théordme de Choquet, qu'on ne démontrera

Pas ici 3 tout cnsemble borélicn (plus généralement tout ensemble analytique)

est eapacitable.

Observons encore que l'intersection de deux ensembles capacitable n'est pas néces-
Salrement capacitables ¢ on cffet soit e un ¢nsemble borné non capacitable (i1 existe
de tels ensembles) ; soient S et S' deux spheres de méme.centre et de rayons
difPérent intdri J {

rents contenant e dans leur intérieur ; les cnsembles Sl/e vt S'e sont

Cepacitables, leur iumtersection e ne 1'est pas.



IIT ~ Suites de potentiels

Lerme. Soient B et ) deux mosures positives d'éncrgic finic, et soit o un

nombre réel > O 5 on & 1'inégalité :
nombre Ieo2

Cipavii?

S ) |
cap(\{x}Ur (x) U (x) » o &=

2
| e

. oY . 3 : N
Démonstration. Si U~ ost contimu, U' - U v est serii—continu inférieurcment, donc
zemonsviat on

¢l -0

1'ensemble _x) (x) = U (x) »= [ cest ouvert. Soit e un compact contenu dans cet

cnsemble, ot soit T 1o distribution capacitaire de ¢. On a

o gd(\f ( J(UH'- v oy & ol i}

ttou

¢t par suite @

cap{x Ur(x) - U\)(x) VX } < M .

Co o . c a4
8i maintenant ¥ est une mesure quelconque de E , il suffit de considérer une
. . . , dn P :
suite croissante de potentiels continus U convergeant partout vers U, La suite
de mesures \>n>/ 0 converge fortement vers V (exposé 2, lemme 2), et comme la relation

3 R P N
UE(X) ~U(x) > & entraine U (x) =U "(x) > & pour tout n, il vient, en appliquant

N

‘s N . .
la formule précédente & U ~U , puis entisant tendre n vers + o 3

. e
cape{x)UH(x) - U\) (x))O(} \< \-l-r‘—_z\)—u—.
X

Pour avoir exactement 1a formule du lemme (avec 1'inégalité large dans le premier

membrd, il suffit d'eppliquer la formule précédente aux nombres réels ™~ & , puis de

feire tendre & vers C.

Remarque. Du lemne précédent on ddduit : si [ est unc mesure (non nécessaircment

Wsitive) de E, on a

]2

czmpe{xs \Uﬁ(x) ‘x/ 0’*} \< 2

Une démonstration un peu plus compliquée permettrait de supprimer le coefficient 2

 second membre .



—-T=

\ ¢ . -~ + .
Théoreme 3, Etant donnée une suite de mesurcs . & E dont les potenticls forment
[

une suite décroissante, . converpe fortement vers unc mesure v., et on a
cnmma ]
H
. n " L. ;o
= 1lim U (x) saui sur un cnsemble de capecité extérieure nulle,
n—->00
Démonstration ¢ La suite f. est fortement convergente, car c'est une suite
yemonsuraL o n

0 (x)

de Cauchy, comme celo résultc de la relation

| M
il i 20

"
N ! HMPHZ +| thUZ - 2] s

2

IlPh+p - Phl
T TP I i

Soit alors o la limite de . . d'apres le lemme précédent on a
i
, .

[t
L.
08

A
cape{x}U}n(x) - U$?x)2'0 }-(

(ette quantité terd vers 0, et on achéve aisément.

Remarque 1. La convergence (sauf sur un cnsemble dc capacité extérieure nulle) de
#h . hat
U~ vers un potentiel U’ est encore valable mfme si les mesures Fh } 0 ne sont pes
d'énergie finie (théorémc de Brelot - Cartan). On suppose seulement que les potentiels
U ne sont pas tous identiques a + oo.

Remarque 2. Toute suite croissante de potentiels de mesures positives converge
partout vers + @ ou vers une fonction surharmenique (donc vers un potentiel de mesure
positive si la suite est majoréepar un potentiel). Cet énoncé, beaucoup plus facile

que le théoréme 3, résulte immédiatement du théoreme de décomposition de Riesz et du

fait que la limite d'une suite croissante de fonctions surharmoniques est une fonction

surharmonique ou la constonte + 0.

Corollaire. Soit F wun fermé de Rn, et soit Vo p la balayée sur F de la mesure

g f‘L

+ F
FEE, Ona U (x) =U " (x) sur F, sauf sux points d'un ensemble de capacité

extérieure nulle.

Bn effet il suffit de prendre une suitc strictement ddcroissante de fermds F
n

(Fn+1(:intérieur de Fn) dont 1l'intersection cst F. Alors M- converge fortement

F
n

vers HF (voir la démoastration do la continuité & droite du balayage) et la suite

Hn rd - N, : s 4
U est déeroissante (d'apres la transivité du balayage, ou plus simplement d'aprés
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o HF - . . \
le principe de dominetion)s Comme on a U 1(x) =U (x) en tout point x intérieur &
7 (remarque 1 suivant le théoréme du balayage), done en tout point de F, on conclut
n

grice au théoréme 3,

Bibliographie. La plus grande partie des démonstrutions de cet exposé ost duc a
H, Cartan. Voir article cit¢ dans 1'exposé 1, et aussi @

i, Cartan 3 35?25358)(}11 balayage en potentiel newtonien (Ann. Univ. Grenoble, 22 (1946)

Pour 1'étude approfondie de la capacité et de 1o capacitabilité, voir

G, Choquet s Theory of cnpacities (Ann, Inst. Fourier 5 (1953/1954) 131-295),
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(Exposés de J. Deny) Bxposé no 4

LES POTENTIZLS MNiSUTONIENS D'ENERGIE FINIE

Distributions d'énergic finie - Synthesc spectrale

I - L'espace de Dirichlet classique

_ m . :
Soit (% un ouvert de R (m-,1). On notera 75 ({i) 1'ensemble des fonctions
réelles (on pourrait considérer aussi bien des fonctions complexes) indéfiniment dériva~-

o
bles & support compact dans .. . L'intégrale de Dirichlet d'une fonction u de ()

est D(u) = j! grad u|2 dx.

La racine carrée de D est évidemment une norme hilbertienne sur (). Ainsi

normé, QD (Q)) constitue un espace préhilbertien, noté ﬂ_\)1(ﬂ).

-

Evidemment ) )1(@,) n'est pas complet. On peut toujours considérer l'espace de

P
Hilbert @1(f1) obtenu par complétion. Mais cet espace n'offrira quelque intérét

pratique cue s'il est un espace de fonctions (ou de distributions), c'est & dire s'il

existe une application linéaire continue injective de ’1\1(\(‘1) dans un @pace fonctionnel

déja catalogué, On va montrer qu'il en est presque toujours ainsi :
o
Théoréme 1. L'espace f:J»)1 ({2), obtenu par complétion de 1'espace {1 (()) muni de

3=

la norme de Dirichlet D? est un espace de fonctions dans les deux cas suivants @

A
12) (), est relativement compact ; alars les éléments de ;\)1(57,) sont des classes

A

4 : 4 - . . . . AT , 2
de fonctions de carré intégrable sur (Y, et ll'injection canonique 3 5/1)1(;&}) S

Q)

g5t continue.

22) (), est_quelconque, mais le nombre de dimensions m est >3 ; alors les é1é-

AN

Tents de @1(51) sont des classes de fonctions qui sont localement de carré intégrable

dang 0,» et 1'injection canonique ;}\1‘ () ~—-—-; Lioc(‘o‘) est continue.

Démonstration. 12) Supposons (3 relativement compact, donc contenu dans un pavé

centrd 'origine et de c6té 2a. Soit uE&\ W3) et seit x = (x1, x2, ceey X ){—kQ.
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on a (en désignant encore par u le prolongement de u par O hors de (L ) :

X‘] .

u )

u(x) = j %;(—— (t, Xypenss xm)dt.
L. 0% )

D'apres 1'inégalité dc Schwarz on a donc 3

Yeuny xm)]2 dt

X
2. 1 ou
lu(x)]? zaj }O—X1(t, x,

-8

d'el, en intégrant sur le pavé :

Du(x) ; 2dx o 4a2j

d'st 1'inégalité de Poincaré @

du 2

j lu(x) }2 dx < 4&2 D(u).
On a donc ”u” 5 \(C(.Q) (D(u))%, ot C(s%) est une constante ne dépendant que
L
de l'ouvert (). La oremiere martic de 1'énoncé s'en déduit immédiatement.
29) Supposons ), aquelconque, et m 2> 3. On va d'abord établir une majoration é1é-
mentaire concernant 1'énergic newtonienne :
Soit f wune fonciion de carré intégrable, a support cempact Sf i 1'énergie newto-

nienne de la mesure de densité f est finie, car on a

I(£) = S& lx=t]2™ £(x) £(4) ax
d'ell, par un calcul tres simple ¢
1(f) éA(sf)j 21 ax,

ol la constante A(S_ ) ne dépend que du support de f.

T
Soit alors u € D({)L). D'apres la formle classique de Peisson, u est le poten-
tiel newtonien engendré par la mesurc de densité v = ~Nu/a , o a est un ceefficicnt
m m
qui ne dépend que de la dimension m (am = (m—2)sm, ou s ost 1'aire de la sphére

mité), D'aprés la formule de Green, 1'énergie de v est :

I(v) = fU vax =- 1 [u/\udx:l J‘grad 1112d.x.

a | a
m m
Soit maintenant K wun compact de (), et soit f ¢ L2(K). On a :

th:fﬁf@:ﬂmf)
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o I(v,f) est l'énergie mutuclle de v et f£. D'aprés 1'inégalité de Schwarz et les

estimations précédentes, on = :

4(K)

a
m

(I(v,f))zg; I(v)I(f) < \? l2 dx& (grad ul2 dx

d'ot la mejoration

[

\gu £ dx | (B(K) (D(u))® .

o

2
Cette mejoration ayant lieu pour toute f ¢ L (K), on o finalement

b= ~-

uj ¢ B(K) (D(u))
I ,sL2(K) <

ce qui prouve entierement la deuxitme partie de 1'énoncé.
Remarque 1. Si f} est quelconque et si m ™ 3, on peut montrer, en utilisant le

théoreme de Scboleff (cui est beaucoup meins élémentaire que les considérations préeé-
. ) 3 1 1 1
dentes) 1l'existence d'une constante S telle que | ulf q‘é‘ S(D(u))?, avee - == - -.
N L

ry oo Oy \ . .
Cele prouve que les 4léments de o' (L)L) sont des classes de fonctions de puissance

1

q-iéme intégrable.

Remarque 1. Si le nombre de dimensions m est 1 cu 2, et si ntest pas
sy

. 0N (L . . .
relativement compact, 1'espace (,;)_,.i“(f\. 1) peut ne pas &tre un espace de fonctions (ni

néme de distributions)s Pour m =1 cela se produit si et seulement si () = R. Pour

"
m=2 cela se produit en particulier si (, =R .

ey . m
Définition. Dans toute lo suite de cet cxposé, on prendra [) =R, avec m ;3.
P A

m
L'espace -9)1 = @ (R') sera appelé 1'espace de Dirichlet classique.

IT « Los distributions d'énergic finie

On rappelle que E désigne l'espnce (préhilbertien) des différences de mesures

A

Positives d'énerrie finies On notern E 1'cspace hilbertien complété de E. On vo
chercher & caractériser cet espace.

Lemme 1, Les fonctions indéfiniment dérivables qui engendrent un potentiel newto-

1 /’\
en & suppert compsct sont partout denses dans E  (done dans E).
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Démonstration. In eifet on a déja vu (exposé 2, lemme 3) que 1llensemble des mesurcs
T —————————————

qui engendrent un potentiel continu & support compact est portout dense dans E. Le

lemme 1 s'en déduit immédiatement par "régularisation",

s . . . +
Donnons quelques préeisions : soit jL= H! - W7 (1 et LM ¢ E) une mesure de
. M . N . .
E dont le potenticl U est continu et a sunport compact. A tout entier n associons

une fonction indéfiniment dérivable O(p % 0, nulle pour |x| >/1/n, et telle que

ju (x) d&x = 1. La régularisée f = L %t

, définie par (x) :[
n n n n .

Un(x—t)dH(t)’ est
indéfiniment dérivable, et elle enpendre la potentiel (indéfiniment dérivable et & sup-
port compact) Ufn =0 O(n*}kz (Xn * UH. Lorsque n tend vers 1'infini, les mesures

Ctn kL et O(n * M convergent vaguement vers W' et u", et la fonction Ufn
converge uniformément vers U ’U“et s'annule hors d'un compact fixe, En se reportant

2 la définition de 1'énergie sous forme d'intégrale (I((p) = jUH\dp) on trouve alors

imédiatement qu'on a ¢ lim I( LR P) = 0.
n—s 00

Théoréme 2. L'application ¢ u — -Au/am de (@1 dans E se prolonge en un

AN AN as
isomorphisme de ())1 sur E. L'espace E est donc un espace de distributions de

AN
Schwartz, & savoir les laplaciens des fonctions de @1. Ces distributions seront

appelées distributions d'énergie newtonienne finie.

Ié . . -X m . .
Démonstration. A toute fonction wu¢ QD (R') associons la fonction v = —Qu/am.

la mesure de densité v cst un élément de E et on a, d'aprés la formule de Green

1

1) =2 )

clest & dire

2
gD .
1

i = 2l

[ . . . . \ . S 4
L application lindaire u —> v est donc proportionnelle a une isométrie de (Q1 dans
B ~

1 et cette isométrie se prolonge évidemment en une isométrie de ), sur B, car

N
. sy, fps i (N
les fonctions u considérées sont, par définition, partout denses dans LC,UV et les

fonctions v = ~A u/am sont, d'aprés le lemme 1, partout denses dans E, car u est



Je potentiel newtonien engendré par v.
Signalons, en vue des applications, les deux propositions suivantes :

Proposition 1. Toute suite de Cauchy dens E est convergente au sens des distributions.

A
4] A
Cela résulte de ce que le convergence dans ~O1 entralne la convergence dans l'espace
m ’ N\ . . . .
LZ (R') (théoreme 1), donc 1~ convergence au secns des distributions, et que la laplacien
lec ’

(comme toute dérivation) est un opérateur continu dans 1'espace des distributions.

Proposition 2, Toute distribution d'énergie finie est limite forte dans E de ses

régglarisées.

En effet ce résultat » déja été étebli pour les mesures engendrant un potentiel
continu & support compact (voir démonstration du lemme 1). La proposition s'en déduit si
on observe que ces mesures sont partout denses dans E, et que, pour de telles mesures
I 1'application linéaire P00 * L de E dans E diminue la norme si j\]ci(x)ldx
(1.

Remarque. Si une distribution de ﬁ est une mesure, il n'est pas toujours vrai
que cette mesure soit dans E (ses parties positive et négative peuvent &tre d'énergie
infinie),

ITI, Syntheése speetrale des distributions d'énergie finie.

Théoréme 3. Toute distribution d'énergie finie est limite forte de mesures qui sont

des différences de mesures positives d'énergie finie portées par le suppert de T.

Démonstration. Soit F un fermé de Rm. Introduisons les ensembles suivants :

WF est 1'ensemble des distributions de E dont le support est contenu dans F ; Vf

est 1'adhérence de 1'ensemble des mesures de E dont le support est contenu dans F,

Les ensembles VF et WF sont des sous—espaces fermés de E, et ona Vf (;Wf.
C'est une conséquence immédinte de le proposition 1, d'ou il résulte qu'une limite forte
de distributions portées par F est une distribution portée par F.

Le théoréme 3 affirme 1'identité des sous—espaces VF et WF. On va montrer
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cette identité seulement dons le cas et F ost compact. Pour cela introduisons encore

une notation:

m
i JS) est un ouvert de R on pose @

(K décrivant 1'ensemble des compacts de ). D'apres la proposition 1, 1le support de

toute distribution de V est contenu dans 1'adhérence L) de [

[ ]

Si F est compact, on a 3

(1) W= (v
' (DF 7

en effet toute distribution T & m \{Q a son support dans m E, donc dans F j
CODF - QOF
omadone Tc WF. Inversement si T ¢ W, clle est limite de ses régularisées (proposi~-

tion 2) 3 une telle répularisée est une fonction indéfiniment dérivable & supnort compact,
donc un élément de E j comme ce support peut &tre choisi arbitrairement voisin de F,
il en résulte Te¢ [ ) V., 3 4'ob la relation (1),

Nor -
Soit maintenant pe E, et soit PI\ sa balayée sur le compact K. L'interpréta-

-~

tion du balayage comme projection orthogonale (remarque 2 de 1'exposé n? 3) montre que
PK n'est autre que la projection de [t - sur VK. Par définition de Vfl , la projection
i\

de “ sur VO, est une mesure positive (puisque limite forte de mesures Pk qui sont
Q

positives), D'aprés (1), le projection de o sur WF est encore unc mesure positive.

C'est donc un ¢lément de VF'

N ., . . + +
On achéve aisément ¢ 1la projection sur W_ d'une mesure de E=E ~E est donc

F
la différence de deux mesures positives d'énergie finie, donc un élément de V.. Comme
A
N

A
E est partout dense dens E, il en résulte que la projection de tout élément de E

sur WF est un élément de VF. On a donc WFC VF et par suite WF = VF, C.Q.F.D.

Remargue 2. 8i un ensemble fermé est de capacité nulle, il ne supporte aicune distri-

b 5 . . . 7 Ié 3 e
M'énergle finie non nulle. C'est une conséquence évidente du théordme 3.

Rﬁngrj_l_lg 3. Le théoréme 3 est un théoréme de synthése spectrale. En effet soit




-7 =
2 2 ] . s 7 N sy’
L(1/|x|) 1'espace des fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure de densité
m .
1/“]2 sur R . On peut montrer que la transformation de Fourier établit un isomorphisme
2 2 A o . , Cpa .
entre L (1/Ix, ) et 1'espace E des distributions d'éncrgie finie. Si on eppelle spectr:
) .2 2, e .

de la fonction fr L (1/lx’ ) le support de la distribution qui est la transformée de

. Vd Ié /Y 7 . ,,2
Fourier de f, on voit aue le¢ théoréme 3 permet d'énoncer : tout élément f ¢ L2(1/5x. )

peut 8tre approché, au scns de la norme, par des combinaisons lindaires finies de transfor-

nées de Fourier de mesures positives portées par le spectre de T,

Un tel résultat s'dnonce ¢ la synthese spectrale cst possible dans L2(1/§x12).
Lo recherche des fonctions positives k telles que la synthése spectrale soit possible
dans L2(k) est un probléme intéressant ot difficile sur lequel on se propese de revenir
dans le cadre de ce séminaire. Signalons seulement, pour 1'instant, que la synthese
spectrale est possible dans L2(1/|x]C*), avec 0 (O 2 si m)3, 0 A(m si
n=1 eu 2.

Remarques bibliosraphiques. On n'a fait appel qu'au minimum de notions sur les dis-

tributions, et en n'a utilisé que la définition et les notions de support, de cenvergence
des suites de distribution , et de dérivation. Pour ces éléments, on renvoie évidemment
au livre de L, Schwartz, Théorie des Distributions, t. 1, Paris 1950.

Les distributions d'énergie finie ont été définies, d'une maniére trés différente
(en utilisant la transformation de Fourier) dans 3

Jo Deny t Les potentiels d'énergie finie (Acta Mathematica, 82 (1950) 107-183).
Le théordme 3 a 6té démontré dans cet article, mais la démonstration, qui est celle
de cet exposé, n'est pas valable pour les distributions & support nen compact.

A

Pour 1a caractérisation des ouverts <) de R et R2 tels que D (Q) ne soit

1

Pas un espace de distributions, voir

Js Deny & J. L, Lions ¢ Les espaces du type de Beppo Levi (Ann. Inst. Fourier,

§ (1QRA\ anr arma)
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Le probleme général de synthese spectrale auquel il est fait allusion dans la
derniére remarque de cet exposé a été posé, et résolu dans un cas particulier, par ¢

A. Beurling ¢ Sur le spectre des fonctions (Colloque d'Analyse Harmonique, Nancy,
1947).

Un résultat qui englobe ce théoréme de Beurling et le théoréme 3 est énoncé sans
démonstration dans

A, Beurling et J, Deny : Dirichlet spaces (Proc. Nat. Acad. Of Sci, U.S.4. 45
(1959) 208-215).

Les prochains exposés de ce séminaire seront consacrés a la démonstration de ce

résultat.




(sénineire d'Orsay 1961 /62)

(Eqmsés de J. Deny) Exposé n? 1

SYNTHISE SPECTRALE DANS LES ESPACES DE DIRICHLET

Notions sur les espaces de Dirichlet zéguliers

1 - /xiomes et premiércs conséquences

(ontractions normales. Soit E un ensemble quelconque, soient u et v deux applications

dje E dans le corps C des complexes. On dit que v est une contraction de u si,
pour tout couple de points x ¢t y de E, ona:
[v(x) = v(y)} & lu(x) = uly) .

0n dit que v est une contraction normale de u si on a en outre @

| v(x)} € (u(x)& (x £ E).

Soit T wune contrection normale du plan complexe, c'est-a~dire une application de C
dans C qui diminue les distances et conserve l'orgine ; alors si u est une application
de E dans C, 1la fonction v =Tu (v(x) = T(u(x))) est une contraction normale de u.
0n peut montrer inversement que si v est une contraction normale de wu, il existe au
moins une contraction normale du plan complexe, soit T, telle que v = Tu.

Les contractions normeles du plan complexe qui seront le plus utilisées sont :

12) L'application z — |z | (la contraction "module™)

29) La "projection" sur un cnsemble fermé convexe du plan complexe contenant l'origine,
en particulier la projection sur le segment {0 y 1} de 1'axe réel, Cette derniére

tontractien est appeléc la contraction “ondamentale.

Définition des espacos de Dirichlet réguliers. Soit X un espace localement compact

-
& P bt
® © une mesure de Radon positive sur X. On suppesera que & est partout dense,

1 \ . \ . N
test~a~dire que tout ouvert non vide est de mosure > 0 pour © (sinon on remplace X
Par le support de é: , ot on ne s'intéresse pas & ce qui se passe en dehors de ce support).

O notera ¢ 1'espace des fonctions continucs & valeurs complexes sur X, & support compacts
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Un espace de Dirichlet régulier D = D(X,‘Z{') est un espace hilbertien de classes de

ions localement intégrables pour ul satisfont aux exiomes suivants :
fone ’

ALY

(a) pour tout compact K de X et pour toute fonction u «. D 1l existe une constontc

(k) telle que f

Cu(x) 47 (x) £ AK) Mui .

v

(b) Cr.D est partout dense dans D et partout dense dins C.

(¢) si u cstun élément de D et si v cst une contraction normale de u, alors

1

v estun élément de D et on a :. viie ul,

Remarques sur les axiomes., On a noté |ju'i la norme de 1'élément wue D ; le produit

scelaire des éléments u et v sera noté (u,v).

Les éléments de D ne sont pas des fonctions, mais des classes de fonction, deux
fonctions ne difféerent que sur un ensemble qui est localement ce : -mesure nulle représen-~
tant le méme é1ément de D, On dit que 1'élément v est une contraction normale de 1'é1é-
ment u si, dans la classe de v, il existe une fonction qui est contraction normale d'une
fonction représentant u. De méme on dira qu'un élément u est continu si, dans la

classe de w, il existe une fonction continue.

Dire que C D est partout derse dans C (deuxidme partie de 1'axiome (b))
signifie que, quels que soient {5 ©.Cy &0, et V, voisinage du support de P, il

existe un élément w . C "~ D de support contenu dans V et tel que ulx) =@ (x)i -

pour tout x & X.

2, -
Exemples, Outre 1'excmple banal L°( ), signalons seulement 1'espace de Dirichlet
/

classique %) (R™ j i d i i inergie fini
que 1 (voir 1le quatriéme exposé sur les potentiels newtoniens d'énergie finie

d ’ i 3 m
a8 ce séminnire). La mesure n'est autre que la mesure de Lebesgue sur R (m > 3).

Ly ’ . '
L'axiome 1 a été &tabli sous une forme plus précise : pour tout compact K il existe ume

“nstante B(K) telle que | iu(x)’:2 dx « B(K) ;gun2 pour tout ue,g%;"'i(Rm). L'axiome
(b)

est évident, puisque les fonctions indéfiniment dérivables & support compact sont y par

d/f. o :\ m ) ) B
¢ Inition, partout denses dans ,":1(}{ ) 3 enfin 1'axiome (c) est bien intuitif : une con~



tra

ction effectuée sur u diminue le module d¢ gradient de u,

-3 -
donec son intégrale do
Dirichlet ; cependant une démonstration rigoureuse n'est pas immédiate, car il faut corsi-
déror le gradient au sens des distributions ; cela demande un peu de technique, qu'on ne
détaillera pas.
S
Ju lieu de considérer U
m
quelconque de R

PN

D

D (),

n o a
(R ), on pourralt étudier
un ouvert relativement compact si

si m 3,

ot {1 est un ouvert

m=1ou 2, Le cas d-u

A
intervalle ouvert borné I de R ost particulidrement simple, car les éléments e )
sont tous des "fonctions continuss", & savoir les fonctions absolument continues nulles
ax extrémités de I,

i,~\,
SN
sur L.

dont la dérivée (qui existe presque partout) est de carré intégrable

Donnons maintenant guelques conséquences simples des axiomes, et tout d'abord une
application immédiate de 1'axiome (a) @
Lemme 1, Si f

o5t une fonction mesurable bornée & sum
élément uf €D tel que, pour tout u € D, on ait

i

port compact, il existe un

{ —

r N
\u,uf) = jﬂu fdf
L'ensemble de ces éléments u

est nartout dense dans
En effet, d'apres l'axiome (2), on a

Dh

LA
\ ‘T af <als,) M
ol S, est le support de f, ot M

la borne. supéricure de |f{. La forme linéaire
- . R . ’
u “)fod{; est donc continue sur D ; clest donc le produit scalaire par un élément

b €D. Ces éléments sont partout denses dans D, ocar si u est orthogonal & tous les
Uy ona fu f d?c;

Presque partout, d'ol u = Q.

=0 pour toute f mesurable bornée & support compact, d'otl u(x)

Voici maintenant quclques conséquences immédiates de 1'axiome des contractions

= {
Si ugd, alors ugD et [ull =full
En effet u est une contraction normalede @ et U
(2) Siu ot v
Teel,

ast une contraction de
sont deux 41éments réels de

D,

.
le produit scalaire

u,v, esv
(u,v) et
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. b 4 il =l avl? s ; ,
En effet, d'aprés (1), ona lju + ivll” =lu - ivl” ; il suffit alors de développer
les deux membres.

(3) Si u est un élément borné de D, u2 ¢st un élément de D.

. 2 ..
En effet.si on pos¢ w=u ¢t si M est une borne supéricure pour le module dec u,

Jelx) = w(y)} £ 2 M) ()| (x ot yeX)

done w/ZM est une contraction normale de u.

(4) Si uw_et v sont deux ¢léments bornds de D, le produit uv appartient & D,

2 2
Cela résulte de la propriété (3) et de 1'identité 4duv = (utv)” - (u-v)

°

Voici encore trois lemmes importants pour les epplications

+
Lemme 2. C ) D est positivement riche dans C+.

En effet soicnt f€C+, € » 0, et V un voisinage du support de f. D'apres

l'axiome (b) il existe WECN D & support dans Vet tel que  sup | £(x) - P (x) &8 .
+ x €X
Jais alors }\Pl €CN D (axiome des contractions). {L;/’l a son support dans V et
1}

sup | £(x) —E (x) \K\S .
XGPX HD

Lemme 3. Si {up} est une suite de Cauchy dans D, et si T est une contraction

tormale du plan complexe, le suite {Tup} converge faiblement vers Tu ; il y a convergen-

ce forte si Tu = u,

Démonstration. Soit £ mesurable bornée & support compact ; d'aprés le lemme 1 on a

é (Tun;u ) - (Tu,u ) =J §(T11n - Tu)dE

f f

d'ol

. (Tun,uf) - (Tu,uf) }é h 'l‘un ~ Tul [£1d & éj]un _ !fl a E)'z (llun_ul ,u{f))

\\/‘ “.I.un - u\ “ ‘Nujf]!" <l u - ul) Hum I

Done 1o produit scalnire {Tu ,u,) converge vers (Tu , u
n

) 3 comme u TunN est uniformé-

f f

’ y .
"ent borné et que les éléments u, sont partout denses dens D, on a bien la convergence

f
faible de Tu  vors Tu.
n

Si en outre u = Tu, alors lim su}_)if’l‘uYl I im| un\l =llull =Tl ; on sait que
n—-c )

tette relation, jointe & la convergence faible, entraine la convergence forte.
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Remarque. Lo question de¢ savoir si, lorsque Tu #u, il y a ou non convergence forte
e Tu vers Tu n'est pas résolue,
n

+ . + .y
Lemme 4. C {1 D est partout dense dans D (cone fermé de D constitué por les

sléments admettant un représentant ) 0),
’ " 7 > - . Id Ié +
C'est une conséquence immédinte du iemme 3 § en effet si u est un élément de D
ot si \P est une suite di¢léments de CN\'D convergeant fortement vers u (axiome
n

(b)), la suite \\Pn‘ converge foritement vers u.

II ~ Eléments de théorie du potentiel dans les espaces de Dirichlet

Définition. Un élémeit de u =D est appelé potentiel s'il existe une mesure de

Radon )u, telle que, pour toute fonction ¥ € CND, on ait :
x

= |
(u,LP ) —J\hr) d)an
§'il existe une telle mesure, elle est évidemment unique, d'aprés l'axiome (b).

On 1'appelera mesure associde & u, et u sera noté u,
. I

Cette définition est en accord avec la situation rencontrée dans le cas de 1l'espace
A,
SN

s . ) m . M . S . .
de Dirichlet classique A2 (R'). En offet soit uEd\J . et soit TE€ E 1la "distribu-

1 ‘
AN
tion d'énergic finie" associde & u dans 1'application canonique de 91 sur E (voir

1

dans ce séminaire le quatridme cxposé consacré aux potentiels newtoniens d'énergie finie) :

pour toute fonction ) indéfiniment dérivable & support compact, on avait la relation ¢

!
!

(u A = T D .
)‘P )£D1 a (\P) ,
Les é1éments U étudiés dans le lemme 1 sont des potentiels (la mesure associde est

o
la mesure de densité £ par rapport b la mesure de base O, ) ; les potentiels sont done

vartout denses dans D,

On s'intéressera surbout aux potentiels dont la mesurc associde est positive ; un tel

Wtentiel sern appeld potentiel pur. Notons  ce propos que si la mesure associde & un

D : . " , . . .
Wtentiel u est réelle, ses parties positive et négative ne sont pas ndcessairement

Msocides & des potenticls purs.



Voici une caractérisation importante des potentiels purs :

Théoreme 1. Les potcnticls purs sont positifs ; ce sont les éléments u de D

[

satisfont & 1'une ou liautre des rclations suiventes :

e m———

(1) lu+viyllul pour tout v ¢D avee Re v 0 ;
(2) Re(u,v) % 0 pour tout v £D avec Re v; O,
Démonstration. Ohservons diabord que les relations (1) et (2) sont équivelentes @
cela résulte immédiatement de la reiation
|u + tv“2 - ||u“2 = t?'Hvllz + 2t Re(u,v) (t >0).
Montrons ensuite que tout &lément de D vérifiant (1) ou (2) est positif. En effct

)
soit U =JwE D’Re(w—u) 2 0 lf ;3 c'est évidemment un ensemble convexe, fermé (d'apres

M'axiome (a)) et non vide ;vl’uniguo ¢lément de U de norme minimum est u, d'aprés
lo propriété (1) ; or lu) est aussi dens U ot a une norme plus petite que u, d'apres
l'axiome des contractions j par conséquent u =| u\, donc u est positif,

I1 est immédiat que tout élément u €D vérifiant (2) est un potentiel pur : en

effet 1'application \P——,- (u ,kp) est alors une forme linéaire positive sur 1'ensemble

positivement riche C M D (voir lemme 2) ; il existe donc une mesure de Radon positive

& telle que (u.Y) = JJP dp. pour toute Y€ C/ D ; autrement dit u est un poten-
i .

tiel pur.

I1 reste & montrer quc tout potentiel pur u satisfait & (1) ou (2) ; or si P est
!

7 7’ + N
un élément de C /\'D, on o (u,kp) = j‘@d}u 2 0 ; d'aprés le lemme 4 on a donc
~ (1 - ot . . (v s .
(u,v) 70 pour tout élément v £D 3 si enfin v est un élément de D dont la partie
réelle v, est positive, il suffit d'éerire v = vy + iv2, et on conclut grice au fait

We le produit scalnire de deux ¢léments rdels de D est réel.

Théoréme 2 (de 1'éouilibre), Etant donné un ouvert relabivement compact W (X,

———

il exi : P . ) ,
2 8Xiste au moins un potentiel ur u}L tel que la mesure associée /',L soit portée par

. _
Vadhérence () de . et qu'on ait



u, (x) =1 sur @
u, (x) <1 sur X
e 2ur

Démonstration, Soit U = {u £ D] Re u(x) 1 } sur (0 (évidemment dire qu'un élément
de D est p; 1 sur un ensemble ouvert, c'est ~ par définition ~ dire que, dans la classe
6finie par cet ¢lément, il y e un représentant qui est unc fonction prenant des valeurs
;1 en tout point de cet ouvert), L'ensemble U est convexe fermé et non vide, d'apres

les axiomes et le lemme 2, Soit u* 1'é1ément de U dont la norme est minira. Soit v

: ¥ *
7 * X 'JI iy i
un élément de D avec Re v 20 ; coome u +v estdans U, ona: iiu +vi 2 iui,

*
donc u est un potentiel pur (théoreme 1).

Si maintenant T est la contraction fondamentale (projection sur le segment (0,1)

. * * ¥
de 1'axe réel), ona 0 $€Tu (x) £1 partout, et Tu (x) =1 sur w j donc Tu estun

* x
.6lément de U, dont lo norme est inférieurc & celle de w j comme u est 1'élément

*

* * *
de norme minima, on & Tu =u, d'ou u (x) =1 sur w y 04w (x) £ 1 partout.

I1 reste & montrer que la mesure '\ associe au potentiel pur u  est portée par

— x
W} orsi \P est un élément de CN D de support disjoint de >, ona u +1t YVEU

* * *
pour tout nombre réel t j on a donc |Ju +t i‘“H 7/Hu l, dot (u ,&P) = j@ d‘U. =0,
t'ol 1e résultat.

Remarque 1. Méme dans le cas newtonien, il peut y avoir plusieurs potentiels purs

satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. Celui qu'on appelle potentiel d'équilibre de

¥
1 . PO S\ . ’q 7 . 4
louwvert (0 est celui de norme minima, c'est-a~dire 1'élément uw considéré au cours

de la démonstration. On appelle capacité de (0 le carré de la norme de cet élément.
Remarque 2, Si ' n'est pas relativement compact, le théordme 2 est encore valable

\

* condition que 1'ensemble U considéré ne soit pas vide ; si cet ensemble est vide, on

lire que () est de capacité infinie. Dans tous les cas on posera donc :

cap(0) = inf || uff .
u &b
Re(u) 3 0

Be . "y ..
<Wrque 3, Si la capacité de l'ouvert W est finie, ellc est égale & la masse totale




*
de la mesure . associde au potenticl d'équilibre w de w
m——————

*
En effet il est immédiat de voir que u  est orthogonal a tout élément de D
ml sur (W Si W est borné, il ecxiste ¥ € ¢nop égal & 1 sur w (appliquer

1a contraction fondamentale ® un ¢lément de €O D dont la partie réelle est; 1 sur W) 3
* ;%2 . o ;

done | d P Oaps= (LP, u ) ::Hu | © = cap(d), Le eas ot (O n'est pas relativement
compact est un peu plus dllicnt ; il peut se traiter par un passage & la limite qu'on ne
détaillera pas ici,

Remarque 4. On peut appeler copacité d'un fermé de X (plus généralement capacité exté-
rieure d'un ensemble qucleongue de X) 1la borne inféricurc des capacités des ouverts conte-
nant cet ensemble. Dans le cas de l'espace de Dirichlet classique, cette notion est identi-

qe {au facteur a nrés) & celle de capacitd newtonienne,

Théoreme 3 (principe de 1'enveloppe inférieure). Si u et v sont deux potentiecls

purs, inf(u,v) est un potentiel pur.

’ . ‘ (3 ré
Démonstration. Posons E = {w € DIRe(w) > 1nf(u,v)} , c'est un ensemble fermé convexc
non vide ; soit f 1'¢1ément de norme minima ; on va montrer que f = inf(u,v).
En effet f est un potentiel pur, car pour tout w €D avec Re(w)7? 0 ona

B+weD, aton ] £+wll zlig]

i®

Come f et u sont réels, on a inf(u,f) = 3(u + f) - $ju ~ £}, d'ou

"

2 e
4l inf(u, )" =fiu + f” +Hu = £ =~ 2(utr,fu=f}).
bels u = est un potentiel pur, done (u + %, Ju-fl) 7 (u+f, u~1f) (d'apres le

théortme 1), ot d'autre part Jiu = £ < jju~ £jj, donc on a 1

| [

: ’ 4" ’2 H 1
H41nf(u,f)“ <fu+f§ +”‘u—-fir -2(u+f,u—-f)=4;’!fig/2

le fait que inf(u,?) oppartient nussi 2 E entralne donc £ = inf(u,f) ; comme on n

le néne £ = inf(v,f), on n donc f £ inf(u,v) ct finalement f = inf (u,v).

T_h@m 4 (du balayage). Soit u ML un potenticl pur, et soit <) un ouvert quelcon~

uG . . . .
9& X ; il existe au moins un potentiel pur u

Lrtée par 1'adhérence Gy &b tel que

o dont la mesure associde },U est




(x) =u (x) sur w ;

u (x)gu (x) sur X,

Démonstration. L'ecnsemble E ={w ¢ DlRe(w) 2w, sur U)} est formé, convexe
~cmonstres of
!

\

et non vide ; son lément £ do norme minimum est un potenticl pur. D'apres le théoreme 3,

g= inf(uH_, £) est un potentiel pur, ¢t on a \ ;’H‘c Hf ‘? d'aprés le théoreme 1 3§ comme

g€E, onadonc g=12, d'ob f<u, opartout et f=u sur W car par définition

- g

fNu sur W,
7B

I1 reste a vérifier que ln mesure essocife & T est portic par (0 5 or si y  est

ue fonction de C D dont le support est disjoint de (’O on a, pour tout t riéel,
P+t LFEE, d'ou il £ + b H/> {2/l et par suite (f, ([') =j \)dyt =0, d'ou le
résultat,

Remarque. Le potenticl pur £ considéré dans le démonstration précédente est

appelé balayé de u#, sur W,



séminaire d'Orsay 1961/62
(Exposés de J. Deny)

Le théoreme

Exposé n? 2

de synthése spectrale

On désigne par D un espace

Définition 1. Un ouvert (v

est orthogonal & tout élément 1

Lemme 1. La réunion de deux

de Dirichlet régulier (voir exposé n? 1),

de X est dit régulier pour 1'élément u £D si u

£ CMD & support dans (D

ouverts réguliers pour u est un cuvert régulier pour

Soient en effet (U1 et LUZ

deux tels ouverts, et soit (Pii CMND & support

dans LU1 LJLUZ ; 11 s'agit de montrer que (u, $) = 0. Soit K 1le support de ¥

=K/ (:(1)1

K
posons K,

et prenons un voisinage cempact K! de K2 qui soit contenu

2

+
dans (DZ. D'aprés les axiomes (b) et (¢) il existe une fonction £ EC (1D égale

&1 sur Ké et nulle hors de 032.

La fonction {f représente un élément de cOD

(voir exposé n? 1, conséquences de l'axiome des contractions), et elle est nulle hors

de (Dz ; 'y - \Ff est dans C{)D et nulle hors de

1" On a donc (u ,kP) =

@,fQ) + (u,p-uf) =0, ce qui prouve que LU1\J W, est régulier pour u.

On dira qu'un point x & X est régulier pour u s'il existe un voisinage ouvert

de x qui soit régulier pour u.

D'aprés le lemme 1 et le théoréme de Borel-Lebesgue

1 . ’ . . N
l'ensemble des points réguliers pour u est .e plus grand ouvert régulier pour u.

Définition 2, On appelle spec

tre de 1'élément u €D le complémentaire (u) du

Mus grand ouvert répulier pour u.

Ue

I1 serait plus correct de dire "ensemble de singularité de u". Les remarques suivan-

tes sont immédiates ¢

19) L'ensemble o (u) est fe

rmé ; il est vide si et seulement si u = 0.

29) Le spectre du potentiel pur u est le support de la mesure associée b

39) Si D est l'espace de Di

P‘ A
richlet classique 591(Rm), le spectre de u est le

SUpport de la distribution d'énergie finie associde T = —x}u/am.
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Notation. On désignera par W“) le sous-espace de D qui est 1'adhérence de
l'ensemble des éléments de D dont le spectre est contenu dans 1'ouvert (o C X,
i le spectre de u est contenu dans l'ouvert (), on a par définition (u, f(‘) =0
pour toute lP € C{)D % support disjoint de (W ; par contimuité cette propriété s'étend

3 tout élément u = WU) 3 11 on résulte que si u est un é1ément de V.., le spectre

de u est contenu dans 1'adhérence de (', On va nréciser ce résultat :

Lemme 2. Tout élément utW  est orthogonal & tout é1ément v D nul dans (.

Démonstration. Il suffit de prouver qu'on a (u,v) =0 pour tout u <D dont le
spectre est contenu dans )y ot tout v =D nul sur w. Pour cela, procédons par
¢tapes ¢

12) soit v €C/MND, & support contenu dans le complémentaire de o (u) ; alors
(u,v) =0 par définition.

29) Suppesons v bornée & supnert compact et pesitive ; il existe une fonction
fEC+ﬂ D qui soit v et dont le support soit disjoint de c(u). Snit alors

{ . . -+
‘(L?n} une suite de fonctions de C (1 D convergeant fortement vers v. Posons

Y= inf(f, 0 ) = %(f + ) - %lf ‘ant ;

I
¢'est un é1ément de C+ﬂ D, dont le support est disjeint de ((u). Lersque n augmente
indéfiniment, f + kpn converge fortement vers f + v et if - kPn} converge faiblement
(et méme fortement) vers ]f - vl =f - v, d'aprés le lemme 3 de 1'exposé n? 1. Donc

}
\Pn econverge vers v, ¢t comme {(u , @ ) =0, ecnabien (u,v) =0,
i n

39) Supposons v % 0 & support disjoint du speetre ¢ (u). Seit cncore {LP n% une
1 W4 . +
Swte d'éléments de ¢ N D convergeant fortement vers v. La fonction Y, = inf( \{?n,v)

es 7 . . \ . . » —
tbornee, positive, a support comnact disjoint de ( (u) ; on a donc (u, \P ) =0
n

etc. _1_ 1 N
omme Lpn“é(\[)n"Lv) +§]\P - v

a converge faiblement vers v lorsque n tend

\ e
¥rs 1'infing (Yemme 3 de 1'exposé n? 1), on a bien & la limite (u,v) =0,
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49) Si enfin v est seulement supposé nul dans L), i)l suffit de 1'éerire sous
porme de combinaisons lindaires d'éléments positifs de D muls dons W pour pouvoir

conclure.

Lerme 34 Si uw est un élément d¢ W, et si T est une contraction normale du

A
x) = ™u(x) dars w entralne u = Tu.

plan_complexe, la rclation u

En effet u - Tu est nul dans w, dene w est orvhogonal & u ~ Tu  (lemme 2).

2 A
nadone fjull” = (u, M), d'ol

il

lu - Tul?

i

[lu”2 ~ 2 Re(u,Tu) +| 1’11”2 = ][’J“u”2 - Ilu[fz L0 diol uw = Tu,

Téortme 1 (principe de iienveloppe convexe). Si u est un élément de W(L)’ alors

l'imge de X par la fonction u est contenue dans 1l'enveloppe convexe fermée de

lensemble u{w)U {O}.
Démonstration. I1 suffit d'appeler T Za projection sur ce convexe et d'appliquer
le lemme 3, car T eost une contraction normale du plan corplexc.
Remarque 1. Si u esY centinue et a un spectre ¢ (u) compact, 1'image u(x)
est contenue dans 1'enveloppe convexe de  Ofu) U {0}; cela =ésulte du théoreme 1.
Remarque 2. Si u cst un ¢lément de WLL) o a, pour (presque) tout x EX,
‘U(X)lé sup u(y) ; cetbe epplication immédiate du théoreme 1 généralise le principe

VEW
v maximum en théoric newtonicnne.

Lemme 4, La projcetion diun poteatiel pu- suz W ezt un potentiel pur.

(L

Démonstration. Ce lemme résulte aisément des deus remarqes suivantes

0 : ‘ : . . .
19) 81 v st un élément de D of si v ost sa projection sur Ww, ona vl =v

d . ,
M W, En effet pour “oute fonction mesurahle bornde & & support compact dans W,

<
=
=9

o
Hi

o a ufEW(D’ d'cu (v;uj:,) = {w*;uf), dton 7t dg, d'ol le résultat,

2) si Re(v) >/ 0, alors Re(v!) 3/ 0. Ce'a résulte immédiatement du principe de

llg o .
tveloppe convexe (théordme 1) + puisque Relv') 20 dans w, Re(v!') » 0 partout.
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Soit alors u un potentiel pur, et soit u' sa projcction sur WLU $ona
(u',V) = (u,v') pour toute v €D ; si done Re(v) >/ 0, ona Re(v!) >/O, donc
Re(u,v') >/ 0, car u est un potentiel pur (exposé n¢ 1, théoréme 1) ; on a done
Rg(u’,v) >/ 0, donc u' est un potenticl pur.

Remarque. Cot élément u' n'est autre que la balayé de u sur (w (voir exposé

n? 1, théoréme 4).

Théordme 2 (de synthése spectrale). Tout élément u €D est limite forte de combi-

naisons linéaires de potentiecls purs dont les mesures associées sont portées par le

spectre 0 (u).
Soit en effet T wun fermé ; posons WF = %v € D"g o(v) C F} ; 11 s'agit de prouver

que les combinaisons lindaires de potentiels purs dont les mesures assocides sont portées

par F sont partout denses doens WF. Or on a évidemment

w:mw

F

WAF
car le spectre d'un élément de WUJ est contenu dans 1'adhérence de W, et on a
P= () we La projection d'un potentiel pur sur WF est donc, d'aprés le lemme 4,

W 2F

une limite de potenticls purs, donc un potenticl pur. Cemme les combinaisons linéaires
de potentiels purs sont partout denses dans D, 1les projections de ces combinaisons
lindaires sont partout denses dans W_, d'ou le résultat.

F

Remarque 1. Cc théoréme contient le théoréme de synthdse spectrale dans 1'espace
de Dirichlet classique 3 & noter que la démonstrationqu'on vient de donner ne suppose
Ms que le fermé T ost compact.

Remarque 2. On peut déduire assez facilement aes considérations précédentes que,

Pour qulun é1ément w €D soit nul, il faut et il suffit que son spectre < (u)

%1t de capacité nulle.



(Séninaire d'Orsay 1961 /62)
(Exposés de J. Deny) Exposé n? 3

SYNTHESE SPRCTRALE DANS LES ESPACES DE DIRICHLET

Algebres assocides a certains espaces de Dirichlet

Si u et v sont deux fonctions représentant deux éléments d'un espace de Dirichlet
D, leur produit uv ne représente pas nécessairement un élément de D (& moins toutefois

que u et v ne soient toutes deux bornées ; voir exposé n? 1). Un contre-exemple simple

S

est fourni par l'espace de Dirichlet classique @1
PN

est 1'espace de Dirichlet classicue (L 1(I) sur un intervalle borné I de la droite

(Rm) avec mY)-3, Par contre si D
!

réelle {c'est-d~dire l'espace des fonctions absolument econtinues sur I, tendant vers O
ax extrémités de I, et dont le dérivée est de carré intégrable sur I), le produit de
deux éléments de D est un élément D ; dans ce cas, D est non seulement un espace

de Hilbert, mais une algébre normée,

On se propose de donner un systéme de conditions suffisantes simples pour qu'un
espace de Dirichlet soit une algébre de fonctions continues (i.e. tout élément de D
aurs un représentant qui sera une fonction continue), et on montrera que, dans une telle
algebre, tout idéel formé est engendré par un seul élément.

Voici d'abord deux lemmes concernant les espaces de Dirichlet généraux :

Lemme 1. Soit u un élément de 1'cspace de Dirichlet D ; si T. est la contraction

€

normale du plan complexe qui consiste en la "projection" sur le disque de centre 0 et de

Iyon €, enea limUTEu“=0.

Démonstratien, 12) Tc u converge faiblement vers 0 lorsque &£ tend vers O : en
effet :les "petenticls"® U, engendrés par les fonctions mesurables bornées f & support
tompact étant partout denses dans D (exposé 1, lemme 1), et || T, ull étant majorée uni-

fornément par || ul/, il suffit dc vérifier qu'on a lim (T& u,u,) =0 pour toutes ces

E— @

f

fonctions ¢ ; or c'est évident, car en a

(T wyu,)| = |J Tu ? ds)q |10l lelal EJ]f}dE.
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29) T&u converge fortement vers O : en effet il suffit d'observer que u ~ T&u est

me contraction normele de u § on a donc @

2 2
o = 2ll® il
d'ot, en développant le premier membre
2
ITeull” ¢ 2 Relu,T ),
quentité qui tend vers 0 avec &

en vertu de la convergence faible,

Lemme 2 (thdordme des contractions généralisées). Soit D un espace de Dirichlet j si

les fonctions u, et u, représentent deux éléments de D, et si la fonction u satis=

fpit aux inégalités

u@)l & lu1(x)l + \uz(x)l (x € X)

lux) = wl) | <o, (1) =0, ] + fu () —w ] (xyeX)

slors u représente un élément de D et on a || u\l\<,||u1 \t + | u2|\.

On admettra ce théoreme, qui peut se déduire du théoreme de représentation des "normes
spprochées™ au moyen d'intégrales explicites, représentation dont on ne parlera pas ici.
lne telle démonstration repose donc sur des résultats assez élaborés et, wvu 1l'importance
du lenme 2 pour les applications, il serait souhaitable de le déduire plus directement des

wiemes,

Corollaire. Si u et v sont deux fonctions bornées représentant deux éléments de

), elors le produit uv représente un élément de D et on a ¢

lluvllf\'\’ alvil + bllull

a2 et b sont des majorants de |ul et Iv| respectivement.

Démonstration. On sqit déja que uv représente un élément de D, mais la démonstration

donnge (expesé n? 1) ne permettait pas une aussi bonne majoration pour | uvi. Celle du

texte ost indispensable pour notre objet.
Les hypothdses entrainent
]u(x) v(x)| (a{v(x)\ + blu(x)] (x € X)

|u(x) v(x) - u(y) v(y)l \<u(x)lv(x) - v(y)l + 'v(y)l IH(X) - u(y)\
\<a |v(x) - v(y)| + blu(x) - uly)| (x,y € X).



1o mjoration cherchée résulte alors immédiatement du lemme 2,

Une hypothese complémentaire. Dans tout ce paragraphe, on supposera que 1'espace de

Dirichlet régulicr D satisfeit & 1'hypothdse suivante :

(H) La capacité de 1l'ensemble réduit & un point est supérieured un nombre fixe c.

On démontre que cette hypothtse entraine la suivante, qu'on admettry : dans toute

classe de D il existe une fonetion continue,

Comme 1l existe au plus une fonction continue dans chaque classe, grice & 1'hypothesc
T . .
que la mesure de base ¢ est partout dense, on voit qu'on peut considérer D comme un

espace_de fonctions continues. On va montrer qu'il s'agit d'une algeébre.

-sant,
Théordme 1. Tout espace de Dirichlet répulicr satisfal rﬁ%l‘hypothése (H) est une

elgtbre normée.

Démonstration. Signalons d'abord un résultat valable dans tout espace de Dirichlet, ot
qui est évident dans le cas présent, ol tous les éléments de D sont des fonctions
continues ¢ la capacité

d'un compact K X est la borne inférieure du carré des normes

les éléments de D représentés par des fonctions continues dont le module prend des valeurs
71 en tout point de X,
I1 résulte alors de 1'hypothese (H) que, pour tout usz D et tout x & X tel que
ulx #0, on g Hu/u(x)h e (car la fonction u/u(x) prend la valeur 1 sur le compact
réduit au point x), d'ol la majoration fondamentale
1
A\
Ju(x)] \<——~\|u|\ (x € X).
Ve
Tout é1ément de D est donc une fonction continue bornée sur X ; de plus la conver-
gence dans D entrainant la convergence uniforme sur X, d'aprés la majoration précédente,

® les éléments continus & support compact étant partout denses dans D (axiome (b) des

®Spaces de Dirichlet réguliers), on voit méme que les éléments de D sont des fonetions

Yntinues tendant vers 0 & 1'infini.

Pour achever la démonstration du théordme 1, il suffit d'observer que la majoration

réeé L .
péc‘?dente, Jointe au corollaire du lemme 2, entraine :
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»

Lemme 3. Soit I wun idéal fermé de 1'algébre D ; soit E 1'ensemble (fermé) des

points de X ou s'anrulent tous les éléments de I ; si X est & base dénombrable, il

existe un élément £ &1 qui est nul sur E et strictement positif hors de E.

Démonstration. Pour tout x de llouvert w = [E7 il existe un élément w € I <es
S —— ——Rt——— ]

- ’ g N , 2
que u(x) ;‘ 0 ; conme u estun élévent de D et que T est un idéal, on a |u|

Il

wu€ I cette fonction lu]2 est \// 0, continue, non nulle en x ; d'apres Borel-Lebes-—
gue, & tout compact X (X, on peut associer une fonction v >0 de I qui est stricte-
ment positive sur K.

Si on suppose maintenant que o est réunion dénombrable de compacts Kn’ et si v

est une fonction associde au compact Kn comme il vient d'&tre dit, on voit que la fonc-

tion o 1 v
t=Y S
n=1 2 I fn”

répond aux conditions du lemme 3,

Théoreme 2. Si X est & base dénombrable, tout idéal fermé de 1'algebre D est

l'ensemble des éléments de I qui s'annulent sur un ensemble fermé de X ; un tel idéal

est engendré par un seul é'ément de D,

Démonstration. Soit I vz idéal fermé de D, soit E 1'ensemble fermé de X cons-
titué par les points en lesguels s'anmlent tous les éléments de I, et soit f un élément

de T ml sur E et strictement positi? hozs de E (lemme 3). Appelons If 11idéal

4 . . ’ . . .
ferné engendré par f. ot I‘T‘ 11iddal des ¢léments de D qui s'annulent en tout point

1
N3

de E. On va montrez quton a I = If = IE-,

Les inclusions If CIcC IE étany évidentes, tout revient & prouver 1'inclusion
I C1 . Pfot 1 n 1émen™ < c = -
E-tp A cet effeb prenons un élément u & IE et posons u g = U TEu, TE étant

la projection sur le disque de centre 0 et de rayon & . Appelons Ve la foncticn

tontime définie par



vp(x) = 0 ailleurs.

(ette fonction continue VE est un élément de D, ©n effet T u s'annule en tout
- <

point de B et on a mdme un supnort compact dans ('E, car u(x) tend vers 0 lcrsque
2

x tend vers 1tinfini, Posons

m_= inf  £(x) et  M_= sup |u (x)| ;
ug(x);‘.o oxEX
ma ! ‘ luF(x) uc(x) MF |
_1E g | . | :
W] = Iy (= (S pour tont x el que () £ 0
C m
i & fortiori | | I“E(x) Mg |
Iv (%) + —-}f(x)! pour tout x¢ X .
tg N m m2

Patre part, pour deux points x et y’ dn sup%or{- de 0,
[ ufe) (7) = )] w o) [ely)-r60] o)y
‘VE(X) - vE(y)‘ =TT RG] { )} [2y)] ¥ {1 {x)]

. M‘r’ 1, ;
< ?Ifu»f(y)l 4 ﬁﬁuﬁm“i (v)

lette relation est encore valable si les points x ou y n'appartiennent pas au support de

A . oy
L Le lemme 2 entralne alors que v  est bien un élément de D,

L'élément u_ =v f est donc dans I'f" Mais comme u . converge fortement vers u
[ K .

lsgie € tend vers O (lemme 1), on a également u & I g ce qui acheve la démonstratien
t théoréme.

Mhliographie. Lo plupart des résultats concernant les espaces de Dirichlet ont été énoncés
ts wne courte note s

wlljﬂg et J. Deny ¢ Dirichlel spaces (Proccedings Nate Acad. of Sci. UsS.de, 45 (1959)
18-215)

Les méthodes utilisées dans 1'exposé n® 1 ont é1é développées, dans le cas o X est

W espace fini, dans

A‘B&@g et J. Deny : Espuces de Dirichlet, I, le cas élémenteire (Ac ta Mathematica 99

1958) 203-204) ,

On pourra trouver une démonstration du théordme de représentation des normes approchée:s,
théorine dont on peut déduire le lemme 2 de cet exposé, dans
wll * Formes et espaces de Dirichlet {Séminnire Bourbaki, 12me année, 1959/60, n® 187).

les théordmes 1 ot 2 de cet exposé sont entitrement dus & A. Beurling et n'ont jamais
 mbigy,
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(Exposés de Je-Pe Kahane )

I
. Ixpnsé n? 1
Espaces de suites

invariants par translation

e T e o

1, Les espaces.

Z désigne l'ecnsemble des entiers rclatifs (et ,Z+ 1'ensemble des entiers 2,0)
T désigne le tore [0 y 27([
C désigne 1'ensemble des nombres complexes

On utilisera e v pour espace vectoriel et ¢ v t pour espace vectoriel topolo-
gique
Une suite ¢ = (cn) ez est une applieation Z — C

n—ye

Pour tout entier relatif p

“(p) © (cn—p)n SY/

désigne la translatée dec p de la suite c.

Pour toute suite ¢, v(c) désigne le plus petit C-espace vectoriel invariant
’ g
par translation contenznt ¢ (ses éléments sont des combinaisons lindecires finics

& coefficients cemplexes de translatées de c)

Les C-espaces vectoriels topologiques de suites, qui scront considérés par la sui-

te, sont répertoriés sur le tableau ci-aprés,
Duelité. Ces espaces sont deux & deux en duclité. Par exemple, il est clair que toute
ELIT TN

4
suite (dn) de Zf définit une forme linédaire continue sur l'esvace :f, a 1'aide de

le forme bilindaire

4
:f X ;f —> C
¢y d =2 d, ey =20y cd
(le tacteur 2T et 1o signe moins de cette formule, dite de Parseval, se justifient par
la théorie de la transformation de Pourier). Nous admettrons que réciproquement, & toute

forme lingaire continue sur 1tespace If, il correspond une suite de 1l'espace Cf’.



ILas ospaces de suite considérés

— e e T T T T

Symbole

Explications
supplémentaires

Désignation Aétaillée

ce qui signifie

topelogie

evt de toutes les suites

définie par les semi-normes
c —> lcn(

evt des suites a décrois-
sance rapide-

¥p, p €2, ‘gn, né&z
a'e = &)

définie par lesr}semi—normes
c - sup (‘H—lnl")lcnt
i

eyt ges suites de puissan~
c2 p sommable

(C2le ™) <o

ganace d2 Banach avee 17
P

nexrme {le |j= (Z\cn\p)?
n

800 v des suites hornées sup lcnl < o sspace de Banzch avec le
n norme || ¢ {l = sup | cng
PP ) 1 &p < -
S P o P ds B D
n Vn, ne€z, w_ >0 evt des suites de puissance (Z u)nlcnl )< oo :zE::e * B avec‘I}a
n p® sosmable par rapport A 1la * p /P
- te l= G ©lec |7)
mesure définie par P n' n
n n
goo(w ) ¥Yn, néEZzZ, wn> ev des suites " wn—bornées“ sup wn|cn' <o espace de Banach =v.c la

n

norne ei-croniore

les duals topologiques de ces espaces

— T — s " D—

ev des suites & support fini

les coefficients 4

n
sont nmuls sauf un
nombre fini

/S/

ev des suites A croissance
lente

3p, pez’ a_ = &(Ini?)

=@ 1gpgoo
1gq Lo voir ci-dessus
| 101,
P q
| 8o = 1 € p <o
T oi i—a sum
\ (P > AAYSAS - DA
) - PP Ve N P WY o

la topologie faible pour
1tespace &' dual topolo~
gique de l'espace §£ est

définie par la forme bilindé-
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ToP_ologies. Sur un ev de suites, nous pouvens done avoir deux topologies. Par
P,OO - v i . A

exemple; pour on =~ d'une nart la tonologie dlespace de Banach, 4'autre part la

. o, o 1 . ) .

toologie faible (p étnt considdrd comne dual de B ), elest & dire lc moins fine

des topologies d'ev qui rendent continues les apnlications

m 1
'—é (I

c —>de, d)

1
lorsque d parcourt Q.

2, Les _problemes.

Nous considérons trois tyves de problemes, la résolution de chacun d'eux supposant
effectuée la rdsolution ces précédents.

2.1, Le probléme de totalité.

g . . £
Question préalable. Considérant une suite ¢ dens un certain espace U, quand
£
wt-on V(c) inclus drns T2

. £ D
La réponse est évidemment affirmative dens le cas ot O est :t U, J, Q

(1\<p<oo).

0
Probléme. Supposzint ¢ dans %, ainsi que V(c), cuand V(c) est—il dense dans 057

2.2+ Les problémes a'=nalyse et de synthése.

Les problémes rbordds ci-oprés présentent une certaine analogie avec les problemes
de physique vibratoire : le physicien cherche alors, en ¢tudiant une certaine fonction
pe’rindique, les oscillutions pures de cette fonction — ce sont des fonctions sinusoida~
les - puis i1 cherche b recermoser la fonction & 1'aide de ses harmoniques. Ici, les
fonetions étudiéo‘s sont des suites, c'est & dire des fonctions a veleurs complexes
$finies sur 1o groupe 2
Yous dirons qulune suite est une "escillation pure" si toutes ses translatées lui
son Proportionnelles. Nous dirons que 1'oscillation pure e est une oscillation pure

5
! : 0 .\ T
thune suite donnée d d'un espace C si ¢ est adhérent dans t b V(d).

Clost, done dire que o & Vﬁ a
(e 2 membre désignant 1ladhdrence dans € de v(a)).



Le probléme de 1'analyse.

Se donnant une suite c¢ dans un esnace % et suppo

st

.&, n'est pas dense dons %

sont _que  V(c),

s0us espoace de
1.5 . \
le nrobleme de 1'analyse consiste & rechercher les sous

espaces de dimension 7ini de

V,&(c), qul soient inveriants par trenslotion.

Recherche des sous—esyvaces de dimension 1, invarients par transletion.

gi un tel sous espace est engendré par une suite

c, ona:
0(1) = ne (ﬂ, = nombre complexe non nul).
I r tout n @ ¢ = 0
Dou pou n-+ n
n
done c = Ka (K comnlexe).

. ; . . , i
ne telle suite est anppelde une exponentielle. Si elle est bornée, c'est que o = e «

(¢ réel). L'ensemble des o tels que

(") €T

slappelle le spectre de c.

La recherche de ces snus cspaces invariants, de dimension 1, situés dans V(c)
1e permet pas toujours de résoudre le probléme de 1'analyse,

Par exemple, considérant la suite

vec P = polyndme de degré p-1.
V{c) est un espace de dimension p qui ne peut pes &tre engendré par le seul sous

espace vectoriel inverisnt par translation, de dimension 1, qu'il contient (espace engen-

iépor o'% ),

Recherche des sous esnaces invariants de dimension finie.

On o forcément une relntion liné-ire b coefficients constants entre plusieurs transle-

tées ! . .
®s dhine méme suite ¢ d'un tel espace, Seit

a ¢ +Ocoo| { C + a8 C :O
p(p) 100) '

ot .
Vo A C Foieesse AC +oc y
P n=p 1 n~1 on

relati . L. . . .
ation e récurrence dont les solutions sont combinaisons linéaires de solutions du type :

¢ = P(n) o
n



s}
i

polyndme

. N n-1 n
a = racine de o 2 P

+--.<’L1Z +al2 =0
(es solutions sont des exponentielles polyndmes. Les sous espaces engendrés par transle-
tion par chacune de ces exponcaticlles polyndmes sont irréductibles, ce qui signifie

q'ils ne sont pas décomnoschles en 2 sous espaces invariants (de dimension non nulle).

. . . 0
Probléme de la synthbse pour une suite ¢ d'un espace 7.

'

On en peut le résoudre quc si linalyse n été effectuée préalablement.,

11 consiste & voir si V£Zc) est _engendré (tonoloriquement) ner ies exponentielles

polyndmes qu'il contient.

3, Les distributions sur T,

L'étude des problemes de totnlité nécessite 1a conneissance de quelques résultats
sur les distributions sur le cercle, résultats que nous allons rétablir en utiliscnt en
perticulier la notion de mesure.

§i 1'on considére une fonction @, une mesure | définies sur T, nous désigne-

rons leurs supports prr les symbnles SkF et S},L.
- Pour toute suite X & déeroissance ropide, on pose
A int
(t) = 2 Z(e .
n
{lest . m P , 13 L.
est une fonction complexe de elasse C , définie sur T. On étoblit ainsi une
trrespondance biunivocue entre 1'ensemble de ces fonctions et 1'ensemble des suites a

déeroissance rapide, 1n suite (({) ) nssocide b unme telle fonction k;& étant donnée per
n

Ie formule ,
~int

o=z | it

3410 Définition dlune distribution.

dt.

Pour toute suite ¢ a croissance lente, on neut poser

A

int
c(t) ~u Z cne1 .
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(e n'est pas une fonction en général. Nous dirons que c'est une distribution sur T

et que le 2eme membre est le dévelopnement cn série de Fourier de cette distribution.

(es distributions forment un C~ev. Lo distribution nulle a tous ses coefficients nuls.

3,2, Produit de convolution X* ¢ avec fEUO

Produit d'unc 2istrihution per une fonction ¢

Pour touic suite b/ de Zf), ¢t toute suite ¢ de 00‘
posons d = (dn) =Y e

" d = S Y C
avec : n 2__4-_ IP q

Lemme1. Sl K_E:( F‘t ol CE'JI "blors d*c\_ao"
+2n

On o en effet d = ¢
g p=2D Xpnp |pl> 2nbrp

Or, il existe un o tel que ¢ = O(In'| )

et llon a par excmple ¥ =O(;}la-—;2).
&
\ }p,'
D'ol ]dnl\g( ,Slfp \c}?}e{]+oz ~—-————‘o(+2)
—3n\<3 £ ply2n | p-n |
la | = o(ln|®) +0(1) = ofinl®)

Netations : On pnse alors d = y e
v

A "

On peut ainsi faire le produit d'unc distribution ¢ et dlune fonctien y de clas~

00
se G
' i irx“—O sna ¢ =0
Remarquons que si pour teut entier rclatif r, onea e ¢ =0, 2 ¢,
. A
pour tout n, donc ¢ = O,
§ ¢ o f‘ ona ¢
Lemme 2, 5f ct 0 Stont dons g ot ¢ dans :
A

AA A A A .
5’(\;) c Z{d a/
Ce lemme prouve cue les distributiens forment un module sur 1'ensemble des fonctions

de closse ¢, 11 suffit de prouver 1'égalité des n° coefficients de Fourier des 2

remiers membres soit @

palFs nERSED IO S AN

qtr=s t+r—*n prg=t



- -
‘0r le fer membre s'éerit en intervertissant les sommations et en posant ensuite n - r =4

2 b= T b,

qtr=s pts=n tHr=n pq=t

3.3, Support d'une distribution.

A

Por définition on dit qu'unc distribution ¢ est nulle sur un ouvert () de T si

. . ® . , < g
welle que soit la fonction de classe C Y+ portée pr () (clest a dire nulle en

dehors d'un compact inclus dans (1), on a gé =0,
Lemme 3. Etant donnée une famille d'ouverts \Q’i de T sila distribution ¢ est
mlle sur chaque LO:]., alors ¢ est nulle sur |/ Qi'
| i

I1 faut montrer que pour toute fonction de classe Cm, soit k]D, & support inclus

a lt = . H i \ $ ini r\
dans Uﬂi, on a kPo O+ On cxtrait de (Qi)iEI un recouvrement fini (“bj)

jed
{u compact St]() (support de \P) On fait une partition de 1'unité sur SLP par des

m . N
fonctions de classe C, soicnt O(J., avec S(x.)C .. a'ed

P = (Z GJH?)C :Z(aj@)c = 0.

Définition du support.

Pour toute suite ¢ de jf , on note Sc et 1l'on appelle support de la distribution

A

¢ Lo plus petit fermé en dehors duguel ¢ est nul.

(notion cofncidant avee ln notion habituelle pour une fonction continue).

Lemme 4, X est unc suite & décroissance rapide et ¢ une suite & croissance lente

- -

felloque yo = 0.  Alors s(e) € ‘6’—1(0)
A R
(2{ est nulle sur lc sunoort de c).

I suffit de montrer que S(¢) nc coupe pas 1'ouvert o g’ est non nul. Or quelle que
{

; . o .
$01t 1o fonetion f, de classe C 4 support dans cet ouvert, on o

fo = 1 J&) =0
(

® utilisant le lomme 2 et 1'hymothbse)

Rem - (.
U1que ¢ la réciproque est fausse on géndral :

Il suftit de considérer la suite o -

i
—

=]
~—
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a

les ¢ =n sont les coefZicients de FPouricr de la distribution - —
n L dx

(&) (b = distribu-

Lkl Bt

tion de Dirac & 1'origine).

3 a pour support 1'origine et quelle que soit la fonction g— , de closse COO, tolle
ue (0) =0 et )'(0) 940 (c'est 2 dire que 1'on o, si IR eiPX

“ / P L

}:Xp:o Zpyp#o)
o (X*c)n=2; XH"PCP:ZP: {p(n—p)=n§?}fp‘ZPXp

)%
lifférent de zéro done )¢ # 0.

A
La réciproque du lemme 4 est pourtent vraie dens le cas particulier mi ¢ est une

nesures Soit ¢

Lemme 5. Si lo fonction indéfiniment dérivable E( est nulle sur le suppert de la

A
msure ¢, c'est a dire A
fesure L . -1

S(c) Cy (0)
glors }3 = 0.
Netons d'abord que 1l- relation de Porseval domne alors pour toute fonction LP indéfini-

nent dérivable ¢y =27 0 = ' d e .
TRy E_:J HPC"'P j‘rr 9 (x)d e(x)

¥ous voulons montrer que pour but n, ena :

-
L fuop
Or Z cp Xn—p

i
(e

N
[
o
T
=2
‘_co

A

Clest nul puisque { est nulle sur le support de la mesure c.

344, Répularisation et convolution.

E étant un fermé non vide du cercle, P un nombre positif, pour tout point x du
“rele d(x , E) désigne lo distence de x et de E.

On pose EP ={x|x6 T, d(x, E) P}

|
“est un fopmg,
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o étant un nembre positif, Lot désigne une fonction de Schwartz : [ est réelle
4 lasse C® A support [~/ , +01]
posltlve, de classe a suppor -+ avec (ﬁaz 1
) J
c .

no

; 1
Remarquons que, pour chague n, éna tend vers ' Ed quand ¢ tend vers O.

On appelle produit de convolution de 1ln distribution T~ Z cnemt et dc la fonction

)

Aa ou régularisée de T par AQ la fonction

= ¢ int
] ]

——' — -
T(X =T % [_\O( = 2T o nCX_e

O

(fonction C puisque 1o suite de ses coefficients de Fourier est 2 décroissance raplde).

Lemme 6. On n la relation suivente entre les supports de la distribution T et de sa

1

régularisée Ty (avee &> 0)
S(Te) C(5(T)) gy -

Prewve. Posons S(T) = E,  étant une fonction de clesse C® & support disjoint

i

de B il suffit de prouver AT % Aa) =0

soit pour tout =n

T =S T =0
; LWon—p pép@t ’—pJ MPn-pépya P

3 int
¢c'est & dire puisque le (n._p)L coefficient de Fourier de AO((—-t)e est 6p o’
’
int
que 1'on a pour tout n : (tP * Aa(-t)e )T = 0.
int m . s
Il en est bien ainsi puisquc les supperts de P * AO( (~t)e et de T sont disjointse

4, Problimes de totalité.

4.1, Principe général des démonstrations de totalité.

Nous considérons les problemes du type suivant :

| ) . (1
Etant donnés unc suite e de ’J3 ¢t un espoce ’fg contenant ﬁ/ topelogiquement ™ °,

quand V(J’ ) est—il dense dans

Ch

T . . .
Nous raisonncrons ansi ¢

: £
~dire que V(c}’) est dense dans O
\

) clest & dire que 1'injection canonique 5 —_ “C?} est continue, autrement dit, que
la topologie de o est plus fine que celle induite par 4.
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~ olest dire que la seule forme lindaire continue ¢ sur '?S perpendiculaire a

V(b") est ¢ =0

- e‘es’t*dire que la seule suite e de ~&= (done 5’!) telle que

n "

pour tout T Z: Xr-r c_r =0 est ¢ =0,

© cemme le relatien entre astérisques stderit aussi

n
peur tout mn, pour tout r c =0
’ 2 Jprq
ptg=n
"

. LA irx » »
eu bien pour tout r, a’r c =e a(c =0, .

1t

On a donc le

Théordme 1 ¢ X ¢tant une suite de J V(J’) est dense dans %jf si et

seulement si ¢ la seule suite e de ‘&' telle que 3‘8 =0 est e=0.

4.2, Pour unc suite X de é), quand V(X) est—il dense dans j)?

Théoréme 2. Pour une suite de J V(y) est dense dans 15) si et seulement si
3’ ae '

A
J’ ne s'annule pes (Wiener)

Preuve, Si r stannule, et si l'on prend une mesure ¢ nen nulle & support dans

{'1(0), d'aprés le lemme 5, en aura ?fc = 0. Si if ne s'annule pas et si ¢ est

une suite & croissance lente telle que Zfe: 0, le lemme 4 montre que

s(e) z?"1(0) - ¢

¢ & un support vide.

irx -
Done pour tout r e ¢c =0

La remarque précédent le lemmc 2 permet d'effirmer que c¢ = O,



géminaire d'Orsay 1961/62

(Exposés de J.~P. Kahane) xposé n? 2

Egpaces de suites invariants par iranslation

—

4.3, Pour une suite K de J) , quand V(X) est-il dense dans PZ ?

Théoreme 3. Pour une suite X de 37, v( [f) est dense dans [)’2 si et seulement

A
si 1'ensemble des zéros de X e¢st de mesure de Lebesgue nulle (Wiener).
. 24 .
Preuve ¢ On a ici Ez@)j et g'=¢
A . 2
- Si X est non nul prescue partout et si ¢ est une suite de R telle que
X‘e =0, alors & ost une fonction de carré sommable mmlle presque partout,
done ses coefficients de Fourier sont nuls et l'ona ¢ =0,
A

-~ Si X s'annule sur un ensemble de mesure non nulle, la fonction caractéristique

t de cet ensemble est une fonction de carré sommable a coefficients de Fourier non tous

mls, telle que 36 = 0,

2
( (Un) avec

4.4, Pour une suite X de '[f, quand  V( \o’) est-il dense dans ¢ = E

X
(,Un=1+\n| et oy 07
, 2,1 : .
On sait que €' = ) (E-)° Nous distinguerons 2 cas @
n
Théoréme 4. On se donne & » 1 ; si H” est une suite de 5 V(z{') est dense dans

2 . A
P ((Dn), avec (on =1+ ]nla, si et seulement si bf ne s'annule pas.

o}
Preuve $ on vérifie d'abord que :FC ?Q(Q)n)

A
~S8i X ne s'annule pas.

1

_)  telle que 3\6 = 0.

considérons une suite ¢ de E!' = & ( =
1+in)

le lemme 4 montre que S8 = ¢ donc c =0,

A . .
~ 81 { stannule en un point a du tore, alors la distributien 2T E N de coef-
. TR 2 1
ficients de Fourier c = P est dans €' = Q ( )

n 1+]n}a



‘cn[ T 1
cor — = ), { .
n 1+in| 1+in |

. q ;. A
Donc, il existe ¢ dans C', non nulle, telle que V& = 0.
U

(e raisonnement n'est plus valable si 0 < o ¢ 1

Y et intuitivement, on peut s'attendre

e . . /N
dans ce cas & une condition de densité portant sur les zéros de K‘, condition qui soit

intermédiaire entre celle des cas

A

O =0 3 la mesure de Lebesgue de (\)’ (0) doit &tre nulle
o> 3’ ne deit pas s'annuler

Plus précisément, on o lo

Théoreme 5. Cn _se domne o tel que 0 < £ 1. On pose a =1 + "‘;DI,J‘  Pour

. . . . 2 , A
toute_suite Y de ;r, V(Z, ) est dense dans (q)n) si et seulement si % 1(0)

est de capacité nulle par rapport au noyau @

1 \ ,
m- dens le eas ou 0 <X (1
3|
1
1og = ey dens le cas ou & = 1.
| sin 3|

La preuve de ce théoreme nous occupera un certain temps. On utilisera les netatisns

suivantes. Pour teut fermé T du tore

si 0 < <1, C1 (E) désigne la capaeité de E par rapport au noyau l -
o X Sin "l -
Rl
si o =1, Co(E) ou Clog(E) désigne lo capacité de E par rapport au noyau
log T
' sin ~ }
2

(0n dit que ce sont les conacitdés d'ordre 1- O et la capacité logarithmique du fermé E)

Lanpd oy . . : ;
D'aprds 1o méthode indicuée au n? 4,1,, on voit que le théoréme ci-dessus résulte des

¢ propositions suivantes

E étant un fermé du tore et 0 ¢ X L1, alors

Pl‘ox_)osition 1. C1
woog PH1 )

14n] &

(B> 0 implique que E porte une mestre ¢ non nulle telle

-X

w 2, 01 (E) = 0 implique que E ne porte eucune distribution é

—




non pulle telle aue ¢ & EZ(

tela résulta de la théorie du potentiel sur le cercle que nous allons tre

1

1+|n|%

)

aiter maintenant.

§ 5. Théorie du potenbiel sur le cercle.

Notations.

M

y (dusl de l'espace des fonctiens continues sur T)

désigne 1'evt des mesures sur T, n

y mni de Ic Topologie Paible

/C+(T) désimme 1l'ensermble des mesures f‘/;,O sur T,

Pour toute mesure }‘L y Spo=

S(fL) désigme son supnort ¢t w(T) sa masse.

sei est llabréviation de "semi-~continu(e) inférieurcment.

5.1, Noyaux et potentiel

Noyau @ :

C'est par définition une fonction positive, paire, convexe sur [O y 2;'([, sommable

sur T,

Dens la pratique, on utilise les noyaux

1

]

1

dit logerithmique 3 ‘F |t] = log ————

dit d'ordre B

On distinfue les

Ly <) 1 B() = e

(0 < T
]si.a-é}ﬁ

noyaux continus (é (0) < ) et discontinus (@(0) =8},

étant donné un noyau ¢ ot un nombre. o (1> o > 0) on zppelle noyau approché

3 3 du_noyau i‘; et 1l'on rote @“% le plus petit noyau continu coincidant avee

i

%’;}

AN

L)
ﬁtﬂ. sur 1'intervalle [V, 21~ O
i

7 7
0,0 et lam=5, 2w

i

(ces noyaux sont lindoires sur

H étent une mesure positive (sur ) et @ un_noyau,

on appelle potentiel de r,L par rapport au noyau CYP

la fonction :



UH:»’@*F,

soit b — U'ph(t) = j @(t.u)d]x(u)
“T

qur tout intervalle contipu au suprort Sf"l' de - la fonction t — UP’(t) ost convexe

. R '\_)“‘\' i
(intégrale de fonction convexe). Ceci prouve (per 1'absurde) que le maxi™ de U}A y stil

. ¢ . S . 5 . . L
ost atteint, 1l'est ndéecesseirencrt sur S.U" De plus, si D est continue, Ul 1test

saussia

Proposition 1, Principe du maximum.

Quels cue soient le noyau et la mesure poasitive T UTJ' est sci et sa borne
1
sur Ty

supérieure G5t égale & sz borne supérieure sur S LLe

Preuve $ considdrons les noveux approchés Cbé) de @ et posons UEL = @5 * L.
. o 0
i é\[ 0, alors (136 7\@, done Ué TU . Ceci prouve que Ul , limite supérieure de fonc-

tions continues est S.Cei.

De plus pour tout peint © du cercle :

UEL(G) < sup Ug(t)}\(\ sup U (d)
tESp bESL

done U}L(O) §  sup U'LL(t)
t ESFL

5.2+ Copacité d'un fermé E de T.

On pose N={pmeu¢ﬁ(tﬁ), (1) =1, SRCE}

C'est un convexe friblement compact de L.//C(T).

Lo capacité du fermé E est par définition la borme supérieure des masses des mesuces
Msitives pertées par E dont le petenticl ne dépasse par 1, soit

| 2 in? 1/ (1)
C(E) = sup H(T) eu encore C (E) = ini fig
Hedﬁ*(T), S?,LCE,UHQ1 Htc% (1) ,Sp CE, U

Come UM ot preportionnel & L

¢ (®) = inf (sup UE®))
!uL ENtET
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Remarque 1. Quand on considére les noyaux dlordre o (0 ¢ < 1) on peut derire

CO( (E) pour préeiser qu'il s'ngit de la capacité par rapport i co noyau.

H .
Remarque 2. Notons U1 et UZH les potentiels de la mesure )p_ par rapport aux
noyeux @1 et @2
q H/ LL . X
2 R . —_— C ! = C v »

Remarque 3. Dire qu'un fermé E est de capacité nulle, c'est dire que quelle cue
\nen_sulle,

W
soit 1o mesure P /8 support dans E, U' n'cst jameis bornd.

5.3, Sérics de Fouricr

Posons b E O(nemt evee X, = ’\;: J['f’ (‘b)enint at
int 1 -int .
H gV Z cne avec cn = -2.-.7_.(-} e d}i(’t)

@6 ~ Zdnéeim avec O(n6 - /@5 (t)e-—int dt

Alors UH’N 27’(2 c @ elwb
n n

UFL/\J2KTC o e1nt
6 ~ N né

Lemme 1. Soit ) une fonction paire, convexe et sommable sur :}O y 2ﬂ[. Alors

ses coefficients de Fourier o« sont positifs ou nuls.
n

| (2T
o =g i Y (t)eos nt dt

0
pur n=0, ona O(O>0

bur n ) 0, on intdgre par partics sur [E, ZTF—E] et on passe & la limite quand

& tend vers 0O

DAL
1
T e e si 1
O(n ZTFDJ in ntk} (f)dt
0
lz+1
;20 2T
L
2nn
k=0 k
— 2
2n
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Si l{J est convexe, (P' est croissante (au scns large), donc la parenthdse est >/ 0.

flle ne peut &tre nulle sur [0 y EJ que si YU cost constent sur chocun des interval-

27 27 477
les]oy_n‘v J |

—

= etce.s o Le lemme est donc démentré, et llon voit que
aﬁ) 0 (strictement) lorsque Y n'est pas linéaire par mearcenux.

Si O(H(Cb) > 0 quel que soit n, nous dirons que @ st de type strictement

positif ; nous ferons toujours dans la suite cette hypothtse sur le noyau @ .
Appliqﬁnns ces résultats en prenant successivement

y =& B omis $ - &
dme pour tout n

%, 0 r Fngy 0 %= %2 0

Donc_quand 5 décroit vers O, O<n6 tend en creissant vers o

5.4, Energic dlunc mesure.

L'énergie d'une mesure p- par rapport &4 un noyau Cit’ est le nombre

. P = —u u
= STU (t)ap(t) = ﬂTZ@( Japu(t)ap (w)

i ce nombre est fini, V_ est dite d'énergie finie, On 2 le principe de réciprocité pour

fUX mesures f,L et Vi
ju“dv = J v’ ap (Fubini)
L
- Posant Ig = ngL (t)d}k(t)

on a IP' = lim IH
§y 0

~ Avec les notations précédentes pour les coefficients de Fourier

(Lebe sgue)

on a " 5 5
1T =4x Z o(n[ cn]
Preuve, Dans @6 () =) "« L5 Jint

quend & ¥ 0, le 2ime membre converge absolument
car Cbg, (0) = Zo(né < oo et o« g 0
dod IgL = Jf >l s ein(t_u)dH(t)d}.L(u)
Z o g jeintd}*(t) J'e—inudH(u)
arc? > anslcn{2

il

il



0r, d'apres le corollaire du lemme 1
SV o= R S
2 2
1ol If’L = 47T
d'ol > o le |

. . + +
Lemme 2. L'application (/746 (T) — R ost s.c.i,

p—y 1

dens le sens suivant $ si dcs mesures k'Lj tendent faiblement vers H’ on 2

. H
IH\<E_r_n_I .

Preuve, 'rL
3 2 2
T7 =41") Ianlcn’j]

evec, pour tout n,

Done, pour tout V enticer,

y .
2 2 ..t
4TC }\)janlcnj lmI

0

et 1'on a le résultat en fois-nt tendre v vers 1'infini,

Lemme 3. Si “1 et g sont 2 mesures positives différentes et d'énergie finie

- Pyt
2

. f
< 4 )
. (indgalité stricte)
Preuve : d'apres 1l'expression donnde ci-avant pour 1'énergie il suffit de prouver

ler rapport & un noyau de type strictement positif. Alors on a & I

°n1 et cn2 étant les coefficients de Fourier de H1 et '—LZ que pour tout n
‘cn + cn 2
o1 2 % 1 ic \ 2 + 1 . P2
| 2 N2 D, 2 nzx

o L . . A ’ . o
vec Inépalité stricte pour un n  au moins. C'est une conséquence de 1'inégalité du

Brallélogramme [ ¢ + e ,2 {2 ‘c '2 + 2Ic §2 - }c -C /2 et du feit que 2 mesures
n n N n n n n

1 2 1 2 1 2
ot mémes coefficients de Fourier sont identiques.

545¢ Mesure et potentiel d'déouilibre d'un fermé.

On obtiendra les résultats habituels, relatifs & la mesure ot au potentiel d'équilibre

i la fonction test;
Dfermé E de T en remplacant ci—dessous fm fonction censtantc égrle 2 1.
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Proposition 2. Soit & un noymu de type strictoment positif, E

un fermé de T.
o terme ac o L

(? -une_fonction cortinue définie sur T, strictement positive.

0n_pose PT(&P) = {},L e N +(T); SWCE, < }.L,(]O> = 1}. Alors il existe dans

N(gp) une_scule mesurc minimisent 1.

(si (P =1, c'est la mesure d'équilibre 'J'o et le potentiel correspondant est le poten-—

e
tiel d'équilibre U' 7).
(pour la topologic faible)

/.
Preuve ¢ N(KP) est une partie compacte de J’((T)/: on peut le voir par le eritérc

de 'ultrafiltre! si des "J'j € N((]O) tendent faiblement vers fy alors EN((.F).
L
De plus l'application e — I}‘ est s.cais (lomme 2). Donc, la fonction IP‘ atteint
son minimum sur N(LP) et le lemme 3 prouve (par l'absurde) que ce minirum est atteint
1 point noté .
en un seul point noté }'Letp

Remarquons que N = N(1).

On pose alors I(E) = rfe s e 1 e 1 (E) = ey e 1t
WEN Y K EN(¢)

pesitive
Lemme 4. Avec les notations de la proposition 2, quelle que soit la mesure ,/——5— é'éncg—-

gie finie, on pose

Fo(q)) = {t |t €E , UHe‘F(t) < IHO(E).LP(t)} (inégalité stricte)

dlors Fo((p) est de Y -mesure nulle.,

Preuve, Avec £ > 0, posons

(@) =felves v S E-000)

Ww
Corme e potentiel U’ OLF est une fonction s.c.i., FF est fermé, Si le lemme était foux,

il existerait une mesure Yy dlénergie finie dont la restriction ) FE (()0) gsercit non
Pﬁ%}t/
mlle, En multipliant cette restriction par une constante, on obtient une mesure/ g—

telle que < - , (P> =1, portée par F ((,P) d'énergie finie, Comme I\(LP) est

&
Convexe ,

Ky = (1—}\)}.Lew S Yea = N(Q) quend O <A<t

D‘()‘ . N . . . ’
Y en utilisant la relation de réeiprocité :



war 57000 S m) -2y
d'ol IH)‘S(%A)Z A R TIE ")\)(I\p(E)' )
P g IL?(E) ~2)0e +o()}%)

Dlapres la définition de I _(E) ceei est impossible pour )\ assez petit.

Lemme 5, Avec les némes notations, on a pour tout woint + de S( HeLP ), on& i
Peg
IMIOREMLIIOS

Preuve ¢ On pose pour tout (¢ > 0

"{tltes(hw’ U-HQ‘P(tD (1 (E)+0<)({>(t)

GCX!’\P k{)

(lest 1o trace d'un ouvert sur le fermé S M )

wa 10| o e, 0= | - |
S( HGLP) P JG \ S(}'Leg]lp)—GO(

donc, d'apres laHdéfinitinn de GO( ¢ et lc lemme 4,
e 3
; d
' Y % (I“?(D) + ) JG kp dl‘i’e\p + I\P(E)js . Y }Leq\
o, ¢ e O4Q

Me
I ?}ILP(E)Muj “PdHeL?

Gon/ ¢

¢e qui serait impossible si GOﬂ n'était pas vide

7

e
1

?
d'ol UHOLP

(E) sur S(*rj_e(]o )

Corollaire, Dans le cas ou \P =1, le princine du maximum (lemme 1) permet de dddui-
Ie que e I(E)  partout.

L'intérét A'aveir introduit la fonctisn P apparcitra plus tard.
Proposition 3, Avec les mémes nototions on'a

Preuve : Partons “e¢ 1l relation de définition de C(E)

—_ \
C 1(E) = inf  sup Ut (t)
o €X t €T

% voit directement que pour touto e de N

H: E\U'Uhd su U}'L(t)
I ) HgtepT



d'al 0—1 (E) >/ Inf I}L = IP‘G = I(E)
e
L'inégalité inverse est moins évidente et nécessite 1'emploi du lemme 5 ¢
- )
¢ (®) £ sup UF_e(t) < I(E).

t €T
Récapitulons les résultats

Proposition 4. Soit E un fermé du cercle, @ un noyau _de type strictement positif,

Soit N={H51ULEJ(+(T), Sp CE, Jd“=1}
I(E) = inf I'.
W EN

Alors 2 éventuaiités sont possibles

- ou bien I(E} = w, clest & dire qu'il n'existe pas de potentiels partout finis

correspondant a des mesures de masse >/O, portées per E. On a alors C(E) = 0O

ou bien l'inverse et alors on a

cYEm) = int ( sup UM(4)) = 1(8).
REN ¢ ET

Il existe alors une seulec mesure \'Le de N minimisant IH. On a

Urke,g I(E) partout et

e _;

U (E) presque partout sur E par rapport a toute

mesure d'énergie finie,
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Ixposé nf 3

5.6+ Mode de croissance des coefficients de Fourier des novaux d'ordre

(0<p 1)

Lemme 6, On désigne par (O‘n) la suite des coefficients de Fourier du noyau @ .

1 ) -
Pour le noyau Cb(t)=""——‘.—t-"3— (0 <B<1) ona « =(A+o(1)}nlﬁ 1. Paur le
(sin E)’ n
noyau logarithmique @ (t) = log 1 ona 0o = B + o(l).
.ot n n n
(sin -é)

En effet ¢

¢ étant paire, en a dans les deux cas
i

n" Jl@(t)cns nt dt.

I1 suffit de faire apparaitre dans cette expressimn la partie principale @n de

lorsque t}+0 et de considérer les 2 intégrales de 1'expression suivante de Xt

1 " _
L= - - D~ P dt.
Qn - @o(t)cos nt dt + Jn@ q*o)cos nt

T
Vo

la premitére denne la partie principale de &y et la seconde, en intégrant par parties

le mode de décroissance du terme complémentaire. (Par exemple, pour le 1er noyau,

g=3").

0

5.T. Espace hilbertien des distributions d'énergie finic.,

Par définition une distribution T~ Z cnelnt est dite d'énergic finie (par rap-

Port au noyau @ ~u ZOL elnJD de type strictement positif) si 1lon a
n .

T 2 2
= TT d (]
I 4 L_‘ n}cn; < e
Su ! : . 1 K! 'io/ Alers toute suite fe !
brosons que 1l'on 2it pour un & » O, = LKint v a4 1on]
n

telle que > o e [2 < o cst transformée de Fourier d'une distribution d'énergie finie.
——— n n
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tes distributions forment un ¢space de Hilbert ?3 : U~ Z dnemJD ¢tant une deuxiéme

gistribution d'énergie finie, on posc

(T Us, =4 o e

G n n n

(ne pes confondre ce produit scalaire avec celui de la formule de Parseval), Le norme de

L, 0a T 2 2
d e par T =1 =45 > .
1 est donhde D I ”‘(Q- 2ote |
J
Lemme 7. Soit T €& ‘6 ’ _(_’g T une régularisée de TO(, définie au n? 3.4. Dans

*& (pour la topologiec définic par la norme) T Ztend vers T gquand o — O,

. int
. On sait o5 H
Preuve. On sait que T o L . e
p . <:-—-1 (( _int
.[‘O(\ o 2Tf/_____, cn ')n,o: e
2 2 2
- Tl =5 - |
donc I TOL T l‘é L_Junl1 21 6n’m‘ lcnl .
Conme Vn, Vo, ZK‘EJ \ <1 et VY n lim 27(]8 l=1,
n, ot
X = 0 N,
Lim i1, ~1ll, =0  C.0.R.D.
o0 %
Proposition 5. Soit T ~u 2—_: onelnt une distribution d!énergie finie portée par

wfermé E du cercle, telle gue (T, 1) = 2tho =1.

Si M, désigne la mesure d'équilibre de ce fermé, on a

IT>/ IPO.

Preuve. Comme précédemment, si P > 0, on pese

P = | x : B) <ol
EF _ix{x €T, d(x,n),gt){ .

Pour X > 0, considérons la régularisde T

: ¢ int : int
J.O("\" 2Try—c A C :thne

Les Tn Y not

i int
81 1'on Pose L U c c
FOP i “nep
= mesure d'équilibre du fermé EP
i T int
0t sait que 17 HOP N B C(n Cne .
oy

2
<To< ' f‘LeP>J& = 4T Zantdn CneP

n
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Utilisant la formule de Parseval et 1'expression ei~dlessus des coefficients de Fourier

de U}LeP , il vient U
/T S, _ _/T U.'ep.

’\,_ O(__’ }‘LeP / _E‘; = \\ ~ 1 ' /\ .
wl

Comme S(Trx) - EF si 0 <™ 0 (lemme 6)

Fe Fo '
et que sur EP : Ul P =1 0P y DPresque partout par rapport & teute mesure d'énergie

pinie (propesition 4) on a

. . Per ~ Pep
(Tl g =1 Plr 1) =17
car Ty 1y =24, =27c .2M5 =11 =1,

0 ®,X

Dens l'espace de Hilbert des distributions d'éncrgie finie cettc relation nous prouve
e est un c8té de 1'angle droit d'un trinagle rectangle ayant To( pour

hypoténuse : en effet, 1'inégalité de Schwarz donne alors :

' TO( He
a’ el 17y
L'inégalité s'obticent par deux passages successifs & la limite ¢

~si oy O, neus avons vu (lemme 7)

T
X T
que I — I

}"LGP

dred 10y I

. i/ . ’ . ’ ) . . 1! Vt )//G(T)
-slop 0, considérant un Po fixé et la partie compacte de llevt u

formée par les mesures positives de masse 1 mortées par le fermé E , en obtient

0
* .
m filtre (PGF )Pl' 0 ayant un point adhérent B Utilisant le fait que le

*
ctompact E est normal, en voit 2 est pertée par E.
°
Cemme 1'application o 1 est sci, ena:
Jo(r) R
T Fe
I >/ I
* -
or 1IN ) e
. T i“‘e
dter I° H» I .

/

Tous ceg résultats nous permettent b présent de démontrer les prepositions 1 ¢t 2 énon-



5.8. Démonstration de la proposition 1 du § 4.

D'aprés le mode de croissnnce des coefficients de Fourier des noyaux © d'or-
n ; ,

dre B (0 «p < 1) dire que le fermé E porte unc mesure

A . ln't
C o~ E c e
n

~n2 1 : ~
telle que ¢ © P (————T:—-) c'ust dircque E  porte une mesure c¢ dlénergie finie
1+n] "
c \ (cn)“
I =47 ' T
1+nj '

(lest par exemple affirmé par la proposition récapitulative 4, dés que ¢ , (E)> 0.

5.9, Démonstration de lu proposition 2 du § 4.

Stil existait une distribution non nulle d'énergic finic portée par E, par multi-

plication par une exponentieclle elnX puis par un scalairc, an eutient une distribution
int , \
tell ' = 2T =1,
TI\JZ c e, portée par E telle que <T, 1 27Te =1
L

La proposition 5 prouverait alors que I ¢ serait fini et la proposition récapitu~

lative 4 que la capacité de E serait non nulle.

6. Les hyperdistributions sur le ecrcle.

Cette étude a pour but de généraliser la propcsition 5 du § 5 aux hyperdistributions.
6.1, Définition. On dit qu'une suite c croit moins vite que toute exponentielle
si quel que soit £ I cn] = 0(e Eln}) lorsque n — + .
Nous dirons qu'tune telle suite caractérise une hyperdistribution
ST e o
On sbtient, par exemple, de telles hyperdistributions si, se donnant un neyau de

toefficients o _ > O +tels que
0

(bour tout € >0, n—>+ o0)

" étudie toutes les suites cn telles que



Do telles hyperdistributions sont dites d'¢énergic finie par rapport au noyau

int - . — i
Zo(ne et elles forment un cspace de Hilbert tel que si d~u 5 ' d elnt est une
A

rdistribution d'énergic finie e, dy =41y .
hype g ’ Q ’ 2__‘ O(ncndn
6.2« Représentation de 1'hyperdistribution Z c elnt oar un couple de fonetions
A n
Holomorphes .
nl n *© n
de de croissnnce des v les séries S SN
Le mode de croiss oS c prouve que les séries - cnz et Z_ c 2
- 00 )

convergent respectivement pour |zi» 1 et |z! {1, Les fonctions holemorphes ainsi

, q}-— f:\‘*" + et P . .
obtenues sont notées = et @ et le couple ((r; y O ) représente 1'hyperdistri-
htion c. Ce couple définit une fonction ¢ holemorphe dans C diminué du cercle

0‘:1 ,Z|=1.

6.3. Fonctionnelle anclytigue.

Soit une fonction annlyticue f sur le cercle T. f est alors analytique dans

un voisinage, relativement & C de tout point du cercle, D'aprés Borel Lebesgue, f

~

est analytique dans une couronne de rayons p et p' avee P L1 ¢pts Lo formule
de Laurent montre alors cue

la convergence étant normale dans une sous couronnc contenant T, de rayens ry et r,

. ol
Pémpgtsn <p
¥signant par [ 1le centour formé par le cercle C(r,) de rayon Iy parcouru dans

le sens direct et par le cercle C(r,)) de rayon r2 parcouru dans le sens inverse,
~

mn VOit que
dz _ 1 oo -1 2 -1
@(Z)f(z)?:zj (-I) ,,,+.i- (I') ...:-i-jﬂ . Z—lan cpz dz -
r Jo(r,) c(r,) C(r, )n=—e0 p=0
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tfoute hyperdistribution définit Conc une forme lindaire sur 1'ensemble des fonctions
enalytiques sur T. On peut d'ailleurs mettre une topolrgic sur 1'ensemble de ces

ponctions de fagon que l'ensemble des formes lindaires continues sur cet evt coincide

. e . . . int
gvee 1'ensemble des hyperdistributicrns. Pour une hyperdistribution H ~, > c e
n
. _ - int .
ot une fonction analytique (P,\J }— a e, nous poserons toujours

CH, 0> =21) e a .

n -n

6+4. Support.

Un point x = du cercle est dit régulier pour le couple (®+ ,P7) = & s'il
existe dans C un voisinage V(xo) de X ! @+ et @7 coineident (@+ se prolon-
ge en P 7 " travers” V(xo)). Cette définitirn implique que 1l'ensemble des points
réguliers dtun couple P est ouvert. On dit aue l'hyperdistribution & est nulle
au voisinage de chacun des prints réguliers de Cf) .

Le support S& de 1l'hyperdistributirn ¢ est par définitien 1l'ensemble des points
mn réguliers de > . autrement dit, le plus petit compact en dehors duquel elle est

mlle (notion coincidant avec la noticn habituelle dans le cas ou & est une distribu-

tion sur le cercle).

Lemme 1. Une hyperdistribution & &e support vide S& est forcément nulle.

En effet : La fonztion =z — @(z) est holomorphe dans C. Cette fonction est
-1
- n
mlle & 1'infini (2 couse de la croissance des e dans 1'expression -P7(2) = }___: c 2 ).
- 0

Paprés le théoreme de Liouville cotte fonction est nulle, donc tous les c, sont nuls.

6.5. Régularisation par des noyaux de Poisson.

Le noyau de Poisson diordre o (o » 0) est par définition la fonction définie

Sur T ¢ | int
-&{n}| in
A8) =) e e’ .
n

Cette fonction, analytique sur T, s. prolonge en une fonction analytique dans un ouvert



de C contenant T.

in , . : . :
si H ~ E c_ e désigne une hyperdistribution sur le cercle, la régularisée

e H par A _ est par définition

>
*
=
C}.
i
[y
=]
)
R
jou ]
'_l
=
c+

If
nN
=
o
®

2
®
+
[\
=
o
®
[v2]

(ette expression prouve que si & décroit vers 0, et que si t est régulier,
Ho((t) tend vers 0. Plus généralement, en utilisant le théordme de Borel Lebesgue,
on voit que Ho((t) tend vers 0O lorsque o tend vers zéro, uniformément, lorsque

t décrit en compect formé de points réguliers de H (c'est & dire un compact disjoint

de SH). Donc

Lemme 2. Quelle que soit la fonction (,P sommable sur le tore, et dont le support

est disjoint de celui de l'hyperdistribution H, alors

<Hd,cp> — 0 quand X —3 0.

6.6, La prapesition 5 du § 5 se généralise ainsi aux hyperdistributions.

Proposition 1. Soit Z: o(nemt un noyau tel que pour tout & % O on ait

(@ ) = o(e €My,

n

Soit H r~u E : c ean’J une distribution d'énergie finie par rapport & ce noyau,
-_ n

portée par le fermé E du cercle et telle que

{H, 1) =2me_=1.

Alors, si Ho désigne la mesure d'équilibre du fermé E

IH}/IHQ .

Preuve. Elle est calquée sur celle de la proposition P 5. On considere encore

EP’ avec P> 0 et 1'on part de :

Fe
{H, , H3P>E =<8, U P>



is ici, supposant 0 <o {p , on n'a plus la relation

S(Hy) CE

P

ris si 1'on écrit

<Ha,UPeF> :<Ho(’UPePlEP>H+<HWUHeP]CEF>
eP .

o faisant intervenir les restrictions de U a EP et & son complémentaire,

e
le fer terme du 2e membre vaut I b et le second, d'apres le lemme précédent tend

nrs zéro lorsque O b 0,

Come  <Heyy — {H, |

>E quand o b0 (voir expressions & l'aide

P>E

les coeffieients de Burier). On o (H P-eP> =1 » Le passage & la limite

F b0 steffectue comme précédemment.
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Espaces de Suites

§ 7. Analyse et synthése spectrale dans © .

7.1. Analyse. Etant donnée une suite ¢ de ¥, quand V(c) est-il dense dans ¥ ?

Dire que les translatées de la suite ¢ = (cn) ne forment pas un systeme total dans
?, c'est dire qu'il existe une forme linéaire continue sur ?, et non nulle (associée &
une suite ¥ n n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls) qui s'annule sur toutes les
translatées c(p) de ¢
Ve }I-l_—: ¥ n Chep = 0.
Associons alors & la suite c la série formelle "généralisée" Z cnz—n (comportant
des puissances négatives de 1'indéterminée z) ; et de méme associons & la suite finie

Xn le polynome généralisé \Z: X;zn. La relation ci-dessus s'éerit

G ann)(z cnz"n) =0 .

Mltipliant Z ann par une certaine puissance de z on obtient un polynome P(z) tel

que 00 o
P(z) Z c z = polynome 0(z)
21
-n
P(z) g ¢ z = polynome ~0(z).
D'ol 1le :

Théoréme 1, L'ensemble des translatées d'une suite ¢ quelconque est non total dans

00 ~1
. . -1l -1 . .
%)81 et seulement si E c z et - -Z' e 2 sont deux séries de puissances représen-
)

-P?Oz )

lant la méme fraction rationnelle R(z) =
R(z)

7.2, Analyse et synthése spectrales.

Prenons une suite ¢ de k@ avec V(c) non dense dans LO « Le théoreéme 1 lui asso=-

tie une fraction rationnelle R(z).
Soit, [ € LO' et soit S(z) 1le polynbme associé & ?{—. Si K‘/\ﬂ V(c), alors
®(z)

est un polynome,donc S a pour zéros tous les pbles de R. Plus précisément

tout pSle a d'ordre v de R(z), il correspond pour S un zéro  a, d'ordre supérieur



v. D'ou v relations :

L=y

d'ol i Zj'n'@n =0 ,.. ; n(n=1) «.o (n=v4t)a =0
bi T-"zn—o =2 a’_i t-

ou bien A Nnc =0 400 - L n a»na -

. bien 5“ _L .{&n" ) ses JF‘L{nV—J an}, »

On voit réciproquement que si Z” est orthogonale & toutes les suites du type
n v-1 n RSN A
84 seey D& associées a chaque pdle d'ordre v de R, alors SR est un polynbme

et que U'LV(C). D'oli le théoréme :

Théoréme 2., Soit ¢ une suite de 36) telle que V(c) soit non dense dans \63 .

Soit R 1la fraction rationnelle associéde (voir théoréme 1). A tout pdle o d'ordre
v de R il correspond les exponentielles polyndmes (an)...(nv-1an) de V{c).

Le spectre de ¢ (voir exposé 1) est donc associé de manidre évidente & 1'ensemble
des p8les de Rjde plus V(c) est engendré par ces exponentielles polynfmes (la synthése
spectrale est possible).

Remarque. On peut généraliser ainsi les notions et les problemes intervenant dans ce
paragraphe.

On se donne un groupe topologique (G) et un certain evt(E) de fonctions continues
(& valeurs complexes) définies sur G. Une fonetion f de (%) est dite moyenne
Périodique si 1'adhérence de 1'ev engendré per les translatées de £ est distincte de
(€). Pour une telle fonction se pose zlors de fagon similaire les problémes d'analyse
et de synthése spectrales.
ZP

Exemple 1. G = (p = entier 21)

€ =e vt de toutes les polysuites c a0 n est un multiindice

(n1 ‘e np), avec la topologie des semi normes c — le 1.

n

Voir Lefrance CRAS t. 246 ~ 1948 ~ pp. 1949-1951,

Exemple 2. G=R

€ = e.vet. des fonctions continues & valeurs complexes définies sur R

avec la topologie de la convergence compacte.



Voir par exemple :
~ Lectures on Mean Periodic Functions by J.P. Kahane (Tata Institute of Bombay)

~ et 1larticle original de Delsarte (Journal des Math, Pures et Appl. 14 (1935) pp.
403-453).

EXCH]E].Q 3. G = R2c

Le probleme de la syntheése est ouvert,

§ 8. Analyse et synthese spectrales dans ).200.

'
{® ost mmi de 1n topologie affaiblie (d'e,v.t. dual de 21). Un filtre (ci) con~

!y

. - . . ‘1 .
verge donc dans 8i qunile cue soit la suite d de } .<e, , 4 converge dans C.
e / 1 K

)
Pour toute suite c¢ de /too on pose

A T int R 1
c oy o cn : on dit que c'est une pseudo-mesure.

A,

8.1, Analyse.

Théortme 1. Pour toute suite ¢ de {7/00 faible, le spectre Sp e de ¢ coincide

avec_le support S(S) de 1~ distribution c.

i - i1
Preuve : Dire que (ema) gic; clest dire cu'il existe \6 dens )& orthogonale aux

¢(p) pour tout p € Z et non perpendiculaire & (ema), clest & dire : il existe
1 ina
dans e < .
8 avec pour tout p Z C‘ 0 cp—n et Z 58 £0
AA 1 Ly
Soit Ye=0 avec \Oré ) et K’(a) £ 0.

Or on sait (Wiener) que 3({1) est une algébre pour ln multiplication des fonctions
(clest a dire la convolution des suites de leurs coefficients de Fourier) et que les
éléments de cotte algeébre qui ne s'annulent pas sont inversibles. Dans ces conditions
12) Si o ;i{Sp ¢, il existe %" dans 3:(1‘),1) avec BAF(A: =0 et zf(a,) # 0.
% étant continue, soit V(a) un voisinage de ~ ou g ne s'annule pas. Pour voir si
& ¢S(3) 1l suffit de montrer que pour toute fonction A\, qui soit ¢® et 2 support dans

V(a), ona AgzO.

I} suffit d'éerire le ler membre



(L) = (L0 —=)(§ o).

§ ¥

Une précaution supplémentaire est pourt~nt nécessaire pour appliquer le théordme de Wiener.
\ 1 \ A A
Dans la parenthése ( Ay —:—), il faut remplacer j" par " \6‘ modifiée™ qui soit dans
4

F(P"), ne s'annule pes et soit identique a ‘{\ﬁ‘dans V(a) ; on a bien alors

1 1
L N ,
- v = "KA modifide"

22) 8i a ¢S(c), alors il existe un voisinege V(a) de a tel que toute fonction

LP, coo, & support dans V(a) soit telle que LP ¢ = 0.

: , o~ il , , ) .
Toutes ces fonctions \,*) sont dans _k (J( ) et il en existe bien une qui ne s'annule
pas en &,
z . b ~ * 7 3 Y ~
Remarque. Sp ¢ = ¢ équivaut & S(c) = d?. Ceci équivaut encore & ¢ =0, donc

by

g ¢ =0, Donc le spectre d'une suite non nulle de l{ % ntest jamais vide et tout

w . C s . . . .
sous e.v. fermé de @ feible, qui soit invariant par translation contient au moins

une exponentielle polyndme.

8.2. Probléme de 1o synthdse dans [ faible,

11 s'énonce ainsi
Pour toute suite ¢ de {)00 faible, V(c) est-il engendré topologiquement par
les exponentielles qu'il contient ! ou bien
. - i1 \ ina . -
toute suite \6 de J{ , orthogonale & (e~ ) chaque fois que a € Sp ¢ = S(c)
est~elle orthogonale aux translatées de ¢, c'est & dire telle que Ke= 0 ? ou bien

toute fonction \5 de &"(@) s'annulant sur le support d'une pseudo-mesure quelcon-

Qe ¢, est-elle toujours orthogonale & cette pseudo-mesure ?

A
81 ¢ est une mesure, la réponse est affirmative, Mais elle est négative dans le cas

général,

L nand .. \ . . 00 .
Théoréme (Malliavin), La synthése spectrale n'est pas toujours possible dans ,P/ faible,

Preuve, Existe-t-il une fonction f de 3:(@) et une pseudo mesure T telles que



LT, E5 =0

L'idée est de rechercher simultanément f et T en prenant T sous une forme qui
dépende de f. Plus précisément, l'espace des pseudo mesures étant normé (la norme d'une
pseudo mesure étant le sup des modules de ses coefficients de Fourier), on cherche une

1
? réelle de S*V([’, ) et la pseudo mesure sous la forme notée

i +m0 .
(1) o () £ = {‘ (iu)? U gy (p entier 3 1)
“—00

qui, cemme intégrale vectorielle & valcurs dans llespace de Banach J(J°) converge si

+0 .
I f !ulp “elufu ,\(F(QOO) du <m .

=00

La notation 5(1))1’ a été employée iei, car si é(p) désigne la dérivée pe de la

distribution de Dirac, l'intégrale (1) représente formellement é(P)f.

b(P)

f vérifie le lemme suivant :

Lemme 1, £ désignent une fonction réelle de ?(?_1), posant (1) et supposant que

f satisfait (II), alors

+o
<fp ' gpf> = (=1 )P p! 21Tf po(u) du.
-0
8§ <o
., _
avec elu*(t) np Pn(u)emJ'3 et p entier ) 1.

A ) 100
Preuve du lemme. Toute g € SF(Q} ) définit une forme linéaire continue sur SCJ ({ )
et 1'intégrale forte (S(P)f étant & fortiori faible, on a

P [+ . \p _iuf(s)
{grb ) < glo) , (iu) e > du

1

V=00

r 400 27 :

= (1u)p duJ g(X)eluf(X) dx .
0

V-0

D'od, grace au théortme de Fubini et en prenant

1
Ag:hfq avec q0 et ne &Q)
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: +o0 .
£hf? §@lgy =1I h(x)fq_1(x)de i2(x)e ) (1) Py

d'ol en intégrant par parties

<nel sy th(x)f(q—”(x)dxj ) (),

—p<_hfq"1 ) é(p"”f).

i

<nid §€p) oy

- +oo (21
. p Mol p [ iuf(x)
D'ol CE5, O = (<1) pl e dx du
- Yo
+m .
= (1) pt 21 S p (u)du.
\) ...(D 0
De méne <ntt, APy -0 s
s © y qQ) P

Comme toute fonction & support disjoint de f—1 (0) peut s'écrire d'aprés le théoreme

1

de Wiener hfq avec he § )

c'est que s(d (p)f) C f-'1 (0).

Grice ce lemme, le théoréme de Malliavin résulte de la proposition suivante :

Proposition 1, Il existe une fonction réelle f de g(1’1) telle qu'en posant

iuf(t) ~— int ,
e ~ oY pn(u)e (u réel)
n
on ait les relations @
"o
I i} po(u)du £0
¥ =0
\ . p, iuf Lo
I Ciul e L o (p entier »1).
! (1) =

la condition II n'étant pas trés maniable nous allons la remplacer par la condition

II" plus forte, mais plus maniable.

Transformons d'abord II  en écrivant

™™ = supfp_ ] < (37 p () HYE Sl

FP) " (1

De plus 'eiuf(t)'

[~

=1

p (-u) =p (u] .

n



On peut donc remplacer II  par la condition suivante plus forte

o lul (7 ,IPn(u)l ) du < oo (p entier 1).
1

Relation que l'on peut encore simplifier en utilisant 1'inégalité de Holder avec

PPy TP

o P P 00 4p
il 2T, [ (f 2w g )
1

P
1
Choisissant p1 tel que la 1re intégrale du 2me membre converge on veit qu'il faut

(avee £ > 0)
4p274p+3+628.

s proposition suivante, entrainant la proposition, démontre alors le théoreme de Malliavin @

Proposition 2. Il existe une f réelle dans ({f({ﬂ) telle qu'en posant

iuf(t —t int
e ( )wL pn(u)e
n
on ait les relations

400
j  (wdu £ 0
-

®
Iz J u? E (pn(u) 4 du < o (p entier » 8).
1

Cette proposition résulte du paragraphe sulvante.

§ 9. Séries de Fourier aldéatoires.

9.1. Définitions relatives au calcul des probabilités.

647\‘ désigne un ensemble (appelé champ de probabilité)
\g = tribu sur J - (un événement est un élément de la tribu)
r* = mesure positive de masse 1 sur ( SC, z).
La probabilité d'un événement est sa mesure.

Un événement est dit presque sur (p. s.) si sa probabilité est 1.

Une variable aléatoire (VA) h réelle sur («Sr, C, fL) est une application mesurable

@4
—R
W— h(w)
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L'espérance mathématique & (h) de la VA h est, si elle existe, la valeur de

1'intégrale £ (h) = Sﬂh(co)diu.
i
La fonction caractéristique de la VA h est la fonction R — C
v , iuh
w—2=C (e ),

Exemple utilisé cimaprés @

k est un entier fixé quelconque
o~ -

Fo=10,1]

‘ek = tribu borélienne sur ?k

I\Lk = mesure de Lebesgue sur g‘k

La relation N x2
V2 i J-oo
ﬂ\a
définit par inversion une fonction U;{ — R
t— £ (t)

L'application correspondante est appelée "loi normale sur a k" . Nous la noterons

2

71(. Un calcul donne

[N} =

£l 7“‘) -

e

it

’ . . =1 . .
Indépendance : n variables aléatoires @1 . L:n définies sur le méme espace

de probabilité (f}',t, p) sont dites indépendantes si par 1l'application notée
n n
k=1 k=1

W= = (W),

k

L'image de la mesure p sur § est égale au produit des images de p par chacune

des applications ‘=, K

Les Va( :1)1 e1 o0 nombre quelconque, définies sur le méme espace ( $ ¢, p)

forment une famille de VA indépendantes si toute sous famille finie est formée de VA

indépendantes,
~ @
Par exemple, dans 1'hypercube . = BRI f}rk muni de la tribu borélienne et de la
1

Tesure M produit des mesures de Lebesgue Moy si Wk désigne la projection canonique



de 8,\' sur S‘* alors les VA

k’
- =
T A Tk
sont indépendantes.
9,2, Définition d'une séric de Fourier aléatoire. C'est une série de Fourier
int
Ty
n

ot les ¢ sont des variables aléatoires, & valeurs réelles ou complexes, définies sur
n

un méme espace de probabilité,
Ici, avec les notations ci~dessus, nous considérons les VA indépendantes réelles et

\ )
normeles Sn définies sur 1'hypercube 8‘\ et 1'on considéere la série de Fourier aléa~

toire, réelle

00
- (™ o
-, + -
(1) £(x) ~ 21 rn("“?.n—1 €0s nx by SIP nx)
ou (r ) est une suite réelle, positive, sommable.

nn7/1

Les énoncés des lemmes ci-dessous se rapporteront tous & cette série de Fourier

aléatoire.

9,3. Propriétés de la série de Pourier aléatoire du type (1).

Lemme 1. Pour la série (1), on a p. s.

® ©
12 rn(22n) <o et ; I‘n'32n—1l L P

Prouvons par exemple la 1re inégalité.

Le théoréme de Lebesgue nous montre puisque Z r <o et E [ 3211\ uniformément

borné en n que

:" Tr =N ‘)=§:r NG existe.

o A on

Clest donc que

u)emt (avee u réel).
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On voit d'abord que 0
-&Zlu(rn Fi 4008 nt + r =, sin nt)

iuf(t 1
(e ( )) = (e )
. . ot R .
_ (O‘T gelu T 0n 008 nt %0 _&(elu X, o, Sin nt)
= . A
1
- rzu2 cosznt 22 .2
© n © - rnu sin nt
= ] e z “ e Z
1 1
—Auz
= e

avee A

it
oy —
ME
’JHI\)

+00 “+00 +o 2 .
Ej p (u)du = | L (u))du=2—1i§ duj () ygy

% | b
=00 =00 -

il

+0 2
+j e—Au du<m.

00
(-HD

Comme 1'intégrale sur CH' de J po(u)du est finie non nulle c'est que cette quantité
-00

est non nulle avec une probabilité positive (strictement).




(Séminaire d'Orsay 1960/61)
(Exposés de J.-P. Kahane) Exposé n? 5

Lspaces de suite

Lemme 3. Relativement & la série (1) posant toujours

iuf(t int
e ( )AJ Z p (u)e™ (u réel)
on a
kt
. --2u2 2 r2sin'2 —
) Z o (u i e = e .
— WA int s s 1 iuf(t) ~iuf(t)
En effet L(pn(u), e est la série de Fourier de 55 © * e
2 i 1 2T (£ ()= ()
N \_Q 1 2 int _ ' — iu{f{w)-f(t-w
4! ol U(LJ*‘pn(u)! e ) = 5 'fo dv ) e
: o iu. r (cos nw ~ cos n{t-w))
or elu(f(w)-f(t-—w’)) _ ﬂ o 2n-1 'n
1
in % r (sin nw - sin n{t-w))
2n n
e
2 . .
u 2' inw 1n(t—-w){2
(o0} - = T -~ e
=TTe ° !
= e
1
2 2 . 2nt
00 ~2u r? sin n?
= | je
1
Lemme 4. Avec les mémes notations, on a
2
S e LT et
el |
ol a2
00
avec k{‘ (x,t) = 8 Z ri sin2 % sin—.2 %JE .
3 2
int , . 1 iuf iuf
Preuve. On remarque Z przl(u)eln est la série de Fourier de 5T @ * €
et . iuf » T
que la fonction e est de carré sommable, d*ou
27 210 2
S ]t = St eyl | Ty
“n 20 12 |
Jo vo
_ 1 BJ iu(f(y)-f(g—=x)-f(z)+f(z=00 ) ix dy dz
(217 J 3



Comme

avec

avec

on en déduit que

¢

(o)

w

1
qéelu(ftﬂz _1rn(cos ny-cos n(y-x)-cos nz + cos n{(z—x))
0 i = .
€ (L“Zn r (sin ny ......
1 2 2 2
- =T P u
4 nin
Pn _ 2elny _ e1n(y--x) _ iz eln(z—x),
_ iny _ inz|2 _ inx|2
,e e i1 e !
= 15 sin2 %; sin2 n(zhz)

(eiu(f(y)—f(y—x)—f(z)+f(z—x)))

des points

G.
J

est la réunion

. J ) 4 - —
puis S Elpn(u)} -1 3\[3 e kP(X’y z)u” dx dy dz
(2m)” “r
1 7 —e(x,t
= 2j2 POy gt
(am)= v
9.4. Lerme 5. Il existe une suite r de nombres positifs tels que
P+
y ) 2 .
5 ~y(x,t dx dt < o
R
avec %‘(x,t) =8 z:: ri sina %; sin2 %; et p entier & 8.
In
T i ot Dans le carré 0 {x (24
‘ TR

N MV NN 0t <2x

_/-_\\ \\ ‘\\ \\ \ \\ \\ \\ \\ S
+
1 . considérons pour j €Z 1'ensemble Gj
F\ i \\ \ \»__ ‘\\\‘\\‘ i
r .Q§ \\:\\\ RN AN (x,t) satisfaisant aux relations
T\‘\\ \\ \\'“\\\\\ \\\ \\ \\\ :\\Q\ \ | dix. \ /5 | 4t . \/~
i EISATACNEN sin 5[ sin 1)
NN D .
\ \\\\\ ‘\\ :?\\\‘\\ AN et désignons par Hj 1'ensemble des points de

OO RO TRR
T NN N \\§>‘\ n'appartenant a aucun G, pour i {j.
S \x N N _ 1
::Qi‘\ NN NN R On vérifie (voir figure) que Hj
ENNEENNEENNEERS
AL _
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' . 2 ~2j
de 1ZJ carrés dont chacun a pour surface T 4 J et gue la réunion des H. recouvre

le carré (C,27) X (0,27) presque partout. Comme sur Hj’ on a !

i J
2 L, 24%x 24 2
(p(x,t) 78 ryy Sin - sinT = > 2 Ty

. 2,3~ .
et que la mesure de Hj est X 39470 1a condition de 1'énoncé du lemme est satisfaite

j 1 . . .

dés que z:: (3/4)J ——-——517 { oo ce qui est possible avec une suite a, sommable telle
j (r,.) :

que la sous suite r4j ne tende pas trop rapidement vers zéro.

9,5, Démonstration de la proposition 2 du paragraphe 8.

Nous cherchons la fonction f de EF(€1) sous la forme (1), la suite r satis—

faisant & la condition du lemme 5.

Le lemme 1 nous apprend que p.s. = QF(P1). Le lemme 2 affirme que la condition

I est réalisée avec une probabilité positive.

Pour montrer que la condition II  est réalisée p.s. il suffit de montrer que

jmlulp t(z lpn(u)|4) (o

utilisant le lemme 4 il faut voir si

00 2

]ulp e_'+(x,t)u du {w.

‘Jo
Le changement de variable

"\i’.'(x,t)u2 =v

fait apparaitre la fonction [" et la condition
p+l
8l -~ A

2
j2@kﬁ) dx dt ¢ o
i
qui est celle de 1'hypothese du lemme 5.

Ce mode de démonstration nous donne les deux corollaires suitants @

9.6. Impossibilité de la synthése dans QOO Paible pour les distributions de

Dﬁ(p 2).

(si K = 2, on a vu que la synthese est possible).
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Pour démontrer cette impossibilité, on reprend la démonstration ci-dessus du théoreme
de Malliavin. I1 suffit de prouver alors que 3Pe peut &tre un élément de (i?;e)

c'est-h-dire qu'il existe p entier )1, tel que
roo p ., iuf
' L
ul® e | du {owo,
Jo e Igany® <
0r 2|7,
n

@1 < (supjp 2 T @)

Comme la suite (pn(u))n est dans [ et Qz on a

{ Constante
“eiuf“ { § o
9(pf) ) \ou Heiuf( )"6-2/{
5 )

Utilisant ces majorations sur les intervalles 0 {u 1, u) 1, il suffit de montrer

que YOO up ” eiuf!.'("z/ §

Or 12 et D, étant 2 réels de somme p, 1'inégalité de Holder s'écrit

P e
2l . 21 .
N N B N LM B = -2/
j i‘e ”3(([200) (\( u” odu) (lul" e i e du) .
1 0 ‘ Fa)
I1 suffit de prendre 2 -1 =€ (avec £ > 0) pour rendre convergente la 1re intégrale
3 ; g
du 2me membre d'ol
LY
2!
—_ N — +1+ &),
= > 2 (p )

La théorie du § 8 nous nrouve alors qu'il existe une f dans 83(900) de fagon que

la 2me intégrale du 2me membre converge.

. . - int . .
9.7. Condition suffisante portant sur un noyau qﬁ o 2 O\ne " pour qu'il existe

Une distribution d'énergie finie (par rapport & ce noyan) ne satisfaisant pas & la synthdse

harmonigue dans @Oo faible.

Cette condition est qu'il existe une suite sommable positive (rn) telle que



wn
]

v
1

2 o0 -=
( 2 . 2nt, 2
-
J @(Jﬁ)(f r_sin =) “at <(w.
0 n=1
En effet, avec la méthode qui nous a servi a démontrer le théoreme de Malliavin, il suffit

ie montrer qu'il existe me £ de F(I®) telle que $'f soit une distribution

dténergie finie d'ol
+00

r 2,1/2
5o ‘ (
5—00 huf(); O(n‘pn(u)! )7 du (oo
iuf(t int
gvec toujours e ( )N Z: pn(u)eln .
n
L'inégalité de Schwartz donne avec P + D, = et 12 et P, réels
P, P 1 L f
1 2 5,/r2P1z|2P2'—-'. 2,%
& Z_‘un(pn ] N (Ju ) (Ju da Lanlpn(u)' )
n
il faut .2p1 (=-1=E avee £ )0
d'ol 2p?=2—-2p1>3+8,/,4
pn® 4
; N
s0it . u L»_I_I_Jan!pn du {0 Do Se

ce qui est impliqué par

=
(‘A‘_v

)
j 4 T"_lp ]Za Jau { o0,
0 n n

Le lemme 3 du § 8 nous prouve qu'en prenant (avec notations du § 8) f sous la forme (1),

on g
- 2u2 : rzsin2 I-li
\(Q)(T'\ , ( ) 2 lnt) = e ™ n 2
Ll pn l *
n
Dtou
2x 2T
— 2 int .- 2 i(nk)t
| S0BC ™ =8 [ fp T
0 n k,n Jo
N 2
=27 L_, O(k!pk(u)!
k
il suffit done que 2u2 — 2 Sin2 nb
@, T LT 2
E L)) u e du (o
0 Jo

done, en effectuant 1tintégration par rapport & u, que



10, Résultats complémentaires.

Le probleme de synthése considéré ci-aprés est différent des problémes envisagés
jusqu'ici.
Les données sont
- < int P o .
~ un noyau <bf\! L (xne dont les coefficients de Fourier o sont ) 0,

et tels que toute suite e telle que

c 2 _ 2
"= e l"=)  ole|” <o
soit & croissance lente (respe plus lente que toute exponentielle) c'est & dire la suite

des coefficients de Fourier de la distribution (resp. hyper —)

c n z:: Cnelnt
1° est dite 1'énergie de ¢ et ces distributions (resp. hyper —) forment 1'espace de
Hilbert H des distributions (resp. hyper —) d'énergie finie par rapport & @?.
~ E est un fermé du tore tel que Cap@>E >0

- On appelle Q?E la partie de 5@ formée par les distributions a support dans E @

sous ev faiblement fermé.,

Dans ces conditions, on dit :

La synthése est possible pour le noyau @ si 1'ensemble des mesures ponctuelles

. gy ‘
portées par E est total dans ﬂeE (dans un evt localement convexe, la totalité forte est
équivalente 2 la totalité pour la topologie faible).

Nous établirons le théordme suivant.

\ .y . . > . [o¢] g
La synthese est possible s'il existe une classe  de fonctions C, positives

définies sur T, telle que

> . . ly e T
(:) Pour toute \P de §, il existe une mesure }Lew de A@E qui minimise I°,
{

parmi toutes les T de ng telles que



i
@ Pour toute T #0 de (ME’ il cxiste une fonction  de ¢ telle que

(T,¢) 40

liyperplan  des T ,
tellag que _Pr_ euve., Dans (%E’

T(&p)=1

soit Q 1'adhérence du sous
e.v, engendré par les mesures.
-

Si Q différait de %E, il existerait

T de 5€E orthogonale & Q.

D'apres l'hypothése 2 du théoreme il existe L'D
dans t telle que, aprés multiplication de T
par une constante on ait @ \/T ’ kP> =1,

D'apres 1'hypothése 1, il existerait une mesurc Pe , dans 1'intersection de 9
et de ;'hyperplan P des éléments T de EI(E telles que <T ,&{)> =1 et 1l'on
aurait By orthogonale & P,

D'ot 1'impossibilité puisqu'alors le triangle OT Koo aurait deux angles droits.

Le théortme doit &tre complété par la preuve de 1'existence de classes (; satisfai-

sant_aux hypothe¢ses @ et @.

Remarquons préalablement que 1'on peut prendre G réduite & la fonction identique
& 1 sur T dans le cas particulier ol 1l'espace JU est stable par la multiplication

par une exponentielle j c'est & dire lorsque pour toute suite e les conditions suivantes

sont équivalentes
2 2
Z @nlcn\ (o et Z O(n‘cn+1\ (e

(en effet, si dans le raisonnement précédent la distribution T orthogonale & Q est

telle que son ne coefficient de Fourier Tn est non nul alors

- T
n

(1™ 1) =1

et la mesure Pe intervenant ci-dessus est la mesure d'équilibre).



Proposition 1. La condition C) est_impliquée par @ :

@ Pour toute P de 7, et pour toute réunion finie F d'intervalles (de

2

longueurs ; 0), le support_de la mesure d'équilibre (de F par rapport 3 ) charge
tout F.

Preuve. Nous procédons comme au § 5 . Considérons les nombres of et P tels que
0 < <P , fLi désigne la mesure d'équilibre du fermé EP, T étant une distribu-
tions d'énergie finie portée par E telle que (T, \?} =1. T, désigne sa régularisée

par Ao (cf § 3 ). Nous avons

a1 -
n

, ¥ — 0 ¥ 9
<T0<’ PP>‘% = ZKZEJO(n TO(H(HP )n: 27[? T (HP )-n= X U}LPTQ(Parseval).

Or, nous avons vu (cf, § 5 ) que sur S(H\P ), donc sur E, d'aprés 1', on a
9 ) |
U}”p =1 Y

DsPe Dar rapport & toute mesure d'énergie finie done p.p. par rapport & la mesure de
Lebesgue, d'ol , Yo

9 s o [
<T0,p-P ;% =1 PJTQQP.
Appliquant 1'inégalité de Schwarz au ler membre, on trouve

Toy

P,
. T W (I

r
J o

Done, si o tend vers zéro

Comme précédemment, on voit, lorsque D tend vers zéro ¢

g
w T
I (T,

Proposition 2. la condition 1_'9 est impliquée par @ﬁ) :

- toute &[{; de C est concave sur un intervalle I contenant le fermé E étu-
dié

1" - et intervalle T a une longueur [8 (T

aux extrémités de I, et pour toute ) de T, ona —-Li <
f L
i

le noxau) .

Nous utiliserons le

Lemme. Le noyau < étant strictement convexe sur ]0 ' 2T([, alors le potentiel
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engendré par une mesure positive | est strictement convexe sur tout intervalle ouvert

v gque ne charge pas it.

Preuve du lemme, Soit [a1 32] dans w. Soit By un point de [a1 9.2}

ay= Ao+ (1-0a, (0 () 1),

Pour comparer les valeurs de U"bL aux points a, (i =1, 2, 3) partons de

o) = | o, - viapo
it i
T
Les membres C@(ai—t) = C',rB(‘l',--a,i) stinterprdtent graphiquement comme les ordomnées des

points de la courbe ‘i’( ) aux points Ai d'abcisses ai—t. Le fonction

) = P (a,~t)

e(t) = 7\4?(&1-1;) + (1=-0)P(a, ,

2

continue, > 0, atteint son minimum €70 surle compact S}l. Done,

¥t t ESp @(a3-t) § x@(a1-t) + (1—%)@(5;24) -E,

Dloli 1'inégalité cherchée en intégrant par rapport & o

‘
t
]
I
t
1
!
'

bocon

|
0 4y dz  Ag am
Preuve de la proposition 2. Pour simplifier 1'exposé nous prenons l'origine sur T

en une extrémité de I et nous identifions le tore & 1'intervalle ]0 , 27([ de R
deux points se correspondant par ce "déroulement" s'ils ont méme abeisse.

Raisonnons par 1'absurde. L'ensemble des intervalles de R coupant E et que ne charge
Pas }l\P (mesure d'équilibre de E relativement & L]D) est inductif vers le haut

bour la relation d'inclusion. Parmi les intervalles maximaux nous distinguerons les interval-

les finis et les demi~droites.

12) S8i 1e segment (ab) n'est pas chargé par PK{J
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//\ UWI') ), Iy PsPs sur E
: .9

(pour toute v d'énergie finie)
Y
UrL £ Ik'f’ sur S(}th))

O
p U'F ¥ strictement convexe (et continu) sur ]a ' b[.

m I—,———-—-___—.-——_-——‘—-__ -

Donc sur ]a y b[, le graphe de UH est strictement au dessus de celui de IK{J; et
UM) = IL\7, Ve Do Do ce-ci est en contradiction avec le principe du maximum.

29) si P ne chargeait pas (c , +o0 ), (ou bien symétriquement, une demi-droite

illimitée & gauche et contenant 1l'origine), alors quel que soit le point d & droite de

" @)y 19 )
UNP {c) = T (e)
(ou bien une relation analogue dans le cas symétrique).
Ce qui s'éerit plus succinctement @
iec €E Va4 & droite dans E 17%&7
ou bien condition symétrique.

Ceci est absurde si :

Ye €E 34 & droite _%%b%%%

et condition symétrique.

Mais en tenant compte de Ulx) = j\@(x-t)d}x(t) on peut remplacer 1'inégalité par

Ple) , . ¢ (c-t)
18 <t12fc -t}
t E

Nous remarquons alors que :

- puisque 1 "décroit a une extrémité de E" 'au moins on ne peut espérer réaliser cet-
te condition si la longueur Q de I est )W

~ dans 1'inégalité ; on peut prendre pour 4 1'extrémité droite P de E et

alors i1 suffit que
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Plc) , &(e)
Ve €EE T?T@j <?§?§7

et condition symétrique

I
i
{
i
i
'

0] e I21T d;( )

- ceci est réalisé si le graphe de j?r%j @ est au dessous de celui de @? s et

puisque @? est strictement convexe et que \f est concave, il suffit que

ég%%% < EL%%% (et condition symétrique)

Le théoreme de synthdse est donc établi pour les fermés E contenus dans un arc

I de longueur Q { T et les fonctions ¢ pas trop concaves sur I "définies par

(I")" si 1'on montre la

Proposition 3. L'hypothése (I") entraine 1'hypothese (II),

Preuve. On prend pour origine sur le tore une extrémité de I 1'abcisse € d'un

point de I variant entre 0 et T.
12) Dans le cas des distributions, considérons les fonctions LFn suivantes sur T

{

0 (0) = {

1~ Enen sur un ouvert © contenant I
n'importe quoi ailleurs
L'application de déroulement du tore sur la droite, si on la restreint & 0, est un

0 . e (D
isomorphisme de variétés C .

4 une distribution T portée par E, et orthogonale aux (Fn’ il correspond

A

biunivoquement une distribution T & support compact sur R (donc d'ordre fini m)
et orthogonale aux polynomes 1 - gnxn.

Or, ces polynomes forment un systdme total dans 75m(R) = ev des fonctions de
classe (" sur R aveec la topologie de la convergence compacte pour les dérivées

d'ordre Lm.

D'ou I'=T=0
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29) Dans le cas des hyperdistributions. (On aurait pu se dispenser du 12).

Nous avons vu qu'une hyperdistribution T sur le fermé E de T correspond 2 une

forme linéaire continue sur les fonctions holomorphes sur E (considéré comme une

partie de C), définie de la fagon suivante & partir d'une fonction T holomorphe
[
dans bE

(1, 0) =2—H 22) (2) Z
JT

r enlacant une fois E

Par la transformation holomorphe f : € — C

i(1-z)
z—y b= 14z
i@ 9

AN
toute hyperdistribution T portée par E devient une hyperdistribution T portée

A A
par une segment borné E de R, Supposons T orthogonale aux polyndmes P = 1= mem.

Les P, se prolongent au plan Z en 1 - EmZm et comme ces polynbmes forment un

A A
systéme total dans g@(E) = ev des fonctions holomorphes sur E avec la topologie de

A A
la convergence uniforme sur E (Mergelyan) ; alors T =0, Ceci équivaut & T = 0.

. : . 6 .
Et 1l en est ainsi si T est orthogonale aux fonctions pnof =1~ Emtgm 50 C'est bien

le cas, si 1'on choisit convenablement les E.m



Séminaire d'Orsay 1961/62
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE Exposé n® ]

(Exposés de B. Malgrange)

Rappels sur les Varidtdés Diffirentiables

o

I, Variété topologique de dimension n.

Clest un espace topologique sipard V, locolement hemiomerphe & B

. . 5 -1
Remarques Un cspace localoment homdemorphe d R n

sépard,

Germes de fonctions continues. On dit que deux foncticns, définies et continues

dans un voisinage d'un point 2 de V, et & valeurs rdelles, définissent 1o nméme
germe en a si elles coindident dans un voisinage de a. On notera fa le germe
défini par la fonction f : V —= R (il est clair que la relation définic ici est
une relation d¥équivalence), ct on aura ainsi L'espace vectoriel Cz des germes

de fonctions continues=2a a.

Transposée. Soient des homéomorphismes f ¢V - W et gt WX cntre

s s 1yt . . . \ N % -
trois vamiétés topologiques (de dimension n), Cp notera f (g) = gof ltapplica-

tion composée au sens de la théoric des cnsembleg, et on aura ainsi (gof)(a)

{f*(gz](a)‘ ¥ stappelle 1tapplication transposce de  f.

. 7 rd r . -
I1. Variété de classe C et de dimension n.

A) Soit E un espace affine (sur &) de dimension n. On suppose connie

la notion de fonction T fois continuement différentiable dans un ouvert & de
E ; elle est invariante par changement de coordonnées affines (r ost un entier
positif fini, ou + o0). Avec la méme rclation dtéquivalence que ci-dessus, on

introduit la notion de germe de fonction r fois différentiable en a&E ; ccs

. AT
germes forment un espace vecteriel, note Ca'



Espace des_vectours en 2, Clest l'espace vectoriel T  des vecteurs dlori-
a
gine 3, dont les léments sont les couples (a,b) avec bEE quelconque (c'est
le sous~ensemble {a}xE de E xE),

Application tangente. Soit f : & —3 F une applicetion de classe o dtun

ouvert € (CE dans un espace affine F. Son application lindairc tangente en &

C e T
est ltapplication fa : Ta "'%Tf(a\ de lfospace des vectours en a  dans Llespace

des vecteurs au point correspondent f(a)g donnée par lam trice jacobienne

A,
(

X

L_a

(a)) dans 1tespace vectoricl essocid.

[atd
[

r~difféomorphisme. Cest unc application bijective d’un ouvert © CE  sur un

. T s . .
ouvert fl CF qui est de classe C  ainsi que Son inversc.

B) Définition,
. 7/ r . . * F Ié 0
Une variété V de classe C° ot de dimension n cst une variétd topologique
. . . T
(de dimension n) sur lagquelle est donnd, pour tout o €V, un sous=enscmble Cj
O 2’ s 2 7 ] 1 3 » . .
de €. possédant la propriété suivante : Pour tout a il existe un voisinage ou-
<
vert ﬁa de a, ¢t un homéomorphisie kP de @q sur un ouvert [}, d'un OSPR-
Q
. . . : * T T
ce affine (fixe) E, de dimension n, tel que Ve €0, (c ( )) =C .
a Plb b
Une telle application x{) stappelle un r-difféomorphisme de Ga sur (b,

Plus généralement, un homéomorphisme (P t V ws W contre deux variétés de classe

by . . L . . T
C" sera appelé un r=difféomcrphisme si les germes de fonctions de classe C° se

’ ’ r A . o
correspondent, Par définition, les ¢ldéments de Ca s'appellent germes de fonctions
de classe C' (ou r fois continuement diffdérentiables) en a 3 unc fonction f

’ . T R
définie et continue dans un ouvert © CV est dite de classe C si, Ve (G
£ T
a € Cao
Une carte locale est un couple (o, LP) formé per un ouvert O CV et
un  redifféomorphisme \p de ©& sur un ouwvert )k de 1lespace affine E. En

.."
Choisissant une origine dans E, ot unc basc de l'espace vectoricl E 2ssocic

p Ay “ 3 Id . 3
a E, on pourra exprimer \P 3 1'aide de coordonnées localcs (x1, AN xn).
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Soient V et W deux variétés de classe C- ; unc application continue f & V—3W
est dite de classe C* si l'ona, Ya eV f*(Ci(a)) CCo (st V ot W sont
deux ouverts dans des espaces affines, il est clair que cela coincide avec la défi-
nition ordinaire).
Remargue. Si lfon a muni V d'une structure de veri¢té de classe Cr, il existe
évidemment une structure unique, de classe !

, compatible avec la précédente.

[] L] * o 7, 7 r 7 .
On pourra ainsi consid{rer une varidté C° comme étant aussi Cq, 0<€q (.

C) Vecteurs (en a) de V, wvariété de elasse € (r ) 1).

Ce sont des triplets (0', ¢y X) ou (G',qﬂ est une corte locale
( modu lo

aGG—iaﬂBb:LP(a) L ouvert affine de E) ctod XET

\P(a)"

la notion déquivalence (&, @, X) (6%, ©?, X!) si L'application 4 définic

par le diagramme ci~joint, (qui ost évidemment

o & r T
O un C -difféomorphisme) vérific QJb(X) = X',
eNe
lp' %) Gt (
z// \\;P Ltensomble Ta des vecteurs de V. oen a st
' y
¢ g’ muni d'unc structure de R-cspace vectoricl.

Ces vecteurs sont souvent appelés vecteurs tangents (3 quoi ?). Nous n'cmploierons

pas cette terminologic.

D) Si 1'on a une application de classe ¢t v —3 W entre deux variétés
de classe Cr, on en déduit (& 1'aide des cartes locales) 1'application lindeire

tangente en a, fz : Ta -3 T (2) ou Ta (et Tf(a)) sont les espaces des

fla

vecteurs en a (et £(a)),

’ ’ o f ! A
Théordme des fonctions composéese Si llon a V e——a W AN X, f et g ctant

des applications de classe Cr, on aura (la propriétd étant vreic sur les cartes
T T T (ori ol =of -
locales) (gof)a = gf(a) 0 fa' On pourra donc ecrire [f (g)}a = gf(a) ) fa

¥ Tyk
2) (gg(a)). On "oublic" en général le T dans (fa) et on écrira cinsi @

[0 = £2lag )

(t




On sous-entend souvent les points a et f(a), lorsque cola ne préte pas 3 confu-

sion, ce qui permet d?écrire {f*(g)]T = f¥(gT).

E) Différentielle,

Soient E un espace affine, b un point de E, Tb lfespace des vecteurs

en b (ensemble des couples (bsc) ol ¢ déerit E) ; désignons par T 1iep-
(bfc)zgg, de T

-
plication Tb —3 E, définie par 1 dans l'cspace vectoriel

b b

-% 2 A\ »
E associé a l'espace affine E,

. s . Cas T
Soit alors f wunc application dfune variété V de classe C  dans un espace

affine E. Si a €V, on en déduit :

T

f n
a fla) =

On désigne cette application composde, appelée différentielle en a de f,

par daf.
En particulier, si x : E —>» E est l'application identique de E. on aura,
’ . - T — * K
si b €E, dbx = Rbo On écrira done daf = df(a>x o fa = fa(df(a)x)’ soit en
¥
sous~entendant les points : df = £ (dx),

F) Soient V et W deux Cr—variétés, et f :V ~—>W une application de
f
classe C'. Considérons la suite d'applications a €V ——> W 3 5 € 3¢(£(a)),

qui donne, en passant aux tangentes et eux différentielles, le diagremme commutatif:

T
fa df(a)g ~5
Ta et} Tf(a) —————> E
gT d X
£(a) gof(a)
Tgof(a)
¥

T
On a donc (théordme des fonctions composées) d (f (g)) = d (gof) = de(g)9 o £y =

P~ R

¥ . * *
fa(df a)g), soit, en sous~entendant les points @ a(£7(g)) = £ (dg).

Clest ce résultat que 1'on désigne habituellement sous le nom de théoreéme de

Llinvariance de la différonticllc.
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Si 1'on a un r-difféomorphisme f : @ —F d'un ouvert affine & CE dans

un espace affine F, et si a €6, on a alors :

7l
2 > Ti(a)
v
*
daX g df(a)y
E Y B

(o x et y désignent les epplications identiques dans E et F respectivement),
0 - —-)

On désignera par f‘(a) l'application de E wvers F qui rend ce diagramme commu-

tatif, et on aura daf = f7(a)odax, soit, en sous-entendant lcs points ¢ df = f'dx,

f' est 1'application dite jacobienne, ou "dérivée" (clest effectivement la dérivée

dans le cas oU E et F sont de dimension 1, auquel cas on retrouve la formule

classique).

G) Fonctions 3 valeurs rdelles.

Soient V une Cr-variéte', a eV, @a un voisinege de a, et une fonction
f Ga ~——3> R de classe ¢’ en a. Dans ce cas, daf : Ta —>R, 1.,e,
dafET: (1%espace dual) de Ta). Réciproquement, si h ET;, i.e. h:T -——R,
en prenant une carte locale (& ' (P), avec © Sa, on vérifie aussitdt que tout
é1ément de T: est de la forme daf : les différenticlles en a stidentifient
donc aux covecteurs en a, i.e. aux éléments de T:°

Soit X un vecteur en a: X €T, Ondorit (X, df)= (8(x)£)(a).

Le sens de cette notation sera précisé dans le 2e exposé., Si l'on considere des

coordonnées locales (x1, ciey Xn) en 2, onaura X = <q1’ ten c(n> ety
-1 .
en notant o1(a) pour 3o ¢77) )(\P(a)), ol désigne 1'homéomorphisme local
ox. 5Xi

défini par les coordonnics loczles X [i.e. (P(b) = (Xi(b),--.xn(b)) pour b

voisin de a] :

n
of
Xy ety =§ &% 5 (a).

1



11I. Formes différentielles.

A) pevecteurs, pe—covecteurs.

Les p~vecteurs en a sont les éléments de Aan. Les p-covecteurs en a
sont les éléments de ApT: (si p> n, ces ensembles sont vides),

Si on a une application de closse ¢ v ~3 W d'ol fz : Ta S—Y Tf(a)’
on pourra définir, si X, €T, (i=1, vor, p): fZ(X1 N oo A Xo) = fz(x1) AL
/\fz(Xp). On définira de mbme f: sur AP T:(a) par f:(df(a) 91‘A“°’&df(a)9p) =
4, (25g)) A s Ad (5% ),

Champ de p-vecteurs. C'est une epplication a = AP Ta.

¥
Champ de p-covecteurs, " " . a — A° L
(=}

On dit encore, si G est un champ de p~covecteurs sur une variété V, que c'est
une forme différentielle extéricure de degré p sur V.

si (&, (x1, veey xn)) est une carte locale sur V variété de classe CT

a
(a 698 CV), on pourra écrire de fagon unique w(a) = Z C<i ; (a)
1(i1<q.<i gn T1p
dx, Aavs Adx, P
ai a"i
1 p
Si on fait un changement de cartes locales de classe Cr, donné par X; = fi(y),

Q

Pald
~2

!

= (y1, vouy Yn)’ on aura,en posant f = (f1, oos fn) :

Wa) =TT oy, s A Ay soit
1&11<°,<1p<n 1 p 1 alp
’\‘ A}
wla) = 5 o (a)dayj /\.../\dayj
13y < ciggn 1 1 0
‘ D(x. veey X, )
~~ H ?
oh 0, . = 57 o, () —p_ (a)
Iedp g < gn M Dlyy ey )
1 p
N N "'1 —1
et ou le jacobien est celul des fonctions X, OF y eeey Xy oY par rapport
1 p
aux Yj y seey V. o On "perd" donc ainsi une dérivabilité : si les coefficients
J

L p
3 14 3 7 ) r Y r :
initiaux étaient de classe C7, aprés changement C” de variables, les nouveaux

- 4 ’ r
ne seront que o 1 sur une variété de classe C +0On ne peut donc parler que de

- T ) T
formes de classe Cr ! (et non de classe C ) sur unc variété de classe C7,
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. C s T
Si f est une fonction de clesse C° sur V, on ncte df la forme diffé-
rentielle a — daf' On fera d'autre part constamment 1'abus de notation gui
consiste & identifier une forme diffdérenticlle définie au voisinage de a avec

son image dans une carte locale,

B) Différenticlle extdrieure d'une forme.

Soit © un ouvert affine, W wune forme définie dans &,

W= E::: . ey A NesoNdx, , sil'on 2 pris des coordonndes
1{i1<“.<1pgn 1 p 1 o
L N ] an @'.
(x1, ,xn) dans C)(Xi .
et Y Tt for s A
On définira &2 = ' Zdx, Av.s Adx, « On définira de méme
axi Dxi 11 10
s

O X,

n
dw = 2:: dx. f\jﬁg (tout cela pour W de classe C°, =t Y1)
i=1 * i

C) Propriétés de l'opération d.

1°) Elle est R-lindaire, et transforme une forme dc degré p en une forme
de degré pt+l.

2°) Sur les fonctions & valeurs dans R (que 1'on peut considérer comme des
formes de degré 0) clest l'opération f =3 df.

3°) alw, A w,) =dw, Aw, + (=1 )pw1/\dw2 si W, est une forme de degré
P> 0,

En particulier : 3 bis) d{fw) =df AW +f dw.

40) d2 =0y 1,60 ddw =0 VLD, de classe C2 au moins. En particulier,
on aura ddf =0 Yf €C2.

5°) si $: &— fb est de classe ¢® au moins ({h: ouvert affine),
alors Lp*(dw) = d(LP*(LU)).

Les propriétés 1, 2, 3, 4 découlent de la aéfinition, par des calculs é1é=
mentaires. D'aprés 1 et 3, il suffit de vérifier 5 pour W=f et W=df ;
pour - W= f, c'est 1'invariance de la différentielle ; si W= df, xp*(dw) = 0
X

% :
par 4, et Y w) = tP*(df) = d(p*(f), donc d (W) =0 par 4 aussi.

Elles sont de plus caractéristiques (11 v a un seul opérateur les vérifient toutes).
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Les proprictés précédentes montrent cussitdt que le différontiation extdrieure
trati , 2

est une operation que ne dépend que de la structure C° de & et non d'une struce
ture d'ouvert dfun espace affines, On en déduit facilement que 1fon pourra définir

- ’ . LaL) « 7y 7 r \ .
la differentielle extéricurc sur une veridté de classe C7, r ) 2 3 llaide de
cartes locales. En effet, si on a deux cartes locales (@ﬁ » W) et (Ea , \?ﬂ\,

b 2

et &= Eﬁ N Gé :

. &
4 w
\044/ g Ona Lp*d((\p*)"’(w))= a0 (w))
15 T Tty

puisque, en posant Y = {?1 ° KPET, H% = (\?i)—1(‘9)e Gé = (LP;)"1((Pj(Trﬂ))

i

¥ #
on a q)(dlD1) =dy ((D1) s ltextension des propriétés 1.2, 3, 4, 5 aux veriétés
différentiables de classe o (et l'examen des hypothéses a faire sur r) est

laissée au lecteur.

52 e e e ee e



Séminaire d'Orsay 1961/62
GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE

) -

Exposé n? 2
(Exposés de B. Malgrange)
Transformations infinitésimales

s

1. Notion de produit intérieur.

*
A) Préliminaires. Soient E un espace vectoriel de dimension n, E son dual,

*

et AE (respectivement A(E ) 1'algebre extérieure de E, /\P(E) (resp. /\P(E ))
M

désigne les é1éments de A(E) (resp. A(E )) de degré p. Prenons des vecteurs

* *
X,y eeey X dans E, et x, «..y, x dans E , et considérons l'expression :
1 ! H P ? 1 ’ H P 4

*

f([x_l,...,xp],[x1,...,x;]) = dét (<xi,x;>).

e X o

1 P

* *
De méme, pour des x, fixés, f ne dépend que des x1 ANeeo Ax « On a ainsi une forme
1 P

*
Pour des x, fixés, c'est une forme alternée, donc ne dépendant que des x
i

*
bilindaire sur A'E et /\pE , que l'on notera :
* * x
<x1 N ... /\xp ’ %, A... /\xp >= det((xi,xj >).

* * *
Cette forme induit un isomorphisme entre NE) ot (/\pE) , donc entre A(E ) et

*
(AE) . En effet, si 1'on considére un ensemble H d'indices 1 i1 X <ip §n

et des vecteurs © y seey O faisant partie d'une base de E, d'sl ey = e, Aeoi A e,
1 P 1 P
P. . . A R,
€ NE, et si l'on considere de méme e & NE, on aura :
1 si H=H
§ eH !’ eﬁ, = { ) .
0 sinon

*
De plus, si u est une application lindaire E —>E, et si u désigne sa trans-

i * *
bosee, on aura /\pu = (Apu) .

B) Définition du produit intérieur gauche. [N.B. t clest (-1 )pq fois celle de

Bourbaki].

* * .
Si x E/\PE, y E/\qE, et x 6/\p+q E, on définit le produit intérieur gauche
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*
x 1x par la formle (pour tout y & AJE) :

{(x ANy, .x*>= {y, x_Jx*>.

Le produit intérieur gauche est donc une application x — x dx de A E dans

*
)\qE , transposée de l'application y —> x Ay de /\qE dans Ap+q E.
' *
On n'a ici défini le produit intérieur du p-vecteur x et du g-vecteur x (on note
ici g au lieu de ptq) que si q Yy Pe Si q =p, la définition ci-dessus donne :
* *
xdx =<x,x ).
*
Si q <p, on posera x.Jx =0,
* *
C) Propriétés. Soient les x £ AE et les x € AE .
* *
0 =
1)x1_f(x2_1x) (szx1)Jx
*
20) eH_] e = 0 si H /CZH'

eH._..le =

. . y . - .
e PHK e si HCH' ,K= CH', (HK étant le nombre d!inversions

obtenues quand on écrit d'abord H, puis K. (cf. Bourbaki pour 12 et 29).

3%) Le produit intérieur par x €E est une antidérivation de degré -1, et l'on a,
. * P * * q *
si x eAE et y eAE :

* * * * * *
xJ(x Ay)=(xJIx)Ay + ()% Axdy).
e . . Uy p-1.%* A

Clest une opération de degré -1 car i(x) : ANE — A" E, en désignant par
i(x) 1e produit intérieur par x. On vérifie la formule par un calcul explicite, en in-

. pig-1 , R
troduisant un (p+g-1) vecteur y ¢ A E, et en décomposant les y, x et ¥y e

fagon & revenir a la définition.

P ¥ ¥ * q *
D) Produit intérieur droit. Soiemt x €A E, x £AE, et y é¢NE. On

‘o * * * * *
définit le produit intérieur droit x L x par : {x,x Ay ;) = {xLx ,v¥ >y pour

* *

* ¥
tout y E/\qE . Clest pour x fixé une application x —> x Lx de /\p+qE dans

* * * * * _
/\qE, transposée de l'application y -—x Ay de AE  dans /\P+qE . On ne servira

Pas, par la suite, de cette notion.
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II. Transformation infinitésimale associée & un champ de vecteurs.

. . .y r
A) Introduction. Soit V une variété de classe C, r » 2, de dimension,n, et X
r"1 . 7
un champ de vecteurs de classe C sur V ; soient Xy eeey X des coordonnées locales
n

au voisinage d'un point a €V, avec par cxemple a) = 0. Pour b voisin de a, soit

[ies CE, 0 %f):b—?{-f(b)J, et

£ (b) la base de T, duale de la base d x, de
1 b bi

%
*
b
soit Ei le champ de vecteurs b — Ei(b)

Au voisinage de a, X s'écrit alors d'une meniére et d'une seule ;3 X = Z 8, Ei’
les a; étant des fonctions de classe Cr—1 définies au voisinage de a, que l'on identi-
fiera & des fonctions de (x1, ey xn).

Pour lt]\< E(a), E(a) > 0 convenable, il existe une solution et une seule du systeéme

différentiel

dy,

1—&i(y1, seey yn)
dt
yi(O) =0

On ndtera kpt(a) le point de V de coordonnées (y1(t), ceny yn(t)). I1 est clair que
\Pt(a) ne dépend que de X et a et non des coordonnées locales particulieres choisies,
puisque les équations précédentes expriment que LPo(a) =0 et que, pour tout t, 1'appli-
cation tangente & t —> th(a) transforme le vecteur 1 en X (\Pt(a))

D'aprés la théorie des équations différentielles, on peut choisir £(a) de manitre
que, YK compact CV, on ait inf &(a) > 0. Il existe donc un voisinage W de

a €K

VX {o} dans V XR tel que l'application (& valeurs dans V) : (x,t) — k{?t(x) soit
définie dans W,

La théorie des équations différentielles montre que cettc application est de classe

r-1

C et qu'il existe un ouvert W! vérifiant V X { } C¥' CVW, tel quton ait

V(X,t1) evr, V(x,tz) ew s (x, t

Hot1+t2(x) = L\Ot2 ° ('Pt1 (x)

1-!—t2) EV L{)t ) €W et
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Lorsque V est compacte, on déduit facilement de la que %% se prolonge en un

groupe a un parameétre de difféomorphisme (de classe Cr—1

) de V. Dans le cas ou V n'est
pas compacte, on ne pourra pas en général prolonger Q% a V R entier de maniére que
le formule précédente soit vraie partout. Nous ne nous intéressons d'ailleurs qu'au germe
en V X {o} de 1'application %% (i.e. nous identifierons deux applications coincidant

gu voisinage de V X {o}) ; per abus de langege, nous l'appellerons "le germe de groupe a 1

parametre de difféomorphismes de V défini par X".

'B) Transformation infinitésimele @(X).

Soit f une fonction sur V, & valeurs réelles (on laisse au lecteur le soin d!exami-
ner les hypotheéses de différentiabilité & faire). Soit U un ouvert relativement compact
dens V ; la restriction &- U de lft est définie pour |t| ¢ £(U), £(U) D> 0 (et

*
c'est un difféomarphisme U —> gpt(U)) ; la restriction & U de LP t(f) est alors définie,

Dens des coordonnées locales, on aura, avec les notations du début de 4A) :
dy.

P28) = 20y, (4, vy 3 (8)) 5 Qo :(f)} 22 ),
a,0 dt ~ ila,o0

(a €0) ét plus généralement é% ?:(f)}t = (X, af 5 = 0(X)f formule vraic dans U,
ouvert relativement compact arbitraire de~oU, done dans V tout entier. (Dans la suite,
nous omettrons constamment de préciser que 1l'on doit se limiter a des ouverts relativement
compacts pour le validité de certaines formules, jeuant un réle intermédiaire... et nous
ferons aussi cette omission dans d'autres cas !).

Nous allons maintenant chercher & étendre ©(X) aux formes différentielles. On a
dgi /\.../\dgi,

, ) ) , 1...ip 1 .
on aura lpt((n) = Z:Z(Pt(cxi1...ip)d(lPt(gi1)) Ao A d(LPt(gip)). Nous pouvons donc

7 o\ rpos . * A, 3
déja défini LPt(LU), ol (U est une p~forme ; si l'ona W= E:Z<xi

définir Q(X)w par :

d * «
L (w) ‘t:o = 8(x)w.

(Sur des ouverts relativement compacts), on aura :
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o = 0 o
- -1
g . t+h 1 %
I @t(ﬁu) = lim (W) = 1lim L w%(tu)
h—=o h h—=o h
t aussi i kPh_I W) o I dési 1'identité @ . O
e 3 ol sig a . a ainsi
dt(Pt (Pt - ésigne 1'identité (PO n aura ainsi

d * * *
7 P, (@) =609, (W) = P, (3(x)w)

¥
Nous pouvons ainsi définir (formellement) 8(X) per é;(Pt‘ = 0(X), et 1'on aura alors,
. '
t=o0

L4; oy, - ¢, o,

En coordonnées locales, d'apres la définition de 6(X) et le premier exposé, nous écri-
rons

n
- ) - -
o(x) = Z:Z o S si X = Z:Z 8, Ei

(On fera toutefois attention que la formule O(X)W = E:Z e, (x est fausse en générel,

lorsque W est de degré > 0., Par exemple &(X).df = d[O(X)f] = d[ Q. ELE] £

i9dx
EEZ % Ox

C) Propriétés de 1'opérateur infinitésimal ©(X) associé au champ de vecteurs X.

12) 0(X) est R-lindaire (ou C=lindaire, s'il s'agit de formes complexes) et
transforme des p-formes en des p-formes. Si la variété V est de classe Cr, X et w
r~1 r-2
de classe C ', alors B(X)w sera de classe C (r Py 2).
* *
22) o(X)(w Aw') = (eX)w) A wt + WA(X) w!) car Lp (wWAwW!) = ipt(w) /\tp (w'),
t
d'oll le résultat en dérivant par rapport & +t.
39) o(¥)d w = d(e(X) w).
D'aprés 1 et 2, il suffit de vérifier 3 bis (pour les fonctions) :

3 bis) 6(X)df = d(0(X)f), et ceci découle de 1l'invariance de la différentielle :
* *
d - {pive , R )
(K?t(f)) q%(df) en dérivant par rapport a t
42) o(X)f = (X, at) =X J daf,
Les propriétés 1, 2, 3 bis, 4 caractérisent 1'opération 8, car, par 1 et 2, on se¢ rame-

ne a définir O sur f et df, ce que font 3 bis et 4.
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*
Remarquons que &8(X)W =0 (si et seulement si) on o LPt(UJ) = constente (en t) = w,

Ainsi, une forme (W est invariante par le germe dc groupe de transformations si O(X)w= 0,

D) Formule fonda@entale de Cartan. O(X)W =X Jdw +d(X Jw), ce qui s'éerit nussi:
o(xX) = i(X)a + ai(X).

I1 suffit de voir que, si 1'on prend cette formule pour définition, les propriétés
caractéristiques 1, 2, 3, 4 sont vérifides, 19) est évident. @ étant une antidérivetion
de degré +1, et i(X) une antidérivetion de degré -1 (c'est le produit intérieur par
un vecteur) leur anticommutateur id + di est une ddérivation de degré 0 d'ol le 20),
ma dX Jdw+dX Jw)) =dXJdw) =XJddw) +dX J dw) car f:o,dmﬁﬁx
Enfin, comme X Jf =0 par définition du produit intérieur (car f peut &tre considérée

comme une forme différentielle extéricure de degré 0) on aura 42),

E) Action d'une transformation infinitésimale sur un champ de vecteurs. Soient ¥

un chemp de vecteurs et (W une forme de degré 1. (Y , W) est alors une fonction de

*
V dans R, et on peut parler de KPt(<fY , W>). On voit aisément qu'on aura :
* T\~1 T ,

L‘Pt(<Y , WH) = <(th) (Y),(kpt) (w)? (cf. croquis)

¥
0 ¢ é1ing
n notera alors 8, pour W, (défini

, T\ ¥ L--
sur des fonctions), S, encore pour ((pt) L
(défini sur des formes ; on nia d'ailleurs - O
. -1

explicité le T que pour mieux le faire disparaitre), et St toujours pour (&Pt)

(défini sur des champs de vecteurs). On aura donc la formule :

8, (Y, wy=<5Y,5uw).

ds

On aura aussi -— = O(X)St, ce qui nous permettra d'écrire formellement exp(t8(X)), ou
dt

exp(tX) au lieu de S, ; cette notati r, qui met en évidence le champ de vecteurs dont

t

Provient le germe de groupe de transformetions, et qui met aussi en évidence 0(X) comme

le générateur infinitésimal de ce (germe de) groupe (au sens de la théorie des groupes de
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transformations), est parfois préférable,

Fn étendant la définition de ©(X) aux champs de vecteurs par la formule
d i .
8(X)Y = T St nous aurons; en dérivant la relation précédente par rapport & t :
t=0
x) <1 y W = <8 ,00> + {1, 0(X)UJ>, ce que l'on peut d'ailleurs prendre pour

définir ©(X)Y, Nous allons nous en servir pour obtenir une expression explicite (par les

coordonnées locales) du champ de vecteurs O(X)Y,

n n
Posons en effet X = Z 2y ‘g.i y 1= 2 bi Ei et ZZ § Alors
i:1 i=1
n
{Y,w> :Zbi<gi y WY et <9(X)Y,UJ> ZZ <E,] y W en vertu de la
i=1

n

Y, w
linderité, De plus, O(X)<Y, ®) Z Qi———l . Prenons alors O = dxj (3 =1,
i=1
vy 0). On a alors

<Ei y WY = <§1 y dx,>= éi' (de Kronecker)

ot {Y,w) = 2 bi 8ij = bj et de méme < (X ,LD> c, dans ce cas.

n  Ox, n Ja.
De plus, O(X)dx, = d(p(X)x,) = d(z e b—xl) =da, done <¥,0(X)dx ) = <Y,daj> = Zbi 5—;1
J J T i J J | i i
n Obj baJ
et par conséquent ¢ . = (o, =2 = b, —) d'en
Iom ey 0%,
BbJ oa.
Q(X)Y = Z (E),l &— - bl OX ) EJ
i,] i i

Nous voyons donc que ©(X)I = - o(1)X.

F) Crochet. Calculons O(8(X)I)f. Ona : 6(6(X)1)f = <o(X)Y,df) = 6(X X)<y,df > -
{Y,8(X)af y donc O(L(X)Y)2 = 0(X)e(T)f - {T,d((X)1))
= 8(X)a(Y)f - 8(Y)8(X)f
= [ox) , o(m)]t.
(par définition du crochet de deux applications linéaires).
0(0(X)Y), qui est le @ d'un champ de vecteurs, est une dérivation, et le crochet

{O(X) y Q(Y)] aussi, comme crochet de deux dérivations. 6 commutant avec d, 0(e(X)Y) et



le crochet commutent aussi aves l'opérateur 4, Done la formule est vraie aussi pour une
forme (0 de degré quelcongue au lieu de f.

De plus, (8(8(X)Y)Z = () (a(x2) ~ Q(Y)(Q(X)Z), si Z est un autre champ de vec-
teurs. Pour le voir, cn pourrait pass:r par les coordonnées, mais il suffit de vérifier que
les € des deux membres sont dgaux (sur les formes) car 6(X) détermine évidemment X. Or
nous venons d’établir que, sur ies foncbions (et les formes) on a 0{0(X)Y) = [O(X),O(Y}].
Donc, sur les Jormes :

a(0(e(x)7)z) = [e(a()1),212,] = [{9(:{),@@)} 0(2)]

[Q(X), [O(Y),@(Z)_J
]

[2(1), [5(x),0(2)

1l
o)
—
»
p g
™
—~
3
[
S
<
S

o(e(x)(«(1)z))

8(8(1)(3(x)2)) = [5(7),0(c(x)z;
et 1'égalité a démontrer niest autre que 1'identité de Jacobi, qui est toujours vérifide
par le crochet de deux applications lindaires.

Par conséquent eo(x)1) = [ofx),8(1)] ,

la formule étant vraie sur les fonctions, les formes et les champs de vecteurs.
Définition. On définit le crochet de deux champs de vectecurs (que, jusqu'ici, on ne

pouvait définir, ne pouvant d¢finir de produit XY¥) par :

-

X, 1

4

= 9(X)Y = - (V)X ,
c'est & dire, si @ est une forme de degré
Fa),wy =0 KL, w)y - {10 .

On aure alors MIY]) = [ ),Q(Y)].

Le crochet de deux champs do vecteurs est une opération linéaire mais non associative ;

elle vérifie par contre 1'identité de Jacobi

[X,[I,Z]} + [x, [Z,X]J + [z,[x,yﬂ =0

-

cela s'éerit aussi

(1) [1,2] = [o)1,2] + [T,0(0)2] .

Cette formule nous montre que les transformations infinitésimales opérent sur des crochets

comme des dérivations.
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G, Autres formules. On peut de méme démontrer la formule suivante (qui montre que

6(X) opére comme une dérivation, sur les produits intérieurs :
X)(Td w) = (T J w + T JoX w

wo X, T sont des champs de vecteurs, et 0 une forme différentielle extérieure, il

suffit en effet de démontrer la dernidre formule pour = df (pour w = f, elle est

triviale) auquel cas elle s'éerit, car d et © commutent

6(X)(e(T)f) = 6(9(X)T)f + 6(Y)(8(X)f), ce que 1'on o déji vu,

On aura donc [X,YJ_J W =0(XN(Y Jw) - Y deXw, soit

i[x,Y] = 8(X)i(Y) - i(1)8(X)
ce que l'en peut aussi écrire

1(x,1) = [6(x),i(1)],

On pourra sussi définir O(X)T lorsque X est un champ de vecteurs et Y un chemp de
p-vecteurs, par le méme prdcédé que nous avons déja employé. On vérifie facilement les for-
mles suivantes

8(X)(Y AZ) = [O(X)YJAZ + Y/\[O(X)Z] (Y,Z champs de p~vecteurs)

6(e(x)1)z = [8(x),6(1)]z = o[x,7]z (Y champ de vecteurs
Z champ de p—vecteurs)



Sémindire d'Orsay 1961/62

GUOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE Expesé n? 3

(Exposés de B. Malgrange)

Systemes de Pfaff

1. Compléments & 1l'exposé n? 2.

Soit une variété V de dimensien n, de elasse ¢®. FEtant donné le champ de o~
teurs X sur V, on motera exp(tX) le (germe de) groupe infinitésimsl & un paraméire
de transformations que définit X. Pour la commodité en suppesera dans toute la suite Zes
champs de vecteurs, les formes différentielles, ete.., de classe ™,

Coordonnées adaptées & un champ X,

Théordme 1. Au voisinage d'un point a et X(a) # 0 il existe un systéme de coor-
données lecales (x1, veny xn) telles que O(X) = 55-'
1

Choisissons les coordennées initiales de telle serte que a ait pour coordonnées :

(0, 0y +usy 0)
et que X(a) ait pour cemprsantes :

(1, 0y «ssy 0)
ce qui est possible puisque X(a) # O.

Ssient ( E1, coey En) les eampesantes de X au voisinage de a.

Soient ?i les fonctions eonrdennées de 1'application exp(tX) exprimée dans Je
systeme de coordonnées locales choisi [i.e. ‘@i(t F Xyy ey xn) sont les coordcnnées
du point exp(tX)x, x = (x1, vy Xn)]-

Considérons dans R 1tapplication qui au peint (x1, vesy xn) suppesé voisin ce G
fait correspondre le point de R® de conrdonndes

(1) A (x1 ; 0, Xyr weey xn) i=1,2, eoey N

1l

Calculons le Jacobien de la transformation en a,



5;%(0) = g.. i et j) 2, come on le voit

en dérivant 1'identité en (x1, veey X )
X, = (Pi(O RSP SYRRRES Xn) .

Le Jacobien vaut 1 : il existo denc un ouvert de R confenant 0 sur lequel on puilsse

inverser 1'application (xi) —_ (yi). Ou encore il existe un ouvert de V contenant a

sur lequel on puisse prendre pour coordonnées locales les X, déterminés par les relations

(1) au point dont les coordonnées locales dans le systéme initial sont les Vs

Alors 6(X) = < ear

OxX

1

noov, - n
Loyr il 8
NP s W S
x, 1= Y = Ei 0¥y

en tout point de 1'ouvert de définition des coordonndes locales (xi)o

Interprétation de |X , Y| = 0.

Théoreme 2. Etant donnés deux champs de wvecteurs X ot Y définis sur un ouvert

de V, une condition nécessaire et suffisante pour que les transformations exp(tX)

et exp(u¥) commutent est que {X , f] = 0,

1) La condition ost nécossaire.

Par hypothesc, on a :
exp(u¥).exp(tX).x = exp tX . exp uf . x
pour tout x au voisinage du point a de V. Soit f une fonction numérique quelconque

différentiable au voisinage de =n. On aurn

D ex (tX)exp(u¥)f = 6(X)exp(ul)f ;
ot ’ ]t=o

2
1o  oxp(ttlexpun)t] = 0(R)a(1)s

du ot t=u=0
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do nbne \emturle(t)e] = a(ro(o)s.
Ju Ot U=t=0

Done 6(x)a(¥) - 8(x)e(x) = 6fx,1] = 0 .

D!l [X , Y} = 0,

2) La condition cst suffisantc.

Supposons que [X y YJ =0,

Soit a quelconque sur V et montrons que exp(tX)expn(uY)a = exp(uY)exp(tX)a.

a) Si X(a) =Y(a) =0
o est alors invariant par exp tX et exp uY ¢ cela résulte du théoréme d'unicité de la
selutisn des systemes différentiels.,

b) Suppesons que l'un au moins des deux champs n'est pas nul en a, soit X(a) £ 0.

Par un changement de coordonnées locales, on peut supposer que 6(X)= 0 Y ayant pour

X

1
composantes ((X1(x), vouy un(x))
0%y
Q(X)Y=O=%——-—=O 121, 2, soey n.
BX1

Les composantes de Y sont indépendantes de x le systéme différentiel définissant

1?

exp(uY) est alors invariant par toute translation paralldle & x,, le germe de groupe

1’
exp(uY) aussi. C.0,F.D,

24 Systémes de PPaff.

s . .. , . ®
Sous~variété. Soit V une variété de dimension n, de classe C . Un sous-ensemble
¥ de V ost une sous-variété de dimension p {n si au voisinage de chacun des points
de W il existe des coordonnées locales (x1, cony xn) sur V telles que W soit

’pa . .
définie par les n-p dquations ¢

(
xp+4 =0
=0
17
X =0
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W est localement fermée : car tout point de W posséde un voisinage & dans V dont
lo trace sur W est fermée dans O. En tout point a de W, les germes de fonctions
numériques de classe ¢® voisinage de a sur W sont la restrictions & W des
germes de fonctions numériques de classe c® au voisinage de a sur V.

Les p fonctions x1, veey xp induisent sur W un systéme de coordonndes locales :
donc W est une variété de classe C° et de dimension D

Soit i 1'injection cenonique de W dans V. Pour tout o €W, son application
lindaire tangente en a iji permet de plonger 1'espace Ta(W) des vecteurs de W en a
et nous dirons qu'un vecteur de V en a est tangent 4 W s'il appartient & 1'imege de
Ta(W) par 1l'application iz [dans la suite, nous identifierons par abus de langege
les vecteurs de Ta(W) avec leur image dans Ta(V)].

*
Soit O une forme différentielle sur V ; on appellera i (W) "la restriction

*
de w & W", Par abus de langage, on dira que "w est nulle sur W' si i (W) =0.

Systeéme de Pfaff,

Soit @ le module (sur 1'anneau des fonctions de classe ¢® sur V) des champs
de vecteurs sur V. Un systéme de Pfaff est, par définition, un sous module M de @,

On fera une fois pour toute 1'hypothése suivante (hypothéese du rang constant) ¢

Ma désignant le sous-ensemble de Ta formé des vecteurs X(a), avec X EM, le rang

de Ma est indépendant du point a.

En pratique, on ne s'intéressera qu'aux systémes de Pfaff définis dans un voisinage
(non précisé) d'un point a. (I1 vaudrait d'ailleurs mieux parler alors de "germe de sys-
teme de Pfaff en a"...). Si le rang d'un tel systeme est p, il existe une base de M
8u voisinage de ay formée de p champs de vecteurs X1, sony Xp ; complétons la cn une

base X , ooy XP, X

1 SPTINY Xn de ® . Soit (D1, veey WO le base duale du module

des formes différentielles, (i.e. <Xi’ wj): (Sij en tout point). Il vient au méme de

se donner M ou le sous-module orthogonal M'L engendré par wp+1, sesy (Dn.



Variétés intégrales.,

Ce sont les sous veriétés W de V (ou plus exactement, d'un ouvert de V dans
lequel M est défini) dont tous les vecteurs tangents appartiemnent & M, i.e. dont
les vecteurs tangents en tout point b £W appartiennent & Mb'

Par dualité ce sont toutes les sous—variétés W sur lesquelles les n-p formes

w IRy (Dn s'annulent,

pt

Existence des variétés intéerales,

Si p >/1, soit un champ X €M défini dans un ouvert & -—s 8, et le groupe &
un parametre exp{tX) associé. Supposons Xa £ 0.

L'application t — exp(tX)a d'un voisinage de O dans R, dans 1l'ouvert & de
V adéfinit sur V un arc de courbe I; passant par a.

Choisissons dans © des coordonnées locales adaptées au champ X, a étant lc point

(0, LN ) 0).
Tout point de f; est défini per les coordommées (t, 0, ...0) et &X) = —a-a-{ .
, (o df
Alors quel que soit f définie sur I; HX)f = =

Conclusion : [° est une variété intégralc de dimension 1.
a

Pa est appelé trajectoire du groupe & un paramétre exp (X}

Intégrales premitres d'un systéme de Pfaff (M)

Définition. Une fonction numérique est intégrale premitre du systéme (M) si elle
est constante sur toutes les variétés intégrales de M.

Théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit intégrale pre-

" L
miere de (M) et que df €M™,

) La condition est suffisante,

. L .
Soit W wune variété intégrale quelconque de (M). Si df EM, cela entraine

{X,a) =0

¥x vecteur tangent a W,
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Alors la restriction de df & W est nulle,donc f est constante sur W

b) La condition est nécessaire.

Yx &M, f est constante sur les trajectoires du groupe & un paramétre exp(tX)

8(X)f = <X, df ) =0 et dfE MJ’.

transformation infinitésimale d'un systeme de Pfaff,

Soit Y un champ de vecteur défini au voisinage de a.
Définition. Le module M des champs de vecteurs tangents & V est invariant par
le groupe de transformations exp tY si
YXEM  exp(t)XENM .
On notern  exp(tY).MC M.
Par dualité, c'est équivalent a
L

VweEM : exp(t)w €M™,

Théoréme 4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'on ait exp(tY)M C ™ est

0(I) MC M,

. L 1
Remarque. Cette derniére relation est équivalente par dualité a o(I)IM™ C M,

a) La condition est nécessaire.

P
: X = [X) OX b
Par hypothese Vxe M, exp(tI)XEM exp(tY)X ;_; )\i(x,t)xi (X.| . ase

et O(I)X = %[@xp(tY)XJ =) ] = (x,o)xi 0(Y)XEM,
t=0 i=1

b) La condition cst suffisante.

. g 1
Montrons que la condition G(Y)Ml C MJ~ entraine la condition exp(tY)M™ C M7,
Considérons la base W, .. W W veo (O du module des formes de degré 1
1 p pH n
= J
o(W,) = x) W,
(w,) 2;1 o, (%) 0,
. J_ n j
Par hypothese si i »p et j<py O(Ji = 0, Posons exp(tY)wi = J; )i(x,t) (DJ..

Les conditions initiales sont

)\J:(X,O)= 6

i i3y
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Supposons i > p et j <\p, montrons que cela entraine Xi(x , t) =0, Or

é%[}xP(tY)(LE} = 0(Y) .exp(Y) w, .

En identifiant les coefficients de ces deux formes, on obticnt :
n

0 N k j
—b—'{ >\i(x ' 1) = E O(i(x) >\3{()(.-15)

k . .
or q{ =0 si kg p et i > Do

Le systeme d'équation qui nous intéresse s'écrit alors @
. n

RN _ LN

3 Xi(x,t) ~kgp+10(i kk

i=pH, «espy nj; j fixé, {p.
I1 est linéaire homogéne, de n~p équations & n—p inconnues. I1 admet une solution

unique qui prend la valeur

xii(x,o) -0

c'est donc la solution constamment mulle. C.Q.F.D,

Corollaire 1. Soient W une variété intégrele du systéme (M) et Y un champ de

vecteurs vérifiant O(Y)M CM. DPour tout t (assez voisinde 0) exp(tI)W est unc

variété'intégrnle de (M),

En effet, exp(tY) étant (localement) un difféomorphisme, exp(tY)W est une sous
variété de V ; et il est clair que les vecteurs tangents & exp(tY)W appartiennent &
exp(tY)M, donc & M d'aprés le théoréme précédent.

Corolleire 2. Outre les hypothtses précédentes, supposons qu'on ait Y &M et que

¥ soit transversale & W (iee, Y n'est tangent & W en aucun point ; en particulier,

T#0 en tout point de W). Alors l'ensemble exp(tY)W est une variété intégrale de M

e

de dimension égale & dim W + 1.

Choisissons en effet, au voisinage d'un point o €V, un systéme de coordonnées
locales (x1, cony xn) avec xi(a) =0, tel que W soit défini par Xegg =000 = X = 0;

et supposons qu'on ait Y(a) = (0,..,0, 1, 0yss.,0).
k
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Considérons 1'aepplication (t, IRRIPY xk) —3 exp(tY)x x étent le point de W
de coordonnées (x1, veuy )ﬁ;)’ il est clair que cette application est de rang k+l en a,
donc exp(tX)W est une variété au voisinage de a. Clest une variété intégrale puisque
les vecteurs tangents & t = constante appartiennent & M (corolleire 1) et qu'un
vecteur tangent & x = constante est Y, et qu'ona TE&EM,

Ce corollaire améne a poscr la définition suivante :

Définition. On appelle systéme caractéristique du systeme de Pfaff (M) le systeme

(N) des champs de vecteurs V vérifiant

t. TEM

2, B(Y)MCHM
Ces conditions s'écrivent encore ainsi @

Yoeu" [(1,w)=0
Bwe n"
et comme S(Y)w =d<Y,WHy+¥4dw

VwEMl

Y,w) =0
YdeEML

I1 en résulte que (avec les hypothéses de rang constant), NL est engendré par les

1
WEM etles XJdw, XEN, WENT,
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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE Exposé ng 4

(Exposésde B. Malgrange)

Théoreme de Frobenius

I, Théoreme de Frobenius.

Rappel. Hypothése de rang constant. Soit un systéme de Pfaff défini au voisinage de

1'origine par la donnée d'un sous-module M du module @ des champs de vecteurs sur V.

Lthypothése suivante sera toujours sous-entendue

Ma désignant le sous—ensemble de Ta formé des vecteurs X(a) avec XeM, le

rang de Ma est indépendant du point a (appartenant au voisinage de 1l'origine dans
lequel le systeme de Pfaff est défini).
D'autre part, les fonetions, champs de vecteurs, etc... sont toujours supposés de
© s
classe C (pour simplifier).

Définition. Systéme complétement intégrable. M est dit camplétement intégrable

(on dit quelquefois complet), si M"L est engendré par des différentielles exactes. Soit
P le rang de M. En rétrécissant au besoin le voisinage de l'origine dans lequel est
défini le systéme de Pfaff, on peut donner la définition équivalente :

M est complétement intégrable si 4 (n-p) fonctions numériques : fp+1' fp+2’ veuy fn

-L . 7 df
e e .
telles que M soit en,gendre pax df 1 ] dfp 27 H n

Les fonctions f IWEREEEY fn sont des intégrales premitres du systéme (M).
P
Choisissons un systéme de coordonnées locales (x1, Xy ey xn) tel que M soit
engendré par dx dx dx 6 (M) est alors engendré par : 9 -9—, cony 12-.
P pH? Tpt2’ 77T Tn’ ax1’ o, axp

) \ > N
Théoreme. Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme M soit cemple~

tement intégrable est que :

1) |Yxey Viey, [X,Y]EM.
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Le systéme caractéristicue étant 1'ensemble {X[X EM et ®X) (ME M}, il revient
au méme de dire qu'une condition nécessaire et suffisante pour que M soit complétement
intégrable es;t qu'il soit son propre systeme caractéristique.

Lemme préliminaire. La condition (1) est équivalente & la suivante :

(2) “Si OJEM'L, dUJEJ ou g désigne 1'idéal engendré par MY dans

*
1'algebre extérieure du module des formes différentielles ¢ AE .

L

La condition (1) est équivalente par dualité & : G(X)M'L cu- VYxewm

Soient donc X E M et we Mt . D'aprds la formule de Cartan : €(X)W =X _ldw,
puisque da(X _J w) =0,
Soient X1, X2, oeny Xp la base de M au voisinage de 1l'origine

X Xn la base complétée de

X g ssey X , X

27 ’ p’ P
*

w1, 032, ceny OJn la base duale du module E des formes différentielles

(<Xi’ U{J) = 613, en tout point).

. . 2 ¥ _
Décomposons d Uy suivant la base de AE : |dw = 2 Cij wi A u)j

143
Xi__l dw = % cjk Xi__l (uo:j /\wk)
- JZ(_E Cjk{[(xi _ wj) A wk]- wj A (Xi_J wk)}
:;Zﬁcia‘wj "%;gcji‘”j

Vi < by Xi_JdUJEM'L(@Cijzo V(i,j) tel que i¢p et j¢p c'estadire

cij £ 0= j yPp+1. C.Q.F.D,

Ces conditions sont nécessaires. Soient X et YE M,

Y df de la base de M‘L, p(X)f=0 et a(Y)f=0
— 8(X)6(T)f - B(T)A(X)f =0 clest & dire : <[X,¥[,df) =0 done

[X,YJEIV.
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Ces conditions sont suffisantes.

Choisissons les coordonnées initiales telles que, & l'origine :

~
=
S
n

(10 .ve0vee. 0)
(01 evvueea 0)

o
I

X (0) =(0 ... 10 .. 0)

et posons : a(x x ) =(0, ..., 0, y veey X )

pH1? "t T xp+1’ xp+2 n

Considérons dans R 1'application qui au point (x1, Xyr eeey xn) supposé voisin
de O fait correspondre le point (de coordennées (y1, Vo1 eees yh)) :

exp(x1X1) exp(x2X2) cee exp(prP) al )

Xp+1, XP+2, ee ey Xn

Calculons le Jacobien de la transformation & 1'origine :

oY,

- = 8 .. pour j & p en vertu du choix des coordonnées de X (0), eeey X (0).
axj ij \ 1 P
oy, 5

1 . . " .. .

5 j i pour i et j) pHl (évident)

Le Jacobien vaut 1. Il existe donc un ouvert de V contenant l'origine sur lequel
on puisse prendre pour coordonnées locales les x, au point dont les coordonnées locales
dans le systéme initial sont Yyr Ypr vees ¥

xp+1, xp+2, ey X étant fixés, l'ensemble :

W= exp(x1X1) exp(x2X2) vee exp(prP) a(xp+4, XP*Q, ceey xn)

est une variété intégrale de M de dimension p (il suffit d'appliquer (p~1) fois le
corollaire 2 ~ exposé 3 - & la trajectoire du groupe a 1 paramétre exp(prp) passant
par le point a(xp+1, X420 xn).

L'espace tangent & W est engendré par X1, ceoy XP et dans le systeme de coordon-

nées locales choisies, on a :

M est donc bien complétement in“égrable.
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Notation. Les coordonnées (X1, Xy eeey Xn) seront dites "adaptées au systéme M",

2’

Exemples de systemes complétement intégrables,

1. Le systéme caractéristique d'un systéme de Pfaff quelconque est complétement inté-
grable.
En effet : N = {Xlx EM et a(X)M C M}.
Soient X et YEN, [X y Y]EM et
o X, Y= e(X) 8(X)M - &(X) e(X)MCM done [X , I]EN.

2. Soit W une forme différentielle de degré quelconque. Le systdme extrémal de

i

W, c'est & dire 1'ensemble {X ‘ 9(X)dw) =0 est compldtement intégrable.

In effet, 6(X)dw =0 et 8(Y)dw = 0 entrainent :
olx , T = 8(X) 8(T)aw - e(¥) 8(X)dw = o,

N.B. ¢ On ne doit pas confondre le systdme précédent avec le systéme caractéristique du

systeme de Pfaff M défini par W =0 (W est ici une forme de degré 1) qui est :

x

{XIXEM et X _Jdw = )\LU} puisque X _J W =0,

XEM ot HX)W = Xw} clest b dire

II., Systemes d'équations linéaires aux dérivées partielles avec second membre.

Soient p champs de vecteurs Xi et p fonctions g, On considére les p équa-
tions =g..
st (X))t =g. (1)

ler cas. Le systéme M (engendré par les Xi) est completement intégrable.

Si on utilise des coordonnées locales adoptées au systéme M, ces équations peuvent

Lo f . L . . s .
s'écrire j%— = hi et on sait qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
i oh., Oh,
i

exist i PR - i 5] < 2
existe une solution est que axj 5% Vi et ] € ﬁ’pj (2)

Cherchons la condition d'existence des solutions pour le systéme d'équations derit

H-

en coordonnées non adaptées.

Condition nécessaire pour gu'il existe une solution.

. k
Par hypothese, il existe k fonctions Cxij telles que
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rx) - 72 ok

k
, k
i t lut du systé = L4 .
Si f est une solution du systeme (1), 6{?& , Xi]f %{i Cxij G(Xk)f. On en déduit :
k
\q X, .- 9 X._ . = o . .
( 1)g3 ( J)gl > o5 8 (3)

k

Montrons que ces conditions sont suffisantes.

1ere méthode. On pourrait vérifier par un calcul fastidieux que les conditions (3)

sont conservics dans un changement de coordonnées locales. En coordonnées
adaptées au systéme, on obticnt les conditions (2), dont on a vu qu'elles étaient suffi-
santes,

2me méthode. Si f est solution du systéme d!'équations (1), la fonction
z = f(x1, Xyp weey xn) peut &tre congidérée comme définie implicitement par une relation :

F(X1, Xyy weny X z), au voisinage des points (x1, Xyp weey Xy z) pour lesquels

_ o
OF a9
—a'—ziéo. On a O—x;—- OF .
dz
Soit alors X wun champ donné sur V de composantes (ai).
of OF OF
7 = —— ! — — — —_— = 0
e (X)t g<——>z aj S g(‘-‘)z aj ax.-f'g 7 ’
J J J J
A - L,
équation de 1la forme : 6 (~=)f =0 ou 4= est un champ (sur la variété CV x R)

dont les composantes sont : (a1, coey an,g).

Résoudre le systéme (1) équivaut donc & résoudre le systéme :

Lwamrd
9<L:_si)F =0

(4) or

oz —r

Or le systeme de Pfaff Tn, engendré par les L:Ai est complétement intégrable. En effet,

si par abus de notation nous rotons X le champ (défini sur la variété (CV x R) de

composantes : (a,, By weey an,O),

s ) oF oy D oF
Q[Ei’ TP = (alx) + g, )0 ()F &) 0] - (6% e o) (206 )Py )

i

r OF
8% Xi}F +(8(x,)e, - G(Xj)gi)ifE .



-6 -
Le systéme de Pfaff M engendré par les Xi étant completement intégrable et les condi-

tions (3) étant supposées réalisdes :

. - k OF
ey /_._sjl’ = z}; aij(e (Xk)F + gk—a—z) = gaij e(,___;k)F =0,

\yny 7
0

D'autre part, les Xk étant linéairement indépendant, le champ de cemposantes

(0, 0, «ae, 1) n'appartient pas & M, 11 existe donc des solutions de Q(Z;Zi)F =0

F . .. .
telles que é}z £0 3 1'origine et par suite des solutions de Q(Xi)f = gi. C.Q.F.D,

2eme cass Lo systeme de Pfaff M engendré par les Xi n'est pas complétement intéerable,

Si M n'est pas completement intégrable, nous pouvons obtenir d'autres équations

linéaires du ler ordre
e[xi,xj]f = 0()e, - 90K )g

Soit M! 1le plus petit systéme de Pfaff contenant M est stable pour 1'opération
crochet (le théoreme de Zorn permet de démontrer qu'il en existe un). Si nous faisons
en outre, l'hypothése de régularité suivante :
les relations de dépendance linéaire ayant lieu & 1l'origine dans l'ensemble des champs
Xi et des champs obtenus & partir des Xi au moyen de 1'opération crochet sont aussi
vérifides dans un voisinage de 1'origine, le systéme de Pfaff M! vérifie 1'hypothese

de rang constant. On peut alors résoudre le systeme d'équations avec second membre cor-

respondant & M! et en déduire les solutions de M,
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GEOMETRIE DIFFERENTTELLE COMPLEXE Exposé n? 5

(rédigé par A. Douady)
(Exposés de B. Malgrange)

Théoreme de Frobenius complexe, I.

I, Vecteurs complexes.

Soit V une variété de classe CZ de dimension (réelle) n. Pour tout point a
de V, Ta est 1l'espace des vecteurs de V en a (exposé 1), et en posera
EF = C .
a ®R Ta

~

Les éléments de Ta s'appelleront vecteurs complexes de V en a. Un vecteur complexe

X E,@; se décompose de fagon unique sous la forme X = X! + X", ou X' et X" sont
des vecteurs réels (i.e, X' et X" EﬂTa).

Les covecteurs complexes de V en a sont les éléments de

T =C ®RT3=£R(Ta;C)§$ (T ;¢ .

a C "a

. .. 1, L 2 .
Si £ 3+ V—>C est une application ¢® considérée comme application dans R~ sousjacent

©”

¥
C) ; pour tout point a de V, daf E‘.S@R('l"1 $ C) = Ta est un covecteur complexe en a.

Les vecteurs complexos en a sont les é1éments de
J2)

b - AP
c @, N )= ALT)

* ~%
Les p-covecteurs comnlexes en a sont les éléments de ¢ C ®R /\p(Ta) = /\g(Ta).

On peut aussi les représenter comme des formes p-R-linéaires alternées de Ta dans C.

On notera :

0 R o0 N
Lk 1'anneau des fonctions de classe C sur V a valeurs dans R

0.° C

, 00
®  1'espace vectoriel sur R (0 -module) des champs de vecteurs (réels) de classe C
sur V

@ C (fi —module) complexes

&],p 1'espace vectoriel sur R ({) —module) des formes différentielles extérieures
(réelles) de degré p de classe ¢® sur v

(Lp C (f10~module)
(compleres) .
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Pour tout champ de vecteurs complexes X& @, on définit 1'opérateur 6(X) :
QP —_— ﬂp par 'bxtension des scalaires" a partir du cas réel, i.e.
8(X' +iX") (w! +iw") = 68(X') (') ~ B(X") (") + i8(X')(w") + i8(X")(w")
4 . - ] [3 NP Np+1 > .
On définit de méme 4 : () —> () par a(w!' +1w") =dw' + idw", et

[X' +iX", T4+ iY”] = [X',Y'] - [X",Y”} + i[X',Y”} + i{:X",Y'J.

La formile 6(X)(w) =X Jadw + d(X _Jw) est encore valable, le produit intéricur devant

* *
maintenant &tre pris dans llalgébre extérieure A (T ) de T sur C.
a

Enfin 1'automorphisme z —> z de C donne naissance 3 une applicatien 6 — 8 de

~

® (resp. OF)  dans lui-méme, définie par 6! + i6" = 8' ~ i8", C'est un automorphisme
pour la structure réelle sous jacente, antilindaire pour lo structure complexe A8 = X8,

et @& (resp. {),p) stidentifie au sous-espace vectoriel sur R de (@ (resp. ﬁp)

formé des € tels que 6=6. Ona [61 ,62] B [é; ,—6_2] et dw = d®@.

II, Systemes de Pfaff cemplexes.

Soit M C @ un sous=— .Q,.—module, i.e. un ensemble de champs de vecteurs complexes
stable par addition et par multiplication par une fonction & valeurs complexes. Pour tout
point a € V, on note M& le sous-espace vectoriel de i‘; formé des valeurs prises en
a par les champs de vecteurs de M. Sa dimension (sur C) est le rang de M en a.

L'espace M N @ des champs de vecteurs réels de M est un sous ﬂ,o—module de ® .
On a l'inclusion CO (MNE®)C M, M scra dit de type réel si CR M NE) =M

~

L'image M de M par 6 — 8 est encore un sous-—(Lo—-module de ®, et MNM est le
plus grand sous-module de type réel contenu dans M. De méme M + M est le plus petit
sous module de type réel contenant M.

Définition 1. Un systéme de Pfaff complexe sur une variété V de classe ¢® de
dimension (réelle) n est un sous ﬂo—module M de @ tel que

(1) M est de rang constant, i.e. dim M’L = p indépendant de a.

(2) dim Ma N ﬁa =q =7p-r indépendant de a.



-3 -

Remarque : On a (M f\ﬁ)a(:_Ma (]ﬁa, mals on n'a pas 1'égalité en général, ct on ne
peut pas remplacer la condition (2) par la condition "M MM cst de rang
constent”. Par contrc on a bien (M + E)a = Ma + ﬁa’ et le condition (2) est équivalentc & :
(2!) M+ M est de rang constant p + r.

Soit M un systeme de Pfaff complexe sur V, un champ de vecteurs X &€ () appartiont
3 M siet seulement si X(a) EﬁN%/ pour tout point & de V. Soit U un ouvert de V,
le systéme de Pfaff MU induit par M sur U est le sous .)°(U)-module de @ (U) engen-

dré par les restrictions & U des champs de M. C'est cussi 1l'espace des champs de vec—

teurs X de classe COO sur U tels que X(a) € M& pour tout a& U,

III, Systemes de Pfaff complexes intégrables.

Définition 2. Le systeme de Pfaff complexe M sur V sera dit intégrable au voisina-
ge d'un point a de V s'il existe un voisinage U de & et des coordonnées locales
(x1, feey xn) définissant une carte U — Rn, tels que MU soit le module engendré

par

] veey B E + ik
E1’ ' Tper! Tp-r+ t p+t’

ou Ei désigne le champ de vecteurs sur U tel que G(Ei) =

vee, B +iE
P ptr

ﬁggi. M sera dit intégrable

sur V s'il est intégrable au voisinage de Qhaque point de V.

Remarques. 1) p est le rang de M, p-r celui de M A M. En particulier, un sys-
téme de Pfaff complexe M de type réel est intégrable si et seulement si le systeme de
Pfaff réel MNE dont il est le complexifié est intégrable.

2) 81 M est intégrable, MNMN et M+ M sont intégrables : en effet,
sur un ouvert U satisfaisant aux conditions de la définition 2, (M f)ﬁ)U est engendré

Ey eeey B et (M + M)U par E

’ l.I’E L]

1 ptr

3) Si M est un systeme intégreble, U un ouvert et (x1, ceny xn)

des coordonnées locales satisfaisant aux conditions de la définition 2, le sous modulc

L ~
MU de ._(),1 (U) formé des formes U telles que <X,W)» =0 pour tout X&M ost

, . 4 a oo d-x .
engendré par dxp_r+1 + 1dxp+1, cony dxp + 1dxp+r, dxp+r+1, y B
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Proposition 1. Soit M un systime de Pfaff complexe intégrable sur V. Pour tous
champ X et Y de &5,
() XEM ot YEM =[x,
() XEM+H et TEN+F == [, M+

Démonstration. M étant intégrable, soit (U.) un recouvrement de V par des ouverts
i

sptisfaisant aux conditions de le définition 2. Pour tout chemp X € @, X EMe= (Yi),
X U & NU 3 11 suffit donc de démontrer la proposition pour de tels ouverts. Sur un tcl

i i
ouvert, la condition X &M s'derit

{1, d(xp-r+1 + 1xp+1)> =0
" {X, d(xp + 1Xp+r})) =0
<X, dxp+r+1> =0

LI I A A ]

{X,dx5 =0
La formule <[X , Y], ary = (X, a<¥,dfd) - (¥,d <X,df »> mentre que, si X et ¥
vérifient les équations (1), il en est de méme de [X y Y}, d'ol la partie (n) de lao
proposition, La partie (b) s'en déduit en remarquant que, si M est intégrable, M + M
est aussi intégrable.

Le "Théoreme de Frobenius complexe" dont la démonstration est le but de cette série
d'exposés, est lo réciproaue de la proposition 1 : les conditions (a) et (b) sont oussi
suffisantes pour que M soit intégrable.

Exercice : Montrer que la condition (a) est équivalente & (a') : 1'idéal de 1l'algebre

~% ~

)  engendré par }YLCj 111 ost stable par d. Enoncé analogue pour la condition (b).

IV. Premiere réduction du probléme. Considérons 1'énoncé suivant, dépendant des entiers

n, py r i Mn, p, r) ¢ Sur toute variété V de dim n, tout systome de Pfaff complexe
M de rang p tel que MMM soit de rang p - r et qui vérific les conditions ()

ot (b) est intégrable.
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Proposition 2. F(H-P+r’ T, r) %F(nr Dy r).

Démonstration. Soit M wun systeme de Pfaff complexe de rang p sur V, tel que

MNM soit de rang p - r. Si M est stable par le crochet, il cn est de méme de M
et de MN M, et du systéme de Pfaff réel MN® dont MNH est le complexifié.
D'apres le théoreme de Frobenius réel, M N ® est intégrable, et pour tout point a do

V il existe une cartc représentant un voisinage de a sur une boule ouverte U de centr:

0 dans Rn, tel que (M f\(})U soit le (L;—module engendré par les premiers champs de
vecteurs E1, veey B N de le base canoniquement définie par la carte, i.e.

(M 0O, ={X€®U <X, dx.y =0 pour i) p—r}.

Lemme. Soit M un systeme de Pfaff complexe sur V, X € (i) un champ de vecteurs
réels sur V. Si YEM =3 [X, Y|€M, M est invariant par exp(tX),

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme analogue dont on s'est
servi pour le théortme de Frobenius réel. Notons cependant que exp(t X) n'a de sens que
pour X champ de vecteur réel.

Suite de la démonstration de la proposition 2.

Soit Uo la trace de U sur le sous espace vectoriel de R" aéfini per
X, = e0e =X =0, et M0 lc module des champs de vecteurs complexes Y sur UO
tels que Y(a) €& Ma pour tout a GEUO. On vérifie que Mo est un systeme de Pfaff com-
plexe sur Uo’ de rang (p-r), et tel que MO N ﬁo = 0.

11 résulte du lemme et de la condition (a) que MU est invariant par les transfor-
mations exp(xi Ei) pour 1< i (p-r, donc que M, est 1'image transposée de M par

T
la projection v Rn—ﬁH, ie. TEMe= VYaecU n (I(a))E (MO)K(a)

Dl'autre part Mo vérifie les conditions (a) et (b).
L'énoncé F(n - p+r, r, r) dit qu'on peut trouver un voisinage U; de O dans

UO et des fonctions coordonnées y? seey Y, SUT Ué tel que (M) soit

H !
- r+ 0 Uo

1'ensemble des champs de vecteurs Y sur Ué tels que

<Y’d(yp— r)>:<Y’dyp+1‘+‘l>

+ iyp+1) S = = LY, d(yp + iyp-f-

r+1

:,..:{Y,dyn>:0.
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veey X N ers; v forment des coordonndes sur U' = UfWEg(U’);
0

Les fonctions x y 3 ,
D-r’ Yp - 1+l n

17
¢t les champs de vecteurs Y E MU’ sont caractérisés dans ®@(U') par :
Y i = e T [ =
STy aly g+ 30y 400 <Y, dy =0,
et MU' est donc intégrable au voisinege de 0, ce qui est 1'énoncé F(n, p, r). Il

en résulte que pour démontrer le théoreme de I'robenius complexe, il suffira de le démontrer

dans le cas ou p = r.

V. Deuxiéme réduction.

Soit V une variété de dimension n, M un systeme de Pfaff complexc sur V
de rang r, tel que MNM=0, et vérifiant (a) ot (b). Il résulte de (b) que le
systéme de Pfaff réel (M +M)N @ est intégrable, donc pour tout point a de V il
existe une carte représentant un voisinage de a dans V sur un voisinage U de O

dans Rn, tel que (M + ﬁ),

J H oun’E

. 0 .
soit le [LU—module engendré par E « On peut

2r

1
. ar . n~2r
supposer U de la forme Un x U UGC R, U, CR « DPour chaque t& U1, M
n i

17

induit sur Uo x t, qui est de dimension 2r, un systeme de Pfaff complexe Mt de

rang r, avec Mt N ﬁt = 0, et chaque MJc vérifie (a).

La famille (M)

Jiev est une Tamille de systemes de Pfaff complexes de rang

1
sur U , dépendant de fagon ¢™ de t ou sens suivant : il existe r champs de vec-
0
teurs X, ., «..y, X sur U dépendant de t qui pour chaque t engendrent M , ot
1,t r,t 0 ' t

pour chague i, Xi t(a) dépend de facon ¢® au couple (u,t) GQE% X U1 =U. Pour
’

montrer que M est intégrabie, on cherche des fenctions y}(u,t), 1£1ig2r, telles

que les coordonnées Yyr eves Yo cvey X_ satisfassent aux conditions de la
’ T n

X R
2r+1

définition 2. Or ceci est équivalent aux conditions :
o) Y est de classe C°° par rapport su couple (u,t)

B) Pour tout t, les coordonnées Y. satisfont aux conditions de la définition
,J

2 pour le systéme de Pfaff complexe I, sur UO,
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On voit donc que F(n, r, r) sera une conséquence de F(2r, r, r) complété de la
facon suivante :

F'(r) : Sur toute variété V de dimension 2r, tout systéme de Pfaff complexe M
de rang r tel que MMM =0 et qui vérifie (2) est intégreble. De plus, si M dépend
de fagon ¢® d'un percri®re t €W, on peut trouver au voisinage de chaque point a €V
et de chague valeur toez W du parametre un systeme de coordonnées locales de V satis-
faisant aux conditions de la définition 2 et dépendant de fagon ¢® de b,

Remarquons que la condition (b) est ici une conséquence triviale des hypotheses
de rang, car M+ M= ES.

La démonstration du théoréme de Frobenius complexe est donc ramenée a celle de F'(r).
Dans 1'exposé oral, on se contentera de démontrer la premiere partic, laissant aux audi-

teurs et au rédacteur, voire au lecteur, le soin de vérifier que toutes les constructions

faites dépendent de fagon ¢® de parametres éventuels,

VI. Variétés presque-complexes.

Nous allons donner une interprétation de F(2r, r, r).

’ . . 0 . 7 7’ w » . 14
Définition. Une structure presque-complexe sur une variété C~ V de dimension réelle

2r est la donnée, pour chaque point a de V, d'une structure d'espace vectoriel sur

C sur T (V), varient de fagon ¢® avec a (i.e. pour chaque carte, la matrice Ja

&

qui correspond & la multiplication par i dépend de fagon c® de a).
N 00
Soient V et W deux variétés presque-complexes, une application de classe C

f ¢+ V-3V estdite holomorphe si, pour tout a €V, 1'application linéaire tangente

2T (V) — T

. f(a)(w) est C-linéaire.

Soit V une variété de dimension réelle 2r, munie d'une structure presque complexe dJ.
L'application identique i : ® — @ de 1l'espace des champs de vecteurs réels sur V

se prolonge de facon unique en une application C-lindaire i : ® — @, ® étant
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muni de sa structure d'espace vectoriel complexe naturelle, et @ de la structure d'espn-
ce vectoriel complexe définie par J. Le noyau M de i est un systeme de Pfaff complexe
sur V, de rang r, tel que M NN =0,

Réciproquement, si on se donne un systéme de Pfaff complexe M sur une variété V
de dimension 2r, tel que M soit de rang r et MNM= 0, 1l'application cemposée 1
B — @ —)@/M est un isomorphismc de @ sur l'espace vectoriel réel sous—jacent
a l'espace vectoriel complexe ES/M. En transportent par cet isomorphisme la structure
complexe de éj/M, on trouve une structure d'espace vectoriel complexe sur (&, qui pro-
vient d'une structure presque complexe unique sur V.

La donnée d'une structure presque complexe J sur V est donc équivalente & la donnéc
d'un systéme de Pfaff complexe M de rang r tel que M NM =0 (c'est & dire qu'il y &
une bijection canonique entre l'ensemble des structures presque complexes sur V et 1l'en-
semble des systeémes de Pfaff M satisfaisant & ces conditions de rang).

Définition. Une structure presque complexe J sur une variété V de dimension
réelle 2r sera dite intégrable si elle est sous jacente a une structure analytique com-
plexe de dimension .

Pour que la structure presque-complexe J soit intégrable, il faut et il suffit que,
pour chaque point a €V, il existe une carte représentant un voisinage U de a sur
un ouvert U'(C ¢ par une application holomorphe. La structure analytique complexe
est alors unique, car les applications holomorphes d'un ouvert de ¢* dans un autre sont
analytiques—~complexes.

Proposition 3. Pour que la structure presque complexe J définie sur une variété V
de dimension réelle 2r par un systeme de Pfaff M soit intégrable, il faut et il suffit
que M soit intégrable.

Démonstration. Pour que des coordonnées locales (x1, cony x2r) sur un voisinage

U de a satisfassent aux conditions de la définition 2, il faut et il suffit que

1tapplication (x, + ix IPERRERY xr +ix_. ) de U dans ¢’ soit holomorphe.
r

1 2r
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L'énoncé T (2r, r, r) est donc équivalent au suivant :

Pour que la structure presque complexe J définie sur une variété V de dimension

réelle 2r par un systéme de Pfaff complexe M de rang r tel que MNM =0 soit

intégrable, il faut et il suffit que M soit stable par le crochet, i.e.

XEM, TEM = [X ,'Y]EM.
Pour démontrer le théoréme de Frobenius complexe, il reste donc & démontrer cet énoncé,
et & vérifier que la construction qu'on donnera de coordonnées holomorphes dans ¢t dépend

00 \ p
de fagon C de parametres éventuels.



Note sur les exposés de B, MALGRANGE

Les exposés 1 = 4 ont été faits d'aprés des notes prises & un cours de H. CARTAN

4 1'E.N.S. en 1948-49, et un cours (ronéotypé) de A. BLANCHARD & Montpellier, 1959~60,

Les résultats de 1'exposé 5 sont dfis & L, NIRENBERG (A Complex Frobenius Theorem,

New York University 1958).

Les exposés 6 = 7 = 8 étaient consacrés & la démonstration du théoréme d'intégra-
bility des structures presque complexes. Ils n'ont pas été rédigés et se limitaient a
reproduire la démonstration originale de A. NEWLANDER et L. NIRENBERG (Complex Analytic

coordinates in almost=complex manifolds, Ann. of Math., 65, 1957, p. 391-404),
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