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Séminaire d'Orsay 1961/62 

(Exposés de H. Delange
-=-=--=-=--·· 

Théorèmes taubériens

T.. Définition

1 ) Convergence des séries au sens d'Abel 

Théorème d'Abel

CO 

L.·, l!. _...1 n est convergente et de somme 3 

(X) 

0 

Ex , 0 1 pose n-

Il 
U X 

Il 
converge pour 

J 
sa somme S(x) tend vers S quand

n 
Ln réciproque est fausse (cf. u =(-1) ), Cependant 

n 
X-, 1-0 

Théorème de Tauber: 
00 

L unxn 
0 

Sn. somme 
N 

I: n u 
1 n 

converge pom: )x\ < 1 

tend vers une limite S quand x 

= olN) quand n ---t CD 

(la troisième hypothèse est en particulier vérifiée lorsque 

est convergente et de somme S 

1 u = o(-) 
n n 

quand n ➔ m). 

Le théorème d 1Abel justifie un procédé de sol1'J!Tlation des séries divergentes défini de 

la façon suivante : 
CD 

l"ï On dira qu'une sé::..·ie u _, n est sommable et de somme S au sens d'Abel si 
0 

converee pour I x 1 < l ~ et s:. sa somme tend vers une limite finie S quc1,nd X~ 1-0 

(Gr~ce au théorème d 1i:..hd; tou-~e série convergente est aussi sommable). 

2) Généralisation 
00 

On peut, plus gr'.e61e.lc·:nec::,t, d-'.fini:;_· un procédé de sornmation d'une série L un de le. 
0 

façon suivfl.nte : soient ½') (n,x) une fonction ré~J::..,: définie IX1Ur n entier ); 0 et 

X EE CR, et x E Ë, 
0 

On dira que la sél':.e 

gente pour tout X EE, 

dans E. 

(X) 

2-1 
·--J un 
0 

et si sa 

00 

n, 1_!ne somme génôrûisée s si ~ lp(n,x)un est conver-
0 

somme S(x) tend vers s qu2,nd X --,. X en restant 
0 
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Cette définition est justifi~s si lE: thr:orème s·J.ivr1.nt, que 11on qualifiera d 1Abélien, 

est vnu 
(D 

L u
0 

est convereenti:: d '.lJ: 

0 

Exemples. Procédé d 1 • .'.cb,:: l : 

f 

f 

converge pour i10:1t x EE~, 

pour les sfriPs, 

-· 
:i<i 

CO 

r'7'"ï 1r ( ·1 \..J ,_L'r r:,x,un converge 'JX €E 
i 0 

s ==r 
1 

(sa so;-rr.-.r, S(x) t,md vers S quand x --, x en restn.nt 
0 

,. 
:r 

J ' L , 

, , , 
;: r; ~J..:; :'."·~ ---~;: :;_ ~; 

E = ]-1 
E = R 

,. 

X 
() 

+1 [ 

X 
0 

sur 

X = 1 
0 

-· + CO 

.... 'L \ 0:'t üt:f:r:rd1lr: rrnr t,0ut, in1,11rvnlfo 

,:r. 
· ~(~,)-;t : ;~r;ir,n1, rj(1,,x) u111, 

1 f) 

; r, 1 + 'l1/~ 
'-

r --If t , x ) l' ( 1, ) d 1, 

J, 
7 --} 7 <·fi f'!;:-;1,tLI)\, 1J11,IIN J;;, 

,g 

Pour cela, on considèn· um· fo:tc~ i.,.ir, 

un point, x EE. Qr; 6.it m.1~· f!i: 
(J 
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00 

l'intégrale de Stiel~as Ts(x) = io c((t,x)ds(t) existe pour tout x E. E, (;-t tend vE:rs 

la limite S quand x ~ x 
0 

en restérnt dans E. 

La définition est justifiée si lr, "théorème n,be?lien" suiv,rnt est vr:,,i 

s(x) 
s(t)--; S quGnd t-} 00 

s(x) 

existe pour tout x ËE 

---, S que,nd x -"7 x 
0 

Elle n I a d I int,frêt qm: si L'. réciproque de ce théorème :c,st fausse. 

Il se peut que si s vérifie une condition supplémenfaire (C), la réciproque du 

théorème abélien soit vnüc,. Le tMorème : 11s vfrifie (C) >réciproque du théorème 

abélien vraie" ser[l. dit tauberien. 

5) Définition d 1un théorème abélien et d'un théorème t~ubérien, 

On est finr1lement o.meni à lr, ddini tion sui Y'lnte : 

Soit T une tr'.msformation s ---, Ts définie sur une certaine classe de fonctions. 

Le théorème "s a une propriété (P) ~ T(s) a une propriété (P' )" sera dit abélien ; 

"Ts a une propriété (P
1

) et s vérifie une condition (C) =} s a une proprié­

té (P')" sera dit taubérien. 
1 

Le théorème 

Dans les exemples précédents, on avait P
1 

= pt et P1 = P, ce qui ne sera pas toujours 
1 

le cas : un théorème taubérien peut n 1être p0,s associé à un théorème abélien. D'autre part, 

les propriétés P considérées peuvent ne pe,s concerner l'existence de limites, mais d'autres 

propriétés asymptotiques. 

Exemple : Soit s une fonction r::,;I.le définie sur R+ et à varie,tion bornée sur tout 

interve.lle fini. 

s(t) rv At ex 
00 

( -xt ) - O'.. 
qur,.nd t -? oo ~ Jo e ds(t rv ;~. 1 (ct+1 )x 

00 

\ e -xt ds ( t) rv C x - C/... } 

Jo ) s(t) 

s ( t) croissante 

rv C tex 
f (ol.+1) 

(taubérien) 

quand x - 7 + 0 
(abélien) 
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Autre exemple; théorème de Ikehara 

So.,-i t s une fonction réelle définie sur [ 0 , + oo [ et intégrable sur tout intervd 

le fini. (
0 

-zt ) 
f(z) = Jo c s(t dt converge pour {R(z)) a) 0 

il existe A tel que pour tout y réel : f(z) 

tend vers une limite qu~nd z 4 a+ iy 

la fonction s est croissllilte 

A 
z-a =? at 

s(t),..,JAe quand t -) + 

Ce théorème t2.ubérfon n I est pas r:.ssocié à un th6orème abélien. 

1) Théorème 
00 

II. Théorème de Hardy et Littlewood 

soit L un une série à termes réels. 
00 0 

L unxn est convergente pour I x 1 < 1 
0 

Sa somme S(x) --, S quMd x -} 1-0 converge et ,'1 pour somme S. 

Pour démontrer ce théorème, on utilisera 18s trois propositions suivantes. 

Proposition 1 (Te.uber). 

j xi < 11 se. some -, S quand x 4 1-0} m 

'1 L un 
que.nd ~; --, c:o o 

converge et a pour 
s'lmme S. 

Proposition 2 (fürdy E:t• L:.ttle.-ood). 
00 

L u,,,xn conYerge pat!!' ;x! <1 
.l 

et a pour s0rT.1e 

0 ). 

S(x)V 
( N 

S(x) rv (1-x} qwmd x ~ 1-0 

un~ 0 pour tout :1 J
' -=J) , un rv A.N 

0 

quand n ---1 + ro 

Proposition 3. 

f est une fonction dtfir.i& et 2 f0is è.i'.ri,?.:ble sur JO , 

f(x) ~ S quand x--; 1 .. 0 

' ,2 , ' \ ' (1 - x,, f 111(x, ,,1 - M U•i~ 0 fixd pnll' 0 <x <1 

, L 
~1-x)f' (x)--:.. 1 0 q1mnd j X --, 1-0, 



2) Démonstration du théorème, los propositions 1, 2, 3 étant admises, 
00 
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Soit L un une série à termes réels, satisfaisant aux hypothèses du théorème, 
0 

(D 

f(x) = L unxn est définie d deux fois dérivable dans ] 0 , 1 [, et en utilisant 
0 

ln, troisième hypothèse : 
œ oo 

"'7 ( ) n-2 °\"ï ) n-2 M f 1'(x) = 1-i n n-1 u x ), - M LJ (n-1 x = - --
2 Il 1/ 2 (1-x? 

.Ainsi, f satisfait rrn.x hypothèses de b proposition 3, et pnr suite (1 - x)f 1 (x) --, 0 

quand x ~ 1-0. Autrement dit : 
m 
~ n-1 (1 - x) 1-i nu x -, 0 q_un,nd x---) 1-0, 

1 n 

Donc 
CO 

(1 - x) L (nun + M)xn-
1 

0 

00 

) \7 n-1 = ( 1 - x L.J nu x + M --, M quwd x --"7 1-0, 
1 n 

00 
1 M 

soit : ~ (nun + M)xn- rv (
1 

_ x) quand x --, 1-0, 

00 

La série L (nun + M) vérifie donc les hypothèses de la proposition 2, et par suite 

N 
1 

N 

~(nu + M) rv NM quand N ~ oo, c I est à dire : ~ L nu --, 0 quand N -) «:>, 

1 
n N 

1 
n 

On peut donc appliquer la proposition 1, ce qui achève la démonstration, 

3) Démonstration de la proposition 3 

On pourrait le faire directement, Hais, en remplaçant f(x) par f(1-x), on est rrunené à 

montrer que 

f (x) définie et 2 fois dérivable pour O <x <1 

f(x) ~ S quand x ~ + 0 

2 
xf"(x)~-M pour O<x<1, (M?'Ofixe) 

=-9 x f 1 (x) --, 0 quand x --, + O, 

1 
Soit h) 0, Pour O < x < 

1
+h, la formula de Taylor donne 

h
2 

2 
f(x+hx)=f(x)+hxf 1 (x)+ 2 x f"(~) x <~<x+hx<1, 

d 1où 1[ ] hx2 2 x.f 1 (x) = ii f(x+hx) - f(x) - 2(-) ~ f"( ~) 

1 [ h ~ 
x.f 1 (x) ~ h f(x+hx) - t'(x)} + 2 • M 



- 6 -

d1où lim sup xf 1 (x) {.._ M ~i et puisque h) 0 est arbitraire ' ~ X--? 0 

lim sup xf 1 (x) ~ O. 
X ~ 0 

Prenons ensui te O < h < 1 ot O < x < 1 et aripliquons la formule de Taylor 

h2 2 
f(x - hx) = f(x) - hx f 1 (x) + + f" ( ~) 

x f 1 (x) = ~ ~(x) - f(x - hx)] 

x f 1 (x)) ~[f(x) - f(x W• hx)] 

+ ~(i)2t2 f"(ç) 

h •i 
--.--.M 

2 (1-h)2 

d'où lim inf x f 1 (x) ~ 0 puisque h est arbi trairerient petit. 
X ~ 0 

En groupMt les deux r6sultats, on obtient lim x f 1(x) = o, C.Q.F.D, 
X-, 0 

4) Démonstration de la proposition 1. 

On va démontrer plus généralement ceci 

Soit s(t) une fonction définie pour t ~ 0 et à variation bornée dans tout intervalle 

fini [o , Tl 
(D 

\

0 

e-xt ds (t) .l.-. t ) 0 t J converge pour ~u x e 

t 
jo u ds(u) = o(t) quand t --) + oo 

0 pour t = 0 
on retrouve la proposit:i.on: en posant s(t) = 

-x 
et en remplaçant x pare 

L un pour t) 0 
n~t 

Posons fi ( t) = ~ r: u ds ( u) pour t > O, L'hypothèse entraine que I Ô ( ~) ~/ M fii<e 

pour t > 0 et que b (t) --~O quand t ~ + oo, On a b(t) = s(t) - t Jo. s(u)du 

.1. (intégration par parties), 

Posons encore : 'S(t) = J: s(u)du, 

Si t et x sont ) o, on obtient en intégrant par parties 

tx ) tx 

I s(u _ du = S(tx) _ S(x) + J S(u) du, 
U tx X 2 

X X U 
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tx ) tx, 

d'où: S(tx) - S(x) = i [s(u) - s(u Jdu = i ~ du , 
tx X U 2 U 

X U X 

tx b 
d'où s(tx) - s(x) = b(tx) - b(x) + L uu du 

On obtient donc la majoration z 

De plus, pour t fixé, s(tx) - s(x) -~ 0 quand x--, + co. 

1 ( 
00 

1 t/ ( m t 
C~ci étant, on a : f(x) = Jo Xe- X s(t)dt = Jo e- s(xt)dt 

1 (+co t r ~ 
d 1où f(x) - s(x) = Jo e- Ls(xt) - s(x~dt, 

Pour tout x .fixé la fonction sous le signe somme est majorée par M(2 + jlog tl)e-t 

sorrnnable, et pour tout t > 0 fixé, elle tend vers O quand x ~+ oo. D'après Lebesgue, 

11 intégrale tond vers O quand x --, + m • 

-=-=-=-=-=-=-



Séminaire d'Orsay 1961/62 

(Exposé3 de H, Dela.nrreJ &posé n!! 2 

Thôorému;J ·0a:ubr'.ric:1.s (suite) 

J'ai commencé r, rHnOl:i:t li": ·\Morèrr,11 t,nuMden suivn,nt (H et L) 

+ 00 L uln conv. pnur \xi (1 
0 + 00 

f (x) ~ S que.n(~ ;c •➔ 1-0 

n un4 - M 

f(x) l 
,_., L un converge et == S 

0 
j 

Il restait, à d6montrer le résuH,ai, suivn.rit , 

+ 00 

L unxn VI 
0 

f. u ~ 0 
n + oo 

. -me A 
eee1 lA \Î n e lA •- quand x ---, + 0 

f-J n X 

0 + 00 
(1 -xt ( ) . A ( ) \ e d[l,i; lA -r avec s,t 
Jo X 

ou 

+ •.• + u v1 An 
n 

= j O pour tout t == 0 1 

l L un pour t) 0 
n~x 

On va établir plus gtfoéra.l ement le résul tut sui vont : 

Noter que Mci est ~,:-• rér ~:p:r:-oquc à 1un théorème abélien z - _ _,,...,._. ___ ~, 

+ro +oo 

quand n ~ + oo 

on voit qu I H y n conV•9rgencu et qu,~· \ e · ds ( t = x e s ( t dt r -xt ) J -xt ) 
'Jo o 

+ 00 

J 
-~t, t) 

= 
0 

e s(x dt 

,.i.oo r --t. ~ (t, I e x s x;dt 
(..0 



En changeant au besoin s(t) nu voisinage de o, on peut supposer I s(t)I ~ M tex. 

Alors lxù'.s(~)I { M t
01 

Cl. (t) ex et, quand x ~ + o, x s x -) B t . 

Démonstrntion de Karomata: 
+ro 

1) quand x ---, + O, Sa e-(n+ 1 )xt ds(t) lJ\ __ A __ 

(n+1f xcx 

A j +m Ci.-1 -(n+1 )u d 
==r(cx) u e u 

0 

+m 
1. s ( -u,n ci.-1 -u 

~ -- e J u e du 
f(o.) 0 

Pour tout polynome P, 

r:,. s+oo -xt -.xt ) x 
O 

P(e )e ds(t -, 
r (et) 

A 
+oo 

\ P(e-u) uet- 1 

Jo 
-u 

e du 

2) ceci entraine que, V g continue sur ( 0 , 1] , 

f+oo ( -u) Ci-1 -u 
g e u e du 

0 

En effet, il existo P
1 

d P
2 

teJsque, pour xE[o, ~, 

+o.), 

Î ( -u) CX-1 -u J
0 

g e u e du+J.E 

1 

3) Prendre g(u) tel que e-u g(e-u) ~ B-
1 

ct 1) A j cx-1 A x s(- ~-- u du=--.:---. 
X f ( CX.) O i (0'..+1) 

S
+ro -xt ) A . 

Remarque : nu lieu de e ds ( t Vl Ci , on pourr:11 t supposer 
O X 

A 1 
L/1 - 1(-), L "à croissance lente" 

CX X 
X. 

(et Ci); 0 n,u lieu de CX ) 0) 

quand CJ, ,:.::: 0, 1 J+co -xt -xt ( ) ( ) 
-

0 

g(e )e ds t ~ li.g 1 
L(!) 

:X 
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Autre remarque : Ln, môme méthode dr~ d6mons tr:~.tion donne le théCJrr:me suiv[l.nt ( 0t::i.bli effu;-

tivement par Hardy et Littlewood) : 
+r.n 

Soit la sfrie de Dirichlet L n,n c 

0 

-À X 
n 

où O .( À 
O 
< À 1 < • . . < \ n < ... , lim \ 

n 
. Àn+1 

llm -- = 1. 
~ 

Si la série converQe pour x > 0 et ,-:: f(x), si f(x) ""-7 S _gi x ""-7 +o, 

f-n - À n-1 

\ 
+ 00 n 
L un converge 

0 

et ::-: S. 

+oo -ÀX 

Pour x > o, f 1 (x) = \1 - )_' 11 e n 
L.-1 n n 

0 

+co -Àx -Àx +co -)_ 
f" (x) = ~ À 2 

n e n )t À 2 
a c 

O 
- H \"1 À ( À - À. 

1 
) e nx 

~ n n , o o y n n n-

+oo -Àx 

L Àn 0, n - Àn-1 )e n = 
1 

+ro r -xt ) Jo e dcr(t 1 

où a-( t) 

+oo -\x 
1 

D \ ( À - À )e n \A -2 
L...i n n n-1 

1 X 

~ lim 
2 

x f" (x) ">✓, - M 
X ➔ +û 

~ le lemme ~ lim X fi (x) = Û 

X ➔ +o 
+oo -ÀX 

~ x '\7)_ ac n ~ 0 
L_:. nn 

() 

+ ù:l ] -À X 

x L [À n + M( À - À 
1

) e n ~ M 
1 

n n n n-

car 
-À X 

n 1 
e 1.11 - • 

X 

~ Ml\n°'n + M( Àn -À n-1 )] V1 H t 
Il '-

· n);, 1 

-4 L À a = o[ t] 
:(t n n "-n ~ 

et si, 



Je vais môntenc.nt fr.ire une Jvhéorie gônéroJe des th0orèmes inverses des procédés de 

sommo.tio:1. Je me bornera: fouie fois à des procédés de sor.imation d 1un certc.in ½e, que je vo.is 

indique::. 

o~ a vu qu 1~~ pro~édé èe somr,~tion pouvr.it se rrunener à définir une limite généralisée 

tout 
rou.:-:: t -) + cc pour me fc::,ction s(t) 7 nulle pour t = 0 e-t à v. b. sur H intervalle 

fini. 
--oo 

On considérait en générnJ. J
0

' ~(t , x)ds(t) 

s(t) a la limite g6nérnlis6e S id cette intégrnle converge pour xf un certn.in ensemble 

E et -4 S quand x -4' tin certn:n x • 
0 

Les théorèmes inverses à démontrer sont nlors t 

•',00 

si J
0 

~(t , x)ds(t) converg~ pou~ x ÊE et -:1 S guar.d .x ~ x
0

, 

~ s ~a.tisfo.it Ll0L9_2'1ditio~ C, s(t) -p S quand t ~ + oo. 

Je vais r.ie borne:;:, ici ou cas où 

~(t , x) = K(xt), 
+ro 

N E L(O , +ro) et t N(u)du = 1 

Alors E = ens. des nombres ) o, x = O. 
0 

Je note d'abord qw:,, ci K(xt,is(t) ~ 0 qu::md t--, + oo, on a par intégrn.tion 

.j.' par pa.rvleS 
+oo i'l +oo t :C(i:·0)0.s(t) := t xN(xt)s(t)dt • 

-:--m +oo 
fu effet, com.-ne K(;~t) :::: \ t N(u)rlu = \ xN(xu)du, 

Jx" Jt 
ÎT \T 
Jo K(xt)ds(·i,) = K(x'.2)s,'.T) + Jo xN(xt)s(t)dt 

Ceci montre, en premier lieu, que 11on u bien 1(/théorème abélien voulu, co.r on peut 

encore écrire 

J:N(::~)s(t)d' ~ J~ N(t)s(~)dt 

Ri. s(t) ....:; s, /s(t)! ~ M - ➔ /N(-'j) s(;)/ ~ MjN(t)/ 



De plus, ceci va me permettre dG considérer 

+m \ ( ' . , Jo xN xt,:s(t)dt 11u lieu de 

On éta.blirn des théorème:-; du typo suivant : 

tout 
Hyp, ( s bornée et int;!:'ble sur H 

N t L(O,oo), Jo N(u)du =-1 

intervallè fini 

(f) t K(xt)ds(t). 

( J~ xN(xt)s(t)dt converge pour x > 0 

s satisfait à une condition C. 

et ~ S quand x ~ 0 

Conclusion s s ( t) ~ S quand t ---1 + m 

Ceci entrainera le résultat voulu cn.r, ou bien la conQition C entrainera. 

- 5 -

lim K(xt)s(t) = O, ou bien on aura N(u) ~ 0 et dans ce cas, la convergence de 
t ➔ +oo 

+oo 

J K(xt)ds(t) entraine à elle seule la même chose. Il n'y~ à considérer que le cas où 
0 J>ou,: tout u ) 0 

Hu) CX-tOn voit que, si tp est continue pour t ~ o, décroissunte, avec ~(t) > o, 
ffi) 

et--, 0 qunnd t ~ +oo, lo. convergence de r
0 

~(t)ds(t) entraine lim tp(t)s(t) = 0, 
Ji t ➔ +oo 

+oo rt 
En effet, soit r Î(t)ds(t) =--It \ <.D(u)ds(u) = cr(t) 

Jo Jo T 

t 1 t 1 [ ] 
{)Il a s(t) = r - der (u) ::: j(l - d Cf(u) - I 

Jo f (u) 0 {r(u) 

cr(-;,)-' r jt [ ( ) ] [ 1 ] ) ·::: ____ .. + -- - r.r u -1 d -

(? (t, ) ~ ( 0) o f ( U) 

On va appliquer une méthode semblable à celle de Karamn.tn 



Séminaire d10rsay 1%1/62 

(Exposés de H. Delr.nge) 
-=-=-=-=-=-

I. 1. Position du problème 

Expose: nQ 3 

Thc:orèmes tr.ubériens 

Dans tout ce qui suit, s(t) désigne une fonction réelle ou complexe définie pour 

t} o, mesurnble et bornée sur tout intcrvnlle (0 , T) où O < T < +co. 
+co 

N(t) est unri fonction sommable sur (0 , +co), avec L N(t)dt = 1 

x est une varir.ble réelle) O. 

On rnppelle qu1on n le th6orème abélien suivant: 
+co 

Si s(t) --f S quand t ~ +oo, f x N(xt)s(t)dt --,. S quand x -t 0 

S
+oo ~ t 

En effet, 
0 

x N(xt)s(t)dt = 100 
tZ(t)s(x)dt. 

Or !s(t)I { M entraine /N(t)s(~)! { M,N(t) 11orr,nmble sur (0 , +co ). Quand x ~ 0, 

N(t)s(!)--,. SN(t), d'où le résultat. 
X 

On se propose d'établir des thc:orèmes Taubériens du type suivant 

Les hypothèses 
+oo 

(H
1

) 1 J
0 

x N(xt)s(t)dt existe pour x > 0 et ~ S qunnd x--,. 0 

(H
2

) s(t) satisfait à une certaine condition C 

entrainent le résultat 

(R) i s(t) ~ S quand t -,i + oo. 

2, Conséquence de l'hypothèse (H
1

) 

En rempln,çant x par (X x (ex.> 0) dans (H
1
) et en observant que 

+oo 

J N(CX u)du = !, on a 
o ex +co 

quand x ~ 0 r J ccxN(cx.xt)s(t)dt -t S 

in +oo I xN(cxxt)s(t)dt -, S Je N(cxu)du. donc 

Le caractère linéaire de 11intégrn.le définie entrnine que, 
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N 

si G(t) = r-: ei. N(a.t). (CX.) 0 et ~J. quelconque), 
1 1-J J , J 

+co +co 
\ x G(xt)s(t)dt -f S I G(u)du. 
Jo JO 

( j ) 

En désignant pnr Jr le sous espace vectoriel de 1
1 

( 0 , +co) engendré par les 

fonctions N( ~ x) (O..) 0), on p0ut clir0 que ln, relntion ( 1) est encore vraie pour toutE: 

G f J'. 

Si on suppose 6tabli _le r·ésultat ~
1 

) : s ( t) est bornée, alors on voit que la rela.tion 

(1) vaut encorc si G appn,rtient à f (adhérence de Jr dans 1
1 
(0 1 +co)), 

En effet, sup-poirnns que / s ( t), ~ M pour tout t ~ 0. 

Soit GE. Jr,, Il existe une suite { Gn} d'éléments de r.Jf telle que Gn ➔ G 

d,ms 1
1 
( 0 , +oo ) • 

Comme 

+oo +co +ro 

!Je x Gn(xt)s(t)dt - 1 xG(xt)s(t)dtj ~ !la x[Gn(xt) - G(xt)] s(t)dtj 

+co < M \ x/Gn(xt) - G(xt)/dt = M/jGn - G/1 , Jo +oo 
qwmd n -1 +co, J x Gn (xt)s(t)dt converge uniformément sur ] 0 , +co] 

+m 0 

~o x G(xt)s(t)dt. 
+co +ro 

Pour chaque n, quand x •·-), o, j
0 

x Gn (xt)s(t)dt --, S J

0 

Gn (u)du. 

-:-oo +m 
De plus, S J

0 

Gn(u)du --) S Jo G(u)du car 

+oo +oo 

18 J Gn(u)clu - S J G(u)du 1 ~ \ S j jjGn - G J/ . 

0 +oo O +oo 
Donc, qun,nd x -) o, \ x G(xt)s(t)dt-, S \ G(u)du, 

Jo uo 
L1idée est d 1a-pvliquer ce résultat à la fonction G définie par 

0 

Si GE Jf, on a 
0 

+m 1/x J x Go(xt)s(t)dt = x \ s(t)dt ~ S qunnd x--, 0 

G (t) 
0 

o t Jo 
ou en changen.nt :~ en ~ ~ fa s(u)du --, S quand t --, co résultnt noté 

vers 

= j 1 pour 0<t~1 , 

to pour t > i. 



- 3 -

Pour cela il fn,ut supposer quo G E Jf. On voit que celn, ontraine que le fonction 
0 

caractéristique de tout intervalle n,pparticmt à Jf, et qu'il en est de même de toute 

fonction on escn,liur do 1
1 
(0 , +co). 

Les fonctions en escalier étn,nt denses dans 1
1

, il reviunt au même de faire l'hypo­

thèse supplémentaire sui vante : 

Hypothèse (W) (Wioner) : L' espn,ce J'f' des fonctions Lex. N( A . t) ( CX . ) 0) 
J I" J J 

est dense dans 1
1 

( 0 , +co ) • 

On n donc étrtbli le 

Lemme 1. Si 
+co 

(H
1
) : lim r x N(xt)s(t)dt = S, 

X ➔ 0 Jo 
(R

1
) s(t) est born6o pour t ~ o, 

(W) Jfl est dense dans 1
1 
(0 , +m), 

alors 

1 j.t 
(R2) 1 lim t s(u)du = S. 

t ➔ co o 

4. Schéma de la démonstration du théorème, 

Le théorème sera établi, si en plus du lemme 1, on peut montrer 

Lemme 2. 
+co 

lim Î
0 

N(xt)s(t)dt = S l 
x ➔ o J C -'7 s(t) bornée (résultat (R1)) 
s satisfait à ln condition 

Lemme 3. 

1 .t 
lim t \ s(u)du = S ) 

t ➔ oo Jo C =} 
s satisfait à ln, condition 

Le théorème résultora dos implicn,tions 

(H1) 

(R1) =? (R2) 

(W) 

lim s(t) = S (résultat (R)) 
t '°4 00 
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II. Cas où s(t) est complexe 

1, Condition C. 

Pour À) 1, posons W(t, À)= sup [s(t') - s(t)\ 
t~t 1 ~\t 

(t ) 0) 

et w(À) = lim W(t,\). 
t ➔ +m 

W(t, À) est finie >✓, 0 quols que soient t et ). et c I est une fonction croissonte de \ • 

Donc on a O ~ w( À) { +oc et w est croissante, 

En outre si À 
1 

f,t À 
2 
> 1, pour t {. t 1 ~ À 

1 
\

2 
t 

on a I s ( t 1 ) - s ( t ) 1 ~ W ( t , :\ ) + W ( À 
1 
t , À 

2
) , 

donc W(t, À
1

, \
2

) ~ W(t, \) + W(\
1 
t, \) • 

Si on suppose w(\
1
) et w(À) < + m, en prenr.nt lim peur t ~ +oo, on obtient 

w( \
1 

À 
2

) ~ w( \
1

) + w( À}• 
Il résulte de là que si w( À ) ( + oo, r.,lors w( \ n) !... n w( À ) < + m pour tout 

0 0 ~ 0 

n fN, 

Comme w est croissftnte, on en déduit w( À) < +oo pour tout À> 1. 

Donc ou w( À) = +m pour tout À> 1, 

ou w( À ) < +oo pour tout À > 1 • 

Ceci étant posé, on va montrer qu'on peut prendre comme condition (C) dans le cas où 

N(t)log t est sommn.ble sur (0 , +co) 

w( À ) < +oo pour tout À > 1 

et lim w( À ) = 0. 
À ➔ 1 

2, Lemmes. Les lemmes 2 et 3 que nous avons en vue seront impliqués par les lemmes 

suivants : 

+oo 
Lemme 21 : Si N(t)log t est somrmble sur (0 , +cc), s1 J

O 

x N(xt)s(t)dt 

existe pour x) 0 et est bornée qw:nd x ~ o, si w( À) < + m, alors 

s(t) est bornée, 
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+m 

On pose 'P(x) = j x N(xt)s(t)dt, 

0 1 j.+a, t i+ro 
On a déjà observ0 que T (-) = - N(-)s(t)dt = N(t)s(xt)dt 

. X X X 
0 0 

donc 1 (œ r 1(x) - s(x) = Jo N(t) ~(xt) - s(x)] dt. 

On établi maintcrn:nt le fait suiv11nt : si w( À) < +oo, il existe A et B tels 

que ls(t") - s(t' )J ~A+ B / Log :': j quels que soient t" et t 1 ) O. 

En effet pour un À fixé, W( t, Î\) est borné supérieurement pour t ) 0, donc il 

existe A tel que W(t, )J ~ A, c'est à dire que, si O / t' 1t" ~ Àt' : 

is(t") - s(t')I ~ A, 

Alors, si O < t 1 ~ t", il existe un entiEir n tel que 

X\ 1 ~ t" < Àn+\ 

et on n, 1 

• t" 
!s(t") - s(t') ~ (n+1 )A,~ A+ 

10
; \ log tî • 

En posant 
A 

B - -- on a ln, majoration voulue, qui donne 
- log\' 

JcH) - s(x)/ ( C [N(t)/ G + Bjlog t~ 

Comme ':f} (x) est bornôc pour x --4 o, ceci entraine que s ( t) est bornée quand t ~ +oo, 

donc est bornée partout, 

d'où 

Lemme 31 = Lemme 3 1.wec la condition (C) : w( À) < + oo et 

1 \t 
En effet, posons S(t) = t Jo s(u)du, (t > 0) 

Si À > 1 et t ) o, on a 

lim w( À) = 0, 

À➔ 1 

.)t it 
\ t S ()d) - t S ( t) = t s ( u) du = ( À -1 ) t s ( t) + J t [s ( u) - s ( t)] du, 

À 1 1 \t_ ] 
s(t) = À- 1 S(Àt) - À- 1 S(t) - (\- 1)t Jt ls(u) - s(t) du, 

s(t) - S = À~ 1 [ S(À t\ - S] - À~ 1 [ S(t) - s] ()1~1}t J: t ~(u) - s(t)] <u, 

ls(t) - s! ~ \21 js(\t) - si+ À~ 1 !s(\t) - s! +W(t ,)J. 

les lim vérifient 1ft môme inégalité, d I oi1 
t ➔ CO 

lim j s ( t) - S j ~ w( À ) qui tend vers O quand À ---,. 1. 
t ➔ (X) 

Ceci entrnine bien s(t) ~ S, 



Ill, Cas oà s(t) est r6olle. 

1. Condi tian ( C) 

Pour ). ) 1, on poso TT (t, À) == - inf 0(t1 ) - s(t)] 
t,~t' ~). t. 

ot W( À) == lim TT ( t, )_ ) 
t ➔ +m 

Ln, fonctir,n W()..) n, los r.iêm<:s pro-prir'.tc~s que w( ),) 

ro est une fcnction crniss~mtc, 0 ~ W (À) { +a· , et on a 

ou 

ou 

m(i) = +oo pour tout À) 1, 

OJ (À) ( +oo pnur tout À > 1 • 

(les rnisonncmcnts sont les mêm('S que ceux faits plus haut pour w( À)). 

Remn,rgue. Si on pose 

alors on n, 

En effet, si TT(t,)J<K 
" 

TT 1 ( t, ), ) = t Sup [s ( t t ) - s ( t) J 
>-,st'~t 

lir.i TT' ( t, À) = 0J ( À ) 
t ~ +m 

pour t )1 t , 
' 0 

s(t 1 )-s(t))-K 

donc TT' (t, À) ~ K pour t );, À\• 
Inversement, si TT1 (t, À) ~K pour t '>,,,\, TT( t, À) ~ K pour t >,,, t • 

0 
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On vc. montrer qu 1 on peut prc:ndre comme condition ( C), dr.ns le cr.s oà N( t) ) 0 et 

N(t)log t est sornrnnblo sur (0 1 +m) 

CD(À) < +00 pour tout À ) 1 

et lim aJ( )J = 0 

À ➔ 1 

2. Lemmes. Là (!ncore, on va Mmcntrcr des lemr.ws qui impliqueront les lemes 2 et 3. 

Lemme 311 = lammc 3 tWCC L'. condition (C) moJ < +m et lin CD ()J = 1. 
"\➔ 1 

De même que dn.ns II, on ocri t, pour t, et \ ) 0 et '\ f. 1 , 

À 1 1 JÀ tr. ~ 
s(t) = 11_ 1 S(Àt) - :\- 1 S(t) - {)._-1)t t Ls(u) - s(t)J dt, 

et pour À ) 1 on obtient l.'.:. rn[lj ·:irntion 

s(t)~ À~ 
1 

S(Àt) - À~ 
1 

S(t) + TT(t,À), 

d I où, en prenant les lir1 , 

t ➔ 00 
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lim s ( t) ~ S + OJ (À), 
t ➔ m 

d'où, en faisant tendre À vers 1, 

lim s(t) ~ S , 
t ➔ 00 

Pour À < 1 , on obtient ln minoration 

en rem['.rquant que 

1 ).t ~I 1 t 1 
(),-l)t r [s(u) - s(t)J'lt = (1-)Jt LG(u) - s(t)]du" TT'(t, ~-

Comme ci-dessus, il en r~sultc 

lim s(t) ~ S - IJJ()-J, où on ïcrn trnclre À vers O. 
t ➔ +m 

Ce qui dé-montre le rûsul fot. 

Lemme 211, Si N(t) est ');, o, si N(t) log t est sommble sur (O, +oo), si 
+co J
0 

x N(xt)s(t)dt existe pour x) 0 et est bornée quand x ➔ O, si W(À) 

est fini, alors s(t) est hornûe, 

Ce lell1r1e rûsultcrn, en rénJité du lemr.ie 21 et de L--c _@'Onosition suivante : 
+oo 

Si J
0 

x N(xt)s(t)dt existe pour x) 0 et est bornÉe auand x--, O, si ro(À)<+oo, 

alors on a w( À ) < + oo • 
+cc 

On pose 1(x) = Io x N(xt)s(t)dt 

-+co 
et on rcppcllo que cj,(~) = J

0 

N(t)s(xt)dt, 

Soit 'A fixé ) 1. Alors 11 hypothèse W ("\) < +co entrnin0 que TT ( t, )J est bornée, 

donc qu'il existe A > 0 fol que 

Soient m11intenant 

s ( t ' ) - s ( t) ) - A pour O < t {.. t ' ,{ À t, 

n et b tels que 1 
b 

et \ N(t)dt) O. 
Ja 

D' a;près fos hypothèsas, il Pxiste x ) 0 et M > 0 tels que 
0 

11 (X) 1 <' M pour O < X ~ X O • 

Maintenunt on vn mcmtrer que, si u 1} et u .{. u 1 ~À~ u, alors j s(u') - s(u)j 
0 

est majoré par une certaine constante. 



Pour cela, on forme 

A+ 4'(~',) - 'l'(/;) ~ r N(t)H' t) - s(\; t) + i.] dt 

Comme 

On obtient ln, minoration 

b .[ 
A+cp(:,)-~(~)~ \ N(t) s( 1

t)-s(i;t,)+A]dt, 
011 

Me,is ~ < ~ / x , donc le premier membre est majoré pn,r A + 2M soit 
u 1 u '\' o 

b 

A+ 2H),, Je. N(t) [,(;;'t) - s(~ t) + Al dt, 

Mrrintennnt, pour n ~ t .f. h, on a 

u 1 u u 
u 1 ~ - t < À u I et -t < u < /\ - t, 

"n b'- b 

qui entminent 
u' 

s(-t)- s(u 1 )). -A 
a 1/ 

et s(u) - s(~ t) ~. - A, 

d1où 
u' u s(- t) - s(- t)), s(u') - s(u) - 2A 
a b 1/ 

On arrive alors à b b 

A+ 2M ),i \ N(t) [s(u 1 )-s(u) - A]dt == [s(u' )-s(u)-A] \ N(t)dt. 
Ja Ja 

On tire / 2M + A 
s(u 1 ) - s(u) ~A+ -b--

Ja N(t)dt 

Comme 

on a 

s(u' )-s(u));. - A, 

\s(u 1 )-s(u)j~A+~+A. 
fa N(t)dt 

b 
Ainsi, pour u \. - , 

ijx 
0 

W(u , )._ ~) < 1.. + 2M + A 
b " jabN(t)dt 

Donc w(À~) < + co, ce qui établit lr, résultat voulu. 

-=-- - --=-
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Séminaire d'Orsay 1%1/62 

(Exposés de H. Delnnge) 

Théorèmes taubériens 
-==-----==-

Exposé n2 4 

Dans tout l'exposé N est une fonction sommable sur (0, + oo) t. 4• 
+co L N(t)dt ::: 1 

Condition (W) 

On dit que N satisfait à la condition W si le sous-espace de L
1 

(0, +ro) 

engendré par les fonctions de la forme N(CXt), CX) o, est partout dense dans 1
1
• 

On se propose d1étudier la condition W. 

Définition des translatées de f 

Thf translatée de f est définie par 

t---, f(t - h) 

N sommable sur (0 , +co) A N(eu)eu sommable sur (-oo, + oo). La eondition (W) est 

équivalente à : 

Le sous-espace engendré par les trunslatées de N(eu)eu est partout dense dans L
1

, 

En effet : +oo N 

J IG(t) - L (X, N(~ .t)I dt ~•é 
0 1 J J 

+oo N 
< > J jG(eu)eu - L (X ,N( ~ .eu)eu j du ~ t 

-oo 1 J J 

N( t:iJ,eu)eu t t 1 té d N( u) u lt' l'' te r es une rans a e e e e mu 1p 1ee par une c • 

On est donc ramené au problème suivant (zoblème de Wiener) 

Etant donnée une fonction f E.L
1 

(-oo, +co), à quelle condition le sous-esp~e de 

L1 engendré par les translatées de f est-il partout dense dans L
1 

(-oo, +ro)? 

Soit • ;(x) ~ s: eitx f(t)dt 

la C.N.S, est f(x) ~ o V x E.R. 

La condition est nécess~ire 

Si J
+oo 

8

itx 
0 f(t)dt::: o, 

-oo 
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+ro itx 

'r/h J_
00 

(t - h)e 
O 

dt = C 
itx ith 

(t)e 
O 

e dt= O 

,. "' ./\ 
c'est à, dire f(x

0
) = 0 ==} Thf(x

0
) = o, 'f/h, Mais f ""-7 f (x ) est une fonction continue, 

0 

donc 

,. 
g(x) = 0 sous-espace ou à son adhérence. 

0 

Avant d'examiner ln rr.ciproque indiquons quelques propriétés des translations, 

1 I!) T est un op6rr,tcur linénire d1111s 
h 

1
1

: 'r/f E 1
1 

11 adhérence du sous-espace vecto­, 
211) /IThf Il= 1/fl/ 

1 

:iiel de 1
1 

engendré par les Thf est 

' : invariant par les translations, 

111) et 32) ~ le sous-espace est invnriant 

22) } son adh6rcnce 11 est nus si 

J
+oo 

(on rappelle que (f * g)(y) = f(y - x)g(x)dx, 
-oo 

52) 'V f €. 1
1 

11 npplication h ~ T/ est une application continue de R dans L1 , 

en effet : 

f: fonction caractéristique d'un intervalle 

Il Th, f - Th r Il ( x 1 11, - h 1 
~ vrai pour une fonction en escalier 

f quelconque E 1
1 

3 { f nJ fonction en escalier 

~ Th fn ~ T/ unif t en h car Il T f - Thf Il h n 
= \If - ri/ n 

donc vérifié 'rj f E 1
1 

• 
+m 

611)Soit kE.1
1

, avec r k(t)dt=1. 
J_m 



on pose kÀ (t) == Àk0, t) 

Alors V f E. L
1 f * k} ~ f quand \ ~+m. 

En effet : +oo 
(f * k },)(t) =--= j f(t - u)k (u)du 

-00 )_ 

+(X) 

J k (u )du = 1 
-oo f 

D 1 011 : 

+ro 
( f ·* k ) ( t) - f ( t) :c: J [r ( t-u ) - f ( t l] k À ( u) du 

À -co 

+m 

\ (f * k \ )( t) - f ( t) l i' f -m If ( t-u) - f ( t) 1 1 k À ( u) 1 clu 
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+m +co +ro 

jjf • k À - f Il ~ L,, l(f • k ~ )(t) - l'( t) j dt ~ L, dt j_n,jf ( t-u)-f( t)j jk À (u)J du • 

D'après le théorème de Fubini 

+oo +oo +m +m L, dt J_jr(t-u) - f(t)I h (u)\ du ~ L, j k À (u)I du J_jt(t-u) - f(t) 1 dt , 

Lr. dernière intégrr..le <tant Jgr:.lc à 1\ Tuf - f /1 , on a 

\\r * k~ - f ll-<1:m IIT/ - rll j\k(\u)\du, 

,{fa;00 
I\Tt/À f - r!I lk(t)l dt. 

Ceci ~ 0 quMd À ~ +m • En effet 

IITth f - ri\ lk(t)I~ 2 !lrll \k(t)j sommable, 

Donc Il f * k )\ - rji~ O qurmd /\ --""7 oo • 

FFdsons de L
1 

(-oo, +m ) u111: nlgèbr(: dei Bwnch rn dt<finissnnt ln multiplication cor.une 

6tn.nt ln convolution • 

.!!,oposi tion. Idfrl f c•rm,~ = ::;ous-csp<èCC vectoriel fermé invrrri,:nt par les translations. 

12) Soit I un id(fo.l fcrm('. dans L • 
1 

~ I sous-espace vectoriel fermé>. 

Il suffit de montrer que I est invnri:cnt pnr les translations 

i.e. 



Soit f EI 

Soit k vérifiant ln, condition indiquée cbns 6Q). 

Alors f * Th k À E I 

=} d'après 4~, Thf * kÀ E I. 

Mais Th f * k ~ ~ Th f qun,nd À --t m • 

I fermé ==} Thf E I 

-4-

2Q) Soit I un sous-C'space vectoriel fermô de 1
1 

invariant par les translations. 

Il suffit de montrer que 
f EI 

g EL
1 

~-} f * g E.I • 

Il suffit même de montrer que ceci a lieu pour g continuo à support comnact. 

Soit donc g continue et nulle en dehors de l'intervalle fermé [a, t]. 

Posons 1, 21 .,,, N, et 

On [l, (f * g)(t) 
b N 

= \ f(t-u)g(u)du = L 
Ja. n=1 

f(t-u)g(u)du, 

d1où 
N N X 

d1où 

(f * g)(t) - 2 À/(t-xn) = IJ 
n=1 n=1 

\ n [r(t-u) - f(t-xn)J g(u)du , 

Jxn-1 

N N 
1 ( f * g) ( t) - ~ À n f ( t-x n) 1 ~ L 

n=1 n=1 

En intégrant de -oo à +ro , on obtient 
N N X 

llf * g - [;; Àn Txnril{ ~ 1xn IITxn_/- f 1/·lg(u)/du 

n-1 

~ W(h~rè) J/ \g(u)j du , 

où W(x) = Max IIT/ - f Il • 
o~h~x N 

Comme ln, fonction n À T f appartient toujours à I et 
L..J Il X . 
n=1 Il 

pour N infini, on voit que f * g E I. 



~ r:/ ~ fonction cod;üuc~ h support cor:rpad 

~ * f E.I 

'rf g E 1
1 

J { f n} suite do J'ondions continu<:s 1t :-mpport comprtct ~ g 

I fermé 9 g * f El 

On se propose mn intenrrnt do dr'.montror le thl' rirbrir! sui vrmt 

Soit I un idé~l ferm( de L ) 

On suppose ;uc Vx EcR, :J f ~I t. q. } 1 ~ 1
1 

f(x) -/:- 0 

Soit A 11imo.ge de L1 par lr. transformée de Fourier .. 
" I Il I " " 

" 
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Il suffit de prouver que I contient toutes les fonctions de ' à support compact. a 

En effet si 11on prend 
k(t) 

. 2 
Sl!1 t 

-rr T 
kÀ(t)=Àk(Àt) 
,. 
k À est à support compact 

/\ A ,. 

on n. f * k À = f • k À à support compact 

A A 

donc f*kÀE.:.I 

la transformrition étr.nt bijective --} f * k À É I. 

si À ➔ oo, f * kÀ ~ f E.I (I formé) 

Il suffit de montrer que, \/f EL, et Vx ER, .:l V voisinage de x et une 
1 X 

fonction u E I 
X 

En effet 

t. q. 
A 

û (t) = f(t) 
X 

Vt EV. 
X 

A A A 

fEL
1 

t.q. f(x):::O Vx%[~,b] 9 fËI? 

On peut prendre pour V un inforvr.Jle ouvert cor.tcnnnt x, 
X 

3 un nombre fini d 1 intervn.lles Vx recouvrant [a, b] 

Pour chuque V 
X 

3 u E.I t. q. 
X 

A A 

u (t) = f(t) 
X 

Vt EV. 
X 



On peut recouvrir [n, b_J pn,r ln, suito d 1 intervo,lles ]n.q, \[ t. q. 

0, <b <f1, <b q· q-1 q+1 q 
À A. 

3u E.I t. q, u (x) = f(x) 
q q 

Soit k t. q. 
q 

Une telle fonction j , On peut pr,mdrr 

q=1, ••• ,n 

e 
-ib t 

q 
- e 

-ia t 
q+1 ] 

b - n, 
q q+1 

On (l 
n • L k (x) = 1 
1 q 

n 

l~ = °[] u * k E. I ( u E I ) 
1 1 q q q 

A n A A nA" A 

1r,(x) = L u (x) k (x) = ~ f(x) k (x) = f(x). 
1 q q 1 q 

,. ... 
D1 où f El , 
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Séminaire d10rsay 1961/62 

(Exposés de H. Delange) 

Th6oromes taubéricns 

Exposé n2 5 

Dans cet exposé nous montrons comment on peut transformer la condition W précédem­

ment étudiée, puis nous énonçons 2 thôorèmes faubériens que nous appliquons au procédé de 

sommation de 1r~bert. 

I. RAPPEL 

A la séance pr6crdento on avait considéré un idéal I fermé de.ns 1
1
, 11opération 

interne dans 1
1 

étant la convolution. On rappelle que 11 on avait normé 1
1 

par 

f E L
1 

9 llf Il== SR ! f(x) / dx et que f représentait la transformée de Fourier de f. 

Nous voulions démontrer le théorème suivant • 

... 
(Vx ER, ] f E.I tel que f(x) f O) )I = 1

1 

et pour cela il nous restait à montrer la proposition suivante : 

Proposition. ~mt donr16e f E. 1
1

, pour tout x réel, il existe un voisinage Vx 

A A 

de x et une fonction U de I tels gue U ( t) = f ( t ) pour tout t E. V • 
X X X 

Pour cela il faut dé,nontrer deux lemmes. 

A A 1 
~ 1. Si f _tl g appartiennent à 1

1 
et si Il gll ( 1, alors f .(1-gf appar-

tient à 11ensemble A im~ge de 1
1 

par la transformation de Fourier. 

En effet, posons r,
1 

== g g = g 
1 

* g pour n >,, 2. Alors llg Il ~ j\gljn 
n n- 1 n 

et 
.I\_ A 

Rn .. {g)n. La série f + f * g
1 

+ f * g
2 

+ •.• + f * gn +... est donc absolument convergen-

te, La transformée de Fourier de sr. somme est égn,le à f (x) + f(x);,(x) + f (xk(x)f +. •. 
A A 

A A f( ) f(x) 
•• + f{x)(g(x)t + ••• == / • .Ainsi ,. est bien h tronsformée de Fourier d'une 

1-g(x) 1-g(x) 
fonction de L • C.Q.F.D,. 1 • 

Lemme 2. Soient f et r1 E:. L et soit a ~R. La fonction qi définie par 
- ------- - t:-, 1 

CÎl(x) == [f(x) - ;(a)] ;(x-a) qui nppartient évidemment à 11 ensemble J.. vérifie la condi-

tion suivante 1 <p = $, où llfil ~ Llf(u)l,IITug-gJldu, 



En effet 1 

,. -fat ( ) g(x-a) est h transformée èlo Fourier de e g t 

A À 

f(x)g(x-11,) 1+00 . ( t) 
f(u)g(t-u)e 111 u- du 

-(X) 

A A 

f(a)g(x-a) 1-:oo f(uHt)e in(u-t) du 

) l+oo iri,(u-t) ( );-- ( ) ( )1 
--·· ____________ ~ ( t = -oo e f u Lg t-u -g t I du 

+co 
On 11 / ~(t) j ( 1

00 

/f(u)/, j r,(t--u)-g(t)j du, 

d1où Il~ Il ~ 1:[ ~ (t) [ dt ( f_]r(u) [ dul]g(t--u)-g(t)/ dt d'après le théorème de 

Fubini. 

T étant 11 op6rs.teur de trnnshtion; il vient 
u 

C Q '<' n ,. • .,._ .:.J. 

Nous sommes maint0wrnt en mesure (lr: démontrer lri, ;)roposi tion annor1cée. 
,. 

Soit f E 1
1 

et soit r. (R,, Par hy-rothèse; il existe h E I tel que h(a) f 0, 

" 
Soit d1autre part p EL

1 
tel que p(x) = 1 pour /x\ 11 (un tel p existe. Il 

P(t) -- cos t - :os 2t " ( ) , , suffit de poser ----,- et l'on vérifie que px est represente par la 

rr t •· 
figure 1) 

f:i.1;. 1 

..... 

/J-ffL 
-2 _, lo -1 i-

,. " 
Posr,nt iJ. vfor/, ;, , ( -t) == n(: .. ). Soit alors .. /\ .. À 

A 

~( ) _ f(x) 
1.r X -- ,. ,._ A _ "" 

h(n,) + [ h(x)-h(a) j p À (x-E'c) 

Nous voulons montrer qu I il est possj_blc clo choisir À assez petit pour que G(x) E A, 

A -1 A 

G(x) = _,[ h(a·~-~ " f(x~ " 
·1-[h(n)] [h(x)-h(n)JpÀ (x-a) 

Lo lemme 2 montre que [h(x) - h(a)];,À (x--a) = ~~(x), où Jl~ll { jri-hXl/h(u)/IITupÀ-1\l/du 
-oo 

Or l!Tup/\ -pÀI/ == /ITui\p-pJ/{·21/pl/ et: qun.nd À tend vers o,l!TuÀp-p\/ 

tend vers o, donc par le théorème de Le"besguo 
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Lm I h(u)j // 'l'up)\ - P) du ~ 0 

On pourrn donc choisir À assez petit pour que Il~ Il < Le lemme 1 r:,ontre 
,. -1" ,. 

( ) 
[ l1(0)] f (x) 

alors que G x = ,. -1 .\ 
1-[ hh)J ~ (x) 

r.ppartient o, 1:... .Autrc-mont dit G(x) = g(x). 

" 
Mr,is 

pour 

p 2, été choisi de f~çon que 

~,. i(x) 
1 x-al1, g(x) = ,.-, Comme, 

j x - r,I ,< À ---~ pis. (x-r.) = 1. On voit donc que, 

pr,r hypo-t.hèse, h é I, h * g E:. I, De plus 
h(x) 

/\. A 

et p0,r su:::bc-, , pour J x-n, 1 ~ À , h * g(x) = f(x). 

Ainsi nous nvons pu d,Hc,:mirwr une fonc-t.ion U = h * g E I telle qu I il existe un voisi-a , 
A. ,,, 

nage de n. Vn. ={x; lx-r..!~11-} d2.ns lequel Un.(t) = f(t), C,Q.P,D, 

Maintone..nt, le th.'.orèmé' énoncé n.u début implique le suivant : 

Soit f Ê 1
1

• Pour qye le sous-espc.cc engendré par les transln.tées de f soit 
,. 

dense dans 1
1

, il fCT,ut et suffit gue f(x) ~ 0 pour tout x réel, 

Revenons alors à b concl.ition W considérée prér.érlemmcnt. On a vu qu'elle était équivalcri.­

te au f~it que N(ot)et satisfasse à la condition précédente relative aux translatées, 

La condition W poar 1~ fonction N est donc 

V X E.R 

ou encore 

r+oo . J
O 

F(u)u
1
xdu t 0 'r/ X EH, 

2, Récapituhtion cl9s thé_orèrncs tf'.ubéricns. 

DMs toute la suite, les fonctions K et s(t) satisfont aux hypothèses suivantes 
+oo 

1) N(t) est sommnble sur (O,+oo) et J, N(t)dt = 1 

2) s(t) est une fonction aainic sur r/, mesurable et bornée sur tout intervalle 

[o , TJ où O < T ( +m • 

3) À ét1111t réel 7 À ) 1, on définit 

W( t, À ) = sup I s ( t 1 )-s ( t) 1 et W(;\) = lim W( t 7 >J, 
t ~ t, I ~ À t t➔+oo 

4) si s(t) es~ réelle; on définit 

- TT ( t, À ) = inf [ s ( t I Ls ( t)] 
t ,(tl ~ I'\ t 

et W ( Î\ ) = lim TT ( t , /\ ) 
t ➔ +oo 
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Théorème 1. On surrpos~ N(t)log t sommable sur (0, +co) et 
:+m 

Vu ER • .fil. [ x N(xt}s(t}dt existe pour x > 0 et tend vers S gu11ncl x -? O, 
0o 

etsi w(:\)< +co et lim w(À) =-=O, alors lim s(t) =S, 
- À ➔ 1 t ➔ +oo 

Théorème 2. ün suppose N ( t) log t sommable sur ( 0 , +w ) et 

Vu ER, et de plus N(t) 1' 0 pour t ) 0, On suppose en outre s(t) réel. Si 
+a> J, x N(xt)s(t)dt existe po'!! x > 0 et tend vers S quand x -t o, et si tv(À) < +co 

tl lim W( )J = O, e,l_o_r~ lim s(t) = S. 
/1 ➔ 1 t➔ +co 

Remarquons que, si s(t) est supposée à varir..tion bornée sur tout [o,TJ, O<T <co, 

nvec s(O) = o, ces deux théorèmes restent vraio en remplnçant 11hypo-
+oo 

thèse portant sur J x N(xt)s(t)dt pP,r les suivantes : K étant définie par 
+co O +co 

K(t) ~ Ji N(u)du, on suppose que j, K(xt)ds(t) existe pour to: x) 0 et tend 

vers S quond x-;, + O. En effet pour t) 1, jK(t)log t! ~ i IN(u)log u\du et 

il en résulte que K(t) = o(-
1 

1 
t) pour t infini, . og 

D1autre part, l'hypothèse w (\) < tro implique que, pour t > 0 et t 1 ) O, 

/ s ( t 1
) - s ( t) / ~ A + l3 / log r / 

et pnr suite s(t) = O(lop: t) (prendre t 1 = 1). 

Par suite, si w(,À) < +co, le produit K(xt)s(t) tend vers O pour t infini 
tro 

et, d1r,près ce qui r. été vu précédemment, si J K(xt)ds(t) existe, on r. 

~ +co 0 f K(xt)ds(t) =l x N(xt)s(t)dt, Ceci démontre notre assertion pour le théorème 1, 
0 0 

Pour le théorème 2, elle rr'.sultc de ce que N(t) ~ 0 entrnine que K(t) 1' 0 est une 

fonction décroissante c1ui tencl vers O avec ~. . t 
r+co . 

Théorème 11 , On suppo~ N(t)log t somr1r:,blc sur (0 , +co) et Jo N(t)trndt t 0 

Vu E. R. s ( t) ~e fonction à vrriat,ion bornée sur tout intervulle fini et s I annulant 
+co 

.ll'origine. K étMLc~9finie pnr K(t) = ( N(u}du, 
+oo Jt 

& J: K (xt )ds ( t) exis-te pour tout x ; 0 et tend vers S 0unnd x tend vers O, et 

& de plus w( À) < tro et lim w( ;\) == o, alors 

À~ 1 
lim 

t-)ro 

s(t) = S. 
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Théorème 2'. P(t)log t étr,nt somr.:1blc sur (0 , m) et 1 N(t)t
1
udt f-0 VuE.R, 

et de plus N(t) 10 ,Pour t) O, on suppose que s(t) est réel, s'annule à l'origine 
+oo 

et est à varfotion bornée sur tout intcrvallG fini. K 6ta.nt défini pnr K(t) = J ~T(u)d.u, 
+oo t 

~ J
0 

K(xt)ds(t) ~e _pour tout x) 0 d fond vers S quand x tend vers O, 

et si de plus CV ( À ) < +oo et lim W ( À ) = 0, nlors lim s ( t) = S, 
À ➔ 1 t-,oo 

3) APPLICATION AU PROCED1 DE SOML\TION DE Li'ù1.il:3RT 
00 

On dit que ln. série L u est sommable po.r le procédé de LQlllbert (ou sommc.ble-1), 
1 

11 
oo n u xn 

.
\' nn avec pour somme S, si~sôrie l....J -- est convergente pour J x 1 < 1 et si quand. 

co n u xn 1 1-x 
x--? 1-0, (1-x)B 

11 
--,. S. 

1 1-x
11 

00 
-x 

Remplaçant x par e , on voit que, si ln, série ~ u est sommable-L, avec pour som-
1 n oo n u e-nx 

~ S, la série ~ n w -nx 
est convergente pour x > 0 et, gusnd x ---,. O, 

-nx 1 1-e 
ro n u e 

X\' Il S, 
LJ -me -, 
1 1-e 

t 
Posons K(t) = t 

e -1 
et ( 

\ \Ï 
s t) == '> u • 

L...l 11 
Il { X 

oo -nx +oo 
~nxe u = f K(xt)ds(t), 

1 1-e-nx 11 Jo 

r!ous ûlons voir si K et s vérifient los conditions du théorème 1' ou 2'. 
+oo 

Tout d'abord, on o, K(t) = J N(u)du, où N(t) 
t 

On a N ( t) ~' 0 pour t ) 0 • 

D'autre pnrt l~(t)dt ~ [ ~t f" ~ 1. 
o e -1- n 

t t 
= _ ~(......!'....) = te - e + 1 

dt et_ 1 (et-1)2 

Maintenant s(t) ost :)ion définie pour t ">;, o, à variation bornée sur tout intervalle 

f. . ( ) ll11 et S Ü == 0 • 

Ensuite si I u j { ~, 
n ~ n on r. pour O < t ~ t ' .{. À t / s ( t 1 

) - s ( t) 1 ,$ ~ 

M ~ !. Po.r suito, 
t,$n~ )d n 

__ 
1 

t(nft' 
pour t)O, W(t,\),<.M>' -, cequientraine 

' .:..,_i n 

w( )J i M log À • Donc w( ).. ) < + oo et lim 

i\~ 1 
Ceci permet d I ap:)lfou.or le thr(orème 1 ' • 

t <n/ )-.t 
w( )\) = O. 
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D'un autre côto si on supDose Un réel et nUn 1 -M, on en déduit de façon sembleble 

QJ(~) ~ M log\ d1où m(À) < +oo et lim W(/\) = 0, Ainsi le théorème 21 pourrn 
À-?" 1 

s I appliquer, 

(rc . 
Si donc nou~ arri von_s _ ~ démontrer n.ue J

O 

N ( t )t rndt ~ 0 pour tout u réel, dors, si 

la, série L u r,st sorrm12.,ble-L, avec pour somme S, et si, ou bien u = 0( ~) ou bie:r:1 
1 n m n n 

U est réel et n u '>,, -M, nous pourrons affirmer •~uc la série \' u est convergent€ 
n n 1

1 

1 
n 

_et a pour somme S, 

Avr.nt de poursuivre, il nous faut rappeler ctuelques résulkts simples sur la fonction 

t(s) de Riemann, 

Rappel de résulto,ts sur la ?onction t (s) 
; 

Par définition Ç (s) 

dans le demi-plan (J' ) 1 

~1 = L 8 (s == 1T + it) , La séôe est nbsolument convergente 
1 r. 

et par suite è;' est holomorphe dans ce demi-plan. On s~it que 

11 on :::ieut pro 1 onger t à tout le plan. Ici nous n'aurons besoin que du prolongement dons 
J 

le demi-plan o- ) O, qui s'obtient de lo, façon suivrnte : 
00 +ro 

Pour rr-_ ;" 1 , r_ ( s) -- D,,, e-s log n -- /,, e-st d [etJ, [ ' ~' ~ ._... où xJ représente la p~rtie 
1 Uo 

entière du nombre x. 

'r-( ) l+ro -st[ t, r+ro -(s-1 )t 
-, s = s e e J dt, par intogrntion pr..r parties. Ç (s) = s J e dt -

-ttX) 0 0 

1 -st ( t [ tj ) t L , . , , , 1 s 
O 

e e - e (~ • r'> 2eme rntegr:-i,lc du 2eme l'lembre represente une fonction ho omor-

phe H d~.,ns le demi-pln.n 0- > O. D1 où ~ (s) = s~
1 

+ H(s). 

Le calcul a été fni t pour cr ) 1 mais 11 on voit que le 2ème membre est bien défini pour 

B ~ 1 et <Y) O, Ainsi donc ½ (s) n été prolongé à tout le demi plan positif. 

admet un pole simple en s = 1 avec résidu + 1 • 

Nous allons Plnintenant Mmontrer le théorème de Hadamard-de ln, Vallée Poussin 

~ (s) n 1a pas de zéro sur la droite u = 1 



En effet soit h fn'.,ction 

) log

0

_, p 

A (c) = l 
si 

si 

RemEirquons que ~ !\ (cl) = log n. 
(\n 
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k 
où est premier n = p , p 

k 
n f-p 

1Uors, pour rf > 1 , 
00 

Q= 
I: I\ (d) 

/\(n))(Lro 1)-Boo din -~logn_ r'() - - - ----L.._;---') s s ' s s s 
1 n 1 n n=1 n 1 n 

et par suite 
~I CO 

-...-((s ...... )) = - !' /\(n) • Ceci rfant soient E ./ 0 et t réel quelconque. 
'r-S ,,__1, S 
':> n=1 n 

Formons 
ç1 i-' t/ 

fi UJ = 3 -(1 +E.) + 4 ~(1 +E+ it) + 2.(1 + é + 2it). s s ç 
,-f, _ ~ Îl(n) [ 4 1 ] 
't' (EJ =-- L.:. 1+t 3 + °TI + 2it 

n=1 n n n 

O'.) ) 2 
S{tlp( E) = - B 2 

'~~E, [1 + cos(t log n)] ~ 0 
n=1 n 

E [!(, f ( E ) ~ 3\, [JE f ( 1 +E ) + 4E r 1 + E +i t) + E ;; 1+ E +2i t)] ~ o. 

Supposons que le point 1 + it soit zéro cle i:; (s). Soit k ~ 1 son ordre de multiplici­

té, Le point 1 + 2it est zéro d'ordre h ~ 0 (si h = 0 cela voudra dire que 1 + 2it 

n I est pas zéro ile t; ) • 

Faisons tendre f) 0 vers O et tenons compte du f~it que s = 1 est pole simple 

lim E $ecp( t) = - 3 + 4k + h;; - 3 + 4 + 0 = 1 
t~O 

Ceci est absurde puisque E EJki!( E) ~; O. Ceci démontre le théorème (démonstrA.tion de 

De la Vallée Poussin Î 1962), 



Séminaire d'Orsay 1961/62 

(Exposés de H. Delange) 

Théorèmes taubéricns 

(Suite c1e 11 rtuél.e éle lr, fonction clzéfa) 

Pour :Rs ) 1 , on a h formule 

En effet, pour t) O, 

ts-1 
-t- dt = f (s)'Ç (s) , 
e -1 

Exposé nQ 6 

t s-1 s-1 -t t e 
= -t- -t 

e -1 1 - e 

N 1 t ts-1 -(N+1)t 
'\7 s- -m e 

= L._i t C + -t , 
n=1 1 - e 

par 

Donc { 
s-1 

_t _ dt 
t 

e -1 

N ro s-1 -(N+1)t 

= f(s) L ~ + 1 t e -t dt 
1 n o 1 - e 

Il suffit alors de m:'..j orcr le module de la fonetion sous le signe f au 2ème membre 

Ûte(s)-1 -t t ,e 

-t 
1 - e 

et d I appliquer le tbl'.orèr.ie de Lebesgue, N tondant vers 11 infini. 

Suite de lr, dr.monstrn,tion clu thôorème : 

"L-s01P.r.-,?,bili té 
) ? 

s0P1P.1abilité11 

+ candi tion tn,ubfrienne / 

Il reste à montrer tlU 1 :Nec on Q pour tout u réel 

t' N(t)tiudt t O, 

- Remarquons que 100

N(t)tiuclt = lim lm N(t)t ë+iudt 

0 t. --;', -t-0 0 

car 1 [\1( t )t t+iu,lt - J" !-! ( t )t iu dt 1 <'. l'·\( t )( l - 1 )dt 

qui tend vers zéro lorsque E ~ +o, d 1c.près Lebesgue. 

- En intégrnnt p~r p~rtics, on a 

r00 
iu lOJ t . E. +iu l(X) t t. +iu 

J,_ N(t)t dt = lim -t- (E + 1u)t dt = lim ( t + iu) t dt, 
0 Ê--,-1-0 o e-1 c-4-t-0 o e-1 '-- I 
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et, en utilisant la dernière -?ormule vue pour t;" ( s), on trouve 

= lim (E +iu)f(1 + E +iu)'Ç(1 + E + iu) 
E ~ +o r f (1+iu) /; (1+iu) si u f-0 

= 
si u = 0 

c I est donc non nul, puisque b fonction t;' n 1 a p,~s de zéros (le partie réelle 1 • 

Rema.rgue à propo~ cle fo 1-sommabili té 
(û 

Si la s{rie entière L ii xn n, un rayon de convergence~ 1, alors le. série "de 
1 n 

Lambert" 
n 

00 a X 

L-½ 
1 1-x 

est absolument converger!te pour I x j < 1 • 

On peut développer ch1,cun de ses termes en série entière convergente pour j x \ < 1 
n 

a X 
n 

n 
1-x 

00 

=~ 
m=1 

run 
a X 
n 

En reportar:t ces expressions dMs ln série ini tiûe on ohtient une série clouble absolur.1ent 

convergente. On peut grouper les termes oü 11 exposn,nt de x à le, r1êr.1e valeur, et on obtient 

P,insi pour 1 xi ( 1 
(X) 

2 
1 

n 
a X 00 
n \Ï n 

--=wbx 
1-xn 1 n 

APPLICATIONS ARITHMETIQUE,?i_ 

' ou b = "5: o.d. n .i.-.l 
din 

~ A(n)-1 , 
de w n et consequences, 

{l . k , t . 
1. Sommabilité 

Rappelons que A(n) = og p s1 n = p, ou p es premier, 
0 dans le cas contraire. 

Pour prouver 1~ sommabilité de 
00 

A(n)-1 
, il suffit de prouver que, si 

n 
n=1 

n 
ro nu x 

a) ~ n n converge pour !xi ( 1 
1 1 - X 

n 
oo nu x 

b) (1-x)~ -;- ~ S quand x ~ 1-0 
1 1-x 

} "L-sommobilit6' 

c) un réel et nun); ~ 

ou bien u = 0'(1/n) 
n l condition taubérienne. 

u = 
Il 

A(n)-1 
Il 



LD, candi tion c) est satüfrj te puisque nu ':, -1. 
n 1/ 

La conè.ition a) aussi puisqu2 , si I x 1 < 1, 
n 

1

11 

unx \ rv n/u l jx( ,<'log nlx/
11

• 

1 
n n , 

-x 

Pour v6rif for b) , rem?.:::'('Uor..s que 
ro n u xP ex-, 

L n °\--i n 
= ) b X ' n ,.:,._J Il 

1 1 - X n=1 
r.vec bn = L ( J\ (d)-1) 

d/n 

(voir rem(',rque 11. ln. fin du pr~côdent p;:.ra.grr~phe), 

On a vu que I:= A(i!.) = log n, Si donc d(n) d,;sirrne lo noribre de diviseurs de n, one,: 
d/n 

b = log n - d(n), 
n 

Dans le but d I appliquer le théorèrio 11.,bôlicn, r6ciproquo du lomrne de fürdy Littlewood, 

évaluons, lorsque x ~ oc : 

L bn = L log n - L d(n). 
nfx n~x n~x 

E( t) désignr1nt ln, pn.rtie entière de t, on n, 

qu'on écrit =X 

L log n 
n~x 

= r1x J
1 

log t dE(t) 

= E(x)log x -lx E(t) dt 
1 t 

x t-E(t) 
log x - x + 1 - (x-E(x))log x + J, t dt 

= x log x - x + n (log x) = x log x - x + o(x), 

Pour év,'.luer = d(n), traçons 2 demi-axes Ou et 
n ~ X 

Ov, et remn,r~uons que 'E d(n) est égQl eu nombre 

n 0 X 

de points à coordonnées entières situés sur les arcs 

(1_1 hyperboles d I équdions 

uv = 1, uv = 2, ••• u, = E(x) 

c 1est à dire situés entre les AXOS et 11arc de courbe 

d 16quation uv = x, 

Ce nombre est égal à cleux fois le nombre de points 11, coordonnées entières situés dc>.ns le 

domaine hachuré diminu;( du nombre de points analogues si tués dans le carré : 

Q < U ~ Vx, Ü < V . .,_( '-/x. 



~+o (\/x)-x+ o("/2) 
n 

= x log x + 2 yx - x + o(x), 
" u 

où '( = const.1,ntc C: 1Eufor. 

-4-

Donc, p::,,,r suite du théorème abélien évoqué ci-dessus, 

(X) 

La série L 
1 

J\(n)-1 
Jl 

0 donc pour somme -2 '[, 

Conséquence 1 • 

Appliquons à cette s:'.rin le lcwme suivnnt 
00 

Si Lu = s, 
1 n 

Alors I: n un = o (x) qwmd x ---;, ro • 
n ~ X 

(il suffit d I écrire, en posrnt 

o(x) + 

Ainsi, I=:; (A(n)-1) = o(x), 
n X 

o(x) 

Donc, si 11on pose 4J(x) = L A (n), 
n~x 

= o(x) ) 

on r. : 4' (,x) rv x qunna. x ~ ro , 

Conséquence 2. 

on tire 

= log X - r + 0(1), 



p désigmU1t un nombre premior, on n, 

nvec 

,;:--, A (n) = )' log p + 'Ç"7 log p 

LJ n "-7 p ~r;; 2 
n1X P;~x P-$ .1 x p 

[ 
log x·] 

q = E lor, 2J • 
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+ ••• + \1 log p 
L-l q 
P,sx1/q p 

Mais l'on remr.,rque quo les séries Sk = L log/ converr,ent pour k ) 2, et la série 
p p 

B \ formée pn,r leurs sommes converge. Il existe donc une constante a telle que 

k);2 -::-ï log p 
) -- = log x + r. + o(1), 

/1x P 
' 

2. Equivalence "~\,i(x) rv x" cor.1l'1e ~onséguence d 1un théorème d 1Ikehnra que n0us n,dmct-

s, mesurable croissr.nte, clôfinic sur lO , +oo[ est telle que 
0) 

f(z) = [ e-zt ds(t) converge pour [f{e(z)) a) 0, 
uo 

S1il existe une const·mte A telle que f(z) - _A_ fond vers une limite finie quc.nd 
z - a 

z--+iy+a, pour tout y rrel, alors s(t)"'-'~eat qur.ncl t-,+oo. 
c, 

m A(n) 'ç1 (s) 
Nous partons de L -- = -~ (pour ~Kes :;--1). 

1 ns Ç \ s J 

Coume ~(x)=LJ\(n), 

1 "
00 

-st . t 
8 d'il(x) = J e d~(e ). 
X '0 

le premier membre s I écrit 

t 
~(e ) est une fonction croissr.nte de t. 

Conune le fonction ~(s) ne s 1r.nnule pas sur ln droite 9{e(s) = 1 et 11. un pole simple de 

résidu 1 pour s == 1 , 

~ 1 (s) 1 
-7:;TsJ - s-1 

tend vers une limite finie quand s ~ iy + 1, 

t t 
Donc ~(e) rve et l~(x)Nx. 

Il 

3, Le théorème des nombres premiers comce consôguence de y;(x) ."-.) x" 

NB. Le misonnement ci-dessous n 1cst pe,s foub6rien. 

W(x) désigne le nombre ùe nombres premiers ~x. Le théorème des nombres premiers 

affirme que W(x) ,v ....!_ • On o, déjà posé 
log x 

~(x) = E A (n) 
n { X 



One, 

posons 0-(x.) = L log p. 

p ~ X 

~(x)NX } 
-=;'> e (x) = O (x). 

4i(x) ); 0 (x) ~· 0 

, ( log x) . ( ) " ( ) .. ( ½) ( 1 /q) /De plus, s1 q_ = E log 2 , on r.. l.t! x = l 1 x + (j x +,., & x , 

\9 est une fonction crois~nnt1~ de x 

1 1 
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Donc YJ(x) - G(x) (. q(l(x 2
) · soit ~J(x) - G(x) = o(x 2 log x) = 0 (x). 

1 

Donc ê) (x) rv x, 

D'autre pn.rt, comme conséqucncn cles clé,finitions de (J et W, on c, 

& (x) ~ w(x) log x (x ~ 1 ) 

et pr,r p,illeurs, si (j. est un nombri: de ] 0 1 [, 

O(x) >, 

d 1où 
1 (X 

W(x)log x .<-O(x) + x log x • 
' Cl. 

D1où les inér~lités : 

G(x) 1 m(x)log x / ~ G(x) + log x • 
X \,' X '\\ (). X 1'-(J.. 

X 

Fr.isru1t tendre x vers + m , on obtient 

1, ( W(x)log x) / 1 
ou 1m ~ - • 

- X '(j 

En faisti.nt tendre O.. vors 1 , on voit que 

lim 

X ➔ +oo 

W(x)log x 
X :::: 1 ' donc [i(x)rv 2-. • 

log x 

4. Fonction rL .1Q.. ~obius. 

Posons si n = 11 

si n ) 1 

U.(n) = 
0
(-1) si n est le produit de q_ facteurs premiers tous différents 

( 

q_ 

1 · dtms le cr,s contr,1,ire. 

cc ( ) 
Montrons que \Î .J:::..E_ converge et = O. L.J n . 

n=1 

Posant nu = µ(n), il suffit cle vérifier que 
n , 
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a) L 
n 

nu x 
n 

converr~e pour \ x \ ( 1 le série "\ï u 0, pour 11L-sorrme" 0 
L.J n 

b) 

n 
1-x 

n 
nu x 

(1-x)>' _::__ ~ 0 quancl x 4 1-0 
.;__i n 

1-x 

c) u :::: O(~) : com~.ition t.:rnbéricnno. 
n n 

Les conditions :1.) et c) sont imnéclirttcr1ent v<'rifi(.l,s. On écrit pr..r r,illeurs 

n 
nu x 

L n .,---, 
b 

n 
= ) X 

' n ~ Il 
Il ~ 1 1-x :) :; 1 

!l(d) ~ {: 

pour n=1 
Oll b 

~, 
Il= L., 

(~ /11 pour n > 1 • 

(Y 

En effet, si 
1 

n = p 
1 ••• les diviseurs d de n, pour lesquels fJ-(t) = 

J.:: 

b = \' Cq(-1)q = (1-1)k = O, H )4 sont a,u nombre c'lo C~ (,,vec 0 
n 

nu x 
n 

n 
1-x 

-- X et 

Remarque z On peut montrer que 

,~q z~k) d1oü n i:.._: k 
q_=Ü n 

nu x 
n 

-n- 7 0 qur,nd x ---;, 1-0, 
1-x 

- cette propriété rle r (n) est équivalente au thoorème è.es nombres premiers 

-L fJ-(n) = o(x), 
Il { X 

5, Fonction À • 

Posons À ( 1 ) =-= 1 ·et, pour n ) 1 , 

À (n) = (-1 )q si n est lo produit ile q facteurs premiers pc.s :Brcément 

cUfféronts. 

si n est un carré, 
On trouve b = \' À (d) 

n ~ 
rljn il.ans le cas contr:•,ire. 

Donc [; b n = E [ Vx] = o ( x) , et il 1 0 ,près un thc\orème abélien : )' b x n = o (-
1
-). 

,.:,__J n 1-x 
n~x 

On en déduit quo 

Considérons \Ï 
L..J 
niX 

+ m \ 
~ i\ (n) 
> : ~ converge et == 0 
"---' n 
1i)l{n) ,t ~ 1 - À (n) 

2 " L.J 2 
ll { X 

ot il on résulte que )' À(n) = o(x). 
.::,__J 

ll ,{ X 

• Chr_cunc è.o cos qmintités est éq 

,1(]~1J: 

,, 
'-~ 
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Ll\ première donne le nombre ,les entiers ..:( x r~ui sont lo proclui t d I un nombre p1ür rfo 

frrcteurs premiers ; la c1euxième, celui è.es entiers qui sont produits d'un nombre impair 

' D l , · J (' x) de facteurs premrnrs, one, orsque x ~ ro , ces deux nombres sont cqui vrilen ,s a 2 , 



(Sémimdro d'Orsfly 1961/6;~) 

(Exposés do J, Demy) 

Fondions sm·h:1rmo:1.i.qucs et potcntiüls nr:wtoniens 

Introductio:1. Cotte série d.e quati·, expo:,és :,ert de préliminaires à l'étude d 1un 

problème de synt!tè:w spedraJ.(, ,lft:ls :e., esp1c2s de Dirichlet, étude qui fera 11 objet 

des trois exposés ,;LÜYO..!,:··," lh1 y C :iur; le:, élé•.1en-~s cl? la théorie de Cartan [ 2], suivant 

d'assez près :i.es pre:.1iC1:'fl (ix:,(•:,és -:l1:ll: Lu.irs :;0 ftit à fondres (London Math, Soc, Instruc-

tional Conferen~e: Pfü::ne,; 1 %'i: ; :.1, leckur a.,:sirnrrt approfondir cette question pourra 

consulter 11 ouvrage de ivio Drnlo+, [:J " Le quatrième exposé esquisse une démonstration 

élémentaire cl 1un tMorème de synt.l:èse :,;1,ert:i:ale sur 11 espace des distributions d I énergie 

newtonienne finie ; c; est ce résul t,,it qui sera étendu aux espaces de Dirichlet, par des 

méthodes très différentes, 

I - R!}Ppel so[l1maire sur les mesures de Radon 

On se donne ·,.;.ne foi_s po1.1r -to~+,es un e0pace localement compact E à base dénombrable. 

Une mesure de Radon pos::. t >.r~: su.· ;~ es~. une:: fond ion d I ensemble p- définie sur la tribu 

B des ensembles borélierw de E/ 

ensemble compact e :• 

disjoints, on ait 
(;() 

i..l-,, l J \ , __ , 

\ valeurs d.~1;, n 1 + 
telle µ.(e) (+co pour tout 

1 

nou: tout~ suite d'ensemble boréliens e 
n 

vO \ ,. __ 
J ::: ) 1 

n 

deux à deux 

Si f rst 1me fcnct_;_cn1 bo;:r'.'!iennt, Dositiv,!, en peut définir 11intégrale de f par 

rapport à la mesure de R'èr:on ;,c,, i, _:_ve ~1, d :Uile façon analogue à 11 intégrale de Lebesgue 

d'une fonction numérique cl'rn,:; va:;.'i<lhln ::ôellc; c 1est un nombre f(f), 0 z(f-l,(f) ~+ oo, 

qu'on notera aussi ~ 

Si f est la diffé!-ence dE-1 decc fo:-ic-!:,ions boréliennes positives, on définit l'inté-

grale de f par rapport à 
(' 

\ f-rl~L 

~' 
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à condi tiori que l'une gu moins des ü•tér,ralcs c~u sr,cond r.emhro soit finie ; f+ et f 

désignent évidemment les paTtü,:, por,i~;i vr: r!L néwrti ve de f. 

On utilisera constGJ'llliP.nt les r0sul·0atr'i suivants : 

1 Q) Théorème de con~:_ence rnon,,i,OJH:. Ztant donr:.ée une sui te monotone croissante de: 

fonctions borélieruws pos;.tiv(:JS f . 
n' 

en ,L 

que les deux membres ::;oinnt i'bü eu é~;aux ii. + oo. 

2Q) Théorème de Fubini, Goient E et P drJux espaces locoJ ement compacts ; si ~ 

est une mesure positive sur E r:t v une mesure positive sur F, il exist& une mesure 

positive /1. sur E X Ir te He l;Ue 1 si e et o 1 sont des ensembles boréliens de E et 

F respectivement, on ait : À ( e y e 1 ) = p-( o) v ( e 1 ) • 

Si f est une fonction horélie11J1e sur EX F1 on a: 

et les deux fonction:: 

f?(x1y)d~\(x,y) = j [J f(x,y)dv (y)jd~L(x) 

= Il:· \ f(x,y)drL(x)l dY (y) 
~ L. cl J 

Î f 
g(x) = j f(:,:,y)d v (y) et h(y) = j f(x,y)drL (x) sont boréliennes,, 

On désigne par C 1:enscmble des fonctions continues sur E, nulles hors d'un 

.1. 

compact de E, et par C' 1 1 enscr.iüle des fonctirns ) 0 de C, Le support d 1une 
1 

fonction f E C est par déf;_ni·t".0 11 1:adhrri'nce Je 1 12nsemble (ouvert) des points x tels 

que f(x) -/c o. 

Etant donnée une mesure de Rackn posiüve ~l. sur E, 11 application f -1 p. (f) 

est une forme linéairo positivP 1'1:r C ; inversemm1t à toute forme linéaire L positive 

sur C correspond une mQsm~e l t. positive ot uno seule telle que L(f) = ~(f) pour 

toute f E.C (l'unicité do ~l 0st 1.n1n consr;qucn:c de 1 1hypothèse selon laquelle E est 

à base dénombrable) 0 

Une mesure importante est la r:f1sse-n11it6 au point x 2 E ; elle est défini q par 

E (e) = 1 
X 

si XE C EJe) ==0 
,./ 

sj_ x -;-e. 
I 
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On a donc : (f c: C) Jn peut donc ~6finir ;.: COl11J1le .1..a fo;:mc 
X 

linéaire : f -) f(x) ~::;r C, 

Le support ~ est par dcifinition le compl~mefr-

taire du plus grand (1uver-L dn mt,sur(, :mH1i rrnr ~l, 
r·, 
1 

/ cl~L ; e, 1 est un nombre -(( + ro. C1 est 
u ' 

.L 

aussi le nombre .r, ,:·_- 1 r ' 

J .. ,_ l., ' , pour tout x. 

L 

On peui; défi.11ir VlléJ t-opo 1or;ü :ouT 1 1':'1:;rcmblo 11' des r:iumres de I?,a,don positives 

la suite de mesun:s 
1 

" .,. 
1.1. , _· ~-1 convr.Tv,, v111m:rn0nt ·;er:,:; la r;:2sure Li si, pour tout2 
,n ·' ~-- 1 

fEC, la suite 

On utilisera 11 J'.oceR.sion h noti'.':, de fflesurc de &don "avec signe" on anpelle 

ainsi la cliffrreneE:i de doux me suret~ de Rnclon positives, 

Ensembles posi ti vcment riehr:s de fonctions contin~s. Un ensemble F de C + est 

d · t · t · J. • h · 1 · t · .o t · f ~-c+ 1 pos1 1vemen,, rie c s:_; rpw s c:ue sJ1cm, 1.a .:one ,1011 t::. , le voisinage V du 

support Sf et le nor1br8 i: > C .~l c:dste une ~o:nbinaison linéaire finie 
n 

A.vec 

!I f . ' \.fi !I . ✓; [ ?-'· s E. V 
'➔' 

où JJgJI désigne ln norme uPiforn, 1 dei lr., ~.,nc-t·i;:-,.1 fi E:: C, 

f1 os t )K,sitivement riche dans 

3°)Ex 1 t'l'. ,.,l'r·td · [?7 
,, t'•\ · d t' 1 't n }" - emp C U L.:~:;(: pc.1. vd_ vJ,l ~ j 1,,l 1,crr1e . U poten 'H• : S01 .i:' Un SOUS-ensem_.i,O 

tel quo : 

pour tout voisürn,gc V de 11originG 1 .:.1 existe une fonction ly e F non identi-

quement. nulle, à S"lnpcrt coEter!u ,fans V 
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(b) si ~ E F, toute translatée 
Il :f par un élément x ER est drms 

F ; alors F est positivement richo. 

En effet soit f E C+; on peut suriposn que, pour toute lp E.F, on ait J tf (t)d-t 

,,, 1 ; on construit un(1 suHe de fonctions \p C F telle qur;, pour tout voisinage V d.,1 
. Jl 

11 origine , on ait S .-- V d 

111 
(._ pour n assr.z grF1,n < Alors si on p~sc 

,. 
g (x) = (f * \D ) (x) c:: 

1 47 (x-t)f(t)dt 
n In ' 1n d 

gn converge uni.form0mcnt v:,rt, f (lorsque n tc1d vers + oo) et on a s C sf + V 
g 
n 

pour n assoz grandQ En remplctçant 11 intégrnlo définissant gn par une somme de Riemann 

convenable, on obtient une fonction réf.lisant 11 approximation désirée de f. 

Il est intéressA,nt d I ohs scrver quo, dans ce dornier exempb, on prnt remplacer 11 en­

semble des transhtions par tous 11.::s élémlmts de R
11 

par un ensemble dénombrable de 

trMslations pnrtout dense clans Il, par exemple 11 ensemble des translations par les 

éléments à coordonnées rn,tionnelles ; on utilisera cette remarque. 

2 - Fonctionssurharmoniques 

n 
Soit D un domaine euclidien, c 1est à dire un ouvert convexe de R. On dit qu1une 

fonction numérique u(x) tclln que - co <u(x) ,{ + co (x ÉD) est surharmonique si 

1) uf=+oo 

2) u est Sl0mi continue inférieurement dans D 

3) Si B C D ~ on a 
r,x 

0 

u(x) ~ 
0 L 

r,x 
0 

u(y)dcr x (y) 
r, 

0 

= \~ u(x +y)du (v) 
0 r v ~-s 

r 

où S , B désignent res1 ,ctivement ln, sphère r,x r,x \ x - x
0

1 = r et la boule fermée 
0 0 

1 X - Xo 1 ( r' rr· dé . " v ,signe r,x 

totale 1 , 
à l'origine. 

et S , 
r 

0 

B ' r 
(T 

r 

la mt:sure uniformément répartie sur S 
r,x 

0 

de masse 

sont les notions correspondantes obtenues en prenant x 
0 

On peut montrer qu'on ne chango pas 1~ définition si, dans 3), on remplace les valeurs 
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Voici quelquüs :r6sultds er:,ncntrüres r:nnccrnant :les fonctions surharrnoniqm:s (YJ0u:r 

' t t· . l 1
1.·_

1
,]) les demons ra ions s voir prn· cxcmp c . 

1) L' enscmbll, oJ,s po:i_nts 01.1 unri fonction liarm1miquo ost :finie est p:ntout dens·J i et 

u est intégrrible au Sc:ns d,, I,ehc,sgu<· sur tout co:npr1d, do D, 

2) u ne peut rir.,:, rJ,tnincliê: Ul' müti.•11t1 1 d,,,n,s TJ s:mc; bt,rr1 constante dans D, 

lim inf (u(y )-h(y)) ?, 0 pc,ur tont " C 0]) 

y~x 
4) Ln fonction 

suppos? ~elntivenent compact; et~-

D), alors u ); h C::.ans D, 

u (x) 
T o 

-- \ u(x +y)rle,r (y) 
) 

() j__ .. 
t n 

" l' 

est définie dans un ouv2rt D C D c-t y est surharmonique et continue. De ph;s, pou:r 
r 

tout x fixé, u (x) 
r 

est une fonction décroissfl.nte de :;_ r,t on a lim 

r ~ o 
5) La limite d 1une sui te C:i.'OÎ3sante de fonctions surlrn.rr.ioniques es).; soit surharmon:-

que soit identir1uc à + co ,, 

6) Si u. (x) (i = , , ,. -., :1) son~ des fonctions Eurhamoniques 1 il en est de même 
]. 

de w(x) = inf [ui (x)j, Cr! rô lllfot n I ed, v-s vn1ablc pour une fa:nille infinie de 
1{.i~n 

fonctions surharmoniques r,n f-,i't p(•,•11 
\;: .1. 1..,, •'1 .' n; e ,t, p 1s n)crs n6c0ssa:~rement semi--continue 

inférieurement , 

3 - Pat0~ii0l~ K~ ~onicns. _.,. ___ . ·-·· - -~~~- ·--·--

Posons 

(,- .. l ,' -:-œ f''.L X = 0 pour n > 2 ,, )' vJ1 

I J. ü), ri o, 2 ~X r + cc "' = po~tr n = 

et G(x,y) = K(x-y). :?our n ) 2 1 G- é); t }_1:1, ]onci::_on d0 Green do 1 1 espace totfl.l et 

alors K est positif" 

Considérons urni mesure positiv\, /\ (pour n = 2, on doit aussi supposer que f-

est à support compact)c Puisque G(x;y) est un0 frmdi0n d0 y semi-ccntinue inférieure-• 
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ment, J G( x ,Y) d p. (y) c~~st.o ; o;,' ili Yin it ) c E t2_,;!J d N ewt oni en ,le 1-'- par 

UI (x) - '1 r'(., y\u• IL(,-) 
- 1 \r , .. 7 1 . ,· ,,1 • 

f L ~ 
Si d ~ == f ,<lx, on ôcrE U au Jj_<:u d0 U 1 

• 

~ L utl ' . ·1 Rn . . d Rn S Si U f:. oo, O,T;, surl'lnrmom(~nci u,ns ,Jt harrnnn1quc ans - fl., 

La considération di::S mérlintiom; ~,p;1ériqnes c:st très utile en théorie newtonienne , 

Il est bien connu qll(: 

cr-... . 
•r J. ,x , ) 
u O \X ·-

1{(r) (1.,,..,/r) 
i ...... - ... l <> 

0 
lT. (,- 1 

Il en résulte quo, si r ; r; 1 U r ,xo - TJ r ,~:o <"st ncn négatif, partout continu, 

et s I annule à 1 1 oxtérieur do lr, ' cule 

obtient un onsemblo posi tivem1mt riche de fonctions continues, Si on restreint r ,r' et x 
0 

à ne prendre que dos valc-urs ratioruwll<~s, on ol>tient 11 ensemble dénombrable positivement, 

riche utilisé par H. Cn,rtan [21 en théorie rn:wtonienne, 

Pour éviter des diff:icu 1 tés i,c,chniquos duGs nu potentiel logarithmique, qui nécessits 

une étude spéciale, OJ:Lê_l_lP.pos::rn. rl.ans toute la ;,,:li te n ~' 3. 

Un autre outil fondame,1t:ü est k loi d2 récim:ocité ~ si ~Let y sont deux 

mesures positives, on n 

\ \ G(x,y )d p. (x)d y (y) = 
0u 

Cela résulte iP1111édi/1.t•,munt de la syrnrtri<' G(x,y) = S(y7x) et du théorème de Fubini. 

Prenant 
r-1 u C· ) .i.:1 r~oyenne de ur-l sur S 

r 7x 
0 

r o 

vient : 

ufl(x ) J P· j ~-X r rl = U da· = U -i·o l'.~L,< 1 G1
::,:: 7v)dl.L(y) =U (x ), 

r o r ,x 1 ' 1 o " r o 
' Ü V 

il 

Il ~L en résulte facilement que si U _n I est, pas ~clent:gue à + w; c I est une fonction 

.§.!!!harmonique, 

f-1· Il en résulte aussi que U 
r 

c,st, ~:ont::.'T.r e-t. quG i pour tout x E: Rn, ., ________ _ 

r- P· 
lim U (x) ~ U fx) r , 

r--;, o 
e~; J.im u~\x) = o. 

r -".'\ +co ; 

on a 

h:,incipe d'unicité des mo.s .. ~.!§.• Si f..l. (~t ,; s~ir'-,_j._es mesures do Radon positives et s::. 
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alors 

En effet si rm pnso 1\ = c,- o- . nn é!. 
r .. x - r' x 

' 0 • (l 

/ 

1 ~-\ u (1). ·-
11 

et, d1après ln lr)i clG 1·0ci;,:;•ocit0 

1 ;\ 
\ U rl \l 

\) 

(le théorème rlo Fuhini s 1r>,ppliqu0 ùw:oro 1 bien que ;\ n1, soit yas une mesure positiv2 1 

grâce à 11hypothès,; fc,it,, Up I: -:· co) .. L(' résultat énoncô est alors un8 conséquen~e 

immédiate du foH quo lns rr" ~om; i;i t.uont un onser1ble positivement riche, 

Pour achever ce~ pr0liminairos 1 rappelons encore un résultat esé:entiel 

Théorème de 4§~oriposi tion d() P, R:i.~-, 

Forme loc 1,le, Soit u sur'.1:1,monique ùans D, Si LU E. D est un domaine borné avec 

w CD, il existe une mcsnrc, rJ.o Raùo11 ros~.ti vu ~- sur U.:, et une fonction harmonique 

.f.l. 
h dans w telle que u c-: l -t ':1 rlrms UJ, 

Forme globale (énnnc:5o ,10ulr-:rncnt pou:;_--I = R\ n) 2), Si u ~ 0 est surharmonique 

dans Rn tout ontior i~. oxis-:-,e 1mo cnnsta'lte C ~ 0 et une mesure de Radon positive 

ll 
~ telle que u = U1 

~ et C sont déterminés de façon unique pe1.r u, 

Bornons-nous à, r;nonc-J:.' <;ndquc,, ~0rséque1:cos fondRJ11entalcs du théorème de Riesz : 

) R
n 

a Caractôrisdion <l.e:,.Jlotr;r.t ~r1:'..s !'.0w.'·oniens, Une fonction surh,trmonique u dans , 

où ~L est une mesure de Radon positiY0 7 

u est un potontiei newb-:mfo:,, 

f.l ,;; 
c) Inf(U 7U } esi-, un riotcn-'.;ü,l. 110wtoni,m, Plus générn.lement, si u est surharmo•-

nique positive, . f(Uf,L ' lil ,'J.J . ost un potentiel newconien, 

d) Un potentiel U f.l est Üt limit0 ,l'une sui te croissante de -potentiels continus 

( 
~L 

Par exemple U / ) e 
1 n 
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Séminaire d I Orsay 1961 /62 

(Ex.posés de J. Deny) 

LES POTENTIELS NE\l'fONIENS D' &\JERGIE FINIE 

I - La notion a. 1 0nergie 

R . . Rn ( 3) Soit ~- une mosure de n,don positive sur n .>; , 

newtonien. L'énergie de ~- est par définition le nombrP 

r( fJ-) = J u~·c1y-,S + oo. 

Exposé nQ 2 

\J, 
et U son potentiel 

Evidemment, si U ),l est borné et si p- est à support compact, on a I ( fJ-) < + oo. 

11 énergie mutuelle des mesures p- et v ~ 0 f)St par définition 

r f' v 
I( ),L , v ) = j ur d y = j U d ~ ,~ + oo. 

On notera E + 11 ensemble des mesures positives d I énergie' finie, et E 11 ensemble 

des mesures qui sont différence de cleux mesures de 
+ 

E • 

Si avec et 
+ 

~
2 

dans D , on pose 

expression qui 11, un sens puisque les I ( ~li) sont < + oo • On va voir que ce nombre 

est positif : 

Théorème 1 (principe de l'énergie). Si yt. E E, on u I ( ~) )1 0, 11 égalité ayant 

lieu si et seulement si ~ = 0. 

Démonstration. Si ~ est à densité suffisamment régulière (d~ = f dx, avec f 

différentiable et à support comprrct), cela résulte de l'expression bien connue (conséquence 

de ln, formule classique de Green) : 

I(f) = a~ J jgrad ufj
2 

dx, 

où a = (n-2) s , s étant 11 aire de la sphèn uni té. 
n n n 

Le cas général peut s 1en déduire pn,r des passagr.s à la limite un peu laborieux, Il 

est préférable d'utiliser ln, formule de composition de Mnrcel Rfosz : 

av-ec 
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La vérification de (1) est élémentn.ire (simple question d'homogénéité). Le calcul 

effectif du coefficient C est un peu plus pénible, mais sa ~aleur exacte importe 
ex' p 

peu pour la théorio. 

Appelons potentiel cJI o~ <:J.. ongendré par h mesure rl ~ 0 ln fonction U~ 

d6finie par 

et énergie nrutuelle d I ordre Cf... des mesures 

I ( ~l , 'i?) == 1 Uf,L d v 
ex J ex 

( on posera I c,. ( p. ) :::: I O'. ( p-, Y )). 

D'après (1) on a 
o: ex 

~L et y ~ 0 le nombre 

r, v 
=JUcxdp-~+oo 

j lx - t)2n lt - Yl2n dt= kOt \x - yjct-n (k = C ) • 
()( ex ex 

2'2 
Intégrant les deux membres par rapport à la mesure produit f )( Y et appliquant 

le théorème de Fubini, il vient : 

J 
f-l ~ 

U ( t) U ( t) dt = k I ( \-L , v ) • 
o. <X Cl- ex 
2 2 

En prenant ~l = v 
~l 

on voit donc que I c<. (p.) est finie si et seulement si U~ est 

de carré intégrable. L' inégn1i té de Schwn.rz entrnine alors : 
2 

et par suite 
I ( Il - v ) = I ( ~l ) + I ( v ) - 21 Ot , -v ) ),,, 0. 

<Y- r ex (j._ cx 

PrenA.nt <.X= 2 ,n ~ bien prouvé que l'énergie newtonienne de toute mesure de E est ~O. 

Supposons de plus que I(\L- ,} ) = O. Alors, toujours d 1nprès 11inégalité de SchW11I'z, 

il vient 

J U i\ d ~ - J UÀd v = I ( ~L- v , À ) = 0 

Pour toute À E E. Comme l'ensemble des potentiels UÀ contient un ensemble positivement 

riche de fonctions continues à support compact (prendre À =cr- -cr 
r,x r 1 ,x' 

avec 

O < r < r 1
, x E Rn), on en déduit /1-= Y , ce qui achève la démonstration du théorème 1 • 
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II - Théorème: de Cnrfan 

On viont de voir c;1t<, 11 /1wrr,ic ust uno forme qun,drr,tique définie positive sur E. 

La racine c:1rrée cto 11 (m:rgio (:St donc um1 norme hilbertirnne sur 11 es-p::>.ce: vcctorid 

r ] 1 réel E. On noforn 1\ fA 1\ == LI ( V)_ ln, W'.lr.iur de cotte norme pour ln, f!lesure f-l E: E 

et ( f, V ) == I ( f-l, v) ln w,leur du produit srnhire associé. 

Muni de ce produit scaln.irc, 1 E est un ospn.ce préhilbortien, Des exemples simples 

montrcnt que E n 1est 1::~omplct. Un r?sultat essentfol, dû à Cartan (voir roférence 

+ 
dans 11 exposé nQ 1) 11st q1w le cône E est complet. füur le défllontrer, on va établir 

quelques lemmes préliminairos 

Lemme 1 • Si rl et v sont des mesures ~ 0 telles qu8 UJ--L ~ U ~ alors 

En effet 

+ h + 
Corollaire : sous los hypothèses pr(c6dontes, h rélation -v E. E entraine r-EE • 

+ 1 fJ.. l 
Lemme 2. Soit ~L E E , et soit Î U n I une sui te monotone de potentiels engendrés 

C / 

p~.r des mesures d8 
+ 

E , convGrger-nt partout vers 

(dans l'espace préhilbcrtion E) ~s_ f.L-. 

converge fortement 

Démonstration. Dn,ns tous les cas on <'., d I n.près le th1'.orèrne sur 11 intégnttion des 

suites monoton8s : 

On en déduit ( inégalité do Schwarz) : \1 ~L/1 \~ Jim inf 11 ~\ Il ( ce qui est d I ailleurs évident 
n➔oo 

d'après le lemme 1 dens le cas des suites décroissantes), 

Montrons que )/ f-ln Il converge vers /1 ~ Il : 
P.n . . 112 . 1 2 Si la sui te U est cro1ssn.nte, on a hm sup !If-ln ~ I! r1-1 

n--100 
résultat. 

(lemme 1 ), d 1où le 

Si la suite est décroissMte on r., pour Il\ n 
'I 0 

d1où : 
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') 

l ·. , .. , ;/· L i( lin ,,i,p 1 /- 11 <· n· 
i1-jC.O 

ceci A,yMt lieu pour -:,ou~ n > O, 0, 
on n, oncor(: lim sup /1 fJ. n/1

2 ,< lim ( ~-, ~
11 

) 
- I!" 1(" - "!"' 1 ,. 

;;➔ 00 n -jOO 0 
0 

Le lemme 2 s I en dud·ùi t, irnmérîirtc:rn,,nt, cr,:: : 

trmd vr:rs O. 

Démonstration, Il t.: 1 a,;i t de montrer qu I on J:Jeut flP"'.Jrocher an tant qu I on i.eut ( au sercs 

de la norme - 6nergie) toute mesu:::e ~- de E pc-.r une mesure de S. 

+ 
On peut supposer ~L. E E , car toute mesure de E est différeace de deux mesures 

On peut supposer que rl est à SUJ)JîOr-t compact~ car toute mesure de E + est' d. 1 a;_)r2s 

le lemme 2, limite forte de ses restrictions aux boules B( C, n), la suite des potentiels 

engendrés par ces restrictions étant monotone, converge;i.'.",t vers le potentiel engendré 

par la mesure donnée. 

Ll .L 

On peut également sun:::ioser ql:e U1 
est continu,. En effet toute mesure '0 E. E' 

,) , 1 

, , ,. . . . n Y ( ) 
est limite forte cles mesures ·) <,.0.c1mos ynr U =-= U .. 

1 
(voir conséquence d du 

n I n 

théorème de décor1posi~ïion de )!::.c-sz i ex;1os1i n. ·1 
) , fo ës·üt-:: { / n} croît vers U Y , 

donc V converrr0 forteme'ï.'ù 0.rerë ,) ( lernrr:-è 2) • n b 

'Yn 
On rnit que lrs U , obtenus p;i,:-:-

médiations sphériqueê~; sont continu ,s .. Il :::esie \ :_1ro1~ver que si 11 est à support co171pact 

il en est de même de v 
n 

pact, ou, mieux, de ce r1ue 'V 
n 

Yn 
u est harmonique hors d 1 w1 c:im-

est le produit rfo co:npcsi tion Y * v 
1 
/n. 

Finalement, ~ aym1t. le;, :i:)~:opric'.Ms J'Œ8C'.Sdr:r.tcsi i::. suffit d 1approcher ~ par les 

mesures (non positives) 

théorème de décomposition de Hi?sz). D111près le leme 2, 

(voir conséquence (c) du 

u. converge fortement vers 
111 

~l 

O, D'autre part U n est continct et nul hors d 1un compnct, puisque la mesure f est 

à support compact, donc le potcnt,i el U p. tend ve:ts O à 11 infini. 
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Cette sui te admet un;; limite va~ ~;. • En effet, pour toufo mesure 'f-. E E, 01. a 

1 J u\t~rn - J \u\qin l = 1 ( À 7 /-Lm--t~) i {Il;\ 1111 rlm-~~ Il 

donc la sui te <le nombres réels _ ( T/'a~ii est convergente,, Comme 1 1 ens0mble des potentiels 
u 

/'contient un enscmhfo posi·'J:iV(!ITi,mt r Jche, HJ sui tn ~'-n est vaguement converrrente. 

Cette limite vai:..,ue c,tJ __ un <'-_l(m,,nt de E +. En ef:l.'n-L, d 1 après la semi-continuité 

inférieure de la fonction de dcrnx va:::-iahles K(x-y) et la convergence vague de 

~ /' f~ vers ~L y.,. f ~ on a '. 

Il f' li 2 ~ JJ K (x-y )djl(x )dfl(y) ;". l~:.,:r j K (x-y )d~n (x)d lt (y) 

= lim inf 1 ! ll. f < oo • 
11 -;; CCl I n 

La suite 0n conve:rge faibler.1ent vers ~L (il s'agit de convergence faible au 

sens des espaces de HilbEirt). En effet la sui te des normes rist bornée. D 1 autre part 

les potentiels continus à supno:rt compact sont partout denses dans E, et, pour un tel 

potentiel U À, -n a, d I après la conver 6ence vag'.1e 

j " " \ 
(f-l-,"-)= UdtL:-: lim\un~~= lim(f-Ln,À), 

n➔m~ n➔m 

La mesure p. étant une limi fo faibl0 de la sui te de Cauchy {hi}, c 1 est aussi 

une limite forte, ce qui achève ~-H dé;!ion:_;1,rnti on. 

III - Les principe::: du m1x:.i.-11 1m _1!21ir les potentiels d I énergie finie 

Voici une cons6qucmcc :;'n,dfo <ln prii::::~p8 cle 11 énergie et du théorème de décomposi-

tian de Riesz qui sorn ~;1.--è'.: ut::..J_E' <la11s :; 1 iarn1..c du halnyaee et de l I équilibre 

Théorème 3 (fl}rt~~) ~ §:2..t1 ~t ~1~esure cl2 E +, _§t soit u une fonction surharmon.i­

fille dan1, Rn (n '>t 3) ; .ê,;~_<2;':__:,]_r~ ycl_r"ti~ U ~.L(x) ~ u(x) sauf sur un ensemble de mesure 

-pour fl-
!!!!.l.k rît' 1 ~ u -{ u. 

En y ~l ) ) effet, il existe une me'fürc ,ï '.?,, 0 telle que U :::: inf(U 1 
·, u (conséquence (c 

du théorème de décompos:. tion è.e Ries2). D 1 ;:rprès le lemme 11 on a Y E. E + et 
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1/vll ~ llrll, Tout revient donc 11 montrer que r ::: -1 ; or on a 

11· 112 Il ,,2 I' '12 (\' -) 1 ~ - Y 1 ::: il ~-1 + ,,J : - 2 , U df.L, 
J 

Comme on a 
Y ll 'fi 

: U (x) = inf(U' (x) ,u(x)) = U' (x) presque partout pour la me:isure 

d1où : 

et finalement ll~-v/1 = o, d 1où ~l=v I d 1après le principe de l 1énergie, 

JJ. , il vi:~nt 
1 

Remarque. 1(~ throrème 3 pourrait tomber en défaut si la mesure µ. ):. 0 n 1 était pas 
1 / 

d I énergie finie. 

Les résultats appelés principes du maximum se déduisent immédiatement du théorème 

3 en particularisant la fonction surharmoni(lue u ; il suffit de les énoncer 

Principe complot du maxirrrum. Si (" et y sont deux mesures de E+ et a un 

~ ,) 
nombre réel ) 0 tels que U (x) { U (x) + a sauf sur un ensemble de mesure nulle pour 

p-. ·) 
~, alors U ~ U + a, 

Principe de dominn,tion. M~mo r~noncé, avec a = O. 

Principe classique du maximum. Môme énoncé, avec 'Y = O. 



Séminaire d'Orsay 1961/62 

(Exposés de J, Deny) Exposé n2 3 

BALAYJ.GE, ECjUI LIRRE, SUI TES DE POTID.1TIELS • 

I - Le balayage 

Définition. Un ensemble e de Rn est dit excr:ptionnel s 1il est de mesure nulle 

pour toute mesure de 
+ 

E (ensembl.G des m0suros positives ci1éncrr,ie newtonienne finit:). 

Un tel ensemblo est de mesure de Lebosrru(, nulle, car h restriction de la mesure 

de Lebesgue à tout compnct ~st un éJ.érnont de 
+ 

E • 

Il 
Si )l € E +, 11 cnscimblo des points x tels que U (x) = + ro est un ensemble 

\ I' 
exceptionnel, cr,r J U dv ✓ + oo pour toute mesure Y El. 

n 
Si une propriété n, lieu en tout point du R sauf ~ux points d 1un ensemble excep-

tionnel, on dim qu'elle a lieu à peu près partout. 

Il + + 
Notation. Soit F un formé de R. On notera EF l'ensemble des mesures de E 

+ 
dont le support est confonu dans F ( on dira : pnrtée par F). Cet ensemble B.F est 

évidemment un cône fermé et comnlet de E (cela résulte de ce que toute limite forte 

de mesures de 
+ 

E est une limite vngue). 

Théorème 1 ( du balayRRe). Etant donnée une mesure V ( E + et un fermé F, il 

existe une mesure unique • + 1 p: E EF telle que 1 on ait 

UP, (X) ( Uf)-( X) ~l~lU t 

p., µ. 
U (x) = U (x) à peu près partout sur F. 

Démonstration. L'unicité de ~L1 est une conséquence immédiate du principe de 

l'énergie ; en effet si ~l' et ~L" répondent aux conditions, on a évidel!l!Ilent 

Il~ 1 -t,l11II = 0 ( d I après 11 égAJi M è. peu près pnrtout sur E de U~
1 

et ul-l") d 1 rù 

Pour établir l'existence de /J-' , on utilise le foi t que, d I après le théorème 

de Cartan,. E; est un ensemble convexe non vide et complet. D'après un résultat très 

classique de la théorie des espaces de Hilbert, il existe un élément p.1 Er:; qui 
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réalise le minimum de l ", clistanco de fJ on v0, consfo,ter que cet élément t 1 1 
1 

convient. 

En effet cet élément ~ 1 est caractérisé p~r 

( ~· - ? , t:' - \i) (. 0 

Pour toute 
+ + v E EF on n, L1. 1 + 'V ( E , d 1 ()ll 

! - F 

( 1 ) 

+ 
Cormne la mesure nullo appartient aussi à EF, on a é galemfmt 

(2) ( u' - P· , ;.i __ ' ) !:.-o • 
1 - ' ' 

Ces relations (1) et (2) caractérisentf-'• Or l'inégalité (1) s'écrit 

J ut1-' dv) f Uf:ld V (V ( E;) 
. t "' ce qui en raine 

(3) J P.' . f,L 
U (x) j U (x) à peu près partout sur F. 

D1après (2) en a donc : 

J u~' df-l-' ~ j u~d~ 

d11ù, en faiJant ·0 = ~1 àans (1) : 

f Uf-ld/J-' = J U~
1 

dt~ • 
U! ~ 

Cette inégalité, jointe à 1~ relation (3), entralne ur· (x) = U (x) 

de mesure nulle pour r I I L(~ principe de domination entmlne alors 

partout, d I oi1, en rapprocha.nt do ( 3) : 

tll ~L-
U (x) == U (x) à peu p.-ès partout sur F 

sauf sur un ensemble 

LLI \--" ur (x) ( u (x) 

ce qui démontre le théorème du bn1ayngo. Cette mesure unique ~ r sera appelée 

~layée de )J--~ F, 

Remarque 1 • On a tr1 
(x) = U~(x) en tout point intérieur à F, car deux fonctions 

surharmoniques qui sont égales presque partout dnns un ouvert sont égales en tout point 

de cet ouvert. Ce résultat, moins précis que le th6orème 1, est cependant loin d 1 &tre 

trivial. 
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Remarque 2. La m2surc ~ 1 , b::i,hy60 de ~ sur F, est lrt pro.j ection orthogonale 

de~ sur la variété lin6~ire (de E, ou plus général8m0nt de l'espace 

E) engendrée rar E; on off et les propriétés criracMristiqucs de y--1 

A 
E cl'lmplété de 

entralncnt 

( p.-1 
- v , i-i--1 

- v ) = o 

Les projections orthogonales dans un espace de Hilbert diminuant la norme, on 

aura donc 
1 r~ f 

ce qui est d I ailleurs une conséqurmce évidenü:: de lr. relation U t U et du lemme 1 

de 11 exposé 2. 

Remarque 3. Soiont ~l et --J deux éléments de E +, et soient r--L I et -..) 1 leurs 
1 

balayés sur F. D'après un résultat classique sur les projections orthogonales dans un 

espace de Hilbert, on a 

Remarque 4. (Transitivité du balayage). Soient F et F1 deux ensembles fermés 

avec les balayées de r'- sur 

F et F1 respectivement. Alors ~, est la balayée de ,r-1-p ~ F1 • Il s'agit là 

encore d 1un résultat bien élémentaire lorsqu I on 11 interprète en termes de pr11j eetiona 

dans les espaces de Hilbert ( théorème des "trois perpendiculaires"). 

Remarque 5 (Continuité à d~oite du balayage). Soit ~ une mesure de E+ et soit 

F, un fermé de Rn. A tout nombre rt~el E: / 0 on peut associer un voisinage V de 

F
0 

possédant la propriété :mi vante : pour tout fermé F tel gue F 
9 

C F c_ V ; ~ 

llr-LF -r1F Il { ,t:. 
0 . . 

En effet, si { FnJ est une suite décroissante de formés tels que I\ Fn = F0, les 
Il 

c8nes ~ 
Il 

sont décroissMts et ont pour intersection ~ 

que t-,J--p converge fortement vers 
n 

~p• 
0 

il en résulte immédiatement 



II - Equilibre - Capacité 

Théorème 2 ( de 11 éctuili bre_). Et::mt donnr~ un col'lpact 

un(x)~ 1 

àpcu près .Partout sur C ; 

n 
nartout d '.JlS R • 
-'-'-'-'---·--· -... --

n 
C rlo R --- ' 

Démonstrdion. La n,.:suro V = ,-y /K(r) 
. r 

(k 
est telle que U (x) = 1 

- 4 -

il ,,xiste: unC; 

pour 

n 
pour tout x 6 R • Il suffit fllors de pr0ndr(, r n.ssoz grand pour que 

la boule de cuntn, 0 ot de rn.yon r contiennu le compact C ; ln, mesure O , balayée 

de ~ sur C, répond 6vidcmr-1ent aux conditions du théorème ; une tcllr-! mesurG est 

unique, d I après le principe <le 11 énergie. 

Cette mosure 'fj est :1ppel(fo distribution cn.pacifaire de c. On vérifierr.. que 

c1 est l 1unique mesure + qui rend minimum l'intégrale Gauss J (Ut-l - 2)df-t• do E de . 
C 

. 
On aurait d 1n.illeurs pu montrer directl'mont (à 11aide du principe classique du maximum) 

que ln. mesure de 

du théorème 2. 

E+ qui rond minimum 11intégrale de Gauss satisfait aux conditions 
C 

Définition, On appelle capacité newtonienne du compact C la vn.lGur commune des 

deux nombres ll ô 11
2 

et f dr· 

On vérifiera aisément les deux propositions suivMtes : 

La capacité du compn.ct C est 111 borne supérieure des masses totales des mesures 

+ 
de EC dont le pote:1tiol est p11,rtout -::: 1. 

La capacité du compact C est nulle si et seulement s1 E~ = {o}, c 1est à dire 

si C est un enscmbfo exceptionnel. Sinon ln. capncité de C est l'inverse de la borne 

inférieure de 11 ' • d d E+ d t 1 t 1 t 1 encrg1e es mesures e C on a masse ota ces , 

La capacité int6ri0ure d 1un ensemble quelconque 8 est la borne supérieure des 

capacités des compacts contenu dans e ; un ensemble borélicn (plus généralement "uni­

versellement mesurable") est donc exceptionncl si ct s-::,ulement s I il est de capacité 
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intérieure nulle. Ln, 't' ~':_Cl ü (:Xt,1~rfouro de e est ln borne inNri<:uro dus cR-pn.ci tc'.s 

(intérieures) 

cap ( e) • 
e 

dos ouverts contenant o. On dit c1ur, (J r,st cnp::,ci tablc si c:tp.(o) --
1 

Pn.r définition, tout ouvert est c:i,pnci table. Il c,st très fücile de montror quo tout 

compact est capncitfè1Üo : coh r0,mlfo do ln, 11 continuité à droiten de h C,èpncité, qui 

est une conséquence :î,1rn,16din,te de 1P, continui te'> à rlroi tc0 du balayage. 

La c11pncit('. est évidcmncnt uno fonction croiss,'.,ni,e d' (msr'mblo, c' c-st russi w1e fonc-

tion sous-additive d I ensur11)fos. 1n off et on montn:m1 fac i loment r1w,, pour un0 sui te 

d1ensemblos boréliens (11lus g,foérderiont "universell,êmont mesurables") 

C'tp, ( U o ) S L~ cap. ( o ) , 
1 n n ....J 1 n 

n 

d1 où il résulte quo, pour un: sui fo d I ensemblG quelconques 

cap ( l)e )~ ~ CP.p (o ). 
e n n L...J e n 

n 

e , 
n 

1m a 

e on a: 
n 

La cnpaci té n 1 ,ê~;t pc.,s une fonction additive d' ,0 ns,imbles. Cepend::mt elle sc1,tisfoi t 

à la candi tion de convexité forte dt" Choquet : si CI et C" sont deux compc,cts, on a 

co,p(C1(\C") + cap(C'\)C") ~_. cap(C 1 ) + cap(C") ; 

c'est une cons0q11enco nssoz focilG clu principe complet du maximum. La convexité forte 

et la continuité à droite entraînent un célèbre tMorème de Choquet, qu'on ne démontrer2, 

pas ici : tout ensemble borélien (plus généralem1mt tout ensemble analytique) 

est capac i tE1.ble. 

Observons encore quo l'intersection <le deux t➔nsembfos capacitable n'est pas néces-

sairement capacitr.blus : en effet soit e un r:nscmble borné non capacitable (il existe 

de tels ensembles) ; soient S et S1 deux sphhes de même centre ot de rayons 

différents contenant, e drins leur int6rieur ; les ensembles S U e d SI l.__i e sont 

capaci tables, leur i:citersection e ne 11 est -pas. 
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III - Sui fos de pote nt fols 

~• Soient rl- et ·\) deux rn,:suros posHivos d 1énagi~: finie,, ut, soit c1 un 

nombre réel > 0 ; on c, 11 in0gn,li té : 

l 
f) -) } ·; µ . ·, ·, 2 
1 . ) I ( ) ('/.. , :; I • - V i i 

cnp(' x) U (x - U x ~,. ~" ---
- ,'.)._ 2 

Démonstration. Si U -0 est continu, U1

u __ U ') c,;t soni-continu in:t\'.riPur,:nc-nt, donc 

l'enscmhle {x)Ü(x) - u'-)(x) > C< J ust ouvert. Soit 0 un comp,1ct contcnu dans cet 

8nsemble, et soit O lr. distribution cn.pn.ci-L'l.ire de c. On a 

et pn,r sui te 

J 1 -v __ } Il fL - v Il 2 
cn,p-r u (x) - u (x) ,1:-:f. ~- 2, • 

Si mnintenant \J est une mesure qlll~lconqur: de E+, il suffit d0 considérer une 

~n l 
suite croissn.nte de potentiels continus U convcrge'.lnt partout vers U , Le, sui te 

de mesures V ) 0 
n 

t ✓ 
U (x) - U (x) ) d... 

converge fortcrnont vers ~ (exposé 2, lemme 2), et coll1!'1e la relation 

,-i- 'Jn 
U (x) - U (x) 7 c( pour tout n, il vient, en appliquant 

1 f 1 ' ' 1 t ' Ut->- u"1 
n . a . t t a ormu e precccon e a - , puis en~Llsan endre n vers + en : 

cnpJ//(x) - u' (x) )O<} { lit>-: !1
2 

ex 
Pour a.voir exacterncmt h formule? du lemnw (avec 11 inégalité large dans le premier 

membr~, il suffit d I applü:uer ln, formule -précérlcnte aux nombres réels 'CX - t , puis do 

faire tendre t: vers C. 

Remarque. Du lemr,10 précôchmt on d(~dui t si i"'- est Ufü! mesure (non nécessR.ircment 

positive) de E 

' 
tn f1 : 

cnpe{x\ \i\x) \) ('(} ( 2 l\~~l\
2 

• 

u / (X 
ne demonstration un peu plus compliqu6e permettmi t de supprimGr le coefficient 2 

du second membre. 



+ 
Théorème 3. Etant donnée 11nrJ suite de mesurc:s iJ n S E dont les potentfols formrnt 

une sui te décroissnnfo, f-)l converr~u fortement vers une mesure et on a 

t ) 1 · u~11( ) -. bl d · t' t' · u {x = 1m x ~9ë,U1 sur un unsem c c cr.,pr~cJ_ e ex orieure nulle. 

n➔oo 

Démonstration : 111 suit(; ~ln C)st fortement convergente:, car c'est une suite: 

de Cauchy, comme ccli:, résdk de 11, rcbtion 

Il f1n+p - rnl1
2 

= li ~ln+pl/
2 

+ ll)tnll
2 

- 2 J ut-1-nd[in+p 

( Il u 11
2 

+ Il u. 112 - 2 r /n+p dv- =Ilµ 112 - Il u i\
2
• 

" -1 ·n+p In 1. , n+p In· 1h+p 

Cette qurmti té tend vers O, et on ach<-!V8 n,isémcnt. 

Remarque 1 • La convergence ( sn,uf sur un ,:ns0mhle de: cr.;pri,ci t6 extérieure nulle) de 

fn !-'-· 
U vers un potentiel U · est encore vahble m0rne si les mesures h 1 0 ne sont pas 

.n 

d'énergie finie (théorème de Brdot - Cartan), On suppose seulement que les potentiels 

u/ln ne sont pn,s tous idcmtiques à + oo • 

Remarque 2. Toute suite croissru1te de potentiels de mesures positives converge 

1urtout vers+ m ou vers une fonction surh11rmonique (donc vers un potentiel de mesure 

positive si la suite est mr.,joréepar un potentiel). Cet énoncé, be11ucoup plus facile 

que le théorème 31 résulte immédiatement du théorème de décomposition de Riesz et du 

fait que la limite d 1unc, sui te croissrmte cle fonctions surharmoniques est une fonction 

surharmonique ou ln, constnnto + oo • 

Corollaire. Soit F un :f'0rmé do 

+ V ~), 
fJ-EE , ~ U (x) == U (x) ~ F, 

~térieure nulle. 

Rn, et soit 11, F fa brJayée sur F de la mesure 

sauf ,mx points d 1un ensemble de CP"paci té 

En effet il suffit de prr,ndrc unc suite strictement docroissante de fermés F 
n 

(Fn+1 C intérieur de F ) 
n 

dont l'intersection est 

vers ~F ( voir ln démoastrn.tion <l-2 la continuité 

F. Alors ~J,. converge fortement 
1 F 

n 
à droite du balayage) et la suite 

uf)n 
est décroissante (d 1après 1~ transivité du balay~ge, ou plus simplement d'après 
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µ 

le principe de domination). Comme on a U Fn(x) == U~(x) en tout point x intérieur à 

F (remo.rquo 1 suivant le théorèmo du bnln.yn.gr,), donc fm tout point de F, on conclut 
n 

grâce au théorème 3. 

Bibliogrnphie. La plus gr1-tnde rartie dr~s démonstr'.~tions do cet exposé est duc à 

H, Cartan. Voir article cité rln.ns 11 exposé 11 et nus si 

H, Cartan i 2~f~~è6)~u balayage on potentiel newtonien (Ann, Univ. Grenoble, 22 (1946) 

Pour l'étude ~pprofondio do la cn.pncité ot de 1~ cn.pacitnbilité, voir: 

G, Choquet s Theory of cnpr:wities (Ann. Inst. Fourier 5 (1953/1954) 131-295), 



(Séminaire d 10rsay 1961/62) 

(Exposés de J. Demy) 

LES POTENTirLS ~f2.1TONIENS DI El':ERGIE FINIE 

Distributions d 1 ?ncrgio finir: - Synthèsu spectro,lc 

I - L'esp~ce de Dirichlet cl~ssigur 

Soit /1 
- m 

un ouvert rle R (m ··; 1). On notera ~-L ( ().) l'ensemble des fonctions 

réelles ( on pourrait considérer aussi bien dei=, fonctions complexes) indéfiniment dériva­

bles à support compact dens Jî, • LI intégrnle de Dirichlet d'une fonction u de ~U ( 1;,) 

est ( 2 
D(u) =Ji grad u\ dx. 

La racine carrée de D est évidemr1ent une norme hilbertienne sur ~ ( ü), Ainsi 

normé, 1) (..O) constitue un espace prél1ilbertien, noté J\ Cn.). 

Evidemfllent j} 
1 

(_n,) n 1est pas complet. On peut toujours considérer l'espace de 

/"-. 

Hilbert Xl 
1 
(fi) obtenu par complétinn. Mais cet espace n I offrira quelque intérH 

pratique ~ue s I il est un espace de fonctions ( ou de distributions), c I est à dire s I il 

existe une application linéaire continue injective de ,'JJ 
1 

{_n,) dans un EBpace fonctionnel 

déjà catalogué, On va montrer qu I il en est presque toujours ainsi : 
,,'-..._ 

Théorème 1. L'espace :J)
1

(J!,), obtenu par complétion de 11espace .;l)(n) nruni de 

1 

la norme de Dirichlet D2 est un espace de fonctions dans les deux cas suivants : 
/'----

1 Q) Il. est relativement compact ; al,.rs les éléments de [_)) 
1 
(S;,) sont des classes 

de fonctions de carré intégrable sur ,O_, , et 11 injection canonique : Ji 1 ({}) ~ 12 
(D,) 

.2§.t continue, 

2!!) J), est çuelconque, mn,is le nombre de dimensions m est ? 3 ; alors les élé­

✓-'-

,!!!nts de <J) 
1 

(0,) ~,!lt des classes de fonctions gui sont localement de carré intégrable 

~ n , et l'injection cannnigue ~;:~ C.n.) __; ~oc COJ est continue. 

Démonstration. 1 Q) Supposons ,,,(). relati vemont compact, donc contenu dans un pavé 

centré 'a 11 • • t d 8té 2 S · t r '" ' c-) t · t ( ) or1g1no e e c a, 01 Ucd',,.!, e su x = x
1

, x
2

, .,., xm El1• 
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On a ( en désignant encore par u le prolonr,r:ment rl.e u pr,r O hors de [1 ) 

D'après 11 inégalité do SchwA,rz on a donc 1 

1 
· 2 JX1 ) Ùll 12 u(x)j ( 2a i\(t, x

2
, •• ,, xm) dt 

c;x1 -a 

d',ù, en intégrant sur lo p1wé : 

\ 1 u ( x) / 2 <lx ,,_: 1a 2jr 1 ~ ( x) 1 2 dx J. i)X1 

d'(IÙ l'inégalité de Poincaré : 

J lu(x) 1
2 

dx ,'( 4n 
2 

D(u), 
1 

On a donc llull 2 \(C(.1î.) (D(u))~, où CCC) est une constante ne dépendant que 
L 

de 11 ouvert D. Lr1, ï)è"Gmière J)artic de 11 énoncé s I en déduit immédiatement. 

2Q) Supposons _(), quelconque, et m j 3, On va d I abord établir une maj orntinn élé-

mentaire concernant 11 én,,rgic newtonienne : 

Soit f une foncüon de carré inté17,ra,ble, à support ctmpact Sf 

nienne de la mesure de clensi té f est finie, car on a 

I(f) = H /x-t/2-m f(x) f(t) dx dt 

d1,ù, par un calcul très simple : 

I(f) ~A(Sf)j if 1

2 
dx, 

où la constante A(Sf) · ne dépend qur du support de f, 

l'énergie newto-

Soit alors u E 62)([1). D'après la formule classique de P111isson, u est le poten­

tiel newtonien engendré pRr ln, ml,surc de densité v = - 1\ u/ a , ,i1 a est un c•efficicnt 
· m m 

qui ne dépend que de la dimension m (n = (m-2)s , où s est l'aire de la sphère 
m m m 

unité). D'après la formule de Green, l'énergie de v est : 

I(v) = Juv v dx = - ~ I u /\u dx = ~ J lr:rad u /
2a.x. 

a J a m m 

Soit maintenant lC un compact de n, 1 et soit f f L
2

(K). On a 

J u f d.x = J Uv f dx = I(v , f) 
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,ù I(v,f) est 1 1 énergie rnut,uelle de v rt f. D'après l'inégalité de Schwarz r~t fos 

estimations précédentes, on ;,, : 

(I(v,f))
2 

"'-~ I(v)I(f) A~K) j \f 12 
dx j lr,rnd u 1

2 
clx 

d'où la majoration 

Cette rmj orn.t,ion n,ynnt 

m 

\\ufrlx\~B(K) (D(u))½. 
~ 

lieu pour toutri f (-_ L 
2 

(K), 
1 

Il u\\ 2 ~: B(K) (D(u) )
2 

L (K) 

on r1, finalement 

ce qui prouve cntihemont ln deuxième pn.rtie de 11 énoncé. 

Remarque 1. Si .(), est qudconque et si m ':;, 3, on peut montrer, en utilisant lu 

théorème de S0boleff kui est berLUcoup mnins rlP-mentain c1ue les considémtions -précé-

1 1 1 1 
<lentes) l'existence rl'une constante S telle: que Il ull :;_:. S(D(u))2, avec - -

_,.._____ L 
q·· q-2-m· 

, , tï·1 ( r· ) 1 d -Cela prouve que fos •)lc•m,mts de d--' 
1 

,,.', sont des c asses de fonctions e pu1sswce 

q-ième intégrable. 

Remarque 1. Si le nombre de dimensions m est 1 eu 2, et si n 1est pas 

relativement ccmpact, l'espace 5\ (_10),) peut ne pn,s être un espi:i,ce de fonctions (ni 

même de distributions). Pour m = 1 cela se produit si et seulement si [), = R. Pour 

2 
m = 2 cela se produit en particulier si ,C\ = R • 

m 
Définition. DaJ1s toute lr. suite de cet exposé, on prendra tl = R , avec m )·: 3. 

_.A-.__ /\_ 

L'espace ;D = 0) (Rm) sera appolé l'espace de Dirichlet classique. 
1 1 -

II - Los distributions d'énergie finie 

On rappelle que E désigne 11espr.,ce (préhilbertien) des différences de mesures 

.,.1----.. 

positives d 1énerrie finie, On notent E l'espn,ce hilbertien complété de E. On V(t 

chercher à caractériser cet espace. 

Lemme 1, Les fonctigns indéfiniment dérivables 

!!!,en à suppnrt compnct sont partout denses dans E 

gui engendrent un potentiel newto-

_,,,--.... 

( donc dans E). 
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Démonstrn,tion. 1n effet on f1. déjà vu ( C!Xposé 2, lerrmc 3) que 1 1 ensr:rrible des mesures 

qui engendrent un pofont,iel continu à suyrport compact :!st pr.,rtout dense, chns E. Le 

lemme 1 s I en clédui t imm?dir,tement prtr "réguhrisn,tion 11, 

Donnons quelques précisions : soit 
+ 

d U-11 ( E ) une mr:sure de 

~L 
E dont le rotenticl U · est continu et à suyrnort compact. A tout entier n qssocions 

une fonction indéfinimcff'& clériv;,,ble CX )1 o, nulle pour lx 1. ),,, 1/n, et telle que 
n i 

La régulr1.risée f :::: C( * ~"-, n n , définie prtr f (x) = f CJ (x-t)du(t), est n , n ,--

indéfiniment dérivable, Pt elfo 0n;~,·nclr0 lu potentiel (indéfiniment dérivable et à sup-

f ()'. *U 
port compact) U n = U n 1 = (t * Ur, Lorsque n tend vers 11 infini I les mesures 

n 

CY... * j'-l-11 convergent vaguement vers 11 1 
n . r- et r i1' et la fonction /n 

rJ" converge uniformément vers U et s'annule hors d 1un compact fixe. En se reportant 

à la défini tien de 11 érn~rgie sous forme d I intégrûe (I (~_) = J ldp) on trouve alors 

immédiate□ent qu'on a : lim I ( ~L - 0~ n * r) = 0. 
n-, oo 

Théorème 2. L 1 ~pplicr1;t_ion : u ------1 -Au/ am de c2)
1 

dn,ns E se prnlonge en un 

,~ /\ .. /,_ 

isomorphisme de tj\ .§111'. E. 
"~' 1 

L'espace E est donc un espace de distributions de 

_.-'\.___ 

Schwartz, à savoir les fapkciens des fonctions de ()) 
1

• Ces distributions seront 

fil)pelées distributions d' éner;:ie newtonienne finie. 

Démonstration. A toute fonction u E. [:},! (Rm) associons la fonction v = -~u/a • 
m 

La mesure de densité v est un élément de E et on a, d' "'près la formule de Green 

1 
I(v) =;: D(u) 

m 

c'est à dire 

Il v!IE2 
= ! Il uij2 

a m 
JTl "/-1 

1 

L'application linr:r,iro u "-7 v est donc proportionnelle à Ufü' isométrie de '.Î-1
1 

dans 
_.,-..___ 

E, et cett,e ,isométrie se prolonge évidemment en une isométrie de ~J) 
1 

sur E, 

-''---­
::1artout denses dn.ns ~ 1

1
, les fonctions u considérées sont, par clé finition, 

car 

et les 

fonctions v == -6 u/a sont, d'après le lemme 1, partout denses dMs E, car u est 
m 
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le potentiel newtonien engendré par v. 

Signalons I en vue des applic1~tions I les deux pr0posi tions sui vantes : 

Proposition 1. !Q_ute suite de Cauchy dans E est convG:rgente au sens des distribution;.;_. 

;,, 

Cela résulte de ce que la convergence dans J\ ~ entraine ln convergence dn.ns 11 esp,i,ce 

12 (Rm) { théorème 1), donc lr\ convergence au sens des distributions, et que L-,, hpkcie:1 
lf'C 

(comme toute dérivittion) est un opérateur continu dans 11 espace des distributions, 

Proposition 2. Toute distribution d 10nerri8 finie est limite forte dans E de ses 

régularisées. 

En effet ce résultat .r.~ déjà été étc.,bli pour les mesures engendrant un potentiel 

continu à support compftct ( voir démonstration du lemme 1 ) • Lr,, proposition s I en déduit si 

on observe que ces mesures sont partout denses dans E, et que, pour de telles mesures 

fJ. 1 11 application linéaire f,l --:- CJ * ~L de E dans E diminue la norme si j I CZ (x) ( dx 

/\ 
Remarque. Si une distribution de E est une mesure, il n 1est pas toujours vrai 

que cette mesure soit dans E (ses parties positive et négative peuvent ~tre d'énergie 

infinie). 

III. Synthèse spectrale des distributions d'énergie finie. 

Théorème 3. T~ute d:h_~ibution d'énergie finie est limite forte de mesures gui sont 

des différences de mesures positives d'énergie finie portées par le suppert de T, 

Démonstration. Soit F un fermé de 
m 

R • Introduisons les ensembles suivants 

WF est l'ensemble des distributions de E dont le support est contenu dans F; VF 

est l'adhérence de 11 ensemble des mesures de E dont le support est contenu dans F. 

Les ensembles VF et WF sont des sous-espaces fermés de E, et on 11, VF C WF. 

C'est une conséquence immédi.'1,te de ln proposition 1, d I où il résulte qu'une limite forte 

de distributions portées par F est une distribution portée par F. 

Le théorème 3 affirme l'identité des sous-espaces VF et WF, On vn montrer 
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cettr identité seulement dons le cas r-ù F est compr.ct. Pour cela introduisons encore 

une notation: 

Si J), est un ouvert de 
m 

R on pose : 

(K décrivant 11ensemMe des compacts de if\). D'11près lr, proposition 1, le support de 

toute distribution de V est contenu ùrrns 11 ndh4renc e f. ), de [: • 

Si F est compact, on a 1 

( 1 ) w = p I
f\, V • 

' 1 (', ' lnF CJ.J 

en effet toute distrihution T E (î ~'l: 
D,)F 

a son support dflJ.1s n-, ,Jl, donc de..ns F; 
{l,JF 

on a donc T <:.: WF. Inversement si T E:.. WF, elle est limite de ses régularisPes (proposi­

tion 2) ; une telle régul,1,riséc est une fonction indéfiniment dérivable à support compact, 

donc un élrment de E ; comme ce support peut être choisi arhi tnirement voisin de F 1 

il en résulte TL 1) V n ; d'où 12, reln,tion (1). 
[),)F ,_ ,. 

+ 
Soit maintenant f-1-E E , et soit, µK sa balayée sur le compact K. 1 1 interpréta-

tion du balayage comme projection orthogonale ( remn.rque 2 de l'exposé nQ 3) montre que 

µK n'est autre que la projection de tL - sur VK. Par définition de ~11,, la projection 

de ~ sur ~(), est une mesure positive (puisque limite forte de mesures r-K qui sont 

positives). D'après (1), la projection de fL ~ WF est encore une mesure positive. 

C'est donc un élément d(~ VF. 

+ + On achève rtisémcnt i ln. -proj cction sur WF d'une mesure de E = E - E est donc 

la différence dtJ deux mesures positives d 1rnergie finie, donc un élément de VF. Comme 

-~ A 
E est partout dense dr.ns E, il en résulte que la proj cet.ion de tout élément de E 

Remarque 2. Si un ensemble fermé est clc capn,cité nulle, il ne supporte 3,1cune distri-

~tion d I énergie finie non nulle. CI est une conséquence évidente du théorème 3. 

!i§margue 3. Le théorème 3 est W1 théorème de synthèse spectrale. En effet soit 
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1
2(1/lx 1) 2 

11 espace des fonctions de cn.rré intégrable prtr mpport à la mesure de d8nsi té 

2 m 1//x j sur R • On peut montrer ciue ln, transformation de Fourier établit un isomor}')hism2 

2 2 11 
entre L (1/jx 1 ) et l'r~spr1,ce E des distributions d'énurgie finie:, Si on appelle spect.!__:,;; 

de 1,, fonct1·on f f: 12(1/lx /2) 1 t :i l d' 'b t· · t 1 t f é d ,. _ f, suppor r 0 . n, 1str1 u 10n qui es a rrms orm e e 

Fourier de f, on voit ci1_w le théorème 3 permd d'énoncer : tout élément f ( L
2

(1/!x',
2
) 

peut Hre approché, :-i.u sons (le ln, norme:, par des combinaisons lin,fa,ires finies de transfor­

mées de Fourier de mesure[; positives portées par le spectre de f, 

2 2 
Un fol résul tn.t s' 6nonce : la synthèse spectrale, est possible dn,ns L ( 1 /\ x ': ) , 

La recherche des fonctions positives k telles que la synthèse spectrale soit possible 

2 
dans L (k) est un problème intéressant et difficile sur lequel on se pr0ptse de rev(mir 

dans le cadre de ce séminn.ire. Signalons seulement, pour l'instant, que la synthèse 

m :::, 1 tu 2. 

Remarques biblioeraphigues. On n'n. fait appel qu'au minimum de notions sur les dis-

tributions, et •n n1n. utilisé que la définition et les notions de support, de cnnvergence 

des suites de distribution, et de dérivation. Pour ces éléments, on renvoie évidermnent 

au livre de L. Schwn.rtz, Théorie des Distributions, t. 1, Pn.ris 1950, 

Les distributions d'énergie finie ont été définies, d'une manière très différente 

(en utilisant la transform,,tion dl' Fouri'er) dans : 

J, Deny t Les potcmtiGls d'énergie finie (Acta Mathcmatica, 82 (1950) 107-183), 

Le théorème 3 a été démontré dA.Ils cet article, mais la démonstration, qui est celle 

de cet exposé, n'est p~ts vn1n.blo pour les distributions à support non compact. 

2 I\ 
Pour ln caractérise.tien dos ouvorts ... n, de R et R tels que 9) 

1 
( S1.) ne soit 

pas un espace do distributions, voir 

J, Deny & J. L. Lions : Les espaces du type de Beppo Levi (.Ann. Inst. Fourier, 
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Le problème générnl de synthèse spc➔ctrale n,uquel il ,?st fût allusion dans h 

dernière r0mo,rque de cet exposé 11 été posé, et résolu dans un cas particulier, p:=tr 

A, Beurling : Sur le spectre dris fonctions (Colloque d 1Analyse Harmonique, Nancy, 

1947). 

Un résul tut qui englobe ce théorème de Beur lin1; et fo thr:orème ) est énoncé sans 

démonstrntion dnns 

A, Beurling et J. Deny Dirichld spn,ces (J1roc, Nat. Acad, Of Sei. U.S.A. 45 

(1959) 208-215). 

Les prochains exposés de ce séminaire seront consacrés à la démonstr~tion de ce 

résultat. 



(Séminaire d'Orsay 1961/62) 

(Exposés de J. Deny) 

STI:'11!-ŒSE SPEC'l'RALE DANS LES ESPACES DE DIRICHLET 

Fotions sur les espaces de Dirichlet ,_-éguliers 

I - Axiomes et premières conséquences 

Exposé nQ 1 

Contractions normnlos. Soit E un ensemble quelconque, soient u et v deux applications 

de E dans le corps C des complexes. On dit que v est une contraction de u si, 

pour tout couple de points x et y de E, on a : 

l v(x) - v(y)\ f:.: lu(x) - u(y) \. 

On dit que v est une contraction normale de u si on a en outre 

\ v(x)\ f iu(x) \ (x f E). 

Soit T une contraction normale du plan complexe, c'est-à-dire une application de C 

dans C qui diminue les distances et conserve l' orgine ; alors si u est une application 

de E dans c, la fonctioP- v = Tu (v(x) = T(u(x))) est une contraction normale de u. 

On peut montrer inversement que si v est une contraction normale de u, il existe au 

moins une contraction normale du plan complexe, soit T1 telle que v = Tu. 

Les contractions normales du plan complexe qui seront le plus utilisées sont 

12) L'application z ---f ! z / (la contraction "module") 

22) La "projection" sur un ensemble fermé convexe du plan complexe contenant l'origine, 

en particulier ln pro,i ection sur fo segment ( 0 , 1) de 11 axe réel. Cette dernière 

contractien est ftppeléc ln, contraction ~·ondrunentnle. 

Définition des espaces de Dirichle·t réguliers. Soit X un espace locA.lement compact 

et '~ une mesure de Radon positive sur X. On supp0s0ra que 
)--
,:, est partout dense, 

c'est-à-dire que tout ouv,)rt non vide Pst dP mesure> 0 pour •:-:- (sinon on remplace X 

par le support de t , et on ne s I intéresse pfls à ce qui se passe en dehors de ce support). 

On notera C 11 espace des fonctions continues à valeurs complexes sur X, à support compact. 
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Un espace de DirichlGt régulier D = D(X, ~ ) ost un espace hilbertien de classGs de 

fonctions locnlofllent intégrables pour gui satisfont aux exiomGs suivants -
(a) pour tout compicèct K cle X et pour toute fonction u ·:: D il existe unr: constr.ntc 

A(K) telle quo 

(b) C (', D est p'1rtout donse dans D et partout dense càns C. 

(c) si u ost un élément do D et si v est une contraction normale de u, alors 

v est un élément de D et on a 

Remarques sur les RXiomes, On a noté \iu',\ la norme de l'élément u(D le produit 

scalaire des éléments u et v sera noté ( u, v). 

Les éléments de D ne sont pn.s dos fonctions, mais des clr,,sses de fonction, doux 

fonctions no diffèrent que sur un ensemble qui est localement d.e ~ -mesure nulle représen­

tant le mgme élément de D, On dit que l'élément v est une contraction normale de l'élé-

ment u si, dans la class0 de v, il existe une fonction qui est contraction normale d 1une 

fonction représentant u, De même on dira qu 1un élément u est continu si, dans la 

classe de u, il existe une fonction continue, 

Dire que C !'·. D est partout dense d2.,ns C (deuxième partie de l'axiome (b)) 

signifie que, quels que soient 0 , t d w, il .__ _ , et V, voisinage du suppor e 
1 

existe un élément u ,:. C (\ D de support contenu dnns V et tel que \ u(x) - ~ (x) '/. i'. 

pour tout x ( X. 

EKemples. Outre 11 exemple brurn,l L 
2 

( ~), signalons seulement 11 espace de Dirichlet 
_; 

classique 1:,î 1 (Rm) (voir le quatrième exposé sur les potentiels newtoniens d I énergie finie 

dans ce séminaire). La mesure .::- n I est autre que ln mesure de Lebesgue sur Rm (m ;? 3). 

L'oxiôme 1 a été établi sous uno forme plus précise : pour tout compr.ct K il existe une 

constante B(K) t 11 ;' · ( ) 1 2 dx - (K) .. il2 ,.:, ( m) e e que ,: 1 u x : ~ B ;,u,, pour tout u E;; 1 R • L'axiome 
K 

(b) est évident, puisgue lGs fonctions indéfiniment dérivables à support compact sont, par 

défi ·t· /' m . 
ni lon, partout denses dans ~, 

1 
(H ) ; enfin 11 RXiome ( c) est bien intuitif : une con-
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tr11,ction effectuée sur u diminue le module de- gradfont de u, donc son intégralri or, 

Dirichlüt ; cepc~ndant une d0monstrn:tion rj_goureusc! n' r?st pas immédirttc, car il fn,ut COL';i · 

dérr,r le grrtdient ::tu sens des rlishibutions ; ceh rl.errnnrfo un peu ne technique, qu'on n,; 

détnillera pas• 
/'-. .,,,,.,, 

, S\, /Rln) All lieu de considerer çL· 
1 

\. , on pourrni t 6tmlfor :J) 
1 

( D), 0ù Il est un ouv,1rt 

I m . ...._ 3 
quelconque <l.e i s1 m ,-:,· , un ouv1)rt relativement compact si m = 1 ou 2, 

intervalle ouvert borné I de H ost particulièrement simple, cnr les éléments <~e .;IJ . C::) 

sont tous des "fonctions cm~4jinues", à savoir los fonctions absolument continues nulfos 

aux extrémités de I , dont fa d15riv6e (qui existe presque pRrtout) est de carré intégrab::.e 

sur I. 

Donnons maintenMt ~uelqucs conséquences simples des axiomes, et tout d'abord une 

application imm4diate de 11 f1X.iome (a) : 

Lemme 1, Si f est une fonction mesurable bornée à support compact, il existe un 

élément uf ( D tel gu~ 7 pouT tout u E: D, ('11 rdt 

r ) r - ç 
,u,uf = j u f d "-J 

L'ensemble de ces éléments uf est rmrtout dense dP.ns D. 

En effet, d'après l'axiome (a), on n 

1 

11 - ,_ 1 

! u r a f.: i s A(s,J Mr l\ u \\ 
J 1 i 

où Sf est le- support de la borne supérieure de 1 fi, 
1 1. 

LR forme linéaire 

u-, f ufd~ est donc co•1tinue sur D ; c I est dime le proclui t scalaire par un élément 

uf E: D. Ces éléments sont partout denses cl.ans Dï r,n,r s1 u est orthogonn1 à tous le3 

uf, on a j u f d ~ == 0 pour toute f mesurable bornée à support compact, d I nù u(x) = 0 

presque partout, d I où u = 0. 

Voici maintenant quolquGs .2,_onséguencf:s irun6dintcs de 1' Axiome des contrrrdions 

En effet u est unü contraction normalode Ü et u est une contrnction de u. 

(2) Si u 0-:, v sont deux r.Hmcnts réels de n, le I)roduit scal1üre (u, v) ~:~ 
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En effet, cl I après ( 1 ) , on a \'! u + i vil 
2 

== \\ u - i v!I 
2 

il suffit alors de dévdopper 

les deux membres. 

(3) Si u est un élément borné de D, u2 est un élément de D. 

En effet. si on pose w == n 
2 

et si M f!St une borne supérfoure pour le module) de u 1 

on a : 
) w(x) - w(y)) ( 2 Mlu(x) - u(y) \ (x et y t~ X) 

'----

donc w/2M est une contraction norm;:i,fo dcè u. 

(4) Si u et v !JOnt deux éléments bornés de D, le produit uv appartirnt à D., 

Cela résulte de la propriété (3) et de l'identité 4uv = (u+v)
2 

- (u-v)
2

• 

Voici encore trois lePID1es importants pour les applications 

Lemme 2. C+li D _q__st positivement riche dans C+. 

En effet sofont f E c\ E )' o, et V un voisinage du support de f. D1 après 

11 axiome (b) il 0xiste \f C Cf\ D à sup-rort dnns V et tel que sup \ f (x) - 1-P (x) \f f , 
1 

X EX 
l-iais A.lors l r 1 2 c\-\ D (axiome d(:)S contractions): \y\ a son support dans V et 

sup /f(x) -i~(x) \\s f • 
xSX 

Lemme 3. Si {un} est une sui te de Cauchy dans D, et si T est une contraction 

nomtle du plan complexe, lr. ~_i_te l Tu n} converge faiblement vers Tu ; il y a convergen­

ce forte si Tu = u. 

Démonstration. Soit f mesurable bornée à support compact d'après le lemme 1 on a 

S (Tun,uf) - (Tu,uf) = J f(Tu
11 

- Tu)d t 
d1où 

, (!un,uf) - (Tu,uf) 1 ;'. j\ Tun - Tu\ [fld ~ ;'. j) "n - u) !ri d S ~ dun-u\ ,u[f I) 

~ \\_lun - u\ \\ '\lu)fl\l ç \) un - u\\ \\ulf\ Il o 

Donc le produit scalaire (Tun,uf) converge vers (Tu , uf) ; comme [) Tun \j est uniformé-

ment borné et que les éléments u f sont partout denses dnns D, on a bien la convergence 

faible de Tu vers Tu• 
n 

Si en outre u == Tu, ûors lim sup!(Tu li {_ lim Il u \i 
· n " ' n ==ilui\ =HTu!i ; on sait que 

n➔co 

cette relation, jointe à la convergence faible, entraîne la convergence forte• 
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Remarque. Ln, question de: sn,vou si; lorsque, Tu f-u, il y a ou non convergence fork 

de Tu vers Tu n I est pq;; !'6solue, 
n 

~ 4. C + (\ D ~ pcirtou-t densE: dans D + ( côm" fermé de D constitué p~r les 

éléments admettant, un roprésent'ln-~ ~ 0), 

, , , , D+ 
C'est une consequence immodidfJ du 1.emrne 3 ; on effet si n est un element de 

et si ~ n est une suite d I é:16Monts de C (\ D convergeg,nt fortement vers u (axiome 

(b)), la sui te \ ~ 
11

\ converge forLeMont vers u. 

II - Eléments de théorie du potentiel dans los espaces de Dirichlet 

Définition. Un élét:ïent d.:: u ED est appelé potentiel s I il existe une mesure do 

Radon µ, telle quo, pour toute fonction \!) ( C (\ D, on ait : 
/ 1 

( u, lf ) = J ~ d f-• 
S'il existe une telle rr.esure 1 elle est évidemment unique, d 1après l'axiome (b). 

On 11appelera mesure associée h u, et u sera noté u •• 
LL 
1 

Cette définition est on accord avec la situation rencontrée dans le cas de l'espace 

A A 
de Dirichlet classique J) 

1 
(Rm), En effet soit uE.~ 

1 
~ et soit T t E la "distribu-

A 
tion d I énergie finie" nssocié0 à u dans 11 application canonique de ~ 

1 
sur E ( voir 

dMs ce séminaire? le quatrième exposé consacr6 aux potentiels newtoniens d'énergie finie) 

pour toute fonction \.0 i'1dôfiniment dérivable à support compact, on avait h relation 
/ 

(u ,~)J)
1 

= am T(~)c 

Los élémn.n-ts uf étudiés dnns le lemme 1 sont des potentiels (la mesure associée est 

la mesure de densité f p-,r rn.prort à, la mesure de base tJ ) ; les potentiels sont donc 

partout denses dans D. 

On s I intéressera surtout ,,,ux potentiels dont h mesure associée est positive ; un tel 

potentiel sem appelé _E~j2,.I2:t,iel ]?~1:" Notions r.. ce propos que si la mesure associée à un 

potentiel u est réelle~ ses parties p0sitive et négative ne sont pas nécessairement 

associées à des potentiels purs, 
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Voici uno carnct6:i'isation imporfante des potentiels purs : 

Théorème î. Lr:s _p_o_t<:nti.ols purs sont positifs ; cu sont les éHments u 

satisfont à l 1uno ou l\[mtrc:• des rülations suivr.nfos 

( 1 ) 

(2) 

(, '', Il 1· ,i u + V!I) u) 

Rr. ( u , v) :~-0 

J?__çmr tout v f. D ~- Re v ;; 0 

de D 

Démonstrntion. Obsorvons d:n,bo:rd quü los rühtions (1) et (2) sont équivdentes 

cela résulte imri6dintGrncmt de lo, reln,tion 

11
2 2 2 2 

l\u + tv - ilul\ = t llvl\ + 2t Rc(u,v) 

Montrons onsuifo que tout élément d(, D v0rifin.nt (1) ou (2) est positif. En effet 

soit U ={w E D\Re(w-u) 1, 0 J ; c 1t1st (~videmmunt un ensemble convexe, fermé (d'après 

l'axiome (rr)) rt non vide ; 1 1uniguo dément de U de norm0 minimum est u, d'après 

111 propriété ( 1) ; or I u I ef;t aussi dr.ns U ut a une norme plus petite que u, d I r,près 

11 axiome des contrrrctions i :po,r conséqm.'Ilt u = : u \ 7 donc u est positif. 

Il est immédiat quo tout élémont u E: D vérifiant (2) est un potentiel pur : en 

effet 11 application ~ ~ (u , ~) est alors uno forme linéaire positive sur 11 ensemble 

positivement riche C+ /\ D (voir lemme 2) ; il existe donc une mesure de Radon positive 

lu., telle que ( u ~ ~) = j'f d ~- pour toute 1 E C i1 D ; ri,utrement dit u est un poten­

tiel pur. 

Il reste à montrer quo tottt potentid pur u sn,tisfoit n (1) ou (2) ; or si 'j) 
i 

un élément de on n (u,lp) = J.Pdf) 0; d'après le lem.rne 4 on a donc 

est 

(u,v) ? 0 pour tout élément CD+ . f' 7 (. i Sl rm_ lil V ost un élément de D dont la partie 

réelle v1 est positive, il suffit d'écrire v = v
1 

+ iv
2

, et on conclut grâce au fait 

que le produit scrtl:üre <lv <ll,ux t;lrments dels dP D ost réel. 

Théorème 2 ( de 11 éoJ_lili ~1:.2,) , Etr.nt donné v.n ouvert relativement compact w C X, 

g_ existe au moins un pote~'!iiel pur 'J. f tel que la mesure associée y- soit portée par 

l'..edhérence w de eu , et qu 1 on ait 
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up-(x)=1 sur (1J 

u p-(x) f 1 sur x. 

Démonstrn.tion. Soii:, U :=: {u f, DjRe u(x) :;: 1} sur w (évidel'!lrlent dire qu 1un élément 

de D est); 1 sur un ensemble ouvert, c 1est - par définition - dire que, dans la classe 

définie par cet élément, il y n un représ~mtant qui est une, fonction prcncmt des valeurs 

'> 1 en tout point do cet ouvert)• L I ensemble U est, convexu fermé et non vide, d I après 
,; 

les axiomes et le lemme 2, Soit u* l'élément de U dont la norme est minirra. Soit v 

un élément de D avec Re v) 0 ; corrime u* + v est dA-ns U, on a: 

* donc u est un potentiel pur ( théorème 1). 

Si maintenn.nt T est la contraction fondamentale (projection sur le segment (0,1) 

) , * ) * de l'axe réel , on a O iE::-Tu (x ~ 1 partout, et Tu (x) = 1 sur U.J 
* donc Tu est un 

* * . élément de U, dont ln norme est inférieure à celle de u ; comme u est 11 élément 

* * * * de norme minima, on a, Tu = u , d'où u (x) = 1 sur ,0 , 0 .t, u (x) s 1 partout. 

* 
Il reste à montrer que la mesure ,p- associée au potentiel pur u est portée par 

* 
(;) ; or si ~ est un élément de C n D de support disjoint de W , on a u + t 1EU 

pour tout nombre réel t ; on a donc 11 / + t 1piJ );J\/IJ, d'où (u*, if) = J~ dr1 = o, 

d1où le .résultat. 

Remarque 1. Même dans le cas newtonien, il peut y avoir plusieurs potentiels purs 

satisfaisant aux conditions de 1 1 énoncé. Celui qu I on e"ppelle potentiel d I équilibre de 

* l'ouvert W est celui de norme minima, c I est-à-dire 11 élément u considéré au cours 

de la démonstration. On appelle capacité de U) le carrri de ln. norme de cet élément. 

Remarque 2. Si '(.J) n 1est pas relativement compact, le théorème 2 est encore v9,lnble 

à condition que l'ensemble U considrré ne soit pas vide ; si cet ensemble est vide, on 

dira que W est de capacité infinie. Dans tous les cn,s on posera donc 

cap( W) = inf I! ul/
2 

u E: D 
Re(u) {; 0 

~ 3. Si la cupQcité de l'ouvert w est finie, elle est égale à la masse totale 



* 
de la mesure p.- associée au potentiel d I équilibre u de u.) , 

* En effet il est immédiat de voir que u est orthogonal à tout élément de D 

nul sur W • Si (.;J crnt borné, il 1:xiste 4, E ën D &gal à 1 sur Lù (appliquer 

la contmction fondum0ntrlle à un 0lôrn1mt de C (\ D dont 10, partie réelle Gst ';f 1 sur ,::;:::, ) 

donc cl d~_:::-: J 1~ d~:::-: (~, u*) :cc:l[u*i[ 
2 

= cap(,_,)). Le cn,s 011 (,ù n'est pas relativement 

compact est un peu plus Mlicr:t ; il pc_ut se trn,i for pnr un pn,ssagc à ln, limi tG qu I on ne 

détaillera pn,s ir.i. 

Remarguo 4. On p0ut appc!ll'r cn:p'.1cité d'un fermé de X (plus grnéralement cap,wit6 extG-

rieurc d'un ensemble quelconque de X) la borne inf6ricurc, <l0s capf\ci tés des ouverts conte-

nant cet ensemble, Dnns le eus il.c1 11 espnce: de Dirichlet classique, cette notion est identi-

que (au facteur a yirès) à cellf: de capaciM newtonienne. m . 

Théorème 3 (principe de l'enveloppe inférieure), Si u et v sont deux potentiels 

~, inf(u,v) est un potentiel pur. 

Démonstration. Posons E = {w [. D!Re(w),:: inf(u,v)} , c 1est un ensemble fermé convexe 

non vide ; soit f 11 élémmrc de norme minima ; on va montrer que f = inf ( u, v). 

En effet f est un potentiel pur, car pour tout w ED avec Re(w) '] 0 on a 

f + w e:: n, d'où i( f + w\l; /[f//, 
l 

Connne f et u sont réels, on a inf(u,f) = ·Hu + f) - ½\u - f/, d'où 

4 1( ' f( f)112 )' ··2 
I' 1 '1 ::! ( l l) / rn u, (, = i u + fil + li : u - f 111I - 2 u+f ,~ u-f 1 • 

Mais u = f est un potentiel -nur, clone (u + f,) u - fi) 1 (u + f 1 u - f) (d'après le 

tMorème 1), et d'autre p2.rt 1)/u - f_i_i/ f ;;u - fi/, donc on rr: 

// 4 inf(u,:l')/!
2 

~f!u + f!)
2 

+ 1/u - rii2 
- 2(u + f, u - f) = 4:Î fi/ 

2
• 

Le fait que inf(u,i') ,1,ppr.rtü:nt rmssi r., E cntrn1nc donc f = inf(u,f) ; comme on Q. 

de m~me f = inf ( v, f) , on d f < · f ( ) t f · 1 t f · f ( ) • 11, one · --... 111 u I v e 1na emcn = 1n u, v , 

Théorème 4 (du bnbyago), Soit u ~ un pot(!ntiû pur, ~oit uJ un ouvert guelcon­

~ X ; il exi.ste 1m moins un potentiel pur u~, dont la mesure associée r-' est 

nort/4 -
~e par 11 adhérenco uJ, et tel que 



Démonstration .• 

u p.' ( x) == u p. ( x ) sur w 

u~, (x) !:-u
0 

(x) sur X. 

L'ensemble E == r w (_ njRe(w) /, u(L l / 1 
sur 'JJ \ 

) 
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et non vide ; son 6l(ment f d(! normr: minimum 0st un potentic:l pur. D1n.près le théorèm;; 3, 

g = inf(u~l., f) est un potentiel pur, don ri \: fr,\ls \If!! d'après le tMorème 1 ; cor:-r:J,; 

g 8 E, on a donc g = r, d'où r.s u~- partout ot f == Ur 
f , u LL sur w • 

/; r 

sur LO car par d6finition 

Il nste à vérifier que lr, mesure e,ssoci,~e [L f est portJu pRr lQ; or si !J 
; 

une fonction de C 11 D dont le support est rlisj oint <k (') ) .. on a, pour tout t réel, 

f+tcpE:E, d'où\l f+t\p !!1iff/i et par suifo (r,~p) ==J ~,dp-1==0, d 1où le 

résultat. 

Remarque. Le potentiel pur f considéré dans la démonstration précédente est 

appelé balayé de uP- . sur W • 



Séminair~ d'Orsay 1961/62 

(Exposés de J. Deny) Exposé n2 2 

,1,_o_j;héorèmf! de synthèse spectrale 

On désigne par D un espace de Dirichlet régulier (voir exposé n2 1 ), 

Définition 1 • ~1!,__0E,Yert U: de X est dit révulier nour 11 élémr.nt u E: D si u 

est orthogonal à tout. éléEl~nt '/°1 f::: C n D à support dans 1.D, 

~ 1 , La réunion d.e deux ouverts réeuliers pour u est un ouvert régulier pour u. 

Soient en effet eu 
1 

et w
2 

deux tels ouverts, et soit (p E C n D à support 

dans w
1 

U w
2 

; il s 1agit de montrer que (u, lf')::: 0, Soit K le support de ~; 

posons K ::: K !l (u) 
2 · 1 

et prenons un voisinage crmpact K2 de K
2 

qui soit contenu 

dans W 
2

, DI après les axiomes (b) et ( c) il existe une fonction f E C + n D égale 

à 1 sur K2 et nulle hors de ll1
2

, La fonction ~ f représente un élément de cnn 

(voir exposé n2 1, conséquences de l'axiome des contractions), et elle est nulle hors 

de W • 
2 ' f - lrf est dans C (Î D et nulle hors de ll1

1
• On a donc (u , Lf)) = 

(u,f~) + (u ,lp- lflf) = o, ce qui prouve que w
1 

U w
2 

est régulier pour u. 

On dira qu 1un point x (~X est régulier pour u s 1il existe un voisinage ouvert 

de x qui soit rl~gulier pour u, D'après le lelil!lle 1 et le théorème de Borel-Lebesgue 

l'ensemble des points réguliers pour u est .-.è plus grand ouvert régulier pour u. 

Définition 2, On ~Epelle spectre de l'élément u ED le complémentaire c:,(u) du 

,E_lus grand ouvert régulie_~_ pour u. 

Il serait plus correct de' dire 11ensemble de singularité de u". Les remarques suivan~ 

tes sont immédiates 

12) L'ensemhle u(u) est fermé ; il est vide si et seulement si u = O. 

2Q) Le spectre du potentiel pur est le support de la mesure associée 
,'\ 

ll p.. 

32) Si D est l'espace de Dirichlet classique /lJ (Rm), le spectre de u est le 
1 

SUpport de la distribution d I énergie finie associée T = - /} u/ a • 
m 
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Notation. On désitrm,,ra par W le? sous-espace de D qui est 1 1 adhérence de 
, . (1) 

l'ensemble d(:S éléments de D dont lo spectn, est contenu dans 1 1 ouvert lU C X. 

Si le spectre cle u ost contenu clans 1 1 ouvert u 1, on a par définition (u, 1r,) = O 
Î 

pour toute \r E C n ]) à SUil[lOrt disjoint de lL) par continuité cette propriété SI étend 

à tout flémont u f:~ W /J) 
il on résulte que si u oflt un élément de 1J1,J, 

,.' 
le spectre 

de u est contenu daE,_E!._}~adhérence <le (U. On va :iréciser ce résultat : 

est ortho?onal à tout élément v r.== D nul dans 

Démonstration. Il suffit de prouver qu I on a ( u, v) = 0 pour tout u ~ D dont 10 

spectre est contenu dans w, c,t tout v ,:= D nul sur W. Pour cela, IJrocédons par 

étapes : 

1Q) soit v E C rîD, à support contenu dans le complémentaire de u(u) 

(u,v) = 0 par d6finition. 

alors 

2Q) Supposons v bornée à Sff[Y')cirt compact et p0si ti ve ; il existe une fonction 

f E:C+(Î D qui soit )1v et dont k sup17ort soit disjoint clG o-(u). Soit alors 

j1n) une suite de fonctions <le c + n n convergeant fortement vers v. Posons 

y1 == inf ( f , tp ) == ~ ( f + \il ) - ~ 1 f - UJ \ 
n , n 2 1 n 2 Tn, 

c'est un élément d<:, C +n D, dont le support est cl.isjoint de cr(u). Lorsque n augr.iente 

indéfiniment, f + \..r n converg(: fortement vers r + v et \ r _ ~ 
11 

\ converge faiblement 

(et même fortement) vers j f - v j ::: f - v, d I après le lemme 3 de 1 1 expos0 nQ 1 • Donc 

\li 
Tn convergt, vors v, t,t comme (u , liJ ) = o, c-n a bien (u,v) == O. 

111 

)Q) Supposorrn v ); 0 à sup:iort disjoint <lu spl:)ctre (f ( u). Sei t one ore 

suite d'élém(mts de C+ n D convorgcant fortement vors v. La fonction ~n = inf(Î'n 1v) 

est bornée, positive, à support comyiact disjoint de Cf (u) ; on a donc (u, ~
11

) = 0 

et comme 1 . 1 \ 1 ~ == -( '-F + v) + - 1..0 - v 
n 2 n 2 ln 1 

c,mvorge faibleniont vers v lorsque n tend 

-Vers l'infini (lemme 3 de l'exposé nQ 1), nn a bien à la limite (u;v) = O. 
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4Q) Si enfin v ost sotüem,mt sutJpO'.,P nul dans 1,i, D ,;uffi t d2 11 écrire sous 

forme de combinaisons lin:hiron d I él<':mcinü; posi t:fs dr, D mls do,ns W pour pouvo~r 

conclure, 

~ 3. Si u est un ,Hémont de W llJ et si 'f r::;t ünr: contraction normale du 

.E_lan complexo, la rl:111,tion u(x) = Tu(x) dct-PS ll) rmtrninc a= '1'u. 

En effot u - Tu est nul cfons LU 1 él,'nc a est or-~hogonn,l à u - Tu ( lemme 2). 

On a donc /1 u f == ( u , 'fu) , d'où 

!lu - Tu!!2 
= IJu{ - 2 Re(u/1.'u) + il 'l.'u[j

2 
=-= i['füj/2 

- [/uJl2 ,< 0 d!où u = Tu, 

Théorème 1 (principe do }.~enveloppe convexe). Si u est un élément de WUJ, alors 

11image de X par lit foncti_<2.!! 1~ est contenue clans 11 enveloppe convexe fermée de 

l'ensemble u(lll) U 10) • 

Démonstration. Il suffit d I appeler 'l' =.a proj ec·tic,:-i sur (;C convexe e·b d 1 appliquE:r 

le lemme 3, car T ost une contraction normé\le du plan conplexe. 

Remarque 1. Si u es·0 cmtinue et a un spectre c-(u) ccmpn,ct, l'image u(x) 

est contenue d11ns 11onvoloppo con-,·oxe de u'.t.:) U {o\; cela ::-ésulte du théorème 1, 

Remarque 2. Si u ost nn élér:icnt de O'.'. u, pe,:1r (presque) tout x EX, 

\u(x)/~ sup u(y) ; ccitte e,pplicnJion imm6dia":,t, du théorem:, 1 g6néralise le p:-incip,! 
Y E.w 

du maximum en t,hiforfo l\é'wtonü:nnc. 

Démonstration. Co lorru~c résulte ais6rwnt clos deu~; rcm1,rq'ies suivantes ; 

12) Si v est un 61{,m(rnt de D c ~ si v 1 ost sn pro,7 ection sur WW, on a v 1 = '<! 

dans W • En effot :pour ~-oufo fon•.:;hon mo?tm 1l)le horn{,e " (1, support compact dans w i 

on a uf E W W , d' cù cl l '.'\l 
(' 

i -J:, d~ 
i V . \:; d•où le résultat, 

V 

2Q) Si Re(v) >✓, o, alo:rs Ro(v 1 ) 1-O. Ce~o, :.:ésulte irr.médiatement du principe de 

l'enveloppe convexe ( théorème ·1) ! puisque l) / ! ) ) ~ 1 
110 \ V / U UU1S w 

' 
Re(v') } 0 partout, 
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Soit alors u un potentiel pur, et soit u 1 sa projection sur Wm nn a 

(u' ,v) = (u,v 1 ) pour toute v ED ; si donc Jle(v) 1;, O, on a Re(v')),,, O, donc 

Re(u,v') ~ 0 1 car u ,o>st un pofontid pur (exposé n!! 1, théorème 1) ; on a donc 

Re(u1 ,v) ~ O, donc u' est un potentiel pur. 

Remarque. Cot élément u I n 1 ('St nutre que ln b:üayé de u sur w ( voir exposé 

n2 1, théorème 4). 

Théorème 2 (~thèse spüctrrJe), Tout ?.lrment u E. D est limite forte de combi-

Misons linéaires de_.P.P_tentids purs dont les mesures associées sont portées p11.,r le 

spectre CT ( u) , 

Soit nn effet F un form0 ; posons WF = ) v t: D \ 0-( v) C F f ; il s I agit de prouver 

que les combin2isons linéaires de potentiels purs dont les mesures associées sont portées 

par F sont pnrtout dens;:;s rhns WF. Or on a évidement 

w = 
F 

car le spectre d'un ~nément de W est contenu dru1s 11 adhérence de W , et on a w 

F= n w. 
W)F 

La projection d'un potentiel pur sur WF est donc, d 1~près le lemme 4, 

une limite de pot,mtiols purs, donc un potentiel pur. Ccmme les combinaisons linéaires 

de potentiels purs sont partout denses dnns D, les projections de ces combinaisons 

lino?.ires sont partout der.sGs dans W , d I où le résultat. 
F 

Remarque 1 , CLJ tMorème contient le théorème de synth~se spectrale dans 11 espace 

de Dirichlet classique ; à nofor q110 fa démonstrntionqu I on vient de donner ne suppose 

pas que le fermé F est compact. 

Remarque 2. On peut déduire assez facilement des considérations précédentes q_ue, 

pour qu'un élément u CD soit nul, il faut et il suffit []Ue son sprctrt> v(u) 

soit de capnciM nulle. 



(Séminaire d'Orsay 1961 /62) 
(Exposés de J. Deny) Exposé n2 3 

SYNTIŒSE SPECTRALE DANS LES ESPACES DE DIRICHLET 

Algèb~ n.ssociéos à c0rtains espaces de Dirichlet 

Si u et v sont deux fonctions représentant deux Plémonts d 1un espace de Dirichlet 

D, leur produit uv no représente pus nécessrtiremont un élément de D (à moins toutefois 

que u et v ne soient toutes deux bornées ; voir exposé nQ 1). Un contre-exemple simple 
/---. 

est fourni par l'espace de Dirichlet classique [j) 
1 

(Rm) avec m Î( 3. Par contre si D 
/--.. 

est l'espace de Dirichlot cln.ssi(!ue ~'D 
1 

(I) sur un interv11,lle borné I de la droite 

réelle ( c I est-à-dire l'espace des fonctions absolument continues sur I, tendant vers 0 

aux extrémités de I, et dont le dérivée est de carré intégrable sur I), le produit de 

deux éléments de D est un élément D dnns ce cns 1 D est non seulement un espace 

de Hilbert, mn.is une algèbre normée. 

On se proposü de donnor un système de conditions suffisantes simples pour qu'un 

espace de Dirichlet soit une n,lgèbre de fonctions continues (i.e. tout élément de D 

aura un représentant qui sera une fonction continue), et on montrera que, dans une telle 

11lgèbre, tout idér,l formé est engendré par un seul élément, 

Voici d'abord deux lemmes concernant les espaces de Dirichlet généraux 

~ 1. Soit u un élément do l'espace de Dirichlet D; si TE est la contraction 

normale du pln,n complexe gui consiste en la "pro.jection" sur le disque de centre O ~ 

Démonstmti•n. 12) Te. u converge faiblement vers O lorsque ê. tend vers O : en 

effet :les 11petentiels 11 uf engendrés po,r les fonctions mesurables bornées f à support 

cempact étant pA-rtout denses dans D ( expt')sé 1 , lemme 1), et 11 Té. u \l étant mj orée uni­

formément par tl ull, il suffit de vérifier qu'on a lirn (Tt. u,uf) = 0 pour toutes ces 
f -t fi 

fonctions f ; er c I est évident, car •n a : 



22) Tu converge fortement vers O: en effet il suffit d 1observer que u - Tu 0st 
t ---- ~ 

une contraction normale de u; on n, donc : 

d'où, en développant le premier membre 

IIT ull
2 

/ 2 Re(u,T u), t. . \' t. 

quantité qui tGnd vers O 1wec t en vertu de ln, converr,ence faible. 

~ 2 (théorème des contractions généralisées). Soit D un espace de Dirichlet ; si 

les fonctions u
1 

et u
2 

représentent deux éléments de D, et si la fonction u satis­

fait aux inégalités 

(x f. X) 

lu(x) - u{y) \ ~ \u
1 

(x) - u
1 

(y)) + Ju
2

(x) - u/y)I 

nlors u représente un élément de D et on a \1 u \1 ( llu
1 
\1 + \1 u

2
\\ • 

(x,y E. X) 

On admettra ce théorème, qui peut se déduire du théorème de représentation des "normes 

approchées" au moyen d I intégrales explicites, représentation dont on ne parlera pas ici. 

Une telle démonstration repose donc sur des résultats assez élaborés et, vu 11 importance 

~ lemme 2 pour les applications, il serait souhaitable de le déduire plus directement des 

oxiemes. 

Corollaire. Si u tl v sont deux fonctions bornées représentant deux éléments de 

D, alors le produit uv représente un élément de D et on a : 

lluv\l~ n.~vll + b!\ul/ 

& n. tl b sont des ma.jornnts de I ui. et lv / respectivement. 

Démonstration. On sqit dPjà que uv rr.présente un élément de D, mais la démonstration 

donnée (exp,sé nQ 1) ne permettait pas une nussi bonne majorn,tion pour l\ uvi(. Celle du 

texte est indispensable pour notre objet. 

Les hypothèses entrainent 

1 u(x) v(x)/ { a/ v(x) 1 + b iu(x) / (x f X) 

\u(x) v(x) - u(y) v(y)i \( u(x) 1 v(x) - v(y) \ + /v(y)I lu(x) - u(y)\ 

\<a \v(x)-v(y)j +b/u(x)-u(y)I (x,yEX). 
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La majoration cherchée résulte Ftlors immédiatement du lemmr, 2. 

Une hyPothèse complr':muntairG, Dans tout cc par.'.1.grrrphü, on supposent que 11 esprwe do 

Dirichlet régulier D s8-tis:î:e,i t à l 1hypothèse suivante : 

(H) La capacité d(~ 11 ens0mble réduit à un point est supérieure à un nombre fixe c. 

On démontre que cette hypothc;so nntr2-be ln, suivrrnte, qu I on aclmettra : dans toute: 

classe de D il existe une f'011ction continu0. 

Comnw il existe n,u plus une fonction continue dans chaque clri,sse, grâce à l'hypothèse; 

que 111 mesure ck hase 
'r-

l~ ,ist partout donsc, on voit qu I on peut considérer D comme ~ 

espace de fonctions conj;_inue~. On va montrer qu'il s I rtgi t d 1une n1gèhre. 

- saA:i1 
Théorème 1. Tout espace de Dirichlet régulier satisfüi a l'hyPothèse (H) est une 

algèbre norm0e. 

Démonstration. Sign~lons d'abord un résultat valable dans tout espace de Dirichlet, et 

qui est évident drms 12 ce,s pré sont, Oll tous les r.léments de D sont des fonctions 

continues : 111, capacité d'un compact K C X est la borne inférieure du carré des normes 

des éléments de D représentés par des fonctions continues dont le module prend des valeurs 

;1 en tout point de K. 

Il résulte alors de 11hypothèse (H) que, pour tout u l D et tout x ~ X tel que 

u(x) ! o, on a //u/u(x)/1
2 

),, ~ (car la fonction u/u(x) prend la valeur 1 sur le compact ,; 

réduit au point x), d 1 où la majoration fondamentale : 

/u(x)I {- 1 \lui\ 
\;c 

(x E. X). 

Tout élément de D est donc une :l'onction continue bornée sur X; de plus la conver-

gence dans D entrn'inant la convergence uniforme sur X, 1 1 après la majoration précédente, 

et les éléments continus à supTJort 8ompact étant partout denses dans D (axiome (b) des 

espaces de Dirichlet réguliers), on voit même que les éléments de D sont des fonctions 

.Ê.Q!ltinues tendant vers O à 11 infini. 

Pour achever la démonstration du théorème 1, il suffit d'observer que la majoration 

précédente, jointe au corollaire du lemme 2, entre.:i.ne : 
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l\uvl\~ ~ llull \\v\l. 

~ 3. Soit I un idrfaJ. fe:mé de 11alrèbr~ D î soit E 11enser.1ble (fermé)~ 

]0nts de X où s I am1ulept i;ous les (aéments de I si X est Èi base dénombrable I il 

existe un élément f E. Iq_ui _e::t nul sur E et stridefl;ent positif hors de E. 

Démonstration, Pour tout x de l'ouvert ,;.u = [E 1 il existe un élément u ~ I 

u(x) f-0 est un élévent D est un idéal, 
2 

que ; comme u de eJu que I on a \u\ = 

J • ce .L 

u ii E, I ; cette fonction 1 u 1
2 

est-~ O, continue, non nulle en X ; d'après B,,rel-Lebes-

gue, à tout compact K C X, on peut associer une fonction v ;?;-0 de I qui est stricte­

ment positive sur K. 

Si on suppose rJaintenant que (ü est réunion dénombrable de compacts K , et si v 
Il Il 

est une fonction associée au compa~t X comme il vient d'être dit, on voit que la fonc-
n 

tion 

répond aux conditions du lemme 3. 

Théorème 2. Si X est à b~'.3._e dénomb!able 7 tout idéal fermé de l'algèbre D est 

l'ensemble des éléments de D .9E.,i_,2_ 1 annule!!_t 1,ur un ensemble fermé de X ; un tel idéal 

est engendré par un seul é'._émm:~t d2_ D. 

Démonstration, Soit I r::. idéal ferm6 de D, soit E 11 ensemble fermé de X cons­

titué par les point,s en lesq 1:els s!arumlent tous les éléments de I, et soit f un élément 

de I nul sur E et st:dcte11ent positil ho::ss de E ( lemme 3), Appelons If 11 idéal 

fermé engendré par f, et, \; ~-' idéal düs élémen-0s de D qui s 1 annulent en tout point 

de E, On va montre:· qu I on a I = If = IE 

Les inclusions I_,, CI CIE 6·0ant évidente;;, tout revient à prouver l'inclusion 
I ' 

IECif. Aceteffotp:reno!lsunélément uEIE ctposons uc.=u-TE.u, Tt étant 

la projection sur le disque de centre O et de rayon ë. • Appelons vE la fonction 

continue définie par 



v (x) ~ 0 ailleurs. 
E. 

Cette fonction continue v E est un élrment ile D. 

point de E et on a mêm0 un su:pi)ort, compact dans 

x tend vers 11 infini. Posons 

m ('ffot Tru s'annule on tout 
C 

r , E, 
\; 

c,1r u (x) tend vers O lorsque 

inf 

uF(x)f.o 
f(x) et Mr =-= sur \u (x) 1 ,. 

on a 1 

et à fortiori 

I uF(x) uc(x) 
\v_(x)/ ~ 1-ir.ï/ (_'-_ 

E · f,x, ~ mr 

M. 
{ ilr(x)-f(y) 1 

m. 
-­l. 

C: 

. X':. X 

pour tout x tel que u (x) /: 0 

lu E(x)-uE(y) \ 

+ 1 f(x) 1 

tette relation est encore valable si les points x ou y n I a.pprtrtiennent pas au support d0 

1\ 
\• Le lemme 2 entrrnne alor:=; que v est bien un élément de D. 

L'élément u == v f est donc dans If. Mais co!11flie u ~ converge fortement vers u 
f. ,'.. 

lorsque E. tend vers O (leml!le 1), on a également ut: If' ce qui achève la démonstration 

iu théorème. 

~iographie. Ln plupart dos r('lulfats concernant, fos espaces ctP Dirichlet ont été h10ncés 

ŒI\IlS une courte note : 

LBeurling_ et J. De11Y,: Dirichlfd, !-ipnccs (Procoedlnr-~s Nat. Ac2d. of Sei. U.S.A., 45 (1959) 

108-215) 

Les méthodes utilis(;liS élru1s 11 exposô n!l 1 on-t, ri,r dévdoppl'.es, dans le cn.s où X c,st 

un espace fini, dMs : 

~urli!!R et, J. Dcnv : Espncc,s de Dirichlet, I, le! cns élémontl<irc (Ac ta ~fo,thematica 99 

(l 958) 203-224). 

On pourra trouver une drmonstration rlu théorème d(' -reprrsent,;,,tion des normes approch,~ci: 1 
theo:rème dont on peut c:éduir0 le lerr1nc 2 Ùc' cet expos<~ 1 dans 

~: Formes et espaces de Dirichlet (Séminn.:i1·1: BourbrLki1 12me année, 1959/60, nQ 187), 

Les théorèmes 1 et 2 de cet üXpos6 sont c1!l"tièrPrn(n1t dus n. A. Beurling et n 1ont jamais 

été PllbHé11, 



Séminaire d10rsny 1961/62 

(Exposés de J ,-P, Kahane) 

1, Les espaces. 

Espnces de suites 

invCT,rin.nts par translation 
-=-=-=-=-=-

Expr,sé n2 1 

Z désigne 11 ensemble des entiers rdatifs ( et Z + 11 ensemble des entiers 1' 0) 

T désigne le tore [ 0 , 2 rr [ 

C désigne l'ensemble dos nombres complexes 

On utilisera e v pour espace vectoriel et e v t pour espace vectoriel topolo­
gique 

Une suite c = (en) n E z est une application Z ---, C 
n 7 C 

n Pour tout entier rul~tif p 

C ) = (c ) (p n-p n c. Z 

désigne la translatée de p de la suite c, 

Pour toute suite c, v(c) désigne le plus petit C-espece vectoriel invariant 

p~r tr~nslution conten2.nt c (ses éléments sont des combinaisons linécires finies 

à coefficients c•mplcxes de trMslatées de c) 

Les C-cspaces vectoriels topologiques de suites, qui seront considérés par 1~ sui­

te, sont répertoriés sur le tableau ci-après, 

DueJi té. Ces csJnces sœ1t deux r. deux en dur.li té, Pr.r exemple, il est clair que toute 

suite (d ) de J' définit une forme linéaire continue sur l 1esT)ace 'J, à 113,ide de 
n 

la forme bilinérüre 

1 X J' ~ C 

c , d ---;- < d , c) ::: 2 Jf ,Z c n d -n 

(le facteur 2 7t et 10 si[,:ie moins de cette formule, di te de Parsevn,l, se justifient par 

ln théorie de la trn,nsformation de Fourier). Nous admettrons que réciproquement, à toute 

forme linéaire continue sur 11Gspnce 1, il correspond une suite de l'espace J,, 



! 
L!ts ~spaces de suite considérés 

~=-==i,,,..==--==-

Symbole Explication~ Désignation détaillée ce qui signifie topologie 
supplémetntaircs 

L) ev-t de toutes les sui tes définie par les semi-normes 
\.:> c ~ le ( 

i---------1----------------+--------------------+-------=·---------+------'n--~ -··---··-----""" 

-J 
evt <les suites à décrois- VP, p EZ1-• 'Vn, nez d6:finie nar les semi-norm5s p • 0 
sance ro.pide n c =&'(1) c ➔ P.up (1+1nl')lc 1 

ll Il t------------------------1-----------------------+---------------+--- _, ......... __________ _ 
() p 1 ~ p < ro evl; ges suites de puissQn- (~ (c . p) < 

00 
e~:pace d-= Be.na.ch avec 1,_ 

C, C•:) p sormnable L-A n 1 nci-n:e He Il= <L::lcnlP) 1 P 
n e00 

ev cles suites bornées sup I en l < o.) espace d11 &nz('h 2.7CC la 
n norme Il c 11 = sup f c 1 

n 

ep(uJn) l ~ p < oo ~ . . (~ U) le lp) < oo espa..ce d9 Banach avec la 
\-/ n, nez, w > ü evt dt?s suitos de puissance L--A n n l/ 

n à norme p 
pe soi,1!'ll3.bl~ ~r rapport la l l c 11 = (~ c.o \ c I P) 
mesure définie par w ~ n n 

n n 
n00 

( w ) Vn, nez, u> ) 0 eT des sui tes "w -bornées" sup c,u lc 1 < CD espace de Banach "'--:-.. c la. 
~ n n n n n 

n norme ci-cr:-râ,re 

les duals topologiques de ces espaces 

=-==-- --,,_==--

eV des suites à support fini les coefficients d la topologie faible pour 
-é' 1 sont nuls sauf un n 

b f . . l'espace ~• dual topolo-
nom re 1.n1 1----------1--------------+------,,,-----:-:----.,----:------~-----""""."'---------t 

,1/ ev des suites à croissance 3 P, pEZ+ d = &Clnlp) gique de l'espace ê est 
.,......) lente n dé•. i 1 f' . · 1. é .Lin e par ._1t _ orwe 01 in -

t4 = cep) 1 ~ P ~ oo aire 
1 ~ q ~ oo voir ci-dessus 
1 1 27rL C d = < c , d) 
-+-=1 D ..n 
p q 

- q -- avec c E -t;, l ("ta: ) :a 1 ~ P ~~ d e À; 
n. '1 ~ q__ ~ -.., --~ -voir ci--d.easu.• 

(_~P(c..o,...)) \ '~~✓:•:..f,,'7...._-_'_,_ -~- ~--- J --
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Topologies. Sur un ev de suites, nous pouvons donc n,voir deux topologies. PA.r 

exemple ' pour 

topologie faible (P.00 ,-'.•t t , , ll, co;-1:,id,:rr, comr:e rlual de ~
1

), c I rist i1 clire lr. moins fine 

des topologies d 1 ev qui rendent co11tinu0s les rip[>licn,tions 

n1 • lorsque d parcourt l:'., 

2, Les problèmes. 

Nous considérons trois t:r!':le,; de prohlèmes, 10., résolution de chacun d I eux supposant 

effectuée la r<Jsolution ces pr0c0dcnts. 

2.1. Le prohlème cle_totûité. 

Question préaln,hlc. Cm:,sidérant 1me sui te c de,ns un certain espFJ.ce 

() 

n~t--on V( c) inclus c1:',11s T:_,? 

Ln, r(.ponse est r~vicle"-:rnent, Lffirr:,c1.tive d2,ns le ces où l est 

...e v, quar,.d 

~ ) ~? Problème. Supposc:nt_ c d,1.ns C, ainsi que V( c), c,un.nè. V( c est-il dense dr:-ns u 

2,2, Les problèmes 0 1 ,:,np_,lyse et de synthèse. 

Les problèmes r'.hordrfo ci-:>.pr0s présentent une certaine annlogie avec les problèmes 

de physique vibrntoire : le J)hysicien chf'rche r.lors, en :~tudiant une certc,ine fonction 

périodique, lN; oscill,:.tiMs pures cle cette fonction - ce sont des fonctions sinusoïd&­

les - puis il cherche n. recom;,Mwr la fonction n, 1 1 nidc de ses lrn,rmoniques • Ici, les 

fonctions étudi<~Ps sont cî es sui tes, c I est it dire cles fonctions à vdeurs complexes 

d'f' . e inies sur le groupe ? u. 
Nous dirons qu'une sui.te est une "oscill:,tion pure" s1 toutes ses trru1Slatées lui 

sont proportionnelles. Nous dirons que 1 1 oscillation pure e est une oscillation pure 

d'une suite donnée cl d 1un CSJ)D,ce 

C'est donc dire que e E: V -E, (d) 

...Q_ 
G 

(le 2e memb d' - , re es1gnent 1 1 Mh,·rcnce dA.ns 

si C est n,dhrrent dn.ns f_, à V(d), 

f_, de V(d)). 
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Le problème de 11 ,rnnJ:1se, -
Se donnant une sui te c dn,n:., un eS:Jé1ce f, et supnos:ènt gue V( c), sous esp;,,ce de 

i, n'est pA-s dense~__:::~ f, le rirobl(,mr, de l' rwalyse consiste à rechercher les sous 

!§_E[ICeS de dimension fini de -v~Tc-), qui soient invMiants pc1r tr,ènslation. 

Recherche des sous-e:n11ces de diriension 1, _i;;riv'.~rirnts par tn,nsktion, 

Si un tel sons esp:~ce est engrnùrr, pr~r une sui te c, on a : 

c(1) = n,c (~~nombre com~lexe non nul), 

D'où pour tout Il C 
n+1 

= [èC 
n 

K n donc C --- Q 
n (K com;:ilexe) • 

Une telle suite est ;i;ppe12e une exponentielle. Si elle est bornée, c'est que 

( ci: rée 1) • L 1 ensemble des !J.. te 1 s que 

(eincx) E: V(c) 

s1:>.pJlelle le spectre de r.. 

Ln, recherche de r.es s,,us cspnces invariants, cle dimension 1 , si tués dans vTc)' 

ne permet pas toujours de résoudre le problème de 11 analyse. 

Par exemple, considérn,nt la suite 

in~ 
(c ) = (P(n)e ) 

n 

avec P = polynôme de degré :r1. 

Vfëî est un espn,ce cle climPnsion p qui ne peut pr.s être engendré par le seul sous 

espace vectoriel invnri:~nt pnr tr;\nsldion, de dimension 1 , qu I il contient ( espace engen-

d ' i(X. ) re pr.r e • 

Recherche dos sous cs'l,tetis invn,rinnts de dimension finie. 

On a forcément une rl~lrtion lirn~•jrc )1 coL,îficients consfants entre plusieurs trrnsh-

tées d'une m~m". st11·te d' t 1 S ·t " c un .e esp'.1.ce. r.1 : 

..... :11 C ( 1 ) + f:, 
() 

C = o, 

d'où V n : 
f1 C 
p n-p 

+ .•... ri, C + q C = o, 
1 n-1 0 11 

rel t · d t "' ion de récurrence dont les solutions sont combin:üsons linéaires de solutions u ype 

n 
c = P(n) a 
n 



où 
{

p = polynôme 

a= racine de 
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,n-p n-1 n 
(1, 7, + " • ,L

1 
Z + n, Z :c: Ü 

p 0 

Ces solutions sont d0,s exponrmtiell es polynôrries. Les sous (ispaces enç;endrés pn,r tr0,nsl,~-

tion pnr chncune cle ceR exponG;ü,iûllris jlOlynôme[-3 Ront irréductibles, ce qui signifie 

qu'ils ne sont prts d<'.corn;iosr:blcs en 2 SOUR (!SDaceR inv,:,rir:.nts (de dimension non nulle). 

Problème de lr1 S,Y!1tl~èse Dour une sui te c d 1un espr,ce 

On en peut l<i résourJ.re que s1 ltfüüyse '1 étr; effectuée prér,ln,blement, 

Il consiste à voir si V 't ( c) est enaendré ( tonolo,dquerient) ;1,~r les exponentielles 

~lynômes gu1il contit,nt. 

), Les distributions sur T. 

L'étude des problèmes de totnlité nécessite t,, coru1dss'.ènce de quelques résulk,ts 

sur les distributions sur le cercle, résultr.,ts que nous Pcllons réfablir en utiliswt en 

pe.rticulier ln, notion de mesure, 

Si 11 on considère unl, fonction ~ , une mesure p- définies sur T, nous désigne-

rons leurs supports P",r les symboles S ~ et S rL. 

- Pour toute suite r L d(icroiss::nce rrcpide, on pose 

"( ) -ç, y int Ot =Li One • 

C'est une fonction complexe de clr.,ssQ définie sur T. On ét'.'.,b)it ainsi une 

CHrespondnnce hiunivoC'ue entr,; 11 ensemble de ces fonctions et 11 ensemble des suites à 

décroiss11nce · d 1 · .j. rap1 e, ,,, Slll L,e ( ~ 
11

) r~ssnciér> à une telle fonction étn,nt donnée pr..r 

lr. formule 
1 j2 

it -int 
tD :::: - lf(t)e dt, 
1n 2TC' 

0 

3,1, Définition cl'une distribution, 

Pour toute sui +.e c à, croissrince fonte, on peut posrr 

,. [: int 
c(t) rv ce . 

n 
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Ce n I est pn,s une fonction en générn.l. :Nous dirons gue c I est une distribution sur T 

et que le 2ème membre ust lo dévc] o-p-:,emcnt, en série de Fourier do cette distribution. 

Ces distributions forment un C-ev. Ln dü,tribution nulle q tous ses coefficients nuls. 

3,2. Produit do corNolution O * C ~ r E J' C E: j 1
• 

Prd 'tdl l''''t' n , (0 o u1 une: , ... 1s·cr1 1u 10n pP,r une rnnc-t1on C • 

Pour tmrtu suite r de: j, et tout,! suito c de zf 1 

posons a = (dn) :-: 0 * c 

avec cl:-:2:: [C• 
n p+q:::n UP q 

~ 1. §i. 0 E ,1 ~ c E: J 1 
, 11lors d * c E J' . 

+?.n 
On a en effüt d = ~ Y' c + )' y- c , 

n w Op n-p ...._. UP n-p 
p=--2n I pi_ > 2n 

0: 
Or, il existe un ex. tel que c = O(! n 1 ) 

n 
1 

et 11 on a pr.r exemple Y ::: 0 (---) • 
On ex_ +2 

/ni 

D'où !d J~( sur \c.\)'>:! 01J+O(L 
n -3n 1 j -{ +n J p p : p 1 > 2n 

A A h 

Notations : On pr1se afors rl. == '[ c. 
V 

On peut ~insi faire le ?roduit d 1unc distribution cet d 1une fonctien f de cl~s-

se c00 
• 

Remo.rquons qur. si pour fout 0ntier r,:btif r, on r!. 

,. 
pour tout n, donc C = Ü, 

~2. 0 ot b ét.,nt drns 'J et C dn.ns 

I\ ",. /\,. ,. 

ô( o c) = ( 0 d) c = 

irx 
e ê = O, on a 

J', r,n f'. l 

C = Ü 
n 

Ce lemme prouve 0ue les tlistriùutinns forment un module sur l'ensemble des fonctions 

de clr..sse Coo • Il quf1"1't de l'é~~lité des ne coefficients de Fourier des 2 ~ prouver .,, 

premiers membres soit : 

L y_ ( L ô cr) = L ( L X: 6 )c • 
p+s=n UP q+r=s q t+r=n p+q=t ,P q r 
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Or le 1er membre s I écrit en interv(Jrtissant les sommations et on posant ensui te n _ r = t 

L([: 
q+r=s p+s=n 

3,3. Support d 1uno distribution, 

A 

r b )c • 
UP q r 

Par définition on dit qu 1unc distribution c est nulle sur un ouvert f1 dû T si 

ouelle que soit ln, foriction dE: clllsse 
l 

ro 
C , 0 , portée p~.r [1 (c 1est à dire nulle e:n 

dehors d1un compact inclus dllllS ..0, ) , on a 

Lemme J. Etr.nt domée une frJTJillo d 1ouv,Jrts ,f1. de T si ln, distribution 
1 

nulle sur chn,que 
A 

Jli.1 alors c est nulle sur 
l 

u [1 .. 
. l 
l 

" c est 

Il faut montrer que pour toute fonction do 
ro 

classe C , soit ~, à support inclus 

dans UJ1., 
l 

A 

on 11 ~ 0 = O. On extnit de ([1.). r I un recouvrement fini en,.). CJ 
l l C J J c 

du compact S ~ ( support de ~ ) • On foi t une pe,rtition de 11 uni té sur S ~ pr.,r des 

fonctions de classe soient [j . ' n,vec s ( et . ) C n . d I où 
J J J 

Définition du suprort. 

Pour toute sui te c de 'j , 
A 

nn note Sc et l'on appelle support de la distribution 

" le plus petit fermé en dehors duquel c est nul. 

(notion coïncidant avec lr. notion hrtbituello pour une fonction continue), 

~ 4. é est une suite à Mcroissance rn,pidc et c une suite à croissance lente 

"" kllc que 0c = 0, Alors 
,. -1 

S(c) C f (0) 

( r est nulle sur le Sl1'!)pOrt do ~). 

Il suffit de montrer quo S(~) nlè coupe pas 11ouvert où ;,. est non nul. Or quelle qur. 
l 

soit lu fonction f, de classe c00 1t support dans cet ouvert, on P, 

f'~ = f ( 1~) = 0 

(en utilisant le lemr-ie 2 et 11 hypothrso) 

Remarque : la réciproque est fausse on génénJ 

Il suffit de considérer le, sui te c == (n) z • 
n E. 
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Les en = n sont les coef'..,icicnts de Fourier de ln, distribution l ! ( b ) ( ô = distribu-

tion de Dirac à 11 oriEine). 

~ 0, pour supr;ort l'oritino et quolle que soit ln, fonction '{ , de cbsse c00
, telle 

que 
A A 

[(O) == 0 et f (0) f O (c'est à dire que 11on r,, si 

L ÔP = 0 L y I o) 
POP 

'[ c = \1 Y' (n-p) = n\' '( - L.,......, p '{ 
on-p P L.J OP L OP ' 0? 

p p p 
A A 

différent de zéro clone Oc f O. 

A 

La réciproque du lemme 4 est pourtent vrûe dans le ce,s pr.,rticulier l'IÙ c est une 

mesure. Soit : 

,. 
~ 5. Si ln, fonction indéfiniment dérivable ô est nulle sur le supptrt de la 

~ ;, c 1est à dire ,. A_1 
S(c) C O (0) 

A A 

alors r C = Ü, 

A 

N,tons d I abord que l:0
, rebtion de Pr.,rseval dorme r.lors pour toute fonction f indéfini-

ment dérivable < ~ , c) = 2K ç lf p c -p = L 'I' (x)d ; (x), 

l! ous voulons montrer que pour -but n, en a 

Or 

L \) 0r1-p = 
0 

p 

L cp ôn-p = L ô-(p-n) cp 
l) 

1 j ipx A = - (\7 '{ e )dc(x) 
2 n: L V rn 

p 

= - Y(x)e dc(x), 1 j1 
"' inx ,. 

2 rr o 

Cl ,. "' 
est nul puisque r est nulle sur le support de lr, r.iesure C. 

3,4, Régulnrisn,tion et convolution. 

E étant un ferm,< non vide du cercle, p un nombre positif, pour tout point X du 

cercle d(x , E) désigne ln, disknce de x et de E. 

On pose Ep ={xlxET, d(x, E) {p} 
c 

I 
est un f armé. 
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rJ.- étant un nombre positif, /.yy_ d0:-;igno unrJ fonction do SchwQrtz 

positive, de clnsst, c00 
à support [- rJ , +(JJ r1vec 

'1u.(t) = L , int 
ô e 

ncx 

Remarquons que~, pour chn,q uo n, h 
no:. 

tend vers 
2 IT 

quilnd ry tend vers o. 

2!:, t1ppelle produit do convolution de h distribution 

1J. ou réguln,risée de T par 
0-

h0 . ln fonction 

int Tr0)'ce 
L--l n 

T ·r r 2 ~ ç int (". = * L:;u.. = rr , c u e .,. L..... n ncx. 

et dG lr., fonction 

(fonction c00 
puisque b sui te de sos coefficients de F'ouricr est à décroisse,nce rapide). 

~ 6. On n ln relation suivQnte entre los supports de la distribution T et des~ 

régularisée T Ci.. 

S(Tu) C (S(T) )ex • 

Preuve. Posons S(T) = E. if étnnt une fonction de clr.,sse Cco à support disjoint 

de E ex il suffit de prouver f , (T * 6 0( ) = 0 

soit pour tout n 

~ LO T ô = \' lD b T = 0 
L...l 1 n--o p p o. L....J l n-p p, ex p 
p - p 

1 , ( )o 11 ,..,(-t)eint c est a diro puisque le n--p coefficient de Fourier de D v- est b 
P, ex ' 

int 
que 11on a pour tout n ( 4' * 60:(-t)e )T = O. 

int 
Il en est bien r,insi puisque les suppnrts de lfl * b. C( (-t) e et de T sont disjoints• 

4, Pr11blèmes de totalité. 

4.1. Principe génôr:ü dus demonstmtions do tofo.li té. 

Nous considérons los problèmes du typo suiv2,nt 

n 
~~ de j ot un espnco Etn,nt donnés une sui te contenant 

. ( 1 ) 
topologiquement , 

quand V( O) est-il dense clrtns 't ? 

Nous raisonnerons ainsi 

- dire que V({) est dense cfons Îj 

(1) ctest à dire que l'injection cr.,noniquo J ~ t est continue, autrement dit, q_ue 

la topologie de j est plus fine que celle induite par Î • 
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~ ~ 1est dire que la seule forme linéaire continue c sur 1} perpendiculaire à 

- e I est}i.ire que 111 seule suite ~ de 't 1 (donc J t) telle que 

" pour tout " r ~ '{ C = 0 
L-J 0]'1-r -r est 

c~rnme la relati•n entre Qstérisques s'écrit au5ni 

f'U bien: 

On a donc le 

Il Il 

Il 

pr1ur tout n, pour tout r L '{ c = 0 
:p+q::.nup-r q 

pour tout r, 
irx 

= e 
A A 

C = Ü, 

Théorème 1 : r étant une suite de -J est dense dans "t J j si et 

seulement si : la seule suite ~ de telle gue est '= o. 

4.2, Pour une suite r de -J' est-il dense dans 

Théorème 2. Pour une suite 

" r ne s I annule pe.s (Wiener) 

O de j, V(r) est dense dans -0 si et seulement s~_ 

A 
Preuve, Si r St annule, et si 1 1 on prend une mesure C n11n nulle à support dans 

... ,. ,. 
Ô ne s'annule pas et si c est 

.. ,. 
une sui te à croissan~e lente telle que j C:::: 0, le lemme 4 montre que 

,. "-1 ,,î., 
s(c) C f (o) = '±' 

c a un support vide • 

Donc pour tout r 
irx,. 

C C = Ü 

,. 
La remarque précédent le lemme 2 permet d'affirmer que c = O. 

-=-=-=-=-=-:::>-



Séminaire d 10rsay 1961/62 

(Exposés de J.-P. Kahane) 
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Exposé nQ 2 

Espaces de sui tes ,inv<i,rümts pr.,r tr,._nsL:tion 

4. 3 • Pour une sui te '[ de J , quand V( Ô) est-il dense dans 

Théorème 3. Pour une suite O de --J, V([) est dense dans 

~2? 

n2 
t:, si et seulement 

A 
si 11 ensemble des zéros de O est de mesure de Lebesgue nulle (Wiener). 

Preuve i On a ici é == 2 2 
J J et E 1 

:::: t 

- Si ? est non nul presque partout et si c est une suite de t2 
telle que 

alors ~ est une !onction de carré sorœiable nulle presque partout, 

donc ses coefficients de Fouri0r sont nuls et 1 1 on a c = 0, 

A 
- Si Ô s'annule sur un ensemble de mesure non nulle, la fonction caractéristique 

ê de cet ensemble est une fonction de carré sommable à coefficients de Fourier non tous 

A 

nuls, telle que 0ê = 0, 

4.4, Pour une suite r de -J , quand V( r) est-il dense dans 

ex wn :::: 1 + 1 n I et CJ... !; 0 ? 

On sait que t. 1 = t 2(-
1
-). 

w 
n 

Théorème 4. On se donne Cl_ ) 

~:ous distinguerons 2 cas : 

1 • si y- est une suite de 
' - a 

-J est dense dans 

,\ O ne s'annule pas. 

Preuve : on vérifie d I abord que 

A O ne s I annule pas. 

considérons une suite c de E.' = ~,2( 1 ) telle que 
1+\nl d 

Le lemme 4 montre que Sê == cfi <lonc c = 0, 

À 

- Si r s'annule en un point 

ficients de Fourier C 
n 

a <lu tore, alors la distributinn 

est dans 

2 TT é de coef-
a 



1°nl 
car L ex: 

n 1+\nl 

1 
=) :--- <ro• 

1+In I u 

Donc, il existe c cln,ns [ 1 , non nulle, telle que 

- 2 -

A,._ 
y-c = O. 
u 

Ce raisonnement n I est plmi vr.lr.,ble si O < Ci. ~ 1 et intuiti ver.icnt, on peut s I attendre 

dn,ns ce CRS à une cornti tion <'te d.cmsi t6 rortr,nt sur fos zéros de 
/, r, condition qui soit 

intermédiaire entre celle des cA.s 

CX = 0 : ln, mc,surc de Lc~Jcsgue de 1-1 
(0) doit êtr0 nulle 

. ' 

Ci _) 1 { ne d.C'i t 1ms s' nnnulcr 

Plus précisé!'lent, on r, fo 

Théorème 5. On se c',om1e ex tel que O <. (},, ~ 1. On pose ex 
U,; = 1 + i n 1 • Pour n . . --

toute suite Ô de j, V({) est dense dans ~
2

(;..un) si c:t seulement si {- 1 (0) 

est de capacité nulle par rapport au noyau : 

1 

\ 
. t 11-()(-

Slll 2 
de.ns le eas où O < CX. < 1 

1 
log . 1, 

/ sin 2 / 
dens le cas où (X = 1 • 

La preuve d~ ce théorème nous occupera un certain temps. On utilisera les n~tati~ns 

suivAntes. Pour tl'lut fermé E du t()re 

ai O < U.. <. 1 , désigne 1~ capr~ité de E par rapport au noyau 
' ' t 11-Ci .. 
j SlD 2 ' 

si (j._ = 1, C (E) 
0 

ou c1 (E) désigne 1~ capacité de E par rapport au noyau 
og 

lng 1 

/sin} j 

(On dit que ce sont les cr.:;-m.cités d'ordre 1- C\ et la capacité fogarithmique du fermé E) 

D'après la méthode indicml)G ,.u nQ 4.1., rm voit que le théorème ci-dessus résulte des 

2 propositions sui vn.ntes 

E f,tant un fermé du tore et O -( O.. -;S 1 , alors 

Proposition 1. C (E) ') O implique que E porte une I!lesn-o ê non nulle telle 
1-o:. ,. 

~ CE ~ 2( 1 ) 

1+1n/c<. 

Ri'oposition 2. c (E) :::: o iinpligue que E ne norte aucune distribution ê 
1- 0:. 
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non nulle telle oue C E_ ~2( 1 ) 

1+1nle< 

Cela résulta de la thôorfo du potentiel sur le cercle qu0, nous allons t,rr..iter maintenant. 

~ 5. Théorie du potentiel sur 18 cercle. 

Notations. 

dôsi1~ne 1 1 ense1::ble cles mesures '>-0 . 'l sur T. 

Pour toute mesure ~-L, S~t = S(~L) désir;ne son sup;Jort 0t µ(T) se, masse. 

sci est l'a.bréviA.tion de "ser:ii-continu(e) inférieurement. 

5,1, Noyaux et potentiel 

C1est pP,r dôfinition une fonction positive, paire, convexe sur [o, 2rc[, sommable 

sur T. 

Dans la pratique, on utilise les noy[mX 

- dit d 1ordro r 

- On distinr'.uc les noyn,ux continus ( ci: ( 0) < ., ) et discontinus ( êp {O) = ~), 

- étont donné un noynu T 

P. ot un nombre. ( Tt ) 6 > 0) on appelle noyau approché 

! 6 du noyau Cf'> , et l'on r:otc rp~ le plus petit noyau continu coïncide.nt avec 

c irr 2 rr-o 

,r sur 11 intervalle [,S , 2 TT - bJ 
c- ~l 

(ces noyn,ux sont lin6r.,ires sur Lo , 0,..! et 

r étc.nt une mesure positive (sur T) et cp un noyau, 

on n,ipollc potent.icl de r par rapport au noyau q> 

ln, fonction: 
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Sur tout intervalle contigu n,u sup )ort S t.J- de ~-- ln, fonction t -:,, U ;1-( t) est convexe 

) 
~00 µ 

(intégra.le de fonction convexe • Ceci prouve ( pa,r 11 absurde) que le rnGXi' de U- , s t il 

est 11,tteint, 1 1 est nocessr,ire;,1cr>t sur 

•e.ussi. 

Proposition 1. Principe du rnn.xirnum. 

,..2!!_e_.l_s__.q_u_e_s_o_i_e_.n_t~l_e_n_o_!E._·--~ cp et ln, mesure po::iitive 
sur T, 

supérieure rcst égn,le à s0 borne supérieure sur S L;_. 
1 

'L 
est continue, Ur 1 1 est 

µ. • U~- est sci et s~ borne 
1 

Preuve ; considé,rons l,!s noy2,ux n,pprochés CÎ? ô de q_) et posons Ur = cp ô * f-1-• 

donc uttu P-. Ceci prouve que 

tions continues est s.c.i. 

De plus pour tout point e du cercle : 

donc 

sup 

tES~ 

~l 
sup U 1 ( t) 

t E: S ~L 

Î 

On pose N = { f,L / f-1 ~ vi/C"(T), f (T) = 1, S f-L CE f 
C'est un convexe f1üblerncnt cornpn.ct de AG(T). 

limite supérieure de fonc-

L8, capacité du fermé E est pn,r déïinitinn lo, borne supérieure des masses des mesu.,.es 

i"sitives p•:rtécs pn,r E dont le p•tcnticl ne dépasse par 1, soit 

C(E) ::: sup ~L t-1-(T) 
~Lb,,{(;(T), Sr-CE,U ~1 

C.mme U P. est preportionnel à r-: 
c-1(E) = inf ( sup U~l(t)) 

~ E.N t ET 
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Remarque 1. Quand on considère les noy,'!.UX <11 <Jrd_r'"' ~ (0 / rJ / 1) on p ut 'cr1.· 
- "' L"- <,. v. ,\, e e re 

C (E) pour préciser qu'il s' r-"git de 12. cupaci té pri.,r rri,pport à cc noyau. 
~ . 

Remarque 2. Notons uf ,,t uf les potentiels de lu mesure f-1- pn.r rapport '1llX 

noynux çt 1 
et cI?

2 

..-1:, .\( ,.f, .;, u /-1. /' 
'l 1 -~ 2 · 1 v 

µ ' ( )\ () U -··-ï C E ,, C E 2 1 // 2 

Remarque 3. Dire qu'un ferm,, E est de cap:ici tô nulle, c I est dire que quelle 0,ue 

'.Q_en null.:~_j u. 
soit 1P. mesure rl / a support rlans E, U I n I est jnmc.,is borné. 

5.3, Séries de Fourfo_x: 

,t.., L int Posons l1:' rv ex e 
n 

r.vec 1 r,+, ( ) -int 
(X = ;;-:;::-, '±' . t e dt 

n ~ :, J 

1 r -int , 
c = -2 j' e du (tJ 

n TT. r 

,-F, ~ int 
'±:1~ rv L..i O:.n O e avec 

1 j,.f., -int 
C(nb =2rr '±.-'o(t)e dt 

u. E int Alors UI rv 2rr c CJ.. e 
n n 

Ll ,;:--, int u1 rv 2 IT ; . c o:. c e 
0 ,;__J n no 

Lemme 1 • Soit l}i une fonction pdre, convexe et sornr.:able sur ] 0 , 2 TT [. Alors 

ses coefficients de Fourier ry_ sont positifs ou nuls. 
n 

1 12 Tr 
(Xn""

2
R ~(t)cosntdt 

0 

pour n = 0, on 11 ex. > 0 
0 

pour n > o, on intèr;re p~r p:irtics sur [E, 2il-E] et, on nr.sse à b limite quwd 

f: tend vers 0 
21T 

0: =-- 1-J sinnt4 11 (i:,)dt 
n 2 rrn 

() 

k+1 
2 - 1T 

1 2n-1 J 2n ---~ - 2rrn L-.J 
k==o k 2 T( 

2n 

2n-1 

sin nu(- L 
k=o 
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Si o/ est convexe, 1/J t est croiss,mte (au sens ln.rr,e), donc la parenthèse est ~ O. 

Elle ne peut ~tre nulle sur [ 0 , [] que si 4' t (,st constc,nt sur chacun des intervn.1-

los ] 0 2rr[ J 2rr , n, n, 4nr nL, etc ••• • LP l<,mme est donc démontré~ et 1' on voit que 

rt ) O (strictement) lorsque l{J n 1 est pn,s linéaire par mnrc en,u.x. 
n 

Si ex ( cp) ) 0 quel que snit n, nous dirons que cf? est de type strictement 
n 

pnsitif ; nous ferrms toujours dans la suite cette hypothèse sur le noyau <P , 

Appliquons ces résultats en prenant successivement 

d1nc pour tnut n 
ex > o n 

Dmc guand Ô décroit vers o, O'.nb 

5,4. Energie d 1une mesure. 

, 11uis 

tend en crtissant vers ex • 
n 

L1 énergie d 1une mesure f :par rapport à un noyau rp est le nor.ibre 

I~ = j T U p-( t) d ~ ( t) = 

î ce nombre est fini, ~ est dite d'énergie finie, On a le principe de réciprocité pour 

eux mesures ~ et 

J uf-Ldv 

- Posant Ir -J Ur (t}df'-(t) 

on a I J-l == lim I r 
bt o 0 

(Lchesgue) 

(Fubini) 

- Avec les notations précédentes pour les coefficients de Fourier 

on a 

Preuve • Dans 

quand b t o, le 2ème membre converge absolument 
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or, dt après le corollaire du ler.m1ü 1 

6 i O ----) cxnô t cxn n 

a I où r f-l === 4 rr 2 
'\' ex I c 1 

2 
w n n 

~ 2. 1 12,ppJicr.,tion uf{1+(T) -}R+ est s.c.i. 

dans le sens suivnnt : si dos mesures tendant foiblol'lent vers en[!, 

Preuve. 

r.vec, pour tout n, 

Donc I pour tout Y entier, 

lim C • :::: C 
n,J n 

4IT
2 t:: cxnlcn/

2 
( lim /"j 

-v 
et 11 on a le ré sul tr.,t en f'.',is ::nt tendre v vers 1 1 infini, 

Si et sont 2 mesures positives différentes 0t d'énergie finie 

f-1-1 t /l 2 ~ u., 
nar t ' d t t . t t 't'f =l~~OB,...;;a;....: I -n- <.· -1

2
(I 

1
+I

1 2
) y rappor a un noyau e ype s rie emen pos1 1. :!:_ ors ,1..,, 

(inégalité stricte) 
il suffit de prouver Preuve d'après 11expression donnée ci-av0nt pour l'énergie 

c et c étant les coefficients cle Fourier de 
n1 n2 

et LJ.. que pour tout n 
1 2 

avec inégf'1it6 stricte pour un n au moins, CI est une conséquence de 1 1 inégalité du 

Parallélogrmnme / c + c j 2 < 2 \c / 2 + 2 j c 1
2 - j c - c / 2 et du fe,i t que 2 mesures 

n1 n2 \ n1 n2 ni n2 

ayant mêmes coefficients de Fourier sont identiques. 

5.5. Mesure et potentiel d'équilibre d'un fermé. 

On obtiendra les 

d'un fermé E de T 

résultats hr.bi tuels, rebtifs 8. b mesure et au potentiel d I équilibre 
la fonction test, 

en remplaçant ci-dessous ~a fonction r.enstantc égr,lo è 1 • 
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Proposition 2. Soit 4' un noyau do typo strictement positif, E un fermé de T. 

~ . une fonction cor:tinue c1éfinie sur T, strictement positive, 

On pose ~-;( ~) = { )J-E:: G-/G +(T), 

N(~) une soule mesurc __ 1ninimisMt I ~. 

(si ~ = 1, c I ost fa mesure d I équilil)rc 

t' 'l'b U f-le) tiel è. equ1 1 re • 

S rl CE, ( ~L , Î) == 1} • Alors il existe clnns 

U et le potentiel correspondant ost le poten­,e 

Preuve : 

(pour la topologie faible)/ 

est unü pr.trtie compncte de c,ft(T) /: on peut le voir par le cri tèrc 

de l'ultrafiltre: si clos f-lj E N(lf) tencfont fr,iblemont \~ers rt-, alors ~ EN(f), 

I 

De plus 1 12.ppliMtion rl ----11rl est s,c.i. (lct!ll!lO 2), Donc, la fonction I~ attcin+, 

son minimum sur N( lf ) et le lemme 3 prouve (par 11 n,bsurde) que ce minimum est 1'.,tteint 

en un seul point noté r'-e tp , 

Remfl.rquons que N = N ( 1 ) , 

On pose alors I(:8) = I}-1-e = inf rP­
t-1--EN 

= inf rl-l. 
lléN(<.D) ·t· r j pt,Sl 1.VO 

~ 4. Avec les not~tions de la proposition 2, quelle gue soit la mesure;~éncr-

gie finie, on pose 

F
0

(~)={t/tEE 

~ F 
O 

( ~) est de y -mesure nulle. 

Preuve. Avec E. > o, posons 

FE(y>) ={tlt EE 
Ll 

Comme le potentiel U' 
0 f est, une fonction s,c,i., FE est fermé, Si le lemme était fl'.,ux, 

il existorait une mesure y a' ônergie finie <lont la restriction à F c ( f) serr.it non .. 
posi~ 

nulle, En nrul tiplinnt cette restriction par une c onst1111te, on obtient une mosure;<i-

telle que < 0- , 'f > = 1 , portée par FE ( (f ) d I énergie finiP. Comme K( ~ ) est 

convexe 
' 

Dl \ 
ou, en utilisant 

rl-À = (1-À) ~e(,O + /l<T E N( ~ ) qur:nd O ( À < 1 • 

1 

la relation de réci~rocité: 



Or sur Sa-

V\ 
I = (1-À)

2 
If-1-o(f + )?rcr + 2:\(1-\) fuP-0 1 da-

'~ 
z U~e~ ~ (If,(E) - E )tp 

l-' { (1-;\)
2 rl-'-0 '1' + /rr, + 2;\( 1 -À)(I'f'(E)- E) 

I fl>-. ~ I 
1 

(E) - 2 ), f: + 0( )/) 

D'après la dr:firütion CÎ(➔ I ~ (E) ceci oo,t irrpossiblc pour /1. assoz petit. 

~ 5. Avoc les r12mcs not et ions, on a pour tout î)Oint t de S( U ) , on r. : 
1-elp -

ce qui serait impossibl8 

d1où 

Corollaire. Dans le c::,s ot.1 cp § 1, le nrincine du maxirrrum (lemme 1) nermet de dédui-

!2, que U /-1-o ~ I (E) partout. 

L'intérêt rl I avoir in+,rodui t la fond,i <)Il ~ apparc.,i tra plus tr;,rd. 
Proposition 3, Avec les 111êmes notdions on a . 

Preuve Pnrtons '.~G lr, rebtion de définition de C(E) 

-1 ) \_.\.( ) C (E = inf sup U1 t 

~l é K t ET 
on v ·t d' 01 1rectement q_ue pour tout,, ~l. de N 

I p.= \ U~dfJ- { sup U~(t) 
v \ t f:. T 



C-
1 

(E) >-, Inf 
rl EN 

LL fl-e 
I 1 = I = I(E) 

L'inégalité inverse est raoins évidente et n6cessite 1 1 emploi du lemme 5 

-1 /-'-e 
C ( E) ~ su p U ( t ) ~ I ( E) • 

t ET 
Récapitulons les résultds : 
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Proposition 4. Soit E un fermé du cercle, g? un noyau de type strictement positif'. 

Soit N = { ~ i ~ f.vft(T), S ~ CE, J d )-l = 1 J 
I(E) = inf rf-l. 

t1-E: N 
Alors 2 éventuaLités sont possibles 

- ou bien I(E) = oo, c 1est à dire gu 1il n'existe pas de potentiels partout finis 

oorrespondnnt à des mesures de masse ~ o, portées par E, On a alors C(E) = 0 

ou bien l'inverse et alors on a 

c- 1 (E) = inf ( sup uf-L(t)) = I(E). 
j-tE:N t E:T 

Il existe alors une seule mesure u.. de N minimisant I fl-. On a 
l e -

U f-le ~ I (E) partout et 

U~e = I(E) presque partout sur E par ravport à toute 

mesure d I énergie finie. 



Séminaire d I Orsay 1961 /62 

(Exposés de J .-P. Kn.hane) 

5.6. Mode de croissffil.ce des coefficients de Fourier des noyaux dlordre B 

~ 6. On désigne par ( Cl, ) 
n la suite des coefficients de Fourier du noyau cp. 

Pour le noyau cf> ( t) ""' 
1 

( 0 < 0 < 1 ) 
( . -t) i3 

ex ,,.,(A+o(1)lnlr- 1• 
n 

P,-ur le 
Slll -

- 2 1 
noyau logo.ri thrnique ~ ( t) = lng t on a 

(sin 2) 
B 1 

Cl = - + o(-) • n n n 

En effet r 

cp étant po,i:re, /'Ill a dans les deux cas 
)î 

1 1 4) ( t)C'.r\S nt dt. ()'_ == -n TT Jo 
Il suffit de faire appar~itre dans cette expressinn la partie principale ,-î-, de 

'±",., 

lnrsque t ~ 0 et de considérer les 2 intégrales de 11 expression suivante de (À 
n 

1 11 T( 1 rIT 
ex. ==- cfi (t)cos nt dt +-J· (cp-cp )cos nt dt. 

n lT o rr -o 
vn o 

La première dnnne la partie :principale de ex, et ln seconde, en intégrant par partie~ 
n 

le mode de décroissnnce du terme complémentaire. (Par exemple, pour le 1er noyau, 

5.7. Espace hilbertien des distributions d'énergie finie. 

int 
Par défini tien une distribution T rv ~ c e est dite d I énergie finie (par rap-

.;._J n 

P t rf.. - int ) · l' or au noyau '±:' rv '> ' o:. e de type strictement positif s1 on a 
;._i n 

T 2 ,:---, 2 ~ 
I == 4 TT L ex_ 1 C 1 \ f'). n n 

s 1 -~ UpTJosons que 1 r on r1i t pour un Cl. ) 0, - < K ln 1 • 

ex. " n 
telle que ~ ex / c \ 2 < 00 (; st tro.ns formée de Fourier d I une 

~ n n 

Alors toute suite {c 
'· n 

distribution d'énergie finfo. 
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Ces distributions formont un (,spn,cc de HillJ0rt 

distribution d I énergie finie, on pos1° 

T~ ~. \"Ï) int u ~ d e 
,:..__J n étant une deuxième 

(T, U)n =4n:
2 > ,ex c d 

--t, n n n 

(ne pas confondre ce produit sctün.ire n,vec celui de 12. formule do Parseval). La norme de 

est doqtiée Il T '12 T 2 ~ 2 
T par 1 =l =4TT L_;N\c\. Ô n n 

~7. Soit TE -6, (;t m une rémün,risée de Tex définie au nQ 3.4. Dn.ns .l. 

' 
i (:12our la to:[!ologic d6finie pnr la norme) Tex tend vers T quand ex -, o. 

Preuve. On sait que T ) int 
"V C e 

n 
r int 'r rv 2 T( )' C r) e 

0( L-.J n · n,o: 

donc Il T ex_ -T!/2=~Cx \1 -2n 6 \211c \2· 'b n n,O'... n 

Comme 2 Tt \ ô \ <'. 1 et \/ n lim 2 n:/S 1 = 1, 
n, CJ.-. ex ---, o n,cx 

lim /Î T 
' ex 

C( ~ 0 

= 0 C.Q,F,D. 

Proposition 5. Soit 
int 

T \' c e rv L-J n une distribution d 10nergio finie portée pr"r 

un fermé E du cercle, telle que < T , 1) = 2 TT c 
O 

= 1 • 

Si l-1-e désigne la mesure d 1éguilibre de ce fermé, on a 

IT \ I P,e • y 

Preuve. Comme précédermnent, si p ) 0, <'ln pose 

E f = { x/ x ET, d(x,E) { f} , 
Pour Cf.) o, considérons ln, régularisée T o:. 

Si l'on pose 

on sait que 

d1où 

2TT")1 c S 
"---' n no. 

0 

~c 
·"v' 1..--J ne p 

int 

int 
C: 

int 
t e 

CXn 

= mesure d'équilibre du fermé Ep 

uf-lcp N 2rc"\1cx c 
L..-J n ne 

int 
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Utilisant la formule de Parseval et 1 1expression ,i-d.essus des coefficients de Fourier 

f!-ep 
de U , il vient 

Comme S(T')'_)CEP si O<'_::-,Z(r (lemme 6) 

et que sur E p : /1-ep /1-ep 
U = I , presque partout par rapport à tnute mesure d'énergie 

finie (prop,sition 4) on a 

./ T ' , Cl-., /le p/-g 

car =2TTc ,2~6 
fl •,ex. =1.1 =1. 

Dans 11espace de Hilbert des distributions d 1énergie finie cette relation nous prouve 

que est un c8té de 1 1n,ngle droit d 1un trinagle rectllllgle ayant TOI. 

hypnténuse: en effet, l'inégalité de Schwarz dollile alors 

Tex ,u.e , · 2 
II Pi/<To:,fep)t,/ 

ITCXf Irep • d 1eù 

L'inégalité s I obtient par deux passages successifs ~ la limite 

- si CX f O, nl'lus avons vu 

que 

(lemme 7) 
T 

I ex.. 4IT 

IT),, Iµep 

pour 

- si p t o, considérant un p. fixé et la pi.lrtie compacte de l'evt ufG(T) 

formée par les mesures positives de mn,sse 1 :,ortées par le fermé E p 
O

, en obtient 

* 
un filtre ( /J-e f ) p + O ayéUlt un pnint adhérent f-l , Utilisant le fait que le 

* compact E est normal, ,n vn i t p, 
Pô 

est p~rtée par E. 

Comme 1 1 application est s ci, en a 

R 

or 

Tous ces résultats nous permettent à, présent de démontrer les pnpositions 1 et 2 P.non­

cées à la fin du § 4, 
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5.8. Démonstration de la proposition 1 du§ 4. 

D'après le mode de croissr,nc<" dr.,s coefficients de Fourier 0: des noyaux 
Il 

,.;:., 
'±' d'or-

dre ~ (0 .\: ~ < 1) dire que le fe:rmé E porte uno mesure 

/\ L int 
Cr'v' Ce 

Il 

telle que C E: ~
2

( 
1

1
_p)c 1 ::stdir,)que E porte une mesure c d 1 énergie finie 

1+/n/ ''
1 

A 

C 

I 

') 

( C ) '­
'\, __ n_ 

L.i 1- B 
1+/ni i 

C'est par exemple affirmé par la proposition récapitulative 4, dès que c 1~ (E)) O. 
F 

5.9. Démonstrn.tion de lu pr('lposition 2 ~ § 4. 

S1 il existait une distribution non nulle d I énergie finie portée par E, par multi­

plication par une exponentielle 
inx 

e puis par un sc~lairc, ~n •~tient une distribution 

int 
C e 
n 

portée par E telle que 

µ_ 
La prnposi tion 5 prouverait alors que I' e serait fini et 12, proposition réc1,pi tu-

lative 4 que la capacité de E sero.i t non nulle. 

6, Les h:yperdistributions sur le ecrcle, 

Cette étude a pour but de généroJiser b propcsi-t-ion 5 du § 5 aux hyperdistributions. 

6.1. Définition. 

si quel que soit 

On dit qu 1une suite 

1~ 1 ::::O(eElni) 
n 

c croit moins vite que toute exponentielle 
n 

lorsque n --+ + ro • 

Nous dirons qu 1une telle sui to carn,ctffrise une hyperdistribution 

A int 
c/\..)\'c e 

L-..J n 

On •btient, par exempl~, de telles hyperdistributions si, se donnant un ntyau de 

coefficients Cf '> O tels que 
n· 

1 

Ci.. n 

(pour tout E ) o, n ~ + oo) 

•n étudie toutes les sui tes c telles que 
Il 
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-, 1 1 12 
) C)_ C 1 < 00 • 

L--:. n n · 

De telles hypordistributions sont dites d'énergie finie pnr r~pport au noyau 

L 
int 

(J.. e 
n 

et elles forment un esp:,ce d(J Hilbert tul que si 1 " :1 int (,'\)J_re 
L--.J n 

hyperdistribution d I éJ1ergic finie, 
\ 2-.- -

<c,d;=4IT) .(Jcd. 
L...:. n n n 

est une 

6 2 R L t t · d 11 l d · t · b t · ,--, int • • epr~scm 1, ion e _l_Y)?er 1s ri u ion_ L c ne par un couple de fonctions 

holomorphes. 

Le mode do croiss:-:.nce des c prouve quo los séries 
n 

-1 
\' 
L..i 
- 00 

n 
C Z et 

n 

00 

L 
0 

n 
C Z 

n 

convergent respectivr~ment pour l z 1 ,'> 1 et / z / < 1. Les fonctions holi,morphes ninsi 

obtenues sont notées _ 4- et 
+ Ç) et le couple représente l 1hyperdistri-

" bution c. Ce couple définit une fonction cp holnmorphe dans C diminué du cercle 

où I z 1 :::: 1 • 

6.3. Fonctionnello andytiqu0. 

Soit une fonction a,nn.lyti 1-ue f sur le cercle T, f est alors analytique dans 

un voisinage, relativement à C de tout point du cercle, D11,près Borel Lebesgue, f 

est analytique dn,ns une couronne do ra,yons p 

de Laurent montre alors nue 

et p 1 

1 

p < 1 < p 1 
, La formule 

1 

1~ convergence étant normale duns une sous couronne contenant T, de r~y~ns r 1 et r2 

p < r1 ~ 1 ~ r2 < p 1. 

)ésignnnt par r lo c,mtour formé pur le cercle C(r 
1 

) de rayon 

le sens direct et pn,r lo cercle C(r,.) de rayon r2 parcnuru dMs 
,.. 

1n voit que 

J 
+m 

dz 1 + 1 - 1 ~ 
· cJ?(z)f(z)- = 7 J rF-, • , , +-;-J q> ••• =-:- J '--" 
· Z 1 '±' 1 · 1 () r · C ( r ) C ( r ) C r n=-o:J 

1 2 1 

1 J + 00 --;- L 
1 

C(r ) n=-oo 
2 

- 1 

> 
~ 

p==-CO 

::i, c zn+p- 1 dz = 2 rr ,;;-, n, c 
n p w n -n 

ri parcouru dans 

le sens inverse, 

CO 
n+p-1 

\' a c z dz -
L-J n p 
p=o 
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Toute hyperdistribution définit è.onc une forme linéaire sur 1 1 ensemble des fonctions 

analytiques sur '!.'. On peut d 1 aill0.urs mettre une topolr.gie sur 11 l'nsemble de ces 

fonctions de façon que 1 1 ensemble des formes linéaires continues sur cet evt coïncide 

int 
avec l1 ensemble des hyperdj_stributfr.ns. Po'lr une hyperdistribution H 'v L c ne 

et une fonction ana.lytique 

6,4. Support. 

a e 
n 

int 
nous poserons toujours 

-- 2 TC > • en a • -n 

Un point du cer0l0 est dit régulier pour le couple 
0 

existe dans C un vois:i.nage de x 
0 

m+ et rM -où "t" '±' c0inaident 

s 1il 

(
,f, + 
'±:' se prolan-

ge en P - "à tl'avers" V(x ) ) , Cette ù.éfini tir;n implique que 1 t ensembl~ des points 
0 

réguliers d 1un couple est ouvert. On dit ~ue 1 1hyperdistribution ... 
C est nulle 

au voisinage de chacun des pr;ints réguliers de 

Le support Sê de 1 1hyperdistributfrn " C est par définitinn 1 1ensemble des points 

n1m réguliers de cp r auirement dit, le plus petit compact en dehors duquel elle est 

nulle (notion coïncidant avec la nllti<.n habituelle dans le cas où ê est une distribu-

tion sur le cercle) ~ 

~ 1 • Une hyperdistri buti.o'1 ê _se supî2or+, vide Sê est forcément nulle. 

En effet : Ln, fonJtion z ~ <r(z) est holomorphe dans C. Cette fonction est 
-1 

nulle à 1 1 infini (è. cnuse de ln, cro::.ssance des en dans 1 1 expression -'P-(z) = L cnzn), 
- 00 

D'après le théorème de Liouville cotte fonction C?st nulle, donc tous les 

6,5. Régularisation na.r cles n_çiyaux de Pois~.2E_• 

C 
n 

sont nuls. 

Le noyau de Poisson d: ordre ex ( cx ) O) est par définition la fonction définie 

sur T : 
- ex! n I int 

e e 

n 

Cette fonction, analytique sur T, s. prolonge en une fonction analytique dans un ouvert 
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de C contenant T. 

Si 
int 

e désigne une hyperdistribution sur le cercle, la régularisée 

de H par 6 ex est par définition 

/jrJ..* H(t) C e 
n 

-ex.ln! int 
e 

Cette expression prouve que si ex décroit vers O, et que si t est régulier, 

H~(t) tend vers O. Plus généralement, en utilisant le théorème de Borel Lebesgue, 

on voit que H ôl. ( t) tend vers O lorsque oz. tend vers zéro, uniformément, lorsque 

t décrit en compact formé de points réguliers de H (c 1est à dire un compact disjoint 

de SH). Donc 

Lemme 2. Quelle que soit la fonction LfJ sommable sur le tore, et dont le support 

est disjoint de celui de 1 1hyPerdistribution H, alors 

6.6. La prep~sition 5 du§ 5 se généralise ainsi aux hyperdistributions. 

Proposition 1. Soit 
int 

Cl.. e 
n 

un noyau tel que pour tout E: > 0 on ait 

Soit - int 
C e 
n 

une distribution d'énergie finie par rapport à ce noyau, 

:EQrtée par le fermé E du cercle et telle que 

=2rrc =1. 
0 

A,_lors, & f-le désigne la mesure d I équilibre du ferrné E 

IH} I r-e • 
Preuve. Elle est c~lquée sur celle de la proposition P 5. On considère encore 

Ep , avec p ) O et 1 1 on part de 
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Mais ici, supposant O < Ol. < p , on n• a plus la relation 

mais si 11 on écrit 

<"ex' /ep> = <"oc• /ePIEp) + <e°', uP.eplc Ep) 

en faisant intervenir les restrictions de U /Lep à E p et à son complémentaire, 

b t I
~eD 

le 1er terme du 2e m_em re vau f et le second, d'après le lemme précédent tend 

vers zéro lnrsque CX l O. 

Corrme < HOI., P-e p\ -t < H , p. e p\ quruid 0( \ 0 (voir expressions à 11 oide 

des coe f fie i ents de ll)uri er) , On 11 < H 1 ~ ) = I p. e P , Le pas sage à la limite ep 
f ~ 0 s I effectue eomme précédemment. 



(Séminaire d'Orsay 1%1/62) 

(Exposés de J .-P. KahFtne) 

Espaces de Suites 

§ 7. Analyse et synthèse spectrale dans t' . 

Exposé n!! 4 

7, 1. Analyse. Etant .~onnée une sui te c de ~ , quand V( c) est-il dense dans Y] ? 

Dire que les tre~1slatées de la suite C = (c ) 
n 

ne forment pas un système total dans 

e, c'est dire qu'il existe une forme liné~ire continue sur ie, et non nulle (associée à 

une suite Ô n n'ayant qu 1un nombre fini de termes non nuls) qui s'annule sur toutes les 

translatées c(p) de c 

Associons alors à la suite c 
n 

) '{" C ::: 0. 
"'---' 0 n n-p 

n 
la série formelle "généralisée" L -n 

C Z 
n 

(comportant 

des puissances négatives de l'indéterminée z) ; et de m~rne associons à la suite finie 

Jn le polynorne généralisé ) : Ônzn. La relation ci-dessus s'écrit 

Multl. pli· ant "" V-nzn t · · d L....i o_ par une cer aine puissance e z on obtient un polynome P(z) 

que : 

D1où le : 

00 

P(z) L cnz-n = polynome Q(z) 

~1 
P(z) E cnz-n = polynome -Q(z). 

-co 

tel 

Théorème 1. L'ensemble des translatées d'une suite c quelconque est non total dans 
00 -1 

~si et seulement si Lt cnz-n et - ~ enz-n sont deux séries de puissances représe~-

~t la m~me fraction rat~onnelle R(z) =-Pfz) • 
R(z) 

7,2, Analyse et synthèse spectrales. 

Prenons une sui te c de ~ avec V( c) non dense dans ~ • Le théorème 1 lui asso­

cie une fraction rationnelle R(z). 

Soit '[ E. C' et soit S(z) le polynôme associé à 0. Si f J._ V(c), alors 

~(z) est un polynome,donc S a pour zéros tous les pôles de R, Plus précisément 

atout p8le a d1ordre v de R(z), il correspond pour S un zéro a, d I ordre supé:l'.'ieur 
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v. D'où v relations : 
.-V 

~ n O ~ ( ) ( ) L 0~11 = • •• L n n-1 .. • n-v+1 a d'où n = o 
, 11 

n 

ou bien !.o, l = 0 
.:__i n ... ..-, a-i n = L-1 n Onr. == 0 

ou bien 0 1 -{l}, ••• f l{nv-1 rt} . 
On voit réciproquement que si ô est orthogonale à toutes les suites du type 

Il 
a , ... , v-1 n 

n a associées à chaque pôle d'ordre v de R, alors SR est un polynôme 

et que O l V( c). D1 où le théorème : 

Théorème 2, Soi~_ c une suite de If] telle que V(c) soit non dense dans 'f. 

Soit R la fraction rntionnelle associée (voir théorème 1). A tout pôle a d'ordre 

v de R il correspond les exponentielles polynômes (an) ••• (nv-1an) de v[cl. 

Le spectre de c (voir exposé 1) est donc associé de manière évidente à l'ensemble 

des pôles de R j de plus V(c) est engendré par ces exponentielles polynômes (la synthèse 

spectrale est possible). 

Remarque. On peut généraliser A,insi les notions et les problèmes intervenant dans ce 

paragraphe. 

On se donne un groupe topologique (G) et un certain evt( ê) de fonctions continues 

(à valeurs complexes) définies sur G. Une fonction f de ( f- ) est di te moyenne 

périodique si 11adhérence de 11ev engendré par les translatées de f est distincte de 

( é ) • Pour une telle fonction se pose dors de façon similaire les problèmes d I analyse 

et de synthèse spectrales, 

Exemple 1. G = zP (p = entier ::?-1 ) 

t = e v t de toutes les polysuites c •Ù n est un multiindice 
n 

(n1 ••• np), avec la topologie des semi normes en--, \en\• 

Voir Lefranc, GRAS t, 246 - 1948 - pp. 1949-1951. 

Exemple 2. G=R 

[= e,v.t. des fonctions continues à valeurs complexes définies sur R 

avec la topologie de la convergence compacte. 
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Voir par exemple : 

- Lectures on Mean Periodic Functions by J.P. Kn.hane (T~ta Institute of Bombay) 

- et l'article ori13inal de D1::lsarte (Jourml des 1fath, Pures et Appl. 14 (1935) pp, 

Exemple 3. 
2 

G = R • 

Le problème de la synthf)Se est ouvert. 

f\ Œ) 

§ 8. Analyse et synthèse spectrnles dans -t'. • 

~ 00 
est muni de ln topologie affaiblie ( d' e. v. t. duA.l de f 1). Un filtre 

(, 

verge donc dans Î 
CO 

si qu~lle r,ue soit la suite d 

) 
Pour toute sui te c d0 -{ 

00 
on pose 

403-453), 

" , 
C on dit gue c'est une pseudo-mesure. 

8 .1 • Ar1111yse. 

Théorème 1. Pour toute suite c de {,
00 

faible, le spectre Sp c de c coïncide 

avec le support S( ~) de lrè distribution ~. 

• 1) 1 
Preuve : Dire que ( e rna) r/-V(c) c I est dire s_u I il existe 'f drns -{, orthogonale nm. 

() t , (eina), c P pour out p E Z et non perpendiculaire a c'est à dire il existe f 

dans ~ 1 
avec pour tout p et 

" " .. 
Soit fc=O 

u 
avec et y(a) -1= O. 

(, 

Or on sait (Wiener) que J( .. t) est une rrlgèbre pour fa multiplicn.tion des fonctions 

(c'est à dire la convolution des suites de leurs coefficients de Fourier) et que les 

éléments de cette algèbre qui ne s'annulent pas sont inversibles. Drns ces conditions 

1 2 ) Si a t/-Sp c , 
/', 1 

il existe f dnns J=({ ) avec f ~ = 0 et i (a) /= O. 

A. 

ô étant continue, soit V(a) un voisirn:1ge cle 1, où [ ne s'annule pas, Pour voir si 

a ~ S(;) il suffit de montrer que pour toute fonction b.. , qui soit c00 
et 11 support dr.ns 

V(a), •n a 
A 

D. C = Ü, 

Il suffit d'écrire le 1er membre 
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!l""A , A.A 
(,-o')c = ( 6 • --- )( Ô c). 
0 i· 

Une précaution supplémentaire est pourtr,,nt nécessaire pour nppliquer le théorème de Wiener. 

,. 
Dans la parenthèse ( Ô , ~), 

1 ô 
il faut remplncer i par " f modifiée" qui soit dans 

g: (P ) , ne s I annule pas et soit " identique à f drins V(11,) ; on n bien ûors 

1 1 
/1. - = b.. --- f "{ modifiée" • 

alors il existe un voisinnge V(a) de a tel que toute fonction 

~ , c00 
, à support ètans V( a) soit telle que 

,. 
41 C = Ü, 

r::;v( 1,1) Toutes ces fonctions Î sont dans J t et il en existe bien une qui ne s 1annule 

p~,s en a. 

Remarque. Sp c = t, équivaut à S(~) = 9 • " Ceci équivaut encore à c = o, donc 

à c = O. Donc le spectre d1une suite non nulle de .t_ 00 
n1est jamais vide et tout 

sous e.v. fermé de {
00 

faible, qui soit invariant par translation contient au moins 

une exponentielle polynôme. 

000 8.2. Problème de la SY.!);thèse dans { faible, 

Il s'énonce ainsi 

Pour toute suite c de f 00 
faible, v[ëY est-il engendré topologiquement par 

les exponentielles qu I il contient ? ou bien 

toute suite 
' 1 

tf de f. ·' , (eina) (") orthogonale a chaque fois que a E Sp c =Sc 

,. " 
est-elle orthogonale aux translatées de c, c 1est à dire telle que Q c = 0 ? ou bien 

,. 1 
toute fonction Ô ~ J( ~ ) s I annulant sur le support d 1une pseudo-mesure guelcon-

~ c, est-elle toujours orthogonale à cette pseudo-mesure? 
,. 

Si c est une mesure, h réponse est affirmative. Mais elle est négative dans le cns 

général. 

Théorème (Malliavin), La synthèse spectrale n I est pas toujours possible dr,ns { 
00 

fe,ible, 

Preuve. Existe-t-il une fonction f de J( t1) et une pseudo mesure T telles qtw 
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S(T) ( f- 1 (0) 
? 

<T,f>=O 

L'idée est de rechercher simultanément f et T en prenant T sous une forme qui 

dépende de f, Plus précisément, l'espace des pseudo mesures étant normé (la norme d1une 

pseudo mesure étant le sup des modules de ses coefficients de Fourier), on cherche une 

C(';' (1)1) f réelle de V1 t, et la pseudo mesure sous la forme notée 

( 1 ) 6 (p) f == r-+ro (iu)p /uf du (p entier ) 1 ) 
"-oo 

qui, c111mme intégrR.le vectorielle à valours dans 11 espaee de Ba.na.ch J ( Qe) ) converge si 

II 

La notation ô (p) f a été employée ici, car si ( (p) d' . 1 d' . ' O es1gne a er1vee 

distribution de Dirac, l'intégrale (1) représente formellement ô (p)f, 

b (p)f vérifie le lemme suivant: 

e 
p de la 

~ 1, f désignant une fonction réelle de P'(11), posant (1) et supposant que 

f satisfait (II), ~ 

( t1' , h Pr) ~ (-1}P p! 2rr J +ro p
0 

(u) du. 
-oo 

avec iuf(t) L" . ( ) int e n p u e 
Il 

et p entier? 1. 

,,,.., n1 v{i"'(j)OO) Preuve du lemme. Toute g E j'( t ) définit une forme linéaire continue ~mr 1-< L 

et l'intégrale forte ô (p) f étant à fortiori faible, on a 

p J +oo (· )p iuf(o)> < g , fJ f) = ( g( o) , rn e du 
-00 

J 
+oo J 211 

iuf(x) 
= (iu)p du g(x)e dx. 

-oo 0 

D'où, grâce au théorème de Fubini et en prenant 

avec et 
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f'2T( r+ro . 

~ hfq , d (p) f) = ~ i h(x)fq- 1 (x)dx j if(x)/uf(x) (iu)pdu 
l ' 

JO -oo 

d'où en intégrant par parties 

/ hfq ..__ , i,(p)f's _ lh( )f(q-1)( )dxr iuf(x)(. )p-1d 
,, - -p j X X •J e lU U 

d (p)f.> - <hfq- 1 ,\ (p-i )f> - -p . , v / 1 

D'où 

De m&ie si q > p. 

Comme toute fonction k support disjoint de f-
1 

( 0) peut s I écrire d I après le théorème 

de Wiener hfq avec h E' 5({ 1
) 

c'est que . s(b (p)f) c f-\o). 

Grâce ce lemme, le théorème de Halliavin résulte de la proposition sui vante 

Proposition 1, Il existe une fonction réelle f de 
(î ( 1 3-(t) telle qu'en posant 

iuf(t) 
e rv 

~ ( ) int ', p u e 
~ n 

(u réel) 
n 

on ait les relations : 

I p (u)du f. 0 
0 

II (p entier):, 1). ---, 

La condition II n'étant pas très maniable nous allons la remplacer par la condition 

II" plus forte, mais plus maniable. 

Transformons d'abord II en écrivant 

Il iuf j 1 , / (~ ( ) 4)1/4 _ \1 iuf\\ 
e 1 = SUPJP ,\ul ~ w pn u - :1e '',1" (n4) 

:J,'(F) n n ·1-1 t'. 
\., 

De plus //uf(t) j = 1 

p (-u) = p(u} • 
n n 
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On peut donc remplacer II pe,r la condition sui vante plus forte 

II I r lu lp(">:I pn (u) 1
4

) 
114

au < 00 (p entier:;,, 1). 

Relation que 11on peut encore simplifier en utilisant l'inégalité de Holder avec 

p = P1 + P2 

j~u t11i2('.LJ pn (u) 14) 1/4 < (J ~ u 4/3 P1 du)3/4( f /P2 I: [Pn (u) 14 du) 1/4 

Choisissant p
1 

tel que la 1re intégrale du 2me membre converge on voit qu'il faut 

(avec t )' 0) 

La proposition suivante, entrainant la proposition, démontre alors le théorème de Malliavin: 

Proposition 2. Il existe une f réelle dans g,~(~1) telle gu'en posant 

iuf(t) ~ ( ) int e 0-..J p u e 
n 

n 
on ait les relations 

II Il (p entier), 8). 

Cette proposition résulte du paragraphe suivant. 

§ 9. Séries de Fourier aléatoires. 

9.1. Définitions relatives au calcul des probabilités. 

g-, désigne un ensemble (appelé champ de probabilité) 

'ç = tribu sur J · (un événement est un élément de la tribu) 

r = mesure positive de masse 1 sur ( Ef, t'). 

La probabilité d 1un événement est sa mesure. 
A 

Un événement est dit presque sur (p. s.) si sa probabilité est 1. 

Une variable aléatoire (VA) h réelle sur (J, (°, ~) est une application mesurable 
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L'espérance math8mdique E (h) de la VI.. h est, si elle existe, la valeur de 

11 intégrale [(h) = 

La fonction caractéristique de la VA h est la fonction R----, C 

Exemple utilisé ci-après : 

k est un entier fixé quelconque 

5\=[0,1] 
'i:k = tribu borélienne sur g:"k 

r-k = mesure de Lebesgue sur zf' k 

La relation 
1 

t=-
Vfiî 

définit par inversion une fonction 

__, iuh 
u - C (e ). 

(r.· 

C{-,R 

L1 application correspondante est appelée "loi normale sur S k" • Nous la noterons 

\. Un calcul donne 
2 

• Z_ u 
'-(? lU_k - 2 • 
G (e ) = e 

Indépendance : n va,riables aléatoires 8 
1 

••• 2?i définies sur le même espace 

de probabilité ('.fi', 'Ç , p) sont di tes indépendantes si par 11 application notée 

n 
~-+ \7 R 

k=1 

ü.) -:> ::::: ( (J_)) • 
k 

L'image de la mesure p sur fi est égale au produit des images de p par chacune 

des applications "~:-' ,__,_ k" 

Les VA('---:-' ) en nombre quelconque, définies sur le m~me espace ( j', P, p) '_..Ji i E-. I 't, 

forment une famille de VA indépendantes si toute sous famille finie est formée de VA 

indépendantes. 

Par exemple, dans 11hypercube 
00 

0 
J = T( 5k rrruni de la tribu borélienne et de la 

1 
nesure ~ produit des mesures fle Lebesgue /L k' si TT k désigne la projection canonique 
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de {3;i sur ~\' alors les VA 

sont indépendantes. 

9,2, Définition d 1une série de Fourier aléatoire. C'est une série de Fourier 

~ int 
C e 
n 

où les c sont des variables aléatoires, à valeurs réelles ou complexes, définies sur 
n 

un même espace de probabilité, 

Ici, avec les notations ci-dessus, nous considérons les VA indépendantes réelles et 

normales 3 définies sur 11 hypercube f' et 11 on considère la série de Fourier aléa­
n 

toire, réelle 
00 

(1) f(x) rv): rn (~n- 1 cos nx + ":;
0 

sin nx) 
1 

où (r) est une suite réelle, positive, soœmable. 
nn1'1 

Les énoncés des lemmes ci-dessous se rapporteront tous à cette série de Fourier 

aléatoire. 

9.3, Propriétés de la série de Fourier aléatoire du tyPe (1). 

~ 1. Pour la série (1 ), on a p. s. 

et 

Prouvons par exemple la 1re inégalité. 

Le théorème de Lebesgue nous montre puisque L r <oo et . n ~ ! ::;2n\ uniformément 

borné en n que 

C'est donc que 

~ 2, Pour la série (1), posons 

iuf(t) o:;-, ( ) int e rv>_pue ....,._. n 

.&0.!! Î+oo p
0 

(u)du ~ 0 avec une probabilité positive. 
J _oo 
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On voit d'abord que 00 
.Q"):ï• ( ,._, r--< • ) e,L_.ilu r . ..:-....1

2 1
cos nt + r ~ srn nt 

1 
n n- n 2n 

( e ) 

oo iu r ·-::r
2 1

cos nt 
= n te n'-' n-

r-1 . 

oo iu r 2n sin nt) n "t(e n 

avec A 

2 2 2 
- ru cos nt 

n 
00 

= f( e 
1 

= 0 

2 -au 

, 00 2 
=-')°'r 2 "---L n 

n=1 

z 

d1où, gr~ce au théorème de Fubini 

Cl) 

n e 

1 

2 2 . 2 t - r u srn n 
n 

J
+oo \ +oo 1 f+m J2 

E p
0

(u)du = J fi(p
0

(u))du = 2Ï\ du 
-oo -oo -oo 0 

j+ro -Au2 
= + e du < oo. 

-oo 
(-kD 

Comme 11 intégrale sur ~ de \ p 
O 

( u )du est finie non nulle c I est que cette quanti té 
J _oo 

est non nulle avec une probabilité positive {strictement). 



{Séminaire d'Orsay 1960/61) 

(Exposés de J .-P. Kahane) 

Espaces de suite 

on a -

Lemme J. Relativement F~ la sé:rie (1) posant toujours 

iuf(t) 
e ~ ( ) int 

r,_) G :pn u e 

= e 

Exposé nQ 5 

• 

En effet Î '. ( ( _ ) \ ?. int • p u , e est la série de Fourier de 
1 

2 TT 
iuf(t) -iuf(t) 

e * e 

d1où 

or 

avec -

Il 

f,(; :ipn(u)(2 eint) = 21TT ,:2TT dw > eiu(f(w)-f(t-w)) 

<.i 0 

r-, 

iu(f(w)-f(t-w)) 
1
oo

1 
iuc'::.-i2n_1 rn(cos nw - cos n(t-w)) 

e = 1 t e 
1 

iu ::--,_,
2
n rn (sin nw - sin n(t-w)) 

e 

2 
oo -2u 

= fTe 
1 

2 . 2 nt 
rn sin 

2 

Lemme 4. Avec les m~mes notations, on a 

+ro t ~ f P (u) Il 4 = _1 _ !-
.::..._; 1 Il ( ) 2 j -oo 2TT 2 

2 
e-'f(x,t,)u 

00 2 
lf (x,t) = 8 L r 

1 Il 

Preuve. On remarque 

rr 

. 2 I1X -2 nt sin sin • 
2 2 

est la série de Fourier de 
1 iuf 

IT e 

et que la fonction iuf 
e est de carré sommable, d:où 

2rr 2JT . )) 2 "Ç"ï/ ( )/4 = _1 C d.x\1_1 \ 1u(f(y)-f(y-x d j 
L-J p U 2,.,- 1 2 Tf \ e y 

Il 1( 1 , '· 1 
:,_/0 uo 

= 1 J eiu(f(y)-f(g-x)-f(z)+f(z-oo) dx dy dz 

( 2TT)J ) 
T 

iuf 
* e 
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\ 

\ 

1 

/ 

~ 

\ 

Comme 
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f::, /u(f(y)-f(y-x)-f(z)+f(z-x) = n 1-, n 

avec 

avec 

1 •,, 

-e_ iu(~~~2n_1rn(cos ny-cos n(y-x)-cos nz + cos n(z-x)) 
Ge 

v P- iu(~
2 

r (sin ny •.•.•. " ._,e n n 
1 2 2 2 

- 2 rn P n u 
= e 

On / iny in(y-x) inz in(z-x)/
2 

= e - e - e + e 
1 

1 iny inzj2 / inx/2 =-e -e .1-e 
1 1 1 

. 2 nx . 2 n(y-z) = 16 Slil 2 Slil 
2 

on en déduit que 

puis 

avec -
1 ,,\\ \ 

\\ 1,\\ 

ri0 
\\' ,\\\ 

Î(eiu(f(y)-f(y-x)-f(z)+f(z-x))) = e-lp(x,y-z)u
2 

= _1 _ J e- ~ (x,y-z)u
2 

dx dy dz 

(2rc)3 T3 

= _1 - \, e - cp ( x, t ) dx dt • 

(2rr? JT2 

9.4. Lemme 5. Il existe une suite r de nombres positifs tels que 
n 

p+1 
2 

dx dt 

lfl ( t) 8 -::-i 2 . 2 nx . 2 nt t 
1 x, = L r n s 1n 2 s rn 2 ~ p entier ~> 8. 

,\\' \\ 1 \ \['\\, 1\\\ [\\~ 
Dans le carré O /. x ~-2 il 

. \' ·. ' \ \. \ . 

\\ \ ,\\ 1 \\ 1\\\ I\\ 11 \ 

l""~~""· I'\ ',, '~ 

considérons pour + 
j E: Z 11 ensemble G. 

J 

'~ ' ·, ·· .. ·•.... '·,,,_\ '· ·, " ', ·---.. '-, ' -,, ·-... ·.. '·, ~' ' . 
\. '"· ,, ', 

~~"' ··<·~' ~' " ' '· '· '" . .... 

\\ 
\ \ l\'\ 
>\ 
,\\ '(\ 

(x,t) satisfaisant aux relations 

1 • 4jx ,
1 

'> V2 
isrn 2 1 2 I

l , 4jt 1 \ V2 
Slil - / -2 1 2 

des points 

["-....... ",. "", •. . '-.,_ 1',,.,"" ~\ 
\\\' l\\\ . ... "" I"., ........... , " ,::::: [\';, ~ ",.\ '·, ..... ', .... 

et désignons par H. 
J 

l'ensemble des points de G. 
J ,,\ 1\\ ..... ~ '•·· ..... """ 

1'< ,, '"" '-·, " 
~ 

\~ \~ \\\ ·~ ~ ,\ \. •,\ 

~\ !\~ 0~ \\ 
~ \\ 1\ \ \\' 
.__ 

'· " 
~"-"" ·< 

1\\\ >\': 
[\\ \\\ 

I':~'' ' ' ' ·\, I\ -'\ 

,.?· ,''\.·,. 

<<,1 
1~~~; 

,, .... j 
,,\\,J 

! 

--
n 1appartenant à aucun G. pour 

1 

On vérifie (voir figure) que H. est la réunion 
J 
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j 2 -2j 
de 12 carrés dont chacun a pour surface TT 4 et que la réunion des H. recouvre 

J 

le carré (C,2T() 'f.. (0,2 n:) presque partout. Comme sur H., on a : 
J 

2 . 2 4jx . 2 4jt 2 
~(x,t))8r

4
jsrn 2 srn 2 ) 2r

4
j 

et que la mesure de Hj est TT
2

3j4-j la condition de l'énoncé du lemme est satisfaite 

. 1 
dès que L (3/4)J +

1 
< co ce qui est possible avec une suite an sommR,ble telle 

j (r4.)p 
que la sous suite r

4
j Jne tende pas trop rapidement vers zéro. 

9,5. Démonstration de la proposition 2 du paragraphe 8. 

Nous cherchons la fonction f de sous la forme (1), la suite r satis­
n 

faisant à la condition du lemme 5. 

Le lemme 1 nous apprend que p.s. f::: J(P1 
). Le lemme 2 affirme que la condition 

I est réalisée avec une probabilité positive. 

Pour montrer que la condition II est réalisée p.s. il suffit de montrer que 

utilisant le lemme 4 il faut voir si 

('00 . ( ) 2 
1 l

p - ,4l x,t u d / 
\ u e ' u \m. 
,J 0 

Le changement df variable 

fait apparaitre la fonction 

n 

2 lf (x,t)u = v 

f et la condition 
p+1 

j 2 
tp(x,t) 

n 
- 2 dx dt 

qui est celle de l'hypothèse du lemme 5. 

Ce mode de démonstration nous donne les deux corollaires suitants 

9.6. Impossibilité de la synthèse dans 
,oo 
), 

t 
faible pour les distributions de 

(si Ô = 2, on a vu que la synthèse est possible). 
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Pour démontrer cette impossibilité, on reprend la d0~onstration ci-dessus du théorème 
'(' 

de Malliavin. Il suffit de prouver alors que 0pf peut être un élément de (i,0) 

c'est-à-dire qu I il existe p entier ~-1, tel que 

roo . n 
p ' lU.t: li J o I u I ile I! J (ff) du < oo • 

Or L \pn(u)!Ô -~ (sup/pn(u)j )f-2 L\pn(u)\2 • 
Il Il 

( ( ) ) 1t1 oo et n, 2 Comme la suite pn u n est dans r. on a 

; Constante 

) /J' iuf( , ou e ) 'lr-2/r 
1 J(~(X)) 

Utilisant ces majorations sur les intervalles O ~ u -< 1, u >✓, 1 , il suffit de montrer 

que 

Or p1 et p
2 

étant 2 réels de somme p, l'inégalité de Helder s'écrit 

( oo P1 +p2 . f 'f-2/f 

j1 U i\elU 11;,-(e~) 
'[-2/fj' 

du) • 

Il suffit de prendre p 
20 < -1 - t ( avec 
2 

E ) 0) pour rendre convergente la 1re in~grale 

du 2me membre d'où 

P2f 0 
0-2 ) f-2 (p + 1 + E) • 

La théorie du § 8 nous rirouve alors qu I il existe une f dans ,:F aoo) de façon que 

la 2me intégrale du 2me membre converge. 

9 7 ;i:, ~ int 1 • 1 . t • • Condition suffisante portant sur un noyau 't' ~J G o. ne pour gu 1 ens e 

.!!_ne distribution d I énergie :t~ (par rapport à ce noyau) ne satisfaisant pas à la synthèse 

1!,armonigue dans Q 
00 faible. 

Cette condition est qu 1il existe une suite sommable positive (r) telle que 
n 



5 
r2 oo - -t ~ (t)(~ r~ sin

2 
~) 

2 
dt < oo. 

- 5 ... 

En effet, avec la méthode qui nous a servi à démontrer le théorème de Malliavin, il suffit 

de montrer qu'il existe u..l'le f de J(~
00

) telle que 6 'f soit une distribution 

d'énergie finie d I où 

avec toujours iuf(t) L ( ) int e r,J p u e • , n 
n 

L'inégalité de Schwartz donne avec p
1 

+ p
2 

= et p
1 

et p
2 

réels 

il faut 

d1où 

soit 

avec t ) 0 

2:p =2-2p \ 3+E \ 4 2 1 / ' 

4 ,:_--, 1 ( )12 u / . ci. p u I du < oo '---' n, n 
n 

P• s • 

ce qui est impliqué par 
00 

j u 4 f (':' \ p ( u) j 2 O'. ) du / oo • 
t....--- n n ' 

o n 

Le lemme 3 du§ 8 nous prouve qu'en prenant (avec notations du§ 8) f sous la forme (1), 

on a 

il suffit donc que 
2r, oo 

Î 'f(t) \ 
jo JO 

2 rr ( ) 
\~ , ) ( ) j 2 i n+k t dt 

J 
Lxk p u e 

1 n 1 

0 

= 21T f-, \' cxkln (u) 1
2 

· L-J l'K 1 

k 

4 
u e 

2.,......., 2 . 2 nt 
-2u L rn srn 2 

n 
du < oo 

donc, en effectuant l'intégration par rapport à u, que 
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10. Résultats complPrnentaires, 

Le problème de synthèse considéré ci-après est différent des problèmes envisagés 

jusqu I ici. 

Les données sont 

- un noyau 
int 

,:;--i C'l e dont les coefficients de Fourier .:......, n 

et tels que toute suite c telle que 
n 

Ic = /1 c 11
2 

=: >: Œ I c \ 
2 < oo n· .__, n n 

ex sont ) o, 
n 

soit à croissance lente (resp. plus lente que toute exponentielle) c'est à dire la suite 

des coefficients de Fourier de la distribution (resp. hyper -) 

Ic est dite l'énergie de c et ces distributions (resp. hyper -) forment l'espace de 

Hilbert H des distributions (resp. hyper -) d1énergie finie par rapport à 1:. 

- E est un fermé du tore tel que Cap<PE) 0 

- On appelle JCE la partie de Je formée par les distributions à support dans E 

sous ev faiblement fermé. 

Dans ces conditions, on dit: 

La synthèse est possible pour le noyau <P si 11ensemble des mesures ponctuelles 

portées par E est total dans '10 
t1l' 

E 
(dans un evt localement convexe, la totalité forte est 

équivalente à la totalité pour la topologie faible). 

Nous établirons le théorème suivant. 

La synthèse est possible s 1il existe une classe 'Ç de fonctions c00
, positives 

Af_finies sur T, telle gue 

G) Pour toute ~ de r· il existe une mesure u. de XE gui minimise IT 
7) , 

1 et!) , 
1 

_parmi toutes les T de Je 
E 

telles que 
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@ Pour toute T t O de ]fE, il existe une fonction lf, de telle que 

T 

Q 

Hyperplan des T 
telles que 

T( ~ ) = 1 

par une constante on ait 

Preuve. Dans 8(:E, soit Q l'adhérence du sous 

e.v. engendré par les mesures. 

Si Q différait de J.eE, il existerait 

T de 3'€E orthogonale à Q., 

D'après l'hypothèse 2 du théorème il existe lO 
1 

dans S telle que, après multiplication de T 

D'après l'hypothèse 1, il existerait une mesure 
~etp 

T de ~f E telles que 

dans l'intersection de Q 

et de l'hyperplan P des éléments 

aurait 
fe\f 

orthogonale à P. 

D1où l'impossibilité puisqu'alors le triangle OT LL aurait deux angles droits. 
1 e~ 

Le théorème doit ~tre complété par la preuve de l'existence de classes t satisfai-

sant aux hypothèses G) et @ , 

Remarquons préalablement que 11on peut prendre 'ç réduite à la fonction identique 

à 1 sur T dans le cas particulier où 11espace Jê est stable par la multiplication 

par une exponentielle; c1est à dire lorsque pour toute suite c les conditions suivantes 
n 

sont équivalentes 

et 

(en effet, si dans le raisonnement précédent la distribution T orthogonale à Q est 

telle que son ne coefficient de Fourier T est non nul alors 

et la mesure 

n 

( .2. Te -int , 1 ) == 1 
-T 

n ' 

intervenant ci-dessus est la mesure d'équilibre). 
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Proposition 1. La condition est impliquée par (D 

(!y Pour toute 4> de t , et pour toute réunion finie F d I intervalles ( de 

longueurs) O), le supp~:r:._t de 1~ mesure d'équilibre (de F par rapport à 1) charge 

~ F. 

Preuve, Nous procédons comme au§ 5 , Considérons les nombres cxet p tels que 
1 

o<O( <p, désigne la mesure d'équilibre du fermé Ep, T étant une distribu-

tions d'énergie finie portée par E telle que <T, 11> = 1. T<X désigne sa régularisée 

pe.r /;;. ex. ( cf § 3 ) • Nous avons 
\\) -

<TN, Ll~}r, =2IT')"'1cx T ( 1•Llp) =2IT>.T CX (Llfp) = 1 Ull~T,..,(Parseval) • 
..,.Ir"<- L...Jncx pn .i.-Jo. -ni -n ip"'' 

v n n n n 

Or, nous avons vu (cf. § 5 ) que sur S( f1-; ) , donc sur E p d I après 11 , on a 

u.l+l ulJl 
U r p = I r-p lf' 

P•P• par rapport à toute mesure d'énergie finie donc p.p, par rapport à la mesure de 

Lebesgue, d1où ,p , t1 -r r 
(T0-,P·p li =I p JTu~î. 

Appliquant l'inégalité de Schwarz au 1er membre, on trouve 

Donc, si (Y,. tend vers zéro 

Comme précédemment, on voit, lorsque p tend vers zéro 

LL'f T 
r: ~ I • 

Proposition 2. La condi tt_on (V est impliquée par (1'9 : 

-~ ~ de Ç est concave sur un intervalle I contenant le fermé E étu­
dié 

1" - cet intervalle I a une longueur ~ < TT 

aux extrémités de I, et pour toute 
le noyau). 

Nous utiliserons le 

d ·r 
,_p e 'i , 

1 
on a 

Lemme. Le noyau cp étant strictement convexe sur ] 0 , 21T [ , alors le potentiel 

est 
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engendré par une mesure positive r est strictement convexe sur tout intervalle ouvert 

w gue ne charge pas p-• 

Preuve du lemme. Soit [a
1 

a2] dans w, Soit a
3 

un point de h a
2
] 

a3 = Àa
1 

+ (1-)Ja
2 

(0 <À <1), 

Ufl ( ) Pour comparer les valeurs de aux points a. i = 1 , 2, 3 partons de 
l 

u/1-(a.) = j! f(a. - t)dr1-(t), 
l TT l 

Les membres 1 (a.-t) = èi?(t-a.) s 1interprètent graphiquement comme les ordonnées des 
l l 

points de la courbe <Ï?( ) aux points A. d1abcisses a.-t. La fonction 
l l 

E(t) = ÀP(a -t) + (1-À)'P(a -t) - '±'(a -t) 
1 2 3 

continue, ) 0, atteint son mininrum E ) 0 sur le compact S ~, Donc, 

D'où l'inégalité cherchée en intégrant par rapport à ~L• 

0 ù.1 CL~ Q ,2 Q,JT 
Preuve de la proposition 2, Pour simplifier l'exposé nous prenons l'origine sur T 

en une extrémité de I et nous identifions le tore à 11 intervalle ]o , 21t [ de R : 

deux points se correspondant par ce "déroulement" s'ils ont même abcisse. 

Raisonnons par l'absurde. L'ensemble des intervalles de R coupant E et que ne char,ge 

pas ~~ (mesure d'équilibre de E relativement à ~) est inductif vers le haut 

pour la relation d'inclusion, Parmi les intervalles maximaux nous distinguerons les interval-

les finis et les demi-droites. 

1 Q) Si le segment (ab) n I est pas chargé par r 1 



' 1 
1 
1 

'' '1 
1 1 

'' '1 
1 

P•P• sur E 

(pour toute 't d 1 énergie finie) 

: , rr 
i i \ U ~ I ~ sur S ( ~l. 1) ) 
1 1' 
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l : ; P-~1 [ i ! : Q U· 1 strictement convexe (et continu) sur ]a , b • 
___.J'HI ..:........-Jl!;'~-·------

a ~E)a 

Donc sur ]a , b[, le grr,,phe de ufl est strictement au dessus de celui de I~; et 

U~ ~ = I ~) , v. P• P• ce.,-ci est en contradiction avec le principe du maximum. 

2!!) Si P-lp ne chargeait pas (c , +co), (ou bien symétriquement, une demi-droite 

illimitée à gauche et contenant l'origine), alors quel que soit le point d à droite de 

ufllr (d) >1 Il.\J (d) 

u~l~ (c) = 11 (c) 

(ou bien une relation analogue dans le cas symétrique). 

Ce qui s 1écrit plus succinctement : 

3c E E 'ï/d à droite dans E U(c) { 4~ (c) 
U{d) "î{TI 

ou bien condition symétrique, 

Ceci est absurde si: 

'r:/c E E 3 d · à droite 

et condition symétrique, 

Mais en tenant compte de U(x) = r~(x-t)di-,L(t) on peut remplacer l'inégalité par 

lf (c) < inf 

Î\dJ t { C ', 

t E 

Nous remarquons alors que : 

4' ( c-t) 
ê} (d-t) • 

- puisque If "décroit à une extrémité de E11 
· au moins on ne peut espérer réaliser cet-

te condition si la longueur t de I est ; Tl 

- dans 11inégalité; on peut prendre pour d l'extrémité droite e de E et 

alors il suffit que 



K 

-~ 
1 
1 
1 

' 1 

: 

- 11-

Ve E E 

et condition symétrique 

_et 'l'é ·
2

1TT h d qi(Q);n t d d l'd ,1-, - ceci es rea 1s s1 e grap e e ~ 1 es au essous e ce u1 e 'f 

puisque 1' est strictement convexe et que ~ est concave, il suffit que 

q:'
1 

( ~ ) K 1 ( ~) • • , • îîîJ ~ 7îJ ( et conà.1 tian syrnetnque) 

et 

Le théorème de synthèse est donc établi pour les fermés E contenus dans un arc 

I de longueur ~ < TT et les fonctions f pas trop concaves sur I "définies par 

(!")" si l'on montre la 

Proposition 3, L'hypothèse(!") entraine l'hypothèse (II). 

Preuve. On prend pour origine sur le tore une extrémité de I 11abcisse e d'un 

point de I variant entre O et rr • 

1Q) Dans le cas des distributions, considérons les fonctions În suivantes sur T 

= 
{

r 1 - t:. n en sur un ouvert 9 contenant I 

n'importe quoi ailleurs 

L'application de déroulement du tore sur la droite, si on la restreint à o, est un 

isomorphisme de variétés Cm. 

A une distribution T portée par E, et orthogonale aux În' il correspond 
A 

biunivoquement une distribution T à support compact sur R (donc d'ordre fini m) 

n 
et orthogonale aux polynomes 1 - ( x. 

n 
~m 

Or, ces polynomes forment un système total dans C. (R) = ev des fonctions de 

m 
classe C sur R avec la topologie de la convergence compacte pour les dérivées 

d'ordre < m. 
'\ 

T = T= 0 



- 12 -

2Q) Dans le cas des hyperdistributions. (On aurait pu se dispenser du 1Q). 

Nous avons vu qu'une hyperdistrihution T sur le fermé E de T correspond à une 

forme linéaire continue sur les fonctions holomorphes sur E ( considéré comme une 

partie de C), définie de la façon suivante à partir d'une fonction T holomorphe 

dans 1 / 
(T , 1> = 2rri \ T(z) 

uf 
f enlaçant une fois E 

i(l-z) 
Z = f(z) - 1+z 

0 

Par la transformRtion holomorphe f C ---, (C 

z ---, Z = i ( 1-z) 
1+z 

iS e 
e --r tg 2 

(z) dz 
z 

/\ 

toute hyperdistribution T portée par E devient une hyperdistribution T portée 

A A ~ 
par une segment borné E de R. Supposons T orthogonale aux polynômes p = 1- EX, 

Il m 

Les p se prolongent au plan Z en 1 - é Zm et comme ces polynômes forment un 
n m 

systè_me total dans dt (Ê) = ev des fonctions holomorphes sur Ê avec la topologie de 

A A 
la convergence uniforme sur E (Mergelyan) ; alors T = O, Ceci équivaut à T = O. 

Et il en est ainsi si T est orthogonale aux fonctions p of= 1- E tgm ~
2

• C'est bien 
n m 

le cas, si 11on choisit convenablement les E. 
m 



Séminaire d'Orsay 1961/62 

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CO/M-'LEXE 
-=-==-==-=-=-=-:::: .... 

(Expos0s de B. Malgrango) 

Rappels sur los Vnri6tüs Diff(renti □ blos 

. I. ~tü topolooigue de dimcnsion n. 

H0mnrquc. Un cspGcc loc2lc:mont honv'.cmorphc J ;/1 n::::,st c;-,s r.éc,:2s2in•mrmt 

séparé. 

G12rmes de fonctions conti~1.• On dit quo deux frmctions, d6fini0s et contjnue:, 

dans un voisinDgc d'un point a de V, et È1 valeurs r6clh:s 1 dUinisscnt le mfoc, 

germe en a si elles coindidcnt dons un voisinë1go de êl. On notcrc1 f 
ô 

le, germe 

défini par la fonction f : V~ H (il est clair· 1wc· let rolûti.on dôfinic ici Pst 

une relation d'équivnlcncc), et 0n aur~ ainsi 110sp2cc vectoriel C
0 

des germes 
éî 

de fonctions continues '.JQ. n. 

Transposée. SoiE:nt d0s hom~fomorphismos f : V ~ W et ~~ : W ~ X cntr,, 
• 

trois va~iétés topologiques (de dimension n). C~ notera f~(g) = gof 11cpplic~­

tion composée au sons de la théorie dr.s c0nsc-mblos, et on r3ura ainsi (o 0 f )(n) :::: 

II. Variét6 de classe Cr 2t de dimension n. 

A) Soit E un (~Spùcc affine (sur R) de~ dimension n. On suppose conr,;_,c• 

la notion de fonction r fois continuemGnt différenti2bla dans un ouvert & de 

E; elle est invariante par changement de coordonnées affines (r est un entier 

positif fini, ou + oo ). Avec la même rc,lation d1équivnlcnce que ci-dessus, on 

introduit la notion de germe de fonction 

germes forment un espace vcctoriel 1 not6 

r fois différentiablr on a E E ; ces 
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Espace des vecteurs en n. C'est 11ospece vectoriel T des vecteurs d'ori-
o 

gine a, dont les 616monts sont les couples (a,b) avec b E E quelconque (c'est 

le sous-ensemble { é1 J x E d0 E x E). 

~pplic2tion tangente. Soit f : & ~ F une npplic2tion de classe Cr d'un 

ouvert &(E dans un espace affine F, Son applic2tion lin~airo tangente en 2 

est Ilapplic2tion f! : Têt ~ Tf(a) de l1cspaco des vecteurs en a d::ms l 1cspJc 0 

des vecteurs au point corrcspond2nt f(a), donn{e p2r la ~-triccj □cobicnnc 
of. 

(0/C1)) dans l'espace voctorfol Dssociu. 
l 

r-difféo.!Tlor2,~ism,:;. 8!csc unc applicntion bijocti•;c d 7un 0uwrt e-c E sur un 

ouvert f'l. (F qui est de clGssc Cr ,ürisi quc son inverse. 

B) Défini tiono 

Une nriété V do classe Cr et d,:: dimension r1 est un0 variétt~ topolo0ioue 

(de dimension n) sur luquellc est donnô, pour tout □ f V, un sous-ensemble Cr 
:1 

de c0 
possédant lo propriété sui von te : Pour tout a il exi st0 un voisin;:igc ou­a 

vert (o/ a de a, et un homéomorphi smc lf) de I}, sur un ouvert J1 d'un csp,)-
c, 

ce affine (fixe) E, de dimension n, tel que \fr E: Ô'
8

, lp,;(cr~(b)) 

Une telle é1pplication 1 s 1c1ppellc un r-diffôomorphisme de 0-a sur I1. 

Plus générnlcment, un homéomorphisme (f : V ~ W entre deux vc::Œiétés de cl;:ssc' 

Cr , 
sera appe le un r-difféomorphismc si les germes de fonctions de clnsse Cr se 

correspondent. Par définition, les 616ments de C~ s'appellent germes do fonctions 

de classe Cr (ou r fois continuement diff~rcnti □bles) on n ; une fonction f 

d0finie et continue d:rns un ouvert ~ CV est di te de classe Cr si, 'r/2, C B-, 

f E cr a a• 

Une carte l_Ç'c::ilc est un couple: ( (} ~ l{)) forrr.0 p2r un ouvert ô C V et 

un r--difféomorphismc tp de 0- sur un ouvert J1 de 11 cspc1cc ;:if fine E, En 

-'> 
choisissant une origine dm1s E, et une bnsc de l 1esp2cc vcctorid E 2ssoci,; 

à E, on pourra exprimer à 11nide de coordonnées locales 
\ 

"' • •' X ) • n 
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Soient V et W deux variétés de clossc Cr ; une opplication continue f : v~w 

est dite de classe Cr si l'on a, Va E.V t'\c~(o)) cc: (si V et w sont 

deux ouverts dans des espaces affines, il est clair que cela coincide avec la défi­

nition ordinaire). 

Remarque. Si l~on a muni V d1une structure de v2riGt6 do classe cr, il existe 

, r-1 evidemment une structure unique, de classe C , computible avec la précédente. 

On pourra ainsi considérer une variété Cr comme étant aussi Cq, 0 ~ q ❖ r, 

C) Vecteurs (sn ri) .92_ V, .Y..nriété de classe Cr (r ~ 1). 

Ce sont des triplets ( e-~ ~ , X) où ( & , ~) est une cé\rte locnlc 

a E &Ï➔ .n 3b = ~(a) (!1 ouvert nffine de E) ot ot.1 XE T tp(a); modulo 

la notion d~équivalenco (e-, ~, X)"v(6- 1 , lf, X1 ) si 11npplicntion li1 définie 

par le diagramme ci-joint 1 (qui est évidomment 

un Cr -diffcfomorphisme) vérifie ~; (X) = X'. 

L1enscmble T des vectours do V en a ost a 

muni d'une structure de R-cspace vcctoriol. 

Ces vecteurs sont souvent appelés vecteurs tnngents (à quoi?). Nous n'emploierons 

pns cette terminologie. 

) r W d . 't' D Si l'on a une application de classe C f : V~ entre eux VJr1e os 

de classe cr, on en déduit (à l'aide des cnrtcs locales) l'application linénirc 

i:angente en 

vecteurs en 

81 fT: T ~ T ( ) où T (et Tf( )) sont les espaces des 
a a fa a a 

a (et f(a)), 

Théorème des fonctions composées, Si l'on 8 V~ W ~ X, f et g Otnnt 

des applications de classe cr, on aura (la propri6t6 étnnt vr2ic sur les cartes 

T T T [ ~( ) ]T T ? locales) : (gof)a = gf{a) o fa, On pourra donc écrire f g a= gf(a) 0 a= 

( T)*( T T ( T)lf I • • • fa gf(a)). On "oublie" en générnl le dnns fa et on ecnra 0ins1 : 

(t*(g)j ! = f:(g~(é;)). 



On sous-entend souvent les points a et f(a), lorsque colG nG prête pas h confu­

sion, ce qui permet d?écrire [r*(g) ]T = f~(gî), 

E) Différentielle. 

Soient E un espace affine~ b un point de E, Tb l!espoce des vecteurs 

en b (ensemble des couples (b,c) où c décrit E); désignons pc1r 1\ l'<'P-
➔ 

plication Tb ---t E, définie par nb(btc) == b6, de Tb dons l'ospélce vectoriel 
➔ 
E associé à 1respaco affine E. 

Soit alors f une application d'une variété 

affine E. Si a EV, on en déduit 

'T' 
V de clélsse c- dans un espace 

r1 
él 

Ta-~ 
...., 
E • 

On désigne cette application compos6e, appelée différentielle en a de f, 

par d f. 
a 

En particulier, si x: E ~ E est l'application identique de Er on aura, 

si b E.E, dbx = it'bo On écrira donc : d/ = df(nt O f; = f:(df{a)x), soit en 

sous-entendant les points : df = fi(dx). 

F) Soient V et W deux Cr-variétés, et f : V~ W une application de 

classe Cr. Considérons la sui te d' ;:ipplicêltions a EV ~ W ~ E 3 g( f( n)), 

qui donne, en passant aux tangentes et aux différentielles, le diagrcmme commutotif: 

T a 
df( a)9 ; 

~(/'g,f(a)x 

Tgof(2) 

On a donc (théorème des fonctions composées) da(f~(g)) ~ d
8
(gof) = df(a)g 

.::(df(a)g), soit, en sous-ontend0nt les points : d(f*(g)) = r*(dg), 

T 
0 f = a 

C'est.ce résultat que l'on d0signe habituellement sous le nom de théorème de 

l:,_invariancc de la diff0rcnticllc. 



- 5 -

Si l'on a un r-r.!ifféomorphisme f : 6-~ F d'un ouvert 3ffine c,-c E dans 

un espace affine F, et si n E e-, on a alors : 

fr 
a 

(ob x et y d6signent les applications identiques dans E et F respectivement). 

On désignera par fV(a) ~ ~ 

11application de E vers F qui rend ce dingrQmme commu-

tatif, et on aura d f = fi(a)od x? soit, en sous-entendGnt les points : df = f'dx. a a 

f 1 est l'application dite jacobienne, ou "d6riv6e" (c 1est effoctivcment la d6rivée 

dans le cas où E et F sont de dimension 1, Ququel cas on retrouve ln formule 

classique). 

G) Fonctions à valeurs réelles. 

S · t V cr · 't' 01en une -varie e, 

r 
f : & ~ R de classe C en a 

a EV, ~ un voisinage de a, et une fonction 
a 

a. Dans ce cas, d f : T --::;, R, 
a n 

d/ E Ta1'-(11espace dual) de T ). Réciproquement, si 
a 

i.e. 

en prenant une carte locale (0-,tp), avec S 3a, on vérifie aussit$t que tout 

élément de r* est de la forme d f : les diff2renticlles en a s:identifient 
a a 

donc aux covecteurs en a~ i.e. ' ' d r* aux elemcnts c • a 

Soit X un vecteur en a : X ET. On écrit 
a 

( X , d / ) = ( e( X) f ) ( n ) • 

Le sens de cette notation sera précisé dans le 2e exposé. Si 11on considère des 

coordonnées locales (x
1
, ... , xn) en 

en notant l.f(a) pour ~(fo(Ç-i)(~(a)), où 
àx. ax. 

et, 

~ désigne l'homéomorphisme local 
1 l 

d6fini por les coordonn!cs loc~los xi [i.e. rn(b) = (x.(b), •. ,X (b)) 
T 1 n 

pour b 

voisin de a ] 
n è)f <x, d f> =Lex. -- (a). a . 

1 
l oX. 

l= 1 
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III. Formes diff6rentiell~, 

A) p-vecteurs~ R-covecteurs. 

Les p-vecteurs en a sont les élGments de ÀPÎ , Les p-covecteurs en a 
J 

'l, t d A 
0T * ( . sont les e emen s e ,\· a si p) n, Gos ensembles sont vides). 

Si on a une application de clcsse Cr f: V--, W d'où fT: T ~ Tf( )' 
a 2 o 

on pourra définir, si X. E. T 
l a ( i = 1 , ••• , r) f ! ( x1 /\ ... /\ \) = f; ( x

1 
) /\ ... 

/\ t1 (X ) • On définira de même 
a P 

)t p ~ *( /\ 
f 8 sur A Tf(n) pêtr f 8 df(a) g1 •• , Âdf( 2 )gp) = 

d (f 1(g
1
)) A,.,/\ d (f*(g ))o 

a a p 

Champ de p-vecteurs, C'est une application a~ f\P T. 
a 

Champ de p-covecteurs. 11 Il Il 

On dit encore, si W est un champ de p-covecteurs sur une variété V, que c'est 

une forme différentielle extérieure de degré p sur V, 

Si (5-
3

, (x
1

, , •• , 

(a € 5' CV), on 
a 

x )) est une carte locale sur V variété de classe Cr 
n 

pourra écrire de façon unique 

dx. A ••• Âdx .• a 1
1 

a 1 
p 

Si on fait un changement de cartes locales de classe Cr, donn? par x. = f.(y), 
l l 

où 

-1 
et où le jacobien est celui des fonctions x. 0 y , 

11 

soit 

•,, 1 X. o y 
lp 

(a) 

-1 pûr rapport 

aux y. , ••. , y. , On "perd" donc ainsi une dérivabilité : si les coefficients 
J 1 Jp 

initiaux étaient de classe Cr, ûprès changement Cr de variables, les nouveâux 

ne seront que cr-1 sur une vnriété de classe Cr,On ne peut donc pârlcr que de 

f r-1 ( r) . , , d 1 Cr ormes de classe C et non de classe C sur une var1ete e casse , 
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Si f est une fo~ction de clesse Cr sur V. t ~f , on ne, e u la forme diff é-

rentielle On fer;'} cJI ;:iutrc pê\rt con::iturimont 1 12bus de noüüion qui 

consiste à identifier une forme différcntic?lle définie é1U voisinage de a nvec 

son image dans une carte locale. 

B) Différentiûlle extérieure d'une forme. 

Soit lo/ un ouvert affine, (J.) une forme définie d2ns t\ 

si l!on a pris des co0rdonn~cs 

( x
1 

, ••• , x ) dans ~. ). 
n uCX, . 

~ 1 1 •••1 

On d 'f' ' tiW ~ 1 p A /\ o 1n1ra .;::- = ~ :'I · dx. , , • • • clx. • 
~X. vX, 1 1 1 

1 1 p 
n è) 

dW = L dx. Â ::-.. W ( tout cel;:i pour W de clcJ.sse Cr: 
. 

1 
l uX, 

l= l 

On définira de même 

r ),,, 1 ) • 

C) Prooriétés de l'opération d. 

1°) Elle est R-lin~aire, et transforme une forme de degré p en une forme 

de degré p+1. 

2°) SuT les fonctions à valeurs d,:ms R (que l 1on peut considérer comme cles 

formes de degré ü) c'est l'opérntion f --t df. 

3°) d(W
1 

/\ w
2

) = dw
1 

/\ w
2 

+ (-1)Pw 1/\ctw
2 

si w1 est une forme de degré 

p ~ o. 

En Part . u1· • "b') ctf\f 111 ) = df ," 11
' + f cl W. lC 1er • 0 1S - w \ VJ 

Y w ~ de clc:sse c2 
mi moins. En purticulier, 

on aura ddf = 0 

5°) s1· rn : ID,~ r. t ct 1 T , .. , -, u lJ es e c 0sse C
2 . nu moins (!1: ouv0rt affine), 

alors tp*(dw) = d(~*(w)). 

Les propriétés 1, 2, 3, 4 découlent de le a6finition 1 p0r des calculs élJ­

mentaires. D'après 1 et 3r il suffit de vérifier S pour W:::: f et W= df ; 

pour· W = f, c'est l'invari;:mce de la différentielle ; si W= df, ~*(ciw) = 0 

par 4, et ~*(w) = tp*(df) = ct~*(f), donc à4J*(w) == 0 p:ir 4 aussi. 

Elles sont de plus caractéristiques (il y a un seul opér2tcur les vérifinnt toutes). 
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Les proprioté:3 pr6c6dcnt0s montrent 2ussitôt que 12 différcnti2tion GXt0ricure 

est une opération que ne dépend quo de ln structure c2 de & et non d'une struc-

ture d'ouvert d1un espace cffino. ~1 en d~duit facilomcnt que 1ion pourra d6finir 

la différentielle ext~riouro sur une vari~t6 de cl2ssc à l 1ûide de 

cartes locales. En effet, si on a deux cartes loc;:ües ( ~ , \f 
1 

) et ( e-2 1 ~), 

~y\~ 
J1i~{_ ___ [1i On ù ~~d((~;r\c.o)) = i;d((~;r\w)) 

puisque, en posnnt 4' = 11 0 ~;\ ~ = (4~r1(w). w2 = ( 1,r;r1(~~("m1)) 

* * on a ~ (d ro
1

) = d ~ ( m
1

) ; l 1extension des propriétés 1 ~ 2, 3, 4, 5 aux v,.irit5t6s 

différentiables de classe Cr (et 11exemen des hypothèses à faire sur r) est 

laissée au lecteur. 



Séminaire d I Orsay 1961 /62 

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE 
--=-----=--=-

(Exposés de B. Malgrange) 

Transformations infinitésimales 
- - - ---------

I. Notion de produit intérieur. 

Exposé nQ 2 

* A) Préliminaires. 

et AE (respectivement 

Soient E un espace vectoriel de dimension n, E son dual, 

* A(E) l'algèbre extérieure de E, l(E) (resp. 

désigne les éléments de ;\(E) (resp. * A(E )) de degré p. Prenons des vecteurs 

dans E, 

* Pour des X. fixés, 
1 

De même, pour des X. 
1 

bilinéaire sur tlE 

c'est une 

fixés, 

... ' 

forme 

* * x dans E, et considérons l'expression 
p 

alternée, donc ne dépendant que des x1 

* * 

••• 

f ne dépend que des x
1 

À ••• /\x. On a ainsi une 
p 

et j\PE*, que l'on notera: 

* * A X ) = dét ( < X . ,x . ) ) • 
p 1 J 

Cette forme induit un isomorphisme entre /\p(E*) et ( flE) *, donc entre /\ (E*) 

* (ÀE). En effet, si l'on considère un ensemble H d'indices < ..• 

X • p 

forme 

et 

et des vecteurs • •• , e. faisant partie d'une base de E, /\ ••• /\ e. 
1 
p 

et si l'on considère de même on aura 

si H = H1 

sinon 

* De plus, si u est une application linéaire E ~E, et si u désigne sa trans-

posée, on aura p * p * /\ u = ( A u) • 

B) Définition du produit intérieur gauche. [N.B. : c 1est (-1):pq_ fois celle de 

Bourbaki]. 

Si x E. t..PE, y E /\qE, et x * E. tl+q_ E*, on définit le produit intérieur gauche 

1 
p 
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x J x* par la formule (pour tout y E /\qE) 

* * < X Â. y , ,X ) = < y , X J X ) , 

Le produit intérieur gauche est donc une application x*--, x J x* de ~p+q_ E* dans 

AqE*, transposée de l'application y~ x A y de 

On n 1a ici défini le produit intérieur du p-vecteur x * et du q-vecteur x 

ici q au lieu de p+q) que si q) p. Si q = p, la définition ci-dessus donne 

* * xJx =<x,x). 

* Si q < p, on posera x J x = O. 

* * C) Propriétés. Soient les x 6. /\E et les x E /\E • 

* * 1 Q) x
1 

J (x
2 

J x ) = (x
2 

/\ x
1 

) J x 

* 
2Q) eHJ eH1 = 0 si H Ç[H' 

(on note 

eH j eH' = PHK eK si H CH' , K = (H', eHK étant le nombre d I inversions 

obtenues quand on écrit d 1abord H, puis K. (cf. Bourbaki pour 1Q et 2Q). 

32) Le produit intérieur par x ËE est une antidérivation de degré -1, et 11on a, 

si x* E. f...PE* et y* Ë A qE* : 

* * * * p * * x J (x /\ y ) = (x J x ) /\ y + (-1 ) x · /\ (x J y' ) • 

C1est une opération de degré -1 car i(x) 

i(x) le produit intérieur par x. On vérifie la formule par un calcul explicite, en in-

traduisant un (p+q-1) vecteur y E /\p+q-
1 E, 

* * et en décomposant les y, x et y de 

façon à revenir à la définition. 

D) Produit intérieur droit. 
p+q_ * p * 

Soient x E A E, x E. A E , 

* * * * * définit le produit intérieur droit x Lx par : ( x , x /\ y > = ( x Lx , Y ) , pour 

t * q* * * out y E /\ E • CI est pour x fixé une application x ~ x L x de /\p+qE dans 

* * * transposée de 11 application y --? x /\ y de On ne servira 

pas, par la suite, de cette notion. 
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II. Transformation infinitésimale associée à un champ de vecteurs. 

A) Introduction. Soit V une variété de classe Cr, r 1-2, de dimension,n, et X 

un champ de vecteurs de classe r-1 
C sur V ; soient x

1 
, • • •, X des coordonnées locales 

Il 

au voisinage d 1un point a EV, avec par exemple x. (a) = O. 
1 

Pour b voisin de a, soit 

si(b) la base de Tb duale de la base dbxi <le T: [i.e. et 

soit ~i le champ de vecteurs b ---, ~i (b). 

Au voisinage de a, X S 1e'cr1·t alors d 1l1ne man1·e're et d'une seule • X - va ~ 
' - ~ i Si' 

les a. 
l 

r-1 étant des fonctions de classe C définies au voisinage de a, que l'on identi-

fiera à des fonctions de (x
1

~ ••• , xn). 

Pour I t) ~ t (a), é (a) ) 0 convenable, il existe une solution et une seule du système 

différentiel: 
dy. 

{ 

_: = a. (y1 , • • • , y ) 
dt l Il 

y.(O) = 0 
l 

On nôtera ~t(a) le point de V de coordonnées (y
1

(t), ••• , yn(t)). Il est clair que 

~t(a) ne dépend que de X et a et non des coordonnées locales particulières choisies, 

puisque les équations précédentes expriment que f 0(a) = 0 et que, pour tout t, l'appli­

cation tangente à t ~ ~ t (2") transforme le vecteur 1 en X ( 1 t (a)), 

D1 après la théorie des équations différentiel12s, 'on peut choisir E,(a) de maniè:::-e 

que, VK compact CV, on n.it inf t(a) ) 0, Il existe donc un voisinage W de 
a f_K 

V X { o J dans V X R tel que 11 application (à valeurs dans V) : (x, t) 4 lf t (x) soit 

définie dans W. 

La théorie des équations différentielles montre que cette application est de classe 

et qu I il existe un ouvert W1 vérifinnt V X { oJ C W' C W, tel qu 1 on ait 

'v'(x,t
1

) E.W1 , 'v'(x,t
2

) E.W' 

~ t +t (X) = ~ t O ~ t (X) ' 
1 2 2 1 
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Lorsque V est compacte, on déduit facilemrnt de là que 1t se prolonge en un 

groupe à un paramètre de difféomorphisme (de classe Cr-1
) de v. Dans le cas où V n'est 

pas compacte, on ne pourra pas en général prolonger Y1t à V R entier de manière que 

la formule précédente soit vraie pn.rtout. Nous ne nous intéressons d I e.illeurs qu tau germ2 

en V X { o} de 1 1 application ~t (i.e. nous identifierons deux o.pplications coinc ido.nt 

au voisinage de V X { o}) ; pc.r abus de langage, nous 1 1 appellerons "le germe de groupe à 1 

paramètre de difféomorphismes de V défini pr.r X". 

B) Transformation infinitésimale Q(X). 

Soit f une fonction sur V, à valours réelles (on hisse au lecteur lo soin d1 exami­

ner les hypothèses de différentiabilité à faire). Soit U un ouvert relativement compact 

d~ns V; la restrictinn à U de ~t est définie pour ltl { t(U), Ê(U)) 0 (et 

* c1est un difféomnrphisme U---:, ~t(U)) ; la restriction à U de ~t(f) est alors définit:. 

Dans des conrdonnées locales, on aura, avec les notations du début de A) 

d * 1 dyi è)fl d 1où -ill(f) =n __ =<X(a),df) 
dtlt L.:,, è)x. a 

a,o dt 1 a.,o 

(a E.U) et plus généralement d~ 1:(f)] = (X, df) = G(X)f formule vra.ie dans U, 
t=o 

ouvert relativement compact arbitraire de U, donc dans V tout entier. (Dans la suite, 

nous omettrons construnrnent de préciser que 11 on doit se limiter à des ouverts relativement 

compacts pour le. validité de certaines formules, j~uant un rôle intermédiaire, •• et nous 

ferons aussi cette omission dans d 1~utres cas !), 

Nous allons maintenant chercher à étendre G(X) aux formes différentielles, On a 

* déjà défini lOt ( W), où Q) est une p-forme ; si 1 1 on a W = '\7 ex. . dg. /\. • • • /\dg. , 
î w 1 1 ••• 1p 1 1 ip 

* * * * on aura tpt( W) = L U)t( ex. . )d( LOt(g. ) ) /\ ... /\ d( ~ t (gi ) ) • Nous pouvons donc 
T 1

1 
••• 1 l 1

1 p p 
définir Q(X)UJ par : 

-lO(OJ) =G(X)W. d * 1 , 

dt Tt t=o 

(Sur des ouverts relativement compacts), on aur~: 
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d * 
dt ~ t ( W) = lim 

h -, o 

lJ)* - I 
rh ( W) * 

lim ~t 
h ~ o h 

h 

* 
~h - I * 

= lim --~t(w) 
h-,ro h 

désigne 1 1 id8ntité 

d * * * 
dt ~t(w) = G(X)(rt(W)) = ft(G(X)W). 

On aura r.insi 

Nous pouvons ainsi définir (form8llcment) G(X) p~r d u/ 1 O(X) 
c. dt Tt = ' et 11on aura alors, 

t=o 
d * * * 

dt ~t = G(X) ~t = ~t G(X)' 

En coordonnées locales, d.1après la définition de G(X) et le premier exposé, nous écri-

rons 
Il 

Q(X) =La. _Q_ 
. 

1 
1 c)x. 

1= 1 

si 
Il 

X=La,t. 
i=1 1 '-:,1 

( On fera toutefois attention que la formule G(X) W = L e,. (x) :-.Ow est fausse en général, 
1 uX, 

l [ c) f 
lorsque CD est de degré > O. Par exemple O(X) .df = d[G(X)fj = d L 1\ 2)xi J 'f-

ùf 
~ a,d.:;-) • 

1 uX. 
1 

C) Propriétés de l'opérateur infinitésimal G(X) associé au champ de vecteurs X. 

1Q) O(X) est R-linéaire (ou C-linéaire, s'il s'agit d~ formes complexes) et 

transforme des p-formes en des p-formes. Si 1~ variété 

de classe r-1 
C ' alors G(X) W 

r-2 
sera de classe C 

2Q) G(X)(w /\W 1 ) = (G(X)W)/\ UJ1 + w/\(G(X)w 1 ) 

d'où le résultat en dérivant par rapport à t. 

)Q) G(X)d W = d(G(X) W). 

r 
V est de classe C, X et (D 

(r 1 2). 

car 

D'~près 1 et 2, il suffit de vérifier 3 bis (pour les fonctions) : 

3 bis) G(X)df = d(G(X)f), et ceci découle de 11invariance de la différentielle 

* * d(~t(f)) = lft(df) en dérivant par rapport à t. 

4Q) O(X)f = < X , df) = X J df. 

Les propriétés 1 , 2, 3 bis, 4 caractérisent 1 1 opération O, car, par 1 et 2, on .se ramè:­

ne à définir O sur f et df, ce quo font 3 bis et 4. 
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Remarquons que G(X) W = 0 ( si et seulement si) on .'1, 
* 

!_f) t ( W) = constr,nte ( cm t) = w. 

Ainsi, une forme W est invariante par le germe de groupe de trr.nsformations si Q(X)W= O. 

D) Formule fondamentale de Cartan. G(X)tu = X J dU.) + d(X J w), ce qui s'écrit r'.ussi: 

G(X) = i(X)d + di(X), 

Il suffit de voir que, si l'on prend cette formule pour définition, les propriétés 

caractéristiques 1 1 2, 3, 4 sont vérifir§es. 1 Q) est 0vident. a étant une rmtidéri vation 

de degré +1, et i(X) une antidérivetion de degré -1 (c'est le produit intérieur par 

un vecteur) leur anticomrnutateur id+ di est une durivation de degré O d 1où le 2Q). 

On 11 d(X j d()J + d(X j w)) = d(X J doJ) = X _J d(dtu) + d(X J dw) 
2 

car d = 0 1 

Enfin, comme X _J f = 0 par définition du produit inMrieur (car f peut être considérée 

comme une forme différentielle extérieure de degré 0) on aura 4Q), 

E) Action d'une transformation infinitésimale sur un champ de vecteurs, Soient Y 

un champ de vecteurs et Ll) une forme de degré 1. < Y , W > est alors une fonction de 

* V dans R, et on peut parler de 4\ (<Y , W ) ) • On voit aisément qu I on aura : 

* On notera alors St pour If t (défini. 

sur des fonctions), St encore pour ( ~:) * 

(défini sur des formes ; on n;a d'ailleurs 

(cf. croquis) 

T ) ( Lf\Tt)-1 explicité le que pour mieux 1G fûre disparaître , et St tou,j ours pour 7 

(défini sur des champs de vecteurs). On 2,urr1 donc la formule 

dSt 
On aura aussi - = G(X)S , ce qui nous permettra d'écrire formellement exp(tO(X)), ou 

dt t 
exp(tx) au lieu de St; cette notati ~, qui met en évidence le champ de vecteurs dont 

provient le germe de groupe de transformations, et qui met aussi en évidence Q(X) comme 

le générateur infinitésimal dé ce (germe de) groupe (au sens de la théorie des groupes do 



- 7 -

transformations), est parfois préférable, 

En étendant la définition de G(X) aux champs de vecteurs par la formule 

Q(X}Y = :t st\ nous auronsr en dérivant le reletion précédente par rapport à t: 
t=o 

Q(X} <Y , 0)) = < G(X)Y , W) + < Y , O(X) w) , ce que 11 on peut d I Rilleurs prendre pour 

définir G(X)Y. Nous allons nous en servir pour obtenir une expression explicite (par les 

coordonnées locales) du champ de vecteurs O(X)Y, 
Il Il Il 

Posons en effet X= L a. ~- , 
. 1 1 1 
l= 

y=~ b. ~-. 
1 

l 1 
l= 

et O(X)Y = L c. ~-• Alors 
. 1 J J J= n n 

<Y , W) =Lb. ( t. , W) · et 
. _

1 
1 S1 

< G(X)Y , w) = L c . < 't:. , W > en vertu de la 
. 1 J ~J l=-

linéarité. De plus, 

J= 

-
- ;.., a è) <Y,rn) ( w ---- . Prenons alors ll) = dx. j = 1 , , , 

. 
1 

i è)x. J 
l= 1 

,,, n). On a alors 

< 't- . , W ) = < ~. , dx . ) = ~ . . ( de Kronecker) 
S 1 1 J lJ 

d1où <r,w) =Lb,b .. =b. etdemême (O(X)Y,w) =c. dn.nscecas, 
1 lJ J J 

n ox. n <)aj 
De plus, G(X)dx. = d(O(X)x.) = d(L e.. ~)=de.. donc <Y,G(X)dx.) = <Y,da.) = Bt, ~ 

J J i=1 1 vXi J J J i=1 1 xi 

n è)b. è)a. 
et par conséquent c. = L(a.. _J - b. _J) d'où 

J . 
1 

1 ê)x. 1 è)x. 
l= 1 l 

ctb. è)a. 
Q(X)Y = L (a. _J - b. _J) ~-

. . l c)X. 1 OX. J 
1 ,J l 1 

Nous voyons donc que G(X)I = - G(Y)X, 

F) Crochet. Calculons G( O(X)Y)f, On a : 0( G(X)Y)f = < G(X)Y ,df) = Q(X) <Y ,df > -
(Y,G(X)df) donc Q(Q(X)Y)f = Q(X)O(Y)f - <Y,d(Q(X)f)) 

= O(X)O(Y)f - O(Y)Q(X)f 

= [ O(X) , G(Y)] f. 

(par définition du crochet de deux applications linéaires), 

Or Q(Q(X)Y), qui est le G d'un champ de vecteurs, est une dérivation, et le crochet 

[Q(X) , O(Y)] aussi, comme crochet de deux dérivations, Q commutant avec d, O(O(X)Y) et 



le crochet commutent aussi ave~ l' opé:ï.·atcu~: C:.. Donc b formule est vraie aussi pour une 

forme W de degré quelconque au lieu de f. 

De plus, (G(G(X)Y)Z = 0(X)(J(I)Z) - G(Y)(G(X)Z), si Z est un autre chn.mp de vec-

teurs. Pour le voir, en pou1·:rût pas":;r pe,r les coordonnées, mais il suffit de vérifier que 

les G des deux membres sont égaux {scir les formes) car G(X) détermine évidemment X, Or 

nous venons d:ft.(1.,b~ir crw, su:r Ü·s Îù,,';~j_ons (et les formes) 0n a Q(G(X)Y) = [G(X),G(Y)J. 

Donc, sur les formes : 

G(G(Q(X)Y)Z) = [c(G(Z)Y) :•2:z,:J = f. [~(X) ,G(Y)] ,G(z)] 

= r'"' (x·) 1... r r, 'y· 7 , l L .._. . i ~ , ··, J.., 1 J 

Q( G(Y) ( Q(X) Z)) = [8(Y) ,G(C(X)z;J 

= [G(X), [1)(Y) ,G(Zw 

= [G(Y), (q(X) ,G(Zw 

et 11 ég1üi té à démontrer n; est autre que ::'..1 identité de Jacobi, qui est toujours vérifiée 

par le crochet de deux applications lin6~ires. 

Par conséquent 

lu formule étant vraie sur les fonctions; les formes et les champs de vecteurs. 

Définition, On définit le crochet uc deux champ::;_ de vcct1:urs (que, jusqu'ici, on ne 

pouvait définir, ne pouvant définir de p~oduit Xî) par 

[x 7 Y] = 0(X)Y = - G(Y)X r 

c I est à dire, si W est une fo:rme cl<? degré ·1 : 

On aurc, alors 

<[x,Y] rw> = C(X) <Y, <.ü) - {Y,G(X)lû) • 

--~r[,· ··]) - [ntx\ a(y)] 
·: \ .il.' ï - •.__ .• ) ' ~ ' • 

Le crochet de deux chamns d-: ve-~teurs est une 0pération linéaire mais non associative 

elle vérifie par contre 11 iclentité de Jacobi ; 

[x, [r,zJ] + [Y, [z~xJ] + [z, [x,YJJ = o 

cela s'écrit aussi 

Cette formule nous montr0 que ::i..es t:re.~1sformations infinitésimales r,pèrent sur des crochets 

comme des dérivations. 
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G, Autres formules. On peut de même démontrer le formule suivante (qui montre que 

G(X) opère comme une dérivation, sur les produits intérieurs : 

O(X) (Y J W) = (O(X)Y) J W + Y J Q(X) to 

,ù X, Y sont des champs de vecteurs, et (U une forme différentielle extérieure, il 

suffit en effet de démontrer la dernière formul0 pour C0 = df (pour co = f, elle est 

triviale) auquel cas elle s'écrit, car d et Q commutent 

Q(X)(G(Y)f) = Q(Q(X)Y)f + G(Y) (Q(X)f), ce que 11 on 2" dt'.jà v1.1, 

On aura donc [ X, Y] J lù = G(X)(Y J W) - Y J G(X) W, soit 

i[X,Y] = G(X)i(Y) - i(Y)Q(X) 

ce que 111n peut aussi écrire : 

On pourra aussi définir Q(X)Y lorsque X est un champ de vecteurs et Y un champ de 

p-vecteurs, par le même procédé que nous avons déjà employé. On vérifie facilement les for-

mules suivantes : 

o(x)(Y /\ z) = [o(x)Y J A z + Y/\ [o(x)z] 

o(o(x)Y)Z = [o(x),G(Y)]z = o(x,rJz 

-=-=-=-=-=-=-=-
-=-=-=-=-

(Y,Z champs de p-vecteurs) 

(Y champ de vecfours 
Z champ de p-vecteurs) 
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G:5:IJ}Œ'l'RIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE 
- =-----==--

(Exposés de B. Malgrange) 

Sy-stèmes de Pfaff 

1, Compléments à l'exposé n!! 2. 

Expes6 n2 3 

a, 
Soit une variété V de dimensirm n, dt', ,lasse G • Etant donné le chrullJl de ·;-c;:-

teurs X sur Y, on nl')tcra cxp(tx) b (germe de) groupe infinitésimal à un para:r.hr2 

de transformations que définit X. Pour la commodité f'ln supposera dans tc,ute la suite 2.cs 

champs de vect,mrs, les formes différentielles, eto ••• de classe Cro. 

2oo~données adapt~es à un champ X. 

Théorè~ 1, 

données ll')cales 

Au voisinage d'un point a ~ X(a) ~ 0 

O(X) r. .1... 
è)x1 

il existe un svstème de coo~-

Choisissons les coordonnées initiales de telle sorte que a ait pour coordonnées 

(O, O, ••• , 0) 

et que X(a) ait pour cAmpnsante~ : 

(1, o, ... , 0) 

ce qui est possible puisque X(a) ! 0, 

SJient ( ~ 
1

, ... , ~n) les M:npuante~ cle X au voisinage de a. 

Soient ~ i les f nnctions eo,,rdonnées de 11 application exp( tx) exprimée dans }e 

système de coordonnées locales choisi [i.e, -~i(t ; x
1

, •• , xn) sont les coordc,nnées 

du point exp(tX)x, x = (x, ... , x )] . 
1 n 

Considérons dans Rn l'application qui au point (x
1

, ••• , xn) suppc,sé voisin c:e C 

fait correspondre le point de Rn de conrdonnées 

( 1 ) i=1, 2, , .. , n. 

Calculons le Jacobien de la transformation en a. 
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oy1 \1 (a) -(0) = = 1 
~x1 

ê)y. 
-=(o) = t (a) = 0 ùx. 

1 

è) y, 

6 .. -=(o) = ()X. lJ 
i et j t 2, comme on le voit 

J 

en dérivant 11 identité en (x
1

, , •• , xn) 

Le ,Jacob:ien vaut 1 : il existo dcnc un ouvert Ù.·2 
n 

R contenant 0 sur lequel on pi..;.'..sso 

inverser 11 application (x.) --?> (y.). Ou encore il existe un ouvert de V contenant a 
1 1 

sur lequ2l on puisse prendre nour coordonnées locales les x. déterminés par l,·s relations 
. 1 

(1) au point dont les coordonnées locales dans le système initial sont les y .• 
1 

Alors G(X) J 
= è)x1 

c) 

en tout point de l'ouvert de définition des coordonnées locales 

Interprétation de [x, Yj = O. 

(x.)' 
1 

Théorème 2. Etant donnés deux champs de ·.recteurs X ot Y définis sur un ouvert 

~ V, une condition nécr)ssairc et suffisante pour que les transformations exp( tXj 

!!::, exp(uY) commutent est que [x , r] = o. 
1) La condition est néct:ssaire, 

Par hypothèse, on n,: 

exp( uY) ,exp( tX) .x = exp tX • exp uY • x 

pour tout x au voisinage du point n, de V. Soit. f une fonction numérique guelconq_ue: 

différentiable n,u voisinage de a. On aum 

d1où 

it exp(tX)cxp(uY)r] = G(X)exp(uY)f 
i:,=O 

2 
~ exp(tX)exp(uY)~ = G(X)G(Y)f 
Üll t)t t=U=O 
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è) 2 --l exp(uY)cxp( tX) f] = G(Y)G(X)f. 

Donc 

è)u ôt u=t=o 

G(X)G(Y) - Q(Y)G(X) = Q [x, Y] = 0 • 

2) La condition est suffisanfo. 

Supposons que [ X , Y] = O. 

[x, r] = o. 

Soit a quelconque sur V et montrons que exp(tX)cxp(uY)a = exp(uY)exp(tX)a. 

a) Si X(a) = Y(n) = 0 

u est alors invariant p:1r exp tX et exp uY cela résulte du théorème d1uniciM de la 

s,lutien des systèmes différr.nticls. 

b) Supp·nsons que 11un au moins des deux champs n'est pas nul en n., soit X(n) t O. 

Par un changement de coordonnées locales, on peut supposer que 

composantes ( C(
1 

(x}, ••• , ex (x)) 
n 

ê) ex. 
G(X)Y = 0 ~-

1 
= O 

ùx1 
i=1,2, ••• ,n. 

Y ayant pour 

Les composantes de Y sont indéDendantes de x
1

, le système différentiel définissant 

exp(uY) est alors invariant par toute transli:.tion parallèle à x
1

, le germe de groupe 

exp(uY) aussi. C.Q.F.D, 

2·, Systèmes de Pfaff. 

Sous.variété. Soit V une variété de dimension n, de classe Cco • Un sous-ensemble 

W de V üst une sous-variété de dimension p ~ n si é'.U voisinage de chacun des points 

de W il oxistc des coordonn{os locales (x, ••• , x) sur V telles que W soit 
1 n 

définie par les n-p équations : 

X = Ü 
p+1 

X = Ü 
p+2 

X = Ü 
n 
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W est localement fermée : car tout point de W possède un voisinage t,- dans V dont 

la trnce sur W est fermée dr.ns 0-. En tout point a de W, les germes de fonctions 

numériques de classe c00 
au voisinage'. de a sur W sont la restrictions à W des 

iermes de fonctions numériques de classe c00 
au voisinage de a sur V. 

Les p fonctions x
1

, ••• , xp induisent sur W un système de coordonnées locRles 

00 
donc W est une variété de classe C et de dimension p. 

Soit i l'injection cc.nori.ique de W dr'.-ns V. Pour tout e, ËW, son application 

1. ' . t t . T t d 1 11 T (W) 1nea1re angen e en a 1 perme e p onger espace 
a a 

des vecteurs de W en 11 

et nous dirons qu'un ve~teur de V en a est tnngent à W s'il appartient à 11ime,ge de 

T (W) par l'application / fda,ns la suite, nous identifierons par abus de langa.ge 
a a ~ 

les vecteurs de Ta(W) avec leur image dans Ta(v)]. 

* Soit W une forme différentielle sur V ; on appellera i ( t0) "la restriction 

* de W à W". Par abus de langage, on dira que "w est nulle sur W" si i ( ())) = 0. 

Système de Pfaff. 

Soit 8 le module (sur l'anneau des fonctions de classe c00 
sur V) des champs 

de vecteurs sur V. Un système de Pfaff est 1 par définition, un sous module M de G). 

On fera une fois pour toute l'hypothèse suivante (hypothèse du rang constant) 

M désignant le sous-ensemble de T formé des vecteurs X(a), ~ X Ê M, le rang 
a a 

~ M est indépendant du point a. 
a 

En pratique, on ne s'intéressera qu'aux systèmes de Pfaff définis dans un voisinage 

(non précisé) d'un point a. (Il vaudrait d'ailleurs mieux parler alors de "germe de sys­

tème de Pfaff en a" ••• ). Si le rang d1un tel système est p, il existe une base de M 

au voisinage de a, formée de p champs de vecteurs x
1

, 
• • Il ' 

X ; complétons la en une 
p 

base X 1 ••• , X 1 X 
1 

, ••• , X 
1 p p+ Il 

de @ • Soit lù, ••• , U) la base duale du module 
1 Il 

des formes différentielles, (i.e. <x., W.)= c) .. en tout point). Il vient au même de 
1 J lJ 

l se donner M ou le sous-module orthogonal M engendré par w. 
Il 
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Variétés intégrales • 

. Ce sont les sous ve,riétés W de V ( ou plus exactement, d'un ouvert de V dMs 

lequel M est défini) dont tous les vecteurs tangents appartiennent à M, i.e. dont 

les vecteurs tangents en tout point b E W appartiennent à }\. 

Par dualité ce sont toutes les sous-variétés W SUT lesquelles les n-p formes 

(J.) 
1 

, ••• , CD s I annulent, 
p+ n 

Existence des variétés intégrales, 

Si p ); 1, soit un champ X E M défini dans un ouv2rt & ~ a
1 

et le groupe à 

un paramètre exp(tX) associé. Supposons X f-O. 
a 

L'application t ~ exp(tX)a d'un voisinage de O dans R, dans l'ouvert & de 

V définit sur V un arc de courbe ra passant par a. 

Choisissons dans & des coordonnées locales adaptées au champ X, a étant le poini 

(o, •.. o). 

Tout point de r est défini par les coordonnées 
a 

i) 
(t, o, •.. o) et &(X) = ~ 

Alors quel que soit f définie sur Ç ~(X)f = !!· 

Conclusion : r est une variété intégrale de dimension 1 , 
a 

r est appelé trajectoire du groupe à un paramètre exp(tX~ a 

Intégrales premières d'un système de Pfaff (M) 

Définition. Une fondion numérique est intégrale première du système (M) si elle 

est constante sur toutes les variétés intégrales de M. 

Théorème 3. Une condition nécessaire et suffisante pour gue f soit intégrale pre-

mière de (M) l. 
et gue df E. M • 

a) La conditior. est suffisante, 

S · t W ' ' ' 1 1 d (M). S1' df c Ml. , cela entrr ine 01 une variete integra e que conque e c:.. " 

<x , df) = 0 

Vx vecteur tangent à W. 
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Alors la restriction de df à W est nulle,donc f est constante sur W. 

b) La condition est nécessaire. 

Vx EM, f est constante sur les trajectoires du groupe à un paramètre exp(tX) 

e(X)f = <x , df ) = 0 et df E: Ml.. 

Transformation infinitésimale d'un système de Pfaff. 

Soit Y un champ de vecteur défini au voisinage de a. 

Définition. Le module M des champs de vecteurs tangents à V est invariant par 

le groupe de transformations exp tY si 

exp(tY) .XE M • 

On notera, exp( tY) ,MC M. 

Par dualité, c 1est équivalent à 

V W EM' : exp(tY)w E Ml. 

Théorème 4. Une condition nécessaire et suffisante pour gu'on ait exp(tY)M C µ. est 

O(Y) M CM, 

et 

Remarque. Cette dernière relation est équivalente par dualité à G(Y)M
1 

C Ml. 

a) La condition est nécess~ire. 

Par hypothèse V X E M, exp(tY)X Ë M 
p 

exp(tY)X = 'B_ \(x,t)Xi 
i=1 

d 1 ] p ÙÀi 
G(Y)X = dtl_Gxp(tY)X = 8 "°St (x,O)Xi 

t=o 1=1 

G(Y)XEM, 

b) La condition 0st suffisante. 

(X
1 

••• X p base 

de M) 

Montrons que le, condition G(Y)M
1 C M1 

entnünc 12 condition exp(U)M
1 

C M
1

• 

Considérons la base (t) (J.) W •• , W du module des formes de degré 1 
1 •' • p p+1 n 

n 
Q(UJ.) = \Î ,,)(x) üJ. 

1 W v..i J 
j=1 n . . J 

Par hypothèse si i )P et j "<P, ci =0. Posons exp(tY)w. =L \.(x,t) W., 
1 1 ·1 1 J 

J= 

Les conditions initiales sont 
À~ (x , o) = b .. 

1 11 
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Supposons i ) p et . / j 
J ~P, montrons que cela entraine ~.(x, t) 

1 

d~ [exp( tY) wJ = G(Y) .exp( tY) W i • 

En identifiant les coefficients de ces dcm.x formes, on obtient 

Ô j n k . 
~ Ài(x, t) =L cx.(x)ÀkJ(x,t) 
v k=1 1 

or CX~ = 0 si k ~ p et i ) p, 

Le système d'équation qui nous intéresse s 1écrit alors 

ô j n k . 
~ Ài (x,t) = L C\ ~~ 

k=p+1 

i = p+1 , ... , n ; j fixé, ~ p. 

= 0, Or 

Il est linéaire homogène, de n-p ég_uations à n-p inconnues. Il admet une solution 

unique qui prend la valeur 

),_~(x,O) = 0 
1 

c'est donc la solution constamment nulle. C,Q,F.D. 

Corollaire 1 • Soient W une variété intégra,lc: du système (M) et Y un champ de 

vecteurs vérifiant G(Y)M CM. Pour tout t ( assez voisin de O) exp( tY)W est une 

variété intégrnle de (M), 

En effet, exp(tY) étant (loc~lement) un difféomorphisme, exp(tY),v est une sous 

variété de V • 
' 

et il est clair que les vecteurs tangents à exp(tY)W appartiennent à 

exp(tY)M, donc à M d'après le théorème précédent. 

Corolle.ire 2, Outre les hypothèses précédentes, supposons gu 1 on ait Y Ê M et que 

Y soit transve:rsale à W (i.e. Y n 1 ast tangent è W en aucun point ; en particulier, 

Y ~ 0 en tout point de W), Alors 11 ensemble exp( tI)W est une variété intégrale de M 

de dimension égale à dim W + 1 • 

Choisissons en effet, au voisinage d'un point Il ŒW, un système de coordonnées 

locales (x
1

, ... , xn) avec xi(a) = o, tel que W soit défini par ~+
1 

= ... =Xn = O; 

et supposons qu'on ait Y(a) = (~, 1, o,.,.,O), 

k 
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Considérons l'application (t, x
1

, •••, ~t) ~ exp(tI)x x étant le point de W 

de coordonnées (x
1

, • , , , ~); il est clttir que cette npplication est de rang k+1 en a, 

donc exp(tX)W est une vn,riété :m voisinage de a, C1est une variété intégrale puisque 

les vecteurs tangents à t = constante n,ppartiennent à M (coroll~ire 1) et qu'un 

vecteur tangent à x = constante est Y, et qu I on 1:t Y E.. M, 

Ce corollaire amène à poser lu définition suivante : 

Définition. On appelle système caractéristique du système de Pfaff (M) le système 

(N) des champs de vecteurs V vérifiant 

1, YE.M 

2. G(Y)M CM 

Ces conditions s 1écrivent encore ainsi 

VwEM
1 j(Y ,W)=ü 

l G(Y)W E M.L 

et comme G(Y)W = d<Y,W)+ yJ dW 

Il en résulte que (avec les hypothèses de rang constant), N l est engendré par les 

W E M1 
et les X J dw, XE M, W EMJ_. 

-=-=--- --- ----

-=-=-=-=-
-=-
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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE 

- - - - ------------
(Exposésde 5. Malgrange) 

Théorème de Frobenius 
-=-=-=-=--

I. Théorème de Frobenius. 

Exposé nQ 4 

Rappel. HyPothèse de rang constant. Soit un système de Pfaff défini au voisinage de 

11origine par la donnée d 1un sous-module M du module G des champs de vecteurs sur V. 

L'hypothèse suivante sera toujours sous-entendue 1 

M désignant le sous-ensemble de T formé des vecteurs X(a) ~ X Ê M, le 
a a 

rang de M est indépendant du point a (appartenant au voisinage de l'origine dans 
a 

lequel le système de Pfaff est défini). 

D1autre part, les fonctions, champs de vecteurs, etc,., sont toujours supposés de 

classe c00 
(pour simplifier). 

Définition. Système complètement intégrable. M est dit c~mplètement intégrable 

(on dit quelquefois complet), si MJ_ est engendré par des différentielles exactes. Soit 

p le rang de M. En rétrécissant au besoin le voisinage de l'origine dans lequel est 

défini le système de Pfaff, on peut donner la définition équivalente : 

M est complètement, intégrable si 3 (n-p) fonctions numériques f , fp+ 2 , ••• , fn 
p+1 

telles gue M j_ soit engendré par df 
1

, df 
2

, 
p+ p+ 

... , df. 
Il 

Les fonctions f 
p+1' ... ' f sont des intégrales premières du système 

Il 
(M) • 

Choisissons un système de coordonnées locales 
J_ 

tel que M soit 

engendré par dx , dx .... , dx. 
p+1 p+2' n 

e (M) 
, 0 o v 

est alors engendre par : ~, ~, • • •, è)x • 
vX1 vX2 p 

Théorème. Une condition nécessaire et suffisante pour que le système M soit c~mplè-

tement intégrable est que : 

( 1 ) Il v' (x) E M, V Y E: M, [x , Y] E M. 
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Le système caractéristioue étant 11 ensemble { xf X E. M et 9 (X) (M) E M }, il revient 

au même de dire qu'une condition nécessaire et suffisante pour que M soit complètement 

intégrable est qu'il soit son propre système caractéristique. 

Lemme préliminaire. La condition (1) est équivalente à la suivante 

(2) 11 si W E Mj_, d W E. J où J désigne 11 idéal engendré par M"L dans 

* l'algèbre extérieure du module des formes différentielles : AE. 

La condition (1) est équivalente par dualité à : e(X)M..L C M..l Vx EM. 

Soient donc XE M et WE:M..L. D'après la formule de Cartan : e(X)W = X J dm, 

puisque d(X _J W) = o. 

Soient: •. •' X p 
la base de M au voisinage de l'origine 

x1 , x2, ••• , X , X 
1 

, ••• , X la base complétée de G 
p p+ Il 

* la base duale du module E des formes différentielles 

(<X. , W.) = ô . . en tout point), 
1 J lJ 

Décomposons d W suivant la base de t?E* : dw = L C .. W.(\ w. 
. . lJ 1 J 
1<J 

= L C .. W. - Cc .. W . . . lJ J .. Jl J 
J)l J<l 

V i ~ p, X. _J dw E M.l ~ C .. = 0 V (i,j) tel que i {. p et J {. p c I est à dire 
1 ....;:;.11.L------------------

c .. ! 0 ~ j ),'I p + 1, C.Q.F.D, 
lJ 

Ces conditions sont nécessaires. Soient X et YE. M, 

..l V df de la base de M , e (X)f = o et El (Y)f = 0 

==) ~ (X) S (Y)f - 9 (Y) B (X)f == 0 c'est à dire : <[x , Y],df) = 0 donc 

[x , ~ E M. 



- 3 -

Ces conditions sont suffisantes, 

Choisissons les coordonnées initiales telles que, à l'origine 

et posons: 

x
1 

( o) == ( 1 o • .. . .. • o) 

x
2 

( o) = ( o 1 • • • • • • • o) 

X (0) == (0 ... 10 •• 0) 
p 

a(x 
1

, ••• , x) = (0, ••• , 0, x 
1

, x 
2

, , •• , x ), 
p+ Il p+ p+ Il 

Considérons dans Rn l'application qui au point (x
1

, x
2

, ••• , xn) supposé voisin 

de O fait correspondre le point (de coordonnées (y
1

, y
2

, ••• , yn)) : 

... exp(x X) a(x 
1

, x 
2

, 
pp p+ p+ 

. .. , X), 
n 

Calculons le Jacobien de la transformation à l'origine : 
è) y. 

1 

è) X• 
J 

= ( 0 .. 
lJ 

pour j f.. p en vertu du choix des coordonnées de x
1
(o), •.• , Xp(0). 

è)y. 
1 

è) X. 
J 

= ( 0 .. 
lJ 

pour i et j );, p+1 (évident), 

Le Jacobien vaut 1. Il existe donc un ouvert de V contenant l'origine sur lequel 

8D puisse prendre pour coordonnées locales les x. au point dont les coordonnées locales 
1 

dans le système initial sont: y
1

, Y
2

, •••, Yn• 

x , x 
2

, .•• , x étant fixés, 1 1ensemble 
p+1 p+ n 

W = exp(x
1
x

1
) exp(x

2
x

2
) •.• exp(xPXP) a(xp+1, xP*2 , ••• , xn) 

est une variété intégrale de M de dimension p (il suffit d 1appliquer (p-1) fois le 

corollaire 2 - exposé 3 - à la trajectoire du groupe à 1 paramètre exp(x X) pp 

par le point a(x 
1

, x 
2

, ••• , x ). 
p+ p+ Il 

passant 

L'espace tangent à W est engendré par ... ' X et dans le système de coordon­
p 

nées locales choisies, nn a 

e (X ) = J_ ( V i = 1 , 2, ••• , p) 
i ê)x. 

1 

M est donc bien complètement in-~,égrable. 
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Notation. Les coordonnées (x1 , x
2

, ••• , x) seront dites "adaptées au système M". 

Exemples de systèmes complètement intégrables. 

1. Le système caractéristique d'un système de Pfaff quelconque est complètement inté­

grable. 

En effet : ~r = { X lx E M et 9 (X)M C M} • 

Soient X et YEN. [x, Y] E M et 

A [x ' r]M = e(X) A(Y)M - e(Y) e(X)N CM donc [x , r] ~ N. 

2. Soit W une forme différentielle de degré quelconque. Le système extrémal de 

CD, c I est à dire 1 1 ensemble { X I g (X)d w = 0 est complètement int,égrable. 

En effet, e(X)dco = 0 et e(Y)dUJ = 0 entrainent: 

elx , Y]dUJ = e(x) e(Y)dw - e(Y) e(X)dw = o. 

l'i&.: On ne doit pas confondre le système précédent avec le système caractéristique du 

système de Pfaff M défini par Cl) =Ü (W est ici une forme de degré 1 ) qui est : 

{xlxEM et e(x) w = À eu} c'est à dire 

{xlxEM et X J d(J.) = Àrn} puisque X j W = O. 

II. Systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles avec second membre. 

Soient p champs de vecteurs X. 
l 

et p fonctions g .• 
l 

On considère les p équa-

tions : 9 (X. ) f = g . • ( 1 ) 
l 1 

1er cas. Le système M (engendré par les X.) 
1 

est complètement intégrable. 

Si on utilise des coordonnées locales adoptées au système M, ces équations peuvent 

' , . 2) f s ecrire : - = h 
ùx. i 

1 

et on sait qu 1une condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
oh. àh. 

existe une solution est que 1 J 
ox. =ë)x. 

J 1 

et 

Cherchons la condition d'existence des solutions pour le système d'équations écrit 

en coordonnées non adaptées. 

Condii:,ion nécessaire pour gu I il existe une solution. 

Par hypothèse, il existe k fonctions 
k 

Ci. .. lJ 
te1les que 
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[xi,xj] = ~ cx.:j\· 

Si f est une solution du système (1), e [xi , xj] f = L c(j El C\)f. On en déduit 
k 

A (X. )g. - '1(X.)g. = D ex~. gk 
1 J J 1 ~ lJ 

( 3). 

Montrons que ces conditions sont suffisantes. 

1ère méthode. On pourrait vérifier par un calcul fastidieux que les conditions (3) 

sont conservlius dans un changement de coordonnées locales. En coordonnées 

adaptées au système, on obtient les conditions (2), dont on a vu qu'elles étaient suffi-

santes. 

2me méthode. Si f est solution du système d 1équations (1), la fonction 

z = f(x
1

, x
2

, ••• , xn) peut être considérée comme définie implicitement par une relation 

... ' X 
n' 

z), au voisin~ge des points 

<.)F 

::\ f t)X, 
On a v - ----,,1

,-
è) x. - ùF 

1 
<)Z 

Soit alors X un champ donné sur V de composantes (a. ) • 
1 

e (X)f = g < ) L a. :--.() f = g < ) L a. 
. J tJX. . J 
J J J 

c)F è)F 
<)x. + g è) z = O 

J 
~ ._--r 

pour lesquels 

équation de h forme e (w)f = o où w est un champ (sur la variété CV x R) 

dont les composantes sont: (a
1

, ••• , an,g). 

Résoudre le système (1) équivaut donc à résoudre le système 

l 
9(Zi)F = 0 

~ 1- 0 
è) z 

-.:::--1 

(4) 

Or le système de Pfaff Ï7l engendré par los ~. 
1 

est complètement intégrable. En effet, 

si par abus de notation nous eotons X le champ (défini sur la variété CV x R) de 

composantes (a
1

, a
2

, ••• , an,o), 

"l'=-7 ?J.]F = ( fi(X.) + g,l)( A(X.)F g, PF) - ( fi(X.)+g. ~ )( 4,(X.)F+gi ~:) 
~., ...._. 1 l()Z J J (JZ J J vZ 1 

1 

= e i X. , X .l F + ( A (X. ) g. - A (X.) g. ) ~ F • 
Ll jJ 1 J J luZ 
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Le système de Pfaff M engendré par les X. étMt complètement intégrable et les condi-
1 

tions (3) étant supposées réalisées : 

1~ ~) k ÙF k '°='7 el.c_._:.,, .1-..:,.. F=~ a .. (e (x)F+gk::;--) =na. .. A(~k)F=O. 
1 k lJ k u Z ~ lJ 

D'autre part, les \ ét~nt linéairement indépendant, le champ de cemposantes 

(O, O, ••• , 1) n'appartient pas à în, Il existe donc des solutions de 9(;-:-:. )F = 0 
1 

telles que ÔF 1 O ' 11 . • t ·t d 1 t· d oz r a or1g1ne e par suie es sou ions e ~(X,)f = g .• C.Q.F.D, 
1 l 

2ème cas• Le système de Pfaff M engendré par les X. n 1est pas complètement intégrable, 
1 

Si M n 1est pas complètement intégrable, nous pouvons obtenir d1autres équations 

liné~ires du 1er ordre : 

Soit M1 le plus petit système de Pfaff contenant M est stable pour l'opération 

crochet (le théorème de Zorn permet de démontrer qu1il en existe un). Si nous faisons 

en outre, l'hypothèse de régularité suivante : 

les relations de dépendance linéaire ayant lieu à l'origine dans l'ensemble des chrunps 

X, et des eham?s obtenus~ p~rtir des X. au moyen de l'opération crochet sont aussi 
1 l 

vérifiées dans un voisin~ge de l'origine, le système de Pfaff M' vérifie l'hypothèse 

de rang con~tant, On peut ~lors résoudre le système d'équations avec second membre cor-

respondant à M1 et en déduire les solutions de M. 

- - - - ------------



Séminaire d 1Orsay 1961/62 

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE COMPLEXE Exposé nQ 5 

-=-=-=-=-=-

(Exposés de B. Malgrange) 
(rédigé par A. Douady) 

Théorème de Frobenius complexe. I. 
-=---=-=-=-=-

I. Vecteurs complexes. 

00 
Soit V une variété de classe C de dimension (réelle) n. Pour tout point a 

de V, T est l'espace des vecteurs de V en a (exposé 1), et on po~era 
a 

Les éléments de T s'appelleront vecteurs complexes de V en a. Un vecteur complexe 
a -X ET se décompose de façon unique sous la forme X = X1 + iX11, ;1ù X1 et X" sont 

a 

des vecteurs réels (i.eo X1 et X" E T ) • 
a 

Les covecteurs complex~~ de V en a sont les éléments de 

T* = c @R T,:-== ::P. (T ; c) = i.e (T ; c) • 
a a '"""Ra . a 

Si f V~ C est une application c00 
considérée comme applicatio~ dans R

2 sousjacent 

à C) pour tout point a de V, ...J) ~* 
dfE.d:iR(T ;C)=T 

a a. a 
est un covecteur complexe en a. 

Les p-vecteurs c0Mpl~2~~~ en a sont les éléments de 

p p "-
c 0T) /\R(T ) = Ac(T ) • 

.lv a a 

Les p-covecteurs co~Dlexes CD a sont les éléments de: 

On peut aussi les représente~ com~e des formes p-R-linéaires alternées de T dans C. 
a 

On notera: 

[),
0 

l'anneau des fonctions de classe c00 sur V à valeurs dans R 

~ 
~o ---------------------- C 

~p .a 

11espace vectoriel sur R 

C 

l'espace vectoriel sur R 
(réelles) de degré p 

C 

({1 °-module) des champs de vecteurs (réels) de classe c00 

sur V 
~o 

(D -module) ---------- complexes 

([1 °-module) des formes différentielles extérieures 
d2 classe c00 

sur V 

r- 0 
(,fl; -module) 

(complexes)--------------
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"' Pour tout chn,mp de vecteurs complexes XE G) , rn définit 11 opérateur e(X) 

.np---:, nP par 'bxtension des scn,laires" à pnrtir du cas réel, i.e. 

e(X' + Œ") (C.01 + iw") = e(x 1 )(w 1 ) - e(X")(C.ü") + i0(X 1 )(w") + ie(X")( W') 

0 d 'f . . t , " d : -;:;-'P ~ n p+ 1 ( ) n e 1n1 ae: meme ,u., -,, Il. /.J pr~r d UJ 1 + i w" = d w' + idw", et 

[ X' + iX" , y, + iY"] = [x1 ,Y'] - [x",Y"] + i[x 1 ,Y11
] + i[x",Y'] • 

La formule e(X) ( m) = X J dW + d(X J W) est encore valable, le produit intérieur devani. 

maintenant être pris da,ns l'algèbre extérieure * de T sur C, 
a 

-Enfin l'automorphisme z ~ z de C donne naissance à une applicati•n e ~ e do 

G (resp. Dl) dans lui-m~me, définie par 9 1 + i6" = 0 1 - i9". C1est un automorphisme 

pour ln, structure réelle sous jacente, antilinéaire pour le, structure complexe \9 = \e, 

et G) (resp, [1P) s 1identifie au sous-espace vectoriel sur R de 
,..__ 

G) (resp, il) 

II, Systèmes de Pfaff ctmplexes. 

~ • 
Soit MC (8 un sous-[};-module, i.e. un ensemble de champs de vecteurs complexes 

stable par addition et par multiplication par une fonction à valeurs complexes. Pour tout 

~ point a E: V, on note M le sous-espace vectoriel de T formé des valeurs prises en 
a a 

a par les champs de vecteurs de M. Sa dimension (sur C) est le rang de M en a. 

L'espace M ()G) des chrunps de vecteurs réels de M 
0 

est un sous [1 -module de G • 

On a 11 inclusion C ~ (M n @ ) C M. M sera dit do type réel si C 0 (M Il G) ) = M. 

- 0 ~ 
L'image M de M par e ~ e est encore un sous-Ili-module de @, 

-
et Mn M est le 

plus grand sous-module de type réel contenu dans M. De m~me M + M est le plus petit 

sous module de type réel contenant M. 

00 
Définition 1. Un système de Pfaff complexe sur une variété V de classe C de 

dimension (réelle) n est un sous 

{ 

( 1) 

(2) 

M est de rang constant, 

dim M n M = q = p - r 
a a 

0 
l1 -module M de 

"'-

G tel que 

i.e. dim M = p indépendant de a. 
a 

indépendant de a. 
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Remarque : On a (M nR) CM n M' mais on n'a pas l'égalité en général, et on ne a n, a 

peut pas remplacer 1~ condition (2) par ln condition "H n M ost do re .. ng 

constr.nt". Par contre on a bien (M + M) = M + M, et 1:1 condition (2) est équivr.Jentc à 
a a a 

(2 1 ) M + M est de rcmg constant p + r. 

Soit M un systèmG de Pf11ff complexe sur V, un champ de vecteurs XE 0 appn,rticnt 

à M si et seulement si X(a) E M pour tout point 
a 

r:;, de V. Soit U un ouvert de 

le système de Pfaff ~\; induit par M sur U est le sous .,().,CJ (U)-module de 8 (U) engen­

dré par les restrictions à U des champs de M. CI est rrnssi 1 1 espace des champs de vec-

teurs X de classe c00 
sur U tels que X(a) E: M pour tout a'::. U. 

a 

III. Systèmes de Pfaff complexes intégrables. 

Définition 2. Le système de Pfaff cCJmplexe M sur V sern dit intégrable au voisinn-

ge d 1un point a de V s'il existe un voisinage U de a et des coordonnées locales 

.... ' X ) définissant une ce.rte 
Il 

U "-"7 R, tels que ~ soit le module engendré 

par 

où E 
1 

Il 

E
1 

, ••• , E , E , 
1 

+ iEp+
1 

, ••• , E + iE , 
p-r p-r-r p p+r 

désigne le champ de vecteurs sur U tel g_ue e(E.) 
1 

= - • 
c) X. 

1 

sur V s I il est intégrable r:rn voisinage de chaque point de V. 

M sera dit intégrnblc 

Remarques. 1) p est le rang de M, p-r celui de M ('iM. En particulier, un sys-

tème de Pfaff complexe M do type réel est intégrable si et seulement si le systèrie do 

Pfaff réel M () G) dont il est le complexifié est intégrCible. 

2) Si M est intégrable, Mn M et M + M sont intégrables : en effet, 

sur un ouvert U satisfaisant aux conditions de la définition 2, (M nM)U est engendré 

P n E ar ~
1 

, , •• , 
p-r 

et E
1 

, ••• , E • 
p+r 

3) Si M est un système intégre,ble, U un ouvert et (x , • • , , X ) 
1 n 

des coordonnées locales satisfaisnnt aux conditions de la définition 2, le sous module 

Ml de ';;'1 (U) ·u ~h formé des formes 

engendré par dx + idx 
1

, 
p-r+1 p+ 

(D telles que < X, W) = 0 pour tout XE M (:st 

... ' dx • 
n 



Proposition 1, Soit H un système de Pfr.ff complexe inUgrablo sur V. Pour tous 

champ X et Y de G , 

(a) XE M Gt Y E M ➔ [x, Y] r:;_ M 

( b) X E M + M et Y E M + M - ;, [x, y] E:. M + M. 

Démonstration. M étant intégrable, soit (U.) un recouvr2ment de V par de~ ou'-)\.T~::: 
l 

sp,tisfais·mt aux concli tions dG la définition 2. Pour tout ch2.mp X~ G, X E. N 4=? ( V i), 

YI E M -"~ u u il suffit donc de démontrer la proposition pour de tels ouverts. Sur un tel 
i i 

ouvert, la condition XE M s 1<forit 

<x ' cl(x 
p-r+1 

+ ix )) = 0 
JJ-+1 ...... 

<x ' d(x + ix ) ) = 0 
( 1 ) p p+r 

<x 'dxp+r+1) = 0 

••••• 

<X,dx)=O 
Il 

La formule <[x, Y], df) =(X, d<Y,df))- <Y,d <X,df)) mrntre que, si X et I 

vérifient les équations ( 1), il en est de même de [x , Y] , cl I ot1 la, partie (r) de lr, 

proposi tian. Ln, pn-rtie (b) s 1 en déduit en r<:marquant que, si M ost intégrable, M + M 

Gst aussi intégrable. 

Le "Théorème do Frobenius comph)xe" dont le. J.émonstn.tion est le but do cette série 

d'exposés, est l;:,. réciproquG dei la proposition 1 : les conditions (a) et (b) sont r1.ussi 

suffisantes pour quo M soit intégrable, 

Exercice : Montrer que 1G. conc1i tion (a) est équivelente à (a 1 ) : 1 1 idéql de 1 1 dgèbrc-

~* l ~1 S1 engendré pn.r M C .D, est stable pr:,r d, Enoncé analogue pour lr:. condition (b). 

IV, Première réduction du problème. Considérons l'énoncé suiv~nt, dépendant des entiers 

n, p, r. F(n, p, r) : Sur toute variété V de dim n, tout système de Pfaff complexe 

M do rang p tel que Mn M soit de rang p - r et qui vérifie les conditions (n.) 

0t (b) est intégr~ble. 
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Proposition 2. F(n-p+r, r, r) ===}F(n, p, r). 

Démonstration. Soit M un système de Pfaff complexe de r,mg p sur v, tel qU<:~ 

MnM soit de rang p - r. Si M est stable p8,r le crochet, il en est de même de f:i 

et de Mn A, et du système de Pfaff réel Mn@ dont M () M est le complexifié. 

D'après le théorème de Frobenius réel, Mn 0 est intégrable, et pour tout point a do 

V il existe une carte, représento,nt un voisinage de a sur une boule ouverte U de centr.1 

0 dans tel que (M n (0 )U soit le I1 ~-module engendré par les premiers champs d-2 

vecteurs E
1

, ••• , E de la base canoniquement définie par la carte, i.e. 
p-r 

(M nG)u ={x E ®u (X, dxi) = 0 pour i) p-r}· 

Lemme. Soit M un système de Pfaff complexe sur V, X E@ un champ de vecteurs 

réels sur V. Si Y E M 9 [x , Y J E M, M est invariant par exp( tx). 

La démonstration de ce lemme est la même que celle du lemm-2 Malogue dont on s'est 

servi pour le théorème de Frobenius réel. Not~ns cependant que exp(t X) n 1a de sens que 

pour X champ de vecteur réel. 

Suite de la démonstration de la proposition 2. 

Soit U la trace de U sur le sous espace vectoriel de Rn défini par 
0 

... = X = 0, p-r 
et M 

0 
le module des champs de vecteurs complexes y sur U 

0 

tels que Y(a) ~ M pour tout 
a 

aÇU. 
- 0 

On vérifie que M 
0 

est un système de Pfaff corn-

plexe sur u, 
0 

de rang (p-r), et tel que M n M = o. 
0 0 

Il résulte du lemme et de la candi tian (a) que YU est invariant prŒ les transfor-

mations exp(x. E.) pour 1 (- i {_ p-r, donc que MU est l'image transposée de M 
l l 0 

Il Va Eu 
T 

la projection TT : R ~ H, i.e. YEMF=} TT (Y(a)) E (M
0

) TT: (a), 

D'autre part M vérifie les conditions (a) et (b) • 
0 

1 1 énoncé F(n - p+r, r, r) dit qu I on peut trouver un voisinage U' de 0 dans 
e 

u et des fonctions coordonnées yp 1'•••,Y sur U1 

0 
tel que soit 

0 

l'ensemble des champs de vecteurs 

- r+ n 

Y sur U1 

0 
tels que 

< Y , d (y + iy 
1 

) ) = ••• = < Y , d (y + iy n..i. ) ) = < Y , dyp + r+1 / p - r+1 p+ p 1 ,, r 

= ••• = <1 , dy ) = o. 
n 

par 
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Les fonctions x1 , ••• , x , y .J..
1 

, ".; y forment dos coordonnées sur U1 = Un ri (D 1 ) . 
p- r p •· r , n o · 

et les champs de vecteurs Y E ~1u, sont co,rncte'ris-<s d.0 ns G> (U1 ) n"r - \: C<, \:::,J 
O 

Ca 

< Y , d (y , + idy 
1 

) ) = .. , = < Y , dyn ) = 0, p-r+, p+ 

et }'1u, est donc inMgrn,ble au v0isinage de O, cc qui est l'énoncé F(n, p, r), Il 

en résulte que pour démontrer le théorème de Frobenius complexe, il suffira de le démontrer 

dans le cas où p = r. 

V, Deuxième réduction. 

Soit V une variété de dimension n, H un systèm~ de Pfaff complexe sur V 

de rang r, tel que Mn M = 0~ et vérifiant (a) et (b). Il résulte de (b) que le 

système de Pfaff réel (M + M) n 8 est intégrable, donc pour tout point a de V il 

existe une carte représentant un voisinage de a dans V sur un voisinage U de 0 

dans Rn 
' 

tel que (M + M)u soit, le ['1., ~-module engendré par E1 ~ ... ' E2r' On peut 

supposer u de la forme u X U
1

, U C R2r. '1. C Rn-,2r. Pour chaque t E u
1

, M 
() 0 ' 1 

induit sur u X t, qui est 
0 

de dimension 2r, un système de Pfaff complexe Mt do 

rrrng r, avec Mt n f\ = 0 7 et chaque Mt vérifie (a). 

La fo,mille (Mt\ Ë U est une frunille de systèmGs de Pfaff complexes de rang r 
1 

sur u 
o' 

dépt.>ndn.nt de façon Cco de t au sens suivant il existe r chrunps de vec-

ümrs x1 t' 
V sur u clépendr:.nt de t qui nour chaque t engendrent Mt' ... ' A. 

' 
r,t Q 

pour chaque i, X. t (a) dépend de façon cc:o du couple (u ,t) E u 
O 

x u1 = u. Pour 
1, 

ot 

montrer que M est intégrable, on cherc!1e des fc:1ctions y~ (u ,t.), 1 ~ i .{. 2r, telles 

que les coordonnées y ' • ' •. y } 1 ' 2r 
x " c,,, x satisfassent aux conditions de la 

2r+'i' n 

définition 2. Or ceci est équivalent aux conditions 

y. 
l 

est de classe 
cc 

C par rr.,pport ~u couple (u ,t) 

~ ) Pour tout les coordonnées yl. "'- satisfont aux conditions de la définition 
' J 

2 pour le système de Pfaff complexe H_,_ sur U . 
:, 0 



- 7 -

On voit donc que F(n, r, r) sera une conséquence de F(2r, r, r) complété de la 

façon suivante : 

F'(r) : Sur toute vn,riété V de dimension 2r, tout système de Pfaff complexe H 

de rang r tel que M nM = 0 et qui vérifie (~) est intégrable. De plus, si M dépond 

C
OQ 1 •• de façon d un pr.,r:::x'.'i, . .,-re t E w, on pout trouver n,u voisinage de chaque point 

et de chaque valeur t E: W du paramètre un système de coordonnées locales de V satis­
o 

faisant aux conditions de la définition 2 et dépendant de façon COQ de t. 

Remarquons que la condition (b) est ici une conséquence triviale des hypothèses 

- ~ de rang, car M + M = @. 

La démonstration du théorème de Frobenius complexe est donc ramenée à celle de F1(r). 

Dans l'exposé oral, on se contentera de démontrer la première partie, l~issant aux audi-

teurs et au rédacteur, voire au lecteur, le soin de vérifier que toutes les constructions 

faites dépendent de façon C
00 

de paramètres éventuels. 

VI. Variétés presque-complexes. 

Nous allons donner une interprétation de F(2r, r, r). 

Définition. Une structure presque-complexe sur une variété COQ V de dimension réelle 

2r est la donnée, pour ckique point a de V, d1une structure d'espace vectoriel sur 

C sur T (V), 
a 

00 
varir.nt de façon C avec a (i.e. pour chaque carte, la matrice J 

a 

00 ) qui correspond Èt lF. multiplication par i dépend de façon C de a • 

Soient V et W deux variétés presque-complexes, une application de classe c00 

f: V~ W est dite holomorphe si, pour tout a ~V, l'application linéaire tangente 

T 
f : T (V)~ T ( )(W) est C-linéaire. 

a f a 

Soit V une variété de dimension réelle 2r, munie d'une structure presque complexe J. 

L'application identique i: G) --, G de l'espace des champs de vecteurs réels sur V 

'"'-

se prolonge de façon unique en une application C-linéaire i @ ~ @ , G) étant 
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muni de sa structure d 1espqce vectoriel complexe naturelle, et G) de la structure d 1esp~-

ce vectoriel complexe définie par J. Le noy~u }f de 1 est un système de Pfaff complexe 

sur v, de rang r, tel que M nM = o. 

Réciproquement, si on se donne un système de Pfaff complexe M sur une variété V 

de dimension 2r, tel que M s·oi t de rang r et M n M = o, 11 application cemposée i 

"- "" 
@-40 ~@) /M est un isomorphisme de G) sur l'espace vectoriel réel sous-jacent 

~ 
à 1 1 espace vectoriel complexe @/M. En transporta.nt par cet isomorphisme la structure 

'"'-

complexe de @ /M, on trouve une structure d I espace vectoriel complexe sur G , qui pro-

vient d'une structure prosque complexe unique sur V. 

La donnée d 1une structure presque complexe J sur V est donc équivalente à la donnée 

d 1un système de Pfn,ff complexe M de rang r tel que M ()M = 0 (c'est à dire qu'il y n. 

une bijection canonique entre l'ensemble des structures presque complexes sur V et 11en­

semble des systèmes de Pf~ff M satisfaisant à ces conditions de rang). 

Définition. Une structure presque complexe J sur une variété V de dimension 

réelle 2r sera dite intégrable si elle est sous jacente à une structure analytique corn-

plexe de dimension r. 

Pour que la structure presque-complexe J soit intt~grf'.,ble, il faut et il suffit que, 

pour chaque point o, ë V, il existe une cr.1.rte représentant un voisinage U de a sur 

un ouvert U1 C Cr par une application holomorphe. La structure analytique complexe 

est alors unique, car les applications holomorphes d 1un ouvert de 
r 

C dans un autre sont 

analytiques-complexes. 

Proposition 3. Pour que la structure presque complexe J définie sur une variété V 

de dimension réelle 2r par un système de Pfaff M soit intégrable, il faut et il suffit 

que M soit intégrable. 

Démonstration. Pour que des coordonnées locales (x
1

, ••• , x
2
r) sur un voisinage 

U de a satisfassent aux conditions de la définition 2, il faut et il suffit que 

1 1 application (x
1 

+ ix 
1 

, ••• , x + ix
2 

) 
r+ r r 

de U dnns Cr 'th 1 h c... s01 o ornorp e. 
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L'énoncé F (2r, r, r) est donc équivalent ~u suivant: 

Pour gue la structure presque complexe J définie sur une variété V de dimension 

réelle 2r par un système de Pfnff complexe M de rang r tel que M nM = 0 soit 

intégrable, il faut et il suffit que M soit stable par le crochet, i.e. 

X E M, y E M ~ [x ,. r] E M. 

Pour démontrer le théorème de Frobenius complexe, il reste donc à démontrer cet énoncé, 

et à vérifier que la construction qu1on donnera de coordonnées holomorphes dans Cr dépend 

de f~çon c00 
de paramètres éventuels. 

-=-=-=-=-=-=-==-



Note sur les exposés de B, MALGRANGE 

-=-=-=-

Les exposés 1 - 4 ont été faits d'après des notes prises à un cours de H. CARTAN 

à 11E.N.S. en 1948-49, et un cours (ronéotypé) de A. BLA..~CHARD à Montpellier, 1959-60. 

Les résultats de l'exposé 5 sont dûs à L, NIRENBERG (A Complex Frobenius Theorem, 

New York University 1958). 

Les exposés 6 - 7 - 8 étaient consacrés à la démonstration du théorème d1intégra­

bility des structures presque complexes. Ils n'ont pas été rédigés et se limitaient à 

reproduire la démonstration originale de A. NEWLANDER et L. NIRENBERG (Complex Analytic 

coordinates in almost-complex manifolds, Ann. of Math., 65, 1957, p. 391-404), 
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