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TORES COMPLEXES, VARIETES ABELIENNES.

par J. Giraud

§ 1 . Variétés abéliennes.

Définition 1.1. On appelle tore réel (resp. complexe) le quotient d'un espace

vectoriel réel (resp. complexe) par un sous-groupe discret D de rang maximum.

On a donc une suite exacte de groupes de Lie réels (resp. complexes)

0 > D > T > X >0 , X=7T/D ,
que l'on peut d'ailleurs reconstituer & partir de X ,car T s'interprete
comme l'espace tangent & l'origine et 7 comme 1'application exponentielle.
On notera que T est également un revétement universel de X, ce qui identifie
D au groupe fondamental de X . Nous utiliserons constamment ces notations

et nous dispenserons le plus souvent de le rappeler.

Théoreme 1.2. Soit X = T/D un tore complexe. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) X est une variété analytique projective.
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(ii) il existe une forme hermitienne négative non dégénérée H sur T

dont la partie imaginaire A est entidre sur D«xD .

Nous énoncerons plus bas un théoreéme de Kodaira (2.2) dont nous déduirons
ensuite (1.2) gréce & quelques résultats sur la cohomologie des tores (3.7).
En fait, comme nous verrons, il est & peu prés trivial que (i) implique (ii) et
l'implication (ii) === (i) sera démontrée dans 1'exposé IV gréce & la théorie
des fonctions théta sans recours au théoréme de Kodaira. Nous n'utiliserons pas
(1.2) avant qu'il ne soit prouvé dans 1'exposé IV et, jusque la, appellerons

variété abélienne un tore complexe qui satisfait & la condition (ii). Joint au

théoreme de Chow [1] , [2], le théoreme ci-dessus nous enseigne que toute
variété abélienne X est munie d'une structure de variété algébrique complexe
caractérisée par la condition que la structure de veriété analytique complexe
qui s'en déduit soit celle de X . On obtient ainsi un groupe algébrique com-

plexe xal qui est connexe, lisse et propre ; c'est ce que 1l'on appelle un

C-schéma abélien. Réciproquement nous verrons plus tard que tout C-schéma
abélien X est commutatif et projectif ; le groupe analytique Xan qui s'en

déduit est donc un tore complexe projectif, c'est-a-dire une variété abélienne.

Utilisant & nouveau [2] , on en déduit que la catégorie des C-schémas abéliens

est équivalente & celle des variétés abéliennes.

Terminons cette introduction par quelques commentaires sur la condition
(1.2 (ii)). Notons qufune forme hermitienne h est déterminée par sa partie
imaginaire a car on a
h(x,y) = a(ix,y) + ia(x,y) , 1 = -1
bien entendu, a est gmbilinéaire alternée et satisfait aux conditions préci-

sées par le lemme que voici.

Lemme 1.3, Soient T wun espace vectoriel complexe de dimension finie et a une
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forme g—bilinéaire alternée a valeurs réelles définie sur T . Les conditions
suivantes sont équivalentes

(i) il existe une forme hermitienne h sur T dont a est la partie
imaginaire ;

(ii) pour tout (x,y) € TxT , on a a(ix,iy) = a(x,y) .

Nous dirons qu'une telle forme a est de type (1,1) ; nous dirons qu'une
forme de type (1,1) est négative s'il en est ainsi de la forme hermitienne h

qu'elle définit et nous dirons qu'elle est de type kéhlérien si h est négative

non dégénérée, ce qui signifie que, pour tout x e T , x#0, ona

a(ix,x) < 0 ou encore a(x,ix) > 0 .

1.3.1. Notons que la forme k(x,y) = a(x,iy) + ia(x,y) attachée & une forme de
type (1,1) par [W] p. 15 est C-linéaire par rapport a la seconde variable

et satisfaita k(x,y) = -h(y,x).

1.3.2. Soit X = T/D un tore complexe. On appelle forme de Riemann sur X une

forme R-bilinéaire alternée de type (1,1) sur T qui est négative (éven-

tuellement dégénérée)

Exprimons maintenant la condition (1.2 (ii)) en termes de "matrices de

Riemann".

Proposition 1.4. Soient g wun entier, { € Mg 2g(g) une matrice dont les vec-
, -

sont linéairement indépendants sur R et D le

teurs colonnes © 0onoy@
170 b 2g &

réseau de Cg engendré par ceux-ci. Pour que le tore complexe X = gg/D soit

une variété abélienne, il faut et il suffit qu'il existe une matrice antisymé-

trique de déterminant non nul A € Mzg(g) telle que

(1) Q& =0
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(2) i0A Q@' est une matrice hermitienne négative non dégénérée.

> . . . v ~
Notons que (2) signifie que ifQA Q' est une matrice hermitienne positive

non dégénérée

La transposée d'une matrice M est notée M', 1'inverse de celle-ci est

14
. Lps o g C i 19 s . .
notée M . Par définition, C®/D est une variété abélienne, s'il existe une

forme de type K&hlerien a qui est entiére sur D . La matrice A de a par

rapport a la base @ ;cocco, est nécessairement non dégénérée ; par suite
1 g b ’

2g

il suffit de prouver que, pour toute matrice A comme dans 1'énoncé, les condi-
tions (1) et (2) expriment que la forme a dont la matrice par rapport &

®1,onooo,o2g est A, est de type K&hlérien. Pour cela, désignons par U 1la
U

partie réelle de & et posons Q@ =U+ iV , W = (V) .« Soit e = (e1,aee, e )
, , g

la base canonique de ggo La matrice de a rapportée a la base

, v
,onoYieg) de gg sur R est alors B=WAW . Pour éviter

e = (e1,ono,eg,ie1

de calculer W_1p notons que a est de type k#8hlérien si et seulement si il
en est de méme de la forme & dont la matrice rapportée a e est E [considé—
rer l'automorphisme dont la matrice dans la base e est B et remarquer que
la matrice dans la base e de l'homothétie de rapport i est J= <$ —q) lo

On a donc

Y v
Y v UAU? UAV!
o | — v
B = WaWt = <VKU? VAV() ’

vy v
et la condition (1.3 (ii)) s'écrit JB = BJ , c'est-a-dire,

14 v v v
0 = UAV' + VAU' = UAU* - VAV' qui n'est autre que (1). Si cette condition est
satisfaite, la matrice dans la base e de la forme hermitienne Lk dont & est
la partie imaginaire est H = iQ AU’ ; d'aprés (1), ona 2H=3i0A %, d'ou

la conclusion. On prendra garde que la forme hermitienne attachée & iQA Q!

n'est pas celle définie par a .

Remarque. Tout tore complexe de dimension 1 est une variété abélienne. En
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effet, si h est une forme hermitienne négative non dégénérée, et si a est

sa partie imaginaire, a(w1,m2) est non nul dés que le rapport des vecteurs W,

et 02 n'est pas réel. En prenant pour @, et W, une base du réseau, on en

déduit que h/la(®1,ab)| est une forme de Riemann non dégénérée.
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§ 2 . Un théoreme de KODAIRA.

Définition 2.1. Soit X wune variété analytique complexe. On appelle structure
K&hlérienne sur X wune forme différentielle fermée & valeurs réelles w sur

X telle que, pour tout x € X, 1la forme E—bilinéaire alternée ®  sur
1'espace tangent Tx a X au point x soit de type:KEhlérien (1.3). On appelle

structure de Hodge une structure K&hlérienne w dont la classe ZFeEHZ(X,R)

appartient & 1'image de H2(XEZ)o

Malgré les apparences, cette définition est en accord avec celle de [W]
p. 41, voir (1.3.1).

On appelle variété Kéhlérienne (resp. de Hodge) une variété analytique com—

plexe munie d'une structure Ki&hlérienne (resp. de Hodge). Dans cette définition,

— 2 : . pos . s s A
la classe @ €H (X,R) de la forme différentielle ® est définie grédce au

théoreme de De Rham qui dit que, sur une variété différentiable paracompacte,
la coliomologie du faisceau constant R se calcule grdce au complexe des formes

différentielles extérieures (Godement [3] p. 181).

2.1.,1. Pour éviter les ambiguités de signe, génantes lorsque 1l'on parle de posi-
. ey ;. N . .
tivité, précisons que, si £, désigne le complexe des faisceaux de formes dif-
. . i \ [ * " .
férentielles extérieures a valeurs réelles, et & le complexe formé par ses
sections, le morphisme

8 —— H'(X,R)

(1) H

que nous considérons est celui gqu'induit un morphisme quelconque 1 : gf — 1" ,

o I" est une résolution injective du faisceau constant R . En le multi-
+1)/2 R . . .

pliant par (-—1)n(rl N/ , on trouve, d'apres ([6] p. 92) le morphisme induit

par le cobord itéré

(2) ’(X,87)
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attaché & la suite exacte

0
(3) 0 >R > A Qrfl >0

ol _@; désigne le faisceau des formes différentielles fermées de degré n .
L'application (2) est calculée explicitement dans [W] pour n =1 et n =2 .
Par suite, la classe que nous attachons & une forme est l'opposée de celle con-
sidérée dans [W] . D'aprés [4] p. 257, les morphismes (1) transforment le pro-

duit extérieur des formes différentielles en le cup-produit des classes de co-

homologie.

Théoréme 2.2. (Kodaira [5]). Pour qu'une variété analytique complexe compacte

solt projective,il faut et 1l suffit qu'elle admette une structure de Hodge.

Nous nous contenterons de prouver la partie triviale du théoréme (la réci-
proque sera prouvée dans 1'exposé V). Il est clair qu'une sous-variété d‘fune
variété de Hodge en est une autre et il nous suffira donc de munir l'espace pfo—
jectif complexe de dimension r dfune structure de Hodge. Notons X cet espace

et considérons la suite exacte de faisceaux sur X

e *
1 0 > > 0 = 0_ > 0
(1) Z —— 0, —2 0 :
ou QX (resps 9;) désigne le faisceau des fonctions holomorphes (resp. holo-
. 1,
morphes inversibles) sur X et ol e(z) = exp(2xi z). Soit k € H (X,g;) la

classe du fibré en droites canoniques QX(1) et soit ¢ sa classe caractéris~—

tique, c'est-a-dire, par définition, 1'image de k par le composé

(2) i (5,00 10 (x,2) (R

ou 8 est le second cobord attaché & la suite exacte (1) et o (¢ est induit

par l'inclusion Z — R . Il nous suffira de trouver une structure Kadhlérienne

de classe ¢ , car, par construction, ce sera une structure de Hodge.
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Proposition 2.3. Soit (xo,XI,QQQ,xr) un systéme de coordonnées homogenes de

l'espace projectif complexe X de dimension r . Il existe une unique forme

différentielle {, sur X +telle que, pour O< us<r , on ait

i 2
X = ran
LT 5w d'd"Log( E |xv/xu| )

OsVsI‘

N

ou {Xu = X e_lexu(x) # 0} o De plus, {L est fermée, réelle, de type Kéhlérien
et sa classe de cohomologie est ¢ . En particulier, 4 est une structure de

Hodge sur X .
On définit dans X une forme % par
u u

T, = 2 &'log( 57 Ix /x %),

0$V$I‘

: 2
ce qui a un sens car E |x /x "1, Dans X =XNX , ona
viu uv u v

i 2
— = re—— i
QV_ Ty d'Log lxu/xvl

= — d'Log(x /x .x /x ) .
u v u

v

Notons maintenant que si X' est un ouvert simplement connexe contenu dans X
uv

et si f est une détermination de Log(xu/xv), on a, dans X',

'QV - qu = é% ar ff = 5% a'f car f est antiholomorphe ; par abus de langage,

on écrira
-~ = L d'Log(x /x )
%V %u 2% u v

Donc 7 - 9 est une forme holomorphe, donc d”(q -1 ) est nulle dans
v u v u

X , ce qui, par recollement, prouve l'existence d'une forme & telle que
uv

(1) QIXu:-d"oZu:~d7Z

u

%v - vu = E%Z dLog(xv/xu)u

Notons que £l est évidemment fermée ; elle est réelle, car pour toute forme a ,

on a d'd'a = -d'd"a . Prouvons que la classe de cohomologie de & est la
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classe caractéristique de QX(1)n Rappelons a ce propos que X, est une section

de 0.(1) sur Xu ; selon Bourbaki [9] p. 65, formule (4), la classe de coho-

X
mologie attachde & 0_(1) est donc celle du cocycle c = x /x . Puisque X
- X — U,V v ou
est paracompact, il existe un recouvrement X' = (X;), aeld, de X, une

application f : A —[0,r] telle que X; C'Xf(a) , a €A, et des fonctions

holomorphes Fayb définies dans X;b = X;ﬂ Xé tels que, pour tout (a,b) € AxA ,
. , : 2
on ait, dans Xéb , nga’b) = Xf(b)/xf(a) . La classe dans H (X’£> du cocycle
aez’(x',2) , d. =F -F +F
== ’ abc be ac ab ’

2 . )
est donc la classe caractéristique &(k) € H(X,2) du fibré _Q_X(1)o Par ail-

) 3 A T~ . — =
leurs, d'aprés les formules (1), on a illXa = d%f(a) et Qf(b) %f(a) dFa,b ,

2
d'oll il résulte que la classe de d dans H (X,R) est celle de la forme

(cfo 2.1.1),
I1 reste & démontrer que £l est de type K&hlérien. Soit x € X et soit
u € [0,r] tel que xu(x) £0 . On a, dans Xu , des fonctions holomorphes

f =x/x ,0svs<r,; telles que
v vioou

1 —_
— 1 v o
(2) IQIXu = 5y 4"d Log ( Z : fva)
OsV‘sI‘
Posons A= ) f f et a = fdaf - f df ; on déduit de (2) les for-
v v ng v W w v
0\<V§I‘
mules
X = — (f T dF Adf ~- T £ df Adf )
u L2 ww Vv v VW W v

1 1
- 2 Z:: (53 aV,wAav,w)

Posant B = A(x) et Db =a (x), la formule (3) montre que &(x) est la
VW VW

partie imaginaire de la forme hermitienne H sur l'espace tangent TX a X

en x définie par
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4'T(A2 VW

H(t,b!) =

o’
oy
g/\
<
o’
3
=
S

Celle-ci est évidemment négative ; elle est non dégénérée, car les formes bv .
?
engendrent le dual de l'espace vectoriel complexe T  puisque parmi elles se
X
trouvent les formes bu v = dfv , 0<vs<sr,v#u, qui forment une base de
3

cet espace.

C.Q.F.D,
Remarque 2.4. Soient X wune variété analytique complexe et L wun module in-
versible sur X ., Soient Xi , 1 €I ; des ouverts recouvrant X et
. € L(Xi) , i€l , des sections ne s'annulant pas. Le raisonnement fait plus
haut montre que, si l'on a une 2-forme réelle {, sur X et des 1-formes
%i sur Xi , 1€l , 1la classe de £l est la classe caraciéristique de L dés

1
1 _ _ - .
que l'on a SllXi =d . et qj 15 = 33 dLog(fu/fv)
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§ 3 . Cohomologie des tores.

Pour tout anneau A , tout A-module M et toute A-algébre B , on note

* \ s/ . - / . 7/ N
AltA(M,B) ltalgebre graduée des formes multilinéaires alterndes sur M & va-

leurs dans B . Soit T = X/D un tore et soit x: T — X la projection.
L'algebre des formes différentielles réelles sur X s'identifie & celle des

. 0
fonctions de classes C sur X & valeurs dans Alt;(T,B) lesquelles s'inter-

. . 0
pretent comme des fonctions de classe C~ sur T admettant D comme groupe
de périodes ; parmi celles-—ci, les fonctions constantes correspondent aux formes
invariantes par translation ; celles-ci sont donc fermées. En associant &

f e Altg(TgR) . P €N, liunique forme différentielle F sur X , invariante

par translation, dont la valeur a l'origine est f , on définit donc une
application

(1) a : Alt

(IR —— H (X,R) .

Théoreéme 3.1. L'application (1) est un isomorphisme d'algébres. L'application

i H*(Xyg) — H*(XFR) est injective. Pour que 1l'image par a dfune forme

f e Altg

(T,B) soit entiere [c‘est—é-dire appartienne & l'image de 1 J, il

faut et il suffit que f soit entiere sur of .

On trouvera dans [W] p. 104 une démonstration fort élégante de ce résul-
tat, & ceci pres qu'elle ne montre pas que i est injective. Il est inutile de
reproduire cette démonstration ; aussi en donnerons-nous une autre (3.5.1) qui
nous permettra également de calculer la cohomologie de X & liaide de celle du

groupe D .

Pour tout faisceau F sur X , on notera 7'F  son image inverse par la
projection M: T —> X et on posera F(T) =7 F(T). On fait opérer le groupe

D sur F(T) par la formule (uf)(z) = f(z+u) , ueDd , f eF(T) , zeT, a



laquelle on donne un sens en considérant que f est une section de l'espace
z \ * 7 -
étalé attaché & 7CF . Nous désignerons encore par F(T) 1le D-module ainsi

obtenu. On a des isomorphismes évidents:

0

(1) b HO(X,F) —~~—> H (D,F(T)).

Lemme 3.2, Il existe une unique famille de morphismes de foncteurs

(2) b s H(D,HT)) —> H(X,F) , ne

n H

=

définis sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X et a valeurs
dans celle des groupes abéliens telle que,

(a) b, soit l'inverse de l'isomorphisme b

0

(b) pour tout suite exacte 0 —»F —> G —> H —» 0 de faisceaux de
groupes abéliens sur X telle que la suite de groupes
0 —> F(T) —>G(T) —> H(T) —> 0 soit exacte, les diagrammes ci-dessous soient

commutatifs

b
H (D,H(T)) —2—s B (X, F)

(2) l l n €

n+1 Vs +1,
H (D,F(T,)—F—-—-»Hn X,F)
n

=

ol les fleches verticales sont les opérateurs cobords.
De plus, pour tout faisceau de groupes abéliens F sur X , il existe une

suite spectrale

(3) 2P (0,HY(T,%*F)) === B*(X,F)

5

dont les "edge-homomorphisms" sont les L

De 1l'avis du rédacteur, la démonstration la plus simple de ce résultat s'ob-
tient en notant que le morphisme 7w : T ~—> X est couvrant dans le topos des
espaces étalés au-dessus de X et en explicitant la suite spectrale qui relie

la cohomologie de Cech de ce morphisme couvrant & celle du topos (Verdier [7]).



Les lecteurs qui ont une raison sérieuse de ne pas partager cette conviction
connaissent depuis longtemps ce résultat et il est inutile de leur fournir une

référence.

I1 résulte du lemme que, pour tout faisceau constant P , les b  sont
" n ~

des isomorphismes. En effet, on a Hq(T,W*F) =0, >0, car T est contractile.

Proposition 3.2.1. Soient F un faisceau de groupes abéliens sur X et

X = (Xi) , 1 €I, un recouvrement de X . Soient c¢ e Z‘(C*(sz)) un
1-cocycle de X a valeurs dans F et f e.Z1(D,F(T)) un 1l-cocycle du com-—
plexe des cochaines inhomogénes de D & valeurs dans F(T). S'il existe des

sections u. € F(X.) telles que u. — u, =c.. et telles que
1 1 J 1 1]

-1 . .
ui(t+u) = ui(t) + ¢(tyu),t er (Xi),u €D, ou ui est la restriction de u

-1 , 1
a (Ui)’ alors l'image par bm : H (D,F(T)) ——»-H’(XyF) de la classe de f

=

est 1l'opposée de celle de c¢ .
D'aprés [6] p. 92, la classe de c¢ est l'opposée de l'image de c par le
premier opérateur cobord attaché & la suite exacte

1 ¢
gf(z,F) —> 0, ou Qf(g,F) désigne le complexe (de

0
0 —F —C (§JF) — Z
faisceaux) de Cech attaché au recouvrement X et au faisceau F . Les sections

u, permettent de calculer ce cobord grédce & la cohomologie H'(D, . ), d'oun

la conclusions

3.3. Soit € yecos€y Une base du Z-module D . A tout D-module M ; on

*

Z(D,M) de la différentielle qui, a

associe le complexe obtenu en munissant Alt

une forme alternée f de degré p , associe la forme St qui satisfait a

+1 A
(85) (e, yeosse, )= 2 (DT (e, -Nfle, yoonpe, yooose. ),
i i i i i i
1 p+1 1sqs<ptl q 1 q p+1
1< i, <1, scvee < 1 < N . Puisque D est libre, on obtient ainsi un fonc-

1 2 pH1
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teur exact défini sur la catégorie des D-modules , & valeurs dans celle des

complexes de groupes abéliens, d'olu, en passant & 1'homologie, un §-foncteur

exact sur la catégorie des D-modules , d‘'olt un morphisme de g—foncteurs

(1) c i H(D,M) —— H" (A1t*

(D,M)) , ne

o

(B
=

caractérisé, d'apres Grothendieck [4] p. 141 et 68, par la condition d'induire

1'isomorphisme évident en degré 0 . Les ¢ sont des isomorphismes ; en effet,
n

d'apres loc. cit., il suffit de prouver que le but des . est un S—foncteur

effacable, ce qui résulte de [8] p. 187 ou de [6] p. 193,

3.3.1. En particulier, si D opere trivialement sur M ; 1la différentielle du

complexe introduit plus haut est nulle et ¢ induit un isomorphisme
n

(2) ¢t H'(D,M) —%Alt]

N (D,M) , n=0.

e

Proposition 3.3.2. Soient M un D-module et f : D —>M un 1-cocycle du
complexe des cochaines inhomogénes attaché a M . L'application linéaire
F:D—M caractérisée par F(ei) = f(ei) , 1 <is<N, satisfaita§F =0

. 1 .
et sa classe dans H (Alt;(DgM)) est l'image par Cn de celle de f .

. - +1 .
On sait que le complexe simplicial QP(M) = Appl(Dn M) est une résolu-
0, .

tion de M, que C*(M) = H (DPQ%(M)) est le complexe des cochaines homogénes,
isomorphe & celui des cochaines inhomogénes, et que la 1l1-cochaine inhomogéne
f attachée & une cochaine homogéne g est f(u) = g(0,u). Par ailleurs,
dtapres [6] p. 92, la classe de cohomologie attachée & un cocycle homogeéne

LIPS . [ . 0 T % i :
g € C (M) est l'opposée de Alg) . ot A: H (D,2C (M)) — H (D,M) est le

premier opérateur cobord attaché a la suite exacte de D-modules

0 —~—>P1——~>§P(M) — 2 gf(M) —> 0 . En calculant ce cobord grdce aux complexes

*

Altg

(D, .), on trouve le résultat annoncé.
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Lemme 3.4. Désignons encore par R le faisceau constant sur X et le D-module
trivial définis par R . Pour tout ne N, les deux composés du diagramme ci-
n

dessous se déduisent 1l'un de l'autre par multiplication (-1) .

a

n
ALto(T,R ) —Ts H'(X,R)
J b
n
Alt;(D?B) — >H (D,R) .
= c
n

. -1 . C o
Le composé bn°cn ne dépend pas de la base choisie pour définir c o

Bien entendu, j est l'application induite par l'inclusion D c T ; c'est

donc un isomorphisme, ce qui prouve que la dernieéere assertion résulte de la pre-

mieére. Prouvons celle-ci. Soit f e.Altn(T,R) ; dlapres (2.1.1),

R =
n(n+1)/2& ( =

0 f) est 1l'image de la forme différentielle invariante F sur X

(-1)

dont la valeur & l'origine est f , par le cobord itéré

0 n n
(1) A H (X,07) —— H (X,R)

attaché & la suite exacte de faisceaux sur X

0
(2) 0 > R > K coooo Kl > 0.
Nous devons donc prouver que

n(n+1)/2A(F) _ (-1

(3) (-1)
ot i(f) est la classe de cohomologie attachée au cocycle j(f). Or l'image ré-
ciproque I sur T de la résolution (2) est l'analogue relatif & T . Comme
la cohomologie de T & valeurs dans les faisceaux qui composent I est tri-
viale, les sections de I" forment une suite exacte de D-modules. D'apres
(3.2 (b)), on peut donc calculer le cobord itéré A grdce & la cohomologie du
groupe D et 1l'on calculera celle-ci grédce aux complexes AltZ(D9 o )

Soit E1you°,§N la base duale de la base e reeesly du réseau D et soient
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XypoeesXyp les formes coordonnées de T correspondantes. Pour prouver (3), on

peut supposer que f = X, AmoonXs 1 = i1 < bos < in < N, donc
1 n

F=adx, A u,o,\dxi et j(f) = &i ,\naalAEi . Pour trouver A(F), il suffit de
n

1 n 1
construire deux suites F e AItF(D,070) , 0<psn, G e a1tP(0, 8" P
N 0 i

0O<p<n, ou & =H (T;QT)g telles que

(a) F0 =F

(b) G = F

1Y P
c SG = F
(c) o=

ot d désigne la différentielle du complexe (2) et & celle du complexe

Alt;(D s o)o On aura alors Gn_e Alt;(D,E) et sa classe de cohomologie sera
A(F). La relation (3) deviendra
n(n-1)/2
(@) & = (-1) 511A een &
n

car n(n+?)/2 + n(n-1)/2 = n (mod. 2). Posons

= (_1)P(P"1)/2&

P i

Aoou/\gi dxi AOOCAdxi
P p+1 n

p(p-1)/2
Gp = (=) $i1 i 1

/\ooaAEi Xi dX, Acoo/\dx. -
hs) p+1 p+2 n

On a évidemment (a), (b) et (d). Il suffit de vérifier que les deux membres de
(¢c) prennent la méme valeur sur les éléments (e. ,ceoe. ) ,

1 1 In+t
1 < j1 < tas < jn+1 < N, de """, Par définition de S, ona

-1)/2 +1 A
(86 )(e) = ((0PPN2 5= (T (e )e ) (e, yeenslr eenre )
Pod 1<q<pHl lg P ’q Tpi
\ _1l 2
0{1 W = dXi ACCeA Xm e.tl
p+2 n
+1 ~
A = Z (—1)q El A Bo0oA §l (eJ ,ouuyej pooo’ej )u&i (eJ ) o
t<qsptl 1 p " q n ptl “q



Par ailleurs, F - (_1)P(P+1)/2

b1 Bw , ou

B=§i AnuaAgi (e‘ ,cou,e_ ) o
1 p+H1 2 Jp+1

I1 suffit donc de prouver que B = (-1)PA ; or on sait que B = détg. (e. ),
1 J
u v

d'olt la conclusion en développant ce déterminant par rapport & sa derniére ligne.

Remarque 3.5. Nous retiendrons que la classe de cohomologie attachée par le

de
théoréme deVRham & une n-forme alternde f sur T est égale & celle du co-
n
)

cycle obtenu en restreignant (-1)"f & D .

3.5.1. Nous pouvons maintenant déduire le théoréme (3.1) de ces lemmes. D'apres

(3.4), a_  est un isomorphisme car il en est ainsi de j , b et c .
n . "n n

C'est un isomorphisme d'algébres car le morphisme de de Rham transforme produit
extérieur en cup-produit (Godement [3] p. 181). Liapplication

i H*(ng) —~4>H*(XyR) est injective car les isomorphismes bn et c rela-

tifs aux faisceaux constants Z et R identifient cette application &

*

Alt, (D,Z) — Alt_(D,R). Enfin, d'aprés (3.4), l'image de i s'identifie &

new *
e

l'ensemble des formes alternées sur T qui sont entiéres sur D .

Corollaire 3.6, Soit F une forme différentielle fermée définie sur X et soit
HF 1la moyenne de F pour la mesure invariante sur X de masse totale 1 .
Les formes F et HF sont cohomologues.

Bien entendu, dans cet énoncé, on profite de la structure de groupe de X
pour identifier les formes différentielles sur X aux fonctions de classe ¢
sur X & valeurs dans l'algebre des formes différentielles sur 1'espace tangent
& l'origine T . Une forme invariante F s'interpréte ainsi comme une fonction
constante et 1'on a donc HF = F . D'aprés le théoreme (3.1), pour toute forme

fermée F , il existe une forme invariante F' et une forme F" telles que



F=F"+dF" . On a donc HF = F' 4+ HAF" . Or il est facile de vérifier que

Ha = 0, d'ou la conclusion.

Corollaire 3.7. Pour qu'un tore complexe soit une variété de Hodge il faut et
il suffit qu'il admette une forme de Riemann non dégénérée.

D'aprés le théoréme (3.1), pour qu'une forme différentielle invariante F
solt une structure de Hodge il faut et il suffit que sa valeur & l'origine soit
une forme de Riemann non dégénérée. La condition du corollaire est donc suffi-
sante. Elle est nécessaire car si F est une structure K&hlérienne, il en est
de méme de HF d'aprés les propriétés bien connues des intégrales et, par
ailleurs, si F est de classe entiére, il en est de méme de HF qui lui est
cohomologue.

Joint au théoreme de Kodaira, le corollaire (3.7) implique le théoréme

(1.2).

3.8. Soit X = T/D un tore complexe. Nous allons maintenant calculer la cohomo-

logie du faisceau QX des fonctions holomorphes sur X . Tout d‘'abord, gréce

N

% la formule de Kunneth, on déduit immédiatement du théoréme (3.1) que lfon a

des isomorphismes

a_ ¢ Altn(T,g) —ii—a»Hn(X,g) s

1]

Par ailleurs, si l'on désigne par Altpyq(T,C) le sous-espace vectoriel complexe

de Alt*(Tyg) engendré par les formes oA ooqA'up,\;;A ooo,\;; , ol

Ugsoeosl 3V ,oon,vq sont des formes C-linéaires sur T ; on a une décompo-
I) =

1

sition en somme directe

n L] P,q
(1) AltR(Tyg) = G = AltR (T,g)

d'ol une décomposition en somme directe



(2) H' (X,C) = , | g

ptq h

il
o

Remarquons que Alt_ (T,R) = Alt_’ (T,C) n'est autre que l'ensemble des formes

1
= I} =

e N

de type (1,1) sur T, (1.3). D'aprés (3.1), on a donc la proposition

sulvante,

. 1,1
Proposition 3.9. L'ensemble H ’ (X,Z) des x E.Hz(XyZ) dont l'image dans
2
H (X,C) est de bidegré (1,1) est canoniquement isomorphe & 1'ensemble des

formes de type (1,1) sur T qui prennent des valeurs entiéres sur Dx D .

Théoréme 3.10. Le morphisme naturel Hn(X,Q) ~—a-Hn(X,QX) induit un isomorphisme

O,n(

B N(X,0) — B (X,0,)

La décomposition (3.8 (1)) est valable pour tout espace vectoriel complexe
T , en particulier pour les espaces tangents aux points de X . On en déduit,

pour tout n € N , une décomposition en somme directe
(1) f&? _ Z:: f&qu
ptq = n
du faisceau é&? des formes différentielles sur X a valeurs complexes, et, en
L . n Oyn .

particulier, des projecteurs q :§ —> s L'opérateur d" augmente le

n
second degré d'une unité et, d'aprés le théoreme de Dolbeault (cf. [10] p. 184),
la suite

0 4" 40,1 4"

(2) O ‘QX Q r\& ——3 o 00

est une résolution par des faisceaux fins du faisceau QX des fonctions holo-

morphes sur X . De méme, d'aprés le théoreme de de Rham, la suite

>, 00 At

(3) 0 >

IK !

est une résolution par des faisceaux fins du faisceau constant € . Enfin, un

calcul immédiat montre que le morphisme naturel C —iaxg et les projecteurs

X



q, définissent un morphisme de la suite (3) dans la suite (2). Si l'on désigne

i- 0,1 i
par Q7 et &7 les modules formés par les sections des faisceaux .Qf et

0,1
H ’ . ’ .
£°’", on en déduit que 1l'on a un carré commutatif

i
H (X,C) ———s H(X,0,

)

H(0") —— #@’")

ol in est induit par i s C ——a»QX et qg par q_ o Puisquiune forme in-

variante F satisfait d"F = 0 , on déduit de (4) un carré commutatif

X
(5) ]z i,
T

r,g) = ALt

\

=11
HS

(

9

Ha B

ou la verticale de gauche est, comme on a vu, un isomorphisme. Il reste a dé-

montrer ‘qu'il en est de méme de celle de droite. Montrons que j  est injective.
n

Soit @ wune forme différentielle sur X ; identifiéde & une fonction indéfini-

ment différentiable sur X & valeurs dans Al‘bg(’l‘yg)u Comme plus haut; on

notera Hw la moyenne de ® relativement & la mesure invariante sur X de
masse totale 1 . Bien entendu, si o est bihomogéne de bidegré (p,q), il
en est de méme de Hw et, par ailleurs; il est immédiat que Hdw = 0 ; d'ol,
par homogénéité, Hd"e = 0 . Soit alors ® une forme invariante de bidegré
(Oyn). Si sa classe de cohomologie est nulle, il existe une forme o de bi-
degré (0,n-1) telle que ®=d"a« ; d'ol He = Hd"a = 0 ; donc w=0 ,

donc jn est injective.
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Pour prouver que 'jn est surjective, il suffit de montrer que pour toute
forme w de type (O,n) telle que d"w = 0 , il existe une forme a de
type (0,n-1) telle que o = Hw + d"a , car la classe de Hw appartient a
l'image de jn o Pour cela, nous choisissons une structure hermitienne sur T ,
ce qui donne naissance a des opérateurs locaux A et 8" homogeénes de bidegrés
0 et (0,-1), tels que A= 2(a"§" + §"d"), [ W] p. 41 et 44 . En choi-
sissant une base de D et en développant en série de Fourier les coefficients
d'une forme f on définit d'aprés [W] p. 69 , une forme Gf telle que
f = Hf + AGf . L'opérateur G est homogéne de bidegré O et satisfait
dG = Gd , d'ou, par homogénéité, d"G = Gd". En particulier, on a

= Ho + 24"8"Gow + 2§"d"Gow

or §"d"Ge = $"Gd"w = O , d'ou la conclusion, en posant a = 28"Gw .
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Exposé n? 2

DUAL D'UN TORE COMPLEXE

par J. Giraud

Définition 1 . Soient X une variété analytique complexe et QX le faisceau
des fonctions holomorphes sur X . On appelle groupe de Picard de X et on note
Pic(X) 1'ensemble des classes & isomorphisme prés de modules inversibles sur X

[faisceaux de Qx—modules localement libres de rang 1 ].

D'aprés [1] p. 65, si gf désigne le faisceau des fonctions holomorphes

X
inversibles sur X , on définit un isomorphisme
(1) Pic(X) —Y 1’ (x,g;;)
en attachant & un module inversible L , wun recouvrement de X par des ouverts
Xi , 1 €I , et une famille fi € L(Xi) de sectionsne s'annulant pas, la
classe du cocycle de Cech ¢ & Z1C*((Xi),9;) caractérisé par
(2) fj = fi'cij

1 \
Par ailleurs, si X = T/D est un tore complexe, un 1l1-cocycle F € Z C*(D,QE(T))

du complexe des cochaines inhomogénes du D-module QE(T) permet de faire

opérer D sur le module inversible trivial TxC sur T , par



(3) (x,a,u) ——> (x+u,a.F(x,u)) , (x,a,u) € TxCxD .

le quotient T x g/D est alors un module inversible L sur X , dont les sec-

tions sur un ouvert U de X sont les fonctions holomorphes ¢ : 7 (U) —s C
telles que
(4) O(x+u) = O(x).F(x,u) , x eT,u ed.

- . 1
Proposition 2 . Soit F € Z C*(D,Q;(T)), soit L le fibré qui lui est attaché

par (1 (3)), soit ¢ 1la classe de cohomologie attachée & L par (1 (2)) et

. 1
soit ? eIi(D,Q;(T)) la classe de F . L'image de ® par le morphisme
1 % 3 .
(1) B (0,05(1)) —— K' (X,0%)

de (I 3.2) est 1'opposée de celle de F .
On déduit ceci de (I 3.2.1) en considérant un recouvrement de X par des
ouverts simplements connexes Xi , 1 €I, et des sections fi E.L(Xi)y qui

1
ne s'annulent pas. On notera que (1) est un isomorphisme car H (T,

Proposition 3 . Soit X = T/D un tore complexe. On a une suite exacte

1 . 0,1 1 ‘
0 ——H (X,2) —H ' (X,0) — H (X,05) —Jg—a-H1’1(X,g) —>0 .

On considére la suite exacte de faisceaux sur X

e *
S O¢ 0

(1) 0 Z
. . 0 A . .
ol .g(z) = exp(2miz). Puisque X est compacte, H (Xyg) est surjective et

la suite de cohomologie attachée & (1) stécrit

. 1
) — H (X,09) —§s>H2(X,E) lie-Hz(X,QX

) — ...

1 : 1
(2) 0 —H(X,2) —H (X,0,

0
On a vu (I 3.8) comment identifier H ’n(X,g) et Hn(X,QX); 11 reste donc 2

1(X,z) (cf. I 3.9). Soit

1
prouver que le noyau de l‘'application « est H '’

0,2 1,1 2,0

2
x € H (X,2) et soit x =

la décomposition en éléments homo~

2 -
geénes de son image dans H (X,C). Puisque x est réel, on a x=x donc
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2,0 0
x'7 =x "7, car le conjugué d'un élément homogéne de bidegré (p,q) est ho-
mogéne de bidegré (q,p). Pour que «(x) = 0 , il faut et il suffit, d'apres

0,2 _ 1,1

(I 3.10), que x 0, ce qui équivaut & x = x , d'ou la conclusion.
On sait que (I 3.10) reste valable pour une variété K&hlérienne compacte

quelconque ; il en est donc de méme de la proposition 2 .

Corollaire 4 . Soient X = T/D wun tore complexe et soit T 1'anti-espace de

T [obtenu en faisant opérer C sur T par (a,x) —> ax ]& Soit

T = HomC(T,g) et soit D 1'ensemble des y €T tels que la partie imaginaire
de y soit entiere sur D . On a une suite exacte
- - 1 1.1
0 > D R H(x,g;)——g—,»ﬂ' (X,2) ——0 ,

N
n

ot Y est l'application qui, % x € T , associe la classe du fibré inversible
sur X attaché par (1 (3)) au cocycle

){()2) ¢ D ——s 1; y )f(}z)(u) = exp(7(<)A<,u>)

~ A

Pour tout (Q,x) e_i xT , on pose <x,x>=x(x); la forme <, > est
donc g—linéaire par rapport a la premiere variable et g~anti—linéaire par
rapport & la seconde. En identifiant une forme linéaire sur T & la {orme dif-
férentielle sur X invariante par translation dont elle est la valeur a l'ori-

gine, on trouve des isomorphismes qui rendent commutatif le diagramme ci-dessous

H'(X,R) ——> H (X,0) —> H' (X,0,)
oo
Hom, (T,R) —— Hom_(T,C) ——> Hom(T,C) :

heg

c

o u est induit par l'inclusion de R dans C et o, d'apres (I 3.10), v

associe a une forme R-linéaire f sa partie C-antilinéaire. On a donc

K}

(2) (v£)(x) = § (f(x) + i f(ix)) , x e T
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I1 est immédiat que le composé wvu est un isomorphisme, 1'isomorphisme inverse

A

étant obtenu en attachant & x € T 1la forme f : T —> R, f(x) = 2Re <§,x‘>

A

Ve . 1 . A A
I1 en résulte que 1'image de H (X,Z) dans T est l'ensemble des x € T dont

)

la partie réelle est demi-entiére sur D . Soit alors o : T ——-)-H1(X,_(_)_X

1'isomorphisme obtenu en multipliant par (1/2i) celui qui figure dans (1).

. P 1 -
L'image réciproque de H (X,Z) par o est D et pour prouver la proposition,

. N\ /7 14 - 1
il reste & démontrer que le composé T 2 H (X’QX) —> H (X,Q;) n'est autre que
L. Or, d'apres (I 3.4), 1'image par « d'un élément x e T est la classe du

1 o
cocycle alterné b € Alt_(D,0 (T)) , b(u) = (-1/2i)<x,u> , (I 3.3). Celui-ci

R T

est également un cocycle du complexe des cochaines inhomogenes du D-module

”

QT(T) et, dtaprés (I 3.3.2), sa classe est encore égale &2 a(x) ; 1'image de
» . 1 .
X par le composé ci-dessus est donc la classe du cocycle c¢ € Z (D,O;(T)) ,

c(u) = exp(-"<x,u>). D'aprés la proposition 2 , celle-ci est 1(x), d'oh

la conclusion.

Définition 5 . On appelle dual d'un tore complexe X = T/D 1le tore complexe

A A

X=1T/D.
D'apres ce qui précede, on a un isomorphisme de tores réels
1 NN | ~ -
H (X,R)/H (X,2) ==X ;

de plus, d'apres (4 (2)), la structure d'espace vectoriel complexe dont on munit

1 . - . .
H (T,R) = Hom_(T,R) en transportant celle de T grdce & l'isomorphisme vou

=

est telle que

(1) (if) (x) = f(-ix) , f € Hom_(T,R) , x €T

(IR-

Nous allons voir que X est la variété des parameétres d'une famille analy-
tique de modules inversibles sur X , autrement dit, nous allons décrire un mo-

dule inversible P sur Xx X , appelé fibré de Poincaré de X . Puisque
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XxX = (TxT)/(DxD), on peut construire P & l'aide d'un 1l-cocycle c¢ de

A

DxD & valeurs dans le groupe multiplicatif des fonctions holomorphes inversibles

sur TxT . On pose

A A A A

(2) c(u,ugx,x) = exp(ﬂ<a,x>+7< <x+u,u>) , (u,a,x,)?)erﬁxTx’f
On notera que la fonction dont c¢ est l'exponentielle est C-linéaire en x
et x et que, par suite, c(u,a) est une fonction holomorphe. De plus, c¢ est

bien un cocycle car on a
A A rs A ~ A PN . A
c(utv,u+vyx,x) = cl(u,usx,x)c(v,vyx+u,x+u)exp(2xi Im<v,u>) |,
A . A
et Im(<v,u>) est un entier par définition de D . Désignons donc par P le

nJ
fibré attaché par (1 (3)) & c . Soient V une variété, V son revétement uni-

A% ~
versel, G son groupe fondamental, V —E-» T x? un diagramme commutatif et

L,

v--f-—yx,x

g : G ———DxD un morphisme de groupes tels que F(xu) = F(x) + g(u) , x e v ,

u €G . Le cocycle du fibré f£°(P) sera
c'(u,x) = c(g(u);F(x)) , xeV , ueG .
En particulier, le cocycle du module inversible e (P), ol e : X —>XxX est

NOA A »

A *
la section nulle, est c'(u,x) = ¢(0,u;0,x) =1 ; le module inversible e (P)

est donc trivial, et méme trivialisé.

De méme, si x e , on a un morphisme f : X —>XxX induit par
F:T —»TxT , F(x) = (;c,x) . Le module inversible f*(P) est donc celui

attaché au cocycle

A

A
c¢'(u,x) = c(u,0;x,Xx) = eXpw<X,u > ;

sa classe dans H1 (X,g*) est donc X(x), ol X est le morphisme du corollaire.

X

4. D'ol ce qui suit

Proposition 6 . Soit xeT et soit & le point correspondant de X . La classe
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du module inversible induit par P sur la fibre en & de la deuxiéme projection

XxX —> X est 'X()?)

Remarque 7 . Il existe sur H1(X,9%

X) une unique structure de groupe de Lie com-

plexe telle que les applications

1
H (X,0,

1 1,1
) ——H (X,0) ——H "’ (X,2)

soient holomorphes. D'apres Grothendieck [2] , le groupe de Lie Pic(X) ainsi

obtenu représente le foncteur qui, & tout espace analytique S, associe l'ensemble

Pic(S) des classes & isomorphisme prés de modules inversibles normalisées sur

XxS , un module inversible normalisé étant un couple (L,r), ol L est un
module inversible sur XxS et 1 : QS 25 e"(L) un isomorphisme de modules in-
versibles sur S, ou e : S —>»XxS est la section nulle du S-groupe Xx8S .
On a vu que le fibré de Poincaréest.unmodule inversible normalisé sur X)(i ; 1l
détermine donc un morphisme de variétés analytiques X : X — Pic(X) qui,
d'apres la proposition 6 n'est autre que le morphisme induit par

e

1 T —> Pic(X). Le dual X du tore X se trouve ainsi identifié & la compo-

. , 1,1 ; .
sante neutre de Pic(X), cependant que le groupe H ’ (X,Z) décrit dans (I 3.9)

est identifié au groupe des composantes connexes de Pic(X), souvent appelé

groupe de Néron-Severi de X . Notons au passage que, par définition de X, le

fibré de Poincaré est la restriction a XxX du fibré universel porté par

Xy Pic(X).

Remarquons que ce qui précede assure que le tore complexe attaché au dual

(au sens de la géométrie algébrique) d'un C-schéma abélien Y est le dual du

tore complexe attaché a Y , car, d'apres [GAGA] , la catégorie des modules in-

versibles sur Y est équivalente a celle des modules inversibles sur le tore

complexe correspondant.
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Proposition 8 . (Bidualité) . L'isomorphisme naturel kT R A
kT(x)(ﬁ) = <Xx.x> . induit un isomorphisme D JXQ;D , donc un isomorphisme
(1) kX:X-Lt-,»_)'(.

Soit P le module inversible sur X xX obtenu en transportant par 1»ka le
X

fibré de Poincaré de X . On a = s*(z). ot s : X« X ——e-Xx'i est la symé-

I+~

trie. Soit x € T et soit & €X son image. Le fibré inversible sur X attaché

’
\

a kX(E) est 1 image inverse de P par le morphisme X — X xX indvit par
T o—>TxT , x — (x.%) .
La premiere assertion est évidente. Quant & la seconde. notons que kX est

caractérisé par la condition

<X.X> = < kT(x).i > .xeTl, x eT
T1 en résulte que le cocycle de .E est
c'(ﬁ,u;x.x) = c.(u.k (u):ﬁ,k (x))
X T T

= exp(ﬂ'<£.u >+ 70 <ﬁ,x+u:>) , dapres (5 (2))

cependant que celui de s*(g) est égal a

~ A~ ’ A A
e"(u.uix.x) = exp{M<u.x > + 7 < x+u,u >)
Ces deux cocycles sont égaux. car
N<u.u> - M<u.u» =21 Im<u.u>
. ) . Los e N 2 ¥ N N
et Im<u,u> est entier par d3finition de D . Donc P = s (P) : la dernieve

assertion en résulte en appliquant la proposition 6 & X et X .

A

Remarque 9 . T1 est immédiat que X est fonctoriel en X et jque X i— Ik

i

un isomorphisme de foncteurs : donc si f : X —= ¥ est un morphisme de tores

et f

iy

complexes, les isomorphismes kX el kY identifient

Proposition 10 . Soit n un entier et soient X et X les groupes des points
n b
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d'ordre n de X et X . Ce sont des groupes finis d'ordre n2g , ou

g = dim X . Soit o le groupe des racines n-iémes de l'unité. On a une forme
bilinéaire non dégénérée
Xx X
ot T
induite par 1l'application (X, Xh—sexp(2mi n Im<x,x>) , x e T , x el .
La premiere assertion est immédiate ; de fait, le groupe des points d'ordre

fini de X est canoniquement isomorphe & Dchg/D y lui-méme isomorphe a

. 2 . . = 0 7/
(9/@) g , ou g est la dimension complexe de X . La seconde assertion résulte

du fait que la forme Im<x,x> 1induit une dualité entre D et D car c'est

une forme R-bilinéaire non dégénérée.

Proposition 11 . Soient L wun module inversible sur X et soit H 1la forme
hermitienne dont la partie imaginaire A est la classe caractéristique de L .

Soit FH : T —> T le morphisme défini par (x)(y) = H(x,y) et soit

F
H
QH : X ——s>i le morphisme qu'il induit. Pour tout &« €X , on a

po@) = - CU(1,-L)

ot L = qi(L), et t, + X —X la translation @x(x) = X+ .

Soit a €T et soit « €X son image. Par définition, QHKG) est la classe

1
du fibré L attaché par (1 (3)) au cocycle c € 2 (D,Q;(T)),

c((u,x) = exp(ﬂ’<FH(a)ﬂ1>) = exp(rH(a,u)). Pour pouvoir utiliser le complexe

des cochaines alternées (I 3.3) nous choisirons une base eI,.M,e2g de D .

D'aprés (1.2) et (I 3.3.2), WHGX) est également la classe du cocycle

c' e Alt (D,Q;(T)) , ¢'(x,u) = exp(-mH(a,u)). En effet, on a

-1 .
c'(x,ei) = c(x,ei) , 1< i< 2g.

(
1
z

0*(T)) dont la classe est L et qui

1
I1 reste & trouver un cocycle f e Alt (D,__T

2

satisfait & f(x+a,u)/f(x,u) = exp(wH(a,u)), ce qui résulte du lemme que voici.
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Lemme 11.1. Soit L un module inversible sur X et soit H la forme hermitienne
dont la partie imaginaire A est la classe caractéristique de L . Il existe

A

x eT tel que la fonction f£(x,u) = exp(®(H(x,u) + <x,u>)) , xeT , ued,

1

. 1
soit un cocycle f e Z (D,0-(T)) dont la classe ¢ eI{(XgQ;) est celle de L .

o
Pour tout x e T , ona f =exp(2nig), ou

g(x,u) = (1/2i)(H(X,u)+<:;ﬂl>). On a évidemment

g(x+u,v) ~ g(x,v) - glx+v,u) + g(x,u) = A(u,v),(u,v) € DxD .

Prenant pour (u,v) un couple (ei,e,) , 1< i<j<2 , onen déduit que f

est un cocycle et que l'image de sa classe par le premier cobord

1 *

2
H (D,0 (T)) —> H"(D,Z) est A . Soit L' un module inversible ayant méme

'O z
classe que f ; la classe caractéristique de L'-L est nulle ; d'apres le corol-

laire 4 , 11 existe donc x'e T tel que la classe de L'-L soit celle du co-

"
cycle exp(m<x',u>), d'ol la conclusion.

Corollaire %2 . Pour tout module inversible L sur X , on a un morphisme de

groupes de Lie complexes : X —s X (@) = C1(L_-L).
(PL YTy a

Remarque 13 . Pour que @L soit surjective, il faut et il suffit que la forme
hermitienne H dont la partie imaginaire est la classe caractéristique de L
soit non dégénérée. Puisque X et X ont méme dimension, le noyau de 9., est
alors un groupe fini dont l'ordre est appelé le degré de L . (N.B. un morphisme
de tores surjectif & noyau fini est appelé une isogénie). On démontrera dans
1'exposé IV que si H est une forme de Riemann non dégénérée, on a

deg p, = [dim 10(x,1)]% = aét 4
On observera que la premiére égalité garde un sens en géométrie algébrique ;

c'est la forme que prend le Théoreéme de Riemann-Roch pour les variétés abéliennes.
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Remarque 14 , D'apreés la propriété universelle de i (cf. 7), le morphisme QL
est caractérisé par le module inversible normalisé P(L) = (1Xx(pL)*(£) sur
X+xX . On vérifie aisément que P(L) = m (L) - p:(L) - p;(L), ol

m(x,y) = X+y,Pi(x1,x2) =X, d'ou le résultat que voici.

Proposition 15 . Soit L un module inversible sur X . Les conditions suivantes
sont équivalentes
i =0
(i) ¢,
(ii) B(L) = 0, o
(iii) la classe caractéristique de L est nulle.

On peut aisément démontrer que la condition (ii) est équivalente aux autres

sans utiliser la propriété universelle de X .

16 . Soient X =T/D et X' =T'/D' des tores complexes ; le groupe abélien

H(X,X!) des morphismes de X dans X' est isomorphe & un sous-groupe de

HomZ(D,D') ; c'est donc un Z-module 1libre de rang fini. Nous poserons

HO(X,X')': H(X,X')@Zg , B(X) = H(X,X) et EO(X) = HO(X,X) ; on voit donc que

n 2
EO(X) est une Q-algébre de rang inférieur ou égal & 4g . Pour ce qui suit,

il sera utile d'avoir remarqué que la catégorie des tores complexes est une sous-
catégorie de celle qui a les mémes objets et dont les morphismes de source X

et de but X' sont les éléments de HO(X,X')° Les isogénies apparaissent ainsi
comme les morphismes de tores complexes qui admettent un inverse dans cette nou-

velle catégorie, appelée catégorie des variétés abéliennes & isogénie pres.

Proposition 17 . (Théoreme de compléte réductibilité de Poincaré). Soient X une
variété abélienne et X' un sous-tore-complexe de X . Les tores X' et X/X'

sont des variétés abéliennes et X est isogéne au produit X'y (X/X').
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En effet, si A est une forme de Riemann sur X et si H est la forme
hermitienne correspondante, 1l'orthogonal relativement 2 A du réseau D' dans
le réseau D est un réseau de l'orthogonal relativement 3 H de 1'espace tan-
gent T' dans l'espace tangent T , car H(x,y) = A(ix,y) + iA(x,y) ,

(ny) é—TXT °

18 . Soit X = T/D un tore complexe et soit ¢ un endomorphisme de X . Notons

PO‘ le polynéme caractéristique de 1'endomorphisme oy de D induit par o .

C'est un polyndme & coefficients entiers :

(1) P - x%8 4+ Tr)x28!

- +eoot V)

Les entiers Tri ) et V(@) s'appellent la trace et le degré de o—. Puisque
Vo) = dét(o—D), ce nombre est l'ordre du conoyau de op » du moins si celui-ci

est fini ; dans ce cas, c'est donc également 1l'ordre du noyau de ¢g-. Soit H

N
une forme de Riemann non dégénérée sur X ; 1le morphisme LPH : X —» X est une

isogénie, 11 admet donc un inverse dans la catégorie introduite plus haut et dé-

finit une application ¢ +—>o' , o' = lP;1o/'\‘lPH , de l'anneau EO(X) dans lui-

méme. Par construction, 1l'endomorphisme c—,}‘ de T induit par o' est l'adjoint

relativement & H de 1'endomorphisme ¢, induit par o . On a donc

T

+7T)"' = ot + ', )" =2 o', ') =0 , 1'=1 , ce que 1'on traduit

en disant que o +— o' est une involution de l'algebre EO(X)Q

Théoreme 19. Soient X une variété abélienne et H une forme de Riemann non
dégénérée. Pour tout o~ EEO(X), o #0, ona Trics!') > 0, o g' est
1l'image de ¢~ par 1l'involution attachée a H .

Notons d'abord que l'inclusion de D dans T induit un isomorphisme

Dazg —> T®T ; on a donc Tr(o—D) = 2 Re Tr(o‘T), ou o et T sont les
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endomorphismes de D et T induits par un endomorphisme o= de X . On a donc
Troc-ag') = 2 Re Tr@ric*), d'ou la conclusion, puisque cré est 1'adjoint de

Ot

relativement & la forme hermitienne positive non dégénérée -H .

Théoréme 20 . Soit X wune variété abélienne. L'anneau EO(X) est semi-simple.
Soit ¢ +—>0¢' 1'involution de EO(X) induite par une forme de Riemann non
dégénérée sur X et soit K le centre d'une composante simple de EO(X)° Soit
— | I
Ko—{xele _.x}.
(1) K0 est un corps de nombres totalement réels

(2) si K # Ko s, le corps K est une extension quadratique totalement

imaginaire de K .
0

Si X et Y sont des variétés abéliennes simples, tout morphisme non nul
f : X —>7Y est une isogénie, car autrement le noyau de f serait une sous-—
variété abélienne non triviale de X . En particulier, EO(X) est un corps
(voir 16). Par ailleurs, pour toute variété abélienne X , il existe, d'apreés
le théoreme de compléte réductibilité de Poincaré, des variétés abéliennes deux

4 deux non isomorphes X , 1 g i< r , et des entiers n, tels que X soit
i

n,
isogéne & il Xil » Il en résulte que EO(X) est isomorphe au composé direct
des Mn (E (X.)), ce qui prouve que EO(X) est semi-simple. D'aucuns auraient
.o 1
i

dit que la catégorie des variétés abéliennes & isogénie preés est abélienne,

semi-simple et artinienne.

Notons maintenant que l'involution respecte chaque composante Mn (EO(Xi))
i

de EO(X) donc aussi son centre, qui est celui de EO(Xi) et qui est un corps;

notons-le K . La représentation 6”%——}03) de X dans DO = D@Zg est un

(o] =
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multiple de l'unique représentation simple de K ; sa trace est donc un mul-
tiple de la trace de l'extension K/Q ; si l'on note +tr cette dernidre, on
aura donc, pour tout x € K, +tr(xx') > 0 . Pour prouver (1), considérons les

différents plongements f,,ooo,fn de K dans C et supposons que f1 ne
0 =

soit pas réel. L'image de f1 est alors dense dans C et il existe donc

2
X e.KO tel que Re(x") < -1 . D'aprés le lemme d'approximation, pour tout

nombre réel € >0 , il existe y € Ko tel que |f, (x) - fw(y)l<.6 et

1
Ifi(yﬁl <&, 2sign. Onen déduit que

tr(y?) = > fi(yz) =) . Re fi(yz)

est négatif des que g est assez petit, ce qui est une contradiction car
2 .
yy' =y . Pour prouver (2), on note que si K est différent de KO ; on a

[K : Ko] = 2 , Il existe alors x € K tel que K = Ko(x) s X' = -x , et il

2.
faut prouver que, pour 1< 1< n, ona fi(x )< 0 . Dtaprés le lemme

d'approximetion, pour tout nombre réel € >0 et tout entier i , 1 i< n,

il existe y E.Ko tel que |fi(y)| > 1 et Ifj(yﬂ <& ,j#1i . De plus,

2 2. . 2
xy(xy)! = mxzyz done tr(x y2) < 0. Si €& est assez petit, tr(x y2) a

£

2 2, 2
le méme signe que fi(x y )s; donc le méme signe que Li(y ), d'ou la con-
clusion. Notons pour terminer que, pour tout plongement g de K demns C et

tout x € K, g(x') est le conjugué de g(x)o
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Exposé n? 3

DIVISEURS SUR LES TORES COMPLEXES

par M. Demazure

Cet exposé n'est qu'un démarquage du chapitre VI des "variétés k&hlériennes"

A, Weil.

On considére un tore complexe X de dimension n , on note T son algébre
de Lie, p : T —> X 1'application exponentielle et [ 1le noyaude p ; p

induit donc un isomorphisme de variétés analytiques complexes T/[ %5 X .

1. Description des faisceaux inversibles sur un tore complexe.

1.1 Rappelons (II,1) 1l'existence d'un isomorphisme canonique

¥* .

g ([‘,HO(T,QT)) —— Pic(X)

que 1l'on peut décrire comme suit. Si u +— F(z,u) est un 1-cocycle de D

dans HO(T,Q;), c'est-a~dire si, pour z €T et u € [, on a

: -1
P(z+u,u’)F(z.utu*) F(z,u) =1,

on lui associe le QT-module inversible LF sur X , tel que, pour tout

ouvert U de X , on ait
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[U,Ly) = {6 € D& (1),0,)8(stu) = 8(z)F(z,u) 2 € ' (0,0 < [);

les sections méromorphes de LF sur U s'identifient alors aux fonctions mé-
-1 . . .
romorphes B sur p (U) telle que 6(z+u) = 8(z)F(z,u) lorsque #H(z) est

défini,

1.2 Rappelons également (I,3) liexistence d'un isomorphisme canonique
i . in
H ([,2) > A1t ([,2)

que l'on peut décrire ainsi pour i=2 ; si (u,u') —> o«(u,u’) est un

2-cocycle de [ dans Z , c'est-a-dire si
a(ut,u") - alutu',u*) + a(u,u’+u*) - a(u,u’) =0 ,

alors (u,u') > a(u.,u') - a(u*,u) est bilinéaire alternée ; c'est 1'image

2 ;
dans Alt ([,Z) de la classe de a par l'isomorphisme donné.

1.3 On considére alors la suite exacte

‘ 0 e o *.
0 —> E —+> H (T,QT) —=>H (T,QT) —> 0,

2rif 2
e

([,2) corres-

ou e(f) =

1 .
, et l'opérateur bord 9: H (fyHo(TyQ;)) —>H

pondant. On notera

, 2. .
A . PicX) ——» ALY (fpg)

1'application composé de -2 et des deux isomorphismes précédents. Si L est

un wamodule inversible, on notera aussi A(L) 1l'image par A de la classe

N . . . . 2 K S
de L dans Pic(X). Rappelons (II.2) que si on identifie Alt ([,Z) a

H™ (X,

IS

) A(L) est la classe caractéristique de L o
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Proposition.- Soient H wune forme hermitienne sur T , A sa partie imaginaire,

et soit a ¢ [ —>U une application. Pour que

nH(zyu)+g H(u,u)

FH?a(zgu) = aluje

appartiente & 2 (f?HO(TEQT))? il faut et il suffit que si u , u* € [, on

ait Alu,u') €2 et alwr') = a(wa(us) (-nAe,

il
=

Posons F On a aussitét pour u , u' e [

F(z+u?u')F(zyu+u7)_1F(zyu) = a(u)a(uV)a(u+u‘)_1g(% A(u,u?))

I1 est clair que les conditions proposées sont suffisantes. Inversement, si F
est un cocycle, alors a(utu') = a(u)a(u') e(f A(u,u’));, ce qui entraine que

e(} A(u,u')) = e(§ A(u',u)) : cela donne § A(u,u*) = - 7 A(u,u’) modulo 1 ,

d'ou A(u.,u') € Z , ce qui entraine les conditions données.

1.4 Lorsque H et a satisfont aux conditions de (a), on note L, ., e

Qxfmodule inversible associé a FH o ° On a donc pour tout ouvert U de X :
1 . ﬂH(Z+Eﬂ1)
‘ ) = TU).0.).0(z+u) = alu)B(z)e .
[ULy ) = Jo e (U).0p) 00z = a(w)olz)e |

o t v 0_
0,6® U ot ¥ Memr aar °Y M04% %

Théoréme .-~ Tout module inversible L sur X est isomorphe & un module LH a
— y

N

unique ; on a A(L) = -J(H).

~J(H). En effet. on peut écrire

Remarquons d'abord que éﬁLH a)

FHya(Z’u) = g(G(z,u)) ou

Giz,u) = é% H(z + 5 ,u) + pu

e
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avec e(B(u)) = alu). Alors le bord de la classe de F est la classe du
cocycle
x(u,u') = G(z+u,u') - G(z,u+u') + G(z,u) =
=1 A(u,u') + ﬁ(u) + P(u') - p(u+u‘) o
. . A 2
L'image canonique de ce dernier dans Alt (fyg) est

(u,u') —» o(u,u’') - a(ut,u) = A(u,u') ,

ce qu‘il fallait démontrer.

Remarquons ensuite que LHya'M LHV,a7 implique H = H'ja=a' . En effet,

J(H) = - A(LHya) = - _.A:(LHYya?) = J(H'), donc H = H' ; alors LO,a’a"‘1 v Oy
donc u —>a'(u)/a(u) est un cobord, et il existe f € HO(T,Q;) telle que
a'(u)/a(u) = £(z+u)/f(z) , mais cela donne |[f(z+u)| =|f(z)]| , donc £ est
bornée, donc constante et a' = a .

Soit L un Qx~module inversible et soit A = - A(L). Posons

B(u,u
()2 oy B

H(x,y) = A(ix,y) + i A(x,y) et aflu) = est une forme

Z-bilinéaire sur [ & valeurs dans Z , telle que A(u,u') = B{u,u') - B(u',u).

Alors les conditions a) et b) de 1.3 sont satisfaites et é(LH ) = - A = A(L).

I3

Pour démontrer que L est isomorphe a un O_-module de la forme LH o
¥

X
on peut donc supposer A(L) = 0 . D'aprés II.4, L est alors associé & un

cocycle de la forme u +——>e(f(u)) ol f : T —> € est une forme antilinédaire.

Comme z F—»_g(f(z}) est holomorphe, et que son bord est

ui~—exg(f(z+u)) gﬁ?(z))_1 = gﬁf(u))

le cocycle donné est cohomologue & ur—»e(2®f(u)) = a(u) qui est de module 1 ,

donc de la forme voulue.



Si L est un module inversible sur X , on notera H(L) et a(L) les

objets définis par L « LH( . On a donc

L),a(L)

A(L) = -JH(L)

1.5 Corollaire.~ Pour tout diviseur D sur X , il existe une fonction méro-

morphe non nulle © sur T , déterminée & un scalaire inversible pres, telle

que

*

divT(e) = p (D)

enH(z+u/29u)

0(z+u) = 6(z)al(u) uwel, zelT,

;

ou H et a satisfont aux conditions de 1.3 .

En effet, il existe une fonction méromorphe non nulle p sur T , telle

que divT(Q) = p*(D)u Pour chaque u e[, on a donc @(z+u) = @(z) F(z,u) ou

. ) . 1. .
F(z,u) e €*. On a aussitét Flz,u) € 2 (PPHO(TSQ%T)} : il existe donc

f e Ho(ngi) tel que F(z.,uj = FH a(z?u)f(z+u)f(z)_1° Alors 6(z) = lp(z)f(z)—1

répond & la question. De plus, si 6Y est une autre solution du probleme, cor-—

-1
respondant au cocycle F . . ona 66 e HO(TQO*)Q de sorte que
Ht a’ el
F et F sont cohomologues, donc égaux. On a alors (8'/8)(z+u) =

H,a H?yai

¥

X) = ¢* ;, ce qui acheve

(6'/8)(z), de sorte que ©:/6 = f op ou f €.HO(X90
la démonstration.

Une démonstration plus savante consiste & remarquer que le faisceau QX(D)

est isomorphe & un unique faisceau L donc que D est le diviseur d'une

H,a °

section méromorphe de LH déterminée a un facteur constant pres.
.8

Une fonction © méromorphe # 0 sur T satisfaisant & une équation fonc-

tionnelle du type précédent est appelée fonction théta. On pose
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H = E(G) , a = 3(6) et on note divx(e) le diviseur D sur X +tel que

D) = div,(0). Tout diviseur D sur X est donc le diviseur d'une fonction

7!

théta © déterminée a un scalaire inversible prés, et on pose H(D) = H(®) ,

a(D) = a(®). a donc H(D) = E(QX(D'));Q(D) = 2(0,(D)).
1.6 Corollaire.~ Soit x € X ., soit t CX X E X la translation cor-
LR 12
o
respondante dans X , et soit z e T tel que p(zo) =X Soient L un

O,-module inversible, A = A(L) et a=a(L). Alors A(ti (L)) = 4 ,

alty (L)(w) - alweld(uz)).
0

0

En effet, si H = E(L) ;L est isomorphe a LH g donc t; (L) est

défini par le cocycle FHya(Z+Zo’u)° Mais

‘74z u) = u ' '
FH,a(z ZO,U) FH/a:(zju)f(z+u)f(z)

o a'(u) = a(u)EﬁA(uyzo)) et f£(z) = e—%H(z,zo)

De plus, la démonstration prouve que si ©(z) est une fonction théta et

si A =-7H(8) et a =2al®), alors
o ) ~-7H(z,2,
e {(z) = 6iz+z )e H(z,2,)
2, 0

est une fonction théta de diviseur t: (diVX(e)) telle que
(o]

H(®6 ) = Hie).a(®6 )(u) = alujelAlu.z )) o
z_ - ~ oz, = 0

1.7 Corollaire,~ Sotent L un 9X~modu1e inversible. H = H(L) et A = A(L) .

*
s que t it 3 X . + omp t
Le groupe des x € X tels que tX(L) L est fermé dans et sa composante

neutre est 1l'image dans X de

N = {z eT , A(z,T} = o} - {z eT . H(z.T) = o}
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Le groupe cherché est p(N') ou N! = {z eT , A(z,[') C g‘} i clest
1'intersection des noyaux des caractéres p(z) ——>e(A(z,u)), u e [, de X ;
il est donc fermé dans X . Sa composante neutre est p(N), ou N est le plus
grand sous-espace vectoriel réel de N', donc est 1’ensemble des z € T tels
i.e Az,T) =0

que A(z,gf) . , li.e H(z,T) =0 .

1

On dit que L est non dégénéré si N =0 , clest-a-dire si A (resp. H)
est non dégénérée, Si |det(A)| désigne la valeur absolue du déterminant de la
forme alternée A , calculée par rapport & une base quelconque de [, on a

aussitot
Card{x e X, p;(L) o L}_: | det (A ]

Dans le cas général p(N) est un sous-groupe fermé de X , et le quotient
X/p(N) est un tore complexe. isomorphe & (T/N)/([/N N [). Pour que L soit
isomorphe & 1'image réciproque d’un module inversible sur X/p(N), il faut et

il suffit que aiu; =1 pour u €[ N N .

2. Existence de diviseurs, théoréme de Riemann-Roch.

2.1 Proposition.- a) Soit L un Qx—module inversible tel que HO(X,L) / {O} e

Alors H = E(L) est positive. De pius s1 N = {x €T, H(z,T) = 0} « L pro-

vient par image réciproque d‘un module inversible sur le tore X/p(N).

b) Si 6 est une fonction-théta holomorphe, alors H = H(®)
est positive. De plus si N = {z e T , H(z.T) = O} . chaque z € N est une

période de © .
Il suffit évidemment de démontrer bj. Soit H = E(B) ,a=a2a(6). Ona

nHi z4+u z+u) wH(z) 2K@H(z+§_u)
e = ‘e e

F (z.u)|2 ,
a
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[ 2, -xH ‘
I1 en résulte que |6(z)| |e (Z’Z)[ est périodique, donc bornée ; il existe
donc C > 0 telle que
. H(z,
16(z)] <c o Z2) g
Si a €T et si H(,x) < 0 , H(z+ra,z+Aa) tend vers -wm lorsque | 4] aug-

mente indéfiniment, donc ©(z+ia) est une fonction holomorphe de A € € qui
tend vers 0 a l1'infini, donc est identiquement nulle, ce qui est exclus.

Si H(@,x) =0, onawpour zeT , 2 eC,

0 < H(z+2a.z+2a) = Hiz,z) + 2R(xH(z,x))

~x

ce qui implique H(z,x) = 0 , donc « €N , puis

|6(z+2a)| < C eﬂ(aﬁa)

A —> 0(z+20) est donc constante et O{z+a) = 6(z).

2.2 On appelle formes de Riemann les formes R-bilinéaires alternées A sur
entiéres -

TxTNsur ['x[.telles que A(ix,iy) = A{x,y) et A(ix,x) = 0 pour x,ye T,
c'est—-a-dire telles qu‘il existe une forme hermitienne positive H telle que

A= -JH . Dlapres 2.1, A(L) est une forme de Riemann si HO(XFL) £ 0,

Si A est une forme de Riemann, et si A = - JH on note

Ker A = {z €T . Alz,T) = o} - {z eT H(z.T) = o}

0} .

Si A et A" sont deux formes de Riemann, A+A*' en est aussi une, et

=4z €T Hiz z)
{

Ker(A+A") = Ker AN Ker A'. Tl existe donc un sous-espace vectoriel TO de T
et une forme de Riemann Ao telle que Ker AO = T0 et Ker A D To pour toute

forme de Riemann A . D’apreés le raisonnement fait plus haut, p(TO) est
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fermé dans X . Notons Xab = X/p(TO) = (T/TO)/LE/I’H To)o C'est le plus

grand tore quotient de X possédant une forme de Riemann non dégénérée. Notons

q : X —> Xab la projection canonique.

On déduit aussitot de ce qui précede

Proposition.- a) Tout .QX-module inversible L sur X possédant une section

méromorphe non nulle est de la forme ¢ (L7) et HO(XQL) ~v B2 (X L).

ab’

b) Tout diviseur D sur X est de la forme q*(D“)c

~) Toute fonction méromorphe p sur X est de la forme 97 0q o

En effet, d'apres 1.7 et 2.1, tout diviseur positif provient de Xab ,

donc aussi tout diviseur dou b) et a). Si v est une fonction méromorphe sur

X , il existe des fonctions théta holomorphes 6+ et 6 telle que

: .+ : A 6
div(6+) = div(p) ., divié ) - divil) . donc ¢ = a éi . On applique alors

201 b)O

On dit que X est une variété abélienne si X = Xab , c'est-a-dire s'il

existe une forme de Riemann non dégénérée sur T .

2.3 Théoreme.- Soit L un QX module inversible tel que H(L) soit positive

et que a(L)fu) =1 si u appartient au noyau de H(L). Alors HO(XPL) £0

i

On peut passer au quotient par Ker L et on est ramené au zas ou H est

non dégénérée., L’énoncé résulte alors de

Théoreme de Riemann-Roch.- Soit L un 9X~module inversible tei que H(L)

soit positive non dégénérée. Alors

2 .
dim HOUX L;° - |det ALy |

donc (1.9)
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Card {x eX , t* L} aim H°(X,1)2 .

2.3 Posons H =H(L) , A=~ A(L) . a = a(L) ; A est une forme Z-bilinéaire
alternée non dégénérée sur [ x[ ., On peut donc décomposer I en somme directe
f1®.P2 , ol [} et f2 sont de rang n sur Z , et o A est nulle sur

f1x f1 et F2X FZ - On notera T1 (resp. T2) le R-espace vectoriel engen-

dré par I} (resp. 1.

2), et P, ¢ T -—e-Ti , 1 =1,2 ., la projection cano-

nique. Il est clair que T1®

N}

YT : en effet, il suffit de prouver qu'une

nes

base Xypooe X de T, est un systeme libre sur € . Or si

1
1] 2% = P AR S T ;ooma HQY Tagx, ) g x) =

AQ A %, s 1 A x) = AT x, J o x) =0, done

Z:: 2. x, =0 et A =0  donc aussi u, =0 .
i 1 i

IR=+

Tout élément 2z €T s'écrit donc a+ib avec a e_T1 , b e.T1 « On posera

a =Rz , b=7z , z=a-ib . La forme
(z.2") —>H(z.2")

est C-bilinéaire symétrique * comme A est nul sur T1x T1 . H est réelle

et symétrique sur T1x T1 , et on a aussitdt

H(z,z') = H®z,Rz?) - H(Jz,1z') + i (H®z.Rz') + H{Rz",Rz))

Soit L une forme gmlinéaire sur T . Nous devons chercher la dimension
de l'espace vectoriel des fonctions holomorphes 6 sur T telles que

nH(z+u/2.u)

8(z+u) = ©(z)alu)e eT ,uel.

- g H(z.z)+L(z)
Ltapplication 6(z) — 6(z)e induit un isomorphisme de cet

espace vectoriel sur 1l espace vectoriel des fonctions holomorphes Y sur T

telles que
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. . . L( .

(1) w(z+u) = ?(z)a(u)e 'u)g(F(z,u)+%F(u9u)) , 2e€Tl ,u e,

ol
F( A 1 ( v ) 3
z,z') = 55 (H(z,2z') - H(z,2z')) = - H(z,Jz") »

2.5 Mais F est C-linédaire en z , et nulle sur T xT1 . 11 existe une
application R-linéaire v : T ~—6»HomC(Tyg) nulle sur T1 et telle que

(2) F(z,z') = - H(z,Iz') = <v(z'),z > &

D'autre part, comme H(z.z') est symétrique, on a
F(z.z') - F(z',z) = %E (H{z.z*) - H(z'.z)) = A(z,27) :

remplacant 2z par p1(z) , on obtient

A(p1(Z)9Z") = F(p1(Z)9Z“) = < V(Z");P1(Z) >
dfol
A(z,z') = A(pi(z),zv) + A(pz(z)pz“) = A(p1(z),z’) - A(z',p2(z))
(3)
Alpy(2),2) - Alpy(2'),2) = < v{a') .5, (2)>=cv(z) b, (2)>

I1 en résulte que la différence Fl(z z') - < v(z‘),p1(z) > est symétrique, et

s'annule pour z . z‘ € T1 . donc s'écrit ¢(p2(z)yp2(z7)) ou @ est une

forme R-bilinéaire symétrique sur T2 ; on a donc

(4) F(z,z2!) = <viz') 2> = < V(z’),p1(z) > + @ (pa(z),pz(zy))o

Si =z, z' € T2 . cela donne @(z.z') = F(z z') = - H(z.Jz'). d'ou

18(z,z") = - HJz,Jz*). d'ou enfin J@6(z,z) = - H(Jz,Jz). Si z # 0, alors

z ¢ T1 . donc 12 % 0  donc Jﬁ(z,z) < 0 . La forme quadratique ﬂﬁ(zyz)

est donc négative non dégénérée.
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A(u,u’t) . X
) (u,ut) : mais dlapres (3),

2.6 D'autre part, on a a(u)alu') = a(ut+u’) (-1
cela entraine que a(u) = (-1)° v(u)9p1(u)> a(u) ., ol o est un caractere de

[ . L'équation fonctionnelle (1) s'écrit donc d'apres (2) et (4)

(5) wlz+u) = Y(z)Bluje(< viu),z > + % ¢(p2(u)gp2(u))),
ou pu) = afu)etV)
Choisissant convenablement L , on peut imposer que 1'homomorphisme ﬂ:f--+ g*

s'annule sur f1 « L'équation précédente devient alors

o) = y() . uwel,

(6)
ylz+u) = y(z)plujel< viu),z > + § fluw)) , wel, .

La premiere condition équivaut au fait que p se développe en série de

Fourier partout convergente

piz) = 3 elnel<n.z>)

AeN
o A= {;\ e Hom ,(T,C),AL,) € _z} 2 Hom, ([, 2) .

La seconde s'écrit
Yz, ) cl@el<a,zs)el-<nr,us)
Aeh
- -1 .

=7 oeldjelcn,z>)plu) el <v(u).z >)e(38(u,u))

A€EN
ST el plu) T eld Bluwdel<aizs)

A el
c'est-a-dire

(7) c@+v(uw)) = c)plujel-<a.u> - 32 @(u,u)) -

Soit A €N . Considérons la série

W(z) :-Z:: P(u)g(-‘<23u_> - 5 Bluyu))el< 2+v(u),z >)
4 jeby
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Elle est normalement convergente sur tout compact : En effet, le module de son

terme général est

l P(u)l e2'7(7(< 2,u>)-29(< A+v(u) )z >)+T(f]¢(u,u)

.

mais la forme quadratique =nJ@(z,z) est négative non dégénérée sur T pour

2 3

tout compact K de T , et tout € >0 , il existe A +tel que l'expression

e(?-aﬂﬂ¢(u,u)

précédente soit majorée pour z € K par A qui est le terme

général d'une série théta convergente.

2.7 Soient alors A1ﬂooo )N un systeme de représentants de A/V(F2)° Les

identités (6) sont alors équivalentes &

N
¥z) = ) ey, (2)
i

1=1

de sorte que la dimension cherchée est N = Card(A/v([.)) , qui n'est autre que
2’! 9 4

Z) , ou encore de la

la valeur absolue du déterminant de v : [, — Hom (fI,_

2

e

forme Z-bilinéaire fzx.f1 —> Z définie par v . Mais drapres (3), la forme

Z-bilinéaire alternée A sur ['x [' n'est autre que ( 0 ﬁ) , de sorte que

~v 0

2 . . .
|(det(v)| = ldet(A)‘ . ce qui acheve la démonstration.

2.8 Corollaire.- Soit L un ‘memodule inversible tel que HO(X,L) £ {O} .

On a pour tout r e N :

X X |
dim B2(X,L° ") = =" dim H®(X,L)

ou m = r-dim Ker H(L) est la dimension du plus grand quotient de X dont pro-

vient L .
En effet, on peut supposer H(L) non dégénérée (2.2). Alors

AT = ra(L) et laet(r (L)) | = r®™laet(a(L))] .
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Soit X = T/T un ftore complexe. Rappelons gue X sst une variété abdlienne

s'il existe une forme de Riemann non dégénérée sur T x I (IIT 2.2), Le but

de cet exposé est la démonstrati~n du *hé-réms suivant

Thécréme, Soit X un tore complexe, L2s conditions suivantes sont équivalentes ¢

(i) X est une variété abélienne,

(ii) X posséde un divissur positif D non dégénéré (c'est-a-dire tel que

{x ¢ X[t:(D) = Df{ sox% fini,

(iii) Tout QX~module inversibie sur X ©posséde une section méromorphe

non nulle (i.e, est défini par wn diviseur),

(iv) Le corps des fonctions méromorphes sur X est de degré de transcen-

dance dim X .

(v) La variété analytique X est isomorphe a une sous-variété fermée

d'un espace projectif complexe,

~

(vi) 11 existe une €-variété algébrique projective et lisse X =2t un

isomorphisme analvtique o ° X = X(ﬁﬁﬂ
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Nous allons donner de ce théoréme une démonstration indépendante des théorémes
de Kodaira et de Chow rappelés dans l'exposé I et tirés des "Variétés
Kalhériennes" de A. Weil.

1. Fonctions méromorphes sur un Lore c¢omplexe,

1.1 Remarquons d'abord qu'il résulfe de III, 2.2 que toute fonction méromorphe

sur X provieni par image réciproque de la plus grande variété abélienne quo-

tient Xab de X ., 851 Q(X) désigne le corps des fonctions méromorphes sur
X ., on a donc C(X) = C(X )o
_ = :ab
trolx) ¢ di
1.2 Lemme, On a deg rg g\X) g dim Xab o
On peut en effet supposer X = Xab . Soit n = dim Xab et soient
f19°,° fn+1 € Q(X) : 11 existe des diviseurs positifs 51 s 1= 0y000,04

sur X ‘tels qus

Posons Q_(D ) =L . S1 r. ¢ N et Z:T T. <r . ona

r.
Mais 11 y a (I;i:t) men*mes [ £, tandis que par III.2.8

dim HO(XPﬁgrt) = ar” , -u 4 = dim Hq(XfL) et m

Ll

n. Des que r est

TN+
assez grand on a

T,
1 ;- . - - . a

les 11 f. ., don~ une relaticn peoiyncmiale entre les f . ce qul entraine
i .

m . : L
11) > dr et 11l y a donz une relatinn linéaire entre
n+

1'inégalité cherchée,
1.3 I1 en résulte que (iv) ::§>(1)° Bn effet, si deg tr@ ¢{x) =dim X . ona

dim X ( dim Xab , donc X = Xab . D'autre part. on a (vj) =__>(iv)° En

effet dans la situation de (vi), @ 1nduit une injectirn du corps des foenc-

tions ratinnnelles C(V) de V dans Q(X)o Or a dore
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dim X = dim V = deg ftr g(V) & deg tr c(x) £ 4im X

dtou (iv).

Comme (i)&==>(ii)¢=>(ii1) d'aprés II1.2,2 et 2,3, et comme (vi) == (v)

trivialement et (v) == (1) d'aprés l’exposé I, il ne nous reste plus & démon-

trer que (i) == (vi),

Dans tcufe la suite de l'exposé., on supposera donc gue X esh une variété

abélienne,

2. Fonctions-théta et systémes linéaires,

2,1 Soit L un Qxfmodule inversible sur X . eft soit V un sous-espace

O N . . .
vectoriel de H)(XDL)o On salt associer a V wune applicaticn analytique dun

* o .
ouvert de X dans l'espace projectif P(V ). En termes de fonctions-thé&ta,

. v . . o A . < oo .
cette applicaticn se décrit ainsi . H {XQL) s'identifi1e & 1l'espace vectoriel

des fonctions-théta de type (EKL)rQKL>)o (1,e, 1l'espace vectoriel formé de

ces fonctions et de la constante 0, Pour z € T, 0+ 0(v) est une frrme

linéairs sur HC(XQL), qui 1ndurs un= forme linéaire o, sur V 3y on a dong
une applicaticn analyhiqus

p T -V
Comme les fonctirma de V  sont *-~u*2s d= méme type, les points @(z+y) et

@(Z) son* allgrés ave~ 0 l-raqu= y ¢ I . Si U est 1'ouvert de T

) 1 . _ . R
complémentaire de ¢ (0). on a dont un diagramms ~-mmutatif

*
T o>V
U oot >V =101
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* -
et f : p(u) - E(V ) est 1'application analytique cherchée,

2.2 Nous allons appliquer cette construction au cas suivant, On prend un QX—

module inversible LO tel que A(LO) soit une forme de Riemann non dégéné-

rée, on prend I = ﬁ? 5 , et on choisit pour V C:HO(X,ﬂ§ 3)

l'espace vecto-

riel formé des fonctions
olz) = 69(Z+a>9p(z+6)6ﬁ(z+y)
ol a+B+y =0 , et ol eo est un élément convenable de HO(XyLO), Pour

choisir ec nous utiliserons le lemme suivant

2,% Lemme . Soif L un Qmeodule inversible non dégénéré et tel que

~

HO(X,LO) £ {0} (i.e. tel que AKLO) s0it une forme de Riemann non dégénérée),

Il existe un divaiseur positif D de classe L (i.,e. une fonction-théta
holomorphe ©  de classe L;) avec D = div(g)) tel que :

a) Toufes les composantes de D sont simples

(@]

*
b) Pour tout x € X . ¥ # onoa *;Y(D) #D.

I1 suffit de prruver 2

o) L'ensemble des 6 ¢ Hﬁ(X?L ) rel que d1v(6) satisfasse & a) est ouvert

et dense

B) L'ensemble des 6 ¢ HT(XgL-) el qu= div(e) satisfasse & b) est dense,

Prouvons o). Si D est un divissur positif de classe L . 1'ensemble

XD = {x €X . t:(D) = D} es*t fini puisque L, est non dégénéré : de plus

A(LO)(u?v) €2 pour u €T, v h~1(XD> or (11191,6)° 31 on pose

r =1{ve¢ TlA(Lfﬁ(Tpv) < 7t . il en résulte que XD est un sous-groupe du
o P =

groupe fini p(r ) ; 1’ensembls des XD possibles est dornc fini, D'autre

[

part D provient diun diviseur D' du ftore X/X_ = X' + T/I?* ; la classe

D
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L' de cet X' est telle que gﬁL')lT = a(L ), AKL')IF xT = AﬁLo) y pour

O

chaque XD , 1l'ensemble des I' possibles est donc fini, BEnfin, si XD et

L' sont fixés, et si XD £ {0}, ona

ain B (x,11) = V]t , a(n1)] < Vldes | a(1)] = dim ¥%(x,1, ).

L'ensemble des 8 ¢ HO(X,LO) telles que div(g) ne satisfasse pas 3 a) est

o . . o
donc la réunion dun nombre fini de sous-espaces vectoriels de H (X,L ) de
0

codimension > 0 , ce qui démontre «),

. Décomposons

Prouvons B)u Soit D = div(e5 un diviseur positif de classe LO

D en composantes irréductibles

n m,
R e B i
D=p,m D Di—dlv\ei) , =106, .
1=1 - -
- s 2 r . ; _
Soient zij €T .1 _.1i°°°n , 3 = 1,000 mi 3 posons Xij = p(tij) i
. N -
D o= t  {(p ) = div(e?) ,
——d XL
Ly d 4] B

n m.-L
0t (z) = T —TT_Q*(Z+Zi4)

i=1 7+ -

I1 s'agit de prouver qu'il existe des z_ij aussi pres de 0 qu'on le veut
* i N . N

tels que les tx (D:) solent deux a deux distincts,
Kogod

Pour chaque i . scit X.. le sous-groupe fermé de X , distinct de X,

*
formé des x ¢ X tel que tX(Di) = Di ; l'ensemble X.. des x € X tels

1]
*
que tX(Di) = D, est vide ou est un= classe sulvant Xi . Pour que les
. 3
*
tx (Di) soient distincts,. 11 suffit que
j -

o -1
V(«L:J:'kie,) i Zi] - ZkQ { b ('Xik) °

Or ce systéme a évidemment des solutions aussi prés de O uion le veut
g

rm; - - y A —
(dans T+ , 1l'ensemble des soluticrns est le complémentaire de la réunicr
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d'un nombre fini de translatés de sous-espaces vectoriels de codimension > O)°

2.4 Ltassertion (i) :=;>(Ti> résultera du théoréme suivant

Théorbme. Soit T, un O -module non dégénéré tel que 5(X,1 ) # {o}. Soit

Dn = div(e ) un diviseur positif de classe LO satisfaisant aux conditions

s

a) §i_b) de 2.3, Snoit ¥ CiHO(Xyﬂg 3) l'espace vectoriel engendré par les
0

fonctions © (z) = 6 (z+a)B (2+B)0 (z4y) ob div(e ) =D et o+B+y = O
T T By r 2 ol - o) o T

(i,e.. l'espage_vectoriel tel que P(V) corresponde & 1'ensemble des diviseurs

* * *
de la forme tX(D) + EV(D) + tZ(D) Mo x Vv, 2 F X, X+y+Z = O), Alors l'ap-

plication f définie en 2.1 indull un isomorphisme analytique de X sur

1'ensemble V(C) des points compiexes d'une sous-variété fermée lisse de

*
P(V )° De plus l'application ccrrespondante C(V) - QQX) est bijective,

Corcllaire, Si L =st EQ__wamodule nor dégénéré et tel gue HO(XQLA) £0,

® - : ’
alors L~ est ample et L~ 5 est ‘res ampie.

Corollaire. 31 eo est une fonction-thé*a holom>rphe tel que div(eo) satis—

fasse aux conditions a) et b)‘gg 2.3 toute fonction méromerphe sur X est

une fraction raticnneile par rapport & des translatées de 6 .,

o~
~

3, Démonstration du thécreme de pi~ngemsnt,

3,1 L'applicaticn f est partout défiris (i,e, p(U) =X) . il s’agit ds

prouver que pour tout z ¢ T . 1l existe o . B v < T avst oa+B+y =0

et © (z) £0 . Bt en effer il existe ¢ tel que © (Z+a) £0 et B
a?BTY ’ 0 E i

tel que o (z+B)0 (z-a-B) £ 0 .

{-4 =

3,2 L'application f est injective . Soient wu,v € T tels que plu) # plv),

I1 suffait de prouver qu'il existe a,B8 v ¢ T aver oa+B+v =0 =&f
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(u) =0, 0 (v) % 0 . Ccmme p(uwv) % 0O, ona

S|
0(9_89"{ o By

div éo(z+v~u) % div én(z) (condition b) de 2.3) ; comme ces deux diviseurs

n'ont pas de composantes multiples, il existe & ¢ T avec er(é) =0,

eo(6+v~u) % 0. Posons o = 6-u , ehr choisissons B tel que

6 (v+8)6 (usv+6-8) #0 . Alors o (W) =0, 6 (v) £ 0,
o Y o, By ToaBay ’

3.3 L'application f est de rang maximum : il s’agit de prouver que pour

tout z_ € T, 1l'applicaticn tangents f; a f en x = p(zo) est 1njec-

tive, Or, si on identiflie 1l’espace tangent a X en x & T , un vecteur

v { T est dans le noyau de f; sl et seulement s’11 existe un scalalre A

tel que
(z. V. :
1im 6l z_+hv | e(z) - olz )
k C
-0
pour tout © €V , DNetcns Av . 1'opération de dérivation lcgarithmique par
)

rapport & v au point % .

() w ol
A (F) = alm lim F-Z““b: rlz)
T9% Fiz) 0
La conditi~n précédente signifis donr que A (9 ) est indépendant de

vgzO s Boy’

ayB-v » Or st W(z) = A (e\\. o oa aussitth

! V= ¥l(z ta) + ¥z +B) + ¥z +v) .
V.Zo aDB¢y - o} o

La fonction méromerphe ¥ est donc telie que W(zo+a) + T(zh+8) + W(quamB)

soit indépendant de o et B ., Cela enfraine que V¥ est identiquemen® nul
. . . (z+hv) - 6~l2)
(dériver par rapport a o par exemple), denc que  lim Scn2k P 0oz, =0
_ h;.) O %
pour tout =z . La fonction L+ eh(z+hV) est donc constante, et tout mul-

tiple de v est une péricde de 6 . ce qui contredit le fait que diV(BO)

est non dégénéré,
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3.4 0n a £(x) = i(g)y ol X est une sous-variété algébrique lisse de 1'es-

vace projectif P(V) (on a P(V)(g) = E(V*))o

L'application f induit un isomorphisme analytique de X sur une sous-
variété analytique compacte X! de E(V*)o Soit X 1le plus petit sous-
schéma fermé Y du fibré projectif E(V) tel que Y(g) DX'; clest l'en~
semble des zéros de 1°idéal homogéne p de S(V) formé des éléments qui

considérés comme fozncotions holemorphes sur T sont identiquement nuls :

w~ * ~
1'idéal p est donc premizr e% X integre, Comme f Q(X)-e c(x) est

injectif, on a d’apres 1,2

dim i = deg tr g(i) & deg tr c(x) & dim X = dim X',

Soit i l'ouvert de i fermé des points lisses ; on sait que X '(C)
reg reg =

* ~
est une sous-varié*é analytique connexe de P(V ) de dimension dim(X) et

que c'est un ouvert dense de X(C)p (critére jacobien), Alors X’f\i (c)

=" reg =

est un ouvert dense de X' et =gt fermé dans erg(g) puisque X' est

compact, Comm=

ain(x'NE () = din X' » dim X = dim X A ),

@

‘c) = ¥ (¢), donr que X (c) cx'. Comme X'

il s'ensuit que X'NX . , ,
r reg =’ rog

est alors dense dans _[Q) et qu'll est compact. ~n a X(g) = X', L'espace

» «

analytique X(C) es* donc liss. i 11 en résulte que X est lisse : si =x

: s 4 (i
est un peint rationnei de X, 1'anneau Q% < est le complete de l'anneau

local de x ¢ X(C) sur la variété analytiqﬁe i(g): donc est un anneau de

séries formelles et 'Of est régulier,
=X. %

* . L. b
3,5 £ indult uze bijeciicn Q(X) > Q(X)o C mma

deg tr Q(X) = dim i = dim i(g) = dim X > deg tr Q(X) 0

\ L3
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* ~ .
1fextension g(X)(f (Q(X))) est algébrigue, Soit u € Q(X) ;11 existe donc
un entier m > 0 et des éléments a, { Sm(V) nen tous nuls tels que

n N1
au + au +ooot+ @ = 0 ,
0O 1 n

La fonction (aou) est dcne entiere sur ltanneau des fonctions holomorphes

sur T :; comme celui-ci est intégralement clos (ses localisés sont facto-

riels, d'apres Weierstrass)T la fonctinn au est holomorphe ; d'autre part

c'est une fonction-th&ta de type

N . ® m (o - . Ny s
cede au memodule L ., on en dédult qu’'il exishte une variété algeébrique

-

. Appliquant ce qui pré=-

ﬁ@ 3m (ﬁg m>3
o 0

projective et lisse X' et un 1somorphisme analytique f' ¢ X = i’(g) tel

* ~ * ~
que f7 (Q(X’)} contienne  f (C(X)) ett u . Mais 1l'application
o = fofr ! $1(c) - X(c)

* o~
est felle que g (Q(X)) C.Q(X”)o Elle est donc de la forme r(g)p o
r . X' - % estun morphisme de variétés algébriques ; comme r est bijec-

tif, il est biraticnnel. de sorte qu= g (Q(f)) = C(i’)f ce qul signifie

* Iz} 2 .:.: * o
que f? (Q(Xv)) = f*(g(x\)r et entraine u ¢ T (Q(X))g ce qutil fallait

démontrer,
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LA THEORIE DE KODAIRA

nar P. Deligne

n?1 . La classe de cohomologie associéde & ui fibré de rang 1

: L s 0 (
Soit & un fibré comnlexe de rang 1 sur une variété C V . On a prouvé

(I 2.4) que la classe de cohorologie associée & & dans H (V,C) pouvait

s'obtenir comme suit.

-

ection de

o]
)
®

Soient W= (U,). e W recouvrenent ouvert de V , fi un
i’i

£ sur UL , et ni une 1-forme sur Ui. S1

i
1 e B
2_7(j_ a I.JO&'> (tl _J) = - qll + '7’] et
11u, =aq,
alors, 1= - cl(f) (1.1).

Soit [ wune connection linéaire sur le fibré & . La courbure R de [
est une 2-7orme & valeur dans les algebres de Lie des groupes d'automorphismes

. (sl N \ : *
des fibres de £, i.e. une 2-7orme & valeur dans 1'algébire de Lie de C
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V.2
a C . Désignons par

V 1a dérivation covariante associée &
Avec les notations précédentes, on a

r.

-1_ .
57 d Log (fi f )

(- fT’ Vf, + f‘.‘Vf.)
1 1 J J

d'ou
1) = 5= a (£7'Vs,) .
271 i i
On peut encore écrire, utilisant 1'identité de Ricci,
-1 -1 -2 -1 -1
d(f, V£ ) =V(£, V£.) =£ "V JVf + £ VVf, =0+ R£, =R
i i i i i i i i i i i
d'ou enfin
1)z - s R
- 271
Supposons maintenant que V

(1.2).
solt une variété analytique complexe et que
Z soit un fibré holomorphe, de sorte que si les
morphes de £,

fi sont des sections holo-
-1 .
le cocycle Cij = fi f. soit holomorphe.
Introduisons sur & une structure hermitienne positive. On aura
-1 -1 -1 2
d Log f. £ =4d' Log £, £, =4d"' Log |f, £ |
i ] i ] i
de sorte que

= - d' Log |fi|2 + d' Log |f_|2

1
Cl(;,p) = - PP d" d' Log lfll

f

structure hermitienne positive imposée a
’

(1.3).
o 2 .
En d'autres termes, la 2-forme fermée d"d'|f]| ne dépend que de la

£, et non de la section holomorphe
et sa classe de cohomologie coincide avec la classe de cohomologie de
au facteur -1/2xi pres.

On désignera par

L
%

la forme hermitienne vérifiant
2
d" a' Log |f|

+ 21 ﬂ¢£

pour toute section locale holomorphe inversible

Définition t.5: (1) On dit que

(1.4).

f de £ .
z,

est positif si la forme hermitienne

muni de sa structure hermitienne (positive),

est définie positive,
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(2) On dit qu'un fibré holomorphe inversible £ est positif, et on écrit

£ >0, s'il admet une structure hermitienne positive pour laquelle il soit

positif.

En vertu de la proposition suivante, il en est ainsi dés que la classe de
cohomologie de & peut étre représentée par une 2-forme qui soit la partie
imaginaire dfune structure hermitienne définie <0 .

Proposition1.6: Si V est une variété kahlérienne, toute 2-forme réelle

fermée de type (1,1) dont la classe de cohomologie est celle de £ est dé-

duite d'une structure hermitienne sur £ par (1.3).

On se ramene aisément & prouver que si % est une 2-forme réelle de type
(1,1) homologue & zéro, il existe une fonction réelle f telle que
T=1d"a'f .

Par hypothese, on a M=4da , et on peut supposer « réelle ; soit p
sa composante de type (1,0} de sorte que d'g =0 et q =d"p + EWE .

En vertu de Weil [3] II.6 th. 2 et IV.1 th. 1, on a

p= Hp +AGE = Hp + d'(28'Gp)
ou Hp est la composante harmonique de - Dés lors, posant g = 28‘GP , on
trouve que

T=d"d'g+ddg=d"d'g+ d'd"g = d"d'(g-g) =id"d'(g-g)

i
ce qui acheve la démonstration.

n?2 . L'identité de Kodaira

Soit V une variété hermitienne, i.e. une variété diff{érentiable dont le
fibré tangent est muni d'une structure hermitienne. Cette structure induit sur

V une structure de variété riemannienne, a laquelle est associée une connection
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(R)-linéaire sur le fibré tangent, de dérivée covariante V. Désignons par
F la 2-forme partie imaginaire du produit scalaire hermitien ¢ .

Rappelons qu'on dit que V est une variété kahlérienne si les conditions
équivalentes suivantes sont vérifiées.
(1) La connection riemannienne de V est une connection hermitienne
i.e. Vo =0

(2) V est une variété analytique complexe, et 4F =0 .

Soit R 1la courbure de la connection riemannienne d'une variété kahlérienne
V de dimension n ; c'est une 2-forme de type (1,1) & valeur dans les
algebres de Lie des groupes unitaires des espaces tangentg° La connection her-
mitienne de V induit une connection hermitienne sur le fibré de rang 1 des
n-vecteurs de V ; la courbure de cette connection est la 2-forme de type
(1,1) Tr(R), image de R par la différentielle de l'application déterminant,
du groupe unitaire dans C*. Cette 2-forme est purement imaginaire, et

1

cl(®) = 35 Tr(R) (2.1)

ol £ désigne le fibré des n-formes différentielles holomorphes, en vertu de

. 1 \
(1.2). A un facteur constant prés, =— Tr(R) est ce qu'on appelle la cour-

2ni
bure de Ricci de V .
Soit & un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur une variété analytique
.. 0,9, 5. . . o'
complexe V . Désignons par £ (£) 1le faisceau des gq-Tormes C de type
(0,q) & valeur dans £ . Le fibré &£ étant holomorphe, on dispose de

ar :Qoquﬁ‘) __)SLOyQ'H

(£
de sorte que les LQO’qu) forment une résolution de & (théoreme de Dolbault)

qui est un comnlexe elliptique.
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Supposons donné sur le fibré tangent et sur £ une structure hermitienne,
ce qui définit un élément de volume et, en chaque point, une structure hermi-
tienne sur l'espace des gq-formes & valeur dans &£ . Pour deux champs de
g-formes & valeur dans & . Pour deux champs de q-formes « et p on pose
(a,p) = fv (e,p) v .

Relativement & ce produit scalaire, l'opérateur d" a un transposé §"
vérifiant

(a"a,p) = (a,8"p)
lorsque o ou P est a support compact. On pose comme d'habitude
A= angm + §ra"
Si V est compacte, la formule
(Aa,a) = (d"e,d"a) + (§"«,§"®)
montre qu'une forme o est harmonique (Aa = 0) si et seulement si elle est
fermée (d"« = 0) et cofermée (§"o« = 0) ; d'autre part, il résulte de la
théorie des complexes elliptiques que l'application évidente induit un isomor-
phisme entre l'espace des formes harmoniques et les espaces de cohomologie
K 0¥ @) = B(v,®)
Lorsque V est une variété kahlérienne, on dispose, en outre de 1l'opéra-

teur d", d'un opérateur V"

7 00 e (019

fa®

ou T" désigne l'antidual du fibré tangent. Cet opérateur est défini par les
conditions d'étre de nature locale et de coincider avec la partie antilinéaire
de

v: 09%g) — T*G(g 0219 g)

lorsque &£ est isomorphe & © .
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On vérifie que d" est le composé de V" et de l'application évidente

g 00— 029 (2)

Lorsque & est muni d'une structure hermitienne positive, on dispose sur

V de la structure kahlérienne, de la structure hermitienne %ﬁ (1.4) et
enfin de la structure hermitienne QQ définie par
Tr R = - 2iJ0, (2.2)

On sait que -1/ ﬂ¢£ (resp. -1/x ﬂ¢g) définit la classe de cohomologie de
£ (resp. du faisceau inversible & = AL ( 2.1)) ce qui justifie 1'harmonie
des notations.

Chaque fois que sur un vectoriel hermitien T , de structure hermitienne

(

gap*)’ on se donne une houvelle structure hermitienne (u“P*), on en déduit
diverses structures sur les k T", et notamment la structure hermitienne sur
ﬂ T' donnée par
TPBU ees X
. 1 « P 2 q
((Py‘f)u;g T {q-1): Z: uocp* 9 OIZ..,.«;(TO (2.3)
formule dans laquelle on fait voler les indices de haut en bas gréce & g .

On dispose maintenant de tous les ingrédients de 1'identité de Kodaira [1].

Théoréme 2.4 (Kodaira) Soient V wune variété kahlérienne et &£ un faisceau

holomorphe inversible sur V muni dfune structure hermitienne positive. On a
P

0,q,,. [ R
alors our o e ’qcf) et o ou étant & support propre
alors, pour y B A9 g

f(Acx,P)dv j(V"a,V”p)dv v Jlwoply g6 (2.5)
d_g ’

ou g désigne la structure kahlérienne.

De cette iormule résulte aussitdt le "Vanishing Theorem" [ 1]

Corollaire 2.6 : (Kodaira) Si la variété kahlérienne V est compacte, et si le

. . ®-1 L . (o
faisceau holomorphe inversible £ ®Q est positif (ce qui s'écrit £ > Q),

les groupes de cohomologie
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Hq(V,£) sont nuls pour q > O

En effet, en vertu de la proposition 1.5 on pourra trouver sur £ une
structure hermitienne positive telle que Qf - QQ soit défini positif.
Faisant alors dans ( 2.5) a= p, on voit que pour q > 1, Aa =0 implique
a=20.

Je n'al pas envie d'écrire la démonstration de ( 2.5).

Soit X un tore complexe de dimension n , d'algébre de Lie T , et
identifions Hq(X,C) au vectoriel des gq-formes R-linéaires sur T & valeur
dans € . Pour tout fibré vectoriel holomorphe inversible o sur X , dési-

gnons encore par la Torme hermitienne sur T telle que

Qﬁ
1@) = - 1k 10,

Théordme 2.7 (Mumford) Soit < un fibré holomorphe inversible sur un tore com-

lexe X . Si £ est non dégénérée, 1.e. si est non dégénérée, et si
21 g 2 )

. .4
moins
est le nombre de signesVde Qf , alors
HP(X,j) =0 pour p#gq
"Le théoreme de Riemann-Roch donne alors
n
\ N 1 .
(-1 ain BY(X,8) = / 2 I(f) = P£(cl(2)) (2.8)
X !

ot Pf désigne un pfaffien.

Notons tout d'abord que toute forme hermitienne définie positive sur T
détermine sur X wune structure kahlérienne invariante par translation dont le
tenseur de courbure est nul. Relativement & une telle structure hermitienne,

on a

¢£(x,y) = (x,Hj ¥) (2.9)

avec H, hermitien. De plus, on peut choisir la structure hermitienne sur T

£

de sorte que la somme des q valeurs propres négatives de H_, soit plus

E4
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petite, en valeur absolue, que toute valeur propre positive de %f .

A e . .
De méme, pour les p-formes antilinéaires & valeur dans &£, (muni d'une

structure hermitienne induisant Qf) on aura en tout point

(e, p) = («,HE B) (2.10)
P ¢£;g T P
et on vérifie aisément que les valeurs propres de %§ sont les sommes de D
valeurs propres distinctes de %{ . L'opérateur hermitien %; est donc dé-

fini positif lorsque p > q et on en déduit comme en 2.6 que
P’ N
H'(X,£) =0 pour p >gq -
Si on applique le méme raisonnement au dual de &£ , on trouve que
by Ty L.
HY(X,£') = 0 pour p >n-q
donc, par dualité de Serre,
P -
H (X, ) = 0 pour p<q

ce qui acheve la démonstration.

n23 . Le critere d'amplitude de Kodaira

Théoreme 3.1 (Kodaira [2]) Pour qu'un fibré holomorphe inversible £ sur une

variété analytique complexe compacte V soit ample, il faut et il suffit qu'il

solt positif.

Rappelons qu'on dit que £ est ample si un de ses multiples est treés
ample, i.e. définit un plongement de V dans un espace projectif. Si sur V
existe un ibré ample, ou un fibré positif, V sera une variété ‘tahlérienne ;
on suppose donc V ahlérienne de dimension n >0 . On sait déja (I 2.3)
qu'un fibré tres ample est positif :; un fibré ample l'est aussi diapreés (1.6).

On dira gu'une 2-forme 1 de type (1,1) est positive s'il existe une
forme hermitienne délinie positive @ telle que n= - J(0). Le théoreme

résultera de 1'énoncé plus précis
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Lemme 3.2 : 1l existe sur V une 2-forme réelle de type (1,1) 7 , telle
Lemme o lelle

que tout fibré &£ véritiant cl(£) > ”o soit tres ample, liassertion

cl(&) > 1, signifiant qu'il existe une 2-forme fermée 7 dans c1(£) telle

que -9, >0.

Si P est un point de V ; on désignera par V, la variété déduite de

P

V en faisant éclater P , et par f 1la projection de VP sur V . L'image

réciproque de P est un diviseur sur V, , désigné par P

P ; on salt que

@(-P) est tres ample relativement & f .

Lemme 3.3 : La classe de cohomologie de @(-P) peut se représenter par une

2-forme véelle de type (1,1}, nulle en dehors d'un petit voisinage de P ,

définie > 0 dans un voisinage plus petit et dont la restriction a P est >0

Soit x. wun systeme de coordonnées locales pres de P les x, s'an-
i i

nullant en P ; on définit une structure hermitienne sur 9(—?) en posant

-—1213—-—- (3.4)
5 .
P2 Ix, 17

N . oo
ou f> est une quelconque fonction C >0 , nulle seulement en 0O , constante

le)? -

pour x » 2€& et égale a l'identité pour X =& .
On aura alors, pour toute section locale f de 8(—?),

2 2
" i _ <] c N
d"d"'Loglifl™ = 0 si E Ixil > 2€
d”d‘Log“f”2 = =(y Ix [2)_2 E I x 12,2 dx.adx x dx AE x .dx ;
L MDA VAR LI
s1 E ‘X |2< &
i ~

Prenant sur V les coordonnées locales x_ t_...t telles que x_t. = X,
D T2 n 11 1

2
on peut encore écrire pour E Ile < €

2 2. -2 — |
qrat - , , ‘ ‘ - t yA(t dt .-t dt )
a"d'Loglell (1+) Jltil ) {E dtadi, + Z ‘ (tidtj tjd Jaltd it }

1<)

ce qui vérifie 3.3.
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Notons la formule

n-1
dx1moondxn = X dx1/~dt2A.o.Adtn ) (3.5)

Elle signifie que
* ——
Slv ~ f ﬂv((n-1)P) . {3.6)

Les calculs faits en (3.3) sont "uniformes en P ", Le lemme suivant est

dés lors conséquence immédiate de (3.3) et (3.6)

Lemme 3.7 ¢

I1 existe sur V une 2-forme réelle de type (1,1) Mo telle

que tout fibré £ vérifiant cl(£) > To vérifie aussi ¢

(1) Pour tout point P de V , on a

£'2(-F) > Q et t*2(-2 %) > Q. .
Ve — Vp

(2) Quels que soient les points P et Q de V , désignant par la

VPQ la

variété déduite de V en faisant éclater P et Q , ona

2P -0 >80 -
Ve

On peut en effet réécrire ces formules sous les formes
£ (£ @Q:}”‘) (-n B) >0
607 ") (- (0+1)F) >0
f*(fwﬂzd)(‘ nP - n0) >0 .
Avec les notations de (3.7), si un fibré & sur V vérifie cl(£) > 1

o H

il résulte du "Vanishing Theorem™ que

H‘(VP £ P(-F)) - H (Vp, £%(-2 5 =0 (3.8)
g (V.. . £%2(-P-0)) =0 . (3.9)
PQ - '
Considérons sur V. ou V les sultes exactes de faisceaux

P PQ
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* o * *
0 — £*£(-P) ~—rf£———>f°£/f*£(_§) —0

0 > ££(-2P) — £¥L (-P) —> f*.ﬁ(-?)/f* —0

2(-2P)

0 —> £ (-P-0) —> £'f —> f’if/ﬁ —0

(-P-)

Les suites exactes de cohomologie définies par ces suites exactes montrent,

compte tenu de (3.8) et (3.9), les surjectivités

H°(VP,f*£) _->H°(V f‘,f/fj% P) —>0 (3.10)

H°(VP,f*;,£(.—§)) I (V5 2L / 2P) —50 (3.11)

B (Vp 1) ~_>H°(vag,f*x/f*£(_§_§)) —0 . (3.12)
Notons que

B (V,£) &5 H (V,,£'8) (3.13)

c'est trivial pour n =1 , et résulte d'un argument de "profondeur" si

n>1: onaalors (théoreme d'Hartogs)
B (V,8) 2 H (V-{P] ,4) .

Désighons par ,fp la fibre (;E%,C) de £ en P ., Ona

0 * Voo HO(PL R ) v
(VP,f .z?/f*ﬂ_»l-,-.); = H (P,f °£P) < £P et
* a9 p ¥ _P v
(VP,f L (-~ )/f*oﬂ 2P)) H (P,fofPa ¢(-P)) <= Hom(pri’P) )

ou TP désigne l'espace tangent de V en P , de sorte que (3.10), (3.11)

et (3.12) se réécrivent
H (V,£) —> £, —>0 (3.14)
(o] . 2 \
H (V,J’@’HLP) — Hom(TP,JfP} —> 0 (3.15)

B (V,£) ——> .£P®£Q —s0 (3.16)
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Rappelons que ces fleches sont surjectives quels que soient P et @ dans
V , pourvu que cl@) > %o (3.7).

La formule (3.14) signifie que £ est engendré par ses sections, la for-
mule (3.15) signifie que l'application de V dans un espace projectif, associée
a £, est une immersion, la formule (3.16) signifie que cette application est
injective, donc un plongement. Ceci prouve (3.2), et achéve la démonstration de
(3.1),

Corollaire 3.17 . Pour qu'une variété analytique complexe compacte soit sous-

jacente & une variété algébrique projective, il faut et il suffit qu'elle ad-

mette une structure kahlérienne dont la 2-forme fondamentale appartienne &

une classe de cohomologie rationnelle.

Cela résulte de (3.1) et du fait que sur une variété analytique complexe
admettant une structure kahlérienne, toute classe de cohomologie entiére de
type (1,1) provient d'un fibré holomorphe de rang 1 .

0
Corollaire 3.18 : Toute variété kahlérienne compacte telle que h 2 = 0 est

une variété projective,
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SCHEMAS ABELIENS - FONCTEUR DE PICARD.

par M. Raynaud

§ 1. Généralités sur les schémas abéliens.

Définition 1.1. On appelle variété abélienne sur un corps k , un k-groupe

algébrique A , lisse propre et connexe.

Nous montrerons dans un instant qu'une variété abélienne A est un groupe
algébrique commutatif et nous verrons dans l'exposé VIII, que A est une variété
projective. Il en résulte que lorsque k est le corps des complexes, la dé-
finition ci-dessus est en accord avec la définition d'une variété abélienne

donnée dans I § 1 .

Définition 1.2. Sort S un schéma. Un S-schéma abélien A est un S-schéma

en groupes, lisse et propre sur S , & fibres connexes.

Si S8' —>S est un morphisme de schémas, le S'-schéma en groupes

AS" = AxSS' est un S'-schéma abélien. En particulier, si s e S, la fibre

A de A au-dessus de s est une variété abélienne sur le corps résiduel
S
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k(s) de s . Intuitivement, un S-schéma abélien est donc une (jolie) famil-

le algébrique de variétés abéliennes paramétrée par S .

Exercice (sans intérét) . montrer qu'un S-schéma en groupes G , plat et
localement de présentation finie sur S , dont les fibres sont des variétés

abéliennes et un S-schéma abélien.

Proposition 1.3. Soit S wun schéma limite projective filtrante d'une famille

Si , 1e 1, de schémas affines et soit A un S-schéma abédlien. Alors il

existe 1 eIl . un Sivschéma abélien A, et un S-isomorphisme de schémas
i

en groupes A ﬂia-(Aj)xS S (autrement dit A provient d'un schéma abélien
1
sur Sj pour 1 assez grand).

Démonstration, Le schéma A est de présentation finie sur S . En effet, il

est propre sur S donc séparé et de type fini et il est lisse sur S , donc
localement de présentation finie. Il résulte alors de la théorie générale du
passage a la limite projective que A provient pour 1 assez grand d‘'un
schéma Ai , de présentation finie sur Si (EGA IV 8.8.2). On peut de plus
supposer que A,L est lisse et propre sur Si (EGA IV 17.7.8 et 8.10.5) et
que la structure de schéma en groupes sur A provient d'une structure de
schéma en groupes sur Ai (SGA 3 VIB 10.1). Les fibres de A étant géomé-
triquement connexes. on peut supposer qu'il en est de méme des fibres de Ai

(cfo EGA IV 9.7.7) ; mais alors Ai est un Si—schéma abélien.

Comme tout schéma affine S est limite projective filtrante de schémas
affines de type fini sur Z ., la proposition 1.3 permet, dans une certaine
mesure, de ramener 1'étude locale des schémas ebéliens au cas ou la base est

noethérienne et méme excellente. Pour cette raison, sauf mention expresse du
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contraire, les schémas considérés dans la suite seront supposés localement

noethériens.

Proposition 1.4, Soit f : X —> S un morphisme propre et plat tel que pour

tout s &S on ait f(XS,OX ) = k(s) (ce sera le cas si les fibres de f

S
sont géométriquement intégres ou plus généralement si les fibres de f sont

séparables et géométriquement connexes). Alors on a f*(OX) = 0S universelle—

ment. Cela signifie que le morphisme canonigue OS ——9-f*(0x) est un isomor-

phisme et que la formation de f*(OX) commute aux changements de base. Autre-

ment dit, pour tout diagramme cartésien

Xe—— X'
£ KL
S «fi- 3?

) —>f£'(0_.) est un isomorphisme.

1'application canonique g*f*(OX Ox:

Démonstration. La proposition résulte de EGA III 7.8.6 et 7.8.8.

Corollaire 1.5, Si A est un S-schéma abélien, et si f est son morphisme

structural, on a f*(OA) = OS universellement.

Les démonstrations qui suivent sont extraites de [1] chap. 6 § 1.

f
Proposition 1.6, Soit X —Y

p\/q
-8
un diagramme commutatif de schémas. On suppose

a) S est connexe.

b) P*(OX) = 0S o

¢) il existe s € S tel que fS(XS) soit (ensemblistement) un point de
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Alors f est un S-morphisme constant (i.e. il existe une section

(K S —»Y de Y au-dessus de S telle que £ = 70 p) dans chacun des
trois cas suivants :

1) £(X) est contenu dans un ouvert de Y affine sur S (ce sera en
particulier le cas si S &t artinien).

2) Le morphisme p est & la fois ouvert et fermé ; p posséde une
S-section &€: S —X et ou bien Y est séparé sur S, ou bien p est
a fibres connexes).

3) Le morphisme p est propre et plat sur S .

Démonstration. 1) On peut supposer Y affine sur S , auquel cas f se fac~

torise & travers Spec f*(OX) qui est égal % S d'aprés b), d'ol 1).
2) Le morphisme 1= f og définit une section de Y au-dessus
de S . Pour voir que f = 7o p . il nous suffit de montrer que 1'image ré-

ciproque Z de la diagonale de YXSY par le morphisme

X Yx Y
—— xs

X —> (£(X) , 7 0 p(x))

est égale & X . Soit E 1la partie de S formée des points t de S tels
que Zt ait méme espace sous-jacent que Xt 0

i) E est ouvert dans S et si E désigne le sous-schéma ouvert de S
ayant méme espace sous-jacent que E , on a ZE = XE « Pour établir ce
point, on peut supposer S affine. Soit t € E , de sorte que y = Q(t)

est égal ensemblistement a ff(Xt)° Soit V un ouvert affine de Y contenant

) -1,
y o Comme p est fermé. p(X-f (V)) est un fermé de S , qui évidemment
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ne contient pas t . Il existe donc un ouvert S' de S, contenant t ,

-1
tel que f (V) oX o Quitte a faire le changement de base S' —> S , on

S'l
peut supposer que f se factorise & travers un ouvert de Y , affine sur S ,

mais alors Z =X d'apres 1),

ii) Montrons que S-E est ouvert dans S , ce qui achévera la démons-
tration de 2), compte tenu de a) et ¢) et de i).
ler cas ¢+ Y est séparé sur S . Le sous-schéma Z est alors fermé. Comme
S-E = p(X-Z) , S-E est ouvert puisque p est ouvert.
2eme cas : Les fibres de p sont connexes. Comme S est localement noethé-

rien, le morphisme U 3 —> Y est quasi-compact et par suite 1 ne facto-

T

riseen S>3 Y . ou S est un sous—-schéma fermé de Y et ﬁi une

immersion ouverte (EGA I 9.5.10). Il est clair alors que pour tout t €8S ,

1

qﬁt) est une partie a la fois ouverte et fermée de (S), « Soit Z =f (S) -

t

Comme p est ouvert. p(X-Z) est un ouvert de S , disjoint de E . Il nous
suffit donc de montrer que E = S-p(X-Z). Or, si t € S-p(X-Z),f, : X, —> Y

) - i -1 .
se factorise ensemblistement & travers (S)t o Par suite Zt = ft [%(t)] est

une partie & la fois ouverte et fermée de Xt , non vide (elle contient €(t)).

Le schéma Xt étant connexe. Z_t a donc méme espace sous-jacent que Xt H
c'est dire que t € E &

3) L'hypothese p*(O ) = 0, entraine que f(X) contient les point ma-

X S

ximaux de S . Comme f est fermé, f est donc surjectif et par suite fide-
lement plat. S'il existe une section U S —> Y telle que f = 7{0 P

est nécessairement unique et il en est de méme aprés tout changement de base

T —> S . D'apres la théorie de la descente fpgc (SGA 1 VIII) il suffit de

prouver l'existence de 1 apres avoir fait le changement de base fidelement

plat quasi-compact X -—>S . Notons que les hypothéses a), b) et c) sont
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conservées (cf. EGA III 4.3.1) et que P, ¢ Xx X —> X posséde une section

S
sur X : la section diagonale. Le morphisme p1 étant propre et plat, il est

fermé et ouvert (EGA IV 2.4.6) et ses fibres sont connexes d'aprés le théo-

reme de connexion de Zariski (EGA III 4.3.1). On est donc ramené au cas 2).

Exercice. Montrer que dans 3) on peut remplacer la condition "p est plat"

par "p est universellement ouvert".

Corollaire 1.7. Soient S wun schéma connexe, p : X —» S un morphisme propre
et plat tel que p*(OX) = 0S , G un S-schéma en groupes, (f,g) : X —>G
deux S-morphismes. Supposons qu‘il existe s e S +tel que fs = gs ; 1l

existe alors une S-section 4 S —G telle que f = (7 o p).g (ol le point

désigne le produit dans le groupe G(X))-

-1
Démonstration. On applique 1.6 au morphisme f.g o

Corollaire 1.8. Considérons un diagramme cartésien de schémas :

On suppose : a) a, est propre et plat, et (q1)*(0x) = 0s universellement.

b) Y est connexe et possede une section 52 : S —1Y.
Soit d'autre part w : Xx Y — G un S-morphisme de XxSY dans un S-schéma

S

en groupes G . Alors il existe des S-morphismes u : X —G et v : ¥ —G

tels que w = (uo p1)u(v 0 pz)°
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Démonstration. On applique 1.6 en prenant pour f 1le Y-morphisme :

XxSY — G xSY

-1

(¥)) ’YJ

(x,y) —> [f(x,y)f(x,52

Corollaire 1.9. Soient A un S-schéma abélien et G un S-schéma en
groupes. Alors tout S-morphisme f : A —s G qui envoie la section unité de

A sur la section unité de G est un morphisme de groupes.

Démonstration. On applique 1.8 en prenant pour w 1le morphisme

fop: AxSA —>G , ou p: AxSA ——> A est le morphisme de multi-

plication (a,a’) —— (aa'),
Corollaire 1,10, Un S-schéma abélien A est un schéma en groupes commutatif.

Démonstration., On note que dapres 1.9 le morphisme de passage & l'inverse

a +——>a est un morphisme de groupes.

Corollaire 1.11. Soit X un S-schéma muni d'une S-section &: S —>X .
Alors il existe au plus une structure de S-schéma abélien sur X pour la-

quelle € est la section unité.

Démonstration. D'aprés 1.9 l'application identique de X est nécessairement

un morphisme de groupes.

§ 2. Le foncteur de Picard.

2.1. Nous aurons besoin de résultats élémentaires sur la théorie des faisceaux
et les topologies de Grothendieck pour lesquels nous renvoyons le lecteur a

SGA 3 IV et SGA 4. En dehors de la topologie de Zariski (citée Zar s'il y a
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lieu), nous utiliserons les topologies suivantes
i) la topologie étale (citée et)

ii) la topologie fidelement plate localement de présentation finie (fppf).

iii) la topologie fidélement plate quasi-compacte (fpqc).

Rappelons que la catégorie Sch/S des schémas sur S est une sous—
catégorie pleine de la catégorie des faisceaux sur Sch/S pour chacune des
topologies précédentes et nous identifions un schéma au faisceau qu'il repré-
sente., Soit u : F —» G un morphisme de foncteurs contravariants sur Sch/S
a valeurs dans Ens et (P) wune propriété de morphismes de schémas,stable
par changement de base. On dit que u vérifie (P) si la condition suivante

est satisfaite : pour tout diagramme cartésien de foncteurs

Uy l lu
T —»G

dans lequel T est un schéma et v wun S-morphisme, alors TxGF est un

schéma et le morphisme uT vérifie (P).

2.2, Rappelons que le groupe multiplicatif p est le foncteur en groupes

commutatif Sch/Z — Gr
T — [(T,0,)

-1 )
I1 est représentable par Spec ZEXSX ] - Pour tout schéma T , WK(T) est le

(X,1) = H (X,0%),

groupe des automorphismes du OT—module 0T o Par suite :0¢

H
zar
est canoniquement isomorphe au groupe des classes, & un isomorphisme pres, de

faisceaux inversibles sur X . c'est-a-dire au groupe de Picard Pic(X) de

X . Compte tenu de la descente fpgc des faisceaux quasi-cohérents (SGA 3 VIII),
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7 7 1 M ya . . . .
un élément de prqC(X,&) définit un faisceau quasi-cohérent L sur X , qui

localement pour la topologie fpqc est isomorphe a O par suite L est

X y

aussi un faisceau inversible. D'ou la proposition suivante :

Proposition 2.3. Les monomorphismes canoniques

1 . 1, 1
H (X0 e—>H  (X,p) —H

z fppf (X,)

X H
( 7#') > quC
sont des isomorphismes. Dans la suite, la valeur commune de ces groupes sera

1 1
désignée par H (X,p). Le groupe H (X,) est canoniquement isomorphe au

groupe Pic(X) des classes de faisceaux inversibles sur X .

2.4. Soit maintenant f : X — S un S-schéma. On se propose d'étudier les

faisceaux inversibles sur X , relativement 3 S . Pour cela introduisons le

foncteur contravariant suivant

Sch/S — Groupes commutatifs

T k——yPic(XT) ol XT = XxST

Lorsque T parcourt les ouverts de S . le préfaisceau T P—ﬂ-PiC(XT) ntest
pas en général un faisceau pour la topologie de Zariski (en effet, un élément
de Pic(X) qui provient d'un élément de Pic(S) est localement nul sur S
mais n'est pas nécessairement nul) ; a fortiori T H—Q'PiC(XT) n'est pas un
faisceau pour chacune des topologies plus fines considérées plus haut, donc
n'est pas en général représentable. Par passage au faisceau associé, pour une

topologie convenable, on se ramene a considérer un foncteur qui est un faisceau.

Pour des raisons techniques on choisit la topologie fppf, d'ou la définition

sulvante
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Définition 2.5. Soit £ : X —» S un S-schéma. On appelle foncteur de Picard

relatif de X au-dessus de S et on note Pic_(X) le faisceau fppf sur
Sch/S , associé au préfaisceau T F—€>PiC(XT). On note PicS(X) le groupe

Pic (X)(S) des points de Pic _(X) & valeurs dans S.

—s —
Notons que la formation du foncteur Pic_(X) est compatible avec tout
changement de base S' —— S et que le groupe Pic_(X) se calcule a l'aide

S

du "petit site fppf" sur S . On sait que le faisceau fppf associé au pré-
. 1, - . . . ..
faisceau T ——H (XTu&) est le faisceau image directe supérieure
1

Rf, fpr(’_L_) d'olu la proposition suivante :

Proposition 2.6. Avec les notations de 2.5, on a

. 0 1
PlCS(X) =H (S.Rf, fppf(ff))°

2.6, Rigidifications.

Définition 2.7. Soient f : X —>S un S-schéma, e : 8 —» X une section

de f et L un faisceau inversible sur X . Une rigidification de L le

long de e ., est la donnée d'un isomorphisme o : 0S —2—>e*(L)o Si (L,a)

et (M,P) sont deux faisceaux inversibles sur X , rigidifiés le long de e ,
un isomorphisme u(L.a) %- (M.g) est la donnée d'un isomorphisme

u:L -2>M tel que e (uyx=p. On note Pice(X) le groupe des classes, a
un isomorphisme prés. de faisceaux inversibles sur X , rigidifiés le long

de e . On a alors un morphisme canonique Pice(X) ——> Pic(X) (ou oublie la

rigidificetion) qui est visiblement injectif, et dont 1'image est formée des

*
classes de faiscerux inversibles L sur X +tels que e (L) Jza-OS o

La terminologie précédente est justifiée par la
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Proposition 2.8, Gardons les notations de 2.7 et supposons de plus que

f*(OX) = 0, - Alors le seul automorphisme d'un faisceau inversible rigidifié

S
(L,®) est 1'identité.

En effet, un automorphisme du faisceau inversible L est une homothétie

définie par un élément b e._[‘(X,O;E)o L'hypothese f*(OX) = OS entraine que

M , .
b=7Ff(aj, ou a e_[‘(S;Og)o La condition e*(a) = « implique que a = e*(b)=1 .

Proposition 2.9. Soit f : X — S un morphisme quasi-compact et quasi-séparé
tel que f*(OX) = 0S . Alors

1) On a une suite exacte

0 —> Pic(8) —s Pic(X) ——>PicS(X)

2) Si f posséde une section e : S —>X , on a la suite exacte
(%) 0 — Pic(§) — Pic(X) — Pic(X) —0

De plus le morphisme composé

Pice(X) > Pic(X) ——>PicS(X)

est un isomorphisme. de sorte que le choix de e définit canoniquement un

scindage de (%).

Démonstration. Notons que 1'hypothése f*(OX) = OS est conservée aprés tout

changement de base plat S° —— S (EGA IV 1.7.21), de sorte que si on travail-
le avec le petit site fppf sur S on a f*QgX) = ES . La suite spectrale de

Leray fournit alors la suite exacte :

1 1 0 1 » 2 2 .
(%x) 0—H (S.¢)—H (X,p—H (S,R f*—fppfﬂx)—_Qprpf(S’HS)__éprpf(XLEX)

Soit en explicitant les premiers termes

2 ,
(S,0,) —H (X,EX)

0 — Pic(S) —— Pic(X) —> Pic (X) S fppf

—> H
” fppf
Ceci prouve 1), Si de plus f possede une section e , le morphisme

2 .
H2(S,gs) — H (X.EX) possede une rétraction., donc est injectif, d‘olu la pre-
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miere partie de 2). Il est clair d'aprés 1) que le morphisme canonique

Pice(X) e Pic(X) ——a—Pics(X) est injectif, mais il est aussi surjectif car
on vient de voir que Pic(X) ——e-PicS(X) est surjectif et si L est un fais-
ceau inversible sur X , L of*e*(L_1) est rigidifié le long de e et a méme

image que L dans PicS(X)

Corollaire 2.10. Soit f : X —> S un morphisme quasi-compact et quasi-séparé
possédant une section e et tel que f,(0,) = O, universellement. Alors, pour

X S

tout S-schéma T , on a :

. - . | . (0]
PJ.CT(_XT,) = PLC(XT)/PlC(T) =H (T,R

(o 1'image directe supérieure est relative & la topologie de Zariski).
Cela résulte immédiatement de la comparaison de la suite exacte (xx) (ol
l'on a remplacé S par T) et de la suite exacte analogue obtenue en utilisant

la topologie de Zariski,

2.11. Etude infinitésimale du foncteur de Picard.

Proposition 2.12. Soient S wun schéma, S un sous-schéma fermé de S défini
o

par un idéal de carré nul I , f : X —» S un morphisme quasi~compact et

quasi-séparé, possédant une section et tel que f*(OX) = 0S universellement.

Posons X = XxSS . Alors

0 0
i} Ker PicS(X) -——>IHCS (X)) est canoniquement isomorphe &
0
0
HO(S,R1fX(IOX)) (et par suite est isomorphe & HO(X,IOX) si S est affine.

1 1 . )
ii) Supposons que H (S,R f (I0 )) = 0 (par exemple S affine), alors

X
pour qu'un élément a € PicS QXO) se releve en un élément de PicS(X) il
0
0
2 .
faut et il suffit que 1'image de a dans HO(S,R f*(IOX)), soit nulle.
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Démonstration. Compte tenu de 2.10 nous pouvons travailler avec la topologie de

Zariski., Considérons les deux suites exactes :

0 I
—_— OX——>OX—-——rOXO —3 0

0 —K ——9-0; __9.0; —> 0
0

Comme IOX est un idéal de carré nul, l'application

IOX — K

a — 1+a

est un isomorphisme de groupes commutatifs, d'ol la suite exacte :

x ) —R f*(IoX)—,R f*(OX)———yR (fo)*(OX )—R f*(IOX)
0 0

\ . _ . . * "
Vu 1'hypothese f*(OX) = 0S universellement, le morphisme f*(OX)——>(fo)*(0Xo)

s'identifie a 1'épimorphisme 0; —-—>0; « On en déduit les suites exactes :
0

£, (0p)—(£ ), (0

1
0 — R £, (10 )

X

— ; I
» - R f*(OX) —>R (fo)*(oxo) — R°f (10

1 . - .
0 —> H(S,R £ (I0)) —>Picg(X) — Picg (X )

[¢]

X

(cf. 2.10) d'ou l'assertion i). Pour établir a), notons que 1l'on déduit de (x)

les deux sultes exactes.

1 1, % 1 .
(%) 0 —R £ (I0) ——>R £, (00) — R £,(07)/R£,(I0;) —> 0

2
! ) —R f*(IO

X

1 * 1 : \ *
(#x%) 0 — R £, (04)/R£,(10) —>R (fo)*(OXo

)

1 .
Compte tenu de 1'hypothése H1(SSR f*(IO )) = 0, on en déduit les suites

X

exactes
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HO(S,R1f*(O;)) — 1%

1 * o 2
S,k (£),(00)) —H (s,R¢,(I0
0

D)

d'oll 1'assertion ii).

Exercice. Montrer que pour établir l'assertion i) il est inutile de supposer que
f : X — S posséde une section. En est-il de méme pour 1l'assertion ii) ?
Rappelons (cf. SGA 3IT  quesiG est un préfaisceau en groupes sur Sch/S ,
on définit le foncteur Lie G : Sch/S — groupes par la formule :
Lie G(T) = Ker_Q(Te) —>G(T) ot T est un S-schéma et T, le schéma

des nombres duaux sur T .

Corollaire 2.13. Soit f : X — S un morphisme propre et plat (possédant une

section), tel que f*(OX) = 0s universellement. Alors Lie Pici(X) est repré-

sentable par un fibré vectoriel de présentation finie sur S .

I1 résulte de 2.12 i) que 1l'on a un isomorphisme canonique.

[_L_i_e _Pi_cs(x)](s) = Ker Picg (X)) —>Pic (X) o H°(S,R'f*(ox))

S
€

ou Se est le schéma des nombres duaux sur S et Xe = Xx 5. « D'autre part,

S

d'apres EGA IITI 7.8.9. il existe un Os—module cohérent Q et un isomorphisme

factoriel par rapport au Os~modu1e quasi-cohérent M :

1 ‘.
R f*(f dl) 2> Hom S(Q,Jé)

1

d'ot H(S,R £, (£h)) —¥r Hom  (Q,d4) .

0
S

Le OS—module Q est défini a isomorphisme unique pres et sa formation commute

a tout changement de base T —> S . D'ou un isomorphisme fonctoriel en T :

0 1. C
H (T R (fT)*(_O* )) —-—-»Homo (QT,OT).,

T T



VI.15

On en déduit que Lie Pic_(X) est isomorphe au fibré vectoriel,

2.14, Représentabilité de Pic_(X).

[v]

Théoréme 2.15 (Grothendieck). Soit f : X —» S un morphisme projectif plat et

intégre sur S (i.e. les fibres de f sont géométriquement integres). Alors
Pic (X) est un schéma en groupes, localement de type fini sur S , réunion
d'une suite croissante d'ouverts quasi-projectifs sur S . En particulier

Pic (X) est séparé sur S .

Nous admettrons ce théoréme fondamental dont la démonstration délicate
repose sur la théorie des schémas de Hilbert et la technique de passage au quo-

tient par une relation d'équivalence propre et plate (TDTE V 1961/62 n? 232)

Corollaire 2.16. Soit A un S-schéma abélien projectif sur S . Alors
Pic_(s) est un S-schéma en groupes, localement de type fini sur S , réu-

=5

nion d‘une suite croissante d'ouverts quasi-projectifs sur S .

Remarque 2.17. Nous verrons plus loin que si A est un S-schéma abélien,
alors Pic (s) est représentable, bien que A ne soit pas en général projec-

tif, ni méme localement projectif sur S .
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CORRESPONDANCES DIVISORIELLES - THEOREME DU CUBE.

par M., Raynaud

§ 1. Un opérateur.gg rigidification,

Tola Soient E un ensemble fini ayant n éléments, S un schéma,

. :Xi w3y S (i €B) des S-schémas et e. : S ~—--;>Xi une secticn de
i . 1

au-dzssus de S o Soient J I CE deux parties de E . On note

1) X, = :13; X, (ot W désigne le prcguit au-dessus de  S)o

A i ol kY

X =X
E el
2) T, . XI-m~ﬁ>XT la projzation canoniqgus.
L2 L%

TPE - Jr . e R
me = HJ X 3 XJ 0
4

3) Gy X]<Mm9-XI Itimmersion définie par les sections € 1 &l
. ,
s
Er)
£ s X_CZ """"" »"Xo
; J o]

4Y p.=s_oWW, s XX qui est un "projecteur’ dans X

Lefto Do " P o D)o

e Al o

Lo défeniion sulvante généralise VI 2.7,



vii.2

Définition 1,2, Une rigidification d'un faisceau inversible L sur

x=1 Xi » relativement aux sections e. ;, 1 €I, est la donnée pour
. i

. . *
tout partie I de E, I #E, d'un isomorphisme Ui 3 0X Ly sI(L), ces
1

isomorphismes étant compatibles dans le sens suivant ¢ Si J<IcE, I % E |

On note Pice i.eE(X) le sous-groupe de Pic(X) formé des classes de
.9
i

faisceaux inversibles sur X , rigidifiables relativement aux sections e
1 €1,
Exercize ¢ Soient L un faisceau inversible sur X , & et f deux rigidi-
fications de L relativement aux sections e, o Construire un isomorphisme
canonique entre les faisceaux rigidifiés (L,&) et (L;P)o

Prozédant comme dans la démonstration de VI 2.8, on montre que si

ff')*(OX j = 0S universellement, alors tout automorphisme d‘un faisceau inver-
i i

sible rigidifié (L.,&) sur X est l'identité.
Pour tout faisceau inversible L sur X et toute partie I de E
, L . |
posons (1-p.;iL) = Lep_ (L ),
I I
PN * ; . ; .
Lemme 1.3, 1) On a St [(1mpl)\L)] = 0XI

i1) Si I et J sont des parties de E . on a, avec des notations

évidentes
(1-p) o (1-py) = (1-pg) o (1-py) = 1-pr=Pytp 5 -

En particuiier, (l—pI) 0 (1_pI) = 1—pI o
Démonstration immédiate,
Cec' étant, désignons par r le composé des foncteurs (1—pI) pour I

parcourant les parties de E ayant card(E)-1 = n-1 éléments.
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Proposition 1.4, Soit L un faisceau inversible sur X .
(~1)n—card(1)

1) Ona r(L) = _® p*(L

= e Ir es Canonlquemen rlgl—
ICcE P1 ) et r(L) est ' b rigi

difié relativemant aux sections e, , i €E .
i
2) Le foncteur r est un projecteur (i.e. r or =7r) et si L est ri-
gidifiable relativement aux sections e, , ona r(L)2 L,
i

Démonstration.~ L'expression de r(L) donnée dans 1) résulte facilement du fait

que toute partie F de E est 1l'intersection de n-card(F) parties de E
ayant n-1 éléments. Montrons que r(L) est canoniquement rigidifié relati-
vement aux sections e 1 €E . Soit J wune partie de E ayant au plus
n-1 éléments, de sorte que J est contenue dans une partie I de E ayant

n-1 éléments, On a alors :

r(L) = (1-p) (T (1-p)L = (1-p)N

card (K)=n-1

K£I

L % L% ¥ (
d'ol S5 r(L) = (SJ) S ‘1_PI)N
I * . .
= st) OX (cf 1.3 1))
I
=0
X
J

Comme les foncteurs (1—pI) sont des projecteurs qui commutent deux & deux
(1.3 ii)), r est un projecteur. Enfin la derniére assertion de 2) résulte de
l'expression de r(L) donnée dans 1).

Corollaire 1.5. Pour gu‘un faisceau inversible L sur X soit rigidifiable,

relativement aux sections e, i€l , 1il faut et il suffit que pour toute
*
partie I de E , de cardinal =n-1 , on ait SI(L) kLOX o
I
Nous allons étudier le sous-groupe Pic ieE(X) (1.2) suivant les va-
e. .
5

leurs de n = card E . Pour mémoire. rappelons que si n=1, et si
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f*(O ) = OS universellement, alors Pice(X) est isomorphe 2 PicS(X) (VI 2.9).

X

Dans le paregraphe suivant, nous étudions le cas n=2 ce qul nous améne a par-

ler des correspondances divisorielles. Enfin, nous verrons que pour n z 3 ,

on a Pice,ﬂ.eE(X) = 0 , du moins si l'on fait des hypotheses convenables de
i

platitude et de propreté sur les morphismes fic

§ 2. Correspondances divisorielles.

Dans ce paragraphe, nous conservons les notations introduites dans 1.1 et
nous supposons que I = {1,2} . Pour tout S-schéma T , on a alors un ho-

momorphisme canonique, fonctoriel en T :

x Pic(X) —#Pic(X X))

Pic(X
Le(X))y 2 1% M2’

i

(L, + L) v (T) (L) @ (1) (L)

Par passage aux faisceaux fppf associés, on en déduit un homomorphisme cano-

1 i P X Pi X Pi X X
nique 1cS( 1)xs 1CS( 2) —> Pic ( 123 2)

Définition 2.1. Soient X et X2 deux S-schémas. On appelle foncteur des

correspondances divisorielles sur X1xS X2 , relativement & S et on note

CorES(X1,X ), le faisceau fppf associé au préfaisceau

i X Im(Pic(X e (X
T h—e-Plc(XIXS 2)T/ m(Pic( 1)T x Pic( 2)T)

. X X)) =C X, . X )(8).
On pose Corrs( 1,k2) orrS( . 2)( )

Vu la définition de PicS(X), il est clair que l'on a une suite exacte
de falsceaux fppf :

can ; -
% ie (X P X X X —_ X

(%) Pi S( 1)18 lCS( 2) ,rPlcs( . 2) > Corr (X ,X.) —» 0
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Proposition 2.2. Soient 8 un schéma, £ Xi —»8, 1i=1,2, deux
8-schémas, o, S -1rxi une section de fi et supposons que (fi)*(o
universellement. Alors

1) L'application canonique Pic (X1) xPic (X

5 — Pic (X1 xs X.) est

3 2) S

injective.
2) Les homomorphismes canoniques :

Pic (X, x, X.) =~ Pic_(X,x. X)) /. .
(91,e2) 1's 871's 2 /Plcs(x1) xPlcs(Xz

v
) — CorrS(X1 ,Xz)

sont des isomorphismes.

3) On a des isomorphismes canoniques :

W . -
y Home1 (X1,P1c (Xz))
Corrs(x1,12)
v
W\z\‘ Hom (X
°"’e2 2781

[éﬁ Home1(X1,Plc (Xz)) désigne le groupe des morphismes du faisceau X1 dans
le faiscean Pic (12) qui emvoient la section e1 sur la section unité. On

a une définition analogue mour Homez(xz,Pic'(X1))] .

Démonstration.~ Liassertion 1) et le fait que u soit un isomcrphisme résultvent

immédiatement des définitions et de VI 2.9 . Par ailleurs, Hom(X PicS(Xz))

1’

. N . ; N . X
est le groupe Pic (X )(X,) des points de Pic (XZ) a valeurs dans

—g 72’ L

D'apres VI 2.9 ce groupe est aussi égal aux classes de faisceaux inversuioles

*

L sur X1xs X2 tels que s1(L)n_JDK . Pour que L définisse un élément de
1 *
Home1(X1,Pic (Xz)), il faut de plus que sz(L)ﬁiOXZn Compte tenu de 1.5, on

en déduit que le morphisme canonijue

Pic (X1xs XE) —-—-—;rHome (X1,Plc (XZ))

(81)e2) 1
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est un isomorphisme. Cet isomorphisme est compatible avec les changements de

base T -—» S , d'ol le fait que le foncteur T F—e—Pic(( (X

. e)prleg)y)

(e,) ((X1)T ’ IEET(Xz)T). I1 en ré-
1T

sulte bien que v est un isomorphisme, donc aussi Voo en échangeant les

1%s Xo)q

est isomorphe au faisceau fppf T +—» Hom

réles de X1 et X2 y on voit de méme que w,. est un isomorphisme.

Théoreme 2.3, Soient fi : Xi —> S deux S-schémas propres et plats, tels

) est un S-schéma

que (fi)*(OX,) =0
i
en groupes, localement de type fini, net (ice. non ramifié) et séparé sur S .

universellement. Alors, Corr (X1,X

S —S 2

"Démonstration".- Dans [3] on prouve que sous les conditions énoncées, le fonc-

teur Corr (X1yX2) satisfait au critére valuatif de séparation. Le théoreme

résulte alors de ([1] théoreme 4). Notons que la démons£fation utilise ies cri-
téres délicats de représentabilité des foncteurs nets et séparés. Dans la
sulte, ce théoreme ne sera pas utilisé dans l'étude élémentaire des schémas
abéliens,

Remarque 2.4, Sous les conditions du théoréme 2.3, supposons de plus que S

: i
soit le spectre d'un corps k o On peut alors montrer que Pick(X ) et

Pick(XIXk X2) sont des schémas en groupes localement de type fini [2] . Le

fait que Corrk(X1,X2) soit net sur k équivaut alors a dire que la compo-

) est le produit des composantes neutres Pici(x.),

sante neutre PicO(X
—k 1

X
1%k %2

j_:1,2o

§ 3. Le théoreme du cube.

Théordme 3.1 (théoreme du cube). Soit E wun ensemble fini, avec card(E) = 3

et soient fi : X,l —S , 1 €E, des morphismes propres plats tels que
(fi)*(OX_) = 0S universellement et soit e, s i € E, une section de fio

i
Alors tout faisceau inversible L sur X = T X, qui est rigidifié rela-

1€k i
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tivement aux sections . i €E, est trivial. Autrement dit

Plcei,1€E,(X) = 0 °

Remarque 3.2. Reprenons les notations de 1.1 et pour tout partie I de E no-

tons ro le foncteur de rigidification sur XI relatif aux sections e

i €I (cf 1.4) et soit Pice (XI) le sous groupe de Pic(XI) formé des
I

classes de faisceaux inversibles rigidifiables relativement aux sections e

i €I, On vérifie formellement que le morphisme canonique :

est un isomorphisme, 1l'isomorphisme inverse envoyant un élément M de

Pic (X))

e I

i € E, sont propres, plats et tels que (fi)*(OX ) = OS universellement, il
i

résulte de 3.1 que l'on a Pic (XI) =0 pour card(I) =3, et il résulte

e
I
de 2.2 que pour I = {i,j} , 143, ona Pice (XI)
I

diou le fait que 1'on a un isomorphisme canonique .

*
sur (ﬂ}) (M), Si on suppose de plus que les morphismes fi )

I

Corg(XixS XJ)

. N . : v - m '
Pic(X) > Plc(S)xi CE PlcS(Xi)x(i ) CE s hi%s 4,

H
45

Démonstration de 3.1, Quitte & remplacer S par le produit de card(E)-3 des

Xi . on voit facilement qu'il suffit de prouver le théoreme lorsque E = {1,2,%

L'hypothese (f3)*(OX ) = 0, universellement entraine que les fibres de f3

3
sont connexes. Le théoréme du cube va donc résulter de 2.3 et du lemme suivant :

S

Lemme 3.3. Soient fi : Xi —>S , 1=1,2,3, trois S-schémas et soit e.

une section de fi pour i = 1,2,3., On suppose de plus
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1) Les fibres de f. sont connexes.

3
universellement pour i = 1,2 ,

3) La section unité de Corr (X1,X2) est une immersion & la fois ouverte
et fermée.

Alors, tout faisceau inversible sur X = X1XS X2XS X3 qui est rigidifié
relativement aux sections e, 1=1,2,3, est trivial,

Soit donc L un faisceau inversible sur X , rigidifié relativement aux
sections e. et montrons que ILMOX o Le faisceau L définit un S-morphisme
u: X, —— Corr <X1’X2)° Soit Z le sous-schéma & la fois ouvert et fermé de

3

X3 égal & l'image réciproque par u de la section unité de Corr (X17X2)o

. . . .z N . Y A 1
Comme L est rigidifié on a 5172(L)—-OX1*S X2 . donc ‘Z majore eB(S)o Mais
les fibres de f3 sont connexes, donc Z = Z3 et L définit la correspondance
*
. . . . N E AJ

divisorielle nulle sur X1’S X2 , relativement a X3 o Comme 513(L) 0x X

M 18 3

n 4 3 n

et 523(L)_.0X2)‘S X3 . on déduit de 2.2 que L ¥ OX .

Pour démontrer le théoréme du cube, il nous suffit donc de savoir que la
section unité de Corr (X1,X2) est une immersion & la fois ouverte et fermée.
C'est 1a un résultat plus faible que 2.3 que nous allons démontrer directement,
du moins dans le cas ou les fibres de fi . 1=1.2 . sont géométriquement in-
tégres. ce qul nous suffira dans la suite du séminaire,

Proposition 3.4, Soient X1 et X2 deux S-schémas propres, plats et integres
sur S (i.e. les fibres sont géométriquement intégres). Alors la section unité
de Corr (X1,X2) est une immersion a la fois ouverte et fermée.

Etablissons d‘abord quelques lemmes.

Lemme 3.5, Soient fi : Xi —>S (i =1,2) deux S-morphismes plats, quasi-

compacts (et quesi-séparés), tels que <fi>*(0X
1

) = OS universellement et soit
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e, , 1=1,2, une section de fi + Alors, Corr

(XT’X2) est formellement

net sur S (EGA IV 17.1.1),

Comme les hypotheses faites sont stables par changement de base, il nous

suffit de montrer que si S est affine et si S est un fermé de S défini
par un idéal de carré nul I ,

alors l'application

CorrS(X1,X2) — Corr.(X_ .X)

S 12

est injective (on note

i*s Considérons le carré cartésien
£
X1 e X x X

f
2 2
L'hypothes ) = ' i I -
ypothese (f1)*(0X1) 0S universellement entraine que (gz)*( 0)(1)‘S Xz)
=10 o La suite spectrale de Leray relative au faisceau I 0O et au
X X x X
2 1S 2
morphisme h = f2 g2 donne la suite exacte
0 R‘(’f)(Io‘) R1h (Io ) >(’f)R1(g)(Io )
e : o, 7 * B * * X
2 X2 X1xs X2 2 2 X1KS 2
Compte tenu de EGA IV 1.7.21 et du fait que (f2)*(OX ) = 0S universellement,
2
le dernier terme s’identifie & R1(f1)*(I OX )o On en déduit que le morphisme
1
canonique
R'(t.) (10.) @R (£).(I10,) —»R'h (I0 ‘
1)« x1) 2" k) T X1xSX2)

est un isomorphisme. 1'application réciproque étant définie par les sections

e. o Comme S est affine. l'application
L

1. . 1 1 .
I H(X .I — LI
H (X1_ OX1/ @ ({ T OXZ) > H (X1xs X2) OX1xS X2)
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est aussi un isomorphisme. Dfaprés VI 2.12 les classes de faisceaux inversibles

L sur X1xs X2 qul relevent le faisceau trivial sur X11§ X2 correspondent
Iy 1
aux éléments u de H (X x_ X ,I 0 )o Le faisceau L est rigidifiable
15 2 X« X
18 2
relativement aux sections ey e2 si et seulement si les images réciproques

1
de u dans H (Xi’I 0X ) sont nulles pour i = 1,2 . Vu ce qui précede, cela
i

équivaut & dire que u est nul. Le lemme 3.5 est alors conséquence de 2.2 2).
Lemme 3.6, Soit S 1le spectre d‘un anneau de valuation discrete, 7— son point
générique, s son point fermé et soit X un S-schéma plat et localement de
type fini sur S dont la fibre XS est intégre. Alors tout faisceau inver-
sible L sur X , dont la fibre générique LY est triviale, est trivial,
En effet, soit t 1le point générique de XS et TF une uniformisante de
['(S). Lthypothese Xs integre entraine que T engendre 17idéal maximal de

donc O est un anneau de valuation dis-

1*anneau de dimension 1 0th s X,t

crete admettant T pour uniformisante. Soit alors a une section rationnelle
de L qui engendre L . Quitte a multiplier a par une puissance convenable
de TT-. on peut supposer que a engendre L au point t . Mais alors a
engendre L aux points de X de profondeur <1 (EGA IV 6.3.1), donc engendre
L (cfo BEGA IV 21.1.8).,

Prouvons maintenant la proposition 3.4. Vu la descente fpgc des sous-
schémas (SGA 1 VIII), liassertion & démontrer est locale pour la topologie
fppf. ce qul nous permet de supposer que fi possede une section e, (i =1,2).
Les hypothéses faites étant stables par changement de base. nous sommes ramenés,
compte tenu de 2.2. & prouver l'assertion suivante

Soit L un faisceau inversible sur X1XS X rigidifié relativement a

2

(e1 e2) et soit Z le sous-foncteur de S défini comme suit :
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N
e_
i

{1} si LT est trivial
T & Sch/S

N

=]
S’

i

¢ sinon
Alors Z est un sous-schéma & la fois ouvert et fermé de S.

A) Z e— S est une immersion ouverte. Soit donc s €S tel que Ls soit
trivial et montrons que L est trivial au-dessus d'un ouvert U de S conte-
nant s. Par passage & la limite, il suffit de montrer que L est trivial au-

dessus de Spec(0, ) ce qui nous rameéne au cas ou S est local de point fer-

S;s

mé s. Par descente fpqc, on peut supposer que A = OS s est complet pour la
9

topologie définie par son idéal maximal m (rappelons que S est noethérien).
) ) n+1
Pour tout entier n =0 posons S = Spec(A/m ), L = LG% S . Comme
n n n
X1KS X2 est propre sur S , il résulte facilement de EGA III 5.1.6 que L

est trivial si et seulement si Ln est trivial pour tout n . Or Lo = LS

est trivial par hypothese et QQEES(X19X2) est formellement net sur S (3.5),
donc Ln est trivial pour tout =n .

B) Z «—>8S est une immersion fermée. Sachant que Z est un sous—schéma
ouvert de S , pour voir que Z est fermé, il suffit de voir que Z est
stable par spécialisations. Une technique standard (EGA II 7.1.9) nous raméne

alors au cas ou S est le spectre d'un anneau de valuation discrete, auquel

cas on applique 3.6,
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Exposé n® VIII

APPLICATIONS DU THEOREME DU CUBE AUX SCHENAS ABELIENS.

par M. Raynaud

—_ e e e

§ 1. Les homomorphismes Pp -

1.1. Soit A un S-schéma abélien. On désigne par p : A — 3 son morphisme
structural, par e : S > A la section unité, par p, : Ax A — A (i =1,2)

la projection sur le iéme facteur, par s : AXSA - A le morphisme d'addition
((a,a')ra ata'), par & : A<« AXSA le morphlsme.diagonal. Pour tout entier
n, onnote n_, ou simpleﬁent n , le morphisme d'élévation & la puissance

n dans A ; son noyau est désigné par Ap . Soit a ¢ A(S) ; 1la translation

par a est le S-morphisme Ta A A

b — a+b
B * .
Si I, est un faisceau inversible sur A , on pose La = (Ta) (L). si D est
*
un diviseur sur A , on pose de méme Da = (Ta) (L). Si D est un diviseur

sur A , on pose de méme Da = (Ta) D. On a donc Ta(D ) =D . Par passage
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au faisceau fppf associé, 1'application
(a,L) » L
a

définit une opération de A r Pic (A),
P su ic (4)
1.2. Commengons par une proposition qui est un cas particulier de VI 1.9
lorsqu'on suppose Pic (B) représentable.
Proposition 1.3, Soient A et B deux S-schémas abéliens, Alors tout mor-

phisme (de foncteurs) u : A - Pic (B) gqul envoie la section unité de A sur

la section unité de Pic (B) ; est un morphisme de groupes.

Démonstration., Nous devons montrer que le morphisme

v Ax A »_g;gS(B)
(a,2') = ula+a?) - ula) - ula)

est nul. Or v est défini par un faisceau inversible L sur AXS AXSB que

1'on peut supposer rigidifié relativement & la section unité de B . L‘hypo-
these u(0) =0 ., entraine que la restriction de v a ax(0) et (O)XA est

nulle, donc la restriction de L & 2x(0)xB e* (0)xAXB est nulle. Bref L

est rigidifiable relativement aux sections unités des trois facteurs et par
suite est trivial (VII 3.1) ; & fortiora, v est nul.
Corollaire 1.4, Soient A et B deux S-schémas abéliens, Alors on a des

isomorphismes canoniques :

Hom (A,Picm(B)
/ Gr )

Pic( >(AXSB) - CorrS(A.B)

e,e
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Démonstration. Compte tenu de 1.3, ce n'est autre que VII 2.2,

Proposition 1.5. Soit A un S-schéma abélien et notons N (ou simplement

¢) 1'homomorphisme canonique

. . can
Pic (A) — Pic (AXSA) - Corr (ADA)

L - S*(L)

Soit I un faisceau inversible sur A . Alors :

1) Si on identifie Corrs(AiA) a Pic(e.e)(AxSA>’ on a

*

e e, e (1)

* *
1

o(L) =s (L) ®p

(oh p12 désigne le morphisme structural de AXSA). En particulier, si L

est rigidifié relativement & e , on a

*

o(L) =5 (1) ® 5, (1)@ p, (1)

2) Si 1'on identifie Corr (A.A) & Hom (a.Pic (2) (1.4), o(L)
S Gr -5

s'identifie & 1'homomorphisme

g, + A~ Pic (»)

aw— ct(L ®L‘1)
a

Démonstration. 1) résulte de la description du foncteur de rigidification

(VII 1.4). Prouvons que 1) ==>2). Le morphisme o © A - Pic (A) est le

point de Pic (A) & valeur dans A défini par le faisceau inversible

*

* - * -
M==s (L)(9 (p1) (L 1)(8 (pz) (L 1) sur AXSA . Soit alors u : T—-A un

S-morphisme et considérons le diagramme cartésien
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Y
v 2
AT » AXSA > A
PT l 1P1 J p
T —-u——r EA ——> S

L'é1ément @L(u) de PiCT(AT) est défini par le faisceau inversible
-1

v ) = :

T)u ® p; et

donc aussi par 1'élément (L ) ® Lm1

ofd.
T B

Remarque 1.6. Comme A est commutatif, 1'image de ¢ est formée de corres-
pondances divisorielles symétriques (i,e, invariantes par la symétrie de AXSA
gul échange les deux facteurs). Nous verrons plus loin que 1'1image de @ se

compose exactement des correspondances divisorielles symétriques.,

Définitions 1.7, i) On note £ 1le sous faisceau en groupes de Pic-/ égal

N
a Ker(¢)

ii) Le faisceau fppf quotient PicS(A)/l est le foncteur de

Néron—-Séveri de A relativement & S et se ncte Egs(A)n On pose NSS(A> =

ﬂ§S(Q(S),On a donc un monomorphlsme canonligue

2 —> ( .
9 E§S(A) Corr (A.4)

~

111 oupe A de Pic (A) définit une relation d:é-
111) Le sous group ( _ u
quivalence sur Pic (A). Plus précisément. s1 L et M sont deux faisceaux

inversibles sur A , on écrit L =M 81 l'image de I ® Mm1 dans PicS(A)

est un é1ément de A(S), ou ce qui revient au méme, si o = Py -

Proposition 1.8. Soit L wun faisceau inversible sur & , Les conditions

suivantes sont équivalentes :
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*

5) s (1) ® (5,) (7)) ® (3,)

*

@) ® (p,,) (1) = Op

4) L'image de L dans Pic (4) est invariante par translations.
5) Pour tout S-schéma T et pour tout a €.A(T), il existe un faisceau

inversible M sur T et un isomorphisme

_1~ *.
(LT)a<® L, = (pT) (1),

Démonstration. 1) ¢=>73) résulte de 1.5 1),

1) —2) <= 4) résulte de 1.5 2) et l'asserticn 5) ne fait qu‘explici-
ter 4),

Proposition 1.9. Soit A un S-schéma abélien,

A

1) A est un sous-groupe & la fois ouvert et fermé de Pic (1),

2) S1 L ¢ Pic(A) le morphisme @L . A - Pic (A) se factorise & travers

A

A

3 tration, Ssulte du fait que la section té de Corr (A, est
Demonstration 1) résulte du fait que la s ion unité de rr { lA) S

une immersion & la fois ouverte et fermée (VIT 3.4). 2) résulte immédiatement

de 1),

Remarque 1.10. Un des buts de la théorie élémentaire des schémas abéliens est
est de montrer que A est un schéma abélien, que 1‘on appelle le schéma

A

abélien dual de A . Dans les chapitres IX, X et XI on montrera que A est

une variété abélienne si A est une variété abélienne,
Proposition 1.11. Soient A et B deux S-schémas abéliens et u : A - B

un homomorphisme. Alors on a un diagramme commutatif
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Pic (8) Piclu), Pic (1)

s P
Corr(u)

Corr (B{B) —— Corr <ATA) o

A ~

Par suite, Pic(u) induit un homomorphisme u : B = A et définit par

tient i : -> N ).
passage au quotient un homomorphisme NS(u) E§S(B) ﬁgs(ﬁ)

Démonstration. Cela résulte de la définition de ¢ et du diagramme commu-

tatif

En explicitant 1.11 en terme des @L on trouve le corollaire fondamen-

tal suivant :
Corollaire 1.12. Sous les hypothéses de 1.11, on a pour tout faisceau inver-

gible L sur B le diagramme commutatif

q)L ~

B ———> B
SR

w* A

A -2l (1) A

Théoréme 1.13., Soient A et B deux S-schémas abéliens, u et v deux
homomorphismes de A dans B , alors u+v = u+v  (autrement dit A+ A est

A

un foncteur additif). En particulier, pour tout entier n , n, =n=s .

A

Démonstration. Considérons le diagramme

) S.P,:P
A —6——>A><SA (‘uierSB =l=53
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On a alors

u=op, o (uxv) o6

1

v = p2 0 (uxv) o 6
ut+v = s 0o (uxv) 0 0
Soit L wun faisceau inversible sur B , rigidifié relativement & la section

unité et soit M = S*(L)(g (p )*(L_1)(8 (p2)*(L'1). On a donc

1
* * *

(u+v) (L) @)u*(L_1) @>V*(L_1) =90 ﬁuv) (M). Or si L = OB , M est trivial

(1.5 1)) d'ol (u+v)*(L) = u*(L)(S v*(L) et par suite u+v = U4V .

Corollaire 1.14. Soient A un S-schéma abélien et n un entier. Alors

2
*
1) Si L est un faisceau inversible sur A . on a (nA) (L) Eaiﬁg &

(autrement dit ) * = n2 ©.). En particulier on a (-1)*(L)
(n,)"(0) = =

L.

*
2) L'application L~ (nA) L dans EggS(A) induit 1'élévation & la puis-

sance n sur A et définit par passage au gquotient, 1'é1évation & la puls-

2
sance n sur NS (4).
u E.)

Démonstration., 2) résulte trivialement de 1) et de 1.13. Pour établir 1) on

note que compte tenu de 1.12 et 1.13 on a le diagramme commutatif

@
Pt
nAl IHA
A p —> A

*
(nA) L

Remarque 1.15. Le corollaire 1.14 montre que A'é_Eggs(A) n'est pas un fonc-
teur additif, mais plutdt un foncteur “"quadratique". Ce point sera précisé
plus loin,

Proposition 1.16. Soient A et B deux S-schémas abéliens et u, v, w

trois homomorphismes de A dans B . Alors, pour tout faisceau inversible [
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sur B on a :

(u+v+w)*(Ly8Kv+w)*(L—1)8(w+u)*(L_1)8{u+v)*(L—1)Xm%(Lygxf(Lygv:(Ly&o*(L-1) = OA .

Démonstration. Soit 53 : B @% B @% B - B le morphisme d‘addition

(b1,b2,b3)r» b1+b2+b3 . Il est immédiat que le faisceau inversible sur A qui
figure au premier membre de 17égalité ci-dessus n'est autre que 1'image réci-

proque par le morphisme A — BXS BXSB (a»* [u(a),v(a),w(a)]) du rigidifié de

*
(S ) (L) relativement aux sections unité des trecis facteurs, denc est trivial

3
dtapres le théoreme du cube (VIT 3.1).
Remarque 1.17. Pour tout couple d'homomorphismes u,v : A 2 B et tout fais-

ceau inversible L sur B posons
DL(ufv) = (u+v)*(L) ® u*(L—1) ® v*(Lq) ® O*(,L>n
La proposition 1.16 signifie alors que 1 applicatisn
Hom(A.B) x Hom(A B) - Picl(s)

(u.v) 1~ DL(u1*)

est une application bi-additive,

Terminons ce paragraphe par une propriété de EEES(A) qui aurait pu étre
signalée dés le chapitre VI,
Définition 1.18. Soient S wun schéma (localement noethérien) et

P (Sch/S)o'% Ens un foncteur. On dit que F =atisfait au critére valuatif

de propreté si pour tout S-schéma T qui est le spectre d'un anneau de valua-
tion discreéte, de point générique t , 1l application de restrictinn

F(T) - P(t) est un isomorphisme, Rappelcns que si F est un S-schéma de



VIITI.O

type fini (resp° localement de type fini) alors F satisfait au critére valua-
tif de propreté si et seulement si F est propre (respo essentiellement
propre) sur S (BGA IT 7.%.8 et EGA IV 18.10.20).

Proposition 1.19. Soit f : X - S un morphisme propre, lisse, tel que

f*(OX) = OS (par exemple A est un S-schéma abélien), Alors EEQS(X> sa-
tisfait au critere valuatif de propreté.

On peut supposer que S est le spectre d'un anneau de valuation discrete.
Comme _ElgS(X) est un faisceau f,p.p.f. 11 est lecisible de prouver 1'asser-
tion apres avoir fait un changement de base fideélement plat S' - S . On peut
donc de plus supposer que f posséde une secticn, Soat t+  le point générique
de S . Un point de Pict(Xt) est alors défin: par un falsceau inversible
Lt sur Xt (VI 209)0 Comme X est lisss sur S qui est régulier, X est
régulier, donc & ses anneaux locaux factoriels. Par suite Lt se prolonge en
un faisceau inversible L sur X et L est unique & 1somorphisme preés
d'apres (VII 10), dfod la propositinn 1.19,

Exercice 1.20. Montrer que dans 1.19 1'hypothes=s f*(OX) = OS est inutile.

§ 2. Faisceaux amples sur les variétés abéliennes.

2.1. Soient A un S-schéma abélien, D wun diviseur sur A , L = OA(D>
le faisceau inversible défini par D . L’homomorphisme % A - ; sera aussi
noté Py - On désigne par ID] le support de D .,
Théoreme 2.2 (Weil). Soit A une variété abélienne sur un corps X ,

1) Pour qu'un diviseur positif D sur A soit ample, il faut et il suf-
fit que Ker QD(E) soit un groupe fini (N.B. k désigne une cldture algé-

brique de k).

2) Il existe sur A un faisceau ample, autrement dit A est un schéma

projectif sur k.
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Lemme 2.3. Soit A wune variété abélienne sur un corps k algébriquement clos
et soit D un diviseur sur A .

> 3D (ou < désigne 1'é-

b

1) Pour a, b € A(k), ona: D +D +D
A a+b a

quivalence linéaire),
2) S1 x et a € A(k), 11 existe un ouvert non vide V de A tel que
b " R
€ Vik) =9x f i])a+b|U|Db[°
%) Supposons D irréductible et soient a et b € (k) tels Da b £D,

alors il existe ¢ € A(k) tel que a € [D [ et b ¢ [D [,

Démonstration, 1) résulte du fait que o est un homomorphisme,

2)ona x¢[D |e= vf-b+ D] be-x+ D] =
a+b a a

|-|2, .

b € |D ]n On peut donc prendre pour V 1 ouvert non vide A - ID
a+x a+x X

3) Comme D est irréductivle D . #D¢=» D | £ \Dblo Par
a= v [+3

suite il existe ¢ € A(k) tel que ~ ¢ !Da( = -a + jD! et o ¢ [D [ ==b + ]Dl

b
d'oh a € [D | et b |p[.

Lemme 2.4, Soient A& wune variété abélienne sur un corp: k algébriquement

clos, Di , 1 €I une famlle finie de diviseurs positife i1rréductibles sur

=
=)
it

Z:: D. , E 1le sous-groupe de (k) formé des points a tels que
: i
1€l
(p.) = D, Vi €i. florssi a et b &(k) sont tels que a-b { E .
il existe un diviseur positif A < 3D qui sépare a et b (1,e. a ¢ |A]
et b f lA])°

En effet, il résulte de la définition de E et de 2.3 3), qu1l existe

16T et u, €A4(k) tel que a ¢ lDilui et b f ]Dllu' . Dlaprés 2.3 2),

i iste : b f Ulp. 3 tout 3 € j £ 1.
il existe v, tel que [4 [Dj[u1+vi IDllu] et pour tout 3 €I, 3§ #
il existe wu. et v. dans A(k) tels que b ¢ ‘D,I ()[D‘l U|D_|
J J ' J‘Uﬁ+VJ y Uj J v,
Le diviseur » O , = Z (D ) + (D_) + (D ) est alers lindaire-
u.+v 1 1 1 v

- iu. v,
1¢T 12 1 1
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ment équivalent & 3D (2.3 1)) et par construction, on a b l |A| et a € ]AI
Prouvons maintenant 1'assertion 2) de 2.2. En fait on a le résultat plus
précis suivant (cf. [1]) :
Proposition 2.5. Solent A une variété abélienne sur un corps k , V un
ouvert affine non vide de A , D wun diviseur positif ayant A~V comme sup-
port (N.B comme A-V est purement de codimension 1 dans A (EG& IV 21.12.7),
et comme les anneaux locaux de A sont factoriels. un tel diviseur D existe)
Alors D est ample sur A,
En effet, d'apres 2.3 2) et 1), Vx € A(k), 3a et b ¢ a(k), tels que

x £ lDa+b‘lJ|Da|lJ|Db| et A = Da+ + Da + Db est un diviseur » 0 1linéaire-

b
ment équivalent & 3D. On a évidemment A - |A| = V;+bﬂ'Vaf\Vb qui est un
ouvert affine puisque V est affine et A séparé. Il résulte alors de EGA
II 4.5.2 a') qgue D est ample sur A.

Corollaire 2.6. Si A est une variété gbélienne sur un corps k , le foncteur

de Picard, Pac () est un schéma en groupes lccalement de type fini et 11 en

~

est de méme de A.
Le fait que Plck(A) soit un schéma en groupes localement de type fini
résulte de 2.5 et de VI 2.14. L'assertion portant sur 4 résulte alcrs de 1.9
Pour établir 1lassertion 1) de 2.2, cn peut supposer k algébriquement
clos.
1) Soit D = Z:ﬂ D. un diviseur sur A . ou les D. sont positifs ir-
ol i
1€1
réductibles, tel que Ker @D(k> solt fini. Montrons que D est ample sur A4,
Appliquons le lemme 2.4 & D. Le groups B est évidemment contenu dans
Ker @D(k), donc est fini. D'apres 2.4, le systéme linéaire sssocié & 3D per-

/

met de définir un k-morphisme h : A - Proj{w) (od W = I‘(A,OA(BD))), qui
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sépare les orbites de E dans A(k). Comme E est fini et A propre, h
est fini (EGA III 4.4.2). L'image réciproque par h du faisceau ample cano-
nique sur Proj(W), qui est isomorphe & OA(BD) est donc ample sur A ; &
fortiori D est ample sur A,

ii) Soit D wun diviseur ample positif sur A. Montrons que Ker ?p
(qui est un sous-schéma en groupes de A d'aprés 2,6) est fini. Cela va ré-
sulter du lemme suivant
Lemme 2.7, Soient A wune variété abélienne sur un corps k algébriquement
clos, D wun diviseur positif sur £ , B 1la sous-variété abélienne de A
égale a la composante neutre réduite de Ker 9 Alors

1) Le diviseur D est invariant par les translations par le sous groupe
B et par suite OA(D>’B = OB .

2) Le diviseur D est 1'image réciprcque d'un diviseur A sur C = A/B

et A est ample sur C.

Démonstration, 1) ==> 2), En effe* puisque D est invariant par B . il ré-

sulte de la théorie de la descente fpgc que D provient d'un diviseur A sur

C ., Vu la définition de B , 1le groupe Ker(mp)A est fini, donc d'aprés i)

-

ci-dessus. A est ample sur C,
Prouvons 1). Soit W le k-espace vectoriel de dimension finie égal au
dual de F(A,OA(D))o Le foncteur
T +> (Diviseurs positifs relatifs sur AT qui localement sur T sont
linéairement équivalents a DT)
ect représenté par le fibré projectaf P définr par W. Comme, B eci con-

R a N , .
tenu dans Ker g B opere sur P par A~ A, d'cu une repréesentation

de B dans PGL(W). Mais on a F(B) =k , alors que PGL(W> est affine ,
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donc B opére trivialement et par suite D est fixe sous les opérations de
B o
Corollaire 2,8, Si A est une variété abélienne sur k , on a

"

dim (A) D) dim(A). En effet si D est un diviseur ample sur A , Ker @D est
un groupe fini (2,2), donc 1l'image de A dans X par @D a mé;e dimension
que A, _
Corollaire 2.9, Si A est une variété abélienne et si n est un entier non
nul, Ker nA est un groupe fini.

On peut supposer n > O ., Soit D wun diviseur ample, positif sur A4 .
Alors nD est ample positif, donc Ker P00 est fini (252), Mais Pp = n Py

donc Ker . ;»An , a fortiori, Ar est fini,

Remargue 2.10, Lorsque n est premier & la caractéristique de k , il est

clair & pricri que An est fini, en effet nA est alors un morphisme étale,
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Exposé n? IX

LISSITE DU SCHEMA DE PICARD

par M. Demazure

1. Un iemme sur les algebres de Hopf.

1.1 So1t k un anneav. Une algeéhre graduée anticommutative est un k-moduie H

C . | , \ .
muni d'une graduation {H )n =0 . et d'une structure d'algebre compatible avec

. : . +
sa structure de module et telle que si a € H et be HS¢ on ait ab €H °

et ba - (u1)rsab .

Le produit tensoriel (gau-he; HG& H* des algébres graduées anticommuta-

tives H et H' est le k-module Hck HY muni d= la graduation prodult ten-

L R r S
goriei et de la structure d'algebre telle que pour aeH . at€«H . b eH .

b« H¥ on ait
(a@a'j(b®bf) = (-1, "(abea‘b’}

1.2 Une algébre de Hopf est une algebre graduée anticommutative m .« d'un ho-

o \ e / .y
momorphisme dfrlgebres graduées (coproduit,

A+ H -—->Ho® H
g

et <vérifiant les axiomes sulvants.



a) La multiplication de H est associative et posséde un élément unité,

noté 1 tel que A+—>2A.1 so0it un isomorphisme de k sur 1,

b) Si aeHng n>0, ona

n-1 . .
Aa -10a . ael ez—_‘ i eH .
i1
La condition bj signifie que la projection &€  H —>H’2 Kk est une cofinité

pour A, cl'est-a-dire que (IdHaﬁ) o A= (€ eIdH) o D= Ide
1.3 Soit V un k-module. Il existe sur l'algébre graduée anticommutative AV
une structure d'algébre de Hopf unique telie que Av ~1@v + vel pour veV
En effet l'application diagonale de V dans V=V induit un homcmorphisme d‘al-
getre AV ——»> ANV xV; Z>AVe AV qui répond a la auestiono
g

Soit H une algeétre de Hopf. D'aprés 1.2 b; tout éiément a de H1

est primit:f. c'est-a-dire tel que Aa - 1®a + a0,
1 2 2 2 2 2

S. a beH  ona (at+bh)” - a +b +ab+ba = a +b . Il s’ensuit que 1-'en-

. 1 2 v 1 ce
sembiz V des a eH tels que a = 0 est un sous-module de H . L'injec-

. 1 . . N z

tion de V dans H se prolrnge en un homemorphisme d algebres graduées

AV —>H qui est compatible avec les zoproduits.

1.4 Propesition.~ Soit H une algebre de Hopf 6 et soit d un entier tel que

1. .
H =0 pour n >d . Alors pour tou! = € Spec k ., on a [ (=) wis)] < a s

1 . . (14
De plus, s» H  est iocalement libre de rang 4 -tout éiément de H est de

carré nul et 1'homomorphisme canonique AH ---»H est injectif, Si en on‘re

k est un corps, ou s 1 k-module H est de type fini, ce* homomorph:sme est

bijectif et tout élément primitif de H est de degré 1.

Lorsque k est un corps. ceci vésulte du théoréme de Hopf-Borel (A, BOREL,

Sur la cohomologie des espaces fibrés principaux et des espaces homogenes de




groupes de Lie compacts, Ann. of Maths, 57, 1953, p. 138). La démonstration qui

suit n'utilise pas ce théoréme. Prouvons d'abord :

. 1
1.5 Lemme.- Soient H wune algebre de Hopf, V  un sous-module de H1 tel

1.1 . , 1 .
que H /v soit plat et V 1la sous-algébre de H engendrée par V . Si

a€H1, b, ceV, etsi b£O0 et a,éV‘, alors ab+c # Q.

On peut supposer b homogtne de degré n , ¢ homogéne de degré n+l, Si
n=0, 1l'assertion est triviale : supposons donc n > 0., Comme

Au=10u+ u®l pour u eHT“ on a aussitéct AV CVeV , done

n-1
=1® '@® b’ .
Ab =1 b+bol+zi:_:1bj LA
n ~
= - ?9 M .
Doec 1®C+C®1+Z-{Ci 1y
=
aver b' | b?i‘ . c; , ot eV NH" car V est graduée. Si u = ab+c | on a
i .

Au- {(1@a +a2ae@1)Ab + Ac , don-

Au -~ 18u .- uel =

— 9 T _ -t ' @ W nry 0 (“!‘
a®b+}___! ablv@bib bea Lbl abn*l +2__‘C,l® bl -
Le terme de bidegré (1,n) du membre de droite est

a®b - b;oab;’l_.1 + C;QCI’; si n=>1,

a®b - b!e®ab” + c?'®c" - b®a <1 n =1,
1 n-1 1 n

St ¢ H1 —— H1_/V1 est la preojectizn canoniqus, 1'image de ce terme par

(P@Id est (P(a)@b . S8i u=0,. alors ®a)@b =0 ce qui implique
n !
H
(P(a) =0 ou b =0 puisque H/V1 est plat . or cela est excius, donc u £ 0.



1.6 Lemme.- Soient H wune algeébre de Hopf telle que le k-module H1 soit

libre, et soit (a1,ooo am) une partie d'une base de H1n Si n est un

entier > 0 tel que a? £0, alors a? a,000 8 # 0 4
——— _— _— m

2

Raisonnons par récurrence sur m 1 , 1l'assertion étant triviale pour
. 1 1 . 1
m=1, Soit V =k ay +.00+ kK a CH, Le lemme 1.5 appliqué & a = a #.V

m-1

n , n _ n

b=a, & occo 8 s ¢ =0 entraine que a a2000 a £0 s! a, 8.0 8 £0
m

1 2 m-1 1 1 2 m-1

1.7 Démontrons maintenant la proposition. Soit s € Spec k et soit (a1,uoo,am)
N . (o 1. . R
un systeme libre d?éléments de H is). D'apres 1.6, on a & oo 8 £0 , donc

m. . v o .
Hiz) £o0 ., donc m<g d : cela entraine [H1‘s) : u(s;] < d et démontre la

premiere assertion de 1.4, Pour démontrer le reste de la proposition, on peut

1 _ _ : 1
supposer H l.bre de rang d : soit (a1,°°°9ad) une base de H . On a

2 da+1

3-1000 a»iooo ad€H = 0
2 : X (4 1

dont a, = 0 pour 1 =1 ..,,4 d'aprés 1.6. Tout élément de H est donc de

. . R 1 . \ 7
carré nui iof, 1.3,, Soit f . AH -—»H 1’'homomorphisme d algébres graduées

. . .y 1 . 4
.nduisantiidentité sur H o Prouvens que f est injectif, So.t n le plus

n 1 CL .
peti+ entier s'il existe +tel que f|A H ne soit pas injectif : soit V
1 .
un sous-module de H . engendré par une partie de la base (ai)y tel que

1 : . ey .
£ An V' soit inje:t f, et maximal pour ces propriétés. Soit a 1'un des a,

1
1 , . n._1
n'appartenant pas V ; il existe u €A (V+k a;. tel que u# 0 et
. " n-1 _1 n 1
f(uj = 0, Mais u s'écrit aab+c ., sve: b €N vV, ceN V. Ona
donc a f(b) + f(c¢) = f(u) = 0. Dfaprés 1.5. cela implique fi(b) -0 donc
i ] . . L.

b =0, donc u=c : mais cela est contradictoire sar £, V est injectif.

Enfin, suppscnsque k sott un corps. ou que H so:t un k -module de

type fini ., et prouvens que f est bijectif. D'apres Nakayama, on peut supposer



. 1
que k est un corps. L'image de f contient H et H ; soit n le plus

petit entier, s'il existe,tel que i’(/\n H1) #Hno Notons I 1'idéal de H

. 1 . a
engendré par H ; on voit aussitdt que c’est le sous-module gradué de H tel

m
.y
1nE -y (N H)E, mso0.
1=1
N e i1 £ 1
En particulier INH =)  #(N H) eiN""H) = A" H') £H . Soit
=1

aeH, afl, etsoit beA’H, /0. ona

Da =a®l +18a mod. I®H |

Af(b) = 1@f(b; mrd. I@H

d'cu Afla f(b)) = 1ea f(b) + ae@fib) mod. T®H . Mais a f(b) & Hd+1 =0,

donc a®f(b) € I®H . ze qui contredit le fait que a £ 1 et f(b; £0 .
I1 ne nous reste pius qu’'y prouver que tout élément primitif de 1l'aigebre

1 , L (
de Hopf AH  est de degré 1 : ciest un résultat bien connu, donnons une dé-

' | . | , : 1
monstration pour étre complet. Ralsonnons par récurrence sur le vrang d de H .
l'assertion étant triviale pour d = 1. Si d =1, écrivons H1 = V+V',  ou
V' est librs de rang 1 et V' 1libre de rang d-1. Si ue /'\kH1 , 1>1, cn

(. LI Lir
peut écrire u =aab+ o , ave: a e€V'. beA V', ¢ € NV'. Le calcul
fait au cours de la démonstration de 1.5 prouve gque la compozante d= bidegré
o . . =11 ,
(1,i-1) de Au - 1eu - uel est congrve &4 a®b module V' @A H . st

u est primitif smadenc a=0 ou L -0 dme u=c¢, 4> =0

d*aprés l'hypothese de réczurren-o.



2. Lissité de A
2,1 Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant

Théoreme.— Soient S un schéma, A wun S-schéma abélienet f : A —>S le

morphisme structural.

3

a) Le foncteur A (VIII 1.7) est formellement lisse sur S,

b, Les OS_modules Glf*(QA) sont localement libres de rang fini et leur

formation commute & 1‘'extension de la base (pour tout §' -—»S , notons

¢ — 9 - 9 i ) . i V@ .
A = Axs s, ¢ fxs S¥, alors ‘Rf*(-QAHﬂ ® f*(Q_A) OS qu)o

¢) Toute section de le'(gA) sur un ouvert de S est de cup-carré nul.

L°’homomorphisme d‘falgébres canonique

/\@11’ (_oA) ..... > R (Q_A'; J_L R? (0)
* T * .

est un isomorphisme.

d) Spit s €S et soit d = dim . Aisj. Alors

Comme d'habitude. on peut supposer § affine, soitt S = Spec k , et A
de dimension relative constante. soit d . La démonstraticn se fera en plusieur
temps.

2.2 Struzture d'algébre de Hopf sur H'(AygA)o

* . n N
Pour le cup-produit H (AygA) = ll H {AygA) est une k-algebrs gra-
nz0 .
duée anticommutative. Les deux proje tions cznoniques Ans A —-> A induisent
* * . .
des homomorphismes d’'algebres graduées H (Ang) -—> H (Axs A, QAXA)? d'ou

par cup-produit un homomorphisme



IX.7

*

. * ¥
¢ H (AggA) °g H (A,0) —>H (Axs A, 0 ).

A —AxA

Celui-ci est un isomorphisme d‘aprés la formule de Kunneth (EGA III ),

La multiplication m : Axs A —— A induit un homomorphisme d'algébres graduées

*

. x -1
e ot . i 41 -
m . H (Amgﬂ) » H (Axs A, gAxA)P d'oll par composition avec ¢ un homomor

phisme

* ¥

*
» H A0 ) —2H (A, . o
AN ‘ QA) > (}A,/QA,og H (AJQA)

I1 est clair que O munit H'(A:QA) d*une structure d*algeébre de Hopf, Remar-
quens que Hn(A,QA) =0 pour n=>4d .

2.3 Le cas d'un zorps de bases

Supposens que k soit un corps. D-apres VIII. 2,2, il existe sur A des
moduies inversibies L non dégénerés. --est-a-dire tels que 1'homomorphisme

canenique ?L A - Pic ait un noyau fini : en particulier

A/S

*xj d=dmAsdm EiiA/S

[}

D'autre part. VI 2,11, l‘algébre de Li# du k-groupe algébrique PjCA/S

est H](AuQA)? done
o _ 1. .
+xj dim EiiA/S's [H (AQQA) : k;] °
Enfin, d’aprés 1.4 on a

(o) [H (4.0, k]sd-.

Comparant ces tro:s itnégalités. on voit que ce sont Jes égalités. Ceia
1Y : q g

entraine 1-égalité dim EL‘A/S = d d'apres .«). la l:zsité de PiCA/S d*apres

{xx) et i'égalité [Hi(A,QA) . k] = d dlapreés (xx«), Apniiquant alors 1.4. on



en déduit les assertions b), c) d) du théoreme.

2.4

Lemme.- Si S est réduit, les @1f*(QA) sont localement libres de rang fini

et la restriction E «zf*(g

A) de 1'homomorphisme

* * * ° . o
Q=m - pr, - pr, R f*(QA)'—-a-R (£ xf)*(QAxA

.

)

est un monomorphisme.,

On se réduit comme d‘'habitude au cas ou S est noethérien. D'aprées ce qui

.A. ) ‘ )

1 .
pour tout s € S , donc R f*(g ) est localement libre de rang d . Appli-

A

quant 1.4, on en déduit des isomorphismes.

il A N
N&z(0) 2> &£,(0), i>0

donc les @Tf*(gﬁ) sont localement libres. Enfin, le noyau de § est le fais-
o . 1 .
ceau des éléments primitifs de R f*(QA)” donc est R f*(QA) d'apres 1.4 .

2,5 Démonstration de a).- I1 faut prouver que pour tout S-schéma affine S,

et tout sous-schéma fermé Sé de S' défini par un idéal nilpotent, 1'homomor-
phisme canonique A(S!') ——- A(Sé) est surjectif. Comme d'habitude, on peut
remplacer S par S8', A par A.% S et supposer que 1'idéal I de k dé-

finissant S = S' est de carré nul et annulé par le nilradical N de k ; on
o] (6]

pose S = Sred ’ Ao = A.% S0 , A= A’b S . Comme X est un scu--foncteur

ouvert de Pic (VIII, 1.9), il suffit de prouver que tout élément de

A/S
A(S ) = A (S ) est l'image d'un élément de Pic, ,.(S) = Pic(A/S),
) 0o o —=A/s



Changeant provisoirement de notations, soit T wun S-schéma quelconque
(possédant: une section) et soit £ : T —» S 1le morphisme structural ; notons

T =Tx_ S et £ =£x, S . On a introduit en VI 2,11 une suite exacte
o S o o S o

Pic(1/8) —> Pic(T /) 2> [(5,&7,(10,)).

Si T' est un second S-schéma (possédant une section) et si g : T' —T

est un S-morphisme, on a un diagramme commutatif ¢

Pic(T/S) —— Pic(To/So) 2, f(sgcsz*(l QT))

el : |

e . e 2 .
Pic(TYS) —~—» Plc(Té/So) ——> [(S,R°£1(I QT?))

ol g est induit par g de facon évidente. Cela s'applique en particulier au
cas ou T =4, T'"=Ax A, et ot g est l'un des trois morphismes m , pr
PT, - Dfautre part, comme A est plat sur S, ona I QA = I@§ OK y  comme
les Géf*(OA) sont plats (2.4), on a des isomorphismes ﬁzf*(l QA)Q RZf*(gi)0§ 1
Le méme raisonnement s'applique & AJS L . On en déduit donc un diagramme

commutatif
e . : L] ¢R2 :
Pic(A/S) ._.._.__-;»P].C(Ao/so; ———s [(A, f*ggl))% I

Jl? Uo W

* * * * * * —_ . * — -

- - - J - - —_— v + = S m — e o
ol §:m pry - P, ?o m - pr, -pr, et @ [(Sem pr, P 2)
Si o« € Pi~(A/S) etsi & = 0, alors 0 (@ ) = 0, donc
0 o' o 0 0 |
e T - - ; - b oin ) ] o auss: “ 8 -
(@ 5 I)(Dab, Sq%(ao) 0 or ? est injectif (2.4) donc auss ? 5 1

puisque la source et le but de @ sont plats (2.4) ; on a donc 'Do% =0, ce



qui prouve que ab provient d’un é1lément de Pic(A/S), ce qutil fallait dé-
montrer,

2,6 Fin de la démonstration.~ Compte-tenu de ce qui précede et de 1.4, il suffit

1
de prouver que R f*(gﬁ) est localement libre et que sa formation commute a

l'extension de la base, Or cela résulte de

Lemme.- Soit f : X —-» S un morphisme propre et plat tel que f*(gx) = QS

universellement et que Pic

X/s soit formellement lisse le long de la section

1 .
unité. Alors i f*(gx) est localement libre de rang fini et sa formation commut

a l'extension de la base.

Diapres VI, 2,13. il existe un Qs-module quasi-cohérent Q et un isomor-

phisme de foncteurs en S® & SCh/S (ou X' = Xxs 8° et f' = fxs S

0/ ay 10' VY ' H
HS".®£1(0,,)) @ Hom (08, 57 0

—SS)°

I1 suffit de prouver que  est localement libre de rang fini, c'est-a-dire

que le foncteur F el gue
F(St) = HomSQ(’QQS S‘,QS?)

est formellement lisse. Soit done T wun S-schéma affine, TO un sous-schéma
fermé de T défini par un idéai nilpotent, i : T0 —-> T 1'immersion ~ano-
nique ; il nous faut prouver que F(i) est surjectif. Or si & est une variabl

de carré nul. on a une suite exacte scindée (VI 2.11).,

0 —>F(T) —»X'TE)) <5 X(T) —>0

d'od une décomposition X(T(€)) = X(T)®F(T) ; de méme X(To(é)) = X(To)e F(To)

et X(i(ej) = X\i)ﬂaF(i)o Comme X(i(&)) est surjectif. F(i) 1l’est aussi. ce



qu'il fallait démontrer.

2,7 Proposition.- 8Si A est un S-schéma abélien, le morphisme canonique

Q: PicA/S ~—» Corr_(A,A) est formellement lisses

I1 suffit de prouver que si S est affine, et si So est un sous-schéma
fermé de S défini par un idéal I annulé par le nilrsdicel de F(S"Q'S) ; la
condition suivante est vérifide : si o € Pic(A /S ) et P eCorrS(AyA) sont

o o o

tels que (fo(“o) = B, il existe A €Pic(A/S) tel que A, =@ et ((2) =B o

Comme CorrS(A“A) est formellement net (VII, 3.5), la condition }\0 = a en-
traine (,(f\}))o = (Po(ao) = Po . donc ?\7@) = P o 11 suffit donc de prouver que

si o0 ePic(A /S ) et si ({)(q) € Corr,, (A ,A )xPic,
o} o o 0 o SO 0o o0 (e

vient d'un éiément de Pic(A xA/S), alors o provient d'un élément de

A A -
j(‘ o! 0/So) pro

9

Pic(A/S). Mais cela résulte aussitdt du diagramme commutatif de 2.5 et du fait

que (P@I est injectif,
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_— e e
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§ 1. Sous-groupes algébriques engendrés par des courbes,

Proposition 1.4, Soient Xk un corps, G un k-groupe algébrigue. C une
courbe zur k , gdométriquement intégre, u : C - G un k-morphnisme dont

1timage est de dimension 1 et contient l'origine de G ., Pour tout entier

B~
r > 1 considérons le k-morphisme

r fois

r'r Kk ka -G

(01”"fcr> H‘u(c1)..,u(cr>

et soit W 1'image schématique de u, - Alors
r
1) On a W_CW et dimVW (.
: T 41 r N

) goit v le plus grand entier r pour lequel on a dim wr N
0

Mors W =W pour I T, et W est un sous~groupe algébrique de
& T ) r
0 o)

licoe of conneoye, de dimension r .
o



X.2

3) Pour tout entier r &r , le morphisme u : Cx ...xX C =W _ , estun
0 r k k T

morphisme dominant, (surjectif si ¢ est propre), et génériquement fini,

Démonstration, 1) et 3) sont évidents. Prouvons 2). Vu la définition de ro ,

on a dim wr 1 £ dim wr . D'autre part, wr i est integre et contient WT

0 o o
donc W =W . > e v Sduit que W =V
Ir I Wr De proche en proche on en déduit que Ir Ur pour I T
o o o
Comme le morphisme

W X - G
r

k wr
0 0

(w,w')'» wow'

a pour image schématique, W = Wr on voit que W est stable par la
r
) 0 0

multiplication dans G . Considérons alors 1'isomorphisme <

2r

GXkG - GXkG

(x,3) = (xv.y)

Vu ce qui précede. v induit un morphisme w : W x W -¥W x W qui est
) ' r k r r k T
o n ) o

évidemment une immersion fermée, Comme Wr xk WT est integre, w est néces-

~

(9]

sairement un isomorphisme. L'isomorphisme réciprogue est la restriction a

Wr xl wr du morphisme (X,y)r» (Xy~1,y), d'ou 1e fait que WT eslt un sous
o kox
o 0 - - o

N
-+

groupe aigéhrique de G , Comme V est géométriquement integre, W e
r r
lisge et connexe.
T1 est clair que tout sous-groupe algébrique de G ., qui contient 1'imag:

schématique d=2 u , contient WT . On dit que wr est le scus (roupe alnd-

brigque engendré par u (cf SGA 3 VIB 7).

sxercice, Mémes h es ue dans 1,1, mis a part que 1'on ne suppose plue
Lxerci M hypotheses que dans 1,1, mis a t que 1° 1 0 1

que u() contient 1l'origine de ¢ . Montrer que Wr est alors un egpace
O



principal homogene sous un souws-groupe algébrique H de (G, 1lisse et connexe,
et quo Wr esl contenu dans le normalisateur de 11 dans G .

(.

Gorollaire 1.2, Soil A unc varidté abdlienne ron nulle diéfinie sur un corps
ko algcbriquement clos, Alors 11 existe une courbe intigre C  preopre et lisse
cur ket un  kemorphisme uw : ¢ - p dont 1l'image contient liorigine de A

et qui engendre une sous-variété abdédlienne non nulle B de A,

Démongstration, I1 suffit de prendre pour € 1le normalisé d'un sous-schéma

Ferm® 1ntersre de A . de dimension 1 . contenant liorigine.

Corellaxre 1.3, Soit k un corps algébriquement clog et A une k-variété
abélienne simple (i,e A est une variété abélienne non nulle qui ne contient
pas de sous-variétés abéliennes autres que 4 et 0), Alors A est engendrée
par une courbe intégre C , propre et lisse sur k . dont 1l'imare contient
17orimine de A,

Remarque 1.4. On peut montrer que toute varifté abdlienne A . non nulle, dé-
£iant

finie gur un corps k algébriquement clos, contient une courbe ( intécre,

propre el ilese, contenant l'orvigine, qui engendre A,

[

ﬁ 2. Imare directe d'un diviseur.

Sans entrer dans le détaill de la théorie des intersections, rappelons
brievemani, le minimum vital sur 1l'image directe d'un diviseur.

Snient X et ¥ deux schémas integres, K et I leurs corps de Tonc-
Fions rationmelles, T : X - Y un morphisme propre surjectif. Si [K : LJ esh
fini, [ es! séndrigquement fini et n = [K : L] s'appelle le degré de

-

Supposons e plugs que les anneaux locaux de Y solent facterizle, Dans

P
D
Ui

conditicng, on va définiy un hemomorphisme canonique sur les groupes de divisey

£1 2 Div(x) - piv(y)



X.4

soit vV le plus grand ouvert de Y au-dessus duquel f est fini et plat, Il

résulte des hypothtses failes que V contient les points de Y de codimension
. _—1( : o s R

1 . Posons U =1 (V). Soienl. D un diviseur sur X ) DU sa restriction a

U, AV = NormU/V(DU) qui est un diviseur sur V (EGA IV 21.5.5). Comme les

anneaux locaux de Y gont facloriels, AV se prolonge de maniere unique en un

diviseur A sur Y . Par définition, on pose f!(D) = A . 11 est clair que

' est un homomorphisme. De plus on a la proposition cuivante :

Proposition 2,1, Gardons les hypothéses précéddentes et soient y un point de

3 A = y - . - . 1 .

[ de codimension 1 , X. , 1 = 1.....r les points de f (x). Alors, si D

5 : I .

est un divigeur sur X , de multiplicité n. au point x. . la multiplicité
5 ¥ i

de (D) au point

)
<5

=
LA
T

25::: ryi [1<<Y1 ) 1((37)]0

Cela risulte de la descriphtion de f' et de EGE TV 21.,10.17.
Cerollaire 2.2, 8ot D un diviseur sur Y , alors on a

*
£ (D) =uD (ot n est le degré de 1),

- a - oz . - i
Y 3. Rauivalence algébrique - Kguivalence de torsion.

5.1 Soient kooun corps et @ un k-groupe localement algébrique (i.e 1lcoa-
lement de lype Tinl sur k). Alsrs G posséde un plue petit sous-groupe ou-

0 R , . ’ e .
vert, na composante neutre G qul est un groupe algébrique geométiriquement

45

irrdductible (s0n 3 VIA 2.4). Si G est commutatif, on peut considérer pour

tout enlter n , 1'homomorphisme . d'élévation & la puissance n dars Q.

T

P . T , R ,
On définit alors le gsous—groupe ouvert @ de G comme ¢han* 7o -SLlon deo

-1,.0 T ey
sous—groupes ouverts np (G ), prur n > 1 . Le groupe G est aussi I'imagso
T

. . . . 0 i
réci proque, par la projection canonique G - G/G , du sous-groupe do torgior



X.5

. 0
du groupe ‘tale G/G .
Cecl ctant, soit k un corps, X un k-schéma propre et admettons que
ic ( a5l : - i . L rés .
P1 k\X> esl un groupe localement algébrique, ce qui résulte de [2] dans le
as guncral el de VI 2,15 dans le cas ou X est integre et projectif sur k.
fo . 0 LT
On peut donc définir les deux sous-groupes ouverts Pic (X) et Pic (X) de
o p ___.]: -————1c
Pic, (X). A& ces sous~-groupes sont associés des relations d'équivalence sur les
faisceaux inversibles sur X ., Plus précisément :

Définition 3,2, Soient Xk un corps et X un k-zchéma propre. On dit que

deux falcceaux inversibles 1T et L' sur X sornt algébriguement équivalents

et on derit L R LY, s L'® 171 4éfinit un point de PiC;(X).

o1 F(X,OX) =k et si X possede un point rationnel. i1 résulte de

VT 2.9, que 1'ona L s L' si et seulement si il existe un k-schéma Y con-
nexe, un faisceau inversible M sur XXIY , deux points v et y' de Y(k)
nexe . I

el des isomorphismes
LM , L =M .
N

. . i P . . Ty,
Pour qu'un failsceau inversible I sur X deéfinisse un point de Pic (A/k

: , e - : , R

il Taut el 11 suffit qu'il existe un entier n > 1 , fel que L soit al—

glbriguement dquivalent a OX .

-

Exemple 5.3. Soit k un corps, A une k-variété abdlienne,
u) Comme A  est un sous—groupe ouvert de Pick(ﬁ) (V11T 1.9), A con-

tient chO(A>. Par suite I, % = L =0

I Ji§ A

b) 4901t I, un faisceau inversible sur A et a € AlxY., v omoa

1

L s~ L . BIn effet, comme A esi connexe, 1'homomorphisme mL se factorise &

. Oy
travers Pl@]\ﬂ).
X




X.6

§ 4. Application aux variétés abéliennes gimples.

Le théoreme suivant est uu vésultat provisoire qui sera amé}ioré dans

1'exposc 11. Sa démoustration est directement exirailec de [1} w8 2.

Théoreme 4.1 (Weil). Soient k.

un corps, A

une k-variété abélienne qui est

engendrée (au sens du § 1) par une courbe C géométriquement intégre., propre

et lisse,

Alors 11 existe un entier n > 0

tel que nt soit contenu dans Pic%(A

’ k
. e X . T
a fortiori, A est contenu dang PlCl(A).
, kT

Pour <tablir le théoréme, on peut supposer k algébriquement clos et

compte tenu de 3,3 il suffit de prouver la proposition suivante:

Propogsition 4.2, Soient k un corps algébriquement clos A une
RS Sl oS e Gy < q b

abdélienna de dimension v %1 , C
u : C—- A un morphisme qul engendre A
. o r
d le degre du morphisme u_ : C -4
r r
NIF.—'] ke M
U, : ¢ =i =i A,
r—1 r-1
Fnfin soit D un diviseur sur A
a ¢ £(k) tel que 1'on ait :
~ e
(«) 4 D=rd (4 -)
' r =1

Notons d'abord que W

1 dans A, donc est un diviseur pulsque les anneaux locaux de A

ezt un sous-

k—varidté

une courbe integre, propre et lisse sur k

.  Reprencns les notations de 1,1, Soit
et d celui du morphicsue
tel que D=0 . Alors il existe

schéma integre de A . de codimension

sont régu-

licrs, done factoriels, ce qui donne un sens a (#). Drautre part, quitte a

remplacer

u (D) odt défini,

D par un diviseur linéairement éauivalent, on peut supposer que

Nous allrns calculer de deux Tacons différentes le diviseur

(u )1(a ) (D)



a) D'apres 2.2 on a d'abard

b) Mobons Bt A=A le morphicme d'addifion (a1,,..,a ) - a1+.”+a
. .. . i ]ﬂ g

; ) . T eme )
ol Pi ) (l = 1,..0,T) la projection de A sur le 1 "nctenr. Le morphism

ur admel. la actorication

R "/ ol l" o~ B .
de sorte que Tton a (u ) (D) = {u ) (s ) (D). Liuowomorphisme s est la
T ro T
somme deg homomorphismes p. . 1 = 1,,...7 . Lihypotnése D=0, entraine
1

donc, dfapres VITT 1.1%, que 1°on a

(2) (=) () 257 (p) (D)
, . S . _ T eme
Désignons par o (i =1,...vr) 1a projecltior de C sur le 1 facteur.

On a alors le diagramme commutatif

. L S . r* * . .
Par hopothone.,  w (D) est dérini, I1 en résulte que (u ) (pﬁ> (D) est délfini

¥ *

ot ost Geal D (“i> () (D), D'ou
X - % %
()" = 57 ()" ()
T
et par oulbe
() 1) ) 2 72 (@) (n)" u (o)

.
A

Soit o wune permutation de {1,,0,,r§ et & 1'automorphisme corrcspondant

de ¢, Comme A est commutatif, on a le diagramme commutatiifl
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r o) T
—_—

¢ C
u\ /u
r r
A

¥
8 K P . L . St . A E 3 { Y
d'ou i1l vorulte que o1 A ot un diviscur sur  ( , alors (u JVia ) (A) s
r i
inddépendant de 4. On o done
g '
\y o/ T T,
() Girle ) ) =2 rl)(n) o ().
T r r T
e VX- g
Il nous reste & caleuler (u )'{n ) v (D). Comme ¢ est une conrbe lise

soroun corps aledbriquescnt clos, le diviseur u (D) ent de la forme

P.>, ot les P. , j=l,...n , sconbt des points ralionnels dictincts de

oo 1l
) , ) . . T, —— -1
¢ cu les m, gont deg entlers, Dar ocuite. (ﬁ > u (U) =7 . O P

J r N Lo
o -
e 5 A ) (=1 ; . A=
i llon ypone . = u(l.), on a, ensewvlistenent, wuo ¥, Po) o= ey = ”
J J r oo y
Dfauntre part, i1 réoulte de 2.1 que la multivlicitd de " &7 doos
\y /AL . , , , L.
(u )!(G x} P.) est Cgale au degre  d | du moryhizie
r ] ) i
J
-1 " -1 {=n:)
v, s |0 % TLot 0k P R
P k) k 3
J
Or i T désiene 1o translation par Q. danc A, on 2 le diarromme com-
]
mutatil cnivant
""1 ~ 1"—1
¢ —s C X, P
J:\_
u I v
r—1 P.
J
NS
i (~04)
1% — Y J
qui montre gue  d est éral an degrdé d de u . Timalemer s o ahtioant
i D, r~-1 -1
J
n
% —_
T (-0.)
() (w )rta ) (D) =+ d ( m_ v a7,
( rooor v J

(‘J :;:‘l

c) Socomo rend (1) ot (6) on trouve
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(r) dp=r dr_1(}; " w<"QJ'))

gl

Lo point swivant v consicter B montror que 1'on n E "= 0 <autre—
' g J

¥ J=1

wend, dit u (D) est un divicenr onr ¢ de desrd ), Glapris 1o ihioréme du

rube (VTTT 105), @V est un homomorphicme de A dans 2 de sorte cue llon a

n

(¢
E m_(W' )
TR
n

o

N , Al
ou l'on a pogé a = -m, Q. .
J J

On diduit alors de (7) que 1'on a la relation

_—

[~

8) ap-s, ()i
=1 ;==

o

. s N T
Mais on a D =0 par hypothese et dlapres 3. on a aussi W - =0 ., dond

A

n
. - - - . , N . (o . .
51 A =rd (zz m. )W « 11 résulte de {8) que 1l7on = cucsi A=0 . Or A
r=1 b ] ’
- :1
cu  =A est oun diviseur » 0, puisque U est > 0 . Diavric VITT 2.7 on a

par culte Z m, =0 . On déduit alors de {8) ia
=

nicescairenent A - 0 et

<

relation ~herchie

Remarque 4.%. On doduit Tacilement de la démonstration de 4.7 que\fyf est un

fainceau inversible sur une varidtté abélienme A sur un corps kol

clos el que sta@A , alors la restriction de £ 3 toute courbe fermie

intéere  (C de A et de degré 0. Autrement dit b4 est numdri

lent & DA . TLe théoreme 4.1 col alors & rapprocher du rémaltat =% "ol oai-
vant (dont 1a dfimonstration et délicate — of. SCGA 6 = Thiorin der i+ torrec-

tiono. chap, XITI. a parqitro) : i X est un keschéma propre et & un

falrsceaun inversible sur A, alors b est numériquement Canivadent L O o}



ot seulement si & définit un point de PiCT(X/k).
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BIDUALITE DES SCHEMAS ABELIELS

par M, Demazure

Crmme annoncé dans 1lexposé VI, ~n suppose que S est un =chéma locale~-
. : PP

ment noethérien, donc somme directs de s-hémas counexes,

Nous dircns simplement S-faisceau pour fairsceau (fppf) sur S .

§1, Groupes d'extensirns,

. la catégorie abdlienns des §-fais-eaux en groupes commutatife

1.1 Soit  Ab
)

DA o\l e e st 5

=EE)

Si @ .70 O0b A, cnomcte Temlg.H) (resp. HomlG,H)) le groupe (I§§E°

1n S-faiseau en grdupe) des hrmomorphlismes 4z G dane H , Pour feuh

Seschéma T . on a don-

o

el n \/ } = R - \
E_@(G;H),T_ homéET<GT_HT.

Par exemple, E:EKGsﬂg) ag® le dual de Cartier de G , noté aussi D(G.

. ’ - - ~ . ! I .
Rappelons que =1 G est un S-schema finl et pia’ (= finl et localement

libre), D(a) est un S-schéma fini et plat et 1'hemomerphisme canonique de

bidualité ¢ - d(D(e)) est un lggmgzghiggi_(voir par exemple [4 ], IT. §1,

2.10),



XT.2

. . L -
1.2 On note Ext (vewp, Bx. ) les foncteurs dirivds de Hom (resp, Hom)

appliquant la recetle canonique de dérivaticn des [oncteurs & valeurs dans
une catlégorie de faisceauy. on oblient un izemorphizme canonique entre
1':1( > . L. , . 1
Bx1 (G.1I) et le faigsreau asscrié au préfaisceau T - Ext (QT;HT)°
o faif i 7 . o 1 .
kn fait nous n'utilicer-ns que les fenctaurs Ext et Ext' ., La suite
exacte des foncleurs compoads s'dérrit 1ni

1 1
0~ (Sfppf.ﬂgmfG n)) - Ex* (g,H) - ggiﬁ(GgH)(s\ - 50y ppf-EQE(GDH))eExt2(G{

Bn part:itulier.
a) si E:@(G9H> =0 . alnrs EX51(G9H> = Ext1(G?H)(S), et le foncteur

v

T - Exf1(CT¢HT) ect déia un fa:sceau

b) si E§11(G9H) =0 . o a une bijectirn

1 s Ctom(eLH)) = Exf1(G¢H3o
fppf === "~

1.3 Crmme d'habitude. Exﬁ1(G,H) stidentafle naturellement au groupe des

clasces d'exiansicnsde ¢ par H , PRemarguons en passan

toque si
‘ast une extensi~n d= G par U iz morphisme E - ¢ st affine (resp, plat

~

lisse. .V s1 H ect un S-schéma  affine (Tespn rlat. llsseono\n En particu-

[6)]

lier. &1 (G ast wn S-schéma =t si 0 est un S-cchéma affine. B e

alfine aun-desous du S-schéma G . donc est un

, L . 1/, .
achémas affines . SGA 1. VITI 2.1) ; en ce cas, Ext \ffﬁ) est ausel ls

eroupe den clazces diextensi-ns de G par H dans la ratégorie des  S-g-héms

en groupert commutatifs,

1.4 Proprsitaon, 81 G oest un S-groupe commutatif fin: et plat onoa

F}Z,ﬂ(qhu) -0 .

o~
b2



XI.3

() b 0=, - B = G -0
By '
une oxtension de G par . 0On peut supposer qutil existe n €0 tel
[ =
que n_ =0 , La sulte
O- p, » B->0G6-0
n
est alcrs exacte, puisque . est un épimorpalsme (diagramme du serpent)
[N - ‘
vJ

on note A le noyac. de  H : H - H pour fout gS-foncteur en groupes
H n .

commutatif 1), Comme ¢ et ., sont des  S-schémas finis et plats. il
n —D

en est de méme de nE et par dualité ~n obtient une suite exacte
0~ l6) - B) - (2/n2) -0 .

Par définition diun épimsrphieme, i1 existe une famille (fppf)-couvrante

D

{Si-ﬂ sl et pour chaque i un élément ¥, d D(nE>(Si) qul se projette

4]
<
-
-+
»

sur 1 € (g/ng)g(S:) ¢ comme nx, = 0 1la

0~nla), -0 B, - (zg/rz), -0
ge scinde. de méme que la sulte dusle. et 11 existe une sectisn s,
i

o

. — . B, @B, . Pou chague 1 . l'extension Cg\s est donc triviale.,
¥ . oo P V. -

i i 1 - - -
ce gqui enirainre le résultat ann-n-é,

1.5 Covoilaire, On 2 ung 21i2cbion cancnigue

Bx  Gap) H1(S[

\
.nleh) .,
s fppf
1.6 Soit ¢ un S-a3héma =20 groupes commutatif et 2 0 S - ¢ s2a section

-

unité, On va difintr un hom~m~rphisme cancnilqus

1 :
CG : Exn (GfBS> - Plce(G)

Soit Adomn

(é\ O == - }—):Q -- > ,_.R.,} G =———>0

1)



1.4

une cxtension de G par p, . le G-schéma E est muni naturellement d'une

vJ

structure de uh-torseur“ On sait qu'un tel torceur est associd & un Q -

x 1

module inversible T, que 1'cn peut déerire ainzi @ pour tout ouvert U de

¢ . L{U) est 1tensemble des fonctirns 6 € O (p—1(U)\ telles que

) g D
o(x+1/0)) = 20(x) pour x ¢ p WD), A ¢ u(T), T ¢ ob 500 s . Alors
p*(QF) stidentifie a 1'algebre eradnde JJ_ ﬁ@ g . la graduation étant as-

nez
socide a 1'opération de g EUT le G-schéma B (confer SGA 3, VIII, §4).

Wotons de plus que L est muni d'une rigidificatizn cancnique relativement &

*
e . il V est un ouvert de g . F(V,e (1)) s'identifie & l'ensemble des

fonctions ¢ C F(HVQ telles que m(xX) = xm(x3; encemble qui s'identifie

0 )

iy

naturellement a T(Vpgﬁ) (par 1mace réciproque par la section unité de Ev)o
o)

Ltapplica*tion o cherchée assscie & la cilasse de (&) 1la classe de I dans

Pi?p(G) C Plﬂ(G)o

1.7 Exercice : Vérifier que hG est un homomorphizme de groupes,

~de 2L NG, " Mg

1.8 Proposition. si (€) € Bve' 'G.u). 1limage 4= < () dans Pic (G)

egl invarian-e par translations,

o1t diabrrd oz (€ E(S); notons a = p(x)¢ soit Ta . A - A la frans-

lati»n bi> byra , et soit La = Té(L)n 81 U est un ~uvert de ¢ . on a
"1( y o "1(‘ )
p (Usat =p Tlx ,

L (0) = e ¢ (e (D) - elya'a)) = el

et la tranclation vt y+x définit un iscmorphisme

I1 s'enzuit que la classe de [ dans Pic(@) est invariante par translatisn
par les dlémentsz de p(E(S)) c Gls), Comme p est un épimorphisme et comme

Pi~ () et le farscean asec ié au préfaiccean T ~‘P1f(Gm), o oen Addyt b
L
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le riésultat assaid,

1.9 Remarque, Aver les w-ilaticn: précddentes. =i ».7 ¢ B(5)  on.a un diagramme

commutatyf

Lol

\

1

(7]

. , . Y / .
dtou plyev) = w(y}p(x) 0 olx) = m_x)p(v) 2 ly),

§2. Thézréme de Rosenlicht,

2.1 Lemme, Soient A un S-gcbfma abélien. B un S-faisceau en groupss eh

f :E- A un dpimorphisme de GS-faisceaux en groupes, 51 Ker € esi un

S-gchéma  en groupes commutatif et & fibres cronnexes. B est commutataf,

Posons G =Ker f , et soi® g @ ExSG - ¢ 12 morphisma défini ensem-
blistement par w(x¢g) =xgx . Comme G est commutatif. om g
m(xn’yy) = m(xmﬂ5 et o se fa -t risge par un morphisme @ . AXSG>» G . Diapres

VI. 1.8. i1l exis*2 des morphismes 4 - A -G et v G -0 fels que
5(a¢§) = u(a3w1g3 clegtebsdire tale que xgxm1 = u(.(y\\V(g\, Paisant g =1

on treuve u(f(xﬁ)w(1) =1, faigant x =1 . ™ trouve 2 = u(f(1))v(g); ce

. -1 . ; .
qui donue xox =g . et ( est central dans L . (oneidérons maintenant 1=

+

o - 1
morphisme W . BxRB > B défini par W(x?y) =¥ v xv: oomme (G es*t central.

Wooge Tactorise par un morphisms Vo AXA - B ¢ celui~-o1 prend ses valeurs

dans ¢ puiique A est commutarif, Appliguant de nowreau VI. 1.8. on en déduit

qu'il exizte des morphismes w,h A - G tels que x_1v_1xy = w(f(x)ﬁnh(f(vﬁ)o

Raisonnant comme cl-dessus, on cor dédul® que L est commutar:f,
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Sort A un S-zchéma abélian, Considérens 1'homomerphisme composé

B () Ropie (A) —espic (1),
$) > »

D'apres 1.8, 1l se factorizse par A(S) et définit donc un homemorphisme, noté

i N
YA s T (Aggs>-* A(S)a

20l Thégzgmg.(Rosenlichf)a 51 A est un S-3chéma abélien, 1'homomorphisme

canonique

v Exf1(Agu“>‘* A(s)
A . 9

est bijertif,

si (g) : o0 e T w"&lﬂmﬁlkA.-»_>O eg® une extension telle que
[}

yA((g)) =0, "na :A((g)) =0 car Piie(A)-» Pi;S(A) est inje¢tifo I1 en

résulte que le A-ferseur B est traivial. donc qu’il existe une section

s +tA—-L de p ., On peut supp ser que st) =0 : alors s st un homo-

morphisme de groupes daprés VI 1,9 et (a) ezt triviale, Pour prouver que

YA est bijectif. 11 suffi1t drn- de conatrulre une application

o ) .1 ) ]
6 ¢ Alg) - Byt u) telis qu: oA = Id
O ¢ ALS X <A;HS Qs vy

Prur cela. scit plus généralement T un QA-module inversible et consi-

dérons 1le 3-faisceaw K tetr qus pour T € Ob §TE/S

«J/ \—_‘ ( R )l { { . . n( \,

B(T) = {(a.)la ¢ ATT) -0 Ly (L) :

on LrP ent. 17 1mare réciproque de L sur AT = AXST . La 1-1
(a,m)(a’,WV) = (a+a’¢mavo ©' ) cat une 1~i de groupe, de scrie que E est

un  S-talsrean  en groupes et qu'en a une suite exacte

1
le) O—-~u0_¥¢E~B>An
+J
o pla.p) =a et sh ilz) = (032m1)0 Lorsque L =0 - p est un dpimor-

phisme. Ie araupe B 2st alerz commutatif (2,1) et llapplicatiorn A cherchés
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assocle 0 la classe de I, la classe de 1'extension précédente,

1 ) #
Démontrons que YAﬁ 6 =1Id . Soit o :0Q, 6 SBe Qﬂ) une rigidification

i

o

de L . DBoit u ¢ L(A)o ol (a,m) ( E(S)ﬁ considérons 1'isomorphisme

¥
o <0 <mgi>e

a,o !

¥* ¥
(1) -2se (L) =a (L),
a -
- . o -* 14 7
801t u 3 F(Sga (1)) 1'41lénent crrrespondant & u ¢ r(A,L), et posons

- ~1
u(aim> =

“

(_U.a) ( 1_S¢Q~ﬁ)1, On a a(aﬁzm) = Za(a;po) pour =z € u(S)o Ltap-
[}

plication wut>u étant fonctrrielle en & définit un homomorphisme de I
- - R R4 . . o \ - .
dans le A-module inversible défini par l'extensiom (g) : celui-ci est donz

un 1somorphisme, ce qui entraine que YA<(E)> = Lo

2.3 Remarque, Le falt que 1°extensirn (¢) soit commutative se traduit par le

résultat suivant, Si L =0 . s1 a,b ¢ A(S) et si p et ¥ sont des iso-

morphisme ¢ : L 3L . ¥ :1L~->1L_ . alors le diagramme sulvant est commutati
a b §

2.4 Cornllaire, 51 A est un s-iéma abélien. ¢n a un lsomorphisme canouique

Pour toul homomorphisme f . A - B de schémas abéliens. rn g

E}g;j:j(’fiu,s) AR

L N 1 ,
Nous 1dentifierons dans la suite A & Dixt (A?pm) pecur toutr S-schéma
. e

abélien A et [ & Eziﬁ(fpﬂﬂ) pour tout hemcm-rphisme de S-schémas abé-
>

liens f « A - B .



X1,8

s-farsceau  en groupes commutatif .

lini et plat, on a

o melew) o
. B ]

abtlien. cn a

2.5 peholie, Belt G oun 7
a) 51 G estun S-schdma
Eﬁlo(crﬂn>

= V2

b) 5i G est un  35-schéma
Ext (G, )

[P
§3. Le schéma abdlien duai,

3.1 Un homomoryphicme

plat et fini, c’est-ia-dire

G-I

=0 Bt (Gop ) = A L
WD

de

Ab

T=g

<]

8% une 1scgénie s'il est Tidelement;

£1 clest un épimorphisme de noyau un S-schéma plat

et Tini ("descente des merphismes fid2lement plats et finis),

_______ f

”~ ~

f : B—A est une isogénie et Ker f est cancniquement

i A—>B

N

est une isogénie de S-schémas abéliens, alor

igomorphe & D(Rer ),

La sulte exacte de Abg
QO wemp Ker T = A orees > B >0
donne la suilte exacte des Ext

.

0 > DIKer ) wmep B comd A = 0

3.2 Cornllaire. 81 n 7 7 . n £0 et si A szt un S-schéma abdlien.
ne. A - A eztoyn épimcrphlsme e A = D( A)o
fzl oyl Cpilerpaisme E7 .
B et ) - r (v 1 ) + aat na croénie ('I’III 2 )
n etfet M. =n ITT 1.13% et HA 28T une 1ségenie - 2.9),
5.% Théorewe, 51 A est un te S-fonctenur A est a fibre:

(reprégentables) connexes,

On pou' cupprser que

rence gsur la dimengion de

’ . /
abelienne B # 0.A . <n a

0 =

t le spectre d'un corps. Raila~nnons par récur-

@ -

N (R

A supposée > 0 . Si1 A posséde une sous-variéte
une sulte exacte

. b
B wir A ~Ep (>0
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d'eli une suite exacte des Ryt

Iy

N N N

o

Par 1'hypothése de récurrence., (¢ et B sont connexes s de plus d'aprés IX,

s

/.

2.1 dim A =dim A = dim B 4 dim ¢ = dim B + dim ¢ . donc 1 est surjectif

el, A esh commexe, 51 A est simple, il existe d’apres X 4.1 un entier n % (

p a

tea’ g "‘O ] Y‘A R & e AN . 0 -
tel que n A CiEi*A/S . Mals mA = A dfapres 3.2, dme A C Pic /s et

A

A = Pic)
— _A/S °

J.4 Corollaire, Si 8 t le specfre diun corps. on a
Pic A=A =Piz A
-5 o)
En effet PJF A Pv ACDPicc A=A, .

3.5 Corollaire, Si A est un S-schéma gbélien et gi A est un schéma,

c’est un S-schéma abélien,

En effet. A est lisse (IX. 2.1). propre (YITT 1.18), et & fibres connex
On dit qu> A esft duai de A .
3.6 Corollaire. 5.
i g
0 ~=» A ~=>B 5> (C =0
est une suile exacte de schémas abéliens et si A B ., C sont des schémas.

la suits
O = >C =2> B > A e >0

est auscl exacts,

En effet 1 exartitude & gan-he résulte de la suite exacte Ext

Q.
D
0

d'autre part f °© B - A est un Apimerphiswme © cela ze vérifis zur leg {libres
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(cf . démoncstratien de 7,30,

§4. Bidualitd des schémas abllinna,

4.1 Solent A et B deux s hémas abdliens, On a d47ini en VIIT 1.4 et 1,9

des 1somorpnismes {onctcriels en A et B

[

Hom(B,A) = Corr_(A.B) © Hom(Agﬁ\Jo

Supposons que A soit un schéma ; prenant B = A , 1llapplication identique

de A donne par les iscmorphismes prérédents un morpaisme dit canonique

Par fonctorialité en B , 11 en réesulte que 1'isomcrphisme précédent trans-
forme f : B-A en f o Ki A-B. Si B est Agzalemeni un schéma, on a
donc
(1) (2 &) 4
1 T ={f2K) K =K ~1T oK
) <B A I\B
et en particulier. si A e* A :=-nt des s-hémas

(2) C a
> K, " K =14, .

4.2 Thérreme (Cartier-Mishi'. 23t A un S-schéma abdlien, S1 A et A

cont des

£ hémas 17hromomorphisme KA es® uyn iscmerphisme,
On peu* supposer que S est un ©orps., Alors dim A =dim A = dim A

D'apres (2) Kﬂ 55t un monomorpnisme, donc un isocmorphisme : diapres (2) &

A
nouveau . KA o3t un 1a~merphicme. et 11 suffat de preouver

4.% Lemme, 31 ¥ A > B est un homomorphisme de variétés abéliennes sur un

corps, 2° s1 f . B—-A est un iscmorphisme, alors f  2g® un isomorpnicsme,

Goit 0= dm f et D= Coker £, On a une suite exa 'e de variétds

abédliermes
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0-~0C>B8-D-0,
d'ott (3.6) unc suile exa<ie

0-D~-B->C—->0,

" o I

Comme f : B—>C > A est un i1somorphisme, B - € ezt un monomorphisme, done

D=0, donc dimD=dim D=0 et D=0, Il en résulte que f est un
épimorphisme, comme dim A = dim A = dim B = dim B , f est une isogénie,

Mais Ker f = D(Ker f1 =0 d'apres 3,1 et f esgt un monomorphisme, donc un

igsomorphisme,

&
7z

4.4 Scholie, D'aprés la formule (1): si A et A sont des schémas on peut

A -

identifier A & A de maniere fonctorielle en A-: 1'isomerphisme

fmom(B,A) 2 Hom(A,B)

S
est alors simplemen®t £+ 1 |

[1] 1. DENAZURE et P, GABRIEL.- Groupes algébrigues, North Holland Pub, Aj :
4 paralira,
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