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Séminaire d'Analyse Harmonique

Année 1968-69

“Exposé n° 1

Synthése harmonique

par Y. Meyer

Soit E un ensemble compact de nombres réels et S une distribution, & valeurs

complexes, dont le support est contenu dans E. On dit que S est une pseudomeéﬁre-éi

‘A

la transformée de Fourier S de S est une fonction bornée. On poée\alors Hsﬂfmiz ﬁS%

[

o

et 1'on wérifie aussitdt que l'espace vectoriel de toutes les pseudomesures de suppord

contenu dans E est un espace de Banach pour la norme HSHFM' Cet espace sera noté PM(E).

On peut, par transport de structure, définir 1'algébre de Banach A(R) de toutes

A

les transformées de Fourier f des éléments f de _Lj(R). Les éléments § de PM(E)

définissent des formes lindaires continues sur A(R) par <S,f)> = <S,f)> = 1 S(x)e(x)dx,
, } YR
Nous nous intéressons & la construction d'une suite (;gn}n 50 dtendomorphismes
. R J /4

continus de PM(E) tels que

a)»lefsupport de ;@h(s) soit une partie finie de E =

b) pour tout £ € L1(R), on ait

Y ‘ : A
n <GB (8) , 2> =<8, >.
n =3 +00 -

Clest & dire : les Jﬁn approchent 1'identité dans la topologie faible &esVendomcfphi$més

i‘aé PM(E)
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A cet effet, nous démontrons un théordme analogue & la condition de Herz ([1] th, Vi

p. 124) ol les progressions arithmétiques sont remplacdes par les 'modtles" définis au §i

1. Les moddles.

Soient
n-1
~ K un compact de R

= Byy seny B n nombres réels, lindairement indépendants sur Z. I la forme

n
lindaire sur R~ définie par I(x , seey X ) = 8,X, +.0ut+ 2 X
: spie pe ( 1’ d n) 11 n n
e n ’
- L1, caey Ln 1 n—-1. autres formes linéaires sur ®  formant avec I une base

du dual de Rn.

A ces données correspond un ensemble de nombres réels’ A que nous appellerons un’

~moddle ;. ) est llensemble de tous les nombres réels s'éerivant 3;1}:1

...t 8 k. tels
E nn -

que les‘eﬁtiers relatifs Kiy voey b vérifient la condition : (L1 (kT’ aesy kn)’ suey

Ln_1(k1, cany kn)) € K.

2. Pas intérieur d'un modele.

Les notations sont les mémes que cie-dessus.;Appelons;i)as d'un ensemble A de nom’brgs
réels la quantité inf'-{[)'\“- R‘ 5 AEMA, N €A, A£ 7\‘}.

~1

Appelons, pour tout € >0, Ks ~1'ensemble des pointé de R™' dont la distance 2. K

ne dépasse pas €.. Soit Ae' le moddle défini comme le moddle A mais ol X ,'e’s"t" remplacé

_ ‘ps,r Ke"



Posons : 24 = sup (pas de A )
= €
>0

24 est le pas intérieur du modéle M (il arrive souvent que 2d soit égal au pas de .ﬁ.)

3. Condition pour qu'un ensemble soit de synthése

Théoréme. Soit E un ensemble compact de nombres réels. Supposons qu'un moddle A,

de nombres réels strictement

n > 1

un réel strictement positif 1 et une suite (sn)

positifs S, tendant vers O soient tels gue la distance entre (sn_,\_) NE et E ne

dépasse pas (4 -—Y)sn ot 4 est le pas intérieur de M. Alors E est un ensemble de

synthése.

4. Nous n'utilisons, dans la preuve du théortme, la définition des modtles que pour
avoir le résultat suivant.

Proposition 1. A tout € > O on peub associer une mesure complexe, non bornde, . o

sur la droite telle gue la transformée de Fourier (au sens des disﬁributions} W de p,

soit
(1) =T e -+ T ek —A)
XEA AEANA ~

>4

ot 0 gaf{d) ¢1 et telle que 1l'on ait

x+1 ' g
sup j alpf(t) < +0.
xR Yx '

Pour démontrer la proﬁ)osition, nous étendons la fonction « & tout j\g en poszm{

‘ oc(}») =1 pour tout A de ML



4,
Soit @ une fonction indéfiniment dérivable sur Rn—1, égale & 1 sur X, O hors

de Ks' Nous poserons

(2) a()\) =<P[L1(k1, vy ke )y sy L (kg eee, kn)] = Bl aeey k)

si ;\=~a1k1 Fooot a’nkn 3 k:; €2 (1< 3jgn).
Appelons 3 la mesure discrite définie par le second membre de (1) lorsque « est
défini par (2). Calculons la transformée de Fourier ¥ de <. Soit £(x) une fonction

indéfiniment dérivable d'une variable rdelle & support compact.

On a
Jf(x)d;}_{;i) =5 p(kv ceny kn)f(aik_g e a}‘lkn}.

‘La fonction {:}(x1 y seny xn) :f’(a,1)c1 S ahxn) est & décroissance rapide et a une trans—
formée de Fourier de la forme
" RS S CHROD F e A CIPE ) )}
X(L1 Xy oeees xn poeees I (g ey @ gy eney X
, . .
“ol, & un facteur prés, Y= P et ol 1'endomorphisme L de R# est llinverse de

1*3&561@ de L = (L‘;, ceny Ln » I). La formule de Poisson donne alors
o A % * a oy oA
J‘f(x)dp,(x) = %X(Iﬁ (k1, cany kn), veuy Ln_i(k}, cany kn))f‘(Ln(k1, ey kn)) = £ dp(x)

ol @ est la mesure discrdte donnant au point L (k,, +.., k ) la masse
» n 1’ T

s seey kn)). Que p soit une mesure vient de 1'indépendance

* ¥
X(L1(k1, sevy kn>z esey Ln__»}'(k‘!

“des ;Lj‘, 1&Jg¢n et de la décroissance rapide de T . On vérifie sans peine que

X+ ‘
(3) supj Alp| @) <+ @
xtR ¥x -



5. Dés ce moment la preuve court d'elle méme.

Soient & et ql‘ ‘deux nombres rdels positifs tels que, si 4t estyle pas de fx_ﬂ,
on ait
(4) ' . distance entre (sn AYNE et E g{d* - Q‘}sn.

Soit g(x) une fonction paire indéfiniment dérivable d'une variable rdéelle égale & 1

sur [0 , At ~ 'r(f], 3 O hors de [0 , df - 7{‘/2], Ont pose

(5) W, = s;? p,(snx)
(6) g =glx/s )

. A+sn(&=~xl=} ‘
(7) ci@n(s) = (8 % gn)p,n = Z &5(x - x)j as(t) .
_ ?kE.ﬁ.sn }\a-sn(é‘—#(‘)
on o 8,5y = Iy, » o)l <8l M | * (5,11, = ISl Ml = 1all, <clsi, o

C < +00 grce & (3) et & la décroissance rapide de g. Soit [|&6 | €c.
On vérifie sans peine que, grice aux hypothéses du théordme,
lim s, Card((sn,ﬁ_) ﬂkE) =0 (en particulier E est de mesure nulle). Appelons u’%n
n e 00 ’
‘la partie de A(R) composée des éléments de A(R) constants sur chague intervalle
M-sda ,A+sd] od A€ (s A)NE. Laréunion b des b est dense dans
n n n @ n ;

A(R) et la convergence simple de lva suite des é@n(S) sur (]%00 entraine la convergence

simple ‘sur tout A(R) car la suite des normes des Ogn est bornée.



6.

6. Application. Soit € wun entier algdbrique dont tous les conjuguds (sauf € lui-~

méme) appartiennent & ]O ’ 1[- Supposons © > 2. Alors llensemble parfait 2 rapport de

dissection "8’4 est de syntheése.

Appelons en effet o‘j, 1T« j«n les n Q-isomorphismes distincts de Q[@] dans €

ol n est le degré de € et ol o, = Id.

Soit JU 1'ensemble des nombres réels de la forme A = P, + p?e Feaed D 19“*?,
T

Pj € Z, +tels que O \<€3‘j( A< m pour 2 £ J £ n. Le pas intérieur du moddle

n
A est TT (1 - G.j(ﬁ))a En effet, si A et A' appartiennent & j\.g, on a
2 .

'} .

fﬁj(?\-— A ¢ 77-_5';(@7 + 2e.

Or le produit ﬁ a“j(). -~ A} est un entier relatif non nul si A # AN. On a donc
~ n 1 n ‘
l?\ - )\'{’ >TTG- {}‘j(e)) —~ 0(E) et le pas intérieur de N est ﬁ (1 - c'j(S))«
2 2
n
Si 6~ 1 n'est pas une unité, on a (8 - 1) ﬁ (1 - G})(G)) % 2. L'intersection
~ 2

r € {0,1} .‘e“b

; ‘ n
de 6N et de E se réduit aux points de E de la forme E ekewk
O

le théoréme s'applique immédiatement.

; n :
Si ® -1 est une unité, ona (& - 1)[—7(1 - O‘j (6)) = 1. L'intersection de & j\g
- n k 2
. "i"“'\ -
et dg E se compose des points ‘%_J 5k6

et, éventuellement, de certains points
. -k sl |
z :ske +0 /61, d¥s que € est assez petit.
)
Soit g(x) une fonction paire dgale & 1 sur {_-O , 1/6(6-1 ):f nulle hors de
~1 -1 . resos .
E—G s 8 } et indéfiniment dérivable. On forme

‘;‘g‘j(\s) =% 8(x - 6 A) <58, (Gﬁx -A)> + a(R)d(x - 6 A) <8, o(6™ =A)> .
St ! -Z;“\S\A comE »
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On vérifie comme dans la preuve de la proposition 1 que, pour une constante C, on.a

1138;1(8)}1 £ C%fSHPM. Grice au calcul du pas de _}Li, én vérifie que si S € Pf*f'{E.},
gg;(s) charge les points de 6 "A et éventuellement certains points de © A + 6 /8 ~:f$
et que le second terme définissant 0‘81’1(8) est nul.

On définit alors gg; comne g;} 2& la seule diffdérence que j\s y .est remplacéd
par ‘A‘s +1/6 =1 et 1lton pose |

‘o‘z?#(s) =£I;ks) + ;@g[s - gg;(s)], S € PH(E).
(5i ;@n(S) charge déja i gke"k + G_n/g - 1”, la masse d‘eb ég;;[s - &g;}(S)] en ce
p ;

point est mulle).

La suite des ggn{s) est 1l'approximation ddsirde de S € PM(E).

Exemples. Soit © la solution supérieure & 2 de X3 - 6X2 + 58 -1 = 0. Llensemble

est de synthese. L'ensemble érapport de dissection 2 + \/5

& rapport 513 dissection 9—1

est de synthése. (1)

[1] J.-P. Kahane et R. Salem. Ensembles parfaits et série,s'trigonométr'iques. Hermann (1962)

( ) En su:xvan‘b cette méthode on peut démontrer que si & est un nombre de Pisot qu&&ra,thue,
1ltensemble & rapport de dissection €' est toujours de synthése.



Séminaire d'Analyse Harmonigue

Année 1968-69

Exposé n® 2
A PROPCS Or LA FORMJLE DE POISSON

par Ives Meyer

Une géndralisation de la formule de Poisson donne de nouveaux résuliats sur le proe

-bléme de la répartition module 1 et sur celui de la synthise harmonique.

1. La formule de Poisson dit que si Z est liensemble des entiers relatifs et &

+00
la mesure (non bornée) > . &(x -~ n), somme des masses 1 placdes en chaque enbier,
-0,

B

L e e
e S est G, ‘{L&x}

U
e
jal

alors la transformée de Fourier, F& , (au sens des distributions
v ; . 1 N
transformée de Fourier de 1'élément £ de L (R) est £ ddéfinie par

00
~
£(y) =:j exp(~2 Rixy)f(x)dx). Nous donnerons des exemples d'ensembles A  de nombres

-00

réels possédant la propriété suivante : pour tout € > O on peut trouver une mesurc, &

valeurs complexes, Poe s telle que

1
a) sup d]u_sl (t) < +00
—-00 <X <400 Ix

b) EF}L&I = z &(x = A) + R£(x>
AEA
ot > " 8(x ~A) est une mesure, Re(x) également et ol

AEA

: T

— 1 .

¢) Iim = J &R _[(x) g e
Tt 2T Jop ez

2. La condition ¢) signifie que le terme d%ewmeur esb petit. Ne peut—-on pas, toutb

jah
o

simplement, le prendre nul 7 Nous allons voir que 1%on reiberbe alors sur la formule

Poisson usuelle.



Supposons, en effet, qu'il existe une mesure, & valeurs complexcs, p o telle que

‘ v x+1
a)  sup j dfpf(s) < +o0
—00 <X <00 YX »

b) 5:“' = > é(x Ked 7\).
ACA
La somme E 8(x - A) ne peut &tre une distribution que si elle est une mesure ; alors
At

A est un ensemble fermé dont chaque élément est isold. Soit 9(:\) une fonction d'une
variable réelle, & valeurs rdelles, indéfiniment dérivable et & support compact et telle
qu'e ({)(O) =13 soit ¥ la fonction\ & déeroissance rapide dont la iransformée de Fourier
est Q. Grice & a), la suite des normes {ou variations totales) des mesures

3 '-1 -'1 ‘ ‘ ’ : . . | .
dp,n(x) ='n_ p (n x)a(x) est une suite bornée. D'autre part p,n(*b) = ){ \?(n'b ~-nM.

. AT J\L

Si 4 n'appartient pas & A, p.n(t) —s 0 {(n=—p00) car A est fermé. Si %
appartient & A, }z.n(t) —>1 (n —s+m) car chaque point de' A es% isolé. Il existe
donc une mesure Y portdée par le compactifié de Bohr de R dont la transformée de
Fourier vaut 1 sur A et 0 ailleurs (9P est la limite vague des ‘;z,n); Dtaprés une
conséquence du théoréme de Paul Cohen due 2 P. H. Rosenthal, . ([3} th. 1.6 p." 22) A est

& un ensemble fini prds, la réunion de k parties de B de la fbrme_ a].Z - {'.:3 {Tejgk)

On re‘bfouve donc la formule de Poisson habituelle.

3. Avant de donner des exemples, montrons que la donnde des mesutes - g, vérifiant

‘a.), b), ¢) permet de résoudre le problime’ de la répartition modulo 1 des "suilites xAt". .



. ; i ; , . ‘g o e s
Diobord Lthypothdse aque = &(x = A) osb une mesure eniraine que J'on puut ordonvies
A at
A . . L, : A geilton b b bt e
N [O ) »oo[_ en une suite croissante k'\nj't o Une Duis pour boutes, celtie sulie
0% ~

. A
sera associde & J\.

) . .. LN
Théordme 1. Supposons ler conditions a), b) e

inf A_,, =~ A_ > 0. 4lors pour tout x rdel,
n+l =n
. -1- L ‘ , .
im A [exp(2r A x) ...+ exp(2iTiA :c)} = lim o {x}.
n — oo € w0

. : \
(frz,{x} désigne la masse au point x de 1o mesure K.

- La preuve du théoreéme 1 repese sur le fait que, si ¥ eost une mesure bornde, la
, N )
moyenne de la fonction ¥ (t)exp(2witx) est dgale & la masse de ¥ en x. Nous ne

y 3

pouvons appliquer cette remarque & u_mais soit o{%) une fonction inddfiniment dériva-
[~ . * .

ble, & support compact, et itelle que c?{x) soit diffdrent de¢ zdro. Posons V(v) = 4’.?(«-3.'}3;,‘{3"
~N
\ - « e - \ s . . N B
‘Grice & la condition a) et & la dderoissance.rapide de ?s ¥ est une mesure bornde.
.

. o=t :
Pour calculer la moyenne de v, appelons “Xq 1@ foncthion dgale & ,‘\n exp(-2x itx) sur

o, ~
S . " ~ 7 £ A s el e % o e 2%
[0 R An]" & O ailleurs. On a ¥(%) = O p. = Y x‘./(:«. - A) + B Qe
o T

AE L

. e . ? I sV | v : ! I8
Mais  1im 57 j %RS % (?Ié‘:{; $ c.g;\;);g‘! et done lim | <R£ # By 3 n}f L E;i§';§1
T w00 -7 D e 40
(’."00
(<Lt , g> =J‘ - £(t) g{t) at chague fois que cetie intdgrale o un sens).
~00

Enfin <O olx =), Xy = ‘f\in(x) (P(-—x) +o{1), grfce & la condition que
' ACA :

:'Lm‘.’(?\n_H - Rn) > 0. On a done im I‘ ui eniraize

évidemment lim M (x) = lim y fxcl
n =3 +00 - € w3 0



n

s =1r . A " 2 oxnl{2 % LA AT L e Feed

lim n LQkp(u.l,Tk) fo..+ exp(2nd X)g o= im g i
£ —» O

~ n un entier supdrieur ou dzal & 2
N1
X un compact de R

]

= Ay eery @ D nombres réels, lindanirement inddnend

PN Lo
-~ I la forme lindaire sur { ddéfinie par

I(x cey X ) = AKX, tesatoa X
10 e Ry 11 “n"n

- Ly eeey L n-1  autres formes lindaires sur

1 n-17

du dual de 2.

D e 4y o . v
OO avee A

oy o~

- Jroa
g lia
en ey
SUr A

A ces donndes correspond un ensemble de nombres rdels, A, que nous appellerons
un moddle 3 A est l'ensemble de tous les nombres réels aqkﬂ Feuet ok ol k@, “ey
PRI o
- iifs tels it an Rl 2 4 T (3 X
sont des entiers relatifs tels que le point de B de coordonndes L, (k, , vse, 3}
i i be!
eey L (&, +eo, k) appartienne & X.
n-1""1 . n :
; intérieur d'un moddle.
Pas int
Les notations sont les mémes que ci-dessus. Appelons pas d'un ensemble S de

: > N ’ . { -~ N
nombres réels la quantité: 1n£5;A* -~ Al 3 AEN, NEA, NE A‘}.

. . ) . i ) v}___*. . N
£>0, KE ltensemble des points de R = dont la distance

%
i=Y

X
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Soit J\‘E le modtle défini comme lc modtle A mais ol K est remplacd pur XK.
’ &

Posons 2d = sup (pas de A )
&

e>0

24 est le pas intérieur du moddle M (il arrive souvent que 24 doit dgal au pas de

A).

Proposition. Le pas (_gj,_ donc le pas intéricur) d'un moddle sn.ni stricteztmijﬂ nositi s,
En effet, soit AfA, M €A, MA# N, u= A='A'. On veut montrer que Bone
peut étfe arbitrairemen‘b'vo;i.sin de O. On peut donc se restreindre & {,.LI 1 j5o0na
k= Hk?’ sesy kn)k ol kj €Z pour 1 ¢ j ¢ ne Quand I;L} <1, ‘le'point’
(kyy ons ) de 2" véritie }I(k“ eess k)| €15 ona, d'autre part, si D est .
le diamétre dg K, ]Lj(k,l, odny k,n)l .\<‘D (1 €3 ¢ n-;l). Ces n inédgalitds ne peuvent

&tre satisfaites que par un nombre fini de points de f et donc il n'y a qu'un

‘nombre fini de différences A=~ M telles que |[A =~ M| 1.

Mesures assocides & un ensemble

Théordme 2. Soit K un compact de ol

liebese

dont la frontibtre est de mesure de

gue nulle 3 A et Aé: sont définis & l'aide de X et K - gomme ci~-dessus. A tout

'€ >0 on peut associer une mesure complexe Mo Zlelle que

x+1

1) sup J d!uel(t) < +00
-0KX €00 Yx

2) Fu, = Aze;\é(x - N + R (x)

3) R(x) =Y aNo(x =) et 0galr) g1
- XEANA -



J— 1 !‘T

4) Tim -.-J aR_(x)] —0 (e —= 0.
- 2T £
T—st-00 ~T

Cela signifie que la transformdée de Fourier de i est la sonme des masses unitds plee

[~
<

cées en chaque point de A et d'un terme d'errcur. Ce ferme dlerreur est formd

(6]
-
o
el
Wi
i
s
w
.
o
14
ﬁ: '
=

masses comprises entre 0 et 1 et placdes sur A _NA. En moyenn
o

terne: d'erreur peuvent &tre rendues arbitrairement petites.

Passons & la démonsiration. Nous allons d'abord définir la fonction & quz l'on va
étendre & tout As en posant «(A) =1 si A€A. Soit q)' une fonction inddéfinizunt
- . n"'1 > . - -~ . v Y
dérivable sur R ', égalea 1 sur K, & 0O hors de :(E. Soit

’ -
ad) =0[L ey eeey )y seey L {k -y k)]
) 1 1“1’ d ’ n), y n“1<1’ b | nl‘_{

siA=ak +otak ; kj €2 (1«3« n)

Soit enfin Q la fonction définie sur R° par

Posons ¥ = a(A)6{x - A) et calculons F 9! Soit £(x) une fonetion indéfiniment
AEJ '
e

dérivdable d'une variable réelle, & support compact (une fonction test). On a

| jf(x)d\?(x) = Z};’ {5(]{.1 3 seey 1{n)f(8¢1k1 e w et a.nkn)«.
Z

La fonction ,p(x?, caey :cn)f(a_}x1 Soe ot anxn) est & décroissance rapide et a pour

i

transformée de Fourier la fonction & déeroissance rapide p(x_l y sees ‘xn) =

“"1 g * * " " * S Y . N )
(det L) (?(L?, Lyy woe Lo )f(Ln) ok L= (L-g’ cees L .5 I) et ol l'endomorphisme
: *® n e . * % # ‘
de % @ R, défini par L (XT’ ceny :cn) = (L,‘(x.{, seny xn), eouy Ln(x’z’ cens xn}},

est l'inverse de l'adjoint de L.



. . N n
La formule de Poisson reletive 3 & donne alors

ij(x}&S’(x) = Z:; ?(}{1, ceey kn}': J £ du

.
£

ot W est la mesure discrdte donnunt aw point

Y

(det L) (L, .., Lo }
» (} "‘ LR < s o ; A' Qn. '2.
tde Tie ? Tnet/ My * n :

. ‘ . . P - .y . e F L s N
olt la somme est Stendue & tous les Sléments X de 7 tels que L {X) appartiennc &
o
~ (ﬁx-#’l
. . o . N m - - ! =i LNl
[x s x+?]. Soit & la fonetion caracidristique de {0 , 1!, Alers {agg.:.(t.;; =
. d}b
-1 (N #® L ® & 3
(det L > ol (L., ove, L G{L = x Puiscue les formes L eey L Torment
) Lo ¥ 17 H nw’;) R )’ i } & R B v

. n . . Fel . EIPI N . E Y
une base du duel de R, il y a un 2 dang &L tel que L?(r) = oeaae T L ,i(‘c:,) = G,

L% - EE) s
Tl X 3 i S o 3 YTy
Ln( §) =x. Appelons © la fonciion, définie sur B  par @ = (det L) " {¥ (L wee
, X5
* * . R .. el
veey L ’I)G(Ln)' Avee cette motation, | ¢u{t)| =) | @wX ~E). La décroissance
Jx .o, B
AL 4
: | e
rapide de @ entraine sup n N @GX - E)< 400 et donc sup | dlp{i)] < oo,
E€ & XeZ w2 Jdx

Soit & prouver 4). Nous avons besoin de 1'dtape suivante : soit U un compaei de

n~1 o . g , g .
R, f\.U le moddle associé & U et L. Ordonnons f;U noie, -%»oaj en une suiie

Ao

. e e
croissante (A ). et posons dens . = lim
n) n w1 P U

Ry

Lemme. On 2 dens J\.U < (det L)—1 mes U.

CR
PN

En effet, soit g)(x) une fonction positive d'intégrale égale & 1, indéf

dérivable, & support compact. Alors, parce que Rs est une mesure positive,

T
v . 1 o s : i o qag ; s e
dens f\.U £ lim 55 (;:;8 ¥ 0)Ax = }LE{OJ&. La dernidre égalité est due & un thdorime
T iy 00 iy o .

-

-~
de Wiener appliqué & la mesure bornde O (-x)dy (x).

En passant & la limite cuand € +tend vers O, on obitient



; TR \ R LN
Soit alors U = Ke \ K. On a dens(A_ N A) < (det L) mes{s N &
[ &

) . it
et 1a morure

de la frontidre de K détant nulle, on a 1lim c;c'ns(jge\ A ) = 0. DPuisque les masses de

R_ sont comprises entre O et 1 et porties par J_\ A , 4) en résulic.
[ [N

re v

5. ivplication au problime de la rérartition meinile 1

Tt

Soit A un modéle défini par un compact X de R et un endomorphisme lindaire

. . n . . - .
inversible L de R ol L = (L‘i’ veey :up__“, I). Rappclons gue L(}:“, ceey :cﬁ} =

R de a Xy les a,, 1< j<n détant indépendants sur Z. Ordonnons

y

‘a5 1 et par abus de langage, appiélons
o - )

An [O > +oo[ en une suite croissante (ln

-~
Y

la fonction caractéristique du compact K et K sa transformde de Fourier. Indin

1'endeomorphisme L = (LT’ ceey Ln) de {7 est l'adjoint de l'inverse de L.
*
.. . - : N - . 7 - T T T
Proposition 1. 8i le nombre réel x peud Sire derit Ln\‘r}, ceey ;«:ﬁ} oL aicz,

1 Jgn, alors

~ #
‘s I‘:(L‘g(}i‘,ﬁoo’z{n};oac"lqr j(,}";_,, . sy E‘:I}}
o - . oy oNT T » e o
lim n [exp(2::1}s‘§x) Feeat exp(zm)\rx)j =
R = +00 : : mes K
. s ~T1 - . i £ A 1 R
Sinon lim n [exp(.?ul)\?x) Heaet GX?\c.ulan)J = Q.
N > 400 -
C'est 13 une conséquence immédiate des thdoremes 1 et 2.
. . N - ho " - o T .
En particulier appelons, pour tout nombre rédel x, x| le reste moduloc 1 de x
g . 1 dr
situé dans ltintervalle [«» 3 2 5L
Ko

o

Proposition 2. Soit k un entier sundriocur ou deal & 1. Seient 8., ..., € k.
-— — ] k



nonbres irrationnels ot ';”h g e eey (" Koocaochres 7 is ran e wo
- X
nombres reels 1 +7.8, +eoe% 6, T, .o, soiont Jindndpye-ent ied Dendonts sue G
‘11 Uk 1 Uz
oo ! Loail - Do .

Soit }\ = 0oy ;ne L TeeeT 08, H.e Alors §1 X = DO, Feeut T E g > se s s 2

- -;i ?:s A H i i P e iy A # oL

n v 1 KoR ; b

et q étant des entiers rel

lim [e}sl (‘.ﬂll X) et oxp{2n :?.)x_lz'}“6
n = W :

contraire, x n'est pas de cette forme,

chagque n8_|{ sous la forme n8, = m, & la condiition gue | - .t g /2 (i1 oniy
o J 4 N
a pas d'ambiguité car O, est irrationnel), on voit que 1lensen :)1«, des CAL e Uenseme
a1

»

ble des éléments positifs d'un modile.

Propogition 3. Soit (8, )1 51 une suite de norpbres dyratior
| | o0
suiﬁe de nombres réels non ruls felle cue Z i%{ ,<‘ 400 . Cue,
i
valeur de l'entier k, les x+1 nombres rdéels 1 + 7% G ~r...~r3« U {” souy Ez,‘}‘ ; " |

Fﬁ

linéairement inddpendents sur 2. Posons A =1+ > 1, “1 xﬂ, ‘i.
Prothadthebuiatue n ,,_%“J 185

- . . -
s . - - ) . R ST S LN S
&) Sl o= q_ L }? e [, P‘“QX > L300 oo LQXP(?-‘&}}\?;\) e aTT \};\3{&&;1““:‘\;‘} =
1 ? 3N g ¥
‘ N = 00
sinn(x‘t.x - p.) © sin 7 x
5 4 {nous excluons le cas évidend ok X = 0.}
. i B8 — —
1¢jck 77;(13 X + P ) «:—A &
b) Si pour aucune valeur de lfentier %k, x ne s'derit g + 2,8, “+ueut
21 de ne L,

(p,i, «++y D, &b q entlers reliti:

Appelons, en effet T1{x) le produit infini qui Picure au second mezbre de &)



: : e - —— N\ - ra A
et, pour tout entier m, appelons T, ix; le nrocuix des =

: L2 . s — vt ~ /7 4 e
Pour tout &£ > 0, il y a un entier m tel cue g; Hx) = Ak & g/3 et que

0 m .
! —— - [t e e \
E [77k] < &/6i }x}. Posons }\«1 B =Rt et 6‘1\‘». On a alors n ¢ XpA2RIN, %,
4 » &
m+-1 ’ 1
(o )T Taeny { m ) N o PP AV e -/ gt miead Pie?
oot exp(2dA k) =m0 exDA2RIA, X)) Feoeh exp(2RIA X)) /3 5 om drant ainsi Dixd
: n’d T,m n,m - '
. . . : . - ., H ~1 bl PN .
il existe un entier N el que, si n» N, on aii in chp(;.::;\_ x} Feas
1 ,m

.ot exp(ZRi?\n,mx)_}— ﬁm(x)i 68/3'. I-ia.i; i".—.'(\) - ﬂm(\)f & &f3. Ainsi, pour n ) X,

]n-”1 [exp(2 Ki/\1x) Fouuh exp(2;:i)~nx)J- Cixyl g e

La seconde partie de la proposition 3 se prouve de facon annloguc.

. - ~ - - N . AY
Lihéoréme 3. Pour tout €30 1l exizte une suite (7\11/

que l?\n-nl ¢ € et aque (x ?\n)n 5 1 s0it dmnivivortie modulo 1 sioob seulemont si

le nombre réel x est iranscendant.

2 . o P . -~
Soit en effet o6 llespace vectoriel sur § Forméd dus nombres alodbricues. Soit
P Lr

~

Ty, .5 O,y oees 8, oo une base de &3 sur £. Les 8  sont deonc irraticnncls. Soit
17 72 x’ ~ 1

:

'x'( un nombre transcendant appartenant & llintervalle 10, »—7-»[. Zosons

m N
k| . . |
7\n =n + E 'r( I%n ka!o Les hypothéses de la proposition 3 sont satisfaites et le
' 1 A

théoreme 3 résulte du critire de Veyl.

6. Application au probléme de la svmth

w

Soit E un ensemble compact de normbres rdéels et £ une disiribution, & valeurs



4.

complexcs, dont le support est contenu dons

™ A3
e O:" %)

-~
2
=
ol
(1]
(541

30 une DICUICHLsUTL 3i
-~

la transformde de Fourier S de S

est une fonction bernde. On pose awlors

et l'on vérifie aussitdét que l'espice vectoriel de toutes les pseudomesures de sudnor
-contenu dans

E est un espuce de

i
. ) N . » . .
Denach pour la norme. [S;..,« Cet ecspsace sera notd
. L' C
PM(E).

" On peut, par transport de structure, difinir 1ltalgibre de

Banach A{R) de toutes
« N ] ‘ s
les transformées de Fourier £ des éldéments £ de L'(R). Les éldments de § de INHE;
définissent des formes lindaires continues sux

Al ey
~ -~ ~
. 2 wf N
AR) par <85,00 = 8,02 = | s{x)f{x)
: T X
- A P . . s (4] N . .
Nous nous intéressons & la construction d'unc suite (J¢n)ﬁ_ o d'endonorphismes
i oy

continus de FM(E) tels que

a) le support de & (S) soit unc partic finic de E
~®n

b) pour tout £ € L1(R), on ait

lim <¢§§r(3),f>z<s,f>. ‘
n = 00 *
Clest~a-dire @ les égn

et b
QeS8 SnaQomon

approchent l'identité dans la topologie faible rrhismes

de PM(E).

Ltexistence d'une telle suite entraine évidemment que E est un ensemble

s i de
synthése harmonique.

. S C T
A cet effet, nous démontrons un théorime analogue & la condition de Herz ({11, b
VII p. 124) ol les progressions arithmétiques sont remplacdes paur les '

Y & rodbles® définis
au §‘40 . -



g AP 5 . [ T 1
4. Spit B oun ornoeshlns

> - R, .":,\1 NN S P Sy
s I IIOmNre ree STTICLQMONG (e

.
¢i B one dépasse pas {4
RS 28 LOpRSse-pas g

. n 1 ] - = 1. N
ensemble de syathdse.
LE

Soient, en effet, £ et T‘\' deux nor

[y}

Alors les points de s Ao+t nlapparicnent pes o

[ I

d'intervalles de longueur 2{d' + ’:‘L’}s’1

paire, indéfiniment dérivable, d'une variable rielle,

N [l = .
& 0 horsde [-d' , d']. Soit pu=
théoréme 2, au modeéle MA. On pose
L o=
¥n = “n

g, =&l

ho

C < +0 gréce & la condition 1) du thé

e il <C
ig&\}n;\

-

1

pas de A, la distance entre (sn R

[

N oL
vy b

fgale &1

&

ioniquenic

: s«
U GnS0CToe, Al



i3.

On vérifie sans peine que, grlice cux hypothiéses du thlorime 4,
. (. . : - Y ' h,.i -y e o,
lim S Card((sn A) NE) =0 (en particulier E est de mesure nullej. .Jppelens o

=0

la partie de A(R) composde des éldéments de "A(R) constants sur chaque intervall

(s_ i) i E. La rdunion 5 des o6 est den
n o n

A

g
o

A=sa , A+satl o
. n 7’ n-}

A(R)  (voir p. ox. {2}, 1.3, P. 256) et la convercence sirnle de la suite des 5 (3]

A
ik

sur oo entraine la convergence simple sur tout A(R) car le suite des normes des

¢ “nd
oj,’ﬂ est bornde.

: . s
7. Application. Soit © un centier pledbricue, soit P(X) = & + a“}k Feset B A
““‘ P
A . e a2 nf‘x:g 3fan ot
le polynéme irréductible de 2Z[Xj tel cue P(8) = 0.
b3 ™ e
Supposons aue les conjucuds de © (souf O lai=mfmoe ) spnartiennendy I ‘;AO » 1L
et que P(1) ne soit ni =1, ni 1.
1 po N . - . o “'-{ -
Alors l'ensemble parfait & rapport de dissection @ est de
-+ . 4 3 Gt 3™ P oS a1 1 +o do 5 :f,’?
Appelons, en effei, c'j, 1<J<n les n {-isomorphismes distineils de {lu;
dans € ; oy est l'applicetion identique de Q,FG] dans €.
P |
. 3 . , . RPOS
Soit A  ltensemble des nombres réels de la forme A =p + 7.0 4+ ..+ &
o ' 1 e

i .
tels que p € Z, 0<k gn-1, et que 0. (A) < pour 2 < J$n 1 woute
%k ~ ? ) N » 'i. ""'-‘_C"_. (’79 W ogN 3 i
. J J

.. ko 3 . N : .. i R
somme finie E ske ou g E{O,T :; appartient & L. Soit i 1llensemble dos
ko -

n—1 : . 1 ,
A=7p +p16 Feset P 19 tels que -E(‘C‘A(A)g;--—m,—_——,ﬂ-:ws pour 2 & j « n.
[0} he Y J [ I .\\‘)/
J
_ n
Lemme 1. Le pas intérieur du moddle J. ost supdrieur on denl 3 | (1 = o (8)).




. . " . IR v . . n:".x; s e T
In effet, si A et A cmenrt o Lo, on & - Aty g E N
n ,
(] T p b e - v A s oy o Ly e
Or le produit | fvyﬁ(A - A') est un enticr relaiil mon mul st Ay Al Gara cong
1
n .
e . , . ' G Goal o
IN= M%) 1 (1= 03(6)) - 0(e) et le pas intéricur de s est supdricur cu dgal u
-
.
Py (- 63(9))'
2
473
. ‘. i PN g re ! . a P
Soit E 1l'ensemble de toutes les sommes & essocides & toubes Jus suibss
ot R
K50 ”
s, i
-~ v Pomcomiylo doe womeps 8 L YT 5
g >k,,o de O oude 1. Appelons I ll'ensemble des sommes ) %{ COTTEE W
o
. | -, .
dantes. Alors E CECE + [0, @ /8 - 1.
fot n o d
~ -y ™o _ﬂn *
Lerme 2. On & E =Ea89 A
En effet {P(T){ =(6~1)01 - th(G)) eoo{1 = 7 (8)) est un entier sup: o

I

égal & 2. Le pas intérieur comme le pas de A dépassent 2/9 -

. Il N ~X .

En appartient 8 & L et le pas de © A est "grand", E est
. . . -7, .
bien que les autres points de © A  ne peuvent appartenir & I.

»

4, e e SV QUM § o
Chaque éldment de

Ta

“ s
"nroche" de £, i,
+

. ) . -1 . -1
Le théordme 4 s'applique aveec s =6 , 1= 29~ 1), 4 %8 /0 -1
A
. . ! X - .
puisque la distance entre © A_n B+ tn =5 +85 /2(6 = 1) et & ne ddnusse Las

6 /208 ~ 1).

Ekemples- L’ensbuble A rapport de disseciion 3 - 2V2 gst de Soit 8
V" Zond X, o (s L2 -r3 ",,—2 our ’ »
la solution supérieure & 1 de l'douation X — 8X" 4+ 6X -~ 7 = 0. Llensanble & rauport
: . . -1 . R
de dissection 6 est de svnthise.
BJ J.=P. Kshane.- Ensembles -parfaits et sdéries trigenomdiriques. Hermann (1953)'
Sﬂ I. Katznelson et W. Pudin.— The Stone-Yciersirass pronerty in Dunach
Pacific J. Math. 11 (1961), 233-265

P. H. Rosenthal

icd

of the A«

«~— Projections onto trenslation—invarisnt subsz

M. Sin® 63 (1986).

.Eﬂ

naces. of



Séminaire d'Analyse Harmonique

Année 1968-1969

Exposé n® 3

Semi-groupes de mesures complexes

par J. Farant

Introduction

un gemi-groupe de mesu~

Soit G un groupe abélien localement compact. Soit {p“fjt) 0’
gl N

res sur G, c'est-a-dire une famille de mesures éomplexe’s sur G vérifiant

e ¢

Ko = 6_’; Ve, 520, My % B = Ry
lim l;,{‘_b =& (B-convergence)

t —>0

~(des mesures By B—convérgen‘b‘ vers une mesure } Si pour toute fonction f continue
bﬁrnée, ffd f,&,i converge vers jfdp);

Alcfs il existe une fonction v continue sur le grsujée dual T du groupe G telle
que pour t)dut t positif la transformée de Fotirier de 1a. mesure so‘it égale & la

ty

fonction e . L'objet de l'exposé est de donner une caractérisation dés fonctions ¥

telles que e-—t\P soit la transformée de Fourier d'un tel semi—«groupe’de mesures.



Semi-produit intérieur et opérateurs dissipatifs

G. Lumer et R. S. Fhillips ont caractérisés les générateurs infinitésimau;c de semi-
groupes fortement continus de contractions d'un espzce de Banach E & l'aide de semi-
pfodﬁits intérieurs . []] .

Un semi-produit intérieur sur E est une application de‘ EX E dans  C,

(x,y) —> [x , };], vérifiant s

[x, y] est lindaire en X
{[x ’ y]l I ”y
[x, «] =

Supposons l'espace de Banach E muni d'un semi-produit intérieur. Un opérateur
PP P P

A , A) désigne le couple d'un sous-—espace D de E et d'une application lindaire AV

de DA dans E.

Définition 1. Un ogérate@ (DA R A) sur E est dit dissipatif si
Vx E.D;A‘ ’ Re[Ax , x] £0
Comme dans le cas hilbertien.le générateur infini’bésimaly‘d‘un Semi—-grpnp& fortement
cbntinu de contractions est dissipatif,‘ et on a la réeirpoque suivante, qui est une varia.ﬁé

te de résultats démontrés par Lumer et Phillips [1].

Théoreéme 1. Soit (DA‘ y A). un opérateur dissipatif, .de domaine DA' dense tel que

YA>0, (AI- A)'DA est dense dans E.

Alors (DA s A) admet un plus petit prolongement fermé qui est le générateur infini-

tésimal d'un semi-groupe fortement continu de contractions.



Principe du maximum du module Eﬂ.
Soit X un espace localement compact, et CO(X) 1'espace des fonctions conbinues sur

X tendant vers O & 1'infini, muni de la norme - ||£]] = Sup If[.

Définition 2. Un opérateur (DA’ A) sur CO(X) vérifie le principe du meximum du

module si

£ €D, , £(x) = £l =>Re af(x) gO.
Définissons sur CO(X) un semi-produit intérieur de la facon suivante : soit £ une
fonction de CO(X) ’ lfl atteint son maximum en au moins un point de X, nous en choisis—~

sons un que nous notons x et posons

??
[f R g] = f(xg)g?xg5.

Si un opérateur (DA s A) vérifie le principe du meximum du module, il est dissipatif

pour ce semi-produit intérieur.

Semi-groupes de mesures complexes

Soit G un groupe abélien localement compact, T le‘groupe dual, ‘B(F) l‘espdce des
+transformées de Fourier des mesures de variation totale finie sur G. Les fonctions de

B(T') sont caractérisdes par la propriété suivante Eﬂ :

Soit ¢ une fonction continue sur I, pour que P soit la transformée de Fourier

 4'une mesure sur G de variation totale inférieure ou égale & A, il faut et suffit que

pour tout polyndme trigonométrique sur &




n

2(x) =) o lx, )

k=1

on ait
l}; o ()| < Allll -

Théoréme 2. Soit Yy une fonction continue sur I'. Les deux propriédtés suivantes sont

équivalentes

s -t c . A et ih s
a) Pour tout t positif e ¥ est la transformée de Fourier dlune mesure de variation

totale inférieure ou égale & 1

b) Pour tout polyndme trigonométrique sur G

£(x) = f: ck(x ’ X'k)

k=1

tel que £(0) = [j£]] s

Re Z: e 9 (}f’k) > 0.
k=1

Montrons que a) entraine b). Soit £ wun polyndme {rigonométrique

n
€)= 37 o x5 1)
k=1
~tel que £(0) = “f”oo' D'aprés la caractérisation de-s fonctions de B(T)

n n
Yt >0, %Z cke_tw(‘g‘k)l s £(0) =3 )

k=1 k=1
done : |
- DoY)
Yt >0, Regckﬁ-—e ) »0

et en passant & la limite quand + +tend vers O

n

- Re Z ey \9(}"1()‘ > 0.



Montrons que b) entraine a).

Soit G 1le compactifié de Bohr de G, C(G) 1'espace des fonctions continues sur
muni de la norme ”f” = Supfff. Définmissons llopérateur (DA s &) ‘de la fagon suivante 1
DA‘ est l'espace des polyndmes trigonométriques sur G considéré comme sous—espace de

C(G) et si f est un polyndme trigonométrique

posons
) == S ¥ )
Soit £ un polyndme trigonométrique tel que en ng point de G on ait
x ) = il
f(xo) RN

le polynéme trigonométrique g défini par

n
glx) = 2x + %) =T o (R 95”}{)(w<,gk)
k==t ;
vérifie - g(0) = Hgﬂ, et par suite de 1'hypothese faite sur la fonebion Y
n
Be 3 ey s () >

k—?
ctest & dire
Re Af(.%o) £0.
L‘opérdﬁeur (DA'9 A) vérifie le principe du maximum du module, il existe danc:uﬁ

semi produit intérieur sur C(G)  pour lequel (D, , A) est dissipatif. D'autre part le

domaine BA ~est dense. En considérant £(x) = (x , X}, on obtient Re\zy(jj »'0. I en

résulte que pour towt A positif et tout ¥, A+ qs(g) £0, et done que



Yx > 0, ()\I-A)DA=DA.

Ltopérateur (D ) s A) vérifie les hypotheses du théoréme 1 et par suite les opdrateurs Pt

définis sur QA par

PER) = i e o=t ¥z )

k=1

se prolongent, pour positif,~en des contractions sur C(@), ce qui se traduit par,

pour X =0

Yt > 0, Z;ce*tw‘zk)g <iel

k= o0

d'oll le résultat en utilisant la caractérisation des fonctions de B(I').

(}] Lumer G. - 111135 R. S.
D1351pat1ve operators in a Banach spuce. Pacific J. Math., 11, P- 679~698 (1961)

{?} Faraut J.
lenclpe du maximum du module et semi-groupes de mesures. C. R. Acad. Sc. Paris, 267,
série A, p. 257-260, (1968)

[3] Rudin ¥.
Fourier analysis on groups. Interscience publishers, (1962).



. Séminaire d'Analyse Harmonique

Annde 1968-1969

Exposé n° 4

On non~triangular sets in tensor algebras

by S
~ S. V. Drury (Orsay, France)

For an arbitrary regular symmetric algebra R(K) of continuous functions on a compact
hausdorff space K and an arbitrary closed subset E of K we dénote' ‘
1(E) = ¢ 2RE) , ¢ vanishes on. %)
I(E) ={f; fER(K) y £ vanishes on a neighbourhood of E}
It is easy to see that I(E) is a closed meal of R(K) and that I (E) is an ideal in
R(K). The subset E is ‘sa.i.d to be of synthesis if T (E) = I(E) (closure in R(K)) end
E ié said to be a étrong'dybkin set if there éxigts a sequence iun}f;‘ such that = |
u € IO(E).. (n=1, 25 eua) and ?or 'gv*ery £ € I(E) we have kxlxn;t’ —r £ 88 D ——> 00
: fo:f thev noi-m of R(K), Ev'e:"y strong dytkm set is clea;rly ab ’sat of synth.e#ia. Together |
the i’ollqwing conditions impiy that E is a strong dytkin svet H

1) E is of synthesis



2

2) There exist open sets ‘n"n cohtaining E such that )

n+1g' .{l.n for n=1, 2, yo

; 0
and [ £21=:E
n=1

‘ . 00
3) There exists a sequence {unk

n=1 with 1 - un € IO(E) n= t;p 25 ese S&tleylng

‘the two conditions
un(x) =0 for all x K.O,nk
”un”R(K) €1 + €

where {en};i“i is a sequenée decreasing to zero. We observe that these cpn@itiona tend
o bear on the case K metriz%e.blé. Ve also point out that 3) could be ﬁeakenea considera~
bly without affecting the conclusion.

The foilowing are examples cf regular symmetric algebras @

A) All continuous functions C(K) on a compact’metrizable space K

B) Absolutely convergent Fourier series ;&.(G) on & gompact abelian metrizable gr0u§

G+ We denote by G +the dual group of G and by Gd the group G furnished with the -

discrete topology.

) F
- €)The tensor algebra \T(K,s x Kz) = C(K‘ﬁ) e Q(Kz) where K

1755 will always denote

compact metrizable spacesalk theory of this algebra can be found in Varopoulos D]c
In this paper we shall be concerned with the examples B) and C). A closed subset

E of K'& X K2 ‘is said to be non-triangular if for all Aj c Kj such l"that

ca,r&’(f\j) =2 (j =1,2) we have that card(E n (}t.g X Az)) # 3. The set {OG}

‘satisfies conditions 1), 2) and 3) for the algebra A(G) 3 it is the main object of this .
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paper to use this result to show that every non-triangular set satisfies 1), 2) and 3) wit!

respect to a tensor algebra and hence is a strong dytkin set.
if K is a compact hausdorff space we shall-denote by M(K) the space of bounded

complex regular Borel measures om X and by M+(K) the subset of such positive measures.

The reader should observe that s non-triangular subset E of '}),i X D2 the product of

discrete spaces I)1 ,D2 is the union of rectangles Xaxl’a (Xag D‘i . Y.'a G Dz) with

pairwise disjoint sides V(Xa n Xia = Ya n 2;3 =@, a# p)a We now prove the analogous

result for compact metrizable spuces.

Lemme 1. Let E ¢ K‘i x ’Kz be a non-triengular closed subset. Then there exists a

compact metrizable space § and continuous mappings a.j H K."f —— O (i = 1,2) sueh thé.t ’

E= {(x1 ,xz) ;o (xi) - az(xé)},

Proof. We define an equivalence relation ~ on KI3 U K2 (the disjoint union of

K’i and K2) as follows 3

, then X~y if snd only if (x,y)€E.

It xEK,! s YEK

If (x1 ,.xg)él{1 then Xy ™ Xy if and only if either X, =X, or there exists

y€K, such that (:sc1 ,y) and k(x2§y)€Ee

2

I g ,yzéxz then 4 A Y, if and only if sither ¥y = yz * or there exists xéKi‘

such that (x,y,;) and (x,yz) € E.

The relation s~ is clearly reflexive and symmetric. We show that s is transitive.

§
There are essentially 3 cases.
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A)‘ x11,>:2,x361i{1 (identical argument for K2> and X, A X, Xy~ Xqe There exist

¥,sY,K, such that (xdE,y1),(x2,y1),(xz,yz}g(xyyz)GE. 1f y, =y, then x rx,. If
¥y %yz thep (x3,y1)€E since already (xz,y1);(xz,yz),(xB,yz}GE and E is non-trinn-

gular. Hence x, v x_.

1 3

B) yeK,, x, X, €K (or vice~versa) and y ~x

1 x,~ x,. There exists yOEK

177 M 2 2

such that (Jc1 ,yo),(xz,yo)SE.‘ ~Ii’ y=v, the clearly yr\'xxzo If y £ ¥y, then

‘(xz,y)EE since already (xe,:yra),(:hc1 ,;,f),.(x1 ,yo)EEu. Hence ?x2 A Y

€K, {or vice-versa) and x

¢) YK,y X, 5%, EK,

~Ys Yy~ x,. Clearly (xi,y),(xé,y)’t’E.

1 2

Hence x‘i ~ Xzo

Next we show that the ~~ —saturation of any closed subset of K1 U K2 is closed. Let

1

ztj denote the projection of K 1

*® K2 onto Kj for j =1, 2. For LCK, we define

2 (L) r-‘rtz((Lsz) N E) ¢ K,

and o, is defined similariya If L is closed in K, then we observe that 0?1 (L) is

1

Let M be an arbitrary closed subset of K, U K.. Then M = M‘i UM

closed in K 1 2 A

20
where Mj c Kj (i = 1,2) is closed. We observe that
saturation (M) = MU M2UG‘1(M1)UO"2(M2)UO"2 X (MI)UG"‘! o 6'2(}{2)

is closed. Let g s K, UK

1 5 {0 be the canonical projection associated with rv.

Since ~u ,—-saturé:bicn preserves closedness and K“l U Ka is a normal space we see that

the projection g is hausdorff and that Q is a compact metrizable space in the quotient

topology. It is en immediate consequence of the definition of ~ that



5s

=]
|

il

= {(x1 ,x2) ; o (x1) az(xz)}- where oy = g'Kj (i =1,2).

aj(KJ.) (j =1,2), ¢ = 0, U 2, P=Q NQ, then we have

it

If we denote Qj

=
i

(ec1x az)—1(A) where A denotes the diagonal of P x P considered as a subset of
Q1 X Q2.

Now let us explain how a non—triangular set E satisfies the conditions 2) and 3).
finng (@ - is a compact metrizable space it can be embedded in Too the torus of countable

infinite dimension. We consider the mapping p @ Kix Kz — T00 given by

p(x1 ,xz) = a, (x2) - rxz(xz)
where the subtraction takes place relative to 'the group structure of Tm « There exist
A -
open sets Z c "(‘00 such that O € lop ? Z‘nﬂ _Z for n=1, 2, sss and
n Z {0‘ and also functions v € A(T ) such that 1 - v, €I ({O}) n=1, 2, ..),

n=1
} - . ‘-‘ : s i 35 8
vn(x) =0 for all x £ on (n=1,2, «o.) and anﬁ‘& 1+ € where en is & sequence
of positive numbers decreasing to zero. We define & = ?”1» (Zn)‘ (n=1,2, ..) open

sets in K1XK2 satisfying condition 2) with respect to E. We also set u =vo p(EC(KTXKz‘}}

functions taking the value 1 in a neighbourhood of E and vanishing ocutside ,{},n

(n =1, 2, ...). To show that 3) is satisfied it remains to show that the mapping

V et VP
is norm decreasing between the spaces A(’I‘m‘) and V(K‘IXKZ)' Let x € Tm « ¥We observe

that

XoP = (%) @ (Xo2,)
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where Xo%1 and ioaz are funcfions of unit modulus on K1 s sz respectively. Extending

by linearity and contimmity we have the result.

Theorem 1. Every non~triangular set satisfies conditions 2) and 3) of the introduction

with respect to the tensor algebra.
Suppose now that & is a compact abelian group and that K1 s Kz are two disjoint

compact metrizable subsets of G sueh that K‘I U K2 is a kronecker set. It is well known

{Varopoulcs [1_? 4§2) that the restriction algebra A(K1 + Kz) can be identified isome-
trically with V(K1 xxz’) by means of the dual of the multiplication mapping

- .
ot K xK, —K +K,. Let E be a closed subset of K. xK, and let E= o (E) be the

corresponding set in K‘ 4 Kz.
Theorem 2. The set E is non~triangular if and only if g: (K1 + KZ) n(g+ H) for
some g €G and some (discrete) sung"mp‘ H of G. |
Proof. Suppose the latter statement holds. Let X 1%, ¢ K1, Yq9Y, € K2 such that
x, ;é,xg, ¥y #y, end ‘(x_s ,y,i)., (x, ,yz),‘ (xz,y1) € E. Since X, +y,, X, -!}yz, X, + ¥,
belong to E = (K1 +K2) n (g + H) we can write X, + Yy r;g-i-h?, X, %yz m'g+h2,V

X, +yy =g+h, where h;, h,, h, ¢ H. Hence Xy 4y, =g+ (h2+h3-h1) and it follows

that x4y, € (K1 + K2) N (g +H) and that (x2 ’ yz) € E. This shows that E is non-

triangular.

Suppose now that E is non-triangular and that {u 1® is the sequence constructeq

n o=t

in theorem 1. Regarding u as elements of &{K,§ + Kz) we choose extensions 53;; to  A(G
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such that
2 e $ 1425 0 Gl &, "

1

On account of the fact that there exists g € G such that 53(8) = 1 the Fourier coeffi-

cients of ‘:Sn are very well aligned ; we shall perturb the an very slightly so as to
make the alignment perfect. Towards this let @ € A(G) be such that R(D § A(G) <1 + 2¢

and @(0) = 1. We have }:;;(x) =1 and Z [cS(X){ & 1+ 260 Let A(;Q = {m(x)z ~and
‘ X€G ‘ X€G
define 6, = arg@a(x)]. Then

Ix-w] £ 21/2 Z; ;(x)(‘l - €03 ny)t’/z'

Alg) N
xEG -

< 21/2(2;‘ i(x))1/2(§; i(x)(%,«'» cos e«x})v2
A€G : XEG

< 262(1 4 26)1/2

~

Let &)n(x) = $n(x +g) 'and define 7\n by the method indicated above. We can régm‘d z’n

as belongmg to M ([ ] ) with. N;gnHM 1+ 2&: + 25:1/2(1 + 2¢ )1/2 which bound

decreases to 1 as n —3 ®. By the weak compactness of the unit ball of }4([ } ) th&

sequenée : { in}oo

nq Des a veak limit point )\ €M ([Gd] }  such that “AHM & 1. Since
Hco Y “A(G) 81/2(1 + 2en)1/2' tends to zero as n ~ 00 we see that A is also a
weak limit point of the sequence {wn}$1. The Fourier transform N of | X can be

identified with a bounded function on Gi+ We claim that H = {h"; heG , A(h) =1} is

a discrete subgroup of G on account of the implications
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x(h)=1¢m*J[ ~,\<hpx>d§(x)=1¢=@<h,x> =1 A= a.e.

G,] |
But (k) is a limit point of {wn(k)}:;t and hence also of {u (g + k)}z;. Given that
g +k € K.1 +K2 we shall have that g+ k € E if and only if k € H. Hence

E = (K‘S + Kz) n (g + H). This completes the proof.

Corollary. The conditions 2) and 3) characterize non-f‘tria.ngular gsets.

In the remainder of the paper wve discﬁss condition 1) f,hat is flxe synthesis of non-
triangular sets. We demote BM(K,ix K2) = [V{K,;x Kz)]l the dual space of ”&"(}{1 X Kz) wﬁose
elements are called bimeasurcfs.‘ ‘Eor E a closed subset of K‘! X"Kz we define the space
BM(E) of bimeasures supported on E as the anniil.ilator [IO(E)]O of the ideal IO(E).“

The set E has the unit bounded syhthesis property if for every S € BM{E) there exists '

a sequence {P'n}:-):

1, € M(E) I lgy € sl (25 1)
with W, —* S8 for the weak topology o(BM , V). Such a set is evidently a set of synthe-
sis. We aim to show that nnn—-‘triax;gular sets have the unit bounded synthesis property. We
shall ﬁeed the following standard lemma.
Lemma 2. Let L1 be closed in K'ﬁ and E be closéd in L1 x Kz. The two spaces

BML % K (E) and B (E) of bimeasures supported on E defined with reference to
1 2 : 1 2

the two tensor algebras V(L1x Kz) and V(K1X K2) are isometrically identified and the

two corresponding weak topologies on them coincide.
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We start by considering those non-triangular sets for whiol: the projection

o

5t Ky —> 92 is identical. This is the case in which each ordinate {kfb X, (k1 € K,‘)

cuts the set E in at most one point. Such a non-triangular set will be called a graph.
Theorem 3. For every graph E the inclusion M(E) G BM(E) is an isometric identifi-
cation.

Proof. We embed K, into a compact abelian metrizable group G. We denote

2.

I(; = a? (Q1 n Q?.)’ Since E f;AK; X K2 and by lemma 2 it suffices to prove the result

with respect to the algebra V(K1' X G). The set E is given by
- - ]
E = graph(a) = {(ki R a(k1)) 3k, € K1}

where « ¢ K! «—p G is the restriction of a, to K!. We shall need the following

1 1 1
mappings 3 |
T 1 K x G —r K] n(k , g) =k
1K —E i(k) = (&, a(k))
6K XxG—>G o(k,g) = g - a(k)

‘where ~ is taken in the group G. The significance of ¢ is that the dual mapping
o* t A(G) —-—-—-—+V(K1' X G)
is norm decreasing. By extension by linearity and continuity it suffices to check this on .

) A
an arbitrary character 4 € G.

[ox(x)]Gese) = x(g - al)) = x(g)e x o) = Lx.waj (x,g)

For an arbitrary S € BM(E) we have }’t(S) GM(K;)_ and = Xoﬁ(S) € M(E) where M and
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Y are the norm decreasing bidual mappings of n and i.
Xt BM(K] X @) —>M(K]) , 1 & MK!) —> M(E).
It suffices to show that S = p. We observe first that I{(S) = {l(y.) since

xroi = 1K' . Let f € C(K;) and % € G be arbitrary elements. We have
1

(£ ex - (£(x,a) ® 15)]kesa)) = B [i3ila) - x alk)]

£(k). xoa(k).fx(g - alk)) - 1]

[(2(x @)@ 1) *(x~ 1,))] (k, ).

‘Now & = 14 venishes on {OG} a set of synthesis for A(G). Hence we can find func~

“bions @ € A(G) vanishing on a neighbourhood of 0

g and with @ —» x =1, in A(G).

- The funetions o'*(cpn) va.ﬁish on a neighbourhood of E and tend to o *{( %X -~ ‘IG) ixi
| V(K; x G). Hence
<S -y [(2a(g o) @ 1) o (x = 1,))]> =o.
- Also we have
<8 =iy (fuly o) 8 15)> = <R(S = 1), 2.(x )5 =0..
Therefore <8 -U, £ ® X» = 0. Extending by linearity and conbinuity end using the
fact that trigonometric polynomials are uniformly dense in C{G) we see that § = .

v ,
Let X be a compact metrizable space. We shall denote X the space of continuous

v .
mappings of K into T. X .is a group under pointwise multiplication on X and with

the discrete topology. The dual group of & is denoted Kf. There is a natural topolo-

gical embedding lK of K in Kf. A continuous surjection & t K —3» 0 between
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' ¥

compact metrizable spaces K and @ defines a dual mapping a* 1 § — K an injective
. . . f £ £ . . .
group homomorphism and a bidual mapping o« ¢ K —— Q7 a continuous surjective group

homomorphism with the property ocfoiK =1i_ a.

Qo

Lemma 3. Let o ¢ X —» 0 be a continuous surjection between compact metrizable
spaces K and Q. There exists Wi G —+H &8 continuous surjective grbup homomorphism
between compact abelian metrizable groups G and H and embeddings & ¢ Ko G,

e:Q t Q —>H such that K& = era.

¥
Proof. There exists a countable subset B of X which separates the points of K.

To see this we embed X in kToo and project Too onto its coordinate spaces. Let 4

~

v ~ oo
be a similar subset of Q. We define the countable groups H and G +to be the groups

L 4 v

v : ~
generated by A and A UB respectively in K. The inclusions H ¢ Q, G ¢ XK and

- B c@ dualize o cqni;inuous surjective group homomorphisms pQ H Qf e H

Py ¢ Kf 3G end N ¢ G > H respectively such that " Py = pgoaf vhere G and H

are compact abelian meitrizable groups. The continuous mappings EK = pi{ail{ ! K e G

and &, = QoiQ : Q-—-—A—H are embeddings since G and H separate the points of X

Q
and Q respectively. Evidently KoeK = era' This completes the proof.
In the situation of lemma 3 we define A= 3{4 (OH} g closed subgroup of G and
L = K“1 Q) =X+ A a closed subsé’!; of G. When we come to apply lemma 3 we shall regula~

rize on K by the action of A . To compensate for the fact that X is not A-stable

we shall need a well behaved borel mapping f : L — K.
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Since G is compact metrizable we may choose a translation inva.riant‘metric d on
G of tobal distance 1 giving the topology of G
Let I = [0 s 1] be the unit interval and ‘let X be & closed subspace of L x I

such that the coordinate projection X —3 L 1is onto. We define the mapping 6 ¢t L —» I

by
e(e) =inf{t s (8, 1) exj.

We denote
X' = graph(8) = {(9 y 8(B)) 5 € L}
the unique subset of X with the properties ¢
B) (8, t1) € X =71, € I such that (e, t2) €X',

c) (8, t1) y (2, tz) € X =:>'t1 = t,

D) (&, t1) €x, (L, tz) €X%t1st2

Lemma 4. In addition we have

A) X' is a G, (intersection of a sequence of open sets).

6
Préof. The mapping €. is lower_semicontinuous and therefore has a Gé graph. We
leave the detailé to the reader.
Lemma 5. There exists a borel mapping p + L —>K such that :
E) éoa(éj = r(8) Vo€ L.

F) k €K, €L, alk) = n(B) =>a(l ,p()) ¢a(?, k).

Proof. We consider the continuous mapping
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1 LxK ———sLxI

given By I(P, , k) = (e , d(k , B)) and the closed subset ¥ = {(e y k) 3 BEL,
k €K, w@k) = K(Q)j of L XK. VWe set X = x(Y) a closed subset of Lx1I 'and denote
by X' the subsét o.f X in lemma 4. The subset Y' =Y N x--‘l (X*) of L XX has the
following properties

A') Y' s Gy -

B') For all Q€L 3k € X such that (& , k) € I*.

DY) (8, k) €T, (B, k) €T =2d(l, k)< da(®, k).

E') (8 ,k) €Y' =3n(2) = a(k).
Let Py ¢ I e L and Py ' —» K be the continuous mappings defined by the inclu-
sion of Y' into L XK followed by projection on the coorwinwie sraces. On account
of B') p  is onto. On account of A') and Bourbaki (2] b an Mespaci 0L
The projection P, ¢ I e L sétisfies the cond :ions & Borel section their
(Gourpaii Bﬂ), It foliaws theréwexists a borel mapping ﬁ e -+{Y’ wvhich is .n§ecﬁive
and sgniles pLoB = %L. We set p’z pKOB': k ~—§-L a bsrei mapping which’satiﬁfies'ﬁ)[,
on account wf .3!) aanw F) on account of D'). This completes the proof.

Lemma 6. Lev f3 3 L§~—+2K » be borel. Then the bidual mapping

2

v .
(1K1x B) M(K1 X L) —> }1(1{1 X Kz)

is norm decreasing for the bimeasure norme.

Proof. Let W € M(K, x L) with el <1 and 2 ¢ C(R,) with ll2ll <1 be fixed.

BM\
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The mapping
g——r <, £Og>
is nofm kdecreasing and linear form C(L) to €. Hence there exists a measure
v € M(L) with MM &1 such that
(%) , <wy fogy =<3, g> Yg € C(L).
It follows that (*) is true for every bounded borel function g. Let h € C(Kz) with
”h“oo £ 1. Then
[<(1K1 x ) (w), £on >[)-- [< p, zenp>| =]<?, np>] <1
This gives the result.
Let {en}zﬂ be a sequence of positive reals decreasing to zero fixed for the
remainder of the paper. In the situation of ;ema 5 we define
ﬁn ={r ; a(oG y A) “‘% , ,xkeA}
and also Ln =K + U’.‘ ¢ G. We denote by B the Sorel ﬁapping B, * Ln — K‘ obtained
by restricting the p of lemma ’5. On ~acco@£ of F) we see |
at, p,(R)) se,  VeeL .
Lemma 7. Let W, be a sequence of measures with R, € M(Ln), Hp’n”M <1 and
K, R wea.k}y where | € M(K). Then (\gn(}z,n) —> | weakly also.
Proof. Let £ € C(L) with ”f“m\<1 and £ > O. There exists n such that
(i) ](p,—-p,m y£>| ge/2 ¥Ymyn.

| .(ii) ace, , e,) s e, = {:{.’(21) - £ 32)1 < €/2.



For m) n
v - : '
[<w ~p () s 2] =]<n, »2-2p >|¢e/2.
Hence ](;L-—Em(u,m) , f)l & € as required.

Theorem 4. Every non-triangular closed subset E & K“ X K2 (Kj metrizable) has the

unit bounded synthesis property.
Proof. The mappings @yt Kj — Q;} (i =1, 2) aregiven by lemma 1. We apply lemma 3 .
tg the ma,pping‘ a,: Ky —» 0 end define G, g s L, L ,P,pB »U and A with
as . } ‘ '
respect to &%, r‘jin lemmas 3wl+ By lemma 2 it suffices to prove the result with respect to

the tensor algebra V(K,! x G). We define the closed subset E  of X, X G

1

E = {(k s )3 a1(k) = :t(g)}.

For f € V(K x G) and AE€A we define the translate fx by.

£(k, g) =20k, g+2).
%‘Evidently f?« ey £ in ¥ norm as‘ A --+ Of\. For S ¢ EM(K,t X G) "we define the fra.nsia»
.'!:"he ‘Sk by ‘

<8, » f} =<8, 2,5
Since Hf;\nv RY Hf“v we have ”S}\HBM RY HS“BM @d since f); . a§ 4}& —y OA - We see |
that S)\ —>S in o (BM,V) as A - OA. Ve say that S € FSI~’I(K1 X: G) is invariant if
S;\ =§ for all A€ A. Suppose that S is invariant and is éuppor‘{ie& on E. Ve act on‘

8 by the norm decreasing mapping

(1xx) & BM(E, X 6) —» BM(K, X H)
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and observe that

v

supp((1 x 1) (S)) ¢ {(k‘i . cx,ﬁ(k,)) 3 dy € K,‘ , c:1(k1) € QZ}
where the right hand side is a graph in K1 x H. By theorem 3 we have that
Y

(1xx) (s) ¢ M(K, x H) and

I x =Y @)l < sl

M ¥ WM °

Let £ € V(K xG). Then

<SS, £ =<8 ,J‘i’)\ dyu().))
where TZJ\ is the haar measure of A . The function ffx d?lA(l) respects (1 x m) and
cen be vritten

J‘fx ah(x) =F (1x n)

where F € C(K‘x H) by virtue of the fact that (1 x t) is a closed mapping. Hence
i‘ .

<8, e>] = [<(xx1)" (), 3] = Isliylrl, < Isligglel, -

Since V(K.*XG) is dense in C(K1)< G) we see that S is a meé,sure and that

Let Z € BM(E). We aim to synthesize 5:. Let «¢€ [A] "o We choose an extension
x of X £o G with K ¢ E.. We observe that the bimeasure

S = (1K1 e X )j ZA x()«)dxl AO‘) e BM(E‘*) :
is invarient. For all pE A we have
<5, 1y = <, f (1 85,1, 3 XN, () >
=<3, j g O 01 A KB + )27, () >
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]

<3 thT,@Jg):kx(waua»

=<8, £>.
~ We denote Z:(?)_.—_- ‘[ZA?(RMTLA(D for (96 c(Mh). We ‘Vhave that Z{X) is a

measure and “Z(X>“M KY ”Z”BM' Hence for ¢ € A(A) the two inequalities

OIp -
I Pl < ol 1

ISPl < ol g5

hold. Let ¢, be a sequence of functions in A(A ) which are positive, such that

j‘?n( X)dT(A(}\) =1 and with supp((?n) c Un. It is easy to see that

ORI LTV

(10 e e mesire
(iii) i@n) —+ 3 in o (R, V)
(iv) supp(z(%) ) ¢ (& X1 )N E .

) v ¢ :
We define ~7n = (1K1 X @n) (Z( n)) € M(K} X Kz). By lemma 6 we have

1

! 1
() 19,y < 15
and by condition E) on B we see that
supp(¥ ) € E.
n
We aim to show that *?n -—+Z: in (M, :V) and by virtue of (%%} it suffices 'éo check
fhe convergence on an arbitrary atom Py ® Voo Yy € C(K1), sz € C(G) with ;I}?Jiioog 1
(3 =1, 2)s Ve regard ¥, as fixed and let Y, vary. Arguing as in lemma 6 we have

| measures i, {“n}rt:? and {wn§=1 in M(G) bounded"in the measgre‘norm by HZHBM and
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such that
<Z s ‘P1®\P2 > = <P l*"2>
(Pn) '
<2 n) s Y OY, D> =< Ry Py
KU Y@ P, > =<KD 5 Yyd
where supp(uh) ¢L. By virtue of (iii) ft, —> i weakly and evidently w = gn(gh).

We conclude from lemma 7 that (:Jn —> . weakly. Hence

< 209, — <3,y 0p,>.

This completes the proof.

I should like to end by extending my thanks to Dr. V’a,ropouloé for his guide;rece émd
suggesting theorem 3, to Mr. J. D. Stegeman for helpful suggestions, to the Faculié des
Sciences &'Oréay and Unive%si*by of Warwick for their hospitality and to the S.R.C. for

financial support.
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Calcul symbolique dans le centre d'une algbbre de groupe

par Noél Leblane

Introduction

Il existeune analysa‘ha.rmnniquo des groupes non commutatifs qui utilise des méthodes
différehtas de céllea,fencontrégg,'en, analyse harmoniqug ‘dea groupes abéliens ; en perticu=
lier, la théorie de Gelfand n'est pes a.pplicdbio pour ces groupes. On peut toutefois re-
chercher les sous-algébres commutatives d'une algdbre de groupe ; en particulier, le centr
de l'é.lgbbre de groupe d'un groupe G est taujour? une sous-algdbre commtative de
A (G),l et nous nous proposons~de donner ieci un résultat de calcul symbolique pour cette

sous~algdbre,

Références

Nous e#poserons ied sm #'ésultat devant mx;aitra- aux Annales de I*Ingtitut Fourier,.
et nous le .démonﬁmmm dens un vas particulier.
Nous serons amens B wtiliser cex%aiﬁa résultats clasaiques d'analyse ha“:'-moniqud sur

lee groupes compacts non commutatifs. On sn trouve de nombreusss références dans 1a ‘1&%&*

~rature ob notamment
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R. Godement.- Séminaire Bourbaki, 1957.
S. Helgason.~ Differential geometry and symmetric spaces.— Academic Press 1962

L. Loomis.~ An introduction to abstract harmonic analysis.~ Van Nostrand 1953

L. Pontrjagin.- Topological groups.- Princeton 2nd ed. 1946

A. Weil.— L'intégration dans les groupes topologiques et ses applications.- 2me ed.
' Hermann 1953

H. Weyl.~ The classical groups.- Princeton 2nd ed. 1946

Probléme.

Soit G wun groupe compact abélien. On sait que

A
G fini : toute fonction continue opdre dans L’(G)

N

G infini : si F opére dans L1(G), P est analytique dans un voisinage de l'ori-~

gine (Helson et Kahane).

On se propose de voir ce que devient ce résultat pour un groupe G non commutatif.

On note Ll(G), le centre de l'algtbre de groupe de G, et on obtient.

Théordme.— Si G est un groupe de Lie compact semi simple (i. e. dont le centre est

, , A
fini), il existe des fonctions continues n®n'opérant pas dans «Lz(G), mais les fonctions
_— I ;

dérivables un nombre suffisant de fois & 1'origine opere dans LZ(G). ’

| Remargﬁe 1. 8i le centre de G est infini, on est dans le cadre du théoréme de Helson
ot Kahane.

L'hypothdse "G groupe de Lie" est également indispensable, comme on peut s'en
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convaincre en étudiant le groupe [?Gbi}oo t les fonctions qui opdrent danm
A '
Ll{[SO(3)!°?} sont analytiques dens un voisinage de l'origine.

Remarque 2. Le centre de l'algdbre de groupe de G est formé des fonctions £ telles qug,
Veer'(s), |
| -1 | -1

[ ety = | o6 ey

» G G

8i G ‘est un groupe unimodulaire, cette condition s'dcrit

j& gly) [f(y“_jx_) - f(xyf'1 Yoy = o

Alors, txy) = 2{yx) presque partout

4f(xfﬂyx) ‘ presque partout.

]

2(y)
S8i G n'est pas compact, le centre de 1l'algdbre de groupe est en général réduit § ;h
" la fonection nullé; e£'i1'est.donc légitime de supposer G compact.

Démonstration.

On sgit qﬁ‘un groupe de Lie‘semi‘simple péut se décoﬁposer en unpiqéuii de groupeék,
de Lie simple. Cette remarque permqtffa‘&'induirevlé théarbﬁe dés.que‘noﬁ3v1'aurons déﬁeﬁw
_tré pour les grouées de Ldg‘simpleé.;'

Ceux~¢i’sont‘ Su(n+4); Sﬁ(én);ilSo(Zn), So(2n+1) (plnsAﬁ gréﬁpés;exéeptionnels);
’Remargu§‘3. D?apiés‘la rem&réu§ 2; ie:centra de'i?algbbre de groupé‘ﬁ‘un groupe de

nmatrices est formé des fpnctioﬁs quilne'dépendentique des valeurs prcprés‘&es matrices -
4émwis&géeé‘ i§s fogctions dé LE(G)? «oﬁ~ G est l'un des groupes S0(n+1), Sp(2n),

s0(2n), S0(2n+1), ‘déyéﬁdent done de n paramdtres. On dit alors que=;G\'gst de rang n.
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Cas G = SO(3). Nous allons montrer que si £ € L:: (G), 1v'exponentielle de convolution
satisfait
i
o - ol , « 20(llf117{2.+ 1)
L . L
Le calcul est dens ce cas simplifié du fait que les fonctions de L: (¢) ne dépen

dent que d'un paramétre, et le produit de convolution stéerit

sin t (£ » g) a% jjl g | sin x sin y £(x)g(y)dx dy
‘ Y-yl <t <xdy ‘

avee |z| = Are cos (cos z), 1la mesure de Haar se réduisant 3 dp = ?_ s:’mzx dx, et les
), h= ‘

Cgin nx
sin x|

caractdres & mn(x) =1

Nous remarquons alors que, si £ et g ont un support compact disjoint de O ‘et

lell, Nl
‘inf sin x sin y
xEsupp.f
yésupp.g

sin t](2 * g)(t)] <

est borné, et £ x g € Lz(dp,).

Alors, o5 -ire Lz(dp), et 1'égalité de Parseval implique méme, compte tenu

de la formule de Taylor

ot <6 - sl < le s ol

L 2

L
8i done £ est 3 support compact disjoint de 0 et X,

W ol el e el

Nous allons maintenant adapter ce résultat particulier & une fonction quelconque,

Seit £ € I} (d}&) { i1 existe a tel que, si & est £ixé,
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(44 It :
J ]f(x)]sinxdx-&j [£(x)]sin x d&x ¢ ex,
o =

ot N tel que Na gg < (N+1)a
On peut alors éerire
N 2
£(x) = Z: fn(x) avec
supp £ (x) [na , (n#+ )o:] U [_m-— (n+1 ) ,n-— na]

ce qui nous donne

f-&-Z[:exp(lEf)—-axp(i Z:t)]-or(e °}%~6

n=¢

-z:[exp(iz:f)-exp(iZf)—-if *exp(i}_‘__’,f )]

p=1 n=o n=o0
N p-t
+ZZ:1£ *[exp(lz:f)-exp(iz:f)]
p=1 gq=1 n=0 -
it if

0 0
+ e ~8+ie *Z :f.
; ' P
p=1
On pose alors

n=1 n—1

=exp(i Zf ) - exp(i Z:i’ ) - if * exp(i Z:f )
. ifﬁ * [exp(i g; 2) - exp(i g fn)] y

ce qui donne

e - ol ¢ o1+ o7l A"i’:u
A W ES

‘ D’apréé la remarque initiale, fp * fq € Lz(dp.), et‘oz;i obtient d'aprés l'inégalité.

 de Minkowski



Xy

A" X . .
"fp P H ﬁ‘ J Jo lfp(x)fq(y)lmn x sin y dx dy ]x_y]

el bl

7 shhm Vsmqa'

Dtaprds la formule de Taylor

A . if A q~1 A
B (m) = fp(m)(e 1) (m)[exp(i Z‘_j 2 )] (m)
A if :

ot Fpp(m) =(e P=1~it ) (m) Eaxp(i £ )] (m)

n

satisfont 1'inégalité (p=q ou p #q)

IF (m)] € lf (m)f (m)]

et la formule de Parseval implique

HquHLz ¢le, » 1], \F ““ Dalle ;”f,n%,

} L & sin pa \/sin qa

Posons aloré r = Hf“ P et
L

‘Q'Pq = [O ,’ K]n {[pcx - er(q+1)a , (p+1)a + er(q+! )aj

U[R ~ (pH1)a - er(q+t Yoy = pa + er(q«ﬁ )a_:]}

puis F =G +H avec
) 4] it Pq
qu = 0 en dehors de 'Olpq

H = 0
pq sur ‘Q'pq

L'inégalité de Schwarz implique alors



T

!leNL, $ HlelLZ- \/ fam % sinzx ax .

L'intégrale doit &tre évaluée différemment selon que er(q+1) est inférieur ou

sﬁpérieur 2 p. On obtient dans les deux cas

S fe4 33 2
”GPQQ? £ - e'r sin qu sin pa Hrl"iﬂx,?

¢ sl el

L'étude du support de fp * i’q et la formule de Stirling moz_xtre‘nt'en' outre

B l sle ), g ”f H
“‘Alor‘s.v Heif& 8l < ﬂfﬂ + nfﬂz +> 20“1’"7 2 ‘ce qui est le résultat annoncé.
’ ‘ ;L1 < L’ Al ‘ L" est lex ,

| kRemargu‘e#‘.
Pour G = S0(3), 1'algtbre commutative que nous venons d'étudier satisfait

le*f = ol , < o1 + 3.
I1 existe une autre sous algtbre commutative intéressante de Ltf (G) s celle des fonc-
tions ne dépendant que de 1l'angle d'Euler "de mutation" . Dans cette sous algdbre, on
 obtient par un caleul semblable & celui effectud ici‘

i ;
le*f — ol , < crr+ [t
. 1 V

- Pourtant, si on envisage la sous-algdbre L(G) de Ex (G) des fonctions me dépendant

’qu‘ekde € et de la valeur propre «, cette algébre L(G) est encore comutﬁtive s mais

“¢test une algébre d'analyticité. On peut s'en rendre compta en remarquant que L(G)
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contient aussi une sous-algdbre isomorphe & L1 (T), 2 savoir 1l'ensemble des fonctions
de L1 (@) ne dépendant que de la somme @ + Y des autres angles d'Euler

cos a - cos @
1 + cos ©

cos (P +9) =



Séminaire d'Analyse Harmonigue

Annde 68-69 Exposé 1° 6

Méthodes combinatoires en analyse harmonique

par J. D. Stegeman

§ 1. Ensembles d'interpolation

Soient I , I, et I'=T des espaces discrets. Considérons l'algebre tensoriel-

X
17 2 % T

1 2

. A . .
le V=V(I) = C(I‘1) ® C(Fz)'i‘, G(I’l) étant 1'algebre de Banach des fonctions borndes sur

I"i‘ (i =1, 2). Les éléments de V(I') sont les fonctions ¢ : I —C qui peuvent

00
P - ' 1 .
stéerire @ = E—? f:is ® g; avec fi € C(I’1), g, € C(I’z) et E Hfig;m ,fgi,g £ 003
= 1o
mais on peut dire awssi que ce sont les fonctions @ qui s'éerivent Q = E aifi & g

i=1
avec fi H I‘? oy {0,1}, g * I’2 e {O,‘ig, aiEC et ‘"ﬁ: ‘ail < 0. [0:1 le voit en deux
s i —- i — - 1 & . apl

étapes : en écrivant fi f“ + 1fi2 fiB 1fi4 et de méme pour g,y on remplace

, X ks - " .t,

fi e 8; par une somme dg termes a:;jkfij © glk avec les f et g positifs, ensuite en
© ’

écrivant £ = Z 2 k*b {disons que 0 ¢ £ ¢ 1) et de méme pour g, on obtient le but] .
=1

Soit ECT. E est ensemble d'interpolation (pour 1ltalgdbre V) si V(E) = C(E),
clest-i~dire si chaque fonction bornée sur E peut &tre prolongée en une fonction de V(T).
Pour démontrer que E est d'interpolation, il suffit de montrer que les fonctions carac—

téristiques kg (F CE) sont dans V(E). De 1&, en combinant avec les remarques plus
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haut on obtient que E est d'interpolation si et seulement si pour chaque F C€E il
existe un nombre fini de rectangles R‘!’ soay R.N dans T tels que P = (R1 U eee U RN)nE.
Si A ¢TI, onnotera R(A), le rectangle engendré par 'A‘, bl‘ensemble

1, 2).

H

x, 4 x )tzA , ol L T —+ T, est la projection canonique (i

Soient a,b € E. On ditque a »~u b, a et b liéds dans E, si et seulement si
E

Card(R(a,b) n E) » 3.
Une coloration X de E est une application X : E ——-—)«{1, 2, 3, ...; telle que
a ~u b =3X(a) # X(b).

E

Le nombre chromatigqie K(E) de E est le nombre minimal de couleurs ndcessaires

pour colorer B : K(E) = inf{Nf}} coloration X 1 E —p gi, 2y ey }n}} {on prend
inf @ = +00 ).

Théoreme ([2]). ECT est ensemble d'interpolation (jour V) si et seuiement si
K(E) < +oo .

Démonstration. Soit XK(E) =N < +o0. Soit E=E U ... U E\{ une ddécomposition
4

1

chromatique de E (c'est-a-dire Ei =Xu1(i) pour une coloration minimale X de E).

Soeit FCE. F= F1 toees U FN avec Fi =F N Ei, On vérifie facilement que

(R(FT) U.ea U R(FN)) NE=F. Donc E est d'interpolation.
Dans l'autre direction c¢*est plus compliqué. En utilisant le fait que E est

ensemble de Sidon (voir [2]) on peut démontrer (loc. cit.) que E = E1

U wee UE ol

les E.’i {(j =1, +.0, P) sont des sections disjointes, c'est & dire que pour chaque Ej
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1’(’1 ou .?tz est injectif. I1 existe des rectangles Rjk (=1, ¢oey Pp-le=1, 4us, qj),
disjoints pour J fixé, tels que \U R, nE=E_. Gréce & la structure spéciale des

‘ n ok J
E., on cbtient une coloration avec i qg. couleurs si on utilise une couleur différente
- J
POUL Shignie R’k“ Ceci achéve la damonstration.
2 ik

Deémontrons encore le lemme

Lemme. K(E) = sup{K(F)[F C ky Gard F < oo} .

Démonstration. K(E) » K(F), donc il reste & démontrer que si K{¥; & ¥ pour chaque

F fini alors K(E) ¢ N. Or, posons I = {1, coos N} et ,IE = {X P E ey l} avec la
topologie du produit. Pour chaque F CE fini, soit dfi’)F = {X 3 IEI XfF est une colora—

£ 8.

5 f. Aussi see NG
est fermé. Aussi 7 n a - U ... UFP

tion de FL @ £0 et &
7 ¥
' 1 1 1

)

E . , . . .
I” étant compact, il en découle que () o # @, et il est clair qu'un X qui est
. P / :

coloration pour chaque ¥, 1l'est aussi pour E.

§ 2. Bisections

Le paragraphe précédent donne une motivation pour étudier un probléme tout & faii
combinatoire : prendre un ensemble ECT et étudier son nombre chromatique. Le lemme, 1
indique qu'il ne s'agit pas seulement de décider si K(E) est fini ou non, mais, en
particulier pour les E finis, d'obtenir des évaluations plus précises de K(E).

Considérons le cas spécial o E est une bisection [1]. Rappelons que ECT 4est

une bisection s'il existe une décomposition E = E1 U E2 (E} N E2 = ¢) telle que K,
‘ i
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est injectif sur Ei (i =1, 2). Pour chaque aEE1 il existe au plus un élément dans

E

1 2

X notons-le da, tel que Kéa = n& da. On a donc une application d ¢ E, —E_,

définie sur une partie de E1. De méme on a " d 3 E2 — E1 telle que n1b = K1db

chaque fois que b € E

2 et qu'il existe un tel db € E1. Deux points a et b de E

sont lids si et seulement si une {au moins) des relations suivantes est satisfaite -

j{i) 2% = b ; (ii) b = a
(*) 5 |
l(iil) d"a = db, da £ b (iv) a%p = da, db £ a.
Les cas typiques sont resp.
x
x0 o 0xx 0 x
) y Ox s 0 3 o .

(x = é1ément de E, 0 = élément de E, ; a et b sont soulignds).

Disons que & et b sont connectés dans E s'il existe m» 0 et n > O
tels que d"a = @b. C'est une relation d'équivalence et il suit de (x) qu'on peut colore
les classes d'équivalence de E indépendamment. Supposons alors désormais ﬁue la bisec—
tion E soit connexe (tous ses points connectés).

ia A : . . . N n
Soit ¢ € E tel que pour un N > 0 (nécessairement pair) ona dc=c¢, dc #e¢c
. . ~ : 2 N i

(1¢n <N). On dit alors que ¢ est cyclique d'ordre N. S = {dc, d7cy; »eey dc = cy=

{01, Chy ooy CN} est l'ensemble de tous les éléments cycliques de E. Car soit

aﬁbz b pourun b € E. On a aussi d™ = d% (certains m et n; E est connexe}, '

alors b = alp = go-m, o oo
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2.
On dit que la bisection connexe E est cyclique d'ordre N si elle contient un

cycle 5 avec N ¢léments, sinon E est acvclique. L'arbre Tn est l'ensemble des

éléments b € ENS qui "entrent dans S & la place cn", c'est—é~dipe pour lesquels
il existe h = h(b) (la hauteur de b) tel que dhb =C_, &1y £ S. L'indice n de
1'arbre Tn est déterminé modulo N.
Si E (connexe) est acyclique on définit une coloration X : E —> {1, ?, 3} en
prenant afE quelconque et en définissant X(b) = (n - m)mod 3 si A" = a". X
est bien défini (soit aussi a@ b =d" a, alors d" " a = F = d™™ o done
m+n' =n+m' car E est acyclique). Les relations (x) montrent que X est une colo-
ration. La méme méthode s'applique encore si E est cyclique avec ordre N = 0{6). Si
au contraire N = 2(6) ou N = 4(6) ca ne va. plus, mais il est eclair qulavec quatre‘
couleurs {1, 2, 3, 4} on peut le faire facilement. Donc K(E) & 4 si E est une bisec—
~tiom. I1 fauf &tre plus précis pour démontrer qu'il existe des bisections avec nombre
chromatique 4 :
Théordme. Soit E une bisection conmexe cyclique avec ordre XN # 0(6) telle que
aucun arbre est vide et qu'il existe deux arbresyavec distance impaire (Tn et Tm, N~
impair) qui possddent un élément d'hauteur 2 et deux éléments d'hauteur 1. Alors

K(E) = 4.

Démonstration. Supposons que X 3 E — {1, 2, 3} est une coloration. Il existe

un mk tel que X(cm) = X(cm+1> (s = {6n§ est le cycle de E). Sinon on aurait pour

S une coloration comme 1, 2, 3, 1, 2, 3, 15 ««., mais ca ne se ferme pas si N A& 0(6).
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Hi

Alors on peut supposér que X(c~1) = X(ca) =1, X(CB) = 2. Soit b € Tn avec

i

(b ) = 1. X(b,) # X(e,) = 1. 81 X(bj) 2 alors X(b) =3 (car X(b,) £X(c,) et

# X{bE))’ et de méme 1(04) = 3, X(b‘j) = X(vcs} =1, etecs Toujours on aurait

X(cn} # X(cn_ﬂ),' mais on a déja X(e, . . ) = X{e

- } = 1. Done X(bB) = 3. Il en découle

N+2
que X(b4) = X(c4) = X(c})j = 2., En continuant on trouve que toujours X(me) = X(cgm) =
X(CZm-T) # X(CZm-Z) et que X(bzmq) # X(czmi), X(b2:n~1). # X(c2m-—2) done X(b?.m-d)
est la troisidme couleur. Prenons maintenant ll'arbre spécial avee indice impair, disons

Tn' Pour 1'élément &, avec hauteur 2 il n'y a plus de couleur, parce que bx;, cn et

nen’ 08 i s LI e ), 1
e 4 occupent les brois couleurs (bn € Tn, h(bn) 1, dnn # bn) . Done X ntest pas

une coloration et le théoréme est démontré.

Le théoxwitme nous permet de construire des ensembles avec nombre chromatique 4, par

exenple 3
X
X X X X X
X x X X
X X X
x X
X XX X
X X X A
XX X
X X X
X X X X
X X



§ 3. Les ensembles de-type By

On peut démontrer ;([1], § 8) qu'un ensemble E C I' est une bisection si et sculement

si poux.chague ‘A;1“-c‘r1-’ §2C'I‘2, ‘AT, Az‘ finis, on a

Card(.&1 X AZ NE) « Card A, + Card 112
et qu'il est acyeliique si 1'inégalité est toujours stricte (sauf s% A? = 132 = @#). Clest
une définition plus naturelle que celle du §2, qui se préte aussi & des géndralisations.
En effet, disons que B LT est un ensemble de type BM’ et éerivons E ¢ BM’ si E
satisfait &

(%) ﬁé‘? Card(4, x A, NE) = Card A, + Card 8, + M.
i 1

¢ <Caxrd A»i < @

it

Si M & -2, BM est vide {prendre Card A‘-‘i = Card 132 =1). B . est la classe des.

bisections acycliques, Bo la classe des bisections cycliques. On peut démontrer que si
E € B, alors K(E) ¢ 4 +M, de sorte que tous les ensombles de type B,, (M <m)

M M
sont &'interpolation. La question se pose d'évaluer la fonction
K(M) = sup {K(E)l E € BM}.
On peut démontrer que K(1) =4 et K(2) =5. La démonstration du théordme de §2
est une indication que ce probleme sera peut €tre assez difficile pour }i‘ grand.
Dtautre pzfr‘b, liensemble E = I‘1 XZcl (zg¢ I‘z) satisfait &

K(E) = Card 2,

Car&(&§ ) 4 ﬁz NE)

Card A 1 + Card A 5 = Card 2,

sup
AcCl,

i T4
Ai-finis
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ce qui démontre en particulier que pour chacue M il existe E ¢ BM avec KE) = 2.

Donnons enfin un exemple d'un ensemble E C Z X Z ("1l'ensemble des sept") qui se

décompose en deux sections, E = E1 Y E2 telles que 7('1 est injectif sur E, et sur

E2 (mais E n'est pas une bisection), et dont le nombre chromatique est +o .

En effet, soit 1‘1 =2 XZ et I’2 =Z ol 2 = {-1, -2, )‘, naturellement

', I, 2. Posons pour k » 1

k . i
5 = =G0 305 05 3> kg,

R (& SN SR I I k.

k k k :
Chaque E( ) = E1( }U Eé ) forme un sept, et X, est injectif sur les

1
E, = U Eik), i=1, 2.
k1

Supposons que K(E) =N <+ et soit X : E — {1, ey N} une coloration de E.
Alors il exisbe un scus-ensemble infini monochrome F§1) C E(T). Il est maintenant facile

& voir qﬁ*orl peut extraire un sous—ensemble F de E tel que F?) C ¥, que

E' =F \ E(” est isomorphe & E (dans un sens immédiat) et que chaque point de E!

(1)

e Donc nécessairement Card(){m1 (B')) § N =1, et cela

est 1ié avec un point de F

implique que K(E) =K(E') ¢ N ~ 1. Il résulte de cette contradiction que X(E) = +co. |
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Exposé n® 7

Ensembles dfanalyticité dans les Algebres Tensorielles

par D.L, Salinger

Soient G un groupe abélien compaot et A(G) 17algdbre de Banach des séries
de Fourier absolument convergentes sur G , Pour un sous—ensemble fermé E de G
. notons I(®m) 1‘idéa1 fermé des fonctions de A(G) s’annulant sur E et notons
A(E) = A(G)/I(E) 1'algébre des restrictions 3 E des fonctions de ‘A(G);

‘Soit R une algdbre de Banach commutative,bréguliére de fonctions & valeurs
-complexes 3 spectre compact. Une fonction ¢ ¢ [~1,1] > ¢ opére sur R quand
gof € R pour ohaqu§ fonction f'€ R prenant ses valeurs dans [—?,?]. Nous dison

que geules les fonctions analytiques operent sur R si chaque fonction ¢ qui

opere sur R est prolongeable en fonction analytigue dans un veisinage de [—1,1];
Seules les fonctions analytiques opdrent sur A(G),

Soit B wn sous~ensemble fermé de G , E sera dite d'analyticité ei seules

les fonctions analytiques opdgrent sur A(E). J.P., Kahane et Y, Katznelson [2] ont
donné une condition pour qu'un sous-ensemble fermé B de ¢ soit dlanalyticité s

s*il existe une constante réelle « 5 0 telle que pour tout réel positif r il



existe une fonction T 3 valeurs réelles appartenantié  A(E) satisfaisant é
ell gy < =
et
el > o
alors B est d'analyticité,

En utilisant ce critdre,Y. Katznelson et P. Malliavin ont donné des conditions
arithmétiques pour que E ‘soit,a’analyticité [3]. I1s ont aussi fait [4] ﬁne vé:i-
fication statistique, pour une certaine classe d'ensemﬁles, de la conjecture de 1la
dichotomie (tout sous-ensemble fermé d'un groupe compacf est soit de Helson soit
d'analyticité).

Nqus donnons ici des résultats analogues dans le cadre des algebres tensoriel-
les, Soient X,Y deux compacts, Notons, comme d'habitude, V(X§<Y) 1'algebre dé
.Banach E(X)<§>®(Y)ﬂ” Pour un souéfensemble fermé E de >X><f notons I(E)
1'idéal fermé de fonctions Ae v(X>(Y)v sfannulant sur E et notons
V(E) = V(X><Y)/I(Ej 1‘a1gébre‘des restrictions 4 R deé fonctions de - V(X>¥Y)a
Seules les fbnctions anélytiqués opéreﬁt sur. V(XS&Y);‘ Uniéoﬁs—enéemble fermé E.

de XXY sera dit dlanalyticité si seules les fonctions analytiques opeérent sur

v(®).
Remarquons que le critére de Kahane et Katznelson s'applique dans ce cas : il

suffit de trouver unkgfoupe compact G ‘et une applicétion biunivoque continue
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¥ : XUY - ¢ telle que ¥(XuY) soit un Kronecker, Alovrs il y a une applica—
tion biunivoque ¢ ¢ XXY -~ X+Y telle que é : A(X-&y);%fV(X><Y) soit une iso-
métrie ([8], 8§4).

Nous considérerons une certaine classe de sous—ensembles de X XY ., Appelons

S wum carré dl'ordre n si S est de la forme S = anYn el Xn et Yn sont

des sous—ensembles de X et Y respectivement, avec card Xn = card Yn =0,

Wous disons qu'une partie fermée E de X xY contient des carrés arbitrairement
grands si E contient un carré dtordre n pour tout entier positif =n ,
Proposition : Soient X,Y deux compacts et E un sous-ensemble fermé de X XY

contenant des carrés arbitrairement grands, Alors E = est d'analyticité,

Démonstration : I' désignera le tore. On sait [1] qu'il existe une constante o« > O
telle que pour un réel positif quelconque r il existe une fonction £ € A(T) &
valeurs réelles satisfaisant 3
o |
lell, <=
et
1)), > & .
Pour un entier positif’ quelcongue n soit Z(n) 1le groupe des récines
n~iemes de 1l*unité plongé dans T . Notons . la restriction de £ & 72(n).

Alors f € A(z(n)) et

[E Alz(n)) € el a(r) <T -
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En uvtilisant la régularisation de Herz (cfi. par exemple [6]) on peut montrer qu'il
existe un entier positif n = n(r) tel que
1551, > o
Utilisons maintenant 1fapplication M : A(Z(n)) - v(z(n) xz(n)) = V(Sn) donnée par
(Me)(x,y) = elx+y)
pour tout g € A(Z’(n)) tout x,y € Z{n)., Cette application est une isoméitrie,
done h = Mf € x?(sn) vérifie
[l < x
et
”eihn” . sy 0T
hﬁ étant une fonction & valeurs réelles, nous pouvons trouver une fqnction
h € V(B) & valeurs réelles satisfaisant aux deux inégalités au-dessus ; donc R
est dtanalyticité,
Nous bbtiendron_s une amélioration apparente de ce résultat & l'aide des teéhm
niques combinatoires,.
Théorsme ¢ Soient X,Y deux compacts, B un sous-;ensemble fermé de X XY , Sup-

posons qutil existe une suite {8 } de carrés dans X xY telle que. s, soit

n’n=%
dfordre n et gue pour un nombre infini de carrés,

card(Snn E) > n2"En

ol g, ~ 0 quand n —e, Alors B. est dtanalyticité,
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Démonstration ¢ Le théordme découle de la proposition précédente et du lemme

suivant,
ég@gg}(cfc par exemple [5]) v Soit E un sous-ensemble du produit XxY de deux
ensembles infinis, Supposons qu'il existe une suite {Sn}ﬁz; de carrés dans XXxY
telle que Sn soit d'ordre n et que pour un nombre infini de carrés

card(sn{\E) > n2"En
ou e, 0 quand n -, Alors E contient des carrés arbitrairement grands,

Démonstration : On peut supposer que pour tout =n

card(Snn E) > nz—en '

en . .
et que n ™ soit un entier,

Soit Sn = Xn><Yn . Nous considérerons Sn comme matrice, alors rang‘(res—
pectivement cdlonne) de Sn noters un ensemble de la forme Xn><y (respectivemeﬂt
X)(Yh) oh ¥ €T, (respectivement x € Xn). Soit T > 1 wun entier positif et

. £
supposons que 1, est un entier tel que rn B <n pour n > n . Pour un tel =n
» £
nous choisissons un sous—ensemble 3 c::Sn composé de rn % rangs de Sn tel que
<3ard(SﬂE)>,rno

(1)

Notons S 1*ensemble des colonnes de § qui contiennent au moins r points de

E . Posons S<2) = S\S(T) N

Soit s 1le nombre de colonnes de S(t) , alors

cara(s2)nm) ¢ (nms) (1) ,

donc, en posant rn * =t



st + (n-8)(r-1) 3 card(s nE)
> I

alors
st yn .

Dans chaque colonne de S8, =r points. peuvent &tre rangés de Tc facons,

(1)

Alors si 8 contient plus.de (r—?)r0£7 colonnes clest—a-dire si

s> ’(r-t)rct .

nous obtenons un carré d'ordre r dans. S(1)n[E . Mais

-

(r—?)rCt_ %

"N

r re
r’ o &n

It

et s ninen/r .

N\

Done quand n est suffisamment grand, Snj\Ez contient un Carréld‘ordre"r .

‘Nous ne savons pas si le lemme ci~-desgsus ést le meilleur possible, Dans le
sens contraire T, Kovari, V.T, Sos et P, Turan [5] ont construit un ensemble R
ne contenant pas de carrés dlordre 2 mais tel qu'il existe une suite {Sp}p premisr
de carrés avec Sp dtordre p2 et

card(San) - .

Par des techniques tout & fait différentes (c'est-b~dire suivant les méthodes
de Katznelson et Malliavin [3], [4]) on peut montrer le théordme suivant.
Théoréme [7}>: Soient X,Y deux compacts¢ E un sous—ensemble fexrmé de XY .

. . =<3
Soit {Sn}

ney U0e suite de carrés de X XY avec Sn d'ordre n . Notons én



la mesure de Dirac en un point x € XXY et notons An = {6 }

nxes  * Soit en
)

. Soit%

une mesure aléatoire équidistribuée dans An une suite dlentiers

{pn}ﬁ:;

pogitifs et posons
b

3 n
En = ? Z: an
7 n j=1 D
oo
ol les 6 . sont des copies de 6  telles que {e .%.n, est un ensemble indé-
nj n nj’ j=t n=1 :
pendant, Posons B = supp &_ .
n 43 e
- o
Alors si np, - - 0 quand n —~o , ltensemble H = U En est presque slre-
. Tis=

ment dlanalyticité,
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Exposé n° 8

Semi-~groupes de mesures

par J. Faraut

G groupe abélien localement compact
' groupe dual
B(I‘) espace des transformées de Fourier des mesures bornées sur G.

Les fonctions de B(I') sont caractérisées par la propriété suivante

Théordme. Soit ¢ une fonction continue sur T’ , pour gque (i) = Fp, n}ﬂ,ﬂ <S4, il fout

et suffit gue pour tout polyndme trigonométricue sur G

n

fx) = Z: ck(x ’ Xk)

k=1
on ait
157 e 9 (o) < Allell
k=1

(Rudin, Fourier analysis on groups, P. 32).

Propogition 1. Soit 1!) une fonction continue sur T telle gue pour tout t> 0

il Q"u,t, ”}L_tﬂ & 1, alors pour tout polynbme trigonométrique sur G

n

€09 = o lx 0 Yy telawe £00) = e,

I8
lw
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n

Re ) | o P (3~k) Yy 0.

k=1

En effet d'aprés le thdordme précédent

n n
Yt > 0, ‘E cke‘ﬁq’ (X'k)[ g £(0) = }: e
k=1 k=1
done
n .
¥t> 0, Re ) ck(’i - e"”'(ﬁ:)) > 0
k=1

et en passant & la limite guand t +tend vers O

n

Re e, (Y. ) > O
gk‘l’fk’

Proposition 2. Supposons G compact, soit ‘1§} une fonction définie sur I telle gue

pour tout polyndme trigonométricue sur G

£(x) = zj?;ckw s V) telaue £(0) = [lel]
e
on ail
Re E c ¥ (X’k) > 0

=1
~t

alors, pour tout t > 0, e | . Eﬂ’«tg Hu‘t“ £ 1.

Soit G(G) 1'espace des fonctions continues sur G. Pour tout polyndme trigonométrique

sur @G
n
£{x) =3 @k(x s g’k)
k=1
p@séns

n

Atlx) = k2_1 R LIRICER
Cecli définit un opérateur (DA s A) en général non borné de domaine dense dans Cc(G) (1'espa—
ce des polyndme trigonométriques). Soit f wun polyndme trigonométrigue doﬁ‘b le module est

maximum en x j eb f(xo) > 05 la fonction g définie par g(x) = f(x + xo) vérifie



3.

g(0) = Jlef

e8]
n

ORDINLUC AR RN W

k=1

done, d'aprés l'hypothése faite sur la fonction W

Re ; o (= y @) >0

clest & dire

Re Af(xo) % 0e
L'opérateur (DA 9 A) vérifie le principe du maximum du modules En considérant f£(x) = (x, X*),

cn obtient ReW {}f} » 0. Pour tout =z » 0, (zI+A)DA = DAQ I1 en résulte que les opérateurs

P définis par

v

Ptf(x) = i ey e—ﬁ‘pq]&) (x4 Tk)

k=1

se prolongent en des contractions sur C(G).
(Co Ro Acads Sco Paris, te 267, 1968, pe 257, Proposition 2).

Ce qui se traduit par

Wt 0, [g ¢ S ¢ el -

Dol le résulbat en utilisant le théordmes

Proposition 3. Soit Y une fonection continue sur R telle gue pour tout polyndme trigo—

nométrigue
. n iO(kX .
#(x) =§ Sce -, vérifiant £(0) = [z
k=1 ®
on ait

n .

Re } ckty(ak)z, 0

alors, pour tout +> O, eutw = 8;!1-_{_’9 !ui)vtl'! £t
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Soit £ un polyndme trigonométrique

il existe Ekf p;j (j =14 aeey P) tels que
1Y

G =2 Bxj Bj

3=
les nombres’ pj sont des réels indépendants sur Q, et les nombres Ekj des entiers

relatifs, Considérons le polyndme trigonométricue g sur g

( - n i(Ek1y1+“a+ Ekpyp)
glygs eees v) = 1;} c e

on a

f(x) = g(’31x, coey ppx).

Posons

Ig(g}, asoy )”P) = 1}7(431‘{1 Faaok ppyp).

Ceci définit une fonction sur 2°. Soit h un polyndme trigonométrique sur P

(g Ty e ooty V)

k191 k

h(X) — E ;ak ook e PP (k = (k1,aq"’kp))p
: k 12 P

Supposons g(0) = Hg“m et posons
hY(X) = h(P1X, ‘#ﬁ’ ppx)

alors h'(0) = ]]h’ﬂm et par suite de 1*hypothdse faite sur 1%

Re ; 31:1,”1:2\1](&1(51 teontfi B) 2 0
ctest & dire |

Bo ) S oy e, $heqreeeolip) ¥ O

k 1 2

La fonction Y vérifie donc les hypotheses de la proposition 2, et pour tout polyndme trigo—

‘nométrique sur P

1(3’ y‘,-+»n»:+x— y)

— k171 k

hx) =2 Sm ek © i
k 172 71



-t ¥, ,“a,}fkp) .

i

(e ¢

. e
; aki“akz

en particulier pour le polyndme gy et comme

W(€k19"‘°’°3‘ gkp) = W(gka‘ (31 +"""”°*Ekp {51}) = \E(ak)
n —t Play )

e 5 ¢l

D¥autre part; les nombres ﬁj étant indépendants, ltapplication de R dans P

X — (§1X9réahg ppx)

a une image dense dans pr done ﬁfﬁm = Hgnm et

n P ()
BTTRPI
k=1

d%ol le résuliat en utilisant le théoréme.

Remarque : La démonstration de la proposition 3 se généralise sans difficulté au cas

@ =Rmo

Proposition 4. Supposons & compacty; ou G = R"s Soit Yy une fpnc‘biozi continue sur T,

les deux propriétés suivantes sont dquivalentes

L . oty ]t
a) Pour tout t+ xréely e appartient & B(I) ot [e | e s w0

b) Pour tout polyndme trigonométrique

£(x) =Y ck(x v ) Yérifiant £(0) = L{fﬂoo
k=1 ‘
on e
!Re g ck\p(xk)l £ v£(0)»

Cette proposition est un corollaire direct des pfopositions 2 et 3.
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Exposé n® 9

Dérivabilité de la fonction de Riemann en certains points

par Hervé Queffélec

d'aprés Joseph Gerver

, ‘ ‘ o . . 2
I, Introduction. Soit f£(x) =) 51_1_1_%}_)1)_
1 n

s Riemann avait conjecturé que cette fonction
était partout non dériva,ble, et Hardy avait partiellement confirmé cette conj e;ture, en
montrant par exemple que f nfétait pas dérivable aux points de la forme En, oh g était
irrationnel ; mais Gerver a montré que £ é&tait dérivable en certains points, notamment au

point n. Cfest ce quion va montrer.

II. Dérivabilité de £ au point J: On va montrer que f£°(X) = - %ok I1 revient au méme
L2
de montrer que E s:LnLn (}2( +Tt)] est dérivable en zéro, avec pour dérivée - 150 Or,
1 n '
@ sin[:nz(x +7E)3 N © ( 1An2 sin(nzx) ___ i sin(2k+2)2x @ sin(2k+1)2x
2 e I I ey D M ey
n 1 n =0 (2k+2) “k=o  (2k+1)

Tout revient & montrer que

00 ol 2 2
sin(2k+1)"x  sin(2k+2)x

> ( - )

k=0 (241 )2 (2k+2) 2

g(x) = a pour dérivée & droite + 1 au point O.

2

On vtilisera les notations suivantes ¢ n est un entier variable, qui tend vers +o0. On

1
N 5 s car on raisonners la plupart du

.2
prend 0 ¢ x ¢ —=. On pose, pour iX 1, s(i) = sin(i®x)
. n "’“—“—‘l

temps & x fixé. On a donc & considérer :
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gj [s(2m4+1) - s(2m+2)].

k=0

On divise cette expression en 3 parties 3

a~1 b1 00 ‘

E E § ;9 ol a et b sont les entiers déterminés par
k=o k=g k=b

8 - 1 < _,L..

fa
nVx

1

On montre que

a1 .
| A L
1} é:“‘g" = Of E)

b1

) = = =
2) ). = 3+0()
‘ k=a,

o0

\ — /X
3) Y = o).

k=b

1) Valeurs de k inférieures ou égales & a~1 3

k & aml =3 242  2a A4 = (2k+2)2x < lg £ 7-%9 dds que n » 4» A fortiori,
nyx n
{Zk*’!}zx £ §9 si n » 3.

St 0<i<jgat, ona 8(i) ) S8(j); car S(i) = 8(j), comme fonction de x,
est nulle en O, et a & droite de 0 une dérivée cosi x = cos j x positive, la fonction

cogsinus décroissant sur [O 9 % » Done,

a1 a~1 a~1 ~
57 [8(am#1) - s(22)]| = 5 [S(241) - s(242)] ¢ T [S(2k41) - 5(2643)]
k=c k=o k=0

sin(2a + 1)2x
(22 + 1)2

= 8(1) - 8(2a+1) = sin x -

2 63 .4
sin{2a+1 ) x < }(2&“3’1) X <%_ a4x3

£ x = N
N W
(2a+1)2 6(2a,+1)2 '




3.

4

37 16 3 Xy _ X
€ T gz =005 =0
nx n

3

(on a utilisé u ~ sin u g‘%?, pour u > 0)a

2) Valeurs de k comprises entre a et b-1 : il nous faut d'abord un lemme

lemme 1 ¢ [S(i) - 28(i + 1) + S(i + 2)] <4x2 +6—’2c +34 .
i i
On utilise la majoration classique |S(i) - 28(i +1) + 8(i + 2)|¢ max  [sS"(+)],
igtgi+2
51n(t2x)
ol 8(t) = 55 X étant considéré comme un parametres Il suffit de calculer S"(t)
+
2 L o.,2
S”(t) = m4xzsin(“t2x) - 6% cos(; X) + 6 Sln‘(‘t X)o Et on majore Isinusl et Icosinusl par
t t

Soit maintenant c¢ 1'entier déterminé par c -1 ( —1— < cs. Nous avons
b4

S(2k+1) - S(2k+2) - %(S(2k+1) - 8(2k+3)) = 32-|:s(2k+1) - S(2x+2) + s(zk+3)]

= [S(Zk*ﬂ) - S(2x+2) - %(S(2k+1) - S(2k+3))l<§ 2x2 + 2% +-319 On va sommer ces inéga—
k k
lités de a & b-1, en passant par ce
(I1 est évident que a << ¢ < b). Ecrivons symboliquement ] ! pour
1 ¢ » 2 3k . 3
{s(2x41) — s(242) ~ 5(S(2:41) - S(2k+3))|» Nous avons ) || | gc(2x® + S+ Le
k=g a a
4 x2 4 4 1 1
gsecond membre est de llordre de n — = VX xe Ory n Vx <’Ey puisque 0 < x ¢ 70°
X n
=1 , «
Donc - ¢ E! [ = O<E)
k=g
Ll 2 3x 3 2
——ql I g’b(Zx + = + —Z>o Le second membre est de l'ordre de bx , c'est a dire
k=c c c
précisément de gu
b=1 < b1 1 x
Done, Y of | =0(), et [y j[s(2k#1) - s(&k+2) - 5(8(2:H1) ~ 8(243)]] | = 0(%).

k=a =a
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Ou encore 3

b=l
— ) \ 1 x
- Yy 3 - = 0(Z
, ﬂ_s(zm = sumz,] 2(S(2a+‘i) S(2b+1)) o(n),.
k=g
Or,
is<2b+1>ﬂ < ;%_ < nZXZ - O(%)o Et IS(2a+1) - X! - O(;)%) = 0(%)5, comme on lta vu dans

1'étude des valeurs de k inférieures ou égales & a=1. Dfol 3

b1
T [slas1) - si2x+2]] = 523 + O(E)o

k=a

3) Valeurs de k supérieures ou égales & b : alors que le groupement S(2k+1) - 8(2k+2)

était 1'essentiel dans le 2), puisqu'il a permis de faire apparaitre la valeur % de la déri-

vée de g, avec l'apparition de %9 il ne sert plus a rien dans cette partie. On va montrer
en fait gque 3

) 00
ﬁ{% S(Zkﬂ)ﬂ = O(%) et t S(2k+2)l = o(§)° Les calculs étant paralldles,
k= ]

=

on fera seulement la démonstration pour EE S(2k+1)!o On utilisera le lemme suivant de
kyb

van der Corput (Zygmund, Trigonometrie Series, tome 1, page 198).
Lemme 2 ¢ si f  est réelleydeux fois continfiment dérivable sur E@g s p], si
% p> 0 sur E@a 5 @]9 oo a EE " ezr&mf(k)! < EE‘“(B) - f”(cz}#—é} (A + -i)y ol A est
' a<kgp @

une constante universelle, qui ne dépend pas de la fonction £

Oo appliique ie lemms 2 avec

2
AL
f(k) =2 le—"m? e b (k) = %{ = P = gonstante.
. 2
2iw £k} i(2k+1)"x . . 8 -
g ZL;EBE S s | };{Be ) !<l2+?(pm&)j(A*4@)o
Xk < ke

On divise les entiers supérieurs ou égaux & b en blocs successifs R de j éléments
u
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econsdeutifs, j étant 1tentier ¢ J = [P—-] 4+ 1. Ainsi :
Vx
R1 :gb 9b+19 s eg b+j—1\} ., Rzz{b"'j, sowg b+2j—1}, »o 0

On va montrer que

! E : S(2k+1)! £C —J—-, oli. C est une constante universelle, et ol +
N 22
K¢ Ru nt

désigne le plus pebit élément de- Rus Ru = {t, t+ly weny t+j-1ta Posons

J

b

: \2 N 2
U = el(2t+1) X _ e1(2k+1)

K -1 <k <t
v 2 . 2 ) 2
i(2t41)7x | 1(2643)"x RACIS DR

4] = e ,
=1 <k gt

1

-

. 2 . PR . 2
U’f%j = e1(2t+‘ﬂ) X oot e1(2t+2;]—1) * = el(ZkM) *. Nous avons :

t=1 <k Lt+j~1

+ ) Fsoed

E S(Z]&+°i) = Im

g 1(2’w1)2x ei(2t+3)2x ei(2t+23"-‘t)2x }
KR E (2t+1 (2t+3)

(2t+2j~1 )2

U, U -U v, -0,
S(2c1) = T g aa I S o o e o

{2t41) \2 { 2t+3)2 | (2t42j-1 )2

-
kER
k3 4

Pour 0§@,§jm19 on a 8§

, 2 r ~
gm%@g =| 3 _el(m‘”} g §3+ -8-_3-‘(,4-12!(‘1&. + 2@

-1 <k gt+l
<2+ 8X5’)(;:. + z\/_’f)

Or, ix <1, donc le second membre est de ltordre de grandeur de —j—. On peut donc écrire
X

(wtilisant |Im z| ¢ |z]) s

szsmkmm%{‘ S S, }

KR (2641 )2 (2t42j~1 )2 (2t+2j-1 )2
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c \ .
£ 5=y Ou C est une constante universelle. Or,

+°Vx

%-—m \{s%-iy par choix de js D%ol : IE ;S(2k+1)| < 02‘]215 Clest ce qu'on voulait montrer.
+Yx % KER_ n“t

Ory, t3 Db }iy donec t ») jy donc t+j g 2ty done

2 2 1 4 40 — 1 .
(t45)% ¢ 4t =L -t o s [T s(@)| ¢ ST S Dol :
) 27 (145)2 kZGR: n? ReR k2
ﬂyﬂ, S(Zk%-‘ﬁ)ﬂ 42 E -1;5 8¢ % < 8(2} = 02 ) Méme estimation pour IE S(2k+2) l»
kb n° kyb k n _ kYb
Done 3 15 [B(2k#1) = s(2s42)]| = 0= =)
Kb

On a done montré qu'il existe une constante universelle D telle que

5 X X 1
Hg(xjmﬁﬁ\(])iy pour 0 € x € —= 10

Il est alors immédiat que g*'(0) existe et vaut ]és

IIXs Généralisations. On a montré le théoreme suivant

Thé'br?eme 1,

L I o 2 . 2
N [%1:1(21&1; z . s1n(2k+2:)2 x] est dérivable en 0, avec pour dérivée
k=0 {2k+1) (2x+2)

B =

On peut facilement, en adaptant point par point les méthodes employées pour la démonstra-—

tion du théoréme 1, obtenir le

Théortme 1 bis. Soient gy, ¥ 3 A trois entiers tels que 0 < W<V Ay et 2 un réel

: R K It
tel que - Ee T~ Y ou 0 gt 5 Alors

fi; Bts in [ (Nc+a) % + 'C] _ sin [(Akﬂ?) % * 3
k=0 (Ak+p) 2 (i\k+~?)2

} a une dérivée & droite en zéro,

TR
qui vaut %ﬁﬂ cos Ts

A partir du théordme 1 bis,; on obtient facilement le




Ts

Théordme 1 ter. Scient WLy ¥ yA trois entiers tels que O <P <Y Ay et o un réel

gqueleonque

ﬁ [sin [(Ak+p) % + t]  sin[(k+y) % +7]
k=o (Ak+j) 2 @& k+9)2

] a une dérivée en zéro

On est alors parés & démontrer le théordéme essentiel obtenu par Gerver 3

2 sin(nzx) 2A + 1 N
Théoréme 2. £(x) = i —— est dérivable au point 55+ 7 e OU A et B
1 n

. . . 1
sont des entiers, aves la dérivée -~ 3°

Tout entier n peut s¥éecrire ¢ n = (2B + 1)k +ry; avee 1¢r XY 2B+, k » 0. La

dérivabilité de la fonction f au point considéré équivaut & la dérivabilité de la fonction

Cr2, . 244
00 sul[n (x + 3E )]
J
3 2

n

= h(x) au point zéro. On peut écrire :

2B+1 { oo sin[((2B# Yetr) x4 Z2EL( (241 Yiotr) n]

r=1 |[k=o ((2B#1 )k+r)

Ou encore, en distinguant les valeurs paires et impaires de k.

2B ( oo fsin [(2(2B+1 Yetr) 2x + 2g+1 zn] sin[( 2B+1) 2k42B41: - &%ﬂ 2 x ]
= | = (2(2B+1 )k+r)2 (2(2B+1)k + 2B+1+r) )
Done,
v . 2 . 2
2B+1 § (o) sln[(lkﬂgr) X + 't.r] s1n[(Rk+Pr) x *'&:J ‘1
BG) =T34 2 5 - 5 L
e I v (NlcHL) () }
L .
veec A= 2(2B+1)y; y =1, ¥ = 2B+l4r, P = aavtl 2 Dtaprés le théoreme 1 t h t
a = $ ﬂ‘“rm o = $ ,r-2B+1r}(ﬂ apres eoreme ery es
dérivable en 0, avec pour dé>rive'e S
2B+ Y~ f 2B+1

—
: COS ¢
L tro

k=1

Nf =2

Z = )\ COS'Crz

r=1




8a

Ory pour r € 2B+, ona 1 2B+l ~ r 2B+ ; si on groupe les valeurs r et 2B+l-r, on

constate aisément que cos T. 4+ cos Copttor = O+ Donc, dans 1l¥expression de h*(0), il reste

seulement 3
1 2A+1 2 :
— 3 0 = — =
5005 Typqe Ory Topo =55 (2BH1)°“ ® = K (mod 2K); donc
coS 'tZB%-‘l = -1y et donec
ht(0) = - %, ce gqui achéve la démonstration du théordme 2.
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