4
7VM/”Z Coal ey ¢! 6/’(,7

SWLLL e H VI 4

C/(’ v 2lioe /j/([gé,\/ e

” 476?/451 Y0



57/%

0. IMAGES DIRECTES ET RECTIPROQUES DE FAISCEAU. :

0.1, Espaces étalés et faisceaux,

1) Soit E Ly x une application continue, On dit que p est étale quand poux
tout x € E, il existe un voisinage ouvert U de x tel que p soit un
homéomorphisme de U sur son image,.On dit aussi que (E,p) est un espace
étalé sur X .,

I1 est clair que id est étale, et que le composé de deux morphismes étal
ast encore étale,
soient (B,p) et (¥,q) deux espaces étalés.sur X .. Un morphisme
(E,p)-» (F,q) est une application continve f : BE'—» P telle qﬁe'le triangle
suivant soit commutatif

£
E—3F

N/
X
Remarque : Il est alors facile de vérifier que. £ est étale,
si E-E5X estun espace étalé et si x € X, on appelle fibre en x de
l'espace étalé 1l'ensemble p_1(x),, La topplogie induite sur la fibre est
discrete,

2):Faisceau;assooiéuéggg_espace étalé, Scit R L% um espace étalé, Pour tout

ouvert U < X mnotons T©(U,E) 1'ensemble des. sections continues U N

(pos = id),
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Si VU, alors le morphisme de restriction ]_"(U,E) - I'(V,E) est 'évident.
On obtient ainsi un faisceau % sur X ., L'application qui & (E,p) fait cor-
respondre ¥ est un foncteur covariant T de la catégorie des espaces étalés
sur X dans celle des faisceaux sur X .
Réciproquement, considérons un faisceau F sur X, et un point x € X .

On appelle fibre de ¥ en x 1l'ensemble % = linm %(U) et on pose

¥ xed

xeX X

)

On munit E de la projection p qui & a € ‘?X fait correspondre x .
Maintenant, l'application canonique de %(u) dans la limite inductive ‘fX notée
S b s.)C , induit une application & : U - E définie ainsi 3

il

S °
X

On munit B de la topologie la plus fine qui rende les applications § continues

E —p-yx est alors un espace étalé sur X (Godement Po 110-111), On obtient.

" ainsi un foncteur T! covarianftr de la ca.tégorie; des faisceaux sur X dans celle

des espaces étalés sur X

Théoreme, Les foncteurs T et T' vérifient. ToT' % id (faisceaux sur X ) et

T1oT % id (espaces étalds sur X ) et sont donc des équivalences de catégories,
Remarque : La fibre @'x du Talisceau est égale & la fibre p—T(x) de 1l'es—

pace. étalé associé, évidemment,

Pour des démonstrations ctf Godement : Paisceaux et surtoul Cartan Cours aux

carrés E.N.S. 19631964 p. 40 sq..
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0.2, Images directes et réciproques de faisceaux,

1) Image directe,

Soient. X - Y wune application continue, et % un faisceau sur X,
Considérons le préfaisceau £.% sur Y défini par
-YV ouvert ¢ Y : £.%(v) =‘F(f71v)
- morphismes de restriction évidents,
Alors £F est un faisceau et f_ est un foncleur covariant-appelé image
directe par f .
2) Image réciprogue,
Soit X ~—yY wune application continue, et soit (G,p) un espace étalé
sur Y . On considére le preduit fibré XXYG dans la catégorie des espaces

topologiques.

XXYG — (G
g
lq pl
£
X a7
On constate que q est encore étale, Le produit fibré définit un foncteur.
de la catégorie des espaces étalds sur Y dans célle des espaces étalés sur X ,

*.
et par suite un foncteur f de la catégorie des faisceaux sur Y dans celle

des faisceaux sur X , appelé image réciproque par 1 ,

Exemples,
Si U est un ouvert d'un espace topologique: X, 1'injection canonique

est continue et méme étale,



T e

Si P est un faisceau sur X , son image réciproque est le faisceau res—
treint & U . L'espace étalé correspondant est 1'image réciproque de U par la
projection au sens des espaces-topologiques, avec la projection restreinte,
Si (E,p) est-un espace étalé sur U , 1'image directe J4G du faisceau asso-
cié est le faisceau défini par j*G(V) =q¢(unv) , dont l'espace étalé associé
est (E,jop).

Si % est un point d'un espace topologique X , 1l'image réciproque d'un
faisceau F sur X par ltapplication canonique {x}-a X est la fibre FX
mynie de la topologie:discrete,

3) Propriétés d'adjonction,

* .
Le foncteur f = est un adjoint & gauche du foncteur f, .
Pour montrer ceci, on va définir un morphisme de faisceaux sur Y ,
'*
aG : G"—)f*f G"o

Si U est un ouvert de Y on a ¢(U)

'ContY(U,G) et

* R | ' =1
£.8 () =t el ) = Contx(f, U, Xx, ) ContX(X £, U, X%, G).

On va prendre comme image de s -€ G(U) la section aG(U)(s) =id x s
qui est évidemment continue, La compatibilité aux restrictions est évidente,
On obtient. bien un morphisme de faisceaux.

I1 faut pour que ces morphismes définissent une adjonction qu'iis satis—
fassent deux conditions,

la premiere est la fonctorialité en @, clest-d-dire la commutativité du

diagramme suivant. pour tout morphisme h : ¢ » @' de faisceaux sur Y °
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*
6 ———r £, L G
a * %
lh ¢ | fen

¢ ——r £,0 6
o
Si s est une section continue de ¢ sur l'ouvert U de Y, ona :
aG,(U)h(U)(s), = aG,(U)(hos) = id x hos

(f*f*h)(U)aG_(U)(s) = (f*f*h)(u)(idxs) = (£ ) (€ v) (id xs) = (idxh)o(idxs).
Ce qui assure la fonctorialité en G .

La seconde est que, pour tout faisceaw F sur X et tout faisceau G sur
Y, l'application de Homx(f*G,F) dans HomY(fo%F) définie par mi> (f*m)aG.
soit bijective.

On peut encore décrire l'application comme suit o

A une section t sur un ouvert U de Y , correspond la section
(idxt) € f*G(f_1U) qui a pour image par m(U) la section mo(id xt) € F(ff1U)
qui est aussi une section de f F sur U j; c'est cette section qui est

(f*m)(U)aG(ﬁ)(t).

Injectivité,

Si m#m', il y a au moins wn point . de 1'espace étalé f*G» sur X ou
les applications m et m! différent, Soit. (x,a) un tel point, Son image a
par g est dans une certaine section t de ¢ au~dessus d'un certain ouvert V
de Y contenant p(a) = f(x). On voit alors que pour:le choix de V et t
quton vient de faire, on a (f*m)(V)aG(V)(t) %(f*m')(v)aG(V)(t), donc

(f*m)aG_¢.(f*ml)aG_,
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Surjectivité,
Soit n un morphisme de G dans f F . On se propose de construire un
*
morphisme de f ¢ dans P qui donne n par l'application (f*.)aG‘.
* .
Soit (x,a) € £ @, et soit y = p(a) = f(x). Il existe un ouvert V de
t
Y contenant y et une section s au-dessus de V telle que a = t(y). Alors
n(V)(t) est une section de f,F sur V , ou encore une section de P sur
£V , ce qui donne un point de P qui est n(V)(t)(x) se projetant sur x .
Ce point ne dépend que de (x,a) et nonde V et t . On a ainsi défini une
*
application de f ¢ dans F , dont ou pourra vérifier qu'elle est continue et

qu'elle redonne bien n ,

4) Propriétés d'exactitude.

Grdce a 1'adjonction, on sait que
* -« o -
f est compatible aux limites inductives

f* est compatible aux limites projectives.

Mais nous avons par surcrolt
* . . .
f est compatible aux limites projectives finies,

Pour le prouver, on peut voir qu'une limite projective finie d'espaces
étalés sur un espace topologique X dans la catégorie des espaces topologiques
av-dessus de X est déja étalée sur X et s'identifie donc & la limite dans la

° ’ 3 rd 7 - *
catégorie des espaces étalés sur X ., La construction de f , qui ne fait

intervenir que le produit fibré d'espaces topologiques va donc commuter & la

formation des limites projectives finies d'espaces étalés,
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5) Propriétés de conservation,

Pour qu'un morphisme de faisceaux soit monomorphique (épimorphique, inver—-
sible) il faut et il suffit que les morphismes correspondants sur les fibres le
soient aussi,

res

Pour. qu'un morphisme de faisceaux soit un noyau 365;%;au) d'une paire de
morphismes, il faut et il suffit que ce soit le cas pour les morphismes corres—
pondants sur les fibres,

Pour-qu'un diagramme de faisceaux soit un produit fini avec ses projec-
tion (une somme avec ses injections), il faut et il suffit que les diagrammes sur
les fibres le soient aussi,

ATTENTION, Sauf si X est discret, une famille de morphismes sur les fibres
ne provient pas en général d'un morphisme de faisceaux.

0.3. Faisceaux de groupes sur un espace topologigue.

Un faisceau de groupes abéliens sur un espace topologique X est un fais-
ceau G sur X , muni d'un morphisme de faisceau de @xG dans @ qui‘induit
sur chaque quvert U de X wune opération faisant de G(U) un groupe abélien .

Dans les espaces étalés, la notion correspondante est un espace étalé ¢
sur X , muni d'une application continue de GXXG dans G , qui induit sur
chaque fibre une opération de groupe, telle que la section nulle soit continue et
que la section opposée d'une section continue sur un ouvert U de X soit
encore une section continue,

Les morphismes de faisceaux de groupes sur X sont bien entendu les mor—

phismes de faisceaux compatibles aux opérations, qui se décrivent dans les espaces
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étalés comme les applications éu-dessus de X continues et compatibles- aux
opérations sur les fibres.

On obtient ainsi une catégorie abélienne,

L'exactitude peut s'observer "fibre par fibre".

L'image directe, 1l'image réciproque d'un faisceau de groupespar une. appli-
cation continue sont de manidre évidente des faisceaux de groupes,Ces structures
naturelles font des foncteuré f, et £ des foncteurs additifs pour toute
application continue f . On a encore les propriétés d'exactitude H

T, ’compatible aux limites projectives
f% compatible aux limites inductives et exact,
De méme,:on parlera de faisceaux d'anneaux, de modules sur un faisceau

d'anneaux etc. cf. Godement, pages 123 et suite,
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1. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX.

Données,

Cx sera la catégorie des faisceaux de groupes commitatifs sur 1l'espace
topologique X . (Ab) sera la catégorie des groupes commutatifs,
T : CX--> (Ab) un foncteur additif exact & gauche donné‘une fois pour‘toﬁtes.

Tous les foncleurs considérés seront additifs,

1.1..La catégorie des del-foncteurs.

Objets. On appelle del-foncteur (H,d) wune suite de foncteurs q :'Cx - (ADb)
et la donnée pour toute suite exacte dans (}‘x ¢ S :10~—>E —-P-VF -Xhev(} +-7_O
de morphismes dPS tels que

e H () MHH(F) MH?(G) &g ot wﬁi(-&l e (F)Ifi(—?@ 7t (a)...
soit un complexe (la composée de deux fléches successives est nulle).

s o B(y) = 0 = 8™ (w) » &%

et de plus tels que ds dépende fonctoriellement de la suite § , i.e. un

morphisme de suite exacte

S : 0~ E -Jiy F 4o g ——— diagramme commytatif

L

S1 :O-—----*.-E1 -——)F1 -—-’G1 -5 0

donne un morphisme de complexe

n
e BMP) > 17(6) 3 (5) — i (). .. diagramme

l { n l 1 comnutatif
d's

v BE) — BN (G) — 1 (E) — 1 (e )
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Fleéches, On appelle morphisme de delfoncteurs & : (H,d)«» (K,é) -une suite de
. n n ! .
morphismes de foncteurs & : H - X telle que pour toute suite exacte S ,

dans le diagramme ci-dessous le carré I soit commutatif

e BHE) — 5 (F) — 5 (C) —d:Hn“ (&) — 1" (F)-...
l@nm) l@n(F) j@%) I l@n“ (&) l "} (r)
oo BE) — @) — ©(0) 2 21 (E) — & 7).

Delfoncteur universel : (H,d) est appelé delfoncteur universel si pour tout del-

foncteur (Kgé) wn morphisme ° :.HO - KP se prolenge de fagon unique en un
morphisme de delfoncteurs.

1.2. Delfoncteurs universels,

1) Lemme technique, Soit un carré cocartésien de CX . -Si o5 est un monomor-

phisme, B, aussi

»2
5 —p,
.laz B, |°

les -caracteres d'exactitude (monomorphismes, SOmmes, CONOYauUX,...) Se voient

fibre par fibre (Godement,,p.,115 et 118). On est donc ramené au cas d'un carré

de groupes commutatifs,
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On a une congtruction de la somme amalgamée F , Soit E1 G)EZ une somme directe
de E1 et E2 qui s'y injectent par o et T . Alors x :'E1 G)'EZ-*F est
fleche conoyau de o;a-o&az oo
Soit x dans le noyau de 52 : B2(x) =0, soit Xo&(x) =0 . .Clest

donec que

oy (x) = (o0, - oya, )(y) pourwn y €E.
Composons & gauche par la projection n1 : :E1 EB'E2 —>'E‘I

m,05(x) = 0 = -m 0ra (y) = e (v)
a1 étant un monomorphisme, y=0 et donc,.en composant par T, ::E1_G¥Eé-»‘E2

n.oo(x) =x = n2a2(0) =0 .

' Corollaire, Si g et Ky sont deux monomorphismes de méme source, il existe

un monomorphisme p de méme source tel que p = a1p1'= sy

.On constrqit la somme amalgamée de (91,p2) et la diagonale du carré conﬁient.
,az étanﬁapn monombrphisme, B = a2p2 aussi,
r2) Théoreme, Soit (H,d) wn del-foncteur vérifiant.lesideux-propriétés supplé-
mentaires
(i) Pour toufe suite exacte de CX ’ ie complexe obtenu est acyclique
(1i)H" est effagable pour n %1, iwe. pour tout x € H°(E) , il existe
un monomorphisme p +E~->F tel que l'image de x par Hn(p) :1Hn(E) - Hn(F)

soit nulle,

‘Alors (H,d) est universel,
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on se donne wn deuxidme delfoncteur (K,8) et ¢° : 1° > ¥° un morphisme de
degré 0., On construit ¢n+1 :’Hn+1'a Kp+1 'par,récurrencé sur n et on montre

~ 1'unicité de ¢n+f., et 1'additivité de ¢ ' (E)

- que ¢n commute aux fléches d’s et &S

- que ¢n est un morphisme de foncteurs.
a) Donnons nous x € Hn+1(E). Il existe un ﬁonomorphisme p effagant x et
avec G = coker u , on construit la suite exacte :

5:0—E-+»F L e—o0
11 stensuit ... E%(r) B p(g) L8, g (E)——-E—anH( LE™ (B)o,..  exact
l® e |
e () B ) S8, o ) oy

Cherchons l'image dans .KP+1(E) de x € Hn+1(E).

Hn+1(u).X'= 0 (p ~efface‘-x>, donc

33r€-Hn(G) X = dgs.y . exactitude du complexe des an.
On.doitquser x!' = 6nS 0 ¢n(G).y pour rendre le carré commutatif, au moins
sur y..
- x' ne dépend pas de y . En effet, si x = dps.y', dPs(y'—y)»= 0 et donc

y'=y = H(3)ez pourun z € B (F). Alors

I

85 0 ¢ (8).(y'=y) = 85 0 97(6) o B (x)ez = 67 o K(x)(g"(F).z) =0 .

—x' ne dépend pas de p : Si p et p' sont deux mono morphismes effagant

X , on sgit qu'il existe un monomorphisme b, =oap = Bu' aqui-efface aussi x .

I1 suffit de montrer que Iy et p ménent & la méme image x' de x
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S 0—E-tsp X ¢ —0

o b1

B
S1 0 —E LS F1 1;-G1~——+ 0 X, conoyau de By

Il existe B vrendant commutatif le diagramme, Par fonctorialité de d et &,

on a 3

—L () ——s 5

1(g) 1 id
£ (q) Krl+1

-——*——»H (G )£ Hn+1(E
m/

——— Kn G ) —————e-Kn+1 E) —b

E) ety

" Le carré du haut est commutatif par fonctorialité de & . .on peut prendre
% = Hn(ﬁ),y comme image réciproque de x € Hn+1(E), _car

'Hn+1(u1) = Hn+1(a)Hn+1(p) et Ifn+1(p).x =0, On est alors amené & poser

1
X1

6nS1o ¢ (e )1 )y

1l

6n51o KP(B).¢H(G).y

§'S o ¢ (a)uy = x'

En méme temps que 1l'existence, on obtient ainsi 1l'unicité de x!'.

Remarquons que ¢n+'(E) ainsi construit est additif sur-les x effacés
par . Mais si p efface x, et si p' efface x', il existe
p' = ap = a'p' effagant x et x!', donc aussi =x+x' par additivité de

Hn+1(pp). mn+1(E)(x+x') I+1(E)(x)-+¢n+1(E)(x') est alofs vérifié,
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b) Commutativité du carré
n n+i
1(e) 28, g+ ()l ()
l¢n(E) l¢n+1(E)
5°s 1
K (¢) —=» "' (5)
Elle est évidente par construction car si y € Hn(G) alors dns(y) est
effacé par p .

c) Ponctorialité de ﬁn

St': 0 ——7EH iﬁ+F} ji#—G1-—?O
Soiént o : B ~>E1 , X élément.de Hn+1(E) » u effagant x F1 somme amal—
gamée de (p,a) d'ol g, qul est un monomorphisme grice au lemme technique,
et y et X des conoyaux de pu et My o I1 existe alérs un unique vy

fermant ce diagramme commutatif, Il s'ensuit un cube dont toutes les faces (sauf

peut-&tre celle de droite) sont commutatives.

y € 5 (q) —E-I-l—s-)HnH(E) X ——> s
Hn+1(a)
Hn(y) j @n(G) l ¢n+1(E)

n

Kn(G) 68 +1 (E)

T

y, € Hn(G/)—-—s1—an+1(E1/—-——-'—w‘...
T K1)

(Pn(G1 )l KIl(_y) (Pl’l+1 (E1 )l

K“(GTA) —L, (=,)

Soit x € Hn+1(E) , ¥ tel que x = dns(y) , V. = Hn(y).y , X, = Hn+1(a).x .

1 1

Il est clair que ", efface x1 » et qu'on peut prendre y, pour construire

1

M (E,).x, .
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i

Maintenant ¢n+1(E1).Hn+1(a).x éns1.(pn((;1)y1 par construction

i

6nS1.KF(y) 0 ¢n(G)y fonctorialité de ¢

KP+1(a).6nS,o ¢n(G)y fonctorialité de. &

I

= KP+1(a) ) ¢nf1(E).x par construction
| c.g.f.d.
2. OBJETS INJECTIFS
_ 2.1.‘Définition.
Un.objet injectif dans une catégorie est un objet I tel que pour tout

‘monomorphisme m : A - B . de la catégorie et tout morphisme a : A —-I , il

existe un morphisme Db ¢: B—->I tel que bm =a ,

On dit d'une catégorie qu'elle a suffisamment d'injectifs si pour tout
objet de la catégorie il existe un monomorphisme de source l'objet et de but

un objet injectifl,

al

2.2. Proposition.

Nad

81 ‘K est un foncteur effagable d'une catégorie C dans (Ab), .et'si'*I

Test un objet injectif de C , alors K(I) =0 . Si C a suffisamment d'in-

jectifs, cette propriété caractérise les foncteuIS‘effagables.
L. '

Soient I un injectif, K wun foncteur effagable et .xe:K(I). . I1 existe
'unJmonomorphisme u s I »J tel que K(u)(x) = O_v .Comme I est injecfif, le
monomorphisme wu admet une rétraction w (ctest-d-dire que wu est 1'identité
de I). .On aura donc x = K(wu)(x) = k(w)(x(u)(x)) =0 .

Si C a suffisamment d'injectifs, le monomorphisme w : E~F , ou F

est injectif, efface évidemment tout élément de K(E).
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2.3. Lemme,

Le groupe additif 7T = Q/Z' est injectif dans la catégprie Qes groupes
abéliens,

Soit G wun groupe abélien, soit H wun sous-groupe de G et soit h un
morphisme de H wvers T . On.considere l'ensemble des couples ,(K’k) -ou K
est un sous-groupe de ¢ et .k un morphisme de K vers T. On le munit de
la relation (K,k) € (K',k') . définie par KcK' et k=restriction de k' -2
K . .C'est visiblement une relation d'ordre inductif. Le lemme ée Zorn mSntre
qu'il y a un élément maximal de 1'ensemble au-dessus de (#,h),

S8i ‘K est différent de 9 , soit x eG-K _et-soit X! lé sous—-groupe de
G engendré par K et x, Si .. K=0,  on pdqrra:prolonger k Vpar k' (x)
arbitraire dans T , Sinon, n étant le plus éetit entiervPQSitif"hon{ngl tel
que’ nxeaK s on peut prolonger k par .kf(x)v= p/n (modg1), ‘p étant pris
de telle sqrte'que p = k(nx) (mod 1),

Un élément maximal (K,k) est donc tel que K=@ , ~donc h - se prolonge
sur tout G . c.g.f.d.

2.4. Lemme,
[ La catégérie des grOupeS’abéliens a suffisammént'd'injectifs.

BEn fait, le résultat est méme vrai~pour‘1a‘catégorie_des-modules sﬁrvun
'anneau. Démonstration ¢ wvoir Godement pages 6 et 7.

2.5. Théordme,
La catégorie des faisceaux de groupes(abéliené'sur un espace topologique

a,éuffisamment dt'injectifs,
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Soit Y un espace topologique digcret,

‘MPour'un tel espace, le foncteur qui,i un faiscéau F sur 7Y, associe la
famille de groupes (F(y))er est une équivalence de catégories entre .CY et
la catégorie des familles de groupes indexées par Y .

Soit P un faisceau sur 'Y . . Il est possible d'envoyer.par une injection
chaque groupe F(y) dans un grdppe abélien injectif fJ(y). . Ceci fournit un
monomorphisme du faisceau F dans le faisceau sur 'Y défini par la famille
’(J(Y)). On appelle J ce falsceau ; montrons.qu'il est injectif,

Soit A —» B un monomorphisme de faisceaux sur Y et A oy J un:more
. phisme, Pour chaque y € Y , le morphisme a(y) s A(y) » J(y) se factofise par
1le monomotrhisme sous la forme a(y) = b(y)m(y), car m(y) est un monomorphisme
et J(y) ‘un injectif, La famille des (b(y)>y€Y détermine. un mofphigme
b :B-J, tel que a = bm,

Soient X wun espace topologique, Y l'ensemble X. muni. de la topdlogie
discréte et f s Y - X 1l'application identique, qui est continue.

Soit F un faisceau sur X et u : f*F efJ. un monomorphisme de faisceaux
sur 'Y , de but injectif,

* % ' o

Le faisceau f f F est défini par .t F(U? ; x%ﬁ Fx pour tout ouvert U
de . X , . avec les morphismes de restrictioné.évidentes“etv1e morghisme canonique
’F a»f*f*F de faisceaux sur X fait correspondré a4 la.section s de P sur
1 touvert ,U de X 1la famille (SX)XEU o C'est un monomorphisme, Dfautre part,
le monomorphisme u :;f*F-a J donne par imége directev;e monomorphisme

. *
fou s £ fF->fJ . Par composition, l'on trouve un monomoﬁghisme de F . dans
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foJ « Il suffit dé'montrer[que f,J est injectif, ce qui résulte du lemme
suivant :

2.6,. Lemme,

L'image directe .d'un faisceau injectif.par .une application continue est
'encore un injectif,

Soit f # M— N une application continue, soit 'L -un faisceau injedtif
sur M, soient 'A et B deux faisceaux sur N , et soient un mon Srphisme
m : A—>B et un morphisme .a : A - £ L-

¥
Par adjonction- il apparaflt un morphisme at:: £ A -1 . Comme le foncteur
* : * . :
f est exact, f m est encore un monomorphisme. On en tire l'existence d'un
* * . )
morphisme bH! : £f B—- 1 tel que »'f m = a'. Par adjcrction, ceci donne un
morphisme b : B—f J tel que bm=a .,
Les expiications nécessaires sur les faisceaux, images directes eﬁ?{mages

réciproques se trouvent dans le Guide (§0).

3+ RESOLUTTONS
i}ij.,Défipition.

* A , . *
Une résolution (B ,e) de l'objet 'E est.un complexe E .t
0 1
. a' 2.
10} —-fEO —-d—-rE1:—vE2 e

muni d'une augmentation ¢ ¢ E B de telle sortel que la suite
°© 14 o

0 ilﬁrE ——#—E' —

O —>»BE =% E
poit exacte,

*
Une résolution (B ,e) est dite injective si 1'objet En est injectif

pour tout =n > 0 .



19.

3.,2. Proposition.

-~

*
Si on se donne une résolution (E ,e) de 1'objet E ,. " -un complexe :

0 1 .
£
P02 pt Bup? i dtobjets BT injectifs

*
et un morphisme m ::E - F , il existe un morphisme de complexes m

- * *
m 3$E - F compatible avec m , c'est-a~dire tel que :

ntla* = pTnd pour tout 1y 0

L moe =fm et

=
=z
N
|
«

Puisque e est un monomorrhisme, le morphisme fm de but injectif se pro-
1ong¢ en un morphisme mO : EO - FO “tel que moe = fm-,  Comme bof est nul,
on a 0 = bofﬁ = bOmOe . .Le morphisme bomo se factprise,donc.h travers le
conoyau: de .e , dqnt le but est un. sous—objet de ,E1 & cause. de 1'exactitude
en -E1 « Comme fF1 est injectif, cette factorisation. se prolonge donc en un
morphisme m1_: E1 q»~]§‘1 tel que m1do = bomo .

Bn recommengant aux degrés suivants, on obtient de proche en proche le mor-

‘phisne voulu,

3¢3. Proposition.

- , _ . * * *
Dans les conditions du.3 2), si m est nul, tout morphisme m ::E —F

compatible avec m est homotope & zéro, c'estma~dire qu'il existe des fléches

h™ ¢ B -»F , 1>»0 , telles que :

m.= 1% ot o S pte it 1 y0.
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En effet moe =fm = 0 , donc mO se factorise par le conoyau

de e , quili est un sous-objet de E1 a cause de l'exactitude en EO . Puisque
FO est injectif, la factorisation se prolonge & E1 . On obtient ainsi une

fléche hO telle que n® = h-d~ .,

La fleche m1-boho composés avec do donne (m1-boho)do =0 , - Donc elle

N

se factorise par le conoyau de do , dont 1le but est un sous-objet de E2 a

cause de l'exactitude en E1 . Comme F1 est injectif, cette factorisation se

prolonge en une fléche h1 , telle que m1—-bohO = h’d1 o

On voit comment continuer de proche en proche,

3e4. Remarque.,

Dans une catégorie abélienne qui a suffisamment d'injectifs, tout objet a

une résolution injective, que l'on peut comstruire comme suit, On part de 1'objet

E . Il existe un monomorphisme e :. E — EO ol EO est injectif. On prend

alors un conoyau de e , dont le but s'envoie par un monomorphisme dans un

~injectif 'E1v. Le composé de ce monomorphisme et du conoyau utilisé est appelé

O . sz . .
d” . L'exactitude en EO est assurée. On voit comment poursuivre la construc—

tion de proche en proche,
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4. HOMOLOGIE D'UN COMPLEXE,

4.1. Définition,

- . 0 & 14 2 o
S5i O > E »E —% E —>» —— est un complexe de groupes abéliens,

*

*
noté B , on appelle Hn(E ) le groupe quotient du noyau de dn : En<a En+1

par l'image de dn_1 pour tout n > O , olu 1l'on pose -Em1 =0 et df1 =0 ,

~

4.2. Fonctorialité,

*x * *
Montrons comment un morphisme de complexes m : BE —-F induit une
i, % R i, %
famille de morphismes Hl(m ) : Hl(E )-e'Hl(F ).
i % .
- 8i x est un élément de Hl(E ), c'est la classe d'un yeaEl tel que

i

dy =0 .  Alors mly est un élément de F~ vérifiant blmly = m1gt

vy =0,
Si y' est un autre élément représentant de x , on aura y'-y = d}-1z ’
i-1 i i i di-1 i i-1_i-1
avec 2z dans R o Donc my' =my+md Z =mMy+Db m 7z o La classe

de y' est donc la méme que celle de y . C'est cette classe qulon prend comme
B (n') (x).
Il est clair gque les applications Hi(m*) ainsi définies sont additives
et que Hi est un foncteur additif de la catégorie des complexes de groupes
abéliens dans celle des groupes abéliens pour tout i » 0 .
. 403,,isg_m_e_.
[ gi n est homotope & zéro, Hi(m*) est nul pour tout i ) 0 .
On reprend les notations du (4.2).

Pour le degré 0O, on a moy = hodoy =0 ,

Pour le degré i+t , on a ml+1y = 1114'1-61:L+1

y+b 'y = bhly .
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4.4. Théoréme de la suite exacte d'homologie.

Si on a une suite exacte S de complexes de groupes abéliens :
*

'X‘u *v *
O =B =—pF -y (G —30
L i i, ¥ iy, * o s ez
on a des morphismes d4'S : H (G ) - H (E ) vérifiant les propriétés :
- fonctorialité en S

~ exactitude de la suite

0 —u0(x") En ), o) 1) 10(v") 2°(¢*)

— > (E) H._-l(l.lﬁj‘(}? ) 2 B () (6 ) L i (E*)H__H.:_(_E;..LH”‘(F*) ——

pour tout i1 > 0 .

Pour simplifier,les différentielles des complexes seront notées d

Voici la construction des cobords dls °

— .
Soit t wun élément de Hl(G ). Il est représenté par un élément =z € ot

tel que dz =0 . Il existe un y € Fl tel que vly =2z, On a

v1+1dy = dvly =dz = 0 , donc il existe un unique élément x € g tel que

ul+1x =dy . On voit que ul+2dx = dul+1x =ddy = 0O

, donc dx =0 ,

On montre que la classe § de x ne dépend que de t et non des y et =z

intervenant dans la construction et on pose (dlS)(t) =
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5. COHOMOLOGIE DES FAISCEAUX.

On se propose de démontrer .le théoréme suivant :
Théoréme,
Soit X un espace topologique et soit CX la catégorie des faisceaux de
groupes abéliens sur X . Il existe un delfoncteur exact et effagable, noté
* I . . N P
(H (X,.),d) défini sur CX a valeurs dans la catégorie (Ab) des groupes

abéliens, et qui, en degré 0, est le foncteur F + F(X).

L

Plus généralement, si T est un foncteur additif exact & gauche défini sur
~une catégorie abélienne qui a suffisamment d'injectifs, & valeurs dans (Ab),
on va construire un delfoncteur exact et effacable dont le terme de degré O
soit isomorphe & T .
En vertu de la propriété universelle, un te€l delfoncteur est unique & un
isomorphisme unique pres,

5.1« Lemme,

—

' * * *
Soient (B ,e), (m ,f) et (c ,g) des résolutions des objets E, F

¥*
et ¢, telles que (@ ,g) soit injective, Soient

b
E iy P — G

* * *
des morphismes. S1 p , q et T sont des morphismes de complexes qui pro-

L}ongent a, b et ba, alors Hl(Tr ) = Hl(Tq )H%(Tp ).
| * * * . p
En effet r et gqp prolongent ba . Leur différence prolonge 0 le

morphisme nul de E dans ¢ . C'est donc un morphisme homotope & zéro (3.3).

. , i i * ¥ *
Son transformé paxr T 1'est auwssi., On aura done H (r(r =qp)) =0,
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dtapres (4.3). Par additivité des foncteurs H- et T , on a le lemme.

5.2. Construction des foncteurs RlT o

* * *
- Soient (E ,e) et (E1,e1) deux résolutions injectives de BE . ,D'aprés

. . * * * * * *
(3.2) il existe des morphismes de complexes u ¢ B ‘e‘E1 et u1 :'ET--> E

prolongeant 1lt'identité de E

* * * * * . ]
En appliquant le lemme (5,1) avec p = w o, @ =u et r = id , puis

* * * * * * * Lo
P =u , q = u1 et r =id, on voit que u et u_1 définissent deux

isomorphismes réciproques pour tout i » 0 :
i, *
1 (Tu, )
i * 1 i *
1 4'7;“::‘
(7 (Ta )
On voit que les groupes ne dépendent pas de la résolution choisie,
Choisissons donc pour chaque objet une résolution injective.

* 1 1 *
'Si la résolution de E choisie est (® ,e), posons R T(E) = B (TE ).

Pour chaque morphisme a :.E—-»PF , 1l existe un morphisme unique & homo-
N * * * . ) .
topie pres a ¢ B -.F qui prolonge a,,cf&j,Z),et (3,3). Ceci procure un
morphisme R T(a) : RT(E) » R T(F).

En utilisant (5.1) on voit que RlT est un foncteur, évidemment additif,

Le foncteur exact & gauche ' T transforme la suite exacte

3 d :
0—>E —»E° 5 &

en la suite exacte

0 > 1B —25 10 X4 1Rt |

Ceci détermine l'isomorphisme entre les foncteurs T et -ROT .
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5.3. Effacabilité en degré > 1 .

I1 suffit de vérifier que si I est un objet injectif, alors R T(I) = O
pour i » 1, dtapres (2.2).
En effet, on obtient une résolution injective en augmentant le complexe
*® PP 0 b} . .
I , defini par I  =I et I =0 pour n > 0, par 1lt'identité de I .
. %
. I1 est alors évident que Hl(TI ) =0 pour tout i 21 .
5.4. Lenmnme,
*
Soient 0 ——>E —1-1-7F —Y-v G —=> 0 une suite exacte, (B ,e) une résolu-
* .
tion injective de E et (G ,g) une résolution de G . Alors il existe une
. . * ' i i i .
résolution (F ,f) de F , telle que F =E XG , et des morphismes de

résolution prolongeant u et v :

* *
*

* vy *
E —F —G

N i foa s . . i . . .
ol 1u est 1'injection canonique, et v la projection canonique,

.

On remargue que la suite

constitue une résolution de E ., Il existe un morphisme de résolutions qui

prolonge 1l'identité de R (3.2) :

d
0 y B 2, gv;GO ;G1 — ——

al e e |2

0 —vE —p E —> B > B oy

‘Bn appelant w la projection canonique F:L - El , on définit la fléche

*
f et la différentielle d de F  comme suit :
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f = (ko,gv) : - B0 x g
a = (a4 (O Y at) B st - B xetH!
Reste & vérifier .les relations de commutation et d'exactitude. On pourra
se reporter a Cartan Eilenberg, ch.V,{2 pages 79 et 80, qui traite la situation
duale dans les modules, de fagon suffisamment générale,

5.5. Construction du cobord,

Si 0 » B > P v;—G —> 0 est une suite exacte, soient (E*,e) et
(G*,g) les résolutions injectives choisies de E et ¢ (5.2). les objets
Ei>{Gi sont injectifs comme produits directs d'injectifs. La construction du
(5.4) nous donne donc une résolution injective (F:,f1) dé 1l'objet T et une
suite exacte de résolutions :

O —» E ~E¢-F —jlr G—>0

o, e, e

* * *
e, -‘3—--vF1 250 —>0

. i . i .
. i u i v i , . 4
Les suites O y > F1 > G » 0 étant scindées restent exactes

apres transformation par le foncteur T ., On obtient une suite exacte de com—

plexes de groupes abéliens :

*

¥*
* *
0 ~—> TE ?-‘i-»TF1—T17TG —>0 .

La construction donnée au paragraphe (4.4) fournit alors des cobords,
Il faut s'assurer de la fonctorialité par rapport aux suites exactes et
vérifier ‘1t'exactitude,

La construction est indiquée dans Cartan-Bilenberg, ch.V,§2, pages 80 a 82.
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La fonctorialité du cobord décrit en (4.4) et celle de T  donnent le
résultat voulu.
* '* *
Pour l'exactitude, on prend un morphisme de résolutions (F ,f) iLe'(F1,f1)

qui prolonge 1l'identité de P .

On a un diagramme

1o Hi(TF*) ilgg
. A1 § (T/ ) 1* &(T .) i .
() e ri0(R) 1 (r; ) rRi7(q) —‘-1-—+Rl+’T(E)
RiT(u) RiT(F) RiT(v)

La suite du haut est exacte, gréce au théoréme du (4.4) de la suite exacte
d'homologie,

Celle du bas, qui nous intéresse, 1l'est aussi parce que Hi(Tj*) est un_iso—
morphisme (5.2) et que les triangles commutent. (5.1).

On est bien arrivé & un delfoncteur exact et effagable prolongeant. T

_5.6. Fonctorialité par rapport & l'espace de base.

On se propose de comparer les cohomologies des faisceaux de groupes
abéliens sur Y et celles de leurs images réciproques par une application con—
tinuen f:X->Y,

Le morphisme d'adjoncfion de foncteurs de CY dans elle-méme id — f*f*
fournit un morphisme de foncteurs de CY dans la catégorie des groupes abéliens,

r(¥,.) - oy, 00 .) = r(x,e ).

Comme le foncteurr f* est e#act, on obtient en le composant avec le del-

N .
foncteur (H (X,.),d) un nouveau delfoncteur exact
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¥* * * ,
(8 (X,f .),dof ) défini sur Cy -
*
Comme le delfoncteur (H.(Y,.),d) est universel, le morphisme en degré-
% .
0 : F(Y,-)-» P(X,f .) se prolonge de maniére unique en un morphisme de del-

foncteurs :

(" (Y,.),8) > (5 (X,£ .), dof ).

6. RESOLUTION D'UN FAISCEAU PAR DES FAISCEAUX DE COHOMOLOGIE NULLE.
Soit E wun faisceau sur. X . Une résolution de E par des faisceaux
N . n P P * Lot 54
injectifs I permet de calculer les groupes H (B) =5°(r1) par définition,
BEn fait, il suffit, pour connaltre HP(E) dtavoir une résolution de E° par
. no_ . i, n .
des faisceaux F. vérifiant seulement H (F) = 0 pour tout i %1 ,

e morphisme du cobord itéré,

1)“Soit O w——>r E'—-f-'—-)Fo ——yF1 —_—3> .., une résolution quelcongue de E .

Découpons cette régsolution en petites suites exactes, en posant.

Cn-= KEr(Fn~1 —>Fn). On obtient, au rang n :

s, 30 st — MY 50,

Si. (H,G) est un delfoncteur quelconque, il résulte de. Sﬁ un complexe @

Y
678
soe =Y HP(Fn) —— I'IP(CIL+1 ) —_—EHP-’-‘I (Cn) — Hp+1 (Fn) > see

Br. itérant le cobord & , on obtient un morphisme :-
1 2 n-1
g (1) 25 P (*2) & ... () S 5N (E).

supposons de plus que HO =T et regardons le début du complexe attaché i Sn 1:
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6}
— ] N — -—
-—-—)-I'Fn 1 — FCH ""7‘H1(Cn 1) —7H1(Fn 1) —_ﬁooo

Wt

¢ /InTF T —> 0

I

1 (rr")

0 > e

De par la propriété universelle du conoyau Hn(FF*), il existe une unique
fleche © , rendant commutatif le triangle, En composant 6 avec les mor-
phismes trouvés plus haut, on obtient alors un morphisme "du cobord itéré" :
e'@") 1N (") - B (E).

On laisse au lecteur le soin d'expliguer en quel sens En est un morphiéme

*
fonctoriel en F
2) Il existe ainsi un cobord itérd pour une résolution quelcongue, et pour un
delfoncteur (H,8) queiconque, vérifiant seulement HO =6 ., 81 de plus
(H,é) est exact et si les falsceaux Fn' ont une cohomologie nulle, on‘

obtient le

Théoréme 1.

r £ . . ‘
Soit © > B rFO ,»F1 > ..o une résolution de E par des fais-

ceaux Fn vérifiant HP(FH) = 0 pour tout p > 1 et tout n 0.

*
Soit (H,8) wun delfoncteur exact, Alors le cobord itéré SnF © est un isomor—

*
phisme : H(I? ) 3 5 (E).

En effet, la suite eyacte de cohomologie attachée a S, stécrit alors :
n+1 ?"p P+, n
cee —> 0 —> HP(O"+ ) ey BTN () —5 0 —> ... exacte
et 6psﬁ est donc un isomorphisme., De plus, au début de la suite de cohomolo~—

gie de Sn 1 H1(Fny1) esl nul et H1(Cnﬁ1) apparalt alors comme un conoyau
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de la fléche
N1 n a . n *
IF - IC au méme titre que H (FF ) s

et © est donc aussi un isomorphisme, d'ou le théoreme,

Un autre morphisme,

Si 0 >E—F° - F1-»,.. est une résolution de E , on peut définir

dtautres morphismes
n T * n
a’ :H(IF ) - H (E)
de la manieére suivante, On rappelle qu'on a choisi une résolution injective
* . e Fd - -
(1 ,1) de E , et posé par définition :
i3 n *
H(E) = B (T ).
. , * * * -
Mais il existe un morphisme de résclutions o ::F -1 prolongeant 1'identité
E—-E (cf plus haut). Alors an est induit par « :

*
an = Hn(Pa ).

On montre alors (voir Cartan~Eilenberg p, 91~92) que

n(n+1>
8nF*= (‘-4) 2 _—

o]
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T RESOLUTIONS FLASQUES.

7.1+ Lemme,
i Soit D wune sous—catégorie dlune catégorie abélienne C qui a suffisam—
ment d'injectifs et soit T wun foncleur exact & gauche défini sur C & valeurs
dans la catégorie des groupes abéliens,
Si les conditions suivantes sont réalisées

a) Tout injectif est dans D .

b) Si un objet E de C est dans D , toute suite exacte
0—->EBE—-F ->03—-0 dans (C est transformée par T en suite exacte,

c) Tout quotient d'objets de D est dans D .

Alors pour tout objet E de D, on a RlT(E) =0 pour i>0 .

Si E est un objet de D on peut en construire une résolution injective :

O'_>E-_)EO")E1'_>E2'—>..00

Le quotient F1. de EO par E  est dans D gréce a a) et c), De proche
. . . i+1 i i
en proche on voit que les quotients F de R par F sont dans D . Les
. . i i i+1 ‘
petites suites exactes O -F —-»E -1 - 0 sont transformées par T en

i+ i+1

suites exactes 0 — TFl'a TEl-ﬁ MY - 0 gréce a b). Or R T(E) est juste-

1 par l'image de TE" i > 0 et ce quotient est nul,

ment le quotient de ort
"T.2, Définition.

Un faisceau est dit flasque si les morphismes de restriction sont des

| épimorphismes,
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7.3. Résolution canonique,

On peut envoyer tout faisceau dans un faisceau flasque de la manieére
. . : PP f .
suivante, Si X est 1l'espace de base, on définit Y — X comme en 2.5, Ceci
*

donne lieu au morphisme canonigue d'adjonction E — £ f E de faisceaux sur X .
C'est un monomerphisme, parce que f est surjective,

De plus, tout faisceau sur un espace discret est évidemment flasgue, et
1'image directe d'un faisceau flasque par une application continue est flasque ;

*

le faisceau f_f E est donc flasque.

" On obtiént ainsi une résolution

0
d
0 —>E >VEO ,E1 >
1 *
ol les El sont flasques en prenant EO =ffE, E1 = f*f*ﬁEO/E) et
i *, 1 i-1 I .
E = f*f (E /Im d ) avec les morphismes évidents,

La construction est vigsiblement fonctorielle.
To4. Montrons.que les Taisceaux flasques sur un espace X forment une catégorie
du type signalé au lemme 7.1, relativement au foncteur r(x,.)
a) Soit I un faisceau injectif sur X . On peut 1l'envoyer dans le
*
faisceau flasque f._f I par un monomorphisme, qui admet une rétraction r
puisque I est injectif. Considérons le diagramme
*
£.£ I(X) ———> 1(X)
L
*
£,£ I(U) ~—r=r 1(U)
r(U)
Les fl&ches horizontales sont des rétractions, donc des épimorphismes,

La fl&che de gauche est un épimorphisme, donc celle de droite aussi, I est

flasque,
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b) et c¢) Godement, pages 148 et 149.
7.5. La cohomologie pourra se calculer a l'aide des résolutions flasques, comme
on a vu au §6 du guide,

La résolution canonique présente le double avantage d'é&tre fonctorielle,
donc. de fournir les images des morphismes par le delfoncteur universel

*
(H (X;.),d) et d'éviter le choix de résolutions injectives,

8. LE THEOREME DE RHAM.
Situation et énoncé,
Soit V une variété différentiable ¢ para compacte (cfest—é~dire une
variété dont les composantes connexes sont dénombrables & 1'infini),

On considére sur V 1le faisceau constant RV (faisceau associé au pré-

i

faisceau constant U —» R), et les faisceaux (Ql) Q étant le faisceau

iy0 ’

des germes de formes différentielles dw de degré i .,

*
On a un complexe (Q ) :

d d e
O——"’B.v —BQQO_—LQ1 ..ov_—rQl_—j;"Ql-"‘ —> see

do envoyant. RV sur les germes d'applications localement constantes, et 4
pour i 3 1 étant la différentielle extérieure.

Q" est une résolution de Ry d'aprés le lemme de Poincaré (voir H. Carten
Formes différentielles (Hermann) p.39, ch.II, th. 2.12.1).

rd

Dtaprés (§6) on a des morphismés de cobord itéré :-
N .
B (r(v,2)) » 8 (V,R).

Le théoréme de Rham affirme que ce sont des isomorphismes,
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D'apres le paragraphé 6, 11 suf'fit de montrer que :
Vi>o Viyo g (v,9d) =0 .
Cela résulte de la

Proposition 1. Soit V une variété ¢ paracompacte, et P wun faisceau de

Qo-modules. On a :
Vi>o H(V,F) =
la proposition { se déduira des propositions 2 et 3, Auparavant, dégageons deux
lemmes, et une définition
’Définition. Soient X un espace topologique et Z un sytéme cofinal de recouvre-

ments de X , enfin F un faisceau de groupes abéliens sur X . On dit gque P

vérifie P(z) lorsque :

V(u. )l€I 7, V(fij) S F(U,n Uj) vérifiant pour tous i, j et
(i,3)€T
; = 2 i iste
k fij + fjk + fkj 0 sur Uiﬂ Ujf\Uk , 11 existe (k ) € I F(U ) tel que
' 1€T
pour tous i et J , fij = xj-'xi sur Uiﬂ Uj .
TLemme 1, Si O -——)E‘-Jie'G ~E%'K -3 (0 cst une suite exacte de faisceaux ou P

) == o(x) ) = B(X) K(X) —» 0 est exacte,

vérifie P(Z), alors la suite 0 ——>F(X a(x

L

Soit en effet k € K(X). Comme B est localement surjective, il existe un recou-
vrement (Ui) de X qu'on peut supposer appartenir & Z , et une famille

(g ) € 1 G(U ) telle que kl

= B(Ui)gi » -Alors
i€T

U.
i

p(u;n U;j)(gilUint"g )=0.

ﬂUij

1 ist famille f C . . te . = -g
Donc il existe une famille fij € F(Ulﬂ UJ) elle que a(flj) &,-&; - Et «

étant injective, comme o(f.. +T. +7T ) =0 sur 'Uiﬂ UjflUk ; alors

E-j-+f. +f. . =0 sur le ...page 35...
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méme ouvert, quels que soient i, j et k, De (P(2)) on déduit qu'il existe

une famille A, €‘¥(Ui) telle que : fij = xi*hj sur U, 0 Uj .

[

Posant gi = gi-a(Ui)(xi) € G(Ui), on observe que les gi se recollent en

gl € G(X), et on vérifie que : B(g') =k car :

I

Vier g(u)e' |, ) =8(u)(el) = 8(u,) (g0 .Xn,)) = 8(u;)(e,) = k|u,

Il

puisque B(Ui)(Ja(Ui) 0 .
Lemme 2, Sous les hypotheses du lemme 1, H’(Xﬁf) =0 .
En effet soit 0 -% -G - K - 0 une suite exacte avec @ injectif. Alors la
suite :
0 > F(x) » e(x) - k(x) - 1 (xF) » 0

est exacte et d'aprds le lemme 1, ceci entratne que H'(X,%) =0 .

o .
Proposition 2. Scit X un espace topologique, Z une famille cofinale de

recouvrements de X .

Soit A wune classe de faisceaux sur X vérifiant les propriétés suivantes :
1) P(2)
2) (@) YEc¢A J0-H-K-1L -0 exacte avec K injectif et

K,L.€ A .

|
(@]
°

Alors VF €A Vn )1 1 (X,F) =
L

Onraisonne par récurrence sur n > 1 .

'D'aprés le lemme 2, H1(X,F) =0,

i

Supposons que pour n  p Hn(X,F) 0, quel que soit F € A .
Soit.alors 0 - F - G- K- 0 une suite exacte d'objets de A telle que G

soit.injectif, suite dont (Q) garantit ll'existence.
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On a la suite exacte :
5P(x,x) » 8" (x,7) - ¥ (x,0)

dont les deux extrémités sont nulles, HP(X,K) d'apres 1'hypothse de récurrence,
HP+1(X,G) parce-~que G est injectif, Douc HP+1(X,F) =0,
'Proposition 3. S0it ¥V une variété paracompacte, Z 1la classe des recouvrements
de V tels qu'un ouvert de ce recouvrement n'en rencontre qu'un nombre fini
d'autres, Soit A 1la classe des faisceaux de modules sur Q° . Alors

7 est un ensemble cofinal de recouvrements de V .

A vérifie P(z) et (Q).

—

Le premier point est :

1) A vérifie (Q). Cela provient de ce que la construction cléssiqug
du plongement dfun faisceau dans un faisceau injectif ne fait pas sortir de la
catégorie des modules sur un faisceau d'anneaux si on y est déja,et que 19 quo~-
tient d'un faisceau de modules par un autre est encore un faisceau de modules,

2) A vérifie P(Z). Soit M un Q_-module.

Soit (Ui)i€I un recouvrement ouvert de V appartenant & 27 .et soit
T, . _
m € a j?elz M(Uiﬂ'Uj) tel que V(i,j;k) € I’ on ait s mij-+mjk = mg
?

sur- Ui[\Ujr\Uk . Il existe alors une partition C“) de 1'unitéd sur V .subor_

donnée au recouvrement (Ui)ie (G, de Rham, Variétés différentiables, ch.T,

I

§2, th.1, p.4, Hermann) c'est-d-dire qu'il existe

Q0

ser 0 V4 <Yy

1) des fermés (Vi)
2) des fonctions ¢ ¢ 3 V- R & support contenu dans Vi

6t telles que : Vx €V Y | ¢i(x) =1 .
i€l



est définie sur Uj

(et méme sur V)

Z ‘Pk(mki'mk—]) = Z: Py mji = mji °

37

et sur U.nT.,
1 J
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Pirage provisoire

Exposé I : Facteurs représentables
d'aprés un exposé de MBOGLE-TCHEK

l.- Catégories de foncteurs

A toute (petite) catégorie C, on associe une catégorie ¢ ainsi
définie :

a) les objets de C sont les foncteurs contravariants de C

dans la catégorie Ens des (petits) ensembles,
b) les morphismes de l'objet X de C dans l'objet I de C
sont les morphismes fonctoriels de X dans Y , que l'on compose

de maniére évidente.

Soit X wun objet fixé de ¢ . Pour tout objet T de C (resp.

toute fléche ¢:: T —» T' de C), on pose
X(T) = Eom, (T,X)
X(9) (¢ —> po¢) : Hom (T',X) — Hom,(T,X).
Alors (T —» X(T), £ —» X(f)) est un élement de C~, que l'on note

hx (et que 1'on notera simplement X dé&s qu'on sura justifié cet

abus ).

8i f£:X=>» Y est une fléche de C , on note h, 1le morphisme

fonctorielde h dans h défini de la maniére suivante : pour tout

X Y

TeC , hf(T) envoie 1'élément ¢ de X(T)= HomC(T,X) dans l'élément

foy de Y(T)=HomC(T,Y). On a ainsi défini un fenctcur ccvariant

h i C =3 C .

Lemme de Yoneds. Si XeC et FeC 1'application

: Home(hX,F) — F(X) telle que y(u)=u(X)(IdX) est bijective.

En effet, définissons une application &:T(X) —> Homa(hX,F) 3
Bi &eF(X), alors 6(f) est le marphisme fonctorielqui associe a
ghaque T&C 1l'application y —» F(¥) (&) de X(T) dans F(T).
Bl est clair que «y(8(£)) = F(idx)(€)=idF(X)(£)=E , donc yod=id ;
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inversement , si u:hx:—4>F‘ est un morphisme fonctoriel, si TeC

et si’ PéeX(T), le diagramme commutatil
u(X) :

X(X)=HomC(X,X) —————9§%x)
X(y)] J Fly)
X(T)=HomC(T,X) ~E££L>F%T)
montre que & [y(w)](T)(y)=F(y)[y(u)]=F(y)[u(x)(ia,)]=
u(r) [x(v)(idy)]=u(T)(idyop)=u(T)(y) , done Soy=id.

En particulier, prenons F=h, , oui YeC 3 si e F(X) =

HomC(X,Y) et YeX(T), on a 6(g)(w)=F(¢)(g)=go¢=hg(w) , donc

§(&)=n On en conclut :

E [ ]
Proposition. Le foncteur h:C —»(C est pleinement fid&le : si

X,YeC, l'application canonique f ~3h de Homc(X,Y) dans

f

Homc(hx,hy) est bijective.

2.- Foncteurs au-dessus d'un objet,

~

Dans ce n®, on fixe un foncteur FeC . On note C/F la catégorie
suivante :
a) les objets de C/F sont les couples (X,=) ou XeC et
«€ F(X) ,
b) les morphismes de l'objet (X,x) dans 1l'objet (Y,3) sont
les éléments ¢ de HomC(X,Y) tels que F(¢)(=)=g ,
¢) la composition des morphismes de C/F est induite par la

composition des morphismes de C .

On note iF le foncteur C/F —>» C qui associe X & (X,«)

et ¢ & ¢ avec les notations précédentes.

Exemnles 1) Supposons aoue F soit un foncteur final, c'est-d-dire

que Card F(X)=1 pour tout XeC . Alors iF:C/F —> ( est un isomcr-

phisme de catégories,
- 2) Supposons plus généralement que Card F(X)sgl pour XeC ;
@lors iF:C/F,->C induit un isomorphisme de C/F sur la sous-caté-
Borie pleine C' de C formée des S€C tels que F(S) # § .
3) si F=h_, , oi SeC , la catégorie C/F que l'on note

S
mussi C est la catégorie des objets de C au-dessus de S , dont

ies objets sont les fléches de 'C de but S et les morphismes les

[Friangles commutatifs.,



Soit f:G —>F un morphisme de &, i.e. un élément de GC .
N = - /F

On note “F(f) 1'élément de C/F tel que
= (£)(X, ) = £(X)7 (=) c6(X)

pour (X,R)GC/F et que aF(f)(¢) soit induit par f(¢) pour toute

fléche ¢ de C/F . De méme, pour tout morphisme

h
G —2- !
f\lff'
F
~ « . . o« « '
de C/F , on note F(h) le morphisme fonctoriel F(f) —_ F(f )

tel que mF(h)(X,E) soit induit par h(X) pour tout XéEC .

est une éguivalence de

- -\
Proposition : Le foncteur “F'e/F —_ C/F

catégories.

En effet, on construit un/foncteur quasi=-inverse BF:D/F,——bﬁ/F
en associant & tout foncteur AeC/F la fléche f:6 —» F de 0 telle
que pour Xe€C, G(X) soit la somme disjointe des A(X,g) pour ¢
parcourant F(X) etv F(X): G(X) 9> F{X):ole:projection Eéwvidente.

Exemple., Soit £:G —» F comme ci-dessus, et doit h:F'— F un morphisne
de ¢ . Posons G' = GX_F' ; pour XeC , on a donc
¥

6* (x)={(u,v) e(x)xr ()| £(x) ()=n(x) ()} .

Calculons “F,(f') oli {':G' —>» F' est la projection canoniqgue. Si

(X,=") C/ on a

gy (£)(x=1) = 21 (0)7H(=1) = £(X) T (X (=")]= L (£) (x,=)
ol « = h(X)(=') F(X). On a donc

i (£') = o (flo i
ol i C/F,-—e C/F est le foncteur (X,=') — (X,=)

Fl 1

3.~ Fonecteurs représentables.

A partir de maintenant, on identifie C & une sous-catégorie

Jﬁﬁ ¢ Erace 3 h . On note done X 1le foncteur hX . De méme on

fdentifie F(X) et Homa(X,F) grice au lemme de Yoneda.

F

Remarquons que les foncteur <= sont compatibles avec les
& . » 3 -~ /\
dentifications C/F C C/F et C/F,CLC/F .
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Dans la suite, pour simplifier l'écriture, nous restreindrons 1l'étude
des catégories C/H au cas ol HeC ., Le cas général Hel est identique,
"modulo les modifications d'écriture évidentes.

-~
Soit donc B8€&C . On dit qu'un foncteur Fec/S est représentable

-

s8'il est isomorphe & un objet de C/SC2675 .Plus précisément, un repré-
sentant de F est un couple (X —»S,£), ol X —» S est un objet

de C/S et oli £eF(X), (on écrit F(X) pour F(X —» S)) tel que le
morphisme fonctoriel ushy | o —>F tel que y(u)=¢ (lemme de Yoneda)

soit un isomorphisme, c'est-d-dire que la condition suivante soit
‘satisfaite : '
(0) »Pour tout objet T —>5 de C,g et tout «€F(T), il existe un

S- morphisme f:T —> T unique tel gque =« = F(f)(g).
i (X — S,E) et (X' — S, E') sont deux représentants de

F , il résulte de (U) qu'il existe un unique S-morphisme ¢:X — X'
tel que F(¢)(E')= £ et que ¢ est un isomorphisme.

. Plus généralement, si (X —>» S,£) représente le foncteur F
ét (Y —» S,n) 1le foncteur G , et 8i u:F —>» G est un morphisme de
{gbncteurs ; 11 existe un unique S-morphisme ¢:X —» ¥ tel que
_§(¢)(ﬂ) = u(X)(g) 3 pour tout objet T —3 S de C/S ,\et tout
:9€1F(T) , les S-morphismes uniques f:T —3> X et g:T —» Y +tels que
f?=F(f)(E) et u(T)(=) = G(g)(n) sont tels que g=¢of . On dit alors

que ¢ représente le morphisme u .

’%xemgles 1, Prenons C 1la catégorie opposée & celle des anneaux,

& A-modules (M,B)
‘%ﬁ' M est un A-module. Ce foncteur est représentable : il existe un

pour S un anneau A , pour F le foncteur B — Hom

anneau SA(M), un homomorphisme A ——iSA(M) et une application

(M) tels que : pour tout anneau B , f —» fog

: A-algébres(SA(M)’B) sur HomA-modules (M,B).

On dit que la A-algébre S, (M)(muni de-f ) est l'algébre symétrigue
A

de M,

A-linéaire &:M —> S5,

est une bijective de Hom

Xemple 2, Prenons pour C 1la catégorie des schémas. Soit S€C et

Boit E un Os-module quasi-cohérent. on définit F:Sch/S -+ Ens par

F(p:T —> s)=Hom0T(EeoS Ops Op) 2 HomOS(E,P*(OT))-
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Ce foncteur est représentable : il existe un S-schéma X= Y(E) et un

O,-homorphisme ¢ sE@o 0 ~—>» 0 telsque, pour tout S-schéma T et

!X S X X

tout ¢ %EQO OT —4>OT-—4 OT y 11 existe un. S-morphisme f:T —>Y(E),
S

unique, tel que ¢ provienne de § grace & f . On appelle V(E)

le fibré vectoriel associé & &E

Par exemple, si S=Spec A et E=ﬁ , on peut prendre X=Spec SA(M).

Exemple 3, Soient S et E comme ci-dessus. On définit un foncteur
G par.

G(T —> 8) = {sous-OT-modules F de E@O OT tels que
S

(EGOSOT)/F soit inversible ].

Alors G est représentable par un couple (P(E), Fo) ol P(E) est
un  S~schéma et Fo€G(P(E)). On appelle [[P(E) 1le fibré projectif
associé & E. On pose OP(E)(l) = (E@OSOP(E))/FO et on 2 un épimor-

phisme canonigue

E®@. O ) .
0 % (8) ™ %(p)Y)
Soit E' un autre OS-module quasi=-cohérent, posons
‘i" = EQE' , et scient G' et G" 1les foncteurs définis par E' et

A
E"™ , On a un morphisme canonigue de C/S
usGxG!? > G" ¢
pour chagque T —» S,u(T) est le morphisme

G(T)xG'(T) —> G"(T)

qui associe & FcE®, O et F'cE'®,. O le sous-module
il OS T 0S T

#=(E® 0 _)8 . F' + F8,. (E'®
s O O Og

Jenté par le morphisme de Segre
P(E) xgP(E') —> P(EBE') ,

OT))cE"8O OT . Ce morphisme est repré-
s

gqui est une immersion fermée).



Exemple 4. Soit P une "propriété éventuelle" d'un objet de C/S

telle que

(») si HomS’T'TJ# $ , alors P(T) == p(T') .
On définit un foncteur HeCA\
/S par

H(T) $ si P(T) est faux,
H(T) {#] si PLT) est vrai ;
si feHoms(T',T) » H(f) est l'unique application de H(T) dans H(T'),

~

Dire que le foncteur H est représentable revient & dire : il existe

un objet X —» S de C/S tel que P(X) socit vrai et que
Card HomS(T,X) = 0 &= P(T) est faux
Card HomS(T,X) = 1 &= P(T) est vrai.

Autrement dit, X —> S est un mcnomorphisme, et P(T) est vrai si
et seulement si T —> S se factorise par X. On dit parfois que H
est le foncteur gui rend la prob}iété vraie, ou que X est l'objet de
p/ qui rend la propriété P vraie.

Donnons un éxempleo On prend C = Sch et pour P la. propriété

'“ZxST est plat sur T" ol Z est un S~schéma fixé ; on verra. dans
la suite que le foncteur correspondant est bien représentable, pourvu

gque Z soit propre et de présentation finie sur S .

b,« Morphismes représentables

Soit d'abord SeC et soit wu: F—» S un objet de E/S s Il
devient au méme de dire que F est représentable (comme foncteur sur

! - t
o} ¢ ou que GF(f)e.C/S l'est.,

/final’
Prenons plus généralement un morphisme w:F —> G de € .

5h dit que u est représentable s'il satisfait aux conditions

EBquivalentes suivantes :

(i) Pour tout objet S de- C et tout morphisme S — G 1le

produit fibré FXGS est représentable.

(ii) Pour tout objet S de C et tout neG(S) 1le foncteur
— {(x,¢)|Jc€F(T),¢:T —> S, F(«)(n)=u(T)(x)} sur C est représentable .



(iii) Pour tout objet S de C et tout neG(S), le foncteur
Foi (=0 — 8) —> {xeF(T)|F(¢)(n)=u(T)(x)] sur- C,q est représen=-
table.,
' On a trivalement :

Proposition. Supposons que la catégorie C posséde des produits fibrés

et gue G soit représentable. Pour que u:F —» G soit représentable,
i

faut et il suffit que 'F rlé*soit,

Soit ‘M un ensemble de morphisme de C tel que pour tout carré

cartésien T—S de C ou ueM, alors u'eM,

u'l lu

Tles S

On dit que le morphisme u:F —3 G de C est représenta-

ble par €léments de M s'il est représentable et si, dans la situation

de (iii), le morphisme X —> S qui.représente F est un élément de
M, Si u est un morphisme de C, il est. clair qu'il est représenta-

ble par éléments de M si et seulement si il appartient & M .,

Comme exemple, prenons C=Sch/S , soient E et F deux 'OS-

‘modules quasi-cohérents, et considérons les deux foncteurs F et G
tels que

F(T) = Hom. (E®

o o OT,F@,

T S S

oT)

et que G(T) so0it le sous-ensemble de F(T) formé des épimorphismes.

Alors l'injection canonique G —> F est représentable par immersions

ouvertes : pour tout T —> S et tout neF(T) = Hom, (EDO T,Fo, oT),
le foncteur Fos (Sch/T)° ——> Ens. est défini par la propriété Sp
suivante : on a P(U) si et seulement si npx idy est un épimorphisme.

Il résulte alors facilement du lemme de Nakayama que Frn est un sous-

schéma ouvert de T,
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Exposés II et III
Présentation finie

Bxposés oraux de J.C, SAUT et ©P. BILLOT
rédigés par .M, BLONDEAU

I. ALGEBRES DE PRESENTATION FINIE
MORPHISMES DE PRESENTATION FINIE.

1.1 Définition : Une A-algébre B est dite de présentation finie si elle
est isomorphe au quotient d'une algebre de polyndmes A[X1y...,Xh] par
un idéal de type fini de A[X,,...,X].

1.2 Remarques : Si l'anneau A est néothérien une A-alsibre B est de

présentation finie si et seulement &i elle est de type fini.

- Si f€A , la A-algebre Af est de présentation finie puisque

be = 4[] jeen_y)

1.3 Transitivité : Si B est une A-algébre de présentation finie et si

C est une B algébre de présentation finie, alors C est une A-algebre

de présentation finie.

1.4 Lemme : Soit (A°<l(€L wi systéme inductil filtreant d'anneaux, de limite
inductive A. Si B est une A-algdbre de présentation finie, il existe un

indice = et une A _,-algtbre de présentation finie B« telle que B soit

isomorphe &4 A &® , B
Ao
Preuve : Par définition, B est isomorphe & un gquotient A[ ""X‘]/I ,

ou I est de type fini. Soit P1""’Pr un systeme de générateurs de I .

L étant filtraut, il existe un o< tel que l'image de A_, par l'applica-

4.

tion canonique A —> A contvlienne tous les coefficients des Pi . Il
existe donc des polyndmes Q1, ...,Qr de ,A“[X1,...,X51 tels que
¢«(Qi) = Pi , 1gigr . Soit I_ 1'idéal de ﬁc[X1,...,X5] engendré ,sr les

Qi . Alors I est l'image de I¢<2hﬁ dans A[X ""’XnJ =A® A [X1,.., aI.

1
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I1 suffit de poser B = A [1(1,....,xn]/I .

1.5 Exemple : Soit A un anneau. A4 est limite inductive filtrante de

ses sous-—-anneaux de type fini, ckst-i-dire de ses sous~Z algebres de type
fini. On voit donc que B est de présentation finie sur A s8i et seule-
ment s'il existe un sous anneau AO de type fini de A et une Ao-algébre

de type fini Bo telle que B Z A @h BO .
. o ¢

1.6 Lemme : Si ¢ : B—>C est un homomorphisme surjectif de A-Algebres
de présentation finie, alors Ker(w) est un idéal de type fini de B .
Preuve : D'aprés 1.5 il existe un sous-—anneau de type fini Ao de A et
une Ao—algébre de type fini CO telle que C = A @k CO. Soit p 1la

o
projection canonique de A[X1,...,X5] sur B = A[X1,...,Xh]/I. On peut
choisir Ao assez grand pour qu'il existe des giECo tels que
1&hogi = ¢(p(x&)) . Soit Myse-eomg UR systéme de générateurs de CO sur
Ao . On & alors des relations polynomiales 1@1 ng = Qj(1@kb§i,...,1®loﬁn)‘

o
3 coefficients dans A4 , et on peut encore prendre AO assez grand pour

que 1. = Q.(E

3 3 1""’§n) de sorte que 1les gi [Qngendront Cn. De méme, si

P1,...,Pr engendront 1'idéal I , on a Pj(§1,...,§n) =0 pour Ao assez

grand,

, ) . .
L'homomorphisme de AO[X1,...,Xh1 dans CO qul envoie Xi sur AEi se

factorise alors & travers un homomorphisme P de B0 = AO[X1,..,xﬁ]/(P P )
M .1,""n

= t 'i :
sur C_. On a alors ¢ 1&210¢0 et Ker ¢ est l'image de A &hoKer P

deans. B donc est de type fini,

1.7 Lemme : Soit B wune A -algdbre et (fi) une famille d'éléments de B
tels que la famille (D(f;)) recouvre Spec B (de sorte que 1=% ;ifi;xieB).
Si Bfi est une A~algébre de présentation finie sur A pour tout i;
alors B est de présentation finie sur 4 .

Prque : Faisons parcourir & ‘Bo les sous - A-algtbres de type fini de B

contenant les fi et les x, .
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On a donc B B et B.. = et on peut remarquer que pour Bo

= lim
—_— 0 fi
assez grand on a B =B ; 1les B_, étant de type fini sur A ., D'ol :
ofi fi fi

I8 =I.IBfi=H('B®B
i fi i L

)=B®B (m B, )

Bo
o fi fi

Puisque 1I Bo‘ est fidélement plat sur BO (BhkKi Alg comI §5 n°® 1), on
—fi

en déduit que B = Bo ; B est donc de la forme A£X1,...,Xhl/1 .
Soient Qi ’ Pi des représentants de s fi dans A[X1,...,Xh] et

soit I' 1'idéal de A[X_T,... ,xn] engendré par- 1 - £ Q.P. ., Alors

(A[X1”"’Xh]/l')Pi est de présentation finie sur A . D'aprés (1.6), le

B est de

, . )
noyau (I/I')P. de l'application (A[X1 ,...,Xg]/i')Pi fi

type fini, Donz I/IJ est de type fini (BhK; Alg. com II § 5. n°1) ainsi
que I .

1.8 Définition . Un morphisme de schémas f : X —> Y est dit localement
de présentation finie si, pour tout =x€X , il existe des ouverts affines U
de X et V de Y tels que x€U , £(x)ev , £(U) cV et que I‘(U,OX)
soit une- F(V,QY)—algébre de présentation finie,

1.8.1 Rappels : Un morphisme de schémas f : X—> Y est dit guasi-
compact si 1l'image réciproque f_1(U) d'un ouvert quasi-compact de Y esi

quasi-compacte.

Un morphisme de schémas . : X —>Y est dit guasi-séparé si- le morphisme
diagonal Ag s X—>X X YX est quasi compact,

Les deux notions ci-dessus sont stables par changement de base.

Un schéma X est-dit quasi séparé si le morphisme X — Spec Z est quasi
séparé, Il revient au méme de dire que l'intersection de deux ouverts quasi
compacts de X est quasi compacte. (i1 suffit d'ailleurs de vérifier cette
propriété pour un recouvrement de X formé dlouverts quasi compacts),

Si X est quasi séparé, tout morphisme X —>Y est quasi séparé car la

propriété de quasi séparation est stable par composition et que si gof est

quasi séparé alors f est quasi séparé.



1.9 Définition : Un morphisme de schémas f : X —>Y est dit de présenta-
tion finie s'il est localement de présentation finie, quasi-compact et quasi-
séparé,

1,10 Proposition : Soit ¢ : A —>3B un morphisme d'anneaux

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) B est une A-algébre de présentation finie,

(ii) Le morphisme f = Spec @ ¢ Spec B —> Spec 4 est localement de
présentation finie,

(ii1) Spec ¢ est de présentation finie.

Preuve : (i) =$~(ii) trivialement

(ii) é#»(iii) puisque Spec ¢ est quasi compact et quasi séparé puisque
Spec B est un schéma quasi-séparé

(ii) => (i) Posons X =Spec B, Y = Spec 4, Si x€X il existe des
ouverts affines U = Spec B' , V>= Spec A' de X et Y tels que

x€U , f(x) €v, f(U) =V et B' soit une A'-algdbre de présentation
finie. Il existe +t€A tel que f(x)eY izv .

On a alors P(f-1(Yt)f\U,OX) = F(U¢(t),ox) = P(U’OX)¢(t) =B' (1) -

P(Uw(t),ox) est donc de présentation finie sur I‘(V,OY)t = A , donc

t
aussi sur A, Quitte & remplacer U par Uf(t) , on peut donc supposer

qgue V =Y ., Dans ce cas il existe s8€B tel que xEXS<I U ; on a alors

F(XS,OX) = P(U,OX)S = Bs et Bs est une A-algdbre de présentation finie

En recouvrant X par un nombre fini de tels XS on conclut avec le lemme (1.7).
1.11 Corollaire : Soient £ : X — Y un morphisme de schémas localement

de présentation finie, U' et V' des ouverts affines de X et Y tels

que £(Ur) < v?

Alors P(U',OX) est une F(V',OY)—algébre de présentation finie,

Preuve : D'apres 1,10, il suffit de montrer que le morphisme f' : U!' “'*Vi

induit par f est localement de présentation fini. Soit =x€U' et soient

U et V choisis comme dans 1.8, Il existe tE.F(V,QY) tel que
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£f(x) € vV, CVAV! l“(f_1(V yovu,0.) = r(u,o.) est donc de présentation
t n° - t VX Vxt
finie sur F(Vt,OY) .
Il existe s € I‘(U,OX) tel que x € U < f—1(Vt)ﬁUnU'

Puisque F(US,OX) = P(U,O , F(US,OX) est de présentation finie sur

X)ts'
F(Vt’OY) et on a bien f(x)c V.SV et f‘(US) v, .

1.12 Corollaire : Un morphisme de schémas f : X —32Y est de présentation
finie si et seulement si Y et X peuvent &tre recouverts par des

ouverts affines Yi, Xij tels que :

a) Pour i fixé, les Xij soient en nombre fini et recouvrent f_1(Yi)

b) Pour tout triplet (i,j,1), Xij(\xil g0it quasi-compact

c) Pour tout couple (i,j), F(Ai L5

.3 X) soit une F(Yi, OY)-algebre de

présentation finie,

Preuve : Cela résulte de 1.11 et des définitions.

1.13 Proposition : Soient X, Y deux schémas, j : X —>Y une immersion,

~

U un ouvert de Y tel que j(X) soit fermé dans U . J 1'idéal quasi-

cohérent de 0U définit pour le sous schéma fermé de Y ‘associé & j .

Pour que j soit localement de présentation finie, il faut et il suffit
que J soit un OU—module de type fini,
Preuve : Résulte de 1.6

1.14 Proposition : a) Le composé de deux morphismes localement de présenta-

tion finie (resp. présentation finie) est localement de présentation finie
(resp. présentation finie).

b) Considérons le diagramme :

& '
X X Y Y

X
e
Y

— v’
g
Si f est localement de présentation finie (resp de présentation finie)

alors le est localement de présentation finie (resp de présentation finie)
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c) Si gof et g sont localement de présentation finie (resp si gof est
de présentation finie et 8i g est quasi-séparé et localement de présenta-
tion finie) alors f est localement de présentation finie (resp de présen—
tation finie).
APreuve : résulte des définitions 1.8 et 1.9 et de ce que les notions de mor-
phismes quasi-compacts et quasi-séparés sont stables par changement de base
a) résulte de 1.11 et de la stabilité des morphismes quasi compacts et quasi
séparés par composition,
c) Montrons par exemple le cas des morphismes de présentation finie.
Soit £ ¢: X—>Y et g : Y —>2. f est le composé des‘morphismes

X—2XI XY 7T-Y oW y est le morphisme graphe des composantes id
y U (ef)y X

et £ et ou (gf)Y est de présentation finie d'aprés b)
I1 suffit donc, d'aprés a), de montrer que vy est de présentation finie,

Or y se déduit de t Y /™Y XY
AY/Z b 2

par le changement de base f X idY : X XY —2Y X Y
Z Z Z

Comme AY/ est quasi séparé (puisque c'est un monomorphisme), et quasi-
2]

compact, il reste & voir que AY/ est localement de présentation finie
- Z

On se raméne pour cela au cas affine. Il s'agit alors de montrer que le noyau

de l'application canonigue de r{y,o ) &- F(Y,O ) dans -P(Y,O ) est de
Y Y Y
r(g,0,)-

type fini. C'est vrei, car si (gi) est un systime de générateurs de
’ 1Kign

I‘(Y,OY) sur I‘(Z,Oz), ce noyau est engendre par les g; ®1 -1 ®gi .



IT, PASSAGE A TA LIMITE INDUCTIVE

DANS LES ANNEAUX

2.1. Introduction : On se donne un ensemble I , préordonné filtrant croissant,
A’ ¢px)xe1

neaux de limite inductive A , et un 4, —schéma X, .

possédant un plus petit élément o ; (4 un systéme inductif d'an-

Posonsg pour tout AEI , XX = X°‘®A -A)\ et X = X"@A A
o o

I1 est clair que les schémas X}\ forment un systéme projectif et on verra que

X est une limite projective de ce systéme dans la catégorie des schémas,
On cherche des conditions sur les A)\ et sur ZXeo pour obtenir des énoncés du

genre : Pour que X possdde une propriété P il faut et il suffit qu’il existe

AEI  tel que pour tout plA , Xu' ait la propriété P .

2.1.1, Exemples :

2,1.1.1 Soit f 3 X —>8Spec & un morphisme de schémas ; soit y€ Spec 4 .
Supposons que f—1(Spec Ay) = % ait une certaine propriété P . On sait que
jAy = lg';m At ytEA-p et on verra que sur les spectres ceci correspond a l'iso-

morphisme Spec Ay = 1im Ux , U, parcourant 1l'ensemble des voisinnages ouverts
6——
e y . On pose Xo = £ (Uee ). I1 est clair que £ = lim X, et que les X «
e

forment un systdme projectif du type décrit plus haut,

Si B vérifie P on pourra trouver un voisinnage f-1 (U.x ) de la fibre de y
dui vérifie P .

!S;L par exemple on prend Y =Spec Z et y =0, chaque U}\ peut s'interpréter

fiific 1e complémentaire d'un ensemble fini de nombres premiers., Si on connait

B propirété de la fibre generique (i-e d'un ‘Q-schéma) on pourra en déduire la

BBt ipropriété pour les fibres sur presque tous les nombres premiers P .,

_"ur‘l.{ corps k

on. cons:.dere K comme extens:.on .
éerit K = llm ko »0-kK;  par-

(nar exemple son corps prem:.er) et on

‘ﬂi ,'”"‘\:_'f‘ple des’ ‘Bous™ K—ek’cénélon sde ftjpeiiFiniiide v k 4 (?n -p.eut ainsi se



ramener au cas d'un corps, extension de type fini de k .

2.1.1.3. Si Y = Spec A , on considérera A comme limite inductive de ses
sous-anneaux, qui sont des Z-algebres de type fini, et on pourra ainsi se
ramener & des situations au-dessus du spectre d'une telle algébre (et éliminer

les hypotheses nethé&riennesdans des théorémes du type “propriétés tcpologiques

des morphismes plats®),

2.2, Svetémss inductifs d'anneaux

Soit (AK s P K) un systeme inductif filtrant d'anneaux. On se propese
PN
~'stulier Spec lim A> on pose lim A\ = A .

.2.1 Proposition ¢ Si ulA notons u)\p le morphisme Spec A — Spec A
v

ANV S

A

correspondant & P ? elors (Spec A, , u, ) forme un systéme projectif dont

A Ap

la limite, dans la catégorie des schémas et dans la catégorie des espaces
topologiq&es gs'identifie & Spec A .

Preuve : Montrons d'abord que Spec A est une limite projective pour le

systéme (Spec AA, uk ) dans Sch. Il suffit. par définition d'une limite pro-
. 2

jective, de montrer que, pour tout schéma Y , il 2 une bijection entre

ym (Y, Spec(lim A)\)) et lim Hom (Y, Spec A}\)o
- L Qe di

Mais Hom (Y, Spec (lim A}\)) = Hom, (i._i_n; A (Y, oY))
~ - {
Z lim Hom, \A, r(y, OY))

n»¥i2 Hom (Y,Spec AX)

Il reste & montrer que Spec A est une limite projective de (Spec A%

dans Top .
Pn voit que les morphismes ux : Spec A -» Spec Ah » qQui correspondent aux @k

¥orment un systéme projectif de morphismes, d’olu un morphisme SpeC'A»Eagim Spec Ax

Noéus allons voir que u est un homeomorphisme,

i, est injectif car, si 'p , q € Spec'A avec p #£4q ,on sait que p = lim @;1(P)

e - A 3 P —1 - . . - -1 -
i@ = lim ?x (q), Donc il existe un p .-tel que %p (p) £ ¢p1(Q) .
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)

. -1
on a alors ¢uk (pp) = Px pour tout couple A,u tel que p2A , et on

. u est surjectif ; en effet soit (

AET

un élément de 1lim Spec A H
PK o= Y )

vérifie aisément que (ph) est 1'image par u de 1'idéal p = lim @x(Px)

AET
de A,

o u est continue : En effet, notant Pﬁ, la projection canonique

lim Spec Ax - Spec A_ , on voit que, si feA, £ = ¢.(f.), P appartient &
-
D(f) g1 et seulement si P appartient a P£‘ (D(fc))

z Z ,f" s «
2.3 Généralisation

;*2mes projectifs de schémas & morphismes de transition affines.

ppelons (EGA 1T §1) qu'un morphisme de schémas f ¢+ X - Y est dit affine
g3%i, existe un recouvrement (Y«) de Y par des ouverts affines tels que

pour tout o¢ , le schéma induit par X sur 1'ouvert f_1(Kx) soit affine

On montre qu'alors pour tout ocuvert affine U de Y , le schéma induit par
X sur f'1(U) est affine,
La notion de morphisme affine est stable par composition et par changement de

base,

)

de schémas tel que
Ap

Considérons un systéme projectif filtrant (Sk, v NET

les Vhp soient des morphismes affines. Nous supposons que I po &ede un

plus petit é1lément .

2.3.1 Proposition : Le systéme (SK VKH) admet une limite projective dans la
14

catégorie des schémas.

Preuve : On procéde par recollement, compte tenu de (2.2)

V. K(U

Recouvrons So par des ouverts affines Uid . Le systime des rx)

est projectif et les morphismes Vo étant affines c'est un systéme projectif
de schémas affines, Il admet donc une limite projective Ui qui est un schéma
gffine.. On vérifie que 1l'on peut recoller les Ui en un schéma S ,

80it T un schéma et (hk) un systéme projectif de morphismes de T dans les

ﬁ% . Les h}\lh}-\1 (v«;1 (ui,()) forment alors un systéme projectif de morphismes

| 1 ~1 . :
B, s : a’' onomorphism
5] By ¢ h (Uia) dans les vax(Uia) , 4'ok monomorphisme
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hi : h:J(Uid) ——PUi . On vérifie encore que lfon peut recoller les hi en

un morphisme h : T - S satisfaisant les conditions requises.

v
Remarque : les mcrphismes canoniques S ""-L""S)t sont affines ; il suffit de

tester sur un recouvrement affine de SK .

2.3.2 Lemme : Reprenons les notations de {2.3.1). Si U est un ouvert quasi
compact de S , il existe un indice A et un ouvert quasi compact UX de

SK tel que U = UX X s}\S

. . . -1
Preuve : U esgt en effet réunion finie dfouverts affines de la forme VK (UX)

rar 2éfinition de la topologie de la limite projective et puisque les vx

2007 affines, Mais alors il existe un A et des ouverts affines Vix en

aombre fini de SA tels que V = E v X 3

in
Sk
2.3.3 Lemme : Pour tout sous-schéma quasi compact ZA de Qh tel que
Z, XSKS =@ , il existe un A\ tel que 2, Xg Sp =g
- A
Preuve : Recouvrons Zx par des ouverts affines Uih en nombre fini, On a

¢ ; si on prouve le lemme pour les U.. , le résultat

par hypothese ix

Uixng =

général se déduira en prenant le sup des u(i). On est donc ramené au cas o

Zx egt affine, Soit ZK = Spec A

\ Les 'U;;(Zx) forment un systéme projectif
de spectres (puisque les VKH scnl affines) associé au systéme inductif dec
anneaux AK . On a donc Spec (lim AK) =¢ i.e lim Ak =0 donc Au =0

pour un p)A et Spec Au =¢ .

On considdre donc maintenant la situation suivante : on se donne un S« schéma
X« , et on pose pour tout A

K = Ko X5 S, et X=X, XS«S . Notons gque les U, = 1X,¢x V?xu de Xu dans

B% y pour ppA  sont encore affines puisqu'ils sont obtenus par changement de

E&se & partir de morphismes affines.
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2.3.4 Proposition s (X), ukp) forme un systéme projectif filtrant de schémas
donc la limite projective de ce systéme (qui existe d'apres (2.3.1) et ci-dessus)
s'identifie &8 X =X x_ S .

o Sa
Preuve : On veut montrer que pour tout schéma T ,

Hom(T , 1im X ) = 1lim Hom(T,X )

Mais par définition des produits fibrés X XS Sh , on a le diagramme exact :
a
a

Hom (T ) Xax Sk) - Hom(T s Xa) X Hom(T ? Sx) :'Hom(T ’ Sa)

S
a

et en passant & la limite projective — le foncteur lim étant exact & gauche -
on o tient
21 Hem(T , X x

—_ S

S ) - lim(Hom(T,X ) x Hom(T,S.)) 3 Hom(T , S )
N ! o A 5 o A T

. . . . . duit . = 13
:|..,e3 puis que lim commutte aux produits et puisque S ;m Sh s
lim Hom(T,X x
(—}\— a

Ce qui définit lim Hom{T,X x
P A— x

X et S au dessusde S ,
o a

S. ) - Hom(T,X ) x Hom(T,s) = Hom(T,S )
A o o

S

5 SX) comme produit fibré de
a
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III, FONCTEURS LOCALEMENT DE PRESENTATION
FINIE, COMPORTEMENT DES PROPRIETES PAR PASSAGE

A LA LIMITE PROJECTIVE

3.0 Présentation finie et limites projectives de schémas.

2,0,1 Soit (Sa’ ¢ak) un systéme projectif de spectres de limite projective

chéma. . =
S,Xa un schéma.. sur Sa, Xx Xaxsash pour Aa .

On a vu que X = X xg 8 était la limite projective des (Xx’fxp) et X 1la
o i

limite des X .

1m e Eoy

Soit U un ouvert quasi compact de X , alors il existe A et U, .ouvert quasi-
-1 compact de Zﬁ s tel que
= fA (UX) = Uh XSX S puisque lim zk = X.

3,0.2 Avec les mémes notations que dans (3.0.1) soit Za un sous schéma

) & —d .
quasi compact de Xa el que Zaxs S=¢

a

Alors il existe un A tel que 8, =3 X, 5, = g .

A S A
a

La propriété étant locale ou peut supposer X affine et Za fermé dans X

2

soit Aa 1l'anneau de Xa et g(x 1'idéal définissant Za . On a par hypothése :

A ,
afy ®, S =1im 4 ® S =0
o« S A Z da Sa M
(en désignant 1'anneau de s, per Sa) .
On & donc de manidre évidente un A tel que

A

a4]a<g% Sk =0

(o4
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de limite S on a :

F(lims ) =1im P (8 )
— « — a

3.1.2 Schémas de présentation finie sur une limite projective de schémas

(i.e de spectres)

3,1.2.1 Théoreme : Soit S wun schéma, X et Y deux S schémas tels que

X-jiagsoit quasi compact et quasi séparé et Y de présentation finie sur S .

On considére le foncteur F : (Sch/s)° —» BEns défini par :

= T T
F(T) HomT(X Xg , T g )
~> P est localement de présentation finie,
euve ¢ (T , 0] A) un systéeme projectif de spectres de limite T . On doit
- a a
montrer que :

X T = i
HomT(X ,YxT) lém HomTa(X xSTaiY xSTa)

Remarquons d'abord que l'on peut supposer S affine en faisant le changement
de base T —» S pour un g quelconque. On aurs alors X quasi compact et
o
guasi séparé,
Démontrons le théoréme dans le cas ou X =S . On doit donc avoir :
T) = 1i T
HomT(T?Y XS ) ;m HomTa(Ta,Y XS a)

donc on doit avoir

HomS(TiY) = lim HomS(Ta:Y)

Qn doit donc démontrer que le foncteur T — Y(T) est lui méme de présentation
finie.

gppposons Y affine :  Soient A = Spec S,B = Spec Y Ca = Spec T& et

g = Spec T =.}EE§CQ . Nous devons donc montrer que :

HomA.alg(Bfllm>ca)4_—— 1zm HomA.alg(BiCa)

Bidhant que B est de présentation finie. Nous montrons que l'application
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est injective. Soient fa et f& deux systémes inductifs d'applications de
méme limite f ., Soient X, les générateurs de B (en nombre fini) ; il
existe a tel que :

- — ) . . . .
f(Xi) pa(fa(Xi)) ¢a(fa(xi) pour tout i mais alors il existe

pza tel que "
. — t (. | I — f1
,ua(fa‘(xi)) @ua(fa(Li)) d'ol fu(ui) fp(xi)

pour tout i et fp =f!
"

Montrons maintenant la surjectivité.
YMous avons B = A[X1,...,Xh]/ avec J de type fini engendré par les Pj 3
_ J
on nose toujours x, = X,
i i

2t £ un homomorphisme de A-algdbre de B dans C et y. = f(xi) . I1

zaiBte alors o et des éléments vy, de C tels que y. = P (y. ) ; d'autre
ila a i a “ia

part nous avons Pj((yi)) =0 et par conséquent il existe pd>a tel que
Pj(¢ua(yia)) =0

On définit fp par fp(xi) =¢Q (yia) ; on obtient bien ainsi un morphisme
de A-algtbres et l'on en déduit un systéme inductif en posant fk-= cp)\uofp

et f est bien la limite de ce systeme.

Dans le cas général remarquons d‘'abord que l'on peut supposer Y quasi compact ;

eéh effet Y est réunion filtrante de ses sous schémas ouverts quasi compacts

&t si X est quasi-compact :
HomS(X,Y) = lim Homs(X,Yi)

Y étant mesintenant supposé quasi compact et £ : T - Y étant donnée, il existe

i recouvrement ouvert affine fini U. de Y et un recouvrement ouvert affine
Vi; de I ‘tels que Vij = 971 ( vlJa) I1
[Chak gte A tel que sur chaque vijk on puisse trouver d'aprés les résultats

pmecedents, un morphisme £, : V.. - U, donnant f sur V.. , permettant
- ' ‘ A ign 1 o ij

e gutigtruire un morphisme Xa-» Y pour o assez grand, Il faut vérifier les

el g de recollement, c'est-a-dire la coincidence gur les U {1U .

”’Lpﬁgﬁsgapﬁt‘qugSi.campaétS'et recouverts par un nombre fini d'ouverts
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- affines, L'existence d'un .« assez grand provient alors de lfunicité du
reldvement vérifié au début de la preuve,
Dans le cas ou X est quasi compact et quasi séparé on se raméne au cas
affine en prenant un recouvrement affine fini et en utilisant le fait que

l'intersection de deux ouverts affines est quasi compacte.

3.1,2,2 Corollaire : Supposons X et Y de présentation finie. Pour que

X XST et Y xST. soient T disomorphes, il faut et il suffit qu'il existe

A tel que Xk et Yh sbient Tk isomorphes.

Preuve : La conditicn est évidemment suffisante, montrons gqu'elle est nécessaire :

Soit f : X.XST SY xST un iscmorphisme, On sait que .f provient de

fu : X ><STLL-—a Y XSTp pour un p assez grand ; d'autre part f ayant un inverse

g , & provient de g : ¥ x T -—» X x_T Si a>u,p on peut considérer

p S B Sg

gaOfa et faoga qui donnent 1'identité & la limite donc déja 1l‘'identité pour

un A a&assez grand, Ce corollaire peut aussi s'enonger

T —> Isom(X x.T,Y xST) est de présentation fini

S

3.1.2.3 Théordme : Soit (Ta@au) un systdme projectif de spectres de limite T

6t° X un schéma de présentation finie sur T. Alors il existe un schéma de
présentation finie X&- sur Ta pour ¢ assez grand tel que X = XaxT T

Preuve : Dans le cas o X est affine on connait déja le résultat. On ge raméne
‘#n cas affine en recouvrant X per un nombre fini dfouverts affines U, . i.pour
‘#hasun d'eux il existe B et un schéma de présentation finie ZBi sur Tﬁ

Eﬁéls que Ui =2 . X T (on peut prendre un méme B pour tous les i), si B

Bi TB -
 té.choisi.assez‘grand pour chaque i il existe un ouvert ZBij quasi-
Mownect tel que Z.. . X. T.=U.NU, et 1l'identité de UNU. induit un morphisme
.,_‘.«.Am q- ﬁl J XTB q. J 1 J . P .

";'Zﬁji « 8i on choisit B assez grand ce morphisme est un isomorphisme.

pouvoir recoller il faut vérifier les conditions de transivité ; elles se

\"{

R,

sont quasi séparés. et en utilisant le

shit: sh' remarquant que les 2

i
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3.1.2.4 Théoréme : Soit f : X - S un morphisme de schémas. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes

(1) f est localement de présentation finie.

(ii) 1le foncteur T - hX(T) = HomS(T,X) est de présentation finie.

(iii) 1le foncteur T - hX(T) vérifie la condition précédente dans le cas ol
le systéme Ta est un systeme de  U-schémas, avec U ouvert affine de S ,
(1) = (ii) démontré au cours de la preuve de_(3.1.2.3)'

(ii) = (iii) immédiat.

(iii) =¢(i) la question étant locale on suppose S affine,

Supposons X affine d'anneaw B , les Ta ayant pour anneaux les Ca et S

Ayant pour anneau A . On doit montrer que :

l%p HomA—alg(B’Cx) - HomA_alg(B,lip CK)

est une bijection, ce qui est équivalent & ce que B soit une _A-algébre de

présentation finie,

Considérons le systéme (CK) des sous A-algébres de type fini de B, B = lip C
le morphisme identique .

de B se factorise donc a travers un CX et par conséquent B = CK est une

x ’

A-algébre de type fini.
Posons B = C/J ou C = A[T1,...,Tn], J est alors limite inductive de ses
sous idéaux de type fini JK et par conséquent B = 1lim C

Il existe donc un indice ¢« tel que le composé

K .

u P
C/Jm_____, G/J & C/J

\ ¢ }

o id

#Hoit le morphisme identique de C/J. Si q :C- C/J est la projection cano—
_ \ _
fiique et q : C - C/J aussi, nous avons :

P O(qa(Ti)) =P (u(a(r,))

Bit: i1 existe donc un indice B tel que J contienne les (q. (T.) - u(q(T.)));
B/Jk AL FEAD
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on & donc un diagramme :

P

¢/; . ¢/, _B c/;

N4

C

ou u(q(Ti)) = qB(Ti) pour tout i et donc g, =u o q ce qui implique J_ =J .

B B

8i X est quelconque, il suffit de démontrer que tout ouvert affine U de X

est de présentation finie sur S5 , c'est-a-dire que :

lin Hom(Tan) - HomS(T,U)

est une bijection pour tout systéme Ta .

L'injectivité se vérifie immédiatement en remarquant que l'on a un systéme
iﬁductif d'applications dans X ,

Montrons la surjectivité : soit f : T - U ; il existe un indice A et un
morphisme fk : Th-e X vérifiant f = fx XTa idT . I1 faut montrer que pour q«.
assez grand fa se factorise par U . Posons Ua = ¢;;(f;1CU)), alors le complé-
mentaire de Ua est une partie fermée donc quasi compacte, vide & la limite ;

elle est donc déja vide pour ¢ assez grand,
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IV, MODULES DE PRESENTATION FINIE SUR
UNE LIMITE PROJECTIVE

On se donne un schéma S, Soient (T ’(Poc)\) un systeme projectif de spectres
a
du dessus de S de limite T, X un S-schéma quasi compact et quasi séparé,

A un Ox—module quasi cohérent de présentation finie, J/’un OX—module quasi~-cohérent

4.1 Théoréme : Considérons le foncteur F de (Sch/s)O dans Ens défini par :

F(1) = Hom, T(f*("’l),f*(/f")
S

ol f:XxST-—->X.

Alors F est un foncteur de présentation finie,

Preuve : Soit (Ta, foc)\) notre systéme projectif ; on peut supposer que S

‘est égal & un des T}\ T! sans rien changer 3 la généralité, On obtient alors :
o

F(T)\) = Hom (f;uo,f;uf))

XxTT
[0 4

A

ol fh:;X ><TaT)\ ——> X . On posera X xTaT}\ = X?» . On doit montrer que :

lim Homx}\(f;‘\‘(ﬂ),f*)\(f)) = HomX XST(f*Ut)’f*(M)

Nous allons donner une démonstration du théoréme dans le cas affine ; il se
généralise en utilisant le fait que X est quasi compact et quasi séparé.
So:L't 4 1'anneau associé & X et B)\ celui associé & T)\ . Met N 1les Xa
modules, On doit donc montrer que :

i = M N

lim Hom, @B M ® BMN ® B}\) Hoz © B( % 33 % B)
A B Ba o o

B(x o Ba

Salid peut s'éerire

lim Hom A(M:N ®8an) = Hom A(MZ-N ®Ba-B)

GBS, clair que cette égalité est vérifide si M ‘est libre fini, Puisque M

Bbpésentation finie on & une suite exacte AP > Al oMo 0 et puisque

fcteur exact & gauche en M 1'égalité reste vraie.
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4,2 Théoréme s Si /i{_ est une X X

sT—module de présentation finie, il existe

un A et j{,}\ de présentation finie sur X XST
= *
M = (1 xg 9 %M

Avant de passer 4 la démonstration nous allons donner le corollaire suiwvant :

tel e :
A 4

4.3, Corollaire : Si M et A sont tous les deux de présentation finie pour

que J{, xST' et JpxST soient isomorphes, il faut et il suffit qufil existe A

7 . .
tel que J’Lxs A et XST}\ soient isomorphes,

preuve de (4,2) : Supposons X affine et reprenons les mémes notations que
précedemment, On doit montrer qu'étant donné M de présentation finie sur

A ®B B il existe M}\ de présentation finie sur A @B B)\ tel que M = M)\®B B.
01 a A

Cela se fait en considérant la suite exacte

(4 gaB)P—“» (AgB)q——y M—> 0
Q

et en remarquant que les coefficients de la matrice ¢ sont déji dans A ®B B)\
a
pour A assez grand,

Pour le cas général on recolle en sachant que X est quasi compact et quasi séparé

, . )
A.4 Proposition : On garde les hypothdses des théordmes (4.1) et (4.2). ./l{/ ///,j/l/‘]

gont des modules quasi cohérents de présentation finie sur X . Supposons
que A et .j/)) soient des quotients de .4{ et que f*(/ﬁ) soit un quotient de
£* W) (£:X xgT - X). Alors il existe’ A tel que ,f;\*@”’) soit un quotient de f;@”)
Preuve : On a la suite d'applications suivante :
£ (i) Ly £ () 2o tx ()
b étant surjective. Il existe P, f{(l') _>.fx(l") donnant p.1I1 faut démontrer
Kue: R, est surjective pour o assez grand. Si Q = Coker (PA) f{(Q}\) et
@go) donnent le méme module et par conséquent Q,)\ — 0 pour ¢ assez grand

BPres le théordme (4.1)
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V. CARACTERTSATION DES PROPRIETES DE PERMANENCE
PAR DES FONCTEURS DE PRESENTATION FINTE

5.1 Théoréme : Soient S wun schéma, (T P X)‘ un systeme projectif de spectres
a :

au-dessus de S de limite T et X un S-schéma de présentation finie. Alors

les foncteurs suivants sont de présentation finie.

(5.1.1) T+ F(T)

i

ensemble des sous-schémas ouverts de présentation finie

de X XST .
(5.1.2) T+ P(T) = ensemble des sous-schémas fermés de présentation finie
de X x.T ,
S
(5.1,3) T > F(T) = ensemble des sous—schémas de présentation finie de X x.T .

S

Par exemple nous allons prouver (5.1.2)

Un sous—gchéma 2 de X xsT de présentation finie est défini par un idéal

quasi-cohérent J de type fini, On doit donc montrer que (Ta,w&x) étant donné :

lim F(Ta) = F(T)
Montrons l'injectivité : Soient Z1a et Z2a deux sous-schémas fermés de présen-—

‘sation finie donnant % . On est dans les conditions de la proposition (4.4) avec

o ) o [y
XzXXSTa’/“J—(%(XSTa'/{J—GZ Fur_&

Alors il existe A tel que Z1a majcre zZa

Montrons la surjectivité : 2 étant donné sur X xST , 11 est défini un OZ- ol

et réciproquement d'ol 1'égallité.

OZ est un module quasi cohérent de présentation finie. On peut donc trouver A

et ALA. tel que 0Z provienne de.j[h. De plus il existe B>\ tel que X xSTB a»J(B

donne & le limite la projection cancnique et si on choisit B assez grand

di¥application est surjective et il suffit de considérer le schéma fini associéaukg

erkie

g

8"

%ﬁ; _Quelques foncteurs de présentation finie
“bbrOSOnstque' X et Y soient deux schémas sur S de présentation finie.

Wl'%rs. les foncteurs suivants sont de présentation finie.



5.2.1) T ®(T) = Hom, (X x

(5.2.2) T+ p(T)
55('5.,203) T —> P(T)
(5.2.4) T+ (1)
(5.2.5). T+ B(r)
(5.2.6) T+ F(T)
(5.2.7) T+ F(1)
(5.2.8) T+ ®(T)
5("5.2.9) 1+ B(1)
%%(5.2,10) T +—> P(T)
§(5211) T P(1)

§(52 12) T— p(rp)

T,Y

=Isom, (x xT,Y

0

I

- ensemble

ensemble
ensemble
ensemble
ensemble
aensemble
ensemble
ensemble
ensemble

ensemble

des

des

des

des

des

des

des

des

des

des

xST),

XST).
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T-morphismes séparés de X x T dans Y x.T

T-morphismes surjectifs de

T-morphismes radiciels de

S S

S

S

T-morphismes affines de X x.T dans Y x.T

S S

T-morphismes finis de X x.T dans Y xsT

T-morphismes quasi finis de X

S

S

T-morphismes propres de X x.T dans Y Xx.T

T-morphismes projectifs de

S S

S

T-morphismes plats de X xT dans Y XST .

S

T-monomorphismes de X x.T dans T xST

S

gggeuve de 5.2.12 : Considérons le systéme (Ta’¢ak) de limite T . On doit

fontrer que tout systéme de morphismes fa : X XST

f8hg. Ceci est équivalent & ce que

Af : X'xST 5

a 3

X xsT

Y x T donnant a la
S a

soit un isomorphisme. -

fBghant que le fencteur T - Isom(X 4ST,X»XYX XST) est un foncteur de présen-

T P
@p ion finie on peut conclure,

S

S

X xT daens Y x

S

XxT dans Y x.T

X T dang Y x.T

L 4

S

T

.

X xT dans Y x.7T

%ﬁite un monomorphisme est déja un systéme de monomorphismes & partir d'un certain

-
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VI, APPLICATIONS

6,1 Elimination des hypoth&ses ncethériennes

Soit le théoreme

6.1.1 Théoréme : Soit Y wun schéma localement noethérien ; eoit f : X - Y

un morphisme plat et localement de type fini, Alors f est universellement ouvert,
Nous nous proposons d'éliminer 1'hypothése noethérienne qui n'est pas stéble par
changement de bass et de prouver

6.1.2 Théoréme s Soit f : X » Y un morphisme plat et localement de présentation

finie ;s alors f est universellement ocuvert,

Preuve : Les hypothéses et la conclusion étant locales, on se raméne & X = Spec B
.gt Y = Spec A, B étant une A-algébre de présentation finie. Mais A est limite
}nductive filtrante de ses sous @#algebres de type fini AK qui sont des anneaux

AX

une Ak—algébre de type fini et plate, Le morphisme Xh = Spec BA YK = Spec AK

noethériens, et on sait que B ° BK ® , A pour un A\ assez grand, Bx étant

setisfait aux conditions de (5.1.1) d'ol le théordme,

6,2 Endomorphismes d'un S-schéma de présentation finie

On a 1le ¢

6.2.1 Théoreme s Soit S wun schéma ; X un S schéma de présentation finie. Tout

S~endomorphisme de X gqui est un monomorphisme est un automorphisme de X.
On va d'abord prouver la

6.2,2 Proposition : Soient S wun schéma, X un S-schéma de type fini. Tout S

endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif).
Breuve : Rappelons qu'un morphisme de schémas f ¢ X > Y est dit radiciel s'il
g9t universellement injectif,ou,ce qui revient au méme, s'il est injectif et si

peur tout x € X, k{x) est une extension radicielle de k(f(x))
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Rappelons qu'un schéma X est dit de Jacobson si toute partie fermée de X est
1l'adhérence de l'ensemble de ses points fermés, Il revient su méme de dire que
toute partie localement fermée, ou constructible, non vide de X contient un point
fermé,

.Par exemple, Spec A ou A est un corps, ou 2Z, ou une algdébre de type fini sur
un corps ou sur Z.

8i Y est un schéma de Jacobson et f : X -~ Y un morphisme localement de type
fini, alors X est un schéma de Jacobson et l'image par f de tout point fermé
est un point fermé (BGA IV.10.4.7)

Noton enfin que tout monomorphisme f ;3 X - Y est radiciel car on voit immédia-—
tement que pour tout y € Y, f~1(y) est, soit vide, soit k(y)—isomorphe a

‘Spec k(y) .

Ceci dit passons & la preuve de (6.2.2)

g g8
X EX X X

A/ \ /

IS Spec k(s)

Pour montrer que g est surjectif il suffit ds montrer que gs 1l'est pour tout s€S
On se ramene donc au cas S = Spec k, k étant un corps. Mais alors f est de
%présenta’cion finie puis que k est noethérien,

g?,ffaprés ce qui précéde il suffit de considérer le cas ou S = Spec A, A étant
@g;sous. Z algdbre de type fini de k .

Méi. X est alors un schéma de Jacobson et puisque g(X) est constructible
@yéwioréme de Chevalley), il suffira de montrer que g(X) contient tous les points
fEinés de X ; en effetrsi g(X) #X , X - g(X) qui est constructible comme

Fiplémentaire d'une partie constructible devrait contenir un point fermé.

BEEst donc amené & &tudier les points fermés de X .
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6.2.3 Lemme ; Soit Y wun Z-schéma de type fini.
(i) Pour un point y€Y soit fermé, il faut et il suffit que k(y) soit un corps
fini,
(ii) Pour tout nombre premier P et tout entier d>1 , l'ensemble des points yeY
tels que k(y) soit une extension de Fp de degré divisant d est fini,
Preuve : (i) D'aprés ce qui précéde l'image d'un point fermé y de Y dans
Spec Z2 est un point fermé, i.e wun nombre premier P , L'assertion résulte alors
de ce que, si X - Spez k est un morphisme de type fini, pour qu'un point x€X
B0it fermé il faut et il suffit que k(y) s0it une extension finie de k ,
(ii) Y étent réunion finie d'ouverts affines de type fini sur Z , on se borne
au cas Y =Spec C , C étant une 2 algébre de type fini. Les pcints y consi-
‘dérés correspondent bijectivement aux homomorphismes C-a-FPd . Mais C étant detype

fini et de fini, il n'y a qu'un nombre fini de tels homomorphismes,

Preuve de {6.2.2) : X est un Zschéma de type fini ,

Soit T l'ensemble~fini d'aprés ce qui précéde — des points fermés z de X

p,d

tels que k(z) soit une extension de Fp de degré divisant d , D'aprés (6.2.5)

I'ensemble des points fermés de X est réunion des Tp'd,, Or Tp 3 est stable
9 H

par g car si xETP a’ k(g(x)) est un sous-corps de k(x) ; g étant injectif
9

@QT hypothése sa restriction a Tp 4 est bijective puisque Tp 4 est fini,

B2 9 ?

@9 qui prouve la proposition (6.2.2).

ﬁﬁeuve de 6.2,1)

x_* > X La question étant locale sur S, on se raméne & S affine
5 \\ u//; . d'anneau A ., On se raméne par un raisonnement standard au
® cas ot A est une Z-algebre de type fini, les monomorphismes
!I@bomportant bien .!"™ par passage & la limite projective. X est donc un Z-schéma

BR%ve fini, De plus g est bijectif.

EEBiffit donc de montrer que g est une immersion ouverte, et méme que g est
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X £ X plat d'aprés le lemme suivant.

6.2.4 : Lemme ¢ Tout monomorphisme plat de présentation finie est une immersion
ouverte,
Preuve : Soit f un tel monomorphisme.
Le morphisme diagonal A :'f o a X.XSX est alors un isomorphisme? ainsi,que
les projections X x X P; )

Proj »onA_ XS- "ﬁ X,

£ étant de présentation finie et plat, f(X) egt ouvert-deamns S (6.1.t). On est'

‘donc amené & prouver que f est un isomorphisme sur son image. -

X ¢ X‘xsX Cela se voit par'descente‘fldeleme#t plate, pulisque
£ gl 22 X , T(X) est plat et surjectif.
Se—r— %

Mpis, l'ensemble des points oh g est plat étant ouvert et X étant un echéma
$
‘de Jacobson, il suffit de montrer que g est plat en tout point fermé de X ..

Maintenant, en reprenant les notations introduites plus haut, soit. =x€T a*
. ’

On & déja vu que T est un ensemble fini, stable sous g.

P,d

Posant. xq = g(x), ... on & une suite finie de morphismes locaux.

f1 0 f2 0

0x L x4 > =

. ()

x

Dfol, en pessant aux corps résiduels une suite.ddisomorphismes

— e

f

k(x). f1i k(x,) -2 .,,.;,k(x) , k(x) étant un corps: fini.

@@6u une sulite dlhomomorphismes.surjectifs‘d'anneauXinoethériQES';

£1 £ |
1 2 .
m X

X :

0
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et ¢ est bijectif comme endomcrphisme surjectif d'anneaux noethériens.

]
Tous les fi sont donc des isomcrphismes ; en réitérant le procédé pour tous

les 0 . » on voit finalement que la suite déduite de (*) sur les complétés
i/m B
X,
1 ~ ~
. . . o f1 ~ f N
est une suite d'iscmorphismes O 2 0

X — QX‘I

~1

PP > X,

et par descente fidélement plate, tous les f:

i sont des isomorphismes,

On a donc prouvé que pour tout peint fermé x de X , le morphisme

ast i . 3 -
O‘Xff(x) —» O  est un isomcrphisme - donc est plat. C.Q.F.D.
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TOPOLOGIES ET FAISCEAUX

I. GENERALITES

I.1. Préfaisceaux

Définition I.1.1. : Soient C et B deux catégories : un préfaisceau sur C &

valeursdans E est un foncteur covariant de C0 dans F .

o

1.2, Topologies

Définition I.2.1.1. On appelle crible d'une catégorie C , toute sous-catégorie

gﬁleine) R de C , telle que toute fléche de C ayant son but dams R , a sa

vﬁgurce-dans R .

i@yf&ppelle cribles de X € 0 bﬁC), les cribles de ¢ /X, c'est-é;aire les sous-—

HFoncteurs du foncteur représenté par X .

b

B f :Y->X est une fléche de C et R wun crible de X , alors R%Y est un

$¥ible de Y ; c'est l'ensemble des (Z,z) tels que fz soit dans R(Z)

2 2. Topologies et prétopologies
o

$Bimition 1.2.2.1. Une topologie sur une catégorie C , est la donnée pour tout

g!g@ngb(C) d'un ensemble J(X) de cribles de X , tel que :

Lii: Pour tout. R dans J(X) et tout f : Y- X, le crible de Y , Re ¥ est

5%§i R et R' sont deux cribles de X tels que R soit dans J(X) et que

it Y > R on ait R'X Y dans J(Y), alors R' est dans J(X) .
- A

iest dans J(X) .

Mf)w»sont.dits couvrants X

5%ble'par~intersection'finie. Tout crible contenant un crible de J(X)

”}ﬁg@qurible d'un objet X de C , est dit couvrant s'il appartient( )
' ‘ ‘ a JX)
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Définition I.2.2.2. Une famille (Xa fg# X)a€A est dite couvrante pour une topologie

gi le crible de X qu'elle engendre est couvrant,

La donnde pour tout XE0b(C) de familles de morphismes de but X permet de définir

une topologie sur C , la moins fine pour laquelle ces familles soient couvrantes ;

les cribles couvrants pour cette topclogie sont malaisés a déterminer, toutefois :

Définition T.2.2.3. Une prétopologie sur une catégorie € est la donnée pour tout

;§0b(g), d'un ensemblic Cov(X), de femilles de morphismes de but X, tel que :

PT O ., Les morphismes de CoV(X) scnt quarrableg

PT 4, 81 (Xa - X) est dans COV(X), alcers pour tout Y - X , (Xa>§X¥ - Y)

est dans -CoV(Y) .

X)

PT2.58i (X "«  ca

_ _a, est dans CoV(X) et si pour chaque ofd ,

g f g, X) _
(xBa Ba Xa)B€Ba est dans CoV(Xa) , alors (Xﬁa o Ba a€A,B€Ba est dans

Cov(X} .

Les cribles couvrants pour la topologie engendrée par une prétopologie sont ceux

qui contiemnent un crible associé & un élément de cov(X) .

1.%. Faisceaux

I.3.1. Généralités

Définition TI.3.1.1. On appelle site une catégorie munie d'une topologie,

I.3.1.2. .
Définition/-Sci% C un site., Un préfaisceau &F de € est dit séparé (resp. un

faisceau) si pour tout X de Ob(C) et tout R de J(X), 1'application :

Hom(X, F') ———> Hom(R, F')

est injective, (respo bij@ctive)

"~

Les faisceaux sur C forment une sous-catégorie pleine C de C ,

Proposition 1.%.1.%. 5i la %topologie est définie par une prétopologie, T est

séparé si et seulement si pour tout X de Ob(C) et tout (xa-+ X)a€A de Cov(X),

l'application :

F(x)-> 1un F(x) est _injective.
afA <




% fai . . .
g eat un feisceau 8i et seulement si les diagrammes :

F (x) —u Er'(xa) 51 Fx x YB)

a a3

gont exacts,

1.3,2, Quelques topologies,

#:3,2.1. 81 X est un espace topologique, la catégorie est celle des ouverts de
avec pour morphismes les inclusions, et on prend pcur familles courantes, les

gecouvrements ouverts des ouverts de X

(Ua)oc€I est un recouvrement d'un ouvert U de X , le crible assccié &

@Q)O&I est l'ensemble des cuverts de X qui sont cov'~1ius dans l'un des U
[84

e que deux recouvrements de U , (U ) et (V) définissent le méme
a’a€l B'BET

de U esignifie que (Ua) et <VB) sont deux reccivrements équivalents

mkU (i.e. chacun est plus fin que 1l'autre).
BErcribles de U s'interprétent donc naturellement comme classes de recouvrements
Eiivalents,

g3, 2,2, La topologie f.p.g.c. La catégorie est celle des schémas ; une familie

S X) est courrante si X =TCJ( fo(ixf‘) et =3 chaque f, est plat et quasi compact.

ﬁgrra mius tard que tout préfaisceau représentable est un faisceau f.p.q.c.

_La_topologie étale, La catégorie est celle des schémas ; une famille

“a X) est couvrante si X =UTf x) et les f étales.

—— . o ool T

gl2.4. - sSoit F un préfaisceau sur C et pour chaque X de 0b(C) soit J(Xx)
1_1:115]_.Ae des cribles de X tels que pour tout Y - X on ait une bijection :

- Hom (¥, F) — Hom (R XXY’EF)

les J(X) forment une topologie sur C, la plus fine pour laquelle G est

i1 est clair que si on a une topologie c'est bien la plus fine pour

“es8t un faisceau.
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Pes axiomes T 1 et T 3 sont évidemment vérifiés ; vérifions T 2 ; montrons

§atord que J(X) est stable par intersection : soient R et S dans J(X) ; pour

fout Z - X , il faut qu'on ait une bijection :

Hon(Z,5%) —> Hom(R x_ S Xy 7, 9)

X
fleis ona : 8 = lim Y , dlou
(¥,£)ecys
g | _ lim
B 552 = (v, 75e0s @5 1) % (T 2)
Bou : 18 Hom(R x, Y x Xz,g'—) 3 _lim  Hom(Y x, 2,F)

© (¥, 0)ec/s (Fe)ecys x

3 Hom (s X X Z,g:) 5 Hom(z,g).

E‘intenant remarquons que s8i R est dans J(X) et s1i R' est un crible de X

fi&l que pour tout Y - R , R' X X Y est dans J(Y) il en est de méme de R' x X R.
BR est ramené & vérifier T 2 dans les cas R'& R et R<& R' ; la vérification

BBt identique & celle de R X X s ¢ J(x).

@vinition I1.3.2.5. - On appelle topologie canonigue sur une catégorie C , la

Epologie la plus fine pour laquelle les préfaisceaux représentables sur C, sont

@vv faisceaux.

~I.4, Calculs sur les préfaisceaux

EA. Timite de préfaisceaux.

‘limites inductives et projectives sont représentables dans ¢ s les foncteurs

Bi— 9 (X) commutent aux limites. Autrement dit les limites se calculent en chaque X.

JE.2. Préfaisceaux abéliens.

mecatégorie des préfaisceaux sur C & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens

#une catégorie abélienne.

EﬁfAISCEAU ASSOCIE,
B C un site, 6 et C , les catégories des préfaisceaux et des faisceaux sur

L e A .
et i : ¢~ C , le foncteur canonique,

II;1 = Le foncfeur L .

fini? un foneteur L : C »C et un morphisme 1 : idg - L .



BE. .. le préfaiscean L(F).

Bfinition IT.1,1.1. Pour X dans 0b(C) , on pose :

L(F)X) = 1im Hou(R,F )

REJ(X)

B notera i % (r)

le morphisme canonique de Hom(R, ) dans L(F)(x) ,
ﬁns L(S}')(x) ; 81 r : Re—yp R! s On & donc :

. F oy T o ‘
1% (R") =173 (R) ° Hom(r,F)

“:‘yi' At X-> X' un morphisme, Il existe un morphisme unigue L(g-:)()\) de

[7:¢"

(43 )(X') dans L(g)(X), tel que pour tout R?
Eirutatif :

dans J(X'), on ait un diagramme

WPy HN gy

i ?('-(R' xX,x)

Hom(R", )

5 Hom(R' x 0 x,F)

=>1L(€F)(X) et si A' : X' - X" est un morphisme,

y‘ L(F) ( 1 X)

12, _Le foncteur I,

tlon I11.1.2,1. Soit £ : G - G

un_morphisme de préfaisceaux.

whout X dans Ob(c), i1 existe wn morphisme unigue L(£)(X) de L(F)(x)

' (X), tel gue pour tout R dans J(X) on ait un diagramme commutatif ;

»

W) MO0 g

1? "(R)




@_13. Le morphisme 1(&),

fomme X est dans J(X), on a un morphisme : Cf( )
N Av (X
F)x) :  (X) = Hom(xX,F) —=——> L& )(x)

Bbposition IT.1.%.1. 1(9‘—) est un morphisme fonctoriel de ' dans L(g‘-)‘

fPguve : 11 faut vérifier que pour tout A : X - X' , on a un diagramme commutatif :

. 19 (x)
F (x) — Hon(X,F) —=—> L(F)(x)

”
B /‘ : G ] L(F)(\)

F (1) = monlxt,F) X s L(F)(x)

gst évident avec - - - »

%ﬁfd,. Le morphisme 1 ,

gition IT.1.4.1. 1 est un morphisme fonctoriel de idé dang L

rd C ‘ - "
e Il faut vérifier que pour tout morphisme £ :J'_,g? dans C , on a un

1(F)

v

L(F)

g |
f ]’ L(r)
<7

1 l((J"') L(QF')

~

11,2, - Propriétés du couple (Ln,1)

phi smg couvrants

17.2.1.1. Un morphisme de préfaiscesux u o g est couvrant, si le

.., 8 la propriété suivante ::

vjet: X de . et toute fliche X-»?s le sous-objet de X,




§§ worphisme u est bicouvrant s'il est couvrant et si le morphisme diagonal

s S gxg I est couvrant.

e morphismes couvrants (resp. bicouvrants) sont ceux qui par passage au faisceau

¥socié donnent un épimorphisme, (resp. un isomorphisme) (exercice)

@ngsition 11.2.1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

B v est couvrant.

@;pour tout X dans O0b(C) et tout morphisme X »‘g , il existe un diagramme

Eiutatis

g

g = G

~

Fo—— & > X

;R est dans J(X) et ¥ - R un épimorphisme,

&;pgo;)riétés suivantes sont équivalentes :

JEu_est bicouvrant.

mut est couvrant et pour tout diagramme :

©

k'A u

g

: b

& uv. = uw. , le noysu de (u,v) est dans J(X)

X

des morphismes couvrants est stable par changement de base et composition
ohiiiemes: gont  cowvrants.

commyutatif

8t bicouvrant,

’
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g’:’oposition I11.2.1.3. Soit g un préfaiscean : les assertions suivantes sont

%‘"uivalentes s

' SF est un préfaiscesu séparé, (resp. un faisceau).

¥y pour tout morphisme couvrant, (resp, biccuvrant), u : - , 1'application

_Hom(u, g) : Hom(%sg?) _— HOHI(Q, s F)

&Q injective, (rep. bijective)

m&, Les morphisme ZR—-"—

Efinition 11,2.2.1. Pour X dans Ob(C) et R dans J(X) , on définit :

: Hon(R,F) 15 ® L UF)®) —  Hon(x,L(F))

E‘jovsition 11.2.2.2. i) pour tout u : R - 9;. on a un diagramme commutatif :

1(Sr

e ) > L
u] /‘
i

B R

> X

(F)
ZR_.(u )

ot X L(g) . i1 existe R dans JQX) et uw ¢+ R— fF tel que

o

R ek R‘ dang J(X) et u:R> F.ou > F, ZR(u) et ZR,SU_'}

‘seulemént si, il existe R" dans. J(X) céntenu dans R'OR", tel

dp 8-

X 3on a un carré fibré s
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R
gt f
R x X¥
ia un diagramme commutatif
Z
Hom (R, F) R o Hom(X,L{F))
Hom{g'SF) Hom(f,L(F))
ZR X ¥
Hom(R xXY,Q?) X , Hom(Y,L(EF))

T . - ?
e ZR(u) £ =2, XXY(ug ).

aussi un diagramme commutatif :

. &
non(® x 1, F) 1Y ® X0 gy

Bom(i', F) 5

Hom(Y, 9) Hon(¥,1(9)) 5 Hom(Y.L(G))

o

w.:'.{“'h- -y g ’. =
) R Zh *XY(ug ) l(g)ug . qud-

e did),
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1I,2.%, Propriétés de (L,1)

Proposition 11,2,3.1. - i) le morphisme 1(F) est bicouvrent

y_.) le foncteur L est exact & gauche

4ii) le préfaisceau L(SF) est séparé.

1(G

est séparé si et seulement si

L(6F) est alors un faisceau,

) les propriétés suivantes sont équivalentes :

est un monomorphisme

a) 1(SF) est isomorphisme.

g) CF est un faisceau.

preuve : i) il est clair que 1(F) est couvrant (II.2.1.2. ii) et (IT.2.22, i)

Joit Y dans Ob(c) et (u,v) : Y &F , tel que 1(F) u = 16;) v ; d'apres

i% iii) proposition II.2.2.2.,,1le noyau de (u,v) est dans J(Y).
E)Il suffit de vérifier que les applications canoniques :

Lin F (X)) — 2 (T )(X).

Bnt bijectives ; cele vient du fait que le foncteur %> Bon(R, F) commute

 limites. projectives:et que le foncteur lim commute: aux limites projectives

3(x).

:Len’l:fet g deux morphismes de X dans. L(F ) tels que f iR =g i-R R

' i = g ; i1 exiate. R' dans J(X) contenu dans R, tel que

Zﬁ,(v) o u et v sont des morphismes de R' dams. ; on
l(g) v ; le lecteur achdvera la démonstration.
v que 1(F) est un monomorphisme, il suffit de voir que pour

(9 )(x), donc' Hom(X,1(%F) est injective, ce qui est évident




- 12 =

8 1(F) est un monomorphisme, F est séparé comme sous—objet' d'un objet séparé

) a) =>B) est évident

B) 2 a) il faut voir que pour tout X de 0b(c), 1()(X) donc
. F

iy (X) est surjectif, ce qui est évident F &tant un faisceau.

IT.3, = Le faiscegu associé

Proposition II,3.1. - Le foncteur i : C - ¢ admet un adjoint & gauche a ,

gui_est exact 4 gauche,

@reuve. On peut prendrs a =L o L y avec pour morphisme d'ajonction
(W) 1F) :Fo> a(F).
eat exact & gaucbe, donc a ausei.

&flnltlon II.3.2. - Le faisceau a(SF) est appelé faisceau associé i g:

B e donc des bijections fonctionnelle en Fe & et Gt ¢ C :

Homg (a(F), Ty —— Homs (97,9")

Limites de faisceaux :; faisceaux abéliens.

~n
Une limite projective dans C de faisceaux»est un faisceau

imites inductives existent dans C ; si G : I - C est un foncteur on a :

iy G=a(ling ),

- les falsceaux abel:l.ens sur C forment un catégorie abélienne,

u.n morphisme 2 le noysw de an est le faisceau X > Ker u(X).

dans C est exacte

xiste R ¢ J(X) et
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gt R~1 tel que 1'on ait un diagramme commutatif :

X B()

i
=

A 4

g I est 1l'image de u et N le noyau de v dans 6

greuve : en effet, on a des bijections :

filin Hom(R,I) —» 1im Eom(R,N) -5 Hom(X,N) =, N(X)
! ,

(%) RE T(X)

B suite est triviale,

mpposons la topologie définie par une prétopologie, alors :

t "
l‘posi’cion I1.4.2.3. La suite <k u'\ g, g exacte, si pour tout

. de Ob(C) et tout & de N(X), il existe une famille couvrante (X £
o

—G

X),

des sections g& QF(Xa,g‘!), tel que u(é;) =g"(fa)(§).

[Bicuve : d'aprds la proposition précédente, il existe R dans J(X) qufon peut

f

pposer associé & une famille couvrante (Xa o4 >X), et n=R-1 , tel que

Vs ooa . ) . - )
ip =3 m; il suffit de choisir ¢ el que u(ga) n(Xa)(fa)'

B3 iproquement & partir de la famille (u(};&)) on retrouve un morphisme n : R—-1 ,

rd N f
L que s(g) iR =3jn , R étant le crible associé & (Xot % yX); pour y : Y = X

i R , il suffit de poser n(¥)(y) = F(y)(g) aqui est dans I(¥).
B ticulier v est un épimorphisme si pour tout X <o 0b(C) et tout E" de

- £
I ig il t X - t des d
s, il existe une famille couvrante ( a,""g—’ _ ) e e ga ans

B7), tels que v(z ) =" (X .5 ).
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I1.4.3. Exemples de faisceaux abéliens,

Le faisceau des fonctions morphiques sur une variété,
Le faisceau des sections d'un fibré vectoriel,
Le faisceau structural sur Spec(A).

IT.4.4, Exemples de suites exactes,

IT1.4.4.1, Scit X <une variété analytique complexe, @ le faiscean des fonctions

X
morphiques sur ¥ et (’); le faisceau des unités de @X .

1 . - *
alors : exp : C/'JX ) @y

Bst un épimorphisme de faisceaux tel que pcur (J cuvert de X les fonctions

axp(U) ne soient pas toutes surjectives, (i.e, e¢xp n'est pas un épimorphisme de

préfaisceaux

Bar exemple si X = € et =z¢r'(X-fol,(®%) on sait que z ne se reléve pas ;

X

Eeutefois toute fonction geT (U, @;() se releve localement, i.e. on peut définir

g(g) au voisinnage de chaque point.

une suite exacte de faisceaux

.
»

K, o .. o6r_.
0 X X 0

v & est le faisceau gqui au-dessus de chaque composante connexe U d'un ouvert

e L est égale d 2112 ; c'est aussi le faisceau associé au préfaisceaun
gstant 2,

&4.42 Dans la catégorie des schémas, le préfaisceau :

oot S — I'( @;)

ﬂ?feprésentable pas Spec(2[T,2"1]). En effet, on a des bijections fonctorielles

(8,000 (2[2,111)) —= Hom,_(a[1,71], T(&y))

et 3 N *
BB ornier ensemble s'identifie & (@ S) par W peeyu(T),

§:pour: les topologies étale, et f.p.q.c.
, 1 5 on définit un morphisme }

.
M

B e E8
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n est un épimorphisme de faisceaux pour la topologie f.p.q.c.
Soit S wun schéma et soit g flkg Mg la"restriction"de n : pu -~ p i la

catégorie des schémas au-dessus de S . Pour que n, soit un épimorphisme pour

S

la topologie étale, il faut et il suffit que n soit premier aux caractéristiques
résiduelles de § ,
On va fabrique une famille couvrante (S& a, S)a€I telle que pour ger(éb;),

il existe §&€P(Q)ST) tels que ¢ Sa = fr(g)?
o

Pour cela soit dtabord <sa)a€I un recouvrement de S par des ouverts affines
et soit ia : Sa - S le morphisme canonigue 3 ia est un morphisme plat, étale,

quasi-compact ;

n

posons S& = Spec(P(Sa: @>S)[T]/(T - glsa))

soit fa : S&»s le morphisme associé au morphisme d'anneaux :
o

P, P(Saf (OS) - I‘(Sa,@s)[T]/(Tn - gan )

soit f& = ia fa ; si g; est l'élement de F(@)SZ) correspondant & ¢a(§|Sa) ’
pn a bien & 5, = f;(gé)n ; d'autre part ¢~ est fiddlement plat donc £

est fidelement plat donc fa est plat et surjectif, donc (f&) est plate sur-
jective et aussi quasi-compacte.
Dfautre part si n est premier aux caractéristiques résiduelles de S,¢a fait
e F(Sa’ GDS)[T]/(Tn - gan) une F(Sa, Q)S)»-algébre formellement étale. c.q.f.d.
PH a suite exacte de faisceaux
n

O = w, = v = p Y

g@?,un est le faisceau qui & tout schéma S associe le groupe des racines n“&

B2 wnite de r(s, O).

A, . Cas des espaces topologigues

BF).5.1. Soit X wun.espace topologique et F wn préfaisceau sur X ; on

B eneemble des familles (Sk)er ol sxegi.x telles que pour tout =x € U, il
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pxiste un voisinnage ouvert VC U de x et tEl"(V,g) tels que pour tout zEV ,

on ait sz = t,z .

Pour qu'une suite de faisceaux abéliens :
1) ¢ 3 gL g

goit exacte il faute et il suffit que pour tout =x€X , la suite :

[} 1"
1) F. —%5 G __, 9"
801t exacte,
On sait que si la suite (i) est exacte les suites (ii) 1le sont.
Inversement il faul montrer que pour tout cuvert U de X et tout E Eg(U)
tel que v(g) =0 , il existe un recouvrement ouvert (Ua)ael de U et des
. -
sections ! ¢ F (Ua) telles que
slu = 1
@l . u(éq)
an effet pour tout x € U on a v(g)X = vx(gx) =0 , donc il existe un voisinage

1
Buvert V. de x et une section ¢! g (Vx) tel que :

= t = 1
g, =u, (') =ule),
on en déduit qu'il existe un voisinage ouvert Ux de x contenu dans Vx tel que
o
glu, =ulgr|v)

bf . > ' rd Y I3
o - famille (Ux Z_F, [Ux) €U répond & la question,

E.4. 5.2. Exemple de préfaisceau séparé qui n'est pas un faisceau :

°

feit, ‘6 le pr"faisceau des fonctions continues et bornées sur R & valeurs

R '6b. n'est pas un faisceau car-les injections canoniques jn : [—n,n] =R
E%}%r_;e,lévent pas en une fonction bornée de -B dans R ; le faisceau associé

k‘@b ‘s'identifie au faisceau des fornctions continues sur R & valeurs dans R .
Wj&fﬁ‘et., soit U wun ouvert de R ; un élément de TI'(U, a(F)) est une famille

Eicernes (fx-)xGU qui se -"recollent" ; mais fx provient d'une fonction gx

ﬂme .continue bornée sur un voisinage de X . contenu dans U , La condition de
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. .o . X o s
recollement des germes signifie que deux fonctions g , gy coincident ol

glles sont toutes deux définies ; donc gx et gy définissent un élément de

% (U,R). Le résultat énoncé est alors dvideat. On peut d'ailleurs obtenir ce

résultat par un calcul direct,

III., IMAGE DIRECTE ET RECIPROQUE DE PREFATSCEAUX

fioient C, 'D--,‘E trois catégories et U : D -» C un foncteur,

IT1T.1, Image directe,

ﬁgfinition I117.1.1. On appelle image directe du préfaisceau F ¢ Hom(C°,E) . 1€

Bhéfaisceau I u € Hom(DO,B) et on le note w.(F).

?
i f c F>F est un morphisme, u,(f) =f est un morphisme de u.(F) dans

BE qui est un foncteur de Hom(G°.4) dans Hom(D°,E) est appelé foncteur image

PEEecte.

I1I1.2, Image réciproque

BESposition I11,2.0.1, On suppose que E a des limites inductives. Alors u, a

)adjoint u” 3 gauche, i.e. on a des bijections fonctorielles en

‘};_:"I:—Iom(C‘,E) et ¢ mom(DO,E),

Bom(u'(®),9) = Hom(%,u.(F))
7 , d

‘qu'il faut et qu'il suffit pour tout ?6 Hom(D°,E) de trouver u°(?)

AT .
bl jéctions fonctorielles en g .
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I1.2.1. Le préfaisceau u° C:G)
)

——

Pour tout X de ob(C), soit I';( la catégorie suivante : un objet de I;( est
un couple (Y,m) o YeOb(D) et m est une fliche de X dans u(Y) ; un mor-
‘phisme de (Y,m) dans (Y',m') est = morphisme £ de Y dans Y!' tel que
u(g) m =m* , |

On a un foncteur évident er de 11}1( dans D ,

]
Si A : ¥ X' est un morphisme, c.. a un roncteur évident Ii\{ de I;( dans

X - b
Iu ; on a3 prx, = prx Iu .

Définition IIT.2.1.1, Pcur X dans 0b(C), on pose :

u’(g )X) = lim g Py
IX

u

On notera iX(Y,m) le morphisme canonique de S(Y) dans u(?)(x) ; si

§ : (Y,m) » (¥Y*,m*),on a donc :
iytm) (&) =iy(xmt)
Soit A ! X - X' un morphisme ; il existe un morphisme unique u(?)(}\) de

. .
((g)(X') dans u’ (ﬁ Y(X) tel que pour tcut (Y,m) dans I;( , on ait un

_[f;i';agramme commutatif

(@ W gy

iy (¥m) ' i, (Y,mn)

% (1)

BElidonc construit un préfaisceau -u’ (%«”)
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{11.2.2. Le morphisme g .

i

Définition I11,2,2.1, On pose pour tout Y de 0b(D).

a(1) =5, (1)) 2 O — w' (@)

Proposition I11.2,2,2. ¢ @ est un morphisme fonctoriel de € dans u.(u’ (; ))
[Z4 .

preuve : en effet pour tout p : Y ->Y* , on a un diagramme commutatif :

Gy e | e (@)

%‘u’ | (@) ()

g (1) «0) e (§)am)

Biroposition III, 2.2.3. Pour tout préfaisceau ¢k de Hom(CO,E), 1'application,

@“’ £ > u (fla de Hom(u“(ﬁ),g) dans Hom(?,u.(g)) -est-‘bijective,

B ve fabrique 1'application réciproque n de ¢ .

iT. 2 Construction de )

€.

oposition IT1.2.3.1. - i) pour tout g : 4G > u.(F) et tout X de ob(c) il

fiiste vr morphisme n(g)(X) wunique de u’(?) (X) dans <F (X) tel que pour tout

kST
Y ) de T , on ait un disggramme commutatif :

w(g e & LG®)

3o (Tom) G (n)




- 19 -
X?
e, que pour tout (Y,m) dans I , On a 3

F () n(e)(x) 1y, (1,m) = n(&)(X) w' (§)(A) 1y, (¥,m)

Bhlais on a n(g)(x*) ng (t,m) = () g(y)
gt w(G)0) i, (0m) = 1,(r,m)
B faut vérifier que n(g)(X) iX(Y,mh) = F{m) g(¥)

@66 qui est un cas particulier de (¥),

Proposition T11.2.3.2. i) ena n(E)(£f)) = f

ii) ona E(n(g)) =g.

reuve. i) il faut vérifier que le diagramme (*) o g(Y) est remplacé par

Bic)(y) et n(g)(X) par f£(X) est commutatif, i.e. que le diagramme,

AY.m )(X) g(X)
ﬁl.(Yo ) ’ /7 /I\% 4

(g‘ (¥) \I\a(f)(Y), G (n)
| ANAANCOL '

( ) —— F )

Bt commptatif ; clest évident avec ———3» = u"(? )(m)

m:; ‘Remarquone d'abord que pour b ( u (?)) get Y de Ob(])) on a la formule :
(o)) : Gy 07O @y am) FEO) gm)

_—

.i'i',a_;ut vérifier que si dans cette formule on remplace f par n(g) .on trouve

i meis cvest justement ce que donne (*) ‘ot on fait X =u(Y) , m

= 1u(Y)

. I¥, A GE DIRECTE ET RECIPROQUE- DA FATSCEAUX; -TOPOS.

o’ suppose que 1'image

3 alors ¢

C_de u,) aduet un
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preuve : le foncteur u* restiriction & D de a u* répond & la question.
Le foncteur u* n'est intéressant que s'il est exact & gauche, d'ou :

@éfinition IV,1.,2. Soient € et D deux sites. On appelle morphisme de sites de C

e

dens D, un foncteur u de D dans C , tel que

i) pour tout faisceau & sar ¢ , u.(F) est un faisceau.

ii) u* est exazt & gauche,

le composé de deux morphismes de sites est un morphisme de sites,

Egppgsition IV.1.3, Soient C e%® I dJeux sites et u : D - C un foncteur.
Bn_suppcse s

1) les limi+ter projectives finies de D sont représentables.,

ii) u 'cammu+@ sus limites projectives finies.

iii) l"lmage par u__ de toute famille couvrante de D est une famille
fouvrante de C .

Blors_ uw définit uh morphisme de sites de C dans D,

IV,2. Catégories de faisceaux. topos

ient € et D deux sites et uw : D - C wun morphisme de sites de C dans D ;

Bors u* définit un morphisme de sites de ¢ dans D pour les topologies canoniques,
'ﬁ&ppsition IV,2.1. Soit E wune U catégorie; (U est un univers).

BBs propriétés suivantes sont équivalentes :

3

i) Il sxiste un site C € U , tel que les limites projectives dans C

ﬂgnt représentables et que la t0poiogie de C -soif'mdins fine gque la topologie

'nique,.tei.que E soit équivalent & la catégorie C des U-faisceaux d'ensem-

°

ii) a) le limites projectives finies'de E sont représentables,

b) les .sommes directes indexées par un élément de U sont

; elles sont disjointes et universelles.

e) Les relations d“equlvalences dans ‘B sont effectives universelles.

d) E admet une famille generatrlce indexée par un élement.de U

xyste un site C € U tel: que B est;equlvalente a la-catégorie

mbles sur C et que 0 admette ‘une U;famllle de réné-
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iV) Les U-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont repré-

Bentables et E posséde une petite famille génératrice.
R nsaman

Béfinition IV.2.2, Un objet E possédant les propriétés équivalentes i), ii),

—

%?i), iV) de la proposition est appelé un U~topos.

Boir S.G.A.IV nouvelle édition (& parafzre)
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Mirage provisoire

Exposé V : Descente fidélement plate quasi-compacte
par Melle MARTIN

§ 1. Théoréme fondamental

Soit 8, wun schéma, et Sch/S; la catégorie des schémas
au~dessus de Sps X5 et Y, deux objets de cette catégorie.
Tout changement de base § —>» S, leur fait correspondre deux schémnas

au~-dessus de S Xoxsos et Yoxsbs (notés aussi Xs et Ys)

Théoreéme,

r *
Le préfaisceau sur la catégorie Sch/g & valeurs dans Ens
°n

défini par :

S ————9-HomS(XS,YS)

(u:S'-->S) — (u : Homg(Xs.Yg) —> H°~ms(xs',Ys)
-—)Homs,(xs,‘YS,)

est un faisceau pour la topologie f.p.g.c.

Un préfaisceau P est un faisceau si pour tout crible C cou=
vrant S

Hom(sS,P) ::Q»Homcgl?}. est. une bijection

étant engendrée par les familles couvran-




Corollaire, Cas od So=Xo

Le théoréme donne les résultats suivants :
Le préfaisceau des sections de Y5: S —-)HomS(S,Ys) est
faisceau f.p.q.cC.

Le préfaisceau. S ——> Hom {S’Yb) qui est isomorphe au

S
P . 0
précédent, est un faisceau f.p.qg.c.

Réciprogquement, supposons démontré le résultat précédent.

Soit (8, —»S8) une famille couvrant S

(XS — XS) déduite par changement -de base, couvre X,

Y )

(X5 Y

(o]

donc la suite Hom. (X. Y ) —> 7 Hom
S, 0 « s

S
o

m Y
==:L’BHom(xS¢XxsxSB- °) est e

ﬁHomS(XS’YS) —> I-Ic:msm(xS ,YSQ) —_—l'—';owHomS'“xSSB(X

x
-4 S¢

est exacte,

-2-

un

S

xacte

Y )

(1e dernier isomorphisme provient de X = XSXS(S«:XSSB)

SaxSSB

XS *x XS=X

(XoaX,5 . ) = (X.x.8 )x_8
« *g g S S5 «°°S

x X
5, Xg 's'8°8 8

donc le préfeisceaun S ——> HomB(XS YS) est un faiscean
}

D'od les 3 énoncés équivalents suivants

S -——?Homs(S,YS) faisceau f.psQeCos
5 — Homg (5,Y,5) " "
-] .

" LU

S --9HomS(X

s,¥s)

Nous allons: démontrer le 2&me €noncé dans la catégorie
(Sch/Spec Z).=.(Sch)..

Il s'en-déduira-dans-le cas général,

est

un




Exemple : Foncteur "groupe multiplicatif".

C'est le préfaisce=u défini de la maniére suivante :
P(s) = OS(S)* (groupe multiplicatif des é€léments
' inversibles de OS(S) )
u: 8" —=>8 P(u) = P(S) —» P(S') induit par os(s) — oS,(s')

Pour tout anneau A , l'application :
-1
Hog (2 [r,77"],A) —> A

u > u(T) est une bijection,
Donc l'application

Homg ., (S,Spee Z[T’T;l])-*H°Enn(Z[E’T-llios(S»-—a p(s)

(f,9) » w(SpecZ[@,T-l])(T)

est une bijection et on vérifie qu'elle définit un isomorphisme

de foncteurs.

Donc le préfaisceau "groupe multiplicatif" est un faisceau fpge.

§ 2. Probléme analogue en algébre commutative

Soit A un anneau, A' une A-algdbre fidélement plate, A"=A'x A'

A
£ F1
A > A? > A" Bjf = P,f = h
P

&) Théordme
“r Soit N wun A-module FN' = f*(N) N" = h*(N) = Pl*(N') = Pz*(N')

déduits de N  par changement d'anneaux

Bvadidh
Wy,

Alors la suite de A-modules (1) | N —> N' =3 N" est exacte

N —> N' est injectif puisque A' est fidélement plat sur A
;pourumontrer que la suite (1) est exacte, il suffit de

er que la suite obtenue en tensorisant & droite par A

de notatisii” Pj
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Py
) ”"
x « f X': x
P
4 I PIT ri3 /[ rya
X' X" f""“"“‘""‘”xm
Py ra3
\ _/
q

La suite obtemue est donc le mé@me, aprés remplacement de A
par A' et de N par N! |

Dans ce cas, l'homomorphisme A' —» A" admet une section

m: A" —> A"

On peut donc.se contenter de démontrer que la suite est exacte’
dens le cas oi f: A—>A' admet une section o¢:A' — A,

s ] ' 1 = 1
Solit X eNGAA X insai
Pi(x*) = Py(x') &= £x;8a',81 = Ix 018a',

. o la . ~
AppliquonS‘leur/fléche 18081 N&AA'QAA' —QLNOAA&KAhéNQAA'

~

t . 3 o 1
xielﬁa ia-—-> xielﬁa i — xiea 3

[} ) (at) gy |
‘xi@a ;81 —> xiﬁo(ai)el — u(ai)xiel

. e at m ') % el
donc I x.8a', x Zc(g l) x,81

donc. X' est dans l'image de N,

yeente  de morphismes de -A-modules.

iént‘ M et- N -deux A-modules., MEémes notations qu'au a)

M.q;'sla suite de A-modules

Hom, (M,N)—> Hom, (M" ,N*) =3 Hom; (M";N" )" €8t exacte
M et N i,j injectives
b -wLJ don¢ si 1}"51'5;?\\?'&\%"2
Mty N 1 R
u'y i=ufiliE juiRiv = w =y

dore '1a "phémigre VRLEEHe ‘08t une injection.
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* * M' }N'
- B8oit u' +tel que P1 (u')=p 2(u')
Py} P2 PIJ Py
M" %N"

montrons que l'image de u'/M est incluse dans N

méM Pf*(u')oPloi&n) = P{*(u')onoi(m) = Pz*(u')oP oi(m)
= Pyou'oi(m) = Pyou'oi(m)
mp u'oi(m) € N -

Soit u la restriction de u!

M M ! e "

107
=

N N > N"

a' et £ (u) sont solutions du méme probléme universel, donc

sont égales.

¢) Généralisation..aux schémas

Soient Fo G° deux faisceaux quasi~cohérents de modules sur un
1 4
shéma So'
Alors-le préfaisceau- S‘-———>Homs(Fs Gs) de la catégorie
?

Sch/So & valeurs dens Ens , est un faisceau f.pegQe.cCoe

Lemme; Caractérisation-des. faisceaux fpge (Sch)® —> Ens

Pour qu'un préfaisceau P soit-un faisceau fpqe, il faut et
il suffit que la suite .P(S)-—->EP(S¢) ::2‘:gp(saxsss)
soit exacte dans les 2 cas suivants :
1°) 1a'famiile“{8¢—£5¢>8} est une famille surjective
d'immersions ouvertes:
2°) il.y.a:-une seule flé&che S' -—>» S fidélement plate,

8 et 8' sont affines,

topologie - fpge peut €tre définie de 2 maniéres :

“m%ins~fineHQui‘rende'couvranteB“iés”fhmilles:

5 87 ) famiile surjectivesd?!immersions ouvertes



(st £ 55) 5 et s° affines, f fidélement plat

(ii) l1a moins fine qui rende couvrantes les familles :

f
(8 ——3 8) famille surjective, oli chaque £ est plat

et quasi-compact.

(ii) plus fine que (i) :

{s' e S s} ol 5 et S' sont affines, £ fiddlement plat, est
bien couvrante au sens de (ii)., D'autre part, en recouvrant
tous les ouverts de chague S par des ouverts affines, on
obtient une famille. {UA ——e-s} couvrante pour (ii), et tel

que le orible engendré soit inclus dans le cible engendré par
f. )
les S =—— S s donc ce dernier est couvrant,
[- 4
(i) est plus fine que (ii)

Soit {S¢—£5A>S} un famille surjective, ol chagque fa est plat
et quasi-compact.

Recouvrons S par des ouverts affines Ui- assez petits pour
que chagque Ui soit contenu dans l'image d'un f« (c'est possi-

ble parce que f« est ouvert) soit f«

i
fo
:l(Ui)-———£+ U. fe est plate, quasi-
i l l'f l(U ) compacte et surjec=-
fa i tive, donc fidélement

plate.

La famille (Ui-——+ S) est couvrante pour (i). Si on montre gue

e famille (f:l(Ui)-——a Ui)' est couvrante pour chaque i , alors
i '
Y familile composée -l1'est ‘aussi. Or elle appartient au crible

f . . .
ﬂnﬁﬁgpdré par {S —5—¢t3}>. Donc ce. érible contiendra un crible

nt done sera couvrant.

" montrer que 8T el s est ¢ouvrgnte si S est affine,

PileBt £iDeQeCo



Done S' s U 8', ou chagque S'. est affine.
finie -
Alors Sl = US'i est affine et S:L > S > S est f.DPeQeCo

donc couvrant, donc le cible engendré par {S' —%S} est cou=-

vrant.,

- La topologie la plus fine qui fasse de P un faisceau a pour
cribles couvrant X les cribles R de X tels que P(X)—=P(R)
et ceci universellement. Soit ‘GP cette topologie. Montrons
~donc que s8i les propriétés énoncées dans lelemme sont vérifiées,
la topologie %p est plus fine que la topologie fpgc., c'est-d=
dire que les familles qui engendrent la topologie fpqc sont
couvrantes pour la topologie @G .

» W . -
- seul le "universellement est a vérifier?¥,

f . .
soit {X¢ ——‘:—-)X} un recounvrement ouvert de X o Soit R 1le

crible engendré —
P(R) — P(X)

{Yc —1}

Alors {Yx -——>Y'} est un recouvrement ouvert de Y, donec le
erible engendré, R' satisfait aussi & P(Y) ——> P(R')

soit X' -—f—»x ‘un morphisme f.p.q.c. de schémas affines. R 1le

crible engendré p(Xx) -—N-i P(R)

X' -—j——)X Recouvrons Y par des ouverts affines Yi
/[ T Alors Y' est recouvert par les ouverts
! " . .
1 ' = L] ' N 1
'F. w———y Y b4 3 Y xYY 3 X xx Yi gul sont affines
. t B'dl ? 1
¥ . s I, et  Y'x Y est recouvert par les Y iy Y i
1 4 i i
i
alors : P(Y) = 1im P(Y.)
R ¢ i

P(Y') = 1im P(Y'.)
e 1

' 'y = T3m. ' '
P(Y'x,¥') = lim P(Y iinY i)

P(Yi) e P(Y'i) --—a»"'""P(I'ixYY'i) est exacte

P(Y) «— P(Y') =5‘_P(Y_">¢YY') . est eaxapte
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- Bien entendu si P est un faisceau, les deux familles décrites étant

couvrantes pour la topologie fpqc, les suites correspondantes sont exactes,

donc le lemme est démontré,

Toutes ces propriétés restent vraies dans la catégorie Sch/So.

Descente de morphismes de modules gquasi=cohérents sur un schéma

S———>Hom_ (F_, G.) est un faisceau f.p.q.cC.
0g. T8, s

Donc deux choses a vérifier
.1°) recollement sur recouvrement ouvert de S

F et G étant des faisceaux au sens de la topologie de Zariski, les sections

sur les ouverts se recollent, donc aussi les morphismes,
20) §' —>S morphisme fidélement plat de schémas affinés

= SpecA® =SpecA. A =—>A' fidélement plat.
" Alors il existe un A-module M tel que = M
— A Loanany 2 G = N

La propriété est une conséquence de ce qu®on a vu pour des modules

Hom_ S,Gs) Homosn(gs°,GS‘°‘) = Hom F S",GS") est exacte.

%s s"

J i . e 8 - §i S t i foooo
3. Démonstration du théordme ,3‘f“"”73°ﬁ 'F*”YO) est un faisceau f,p.q.c
19) recollement sur un recouvrement ouvert de S .

TNy > U, > S —> Y
i3

i o
Les applications topologiques sous=jacentes se recollent bien sir,
Les fléches des faisceaux d*anneaux-se recollent  du fait que ce sont des

faisceaux pour la topologie de Zariski,

20) démonstration de Hom(S,¥o) = Hom(S*,Yo) ===3 Hom(S",Yo) exacte

si S = SpecA
| R, 1
5! = SpecA A' étant une A-algébre fiddlement plate,
8" = SpecA"

w o _ L] L}
A" = A @%A

a) S —=———= St —>3 est un diagramme exact d'ensembles, c'est-a-

dire que S est le conoyau de la double fldche au sens ensembliste,



P
5] === s = I3l
2 \h\i b
Z

g est fidélement plat donc surjectif.

Soit

Supposons que 8 = g(s'1) = g(s'z) s' 8’ e|s| .

L'application lS"|"‘*|S'Ix's |S'{ étant surjective, il existe

s" e|s"| tel que P (s") = s’

—3 ni(s',) =n"(s")

s'

n
p,(s") 2

Il

donc on définit bien une application h unique par : n(s) = h'(s“1)

b) St —E— S fait de |S| un espace topologique quotient de IS'I
¢'est~a-dire que soit 2 < |8
Alors Z fermée (resp,ouverte)é&=> Z' = g_1(Z) fermée (resp.ouverte)
g étant surjectif, il suffit de le démontrer pour la propriété "Stre fermé",
2t =g 1 (z) = &(z') =2
Soit Z2' fermé dans S* = SpecA® . I' un idéal le définissant. I = I'nA.
T, ™y
A® ——)A°/IA,‘-——->‘A S"'J—Y L

. /1t A/I /IA' ; t
"fo'p | Ifop \ "fopo - l Y‘l \l
Y-y

A ;A/I — - A'/I‘ S €= Y € '
Y Tt
zt =1 |y, = g 1] 2|y, |

est dense dans |Y| , fermé de |S| , domc ju (|Y'|) = (2) =2 & pour
|Y| dans s
7] =

anl) culrr| =2z = v(|1*}]) ceg ' (2) =2 fermé de | 8]
‘dominant donc v(|Y'1l= FY1] donc IYiICZ' donc [Y1| =

= lYlf= Z. donc Z est fermé dans S,
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c) Descente de sections

Soit §!' —S—a S un morphisme de schémas f.p.q.c.

G un faisceau de modules quasi~cohérent sur S

Alors la suite

g
¢ —>g,(6") —= n,(G") est exticte | s+—> 5t -S>
h
Cela revient & montrer que pour tout cuvert U de S
-1 -
r(e¢,u) ——->1'(G',g (1)) —3 r(e*,h 1(U) est exacte
Or, le morphisme S"I’_" E— SI obtenu par changement de base
g (U)

9]

est encore f,p,q.c., On peut donc supposer S =T
Alors d'aprés le § 2.

la suite Hom_ (0 G) — Hom (0
S'S, S

Gt) —— HomS"(OS",G") est exacte,

ST,

d*olu le résultat cherché, gréce X l'isomorphisme fonctoriel en § :

_
Hom (0, @) —> r(g,s)
S\'s,

d) Propositions,

Pour tout espace anneld Z, 1la suite

Hom(S,z) —> Hom(S',Z) ———; Hom(S”gz) est exacte.
P | g1 2 .
N — 9 - 1 = £
s s = ', =f'p,
Po 7 :
g\ /IfO
/

S

“'mn‘;a. v qu'on peut construire une application ensembliste unique fo telle
Al 1 = f!

géue,, fog £e .,

@@%{pontinue : 80it P un fermé de 2

“‘Q:p.ytrer» que f;T(F) est fermé, il suffit de montrer que g-o-1'f;1(F) est

‘e qui est bien réalisé puisque vg—1f—1'(p)\= g1 (7)
1 00 .
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0, 21 , &l05) —= ¢, h*(OS")
\\
Y
fo*(OS)
dtapres c) Oy — g*(os,) — h*(Os") est exacte, donc

on obtient encore une suite exacte en prenant son image par fo* °

Donc il existe un morphisme de faisceaux unique qui rend le diagramme

commutatif.

Corollaire
Cette suite reste exacte dans les catégories suivantes s

- espaces annelés -en anneaux locaux,

la seule chose & vérifier est que le morphisme de schémas 0, -——9f6*(os)
obtenu induit un morphisme local sur les fibres.
0

O2,s —— 51,80
5\ la troisiéme fléche est aussi locale,

N local

3
OS,s

- schémas. (Sch)

-(Sch/so)

Il faut vérifier que le morphisme construit 2 >3 , est bien un morphis-

me sur So'

@ﬁﬁ})pi = (¢f?)P2 - Donc il existe une fléche unique S ——-—>SO , qui composée

m g, donne ¢f' ,

trouvé 2 solutions ¢ et ¢f . Donc elles sont égales. ¢ = ¢f .
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§ 4.Descente de Propriétés

1°) Descente de sous-modules,

Soit 8§t =——2>S f.p.q.cC. F un faisceau de module quasi~-cohérent sur S
F' et P" déduits par changement de base,

H(F) = {SOus-modules de F }

Alors la suite H(F) —> H(F') ——=3u(F") est exacte:

Nous allons montrer le résultat plus général suivant : Soit FO un faisceau
de modules quasi-cohérents sur SO .

Alors le pré-faisceau : S —————> H(FS) est un faisceau f.p.q.c.

- Recollement sur un recouvrement ouvert

provient du fait que c'est local au sens de Zariski,

~ Démonstration dans le cas affiné,
f P1
A——> o0 T A" Pf=Pf=h
Py

T v e W P e 4 n
M > ' 3 M

R ¢

1°) soient N1 et N2 deux sous-modules de M tels que
f*(h1) = f*(NZ) . Alors N, =N_ ,
En effet N1 = N’1n M
Nt M
20

i

T

2°) démontrons le résultat plus général suivaent :

T

1 ,
- "

Soit N!' un A'-module, N' un A"-module, et deux fléches N

T

felles que U soit pi-linéaire et induise un isomorphisme N" = p*i(N')

{'—modules.

Ei¥eisi- N est le noyau du couple (n19n2), N "est un A-module, et la

N —> N' induit un isomorphisme f*(N) = N* ‘de A'-modules.
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— on vérifie que si on fait opérer A sur un élement de N , on obtient
encore un élément de N , donc N est un A-module.

~ il suffit de démontrer que 1'on obtient un isomorphisme aprés le changement

de base A -—i}—’ Al °PDonc on peut supposer que f admet une section o
A > A P1 > A" (c®@ 1P, =fo
cl 2. c® (c@1), =1,
A —5 A®AA'£—A'
donc (o ® 1)* PZ*(N') = N! — Nt = fra*(N?)
(o ®1)* P1*(N') = f*g*(N?)

T
or la suite o*(N?!) —> f¥*g*(N*) -——1-—; h*o*(N') est exacte,donc o*(N') est

= N! 2 = N®

le noyau de (n1,n2) donc o*(N') £ N donc N = £*(N)

Corallaire.

Soit I' wun idéal de A' tel que p1(I')A" =p.2(I')A“ .

Si I =I'NA, alors I' = IaA' ,

Descente de sous—schémas fermés.,

H(S) = { sous—-schémas fermés de S }

Le suite H(8) —> H(S') — H(S") est exacte.

20) Descente de propriétés de modules.

g s+ SY —>» 3 f.p.q.c.
F faisceau quasi-cohérent sur S .

He propose de mettre en relation des propriétés de F et de ,g*(F) .

% propriété (P) considérée est locale (au sens de Zariski) et stable

Biftiangement de base, si on a montré dans le cas de 2 schémas affines que

F' vérifie (P) = P vérifie (P)
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Alors pour un morphisme quelconque F vérifie (P) &—> F!' vérifie (P)
- en effet on peut supposer S affine puisque la propriété est locale.

Alors St =U . 8 St affine .
finie i i

()Si =T est affine et T —> 5 est fidélement plat.

P! vérifie (P) == E”T vérifie (P) ==> F vérifie (P)

Exemples
- de type fini,

- de présentation finie,

localement libre de type fini,

exactitude des suites,

On est ramené & un probldme dfalgébre commutative
gsoit A —> A' une A-algébre fidetlement plate,
M un A~module. M'" =M ®AA' .
Alors si M' est de type fini (resp. de présentation finie, resp.localement

libre de type fini) il en est de méme de M.

i) de type fini,

M =1im M, M. sous-module de type fini de M
—— ] 1 Mt =M @A'
=rM'= lim M! M! i i A
— i i

=» pour 1 assez grand, M? =M; => M =M

i
ii) de présentation finie

M: est donc déja de type fini O -R->L->M->0 L 1libre de type fini
= 0 = R¥» L'>'M"> O

Si M' est de présentation finie, R' est de type fini, donc R aussi,

e

‘M est de présentation finie,

bgalementwlibreet de type fini
fest équivalent & "plat et de présentation finie".

Ponc c'est une propriété qui se descend,

Bcente de propriétés de morphismes de schémas

fidue faite en 2°) reste valable,
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La plupart des propriétés des morphismes sont conservées par descente

Sur jectif } Separe .
e EGA IV, 2.6.1 localement. .de type .fini
radiciel A e .
de présentation finie
type fini
ouve?t } EGA IV, 2.6.2. propre
fermé ; }
isomorphisme
universellement ouvert ) immersion ouverte
fermé ———— fermée
bicontinu | EGA affine
homé omorphisme universel 2.6.3 fini
quasi-compact gquasi-fini
quasi-compact dominant plat
lisse
étale
Ne sont pas conservés : projectif
guasi—projectiﬁ

immersion locale

Quelques exemples de démonstrations

- injectif
X"—§—+ X S! n'intervient plus
f:l Jf
Yt —/"> « f.p.q.c.

f(x1) = f(xz) =y o surjectif = J ytey! =(y') =y
Alors (x1 ,y')EX! f'(x1 y') = f'(xz,y') =y!

t 1 =
(xziy JeX = x, =X,

-~ surjectif

évident puisque = surjectif

S T S EC S

Alors f-l(E) ouvert (resp.fermé) €& E ouvert (resp. fermé)
"8tre ouvert" est une propriété locale,

, -1 -1 ;
dans le cas affine on a vu que si S'-f (B) =f "(S-E) est fermé, S-E

fermé, donc E est ouvert.

EGA
2.7.1

est



- 16 -

- homéomorphisme

xr —Es

f'l lf

Y,.._°<__..9Y

il suffiet de vérifier que f est ouvert
U ouvert de X = B-l(U) ouvert de X! wmep £ Bﬁl(U) ouvert dens Y!
or £re7N(U) = <te(u)

-1
donc oc £(U) est ouvert dans Y', donc f(U) est ouvert dans Y .

4. Exemples
1°) Extension de corps finie galoisienne.

k' ———>k! [k' : kﬂ =n . Soit G son groupe de Galois,

Rappel.

L'application suivante est un isomorphisme d'anneaux :
kl kl ———-) kln
t ———p 1
A ® A (e(n) & .)gEG
L'espace topologique Spec k'&%k' a donc n points isolés. Sur chacun d'eux,
l'anneau est le corps k.

Les deux structures de k' algtbres sont données par les 2 fléches :

Ky —> kt&gkl __:,__,k,n

—_—
x — 1®1 —-’(g(X))gEG
x — 1®x ——)(X)geG

n by
c'est-a-dire que sur chaque composante de k' on a les 2 fleches :

kl_g_;kt
—ly
1 . 8
Traduction du théoréme dans ce cas particulier
X étant une variété sur k , on lui associe une variété X' sur k!

puis une variété X" sur k" ,
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X € X' ¢ X

Lol

Spec k ¢— Spec k! “‘— Spec k"

- G opére & gauche sur k!

- donc G opere & droite sur le foncteur représenté par Spec k' .

HomSch(Z, Spec k') X Hom

(x',7(2,0.)) G opére & droite
An n Z

par composition

- X' = Xxx,kk' (par abus de notations)

Homg . (z,X') = Hom (zzx) X ) Hom(Z,k?)

Hom(Z,k
G opére & droite sur Hom(Z,k') , donc opére 3 droite sur le foncteur
représenté par X'

explicitons: ::

4 ofG , on associe une fleche Spec k! —™> Spec k!

t
donc une fleche X X kk' —> k' qui induit une fléche X X kk' —> XX kk *

- donc G opére & gauche sur HomX(X',Z)
Le théoreme nous dit alors que la suite :
—_

HomX(XiZ) _> HomX(X',Z) 2 HomX(X"fZ) est exacte.

explicitons ces 2 fléches
X" est la somme de n variétés, sur chaque point de k'n.

donc HomX(X",Z)=v HomX(X',Z) X G

Les deux fléches sont les suivantes :

S
b (u)gEG

Donc le théordme montre que HomX(X,Z) s'identifie au sous-ensemble de

Homx(X',Z) des morphismes invariants par G .

Descente de sous-variétés .

Soient AEH et Ai, les espaces affinés de dimension n sur k et k! .
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Une sous-variété de Ai, définie par un idéal @L' de k'[Xl,...,Xﬁl peut

.. X I si et seulement si, pour
n

8tre définie par des polyndmes de k[Xl,.

tout g, g0t =00' .
x: k=R k'

O peut &tre engendré par des polynbmes & coefficients réels > O = p

2°) Cas d'une extension purement inséparable de degré fini,

1
P
y Lt > no_ i '
k k! T k k Q)Jk

P

Théoréme

Soit O un idéal de k’[X1,..., Xﬁ] . Alors les conditions suivantes sont
équivalentes, _

(i) ¢ est engendré par X, = cznk[x1,...,xnj

(i1) p1(02)et p209;)engendrent le méme idéal de k"L§13:..,Kn]

(1ii) pour tout opérateur différent}el D de k' sur k ,-pour tout

%e 1'idéal op , alors le _
polyn6me P (obtenu en appliquant D aux coefficients de F) appar—

tient 3 OL ,

(i) & (ii) résulte de 1l'étude faite sur la descente f.p.q.c.

%0 xx ]

(1) = (iii) soit Feox =0 k[X1,...,Xn]

F=2a. Xi a, £k
i i

donc D € Diff(k'|k) D étant k-lindaire D(a,) = Aa, A€k

[+

donc F° = AP co,

OL étant engendré par &, »on en déduit (iii) par linéarité,

(ii1) = (ii)

Soit &7, = p1((2) k"[X] ! = g
>
012 = PZ(GL) k"LLJ
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k" peut &tre considéré comme espace vectoriel sur k' gréce a P,- Soit

(e}\))\EA unebase correspondant & cette structure, telle que le 1er élément

de le base soit 1.

Soit Pek"[X] F=IFe F, € k'[X]
Alors
Lemme 1
= v
F=IFe Feo, }\[FlEO‘L

en effet si F_ € O, P1(Fo) a pour coordonnées sur la base : {p1(Fo),o,..,o}

i
donc F€o, => F=,2p ()6 = E p, (B, ). I Ge, avec F, €00
i
P, =IF G o
Lemme 2
P

. \ ] —_

Soit A' une A-algebre, A" = A'@AA' A—> 4! ——9}52' AY

I 1le noyau de l'application & : A" —— A
xQ@y—7xy

Soit 5.: A" —>A' une application A'-lindaire (A" étant muni de la struc-

ture de A'-module induite par p1) . Soit né€N,
Les assertions suivantes sont équivalentes :

n+1) =0

® D (1
@ 5;P2 est un opérateur différentiel d'ordre n de AT,

- Démontrons~le par récurrence sur n

~n=0 D(I)=0 => D se factorise : A"

application A' linéaire & /A

Alors Sgpz = A060p2 = A est une homothétie de A", donc un opérateur
différentiel d'ordre 0.
Réciproguement, si 5;p2 =2

D(x®y) =z D(1@y) = x -ﬁopz(y) = xA(y)
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= D(1Qx- x®1) =0 ==D (1) =0

- n _quelconque > 1

D =Dp, D est alors défini par D(x®y) = x D(y)

XEA?Y, ID;c = xD-Dx
dlors D est un opérateur différentiel d'ordre <n &= V::DJ’c est un opérateur

différentiel d'ordre n-1 PR _D—}'E(In) =0 (d'apres

1'hypothdse de récurrence)

explicitons : -ﬁ;c(u®"\,f) = uD;c(v) = u[xDv - D(xv)] = D(ux®v - u®xv)
= 5[ (u®v) (z1- 1®x }]
€I

n+1) =0 ==>-]3}'C(In) =0 donc D est un opérateur différentiel .

Alors S(I
d'ordre n

et si Vx,_ﬁ}‘[(ln) =0 ™ est engendré par les éléments

n+1 n:
o (xi®1- 1®xi) ;x1®1 - 1® x1) o (xi®1 - 1® xi)
i=1 i=2

= (201 - 1®9x,)(u®v)

1 A o
_n#l . — €10 -, n+1.
done D] (x®1~19x) =D' (W®v) =0 == D(IT ') =0
T * 4

Revenons ?; notre probléme,
k' étant purement inséparable sur k , de degré fini, k" est donc noéthénien
et tous les é1éments de la forme 1® X - x®1 sont nilpotents. Donc 1'idéal
I aqu'ils engendrent est nilpotent,
Donc les applications : -1-)-"'—#]_)_0132
DD
D(x®y) = x(y)
définissent une bijection entre l'ensemble des formes lindaires de k" (mnni
de sa structure d'espace vectoriel sur k' induite par p1) et l'ensemble
des k opérateurs différentiels de k'.
En particulier, soient (go)\))\eA les formes coordonnées. Alors q))\opz est
un opérateur différentiel de k!'.
Soit alors FEG Fp2 =3 F‘C‘P}\op2 N par hypothése F(PK0p2 £€Q.
A

p
Donc toutes les coordonnées de 7’2 sont dans O7. D'apres le lemme 1, F 2

c-:‘c‘:'z1
Donc 62,2 engendré par les FP-2 , est inclus dans & 1°

En échangeant les rGles de p, et p,, on obtient donc 1'égalité 0?'1 =% -
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Exposé 6 : DESCENTE FPQC des SCHEMAS.

par Ch. DELORME.

§0 RAPPELS.
01. Les propriétés d'exactiitude dans les ensembles faisent intervenir des limites
induqtives gquelconques et des limites projectives finies restent vraies dans le caté-
gorie des fazisceaux d'ensembles sur un site donné.

Exemples :

Les limites inductives sont universelles ; autrement dit elles se conservent
par changement de base.

Un épimorphisme de faiscezux p ¢ F* —> F  est le conoyau de la double

fleche (Po, p1) ol P, et P, sont les projections de F"xF F' sur F'.
QZa Dans une catégorie ol les produits fibrés sont représentables, on considére un
Porphisme p:S'* —» S, 1les projections de st = §° Xg S' sur S' et les
projections de S xg St xg 8' = 8" sur S", définies par :

P (s s8y) = s, Poq (3,5 595 85,0 = (s 5,)

Py (858y) = 5 Poa(S,r 590 53) = (5,5 5))

Pralsyr 8ys 8p) = (545 s))

les s; sont des points de S' & veleur dans objet variable T de la catégorie.

On a les égalités évidentes :

PP =PP =41

Po Po1 = Py Po2 = 9
Po P12 = Py Pop = 94
Py P2 =Py P12 7 4
Pq =PQq =PRPqy =T

veo/eos



On considdre les carrés cartésiens :

xl < - “_ . ." xn 6 : - xm
Py P12 '

£ £ pm

F' g F" e FM
P P12

Alors les carréds suivanta sont cartésiens

x&! (_ o xn xn e - Xll
¢ 1" 1" 1"t
pf p, £ qf a, f
F H———- F' F (—-——-——-v——— F'
P P

§ 1 THEOREME de REPRESENTABILITE.

1.1, Théoreme.

Soit F un faiseau <fpgc sur la catégorie des schémas sur S ; s'il existe
une famille (Sm ~—> S) couvrznte pour fpge, +telle que pour tout of la restrie-
tion Fy de F & Sch/So(- soit représentable par un schéma X,  affine sur Sp,
aiors F est représentable par un schéma X affine sur S.

1.2, Remarques

Foe est; en tant que faisceau sur S, un produit fibré de F par Sy sur S.

Les schémas S' sur S, tels que F Xg S' soient représentables par un schéma
‘X' affine sur S' forment un crible; car les morphismes affines sont conservés par
changement de base.

L*hypothtse de 1.1, dit que ce crible est couvrant pour <£pgc, la conclusion dit
que ce crible est So

Ceci se dit encore : ls propriété pour un faisceau ¥fpgc d'@tre représentable
par un chéma affine sur la base est locale pour fpqc.

I1 suffit de montrer le théoréme dans deux cas :

* (Saw———> 8S) recouvrement par des immersions ouvertes.

* S' ——>» S provient d'un morphisme d‘'anneaux fidélement plat.>



1o3. Démonstration du premier cass

On commence pear montrer :

La propriété pour un faisceau pour la topologie de Zariski d'@&tre représentable
paer un schéma est locale pour la topologie de Zariski.

Considérons le disgramme de faiscesux de Zariski sur Sch/S

X Xg
4 %)
Fﬂ &

Faﬂ

S;s\

S 8
Fy est la restriction de F & Sg o Le faisceau Fgo» est représenté par lie
schéma Xy et 1'isomorphisme de faisceaux E’o(o

Nous avons deux représentants de Fo(ﬁ , ce sont les images réciproques sur

) A 8
Suﬂ de (Xy; Ex) et (Xﬁ,l:',ﬂ) , notées (X(X’ 50() et (X;‘, g;

tire l'isomorphisme Ung X; —_— X: défini par E’: Uy g = E; °

)= On en

De méme on & trois représentants de F'xﬂb’ avec les isomorphismes de restric-—

tion des ui;j° En oubliant les indices du haut, on a 1'égalité :

Sanag gy = §/3 gy =%y = B vay

On en déduit 1'égalité : Ugg Uy T Uy CaT £, isomorphisme.

Ceci permet de recoller les X en un schéme X et les ?::»o< en un morphisme
de feisceaux E: X —> F.

S est la limite inductive des (Scxp —> Sx ) par les immersions (Seg¢—> S),
donc F est la limite du systéme correspondant par les (Foe —> F). De méme X
est limite inductive du systdme correspondant par les (Xg—> X). Les go(. étant
des isomdrphismes, il en va de méme pour leur limite ¥ . F est donc représenté
par (X, &)o

Si, de plus, les X, sont affines sur les S, , X est affine sur 8.



-4

1.4 Soit p : S' —» 8 un morphisme de schémas . On forme les produits fibrés
3" et 8™, les projections étant numérotées comme en 0.2, 8oit F un faisceau
sur S. On appelle F', F" et PF"' les restrictions de F & 8', 8" et S™.

On prendra les morphismes déduits des diverses projections par changement de base

Ceci donne un diagramme de feisceaux sur S,
Pl

. p' ) . o
F &—~=-—— F! 2:__,_._ — ] _— "
4 -T" F :. ‘n‘.‘:‘- . - F
£ bl 1 £n ' pm
I)0
: ' " —_— 1t

Si p est fpqe, p est un épimorphisme de faisceaux. On en tire par O0.1. que
P est conoyau de (po, p1) ; les changements de base vont donner aussi : p, comoyau
de (p01, POZ)’ p' conoysu de (pé, p{) etco
1.5. Démonstration du deuxiéme cas.

Ici S8 et S' sont des spectres d'anneaux A et A', p provient du morphisme
d‘anneaux fideélement plet o F' est représenté par le spectre de la A'-algebre
B* . 8", s8®, PF" et F"™ gse représentent cussi avec des spectres d'anneaux. On
obtient ainsi un diagramme d'anneaux .

i .
B? _L B Y Bm
e — ——— 4

q1 '
(e‘ (f"'[ grm
qT0

A -——-q—-——) Al :.________._-) AN ::_______E AM
1

A" est isomorphe & A' ® A AY q‘(o et ‘W1 sont les fleches déduites des
applications a' —>a' @ 1 et a' — 1 ® a', etc. Les carrés sont carté-
siens et est un noyau de ‘\To, 4\'1) etce

Soit un noyau @' : B —» B' de (ﬁc'), ‘K{). Ceci déte. mine ¢: A —> B

tel que Y = ¢'W, et ).I:A'® B—>» B' par }4_(3.'@ b) =cY'(a.') a'(b).



On a alors un diagramme :

g B 1OF e )
B, ——> 4'®,B' ———3 4'Q® ,B
1® 1'
R »! p"
! q61
B' ——2_ -\ rn— B
' ' T 02

Pt ® B = @ (at) oqr (oY)
}.1"(3,' ® b") =‘f'” QT01 qo(e'“') 'qT‘;2 (b").

Les lignes du haut et du bas sont exactes : celle du bas naturellement et celle
du haut parce que A' est plat sur A.
p* et p"  sont des isomorphismes (cf. 0.2., avec la situation duale). On

vérifie aisément :

@ p= A O®S)
T = @Y
T b= P 1@ .

Ceci prouve que }L est un isomorphisme. Le carré AA' B B' est donc cocar-
tésien. M est donc fidélement plat. Le morphisme de faisceaux qui en résulte est
un épimorphisme, donc un. conoyau de la paire de projection : Spec B'@B B' —> Spec B.

Par changement de base dans les annesux on voit que qr(‘) et 4!'1' font de B"
une somme amalgamée de B' et B' sur B. B" s'identifie naturellement &
ﬂB'.G)B B! ce qui montre en repaséant aux faisceaux sur S que F et Spec B sont

dsomorphes.

§2 DONNEE de RECOLLEMENT.
§§1. Dans tout ce p@ragraphe, on considére un morphisme de schémas p : S' —» S
Bt le diagramme défini en 02.

On veut exprimer la catégprie des schémas sur S en termes de schémas sur S?

is d'une donnée supplémentaire.
éfinition.

foit £t : X' —» 8' un S'-schéma et soient
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i
£! l ' £ i=0,1.
1

deux carrés cartésiens. On appelle donnée de recollement sur X' relative & p

an  S"-isomorphisme :

#«3. Remarque

Un carré cartésien X é—-—L— Xt
S - : P S »

gautremént dit un S—_schéma X dont X' provient par changement de base p) détermine

line donnée de recollement sur X' par la condition
a4, u= @ qT1

Béci par transitivité du produit fibré ; on peut dire aussi, puisque p P, =P Py =
fiie les S"-schémas Xg et X;' sont deux imeges inverses de X par gq, et que u
gt l'isomorphisme canonique entre elles.

On appelle u 1la donnée de recollement naturelle sur Xo.

On verra au § 3 que u vérifie une condition supp}émentaire, que l'on exprimers
m;;g;d.‘isant que u est une donnée de descente.
Bi4. Définition.

Soient (X', u) et (¥', v) deux S'-schémas munis de donnée de recollement

Pilatives & p. On dit que le S'-morphisme m : X' —>» Y' est compatible avec les

ides de recollement u et v si l'on a :

m, : X'i' —_> Yg est déduit de m par le changement de

. pi .

B 1es 5'-schémas munis d'une donnée de recollement relative. & p forment une

olie notée. Rec(§'/S) dont les morphismes sont ceux que l'on vient de définir.
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De plus si X' et Y' proviennent de S-schémes X et Y, alors l'image inverse

par p d'un S-morphisme n : X —3 Y est compatible avec les données de recollemeni

naturelles sur X' et Y'. Ceci définit un foncteur :

A: Sch/S —— Rec(S8'/8)

X/8 r—> Xx8', u

*Eis. Théoréme.

| P Si p est fpgc, le foncteur A est pleinement fideéle.

Ceci traduit le fait que le diagramme
Homs(X, Y) —> Homs'(X‘, 1) ::::::3 HomS"(X“, )

est exact, ou que le préfsisceau HomT(XT, YT) est un faisceau fpqc.

cf exposé 5 § 1.

§ 3. DONNEES de DESCENTE.

3.,1. Définition.

Sous les conditions de 2.2., on dit gque la donnée de recollement u est effec-

' bive s'il existe un carré cartésien somme en 2.3. tel que u soit la donnée de recol-

@;ement naturelle définie par X, c'est-a-dire

- T u= T4, .
—_— o 1
3.:2. Sous les hypothdses du 2.2. considérons les carrés cartésiens

x‘ &~ k x"'
N
£t 21" i=0,1, 2.
q.

1

S' &— = 8m
Grice aux relations du 0.2. et par transitivité dy;produit fibré, les images

Iﬂﬁ#erses uij' de u par les P; : S ——s 8" forment un triangle de S"'-isomor-
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Définition.
On dit que la donnée de recollemeht u est une donnée de descente si on a :

Y2 = Y1 ¢

12
3.3, Propositions

Une donnée de recolleiient effective est une donnée de descente.

Le démonstration se fait en utilisant la transitivité du produit fibré.

[ 3.4. Théordme.
Si p est fpge et si X' est affine sur 8', toute donnée de descente sur
X' relative & p est effective.

3.4.1, Lemme.

Avec les notetions ci~dessus, si u est une donnée de descente, il existe des

morphismes p61, p62, P{Z i Xg‘ ::::ﬁ X; tels que les carrés
Pl
ij
X; — Xg'
1t "t
fl P, . f2
S" (_ '] s"l
soient cartésiens
; 1 - | - r | - [ . it
- si on pose  pg -ﬂ; u, py =, q = ko Uyyr 94 k1 Uos 4y k2, on ait
t - \J 1 —_ ] 1
9 = Py Por T Py Poa
| S 1 1 —_ t 1
49 = P5 P12 = Py Po

— ] ] — ] 1
9 = Py Pgy = Py Py

Preuve.
1 - "t
Prenons Py, = (k2’ 1 3 fz ) .
: R [ =q! .
On a déja Py Pjp = 1{1 P{, k2 a;

Si on définit P:Z s X?'——é Xg par p?z = (k1 ’ p12 f?') on a

up!, = po u
12 12 12
0
donc pé p1‘2= QTO up12= qr p12 u12—k1 u1.2_q1 .

Prenons p62 =



On & déja p{ P62 = qr1 Péz = kz = qé .

Si on définit  p), + X —» X§ par pp, = (ky, Dy, 2o) oma

up', =opo
Poa = Po2 Yo2

done I’o By = W, u By = F, Py Uy = Ko Vop = 9 ¢
Prenons p61 = (k1, Poy f;‘) U,
On a déja  py pyy = Wy poy =k w, =ag -
Si on définit p81 : X —> Xy par pg1 = (ko, Poy fS’) on a

W Bhy = Boy Uy Yz
dome  pj Phy = T, u PGy = W, Poy gy Uyp = Ky o2 = 9p
3.4.2.
On consédére le conoyzu p'!' : X' —>» F du couple (pé , pi) dans la catégorie

des faisceaux fpqc. Il existe un unique morphisme f : F —» S , tel que le carré

suivant commute.

!
F - L X
£ l £! l
s &—-L s

Montrons que si u est une donnée de descente relative & p <£pge, ce carré

est cartésien . On appelle m le morphisme (p*'y, £') : X* — F xg S'. Le dia-

gramme déduit de

p'

F ¢ X &_____ X"
P,
1

par le changement de base p est isomorphe &

m P1 P01
1] " - e
F xs S X1 L X

Po2

gomme on peut le voir & 1l'aide du 0.2. et du lemme précédent. Donc mp{ est un

T ’ |3 t
fonoyau de (p01, Poz)‘

D'autre part le changement de base f* appliqué au diagramme
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donne
P4 B¢
X 4_......1....... Xxu (—-—QL— xm
' 1 & 2
Po2
Done p; est conoyau de (p619 péz) et m est un isomorphisme .

Si X' est affine sur S' et le czrré * cartésien, alors F est représenta-
ble d'aprds le théoreme 1,1, On vcit alors que u est la donnée de descente naturelle

(cfo 203.) donc n est sffective.
§ 4. DE3.ENFE dez MODULES QUASI COHERENTS.

On dédui+ généralement les risuitats des § 2. et § 3. du présent § 4.

Nous prncédonz en sens invers: pour . :lustrer la souplesse et la commodité du
langage de faisceaux utilisé az § 1.

Le lezteur qui désire une démenstration directe du § 4. pourra se reporter & la
littérature : Grothendieck S G A 1 exp:sé VIII,
4.1, Donnée de recollement,

Soit p : 8" ~—>» S un morphisme de schémas., On cherche & reconnaftre parmi les
0.,~modules quasi cohérents ceux qui sont isomorphe 4 1'image réciproque d'un

S

Osmmodule quasi cohérent.

. *
Soit M un Osmmodule quadi cohérent; p M secn image réciproque par po

Liégalité ¢ q = p Py =P P, fournit deux isomorphismes naturels de OS"—modules

P? p* M §_4:i__f. Q¥ M — o} p* M

Ceci détermine un isomorphisme de OS"-modules m s p? p* M Ay ps p* M.

Soit un isomorphismb de Osvmmodules g : pP*PM — N

On obtient alors un isomorphisme de Osnmmodules u p? N —> pg N tel que

v

* p* *
py p* M S py N

. Si . “ls
\\>§>\\$p§ p* M

goit un diagramme commutatifo.

¥*
Pg g Po

v

Définitions

the donnée de recollement du Os,—module H relative & p est un isomorphisme
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de O_,~modules v : p? H—>» p* H.
5 o

Avec ies notetions ci-dessus, m est la donnée de recollement naturelle du
module p* M, u est la donnée de recollement sur N induite par g.

Une donnée de recollement v sur H est dite effective s'il existe un Os-module

K et un isomorphisme h : p*¥ K —3 H tels que v soit la donnée de recollement sur

H induite par h.

L o ——

4,2, Donnée de descentes

Avec les notations ci-dessus, considérons le diagramme :

ai p* M o > qF p* M q¥ N __u_‘;__) q* N
1 \\r* M/ 1 s §
Y
o B Y T P R Y
P PP s ey e
1
Le triangle intérieur est commutatif per le choix de m.
Les traptzes latéraux sont commutatifs.
von choisit m de facon que le grand carré commute, aussi le triangle supérieur

01

est-il commutatif ?
On obtient de méme les trangles commutatifs relatifs & psz et p?z.

Dans le diagramme suivant, les petits trdiangles sont commutatifs, et les fléches qui

interviennent sont les isomorphismes ; il s'ensuit que le grand
m

q¥ p* M o > 5q% p¥ M
r*¥ M ~
12 sl "o2
* p*
aj p* M

briangle est commutatif. Cette commutatiyité "se transporte" par l'isomorphisme g,
ce qui donne une condition nécessaire d'effectivité :

Yo1 %12 T Vo2

Définition.
Une donnée de recollement est appelée donnée de descente de descente si elle véri-

e la relation ci-dessus.
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On vient de montrer que toute donnée de recollement effective est une donnée de
desceutes
4.3. Rappel : algébre symétrique et fibré vectoriel.

Si M est un Os-module quasi cohérent, on sait lui associer une algébre sur Os
quasi cohérente et graduée Os[M] = 2:3 (OS[MJ)n, et un isomorphisme de Og-modules
)A(M) s M —y (OS[M])1 qui a les propriétés universelles :

Si A est une O_-algebre graduée et A' un morphisme de O.-modules de M vers .

S S

A1 qui est le module des termes homogénes de degré 1 de A, alors il existe une fac-

torisation unique par un morphisme de Os—algébres graduées a : OS[M] —» A avec

}l' = a }J(M).

Si A est une Os-algébre et P' un morphisme de Os—modules de M vers 4, il

existe une factorisation unique par un morphisme de OS—algébres a OSEM] —> A
avec )A' =a )4(M)o

Soit f : V(M) —> S 1le spectre de la Os—algébre OS[M]‘ (son existence est
une conséquence du 1.3.).

Un morphisme de OSmmodules u: M-—» N donne un morphisme d'algébres graduées
e OS[M] —_ OS[N] , défini par }J(N) u=1 P(M), donc un morphisme de S-schémas
V(u) : V(N) —> V(M). On vérifie facilement que V est un foncteur.

Le morphisme d‘'adjonction M —» p, p* M donne un morphisme p de schémas du

spectre de p*¥ M sur S' dans le spectre de M sur S, On a alors un carré cartésierx

V(M) e— P V(p* )
fl i "
S & st
P

4.4. Théoreme.
Soit un morphisme de schémas p : 8' —3 S. 81 p est fpgc, toute donnée de

-descente sur un OS,—module relative & p est effective.

Soit N un OS,—module muni de la donnée de descente u. Notons Y!, Yg, Yg'

‘les schémas V(N), V(p; N), V(qi N) et £, f;, fg' leurs projections sur §?,

8", 8" respectivement.
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On désigne pér"pij le morphisme de schémes Yg' —> I¥ déduit de Bij par
L'isomoi hisie naturel qf N ey Pt P} N o
J

De méme on désigne par sz le morphisme de schémas Ig‘ —_ YS déduit de

5ij par 1'isomorphisme naturel qi N~ pﬁj pé N,

On note Uzv(u)'1 et u.:Wm)4
1] 1]

Aprés les quelques vérifiections qui s'imposent, & savoir

- [
- o _ -
o Pij T4
[o]
1=
Upj; =25 U

Compatibilités avec les projections sur le diagramme des S', S" et S™.
On obtient une donnée de descente sur le schéma Y' affine sur S'.

Si p est fpgc, on obtient une donnée effective, donc un schéma Y sur S

s'insérant dans le diagramme :

~ PO
1ot pe—o
\"
1 e By i
S et g

Le carré est certésien et '; est le conoyau du couple (50 U, 51) et du couple
(50, 51 V(u)) et le morphisme f est affine.

Par adjonction; la Os—algébre quaéi cohérente f*.OY apparait comme le noysu de
la double fldche (p, £f Op, 3 aq, £y Op,) déduite de 2y 2y U)o

On obtient une graduation sur £ OY par intersection avec celle de p, f. OY' .

Ceci fournit un Os-module quasi cohérent M = (£, OY)I’ qui est une limite projective

du systéme

*
Py Pox Po N

g, u
Py N = (p, % OY-) * *
1 ~3p, Pix Py N

Nous avons de la sorte obtenu un OS-module M avec un morphisme de qs,-modules

&

{'—~r9 Py f; OI' =P, N ; ce qui procure par adjonction un morphisme de ‘OS,—modules
E‘,:".,

) *

ytp M—>» N. On a évidemment compatibilité entre la donnée de recollement naturelle
!

mr p* M. et la donnée Uo Reste & voir que t esb un isomorphisme.
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Pour celd, on sait que le carré est cartésien, Ce qui donne p, £3 O comme

produit caertésien de £ OI par P, OS' sur O_. En repassant aux composantes de

S

degré 1, on voit apparaftre N comme isomorphe & M@o 0
S

gt donc M isomorphe par

t & p* M,

§ 9, EXEMPLES.

5.1, _ Soient k wun corps et E un espace vectoriel de ;limension finie. On a un
k~morphisme de schémes p 3 S' —3> S oh S =P(E) et S' = V(E) ~ 0. Avec une base
(Xi) de E; on peut le décrire localement & l'aide du morphisme d‘algébre (au dessus

de l'ouvert P(E)X')

i
k[x ‘. cooy X, .9 X, . 90006y X ] —_— k[X 200y X X—1]
1,i’ i=1,i’ Ti+1,i > “n,i v 17°°°7 Tp? Ty

X514 — Xj X'i'1

Ce morphisme est affine, donc quasi comf?act, et libre, donc fidtlement plat.

Sur les fibres de p, le groupe multiplicatif }Jk opere par homothéties. De

plus le morphisme

Fk Xx 8" —————— 8 Xg St
(m, 8) b——o (ms, s)
est un isomorphisme, ce qui fait apparaitre )‘k X, SY comme le produit fibré
S? Xg S's On pourra alors donner un produit fibré triplé de S' sur S, qui est

' S p e
}‘k x )Jk x S' avec les trois fleéches :

Pop * (m, n, s) p~—————3 (m,; ns)
p02 8 (m’ n; s) p—————> (mn: s)
P12 : (m, n, s) b———> (n, s)

Sous la forme }Ik x S8' du produit fibré, une donnée de recollement sur- un
S'~schéma X' se présente comme une fléche }lk x X' —» X' compatible avec l'action

de Pk sur S', Ce sera une donnée de descente si de plus cette loi fait opérer 1le

groupe Pk sur X',
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On a donc ce résultat que, si X' est un schéms affine sur V(E) - 0, sur lequel
}lk opére de fagon compatible avec les projections et les homothébies de V(E) - O,
alors X' “se descend" en un schéma affine X sur P(E),

On voit en passant que X est le quotient de X' par 1'action de 'pko

\

5.2, Soit k' une extension geloisienne finie de k, de groupe G, G opere &

gauche sur k' par automorphismes sur ko Il opere dohc & droite sur S' = Spec k'

per k-isomorphismes. Si X est un schéma sur S = Spec k, le groupe G opére sur

Xt =X Xg S* par X-isomorphismes, et X est le quotient de X' par l'action de G.
Voir Munford. Introduction to Algebraic Geometry. Ch. 2 § 4.

Le produit fibré S' x_ S' peut se mettre sous la forme S' x G avec les projec-

S
{tions

Py * (sy g) ——> sg

p,s(s,g)k——-e s

Comme précédemment, une donnée de descente se décrit comme une opération du groupe
G & droite sur X' compatible avec l'action de G sur S.

Si le schéma X' est affine sur S' et subit une opération & droite par G
compatible avec les projections, il se descend en un schéma X affine sur §, qui
est le quotient de X' par 1l'opération de G.
5.3, Si on prend k=R et k' ; C, la description se réduit & une conjugaison
u qui doit seulement &tre compatible & celle de C (pour le recollement) et involu-
tive (descente).

Par exemple, si on prend X' = Spec C[T] / T2 +1, et u(T) =T on obtient
X = Spec R[T] /T2 + 1 ; en revenche, si u(f) ==~T, on %rouve X = Spec[R] v/ W2—1,A

avec T = iW,
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Exposé VII : Pro-représentables
par '

G ANIRCDUOTION
19 - Soit P v%’(Sch/S)P —_— Ens un foneteur contravariant sur la catégorie
go% Beschémas, & valeurs dans la catégorie des enssmbles, On voudrait connaftrs
dss conditions nécessaires pour que F soit représentable et e’ventuellement, dssz
rerssignenents sur le schéma X susceptible de le représenter,

Nous appellerons foncteur exact & gauche (resp, & droite) sur une catégoni= %€

Yout foncteur qui commute eux limites prcjectives finies (resp, limites inductives
LA

finices) ou, ce qui revient au méme, tel que, “outes les fois que X x Y exis*w

dans B 9 P(X XY) = ‘F(X)_x P(Y) etsi N ,5 X estun npyauzdu ecouple de fleches
. £ | F(f!
Kzzg ¥, B(N) _F.'.(.‘l).., P(X) est un noyau du couple F(X) Y FY)

1y

frespe P(XUY) = F(X)LULF(Y), et F commute au conoyau),

Un foncteur contraveriant sur ¥ sera dit exact & gauche, s'il l'est sur %°
gomte foncteur (covariant)

8i F est un foncteur représentable de (,S.ch/s)° dens; Ens, représenté par X
&_,‘}e, -VTE(Sch/S'), F(T) = Hpms(‘i‘,X)) alors F est exact & gauche

81 8' est une :sou,s-catvé‘gorie ‘pleine de (Sph/'s) telle que les limites indus-
Byos finies denw CG' , 81 elles ‘exiéﬂgent, soient lés mémes que dans (sch /S)’ alcrs

B concteur I e & @'° - Ins st exact & gauche,
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Dans (Sc;h‘/:‘s) les sommes. directes :existent et il sera en général facile de
vérifier que F commutg aux: produits’ dans (Soh /S)O . Mais les.conoysux dans
(Sch /S) n'existent pas nécessairement. Les copoyaux, qui existent toujours dans
la catéggiié» des -S~chémas affines, ne restent pas en genéral des conoyaux dans la
catégorie (Scli /S)°

Voici néanmoins deux ‘cas ol .les .conoyanx existent :
A8T og ..Scit T un :S-schéma , I - yn .S-mo;pphisme ‘couvrant pour la topologie
f'.ﬁp._q__.,c., ™ = T T, Alors on a vu-que T'"'-> T ‘est 'un.condygu de la double

* La

fleche canonique '1‘" =¥ T!. Gondition d%m@mtnh & gauche dans ce:cas, redonne

_s;.mplemeg,ﬂ?gﬂ:e fait que. P est un faiscean:pour la topologie f.p.q.c.

2¢me cas, Joit  s€S, ,poéon's @S s-‘ﬁ A , et considérons la cetégorie des spectres

de M-algébres de longum.-finié' (équivalente & @4, ol @A ‘est la catégorie
des A-glgébres de"l.ongu_eur :-fini‘g ). .C-'éstun\.e .sou&catéécrie- ;éilein_e de | Sch'/ 5 déms
laqugl}le;..lee-limite's inductives finies sxistent (trivial) et sont conservées dans |
Sch/ e I ‘é:ff‘eﬁt,:. Spec AJLSPQCTB = Spec"(}.'x B) ast le co-produit de. Spec i et
Spec B aussi_ blen dans ‘6A q,u.a dans (Sch/ ). De plua, #i 1'on & un couple de
flaches Spec. B :&; Spaa*"j}. 41l Qdme’c dans % i u;l conoyan Spec K (o

Kz ker A :::;—B-) qui est auséi conoyau’.dans (s;:h/s En effet :

Spec K ¢ Spec: A ,‘$»Spec B

..S,pgc A C.._._._._,. S
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81 ¢ ‘est un morphisme de Spec A dans le S-schéma Y , tel que ¢of =-gog ,.¢ Se

A
morphisme, D'autre part,rA étant de longueur finie sur A, Pp .se factorise per

fectorise par Y # Y g,Spec(A) y &t ¢Agf-=r¢xgg.¢ car YA."" Y 'est un mono-

L g;; Q@i?yi_ (produit fini) ce qui nous rambne au cas affine,.d'ol la. conclusion,

En outrs, .si ‘F est veprésentable par X sur (S'Oh/S)” pour tout A€ G,A,.en notant

FA(A).= FP(Spec A), on a 2
P, (4) = F(spec 4) = Homg(spec A,X) = Homg _ (Spec 4,X,)

A) ol x parcourt¥ensemble des points 8e X

done -FAQA) =.HomA(§? N

4 extensions résiduelles finies. On a alors un isomorphisme

T - ~ . .

H°mA(¥ QXA,x*A) > Hom, con’c’inus(H OXA,x?A)
ol oo est le complété de I O, pour la:.:topologie dans laquelle les

b 4 XA,x b'd XA;x
idésux ouverts < ' sont ceux tels que I O gont de longueur finie sur A
X XA,xAI
(1déerix de colongueur finie). Donc
N\
FA(A). = Hom .(g Oy Y
A-cont. - AT

La connaissance du foncteyr h, sur C équivaut. donc :2 la connaissence de 1'al-

X A
gébre topologique compldte _g Qx . Blle est canoniquement splitiée en le produit
. ; A ’- . H

7o des complétés. des anneaux locaux de X ‘aux joints .de 'Xb & ‘extensions

X XA’x

résiduelles finies (complétés’pour la topologie des idéaux de @olongueur finie).
En particulier si X est localement de typé. fini sﬁr S locaiement noethérien,
on obtient le produit des complétés des anneaux locaux aux points fermés de X
(bomplétéS'ppur la topologie défimie par leur idéal meximal ). _

Nous allona voir que réciproquement, un foncteur F sur CA y exact &
geuche, est déerit par une alegdbre topologique du type précédent,

Bref si P (Sch/g)° -+ BEms est localement de présentation finie sur S
ot eﬁtleﬁact;h geuche sur ;UA  .oh1peut dire intuitivement, que 1’on'connait_déjh ‘

les .complétés des anneaux locaux de lthypothétique -schéme X qui représente F ,
wx pointss fermés de Xs .



Spit € une catégorie. On lui associe. la catégorie Pro«C -dont les objets

sont des systdmes projectifs filtrants X = -(xi ) d'objets de C , ok l'on
" i€l
pose, Si X = (X)) et Y = (r.) g
i€l 4 563

Bpm, oK) = :;ae.m Lin Hon, (X (x,, ) Xg)

Les.objets:de Pro € - sont ‘dits _pro--obj_ets de B, Le -foncteur i : - Pro 8
qui & X asmopie:le aystéme projectif {X} est pleinement fiddle et exact &
- gauchs,

Un fonctenr P sur. @ . & velenrs dans .Ens est dit pro-représentable

8%l ‘existe un isomorrhisme ¢ 3 lim Hom(xi ¢) ey P ool X = (Xl) est
- e iel

un objet.de. Pro €, Si X¢ et .si 1'on pose h, = Hom(X, » )

H@m(hx,l?) = F(X), Qn peut donc conaldérer £ comme élément de A F(X ) .
' T

On .dit que-le couple (X 5 E) pro-reprdsente F ,

s

X est. dit pro-objet strict s'il est isomorphe & un pre«objet ‘(Xi) ol
T ied

tous les. morphismes. X - XJ sont des. £épimorphismes,

Si - (,& I;‘,) représente F avec X pro-objet etrict, .F est dit strictement
vpro-représpnta}ble

8 P :¥ - Ens, xe‘f,_g,e-F(x), on dit que le couple (Xé‘c:.) est 1minimgl &i
pour tout menemorphisme us XY > X noysw d*un couple X*==$ X" , l'existence
dtun  EYC-P(X*). tel que It‘(u)E_," = § .entraine que .u -est un imomorphisme,

On.dit ,gu{*xmagm;plfg ‘(x‘ga‘)_ demine un. couple (X" ;. ;") 8'il ,gxiste m}:mq;‘ghi&,ﬁle

v 2 X X" tel ques E% = I’-Qr_),g

me’ 'f"j_@?¥-‘=0“"2 ¥ okt '5 une catégorie aveq des - linltes projectives finies. et

Bog % —+ Ene; Les .deuxiconditions wewivanims gont dquivalerntes. s

1) B jest simictement pre~retwésentebls
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11) P est.exact b gauche et tout couple (Xs&) (£¢P(X)) ‘est dominé
,?a,r'un,cpnzﬁlg minimal, |
Dém ¢ (1) =>. (1)
8i F est pro=représentable, F est.exact A gauche -y Soit -F .-repré»senté_v ﬁqr
(X, £), 7% <X -est un-pro-objet strict.de & et & = (gy) € Lm A, o hy — F
est un monemorphisme..(car X est un pro-objet strict) | .
Soﬂ b QIC Y X :; X une}:.suite exacte pour -laguelle il existe EY¢P(X') tel
e & F(u.) £Y ,F étent un foncteur, Jes deux images de £, per F(X:L ),:__—b;_,F(xu)
goincident, donc les deux morphismes h o= ? cotncident et .se factorisent &
travers h.X ey B qui est un -monomorphisme, donc les deux morphismes:sont. égaux,
donc u est. un ispmorphisme et \(Xigz‘;:i:. ) est un-eouple minimal, Soit £ € F(X)
44 terminé par q-s Xi X, og".vérii;ie que E,:-F(q)gi,. donc que (X,g) est dominé

bar (%o, ).

(i1) wp (1), Soit. T 1'ensemble de tous les couples Winimanx. Pour tout i€l ,

qn note - X, le premier élément d'un couple i, on dit que 1 < :atil existe:un

1
mrphiuhw 'cp., z x - xi tel que ?(9 ) F, ;i e Un tel .:qerphia;he est unique

(car (Xi,;a ) . est!. mlnunal) done X = (X, ¢(p]1} est un pro=objet strict de
ro/ JeT
6 . soit % .le foncsive\;r represente par gﬂlorq 2. ¢, Bn effét les ,;;i £.h y - F

G..-’e.s’c -un:épimorphisme. cpr'si EEF(X) ,i31 exisf¥iun couple minimal (X, ,%,)

dominant  (X,E) donc £ est l'image de %X, parle morphisme h (x), ;»;;z(x)ﬁ (%)

done G (X) » P(X) estisurjectif. c.q.f.d.

& prol;‘ggre_ 81 B st une c'a.-té_gqri_e avec des _,iimites_.;projectives finies ol tout
ghjet est artinien, les foncteurs sitrictement ,.pr'wrep#ésenj:ahlg_s sént des fonecteurs
pxacts & geuche de ¥ dans ‘Eno. (Ge corellaire -s'applique an cas:de gh dont tout

ébjet. est :artinien),
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3. = Soit .F 'un foncieur exact. i gaughe sur ¢ pro—reRr'éaenté-par 1%algtbre

A
Topologlqne R Alora -R ge.décaompose eanomquement en pmdw.t de ses. spmpesants
loeaux, Ri ¢u1€I - Chacun. de ces Rl 9 ,c:orrez_a'ppnd 4 :un sous~foncteuwr e__xaet g}
gauasb.e S ds F.. On seuhaiteraii t;a{i':’cer' séparément ch.gpu# des foncteurs Fi .
Te ﬁ@ﬁeteur Ei' .est,fééile_é.-- dégrire_;~dans le cas ob._l'extenaion:résiduelle;de

R; s relativement & A est triviale,

En effet; s0it k le corps résiduel de A .

I{we‘..,mqr;phi_sme.:'canqni-que' Rl-> k., déf%init ua point £ €-F A(k)'-’ Pour toute A € C A’
lécaa.le ,. a,\.;ex.te'nsion résiduelle trivisale, F, (A)

est alors la partie F (A) de F(A) d.ont 1'image dans P(k) .est égale & £ .

On définit ainsi.un aous—fencteur Fﬁ de ‘F, sur la gous-catégorig®de 'C Sy

formés des algdbres locales &-extension résiduelle triviale, qui est pro-représente

par R, .

ESPACE TANGENT

I. — Eespace tangent & un k~Schéma en un point. rationel

goit 'k un corgs A un: k-algdbre A= k[Xi]

X =pfpec(®) . Soit .xEX tel que k 3 k(x) (iie. x rationnel)
On suppogera que X - est le point origine de l'espace kY, ce ‘qui est loisible
moyennant un .changement d'erigine.de cet espace.

(1),

Si F €I on notera ®' la compasante _homogéne de- degré 1 de .F

onas YREI F(0). =0 et er = ¥ dF (O)X
o - i€J ax

S’Oi’c a = (a») ieT € k'J‘r (emppee vectoriel), On dira.que .o est tangent en x

‘4 X relativement & 'k i et seulement &% 7la droite D de direction A
pagsant par (Q), .a évec le schéma ;zma interssection d'ordre au moins égal & 2.
VRT  P@a) =40 (a) + 12 g(t,0)

101t dope avolir WYFEI ';'-F(y)(_q,)._:- 0 i.ee Z OF (0),a =-0
' iex GX
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,Il apparalt clajrement. que l'ensesmble des vecteurs tangenis est. un  k-espece vecipriel,

Déf, ¢ Soit X = Spec A comme ci-deasus, Soit xeX  rationnel:sur k
on arpalleré;,eapapg tangent.en x & X relativement 2 k et on notera Ty /(x)

1%espace. vectoriel défini ci-dessus,

Prop,1 s.Soient X, x,,-_cgmme__ci—désau,s. Soit .0 1'annean local de ‘X .en x

D &9 4
N, son idéal fimximgl, Alors -

(13

o /k(x) -rHonb (Q . X /k_,k(x); Der.. (9%1 :k(x)) ‘

k

o (mx/,m: ) o, fnren)

ea

1) szo k- z:module des k différentielles.de 0 L isomorphe &

i€

( © 0, x‘-"'“i) / ( z p_gdxg Si'on munit k(x) .de sa structure: de
A Fel . T

i€d Qﬁ

A-module gu moyen-de A -0, _~k(x) on-wealors:

"fx9 X

fom (@  ,k(z))3Hm @ ,k(x); @ 3@ Adxi f
OX,XOX,x/k‘ A Afk- Afk  ieJ . (1 OF dX.

‘ Pcl

alors la‘,définitiori d'un vecteur tangent entraine que : T

5x/k( x) 3 Hom, (Q /k’k(x)

2)  Hom (92 ,k(x)) 3 Derkg X,z 3,1;.'(x) par définition: de QOX -
”x,x X,x/k .

Derk( x, ,k(x) 3 Hom (Ox’x,k_(l)[ﬂ,/(m?))

- k-alg

pars D o~ f £f(z) =z + b(z),T

b

gnc 'z € OX x z -= clgsse de z mod Hx

8



3) Der, 0., ,k(x)) - Hemk {m /m2 gk(x)) est défidie. par
si D est uns'dé‘ri"vatibn H D(ma) = 0 d%ol une applicatien llnéalre f 3 mx / - k(;

Réeiprequement 3

Seit P ¢ ©, _ ~ k(x) - 1'applicatien canoniques Soit z€0 . alors
X,x ' X, x S

z - Pla) € 'm' ~(’exiv-considére P(z) comme élément de k, donc de O, _)

X,x ,

'si f -est une application linéaire : m / 2 - k(x) on définira D par 3

.D(z) =f ((z—-P(z)) mod mz)

Remarques s 1) 8i A est une k-algdbre de type fini T (x) - est un k-espace

Xk~
vectoriel de type fini,

2) 0o voit que T (x) ne dépend que de l*anmeau local de X en x,

X/x

ce qui conduit & poser 3

Def ¢ Soit X un k-schéma ; x un point rationnel de X. On appelle espace tangent

en X a X relati_vemen‘l; ak lt--espgée've?;toriel
-} = R

Si X est localement de type fini sur k, Ty /k(x) est un k-espace vectoriel

de i{ype fimi.

II. - ESPACE TANGENT A UN Lk-FONCTEUR.
Soit & la.gatégorie des k-alédbres lecales finies de la forme k[V] =k @V ob
‘V est un k-espace vectoriel de type fini, Qonsi&éi‘é comme un idéal de carré nul,
Soit P s g - Ens, un foncteur. Ale'rs la ‘datégorie & posstde des produite finis

[V @ w] 3 xfv] ﬁ,;;[w]

Soit G le foncteur qui a tout k-espace vectoriel’de type fini ashocie

e(v) =~-F‘(k[V])'. Pour tout E€ -G(o) = (&) on définira un foncteur G_ de la fagon

&
sulvante 3 Soit V- o 1fapplication eanomique, .dtoh : k[V] _P;_> k



slore : 6,(V) = F(p) ' (g) .

Seit (E) 1= condition suivante :
V ECF(k) et V V , W : especes vectorinls de dimensgion finie , 1'application
canonique =
ca(t'@ W) - Gatv) X Gy (W) est bijeciive.
Soit & le k-eapace vectoriel k.

e

Prop 2 3 Soit 'W"’la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie, Soit
Grib la catégorie des groupea abéliens ; Soit 'v" la catégprie des k—espaces
ractoriela.

1) Tout foncteur additif G : \ - Grab se factorise en : V- I < Grad

2) Tout foncteur gdditif € : 1 —»Crab vérifie s G(0) =0 et

| MV, e,’l7' ona:eVew) s aelv) xew)
ces

Boud conditions la ,structure de groupe abélien de G(V) est la structure déduite
d.e 1"is'omqrphisme ci-dessus au moyen de l'apglicat'ion ,ca,noniq;ig 3

8(r) x afr) e @ V) S0 () ou o T@YV T est 1addition dans ¥

3) Soit F un foncteur E - Ens vérifiant (E)

Alors pour tout £eP(k) GE est un foncteur en espaces vectoriel)l*sddition dans

3~,)GE‘;(V) est celle décrit@- dans 2). Alors Gg._; est ad&itif et il existe un homomor-
phisme canonique et fonctoriel en V ¢ Gf(s) ® V- Gg(v) qui est un isomorphisme,
. T =1 k '

# Démonstration, 3

1;) Provient de la foncterialité et du fait que la multiplication par un scalaire

ot Reamead .

2) 8i G est un_:f.gngtggr en groupe abélien et i G vest. additif (i.e. ®i f,g

mont 2 homomorghismes de V dame W , alors G(f+g) = G(£°) + G(g)), alors G(o) = o
provient.de ce gue 1tidentité de G(oi est égele & l'application nulle, IL'isomor-
phisme se dédnit alors de 1’exi_s’§en_ce' de sections e_t retractions pour la suite :

b = a(0) » &(v) » ¢(v @ W) ~&(w) -~ &(0) =0
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Il est clair que l*homomorphisme : G(V) x G(V) 3 ¢(VOV) —~ (V) vérifie les propriéteg
d'une addition dans G(V). Gomme c*est un ,hgfnomprphisme pour la structure de Groupe

abélien, on en déduit, par un srgument du genre (Z§9hém@,s en groupes,. Fasc 1.,. II,

Lemnue 3.10 2 la Prop 3.9) que c'est 1l'applicatien définissant la structure de groupe
de - G(v).
3_) Soit F térifant (E) alors l'isomafﬂ;i.smg en -que.stion _pefmei:,,de définir une

application 'GF,(V) X 'G;:(.V) 3 GE(V@V_)—"GE(V) qui vérif’_ieu les propriétés d'une

gddition, 8i £ ¢ VW est un homemorphisme, ,GE(;t“.) est un homomorphisme, la

p‘repriété‘pour une loi de compositien (reSP pour une applieat’ion)d.'étre-une loi de

groupe (resP un homomorphlsme) se tradu:l.san't A J.'a:.de de d:l.agrammea ;':ommutatlfs on

3
...’-- .

- z.ntemennent des appllcatlona entre prodults d'obgeta de la catégone,

L'additivii:éde G s Bl f,g(— Ho (V,W) feg = Y-—(f-’f-)—>
mk

g
28 merph,:.sme est 1'adﬁ1t:l.on de. W, d'ou le résultat d'aprés la aéfinition de

WOW —-W ol le

.1 "‘édditipn": de ?c‘z(\_r;).-

On a._'d‘a.illeuré g Vs Hom.k(e,V) d*ol un homomorphn.eme fonctarlel en V:

G, (&) Q:V - ¢ (V). Tes. 2 membrea comnmtent aux semmes d:.rectes finies et on a un
1semerph:|.sme 81 Y =g 5, /d%n" le résultat

M g 'i“S;&ff"t-‘?ﬁ‘-’*“ : "5 &3 Ens Wi onc’seur Sgi}t g € ®(k).

N

Ai‘e mtm: aj-ppe‘ll"er ‘esp'a’ce’“*tange'nt "‘en. B 3 F; l’ensemble G (a) Sl P vérifie (E)

N <

3”ést‘niﬁ"“espace ieé"'bonel &'a.prés (Prop 2 ). On le note '1‘ /k(‘c;)

R emargge Soit. 8 un schéma' X un S-ach.éma, aCS 0 I'anneau locdl"fde'.sv‘en_s,i

8,8
o “% % '.'I:IVL L" W

k 1 ‘cor"‘padgé%a% ‘@g,;,,lg)g Tléfw#l@?s %x déflm.t mmﬁancwmwa@ & danp m:s»,; b,
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Prop 3 s Soit F un foncteur & - Ens, vérifiant (B). Alors ¥ £cF(k) 1le foncteur
N 'V’ - Ens (qui ‘est alors un foncteur en k-espace vectoriel) est pro-représentable,
En outre : G, représentable &= Gg(e) est un k-module de type fini slors G

g
‘est représentable par le dual Gg(-e)

2

Dem ¢ Soit G(a) = .Lima Wi limite inductive filtrante de sous-module de type fini,
_ 1€l :

Soit V€ 'V' ; on a 3 (Lq‘.m 5 Wi) %V 3 Gg(V) c'est~a~dire :
, = _

I:im! (Wi %V) L Gg(V) on bien '“I_.y}_l,_,,, (Homk(w ,¥)) SG (v)

Autrement dit, le systéme projectif (Wiv) pro-représente Gg .
i€l

Montrons ; si G_(g) est un module de type fini, le systéme induectif (Hl) est

3
stationnaire, il existe i tel que W, = Ga.(e.) alors wi":c;a(e)" représente C, .
8i G§ est représentable par un k-module de type fini W, on a :

_ " Y
%g(-s)-—- Homk.(}i.f, £) lW & WS Gg(a) .

ke systéme projectif (Wiv) pro-représente G§° on aura donc :
i€l

I (V) 5 Hom, . (‘E W', v)  Zind’ étent mni de la topologie: Limite
projective des ,tp‘polofgi!!ta discretes, Alors ce module n'est autre que le complété.
Gg(&“ | de GE(E) __pour la topologie linéaire dent un systime fondamental de

goi-singggs de 0 ‘et fourni- par les (G (s)/’ll | ).v

Soit L'homomqryhisme cafionigue : G (8 W ia) - Lim v,
bt en dedmict- pour tout k-ebpace: vec’corl'e‘l de type- fini V., un homomorphisne s
(N ~4 - 3 ’ h v .
Hm%cm'l:.' %z.’.x% Wl"” V) Hom(G (g )

"‘3".’.‘pq:sons‘ que ces 2. foncteurs sont isomorphes. Alora en prenant ¥.= ¢ 5 on obtient

3‘>G§(‘g)w = Gg(e) _est un k-eapace vestoriel de type fini.

v 0, ()" ropnéomnte, G .
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IV, - FONCTEURS PRO-REPRESENTABLES-

Soit E} C - Ens un foncteur ol A = anneau local noethérien ; CA = catégorie
des A-algdbres de longueur finie a extensions résiduelles triviales. Soit k 1le
corps résiduel de A. Soit F la restriction de S la catégorie & et

$€F(k) . On suppose que QF est pro-représentable ; alors F vérifie (E) .

Soit G?E 1l'algeébre locale séparée compléte correspondant & £ et m_ . son

idéal maximal,

Alors : (Bourbaki ~ Algdbre commutative ch.III) on sait que : Gbg noethérien &

m.,2 estun © egpace vectoriel de type fini.
g/m g/m ) P v JP

g g
De plus la topologie de GDE est alors la topologie mgaadique.
Soit 2 > m_ /2 - m ;2 0
U e/, " efu 40k

d'ol : mg/mz est de type fini & mE/mZ G est de type fini.

Alors : Gg(e) = Homk(ébg/n QE J[e] = Homk(mg/mz ‘10, ,E)

Donc

QD&‘ noethérien & T - est un k-espace vectoriel de type~fini.

F/k

Soit QF C - Ens un foncteur pro-représentable, Soit geET( )

Prop :
pOur-que_l'algébre locale séparée compléte (Dé correspondant’ & ce point soit
nosthérienne, il faut et il suffit que F(k[e]) = Tq /k(g) s0it un k~espace

vectoriel de type fini.
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Exposé VII : Pro-représentables (suite)
par

§ VI. - APPLICATION

Foncteur ngt et Foncteur 'de Hilbert

Soit S wun schéma ; X » S un schéma au-dessus de S5 ; F un module
quasi cohérent sur X . On désigne par Quot (F/X/S) l'ensemble des Oy modules
quasi-cohérents, quotients de F et plats sur S.

Si 8' - 8 est un morphisme dé schémas, notant X' =X .xS_S' et

P! = F.®dsos' l'image réciproque de F par X' - X, F' est un module quasi-
cohérent sur X' .

On définit le foncteur Quotpy/g : (Sen/)e = Ens par
QuotF/X/s(S') = Quot (F'/x1/8')

. Pour tout S morphisme S" - §' , X"'= X x,5" et isomorphe &

S

X! xS,S“ et " =F @0 Ocn a @O Ogn 3 comme la platitude est stable
S St

par:dha.ngement de base et ie foncteur image réciproque est exact & droite, on a

une :applicati_on naturelle,
1Y o o (g
QuotF/x/S(S ). Quo?F/X/S( )

. i ke MeYaLa i é
QuotF/x/S est un faisceau f P.q.C (voir expos V)
Pour F = OX on obtient le foncteur de Hilbert.

Alors Hi.,lX /S-(S')«zg Q,uo‘»coX /% /S'S') est 1l'ensemble des sous-schémas fermés de

X' plats sur S' .



On suppose maintenant S = Spec A ou A est un anneau local noethérien
complet de corpse résiduel k. C)‘ est la catégorie de ) -algébres locales de
longueur finie 4 extension résiduelle triviale. On notera XA .pour X xSpecA Spec |
e‘t AF pour F& Spec A , A dans Ck . Soit e un élément de QuotF/X/s(Spec k)
fixé une fois pour toutes et QE(A) le sous-ensemble de QuotF/X/S(Spec 4)

image réciproque de e par l'application canonique

Quoty y /S(Spec A) - Quoty /y /s /(Spec k)

Qe est un foncteur covariant q& - Ens, Sous certaines conditions Qe est

proreprésentable, plus précisément.

Théovéme, Si X est propre sur S et F cohérent sur X , alors Qe est pro-
présentable par une A algdbre noethérienne.

Pour la démonstration nous aurons besoin de quelques lemmes,
Lemme 1, Soit A un anneau, J un idéal nilpotent de A et u : M->N un

homomorphisme de A modules, T : M/JM ﬂ'N/JN .

a) Si. T et surjectif, alors u est surjectif

b) 8i N et plat sur A et W bijectif, alors wu est bijectif.

Démonstration. Soit K = coker u. En tensorisant la suite exacte M >N -»K -+ 0
par A./J on obtient K/JK-=O donc K =0 puisque J et nilpotent.

Si L = Keru , la platitude de N .entrafne 1l'exactitude de la suite
xa : - - -. - . 1o = .
exacte 0 L/JL M/JM N/JrN 0.Dos L=0
Reimgrque, Si A est dans C' , tout module plat est libre puisque 1'idéal

meximel de A est nilpotent.

Tiemne 2. Considérons un diagramme commutatif



d'homomorphismes d'anneaux et de modules compatibles o B = A'
et M' (resp M") et libre sur A':

Supposons

1) A"/J -5 A

2) u' (resp u") induit M' @l,A =3 M (resp Mn

ou J

(resp A")

est un idéal nilpotent de

—_
=3

X A“

A » N

All

GlnA — M")

Alors N est plat sur B et p' (resp p") induit N®BA' = M!

(resp N @%A“

Démonstration, On suppose de plus que

~

> M")

- '
801t_ (x i)

isomorphisme par 1) .

Que

N

iel Soit x".

D'ol

est libre de base

x!
i

une base de M' . Par 2)

€ M

i tel que
- On a alors une application Z A“x"i

M" est libre de base

x xV.
. X

des isomorphismes N @BA' —> M

M'.

- M" de
x"

et les projections

et N @>BA“-419 M" .

A"module qui modulo

est libre sur A'

, M est un A module libre de base

‘un(xvi) = uv(xti

) .

(lemme 1.). On en déduit

et

Pl Pll_

J est un

MY oM

u'(x'i).

induisent

lemme 3, Avec les notations et hypothéses précédentes, soit L un B module et un

diagramme commutatif.

oWt

induit L & BA.' = MY

E/Y

Alors

N,
Ve

q' x q*: LN

est un isomorphisme.



En effet, modulo J' noyau de B - A' , q' X q" est un isomorphisme ; on applique

le lemme 1,

Lemme 4. Dans une catégorie abélienne soient O — A? E'A X-A“A» 0 une suite
‘exacte, A' » @ un morphisme, A" - P un épimorphisme de noyau C. Soit E 1'en-

semble des quadruplets (B f,g,h) (i un isomorphisme prés) tels que

0 —s A' —2sh Ty A" —> 0

|k
0—Q 258 -Esp —0
s0oit un diagramme commutatif ol les lignes sont exactes.
Alors 1) E est non vide si et seulement si l'image dans Ext1(c,Q) de 1'élement
A de Ext1(A"A') et nulle. |
2) Squs ces conditions, E est un ensemble principal homogéne sous le groupe
abé;ien Hom(C,Q).
Quifte.é remplacer l'extension A de A" par A', par son image dans Ext1(A",;?),
(Sﬁ peut supposer A! = Q -
1) résulte de l'exactitude de la suite
| Ext| (pa') - Ext | (anar) - Ext (ga")

L'ensemble E est évidemment en correspondance biunivoque avec llensemble des
'sou§-objets N de A +tels que A —» A" induise un isomorphisme A 3 C (1emme
‘du-Serpent), i.e. l'ensemble des morphismes C -~ A relevant le morphisme canonique
C—-4A".
On a la suite exacte 0 - Hom(C,A' ) —1:14 Hom(Ga) LHom(C,,ﬁ') et E :a‘w7'—1 (c 225 am).
D'ol l'assertion 2).
Remsrque : Si la suite exacte O = A' - A » A" - 0 est scindée, E est non vide
et est isomorphe & - Hom(C,Q)
bemonstration du théoréme.

Spec k —» Spec A, A dans C'p , induit 1'identité sur les espaces topo-

Eorigues sous-jacents. Tous les faisceaux que l'on écrira dans la suite seront



des faisceaux sur l'espace topologique Xk .

Soit un diagramme commutatif dans C!
B = A“}x A' A'

R

An u" % .A.

Nous prétendons. que si u' : A' - A est surjectif, autrement dit A'/I = A

S id . [] : " t " l ]
oi I est un idéal nilpotent de A , o Qe(A XAA ) —->Qe(A ) (A)Qe(A )

xQe
‘est une bijection.

En effet, soit J le noyau de B - A" ; on a ]3/J A" et J est
un idéal nilpotent de B . Soient g,%’,ﬁ“ respectivement des quotients quasi-
cohérents de g:A , gA‘ , Q;A" » Plats sur S, et des morphismes 9' -»9 ’ 9""—»9

compatibles avec 0O, ———— 0 , 0, =—0 , induisant des isomorphismes
. XA' XA XA"’ XA '

G ® .4 -256 et §"®,A =G,

‘L'homomorphisme canonique de O modulesg?3 - @ xgg?" = 36 est un

épimorphisme (lemme 1.) : considérons le diagramme commutatif

F 04— > T

§

‘G‘FAn d >8“

>Il‘ résulte du lemme 2. que 9 est plat sur B et que %@BA“'= %" et %@BA' = g'
d%l la'surjectivité dé & . L'injectivité résulte du lemme 3.
Reste & vérifier la condition de finitude sur l'espace tangent Qe(k[g:])
ol. 'k[e] c¢. i algibre des nombres duaux sur k . Soit (3 = gk/gg le
0.~ module correspondant & e. I1 y a un isomorphisme d'espace vectoriel
ae)(kfe]) & HomO ' (5@, sg) ; plus précisément :

Aele]



-6 -

De la suite exacte scindée O —» g k[e] » k[e] >k - 0 on déduit par

tensorisation les suites exactes scindées

0 0, -0

- 0 -0 -
el P[] X

— G —)C_ - -
0 E‘yk[e] Jk[e] @k 0

Soit % un O module quasi-cohérent et des morphismes f et g

Xele]

0 tels que le diagramme

Xele] e

compatible avec O

gk[e] - qk

v —_—
§ ——
soit commutatif. Il est équivalent de dire: a) g induit un isomorphisme
— est
% ®k[€]k ':"’9 et g /un épimorphisme de noyau gs -

B) % est plat sur k[e] et Sé%& ek[e] - e§ est un isomorphisme
[e]

Sous ces conditions S%{[g] ek[e] = g%sk[s] .

—

D'autre part, puisque S est plat sur k Sq‘ ek[e] 3 e§ .
Le résultat cherché se déduit alors de la remarque au lemme 4.

Enfin les hypothéses du théortme sur X et 3 entralnent

dim . Hom (36, eg) o,
ATe]



I - APPLICATION -4u —CRITERE de SCHLESSINGER au PONCTEUR de PICARD RELATIF,

froupes et fon'c:‘t"e‘\i'rs de Picard relatifs.

Soit X un schéma. On appelle gio_gpe de Picard de X, et l'on note Pic(X), 1le

groupe des clagses & isomorphisme prds, de @x"Modules inversibles (i.e. loczlement
ifomorphes & @),

Rappelons que l'on a un isomorphisme cenonique

Pic(X) -3 H' (X, @3) (1)

m; &ésigne le faisceau des unités de wxu

X p—>» Pic(X) est un foncteur contravariant de la catégorie des schémes dans
yelle des groupes commutatifs et 1'isomorphisme (1) est fonctoriel.

8oient 8 un schéma , X un S-schéma, T un 8-schémz.variable, La correspon-
dance T —> Pic(X ¥ T définit un foncteur contravariant de la catégorie (Sch/s)
des  S-schémes dans celle des groupes abéliens, donc un préfaisceau sur (Sch/g). Le
f,ffé,-isceau associé & ce préfaisceau pour la topologie fidélement plate..de présentation -

finie (f.p.p.f) se note Pic et s'appelle le foncteur de Picard relatif de X

X/s
sur S. On appelle g#¥oupe de Picard relatif de X sur S, et 1l'on note Pic(X/s)

le groupe Pig (S8)s. Alors, pour tout S-schéma T on a

~~ X/8

Pic y/s(D > Pic(xffbsf /p)

Explipitons le fait que Picx/ est le faisceau associé, pour la topologie

S
:E.p.p.i’, , au faisceau T #= Pic (x >S< ™o

1 3 —_— . - - “1 " L.
Un élément de Pic(X/8) = :E}'SX/S(S) est défini par un élément E' dtun

gro

wpe Pic(X x 8'), oh §' —> S est un morphisme fop.p.f, tel que l'on
S
ﬁﬁis_se trouver un morphisme f.p.p.f S" —> S! >S< S' tel gque les deux images inver—
ses d.fe B' dans Pic(X x 8") coTncident.
S

D‘Q'}lzliﬁig-l_‘.‘éments B et B" de Pic(X x S8') définiront le méme éldment & de
N R s €
P:Le(X/) si 1ton peut trouver un morphisme f.popsf S" —P ST 3w8' tel que Lok
AR RS . s
images réciproques de 3 et de E&" dans Pic(X x 8") coTncident.
S
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b& TeWe o 80oit X ——> 38 un morphisme quasi compact et quasi séparé tel que
_ ~ \
@ ). 3
05 —> 1 x) Alors :
(i) On a une suite exacte de groupes abéliens :
0 —> Pic(8) —>» Pic(X) —> Pic(X/s)
(ii) Lorsque, de plus, X admet une section sur 8, le dernier morphisme de
cette suite exzcte est surjectif et 1'on a done :
. ( ’ . i .
Pic __X/s} ~  Pic{X) /Bic(S)

Démonstration,

(i) Le morphisme Pic(8y —» Pic(X) provient du morphisme X ——f—9 8 et est
injectif. En effet, soient ¥ et o' deux as-liodules invergibles. Le morphis-

¥* *
me canonigue Hom ., (L, ") —> Hom@ (£ L, &€') est un isomorphisme czr
5 X

Hom g (£, ') et Hom g (f*nﬁ 5 £° ) sont inversibles done lopalement isomorpﬁes
respegtivemnt & 98 et 101 et d?autre part £ @x: 4 s° Par conséquent
Homs(ot sal?) et ]Iomk(f*o[ ’ £ oL ") sont isomorphes, ce qui montre que si
f*f =5 f* L, o est isomorphe & AR

Le morphisme Pic{X) —> ric(x/s) s‘olt*ient en constatznt que

Piex

S
T —>» Pic{XxT), gui 2 8§ faii correspondre Pie(Xg 8) = Pic{(X),
8

Pic(l/s) = ‘g&cx/ {(S)y ou Pi est le faisceau associé au préfaisceau
S

Reste & prouver l°'exactitude de lz suite en Pic(X).
Montrons d'zbord que Pic(S) —» Pic(X) —3 Pic(X/B) est nul. Soit of w

@s%dlu]le inversible, U un ouvert de 8 +tel que af“ U‘:’_ qu

U
Xe— X dome f*(og)ﬂxu ~ (L] ~ 15l @_S“U)g “’xv done
fl ‘fml 1a classe de f*(J)H dans Pic(Xgm et O donc f*(gt’)
Bes U X

donne O quand on prend le faisceau associé 3 U —» Pie(X § U)
pour la topologie de Zariski, donc & fortiori lorsquon prend le fzisceau associé
& ce mlne préfaisceau pour la topologie fopop.fs
Récivroquement, soit of un () -Module inversible dout 1*image dans

Pic(X/g) est trivisle, Il existe alors un morphisme $° -~ § f.p.p.f tel que,
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X! ——>p X en posant X' =X x S°*, o’ donne o2~ @X' au dessus de X!

8! ——ip S

S
b o . .
1 par image réciproque. La propriété f*(@x) ~ @s se conserve par
changement de base fidélement plat, puisque f est quasi-compecct et

quasi-séparé. Donc f;(@x') ~ @S"’ Comme 2" ~ Og s £1(oP') ~ COS" donec

f;(of') est inversible sur S' et f£V*(£'(af')) —D2s &1 est un isomorphisme .
N *
Q.g propriétés restant vraies par extension f.p.p.f. On en déduit que £,() est
inversible sur S et £¥(£,6£)) ~4p of est un isomorphisme donec of provient d'un
faisceau inversible sur S donc appartient & un élément de l*image de Pic(S) —> Pic(X
'¢¢ qui achéve la démonstration.
(ii) Sugposons & présent que X ——-f—-> S admette une section g. Soit o un
@.x—Module inversible., On appelle g-rigidification de Og un isomorpl#lsme

o 3 (98 2y g*(WF)s Un @X-—Module inversible g-rigidifié est un couple (&, of),

ol og est un @X-Module inversible et O une g-rigidification de o ., Un morphis—
me de @X—Modules inversibles g-rigidifiés (o ,0¢) et (efd; B ) est un morphisme
%z o& — (‘/’6 tel que le diagramme -

g ef) £(P) g (b)
“c\w/
s

86i% - commutatif,

on voit immédiatement que tout automox‘:hisme dfun @X—Modul'e

;i;’iiv,ers_ible gerigidifié est 1'identité.
Démontrons & présent le (ii) de la proppsition ci-dessusa

Q.If‘i.;;.pg.int»de Pic(X/s) provient d‘un @‘X—Module inversible o2', ou X! = X>s< St

Y 3> S est fop.p.fo. Montrons que si f admet une section g, ii-,existeun

fodule inversible b qui donne le méme point de Pic (X/s)°

admet une section g , f£' : X' —5> S' admet une section g‘.

sans changer le point obtenu dans Pic(X'Is‘) dtaprés le (i))»
"qe‘%"ben modification, on peut supposer g'¥(at) ~ 03,, donc

onc ot 3 c-o,-s-x -—A-,-);g‘»;*(‘ové') une gt-rigidification
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' ‘Vf'“ On va montrer que ("&': ') est muni d'une donnée de descente relative—

gt & S —> 8

Xm ______IL X :3 X! e—> X

P ’ P P ?
gm —""'15 sn y St > 8

Boit s = S',g S' et soient (of%'; ai‘) et ( 3 a;) les images réciproques par

et q, de (oZ's or')e Elles définissent le méme point de Pic(X“/ x) done

]

ft¢vir  différence donne O dans Pic(X“/S") et, par conséquent, d'aprés le (i) et du

alt que f"(@x,, ~ G‘S"’ cette différence provient d'un @s"—Module inversible
&@ifié, donc isomorphe & cvs,,, donc of* et of" sont isomorphes. Quitte &
iﬁo&ifier cet isomorphisme, on peut tro#¥er un isomorphisme i" des @ -Madules

XN

Wf""‘i‘.dlflés w%":: af) et (J;, a};)o

lour montrer que i" est une donpée de descente sur (aé" ') relativement &

) f

—9 S, considérons les trois images réciproques (o ) 07‘"') 5’ y a‘;‘),
,‘_d‘;') de (', o') sur X", et les trois morphismes W&, ¢ et o de

'-thodules rigidifiés. Alors nécessairement ‘@ = (fo T car il ne peut y avoir

wi“ 3 05;" ) qu'un seul isomorphisme d‘'un faisceau rigi-

Aqr/ X difié dans un autre, tout automorphisme d*une
o&m ) _-L-) (°€ 3 °£'3“) telle structure étant trivial; La condit'ion
‘:'ycle sur ;"’3 est donc automatiquement vérifidea

5 a‘"):f est donc muni ci‘une donnée de descente 'rela.tivement a4 St =3 8,
Qu&il ‘existe un @x—Module rigidifié €4 s ) qui donne le méme Point
 igue (08’, 'd") donc Pic(X) —> PiC(X/S) est surjectif et dans ce c

Itlc(x/s) ~ PJ.c(X)/ Pi c(S)

._!\ w" 3

de Schlesm_n_g_r i foneteus dé Picard rela’bﬂk S e

c’orp‘s“ ‘%r‘éé’l due?l.“

nogthérien “cdﬁlf[)]fgfﬁitfaééﬁ ) smw@,%,g. 18
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=X X Spec A, et nous poserons Xo = Xko Nous nous proposons d'étudier le
Spec A

%ﬁgncteur mJ: ou, plus précisément, sa restriction & la catégorie C/'\O des

X/S’
spectres d'objets de CA -«
On a le théoréme suivant :

§fhéordme. Si (a) X est de type fini et plat sur S

(b) X ,0 )~ %
(o]

(e) dimk H1(Xo, 0X ) £ o
0

galors ?;\i,&’x s restreint & ct° sy est pro-représentable.

s A
Tout d'abord, notons que si la condition (a) est réalisée, la condition (b)
équivaut & la condition (b*)

(b?) HO(XA,, O,) e~ &  pour tout A€ ch
A

'En effet, par platitude, le foncteur M p—s HO(X, ¢9x® M), dur la catégorie des

~modules est exact & gauche. Par application du lemme des cing, on peut montrer fa—

gilement que le morphisme canonique M —3 H‘?(X, (91® M) est un isomorphisme pour

kg M de longueur finie (par récurrence sur cette longueur).

8i la condition ( B') est réalisée, pour tout A € C) (si S, désigne Spec A

‘on 6. -f*(ch ) ~ Qs o On le voit aisément en constatant que

A A

(XA, (Dxa = I'(XA, (9x ) ~ I‘(SA, i’*((px )) ~ A et que S, est affine d'anmeau
' A A A

Montrons dtautre part que l'on peut toujours, sous les hypothe¢ses du théoreme

: -ge
degsus/ ramener au cas oi f admet une section. Pour cela, nous allons montrer

lemme. suivant :

piiey . Soit X un S-schéma de type fini, plat sur S, ol $ est le spectre d'un

Supposons que X £#8 . Si X est de type fini sur k, l'ensemble des
<. est de Cohen-McAulay (i.e. ol l'anneau local est de Cohen-McAulay)

i ivery denses

gufean A local, noethérien, complet, de corps résiduel k. Soit s le point fermé

\
i



Nous supposerons que X est affine irréductible de dimension r. D'aprés un
#héortme de Mademoiselle Noether, TI'(X, CVX) est une algébre finie sur k['l.‘1 sooo Tr:]o
Comme r = dim X, 1le horphisme X —p Spec k[l‘1 cooo Tr:[ est injectif, Le point

générique 1 de X s'envoie sur le point générique & de Spec k['l‘1 s000 Tr] N Xt)

est fini et libre sur & donc X est fini et libre au dessus d'un ouvert dense de
fgp'ec kl:'l!1 000 Trj et, a fortiori, est de Cohen-McAulay en ses points.
Soit donc x un point fermé de Xs ol XS est de Cohen-McAulay. On peut trouver

iihe suite réguliere de paramétres Z_! ,;2 2000 ;r de @X % ° Quitte & restreindre
9
5

. s . e
XQ & un voisinage ouvert affine de x, on peut supposer que 8y ccoe. 8 SE€ relévent

Gn a oeoon ar dans I'(X, {9x) °

1
Considérons alors le fermé Z = V(awo“, ar)o Z est plat sur S (EGA OIII°1O)

¢t quasi-fini en x (cer 9 - - est de longueur finie et le corps
X s X / (a soo & )
s 1 r
Bésiduel de O est fini sur k).
= xsyx .

8 étant complet est hensélien et 1l'on peut par conséquent écrire 2 = 2Z' j| &",
Z' est le composant local de x et est fini sur S. 2Z' est donc & la fois fini
Qlat sut S, Quitte & faire le changement de base fini et plat 2* —» S . On
peiit supposer que X —» S admet une section.
Nous pouvons par conséquent supposer & présent que X -—f—> S admet une section
o .
que £ ( @XA) ~ (9SA pour tout A € Cp.
Alors pour tout T = Spec A € C', , Pic. (T), qui est isomorphe & Pic(X x T, ),
A X/ s /p

ffést autre que Pic(X T), /PickT) = Pic(X >S< T), en vertu du paragraphe précédent,

= 0, puisque T est le Spectre d'une A—alg‘ebre artinienne

Donc le préfaisceau T —> Pic(Xg T) est un faisceau qui coTfncidd: avec

e Honctéur. contravariant Spec A-+—>.Pic(X x: Spec 4) .de G,"° dans
o s :



Lemme 2. Si on a unidiagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux et de modules,

"

I'J —-2—-) M"  compatibles, oi B = A" x A" et N=MxM" , et o M' (resp.
AW :\{ A M
: 1:1' — ' M") est un A‘-(resp. A"-) Module plat, et si 1l'on suppose :
oy [
| : | : (i) A"/J 5 A (o J est un idéal nilpotent de A)
| \

) I
I . .. .
5 1 5 An ! (ii) u' (resp. u") réduit un isomorphisme entre

‘ v

4
L

M'® A (resp. M"@® A) et M.
A9 An
Alors N est B-plat-et p' (resp. p") réduit un isomor-

phisme entre N@®A®' et M' (resp. entre N@A" et M%),
‘ B B

Uorollaire. Avec les notations ci-dessus, soit L un B-module qui peut &tre placé

dans un diagramme commutatif ot q' induit un isomorphisme L QA" —> M’
B
Alors le morphisme canonique L —~3 N est un isomorphisme,

Démonstration® Précisons tout d'abord quelques notations. Soient A et B deux

nbjets de CA‘ » Si q € Pic(XA) (respo aé) est un @x ~-Module inversible). et
A

A ~>» B un morphisme dans C}\ , on note ‘)Z@ B (resp. oZ”@ B) 1'élément
4 " A

J.mage de 7 dans Pic(XB) (resp. le faisceau inversible image réciproque de & sur

) ,. Fixons une fois pour toutes un élément E-'a de Pic(Xo)o Nous pouvons nous borner
& étudier le foncteur P : G;\ —3 BEns qui & A€ CA associe P(A);, sous—ensemble

B o _
de’ Pu(xA) formé des 1 tels que ?k =g,

Boient wu' : (A%, 4L') —> (4,9) et u": (A",/Q,") —3 (4, 1’) des morphismes
i’.&‘bco’uples, ol a" e;t une surjection., Soient aﬂ', A ag" des faisceaux inver—

ne On a des morphismes

§iilbles correspondant sur X' =X Y=X et X" = XA

AT A
B

ae‘ — .,é’ et p" : oL - & (de faisceaux sur l'espace IXol sous—jacent

x" :
"’(9‘@ A :_\_108 et oO"Q® A" ~of. Soient B = A' x A" et & = X3o On
S At A A
viine commutatif .

‘compatibles avec @X' — @Y et Q.. — @Y qui induigent des isomor-

de -faisceaux sur I_Xo [. ‘Comme X est plat sur S (il y
a un isomorphisme O, @x, éy@x,, ol
@X* E-"&X" est le faisceau de B-algdbres dont les
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gections sur l'ouvert U de IXOI sont données par (9Z(U) = (9 (U) ©
(U)

Par conséquent A= L x of" est un faisceau sur 2 inversible et les

Xn(U) °

projections de N sur L' et " induisent des isomorphismes

W@ A 2 & v et W@ An DLy P (D'aprés le lemme 2).
B

Si oMb est un autre faisceau inversible sur 2 tel qu*il y ait des isomorphismes

ofbgA' v oL et o v ~ " , on a des morphismes q' solb-— o1 et
B

:a/(b — 08" qui les induisent donc un diagramme commutatif ot © est un auto-

morphisme de & ; domné par composition

L/ \’J" oty o ®A Jb@B L' A —>L .

All
\, / Comme A-’—"~>H(X,(9x) pour tout A €Ch, © estla

multiplication par une unlte a de A,

Remontrant a en a" € A", on peut changer g" eh anm q¥ et rendre le .diagramme

/ N,

Par conséquent P(A' x A") ~ P(A') x P(A") pour toute surjection A" —3> A-
H P(4)

commutatif. Donc ofb v o

Aa: ] °
dans CA_

. ) : 2
Pour finir; supposons que Y = xk[g] , @I - gx ® e @x avec g2 = 0.
o
Dia la suite exacte :

*
0 > @X ._21)_)(9; --——--)(9X —_— 1
: "0 o

, @x )~ H (XO, @XO) est de dimension
o

montré plus qu'il n'en failait pour appliquer le critdre de Schilessinger.
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Exposé VII (suite) par M. ROUBAUD

§ V. - LE CRITERE DE PRO-REPRESENTABILITE DE SCHLESSINGER

I. - Préliminaires

Soit (A un anneau local noethérien complet.
Soit CA la catégorie des A-algeébres de longueur finie. Si A' est
une A-algébre finie plate locale, on posera :

c|

s catégorie des \'-algebres de longueur finie, locales, & extension
résiduelle triviale (i.e. : si k' = corps résiduel de A' et .
K = corps résiduel de A4 €C' , ona k'S3K)

C"A' = caﬁégorie des A'-algtbres de longueur finie, non nécessairement

locales, & exteénsions résiduelles triviales

Tout A € C" , est produit fini d'éléments A, de ety -

Théoréme : Soit un foncteur F : C - Ens ; pour que F soit pro-représentable
(c'est-t~dire exact & gauche, d'aprés le critére de Gabriel)il faut et il suffit
qu'il vérifie :
1) P commute aux produits finis
2) Pour toute extension A =+ A' finie locale et plate, la restriction
de F & C' . est exacte & gauche
3) Pour tout morphisme plat A - B de CA , avec A local, la suite

d'ensembles ; F(A) » F(B) == F(B %B) est exacte.

Remarques : La condition 2) sera analysée en détails au § III.
La condition 1) permet alors de montrer que la restriction de F a C"A,
» ) eBt exdcteihcgduchel
‘Ta condition 3) sera vérifiée dans la pratique car on ne considérera
:qge,les foncteurs F qui seront des faisceaux pour la topologie -

fiddlement plate de présentation finie.
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Démonstration : Si P est exact & gauche, ces 3 conditions sont évidemment -

vérifiées. Montrons que ces conditions sont suffisantes ; on utilisera les Lemmes
ci-dessous :
Lemme 1, : 1) Soit A - A' une extension finie locale et plate.

Alors pour tout couple C -+ A et B~ A de morphisme de C on aura @
A

(cxB)@A*2(c®A') x (B®A')
A A A@a
A

2) Soient 4,B,C comme ci-dessus. Il existe alors une extension A - A!
finie locale plate telle que si A',B',C' sont les A'-algebres obtenues
par changement de base, les A'-algébres A',B',C' et B' x C' soient

Al

3 extension résiduelles triviales.

Démonstration de 1) : Soit la suite exacte B ;\( C »BxC ==3A définissant le

produit fibré B x C . A - A' étant plat on en déduit la suite ‘exacte :
A

(B xc) %A' - B' x C' =3 A' , d'ou 1)
A _

Démonstration de 2) : Soit k 1le corps résiduel de A . Soit X une extension

finie normale de k , contenant les extensions résiduelles de A, B, C,

BxC

A
De proche en proche, en étudiant d'abord le cas d'une extension monogéne, on cons-
truit wne A-algebre A' localé, finie et libre, de corps résiduel K .

I1 est clair alors que A',B',C' et B' x C' déduites de A par l'extension A - A'

Al
‘ont toutes leurs extensions résiduelles triviales.

+* Soit'le diasgramme d'ensembles ci-dessous. On suppose qu'il est

3éommu%étif,’que les ‘colonnes g,p,y sont des suites exactes et que les

ﬁfﬁ)ﬁefl(3)*§5ﬂfﬂﬁarféSienéi Alors le carré (1) est cartésien.

ion consiste en une simple chasse au diagramme.




(3) m° %1/, i \A:
N

All
1'extension A - A",

le diagramme d'ensembles e¢i<gontre :

Tl est commutatif. A - A' étant plat A — A"

Bont plats, donc d'aprés 1'hypothése 3) les colonnes g,B,y

fiicarfésiens. DvapryE il

2 I

A

Cll
(B)( )
Démonstration du Théoréme FLB
(8) /
Soient B -+ A et C - A deux (1) F(BxC
A F(a)
morphismes de C, . On veut montrer ; (Y)
A R(G) ]
F(B xC) 5 F(B) x F(C) . on peut suppor .
A F(a)
| ( 7(5!)
[er B et C locaux. Au moyen du lemme 1, 2) (2) F(B'xC? \ 0
FlA
.- choisit A - A' fini plat local tel que \
F(c')
fer changement de base A',B',C' et B' x C!
. Al
i 1
Boient 'des  A'dalgdbres & extensions (8")
. vV
"
B¥siduelles triviales. (3) P(B"xcn) \ (an
, F(a")
Alors si A'' = A' ® A' les algebres A",B",CY, \ "
A | F(c")
BM™x C" obtenus & partir de A,B,C, B X C par

sont aussi & extensions résiduelles triviales. On a alors

sy B=»B!' , C>C! efiB x C -» B! xC!
; A Al
sont exactes,

Pldprés 1'hypothése 2) ot 1'hypothése 1) du Théordme, les carrés (2)7et (3)

lemme, 2,:le. carré 1) est cartésien.



1.~ Foncteurs & Enveloppe sur C! A

) Bremsle 1
Pour tout A~moditle de type fini M soit FM le foncteur covariant
g, -~ Ens défini par r,(a) =4 o .
goit 17 l'id:éal maicimal de A; s0it r = rangk(M/nM) . Alors il existe une suite
fexacte L - M -0 oﬁ L est libre de rang = (Nakayama). D'ol un morphisme de

-2y I'M y surjectif.

_ - T
M=aM®k LsL®k ona: L3I
A A ) M

i9oit L’ le module dual de L , Pour tout A-algebre A on a un isomorphisme canonique :
(4) = L'y : v 3 v

%{A) A io Hom . (L",4) HomA_alg(S (1))

ffn en déduit que r, est pro-représenté.par le complété de l'algdbre symétrique

’Q.Lv) suivant 1'idéal v"nsA(LV) .

finition 3 Soit F-G wn morphisme de foncteurs définis de C° Adans Ens,
%‘f}@ii‘a que F -» G est lisse si : pour toute surjection B - A dans C’”A , llappli-
#fion canonique 3

@)F(B)—*F(A) X G(B) est surjective
6(s)

@éﬂs le cas des foncteurs I' définis ci-dessus, il résulte de l'exactitude & droite

fdu, produitstensoriel que T -B-DI‘M est lisse.

L

ﬁ@hﬁﬁre part, pour tout ¢ € PM(k) comme 1l'espace tangent & un foncteur ne dépend

Hue de 'la restriction du foncteur aux k-algébres il résulte de 1'isomorphisme LN

1*homomorphisme canonique T (¢) » Tl“ (z) est un isomorphisme,
L/k M/k

errons plus loin que I’M est pro-représentable si et seulement si M est libre,

o Ty 5 0'68% pas pro-représentable, on a trouvé un foncteur pro-représentable

' ’;r:ph;i.a_me,uuil"w» I‘M tel que le couple (I‘I,u) possede les deux prgpriétés



1) u est un morphisme lisse
2) u induit un isomorphisme sur les espaces tangent: en tout point

L€ I‘M(k).

Kous dirons que (I‘L,u) est une enveloppe de I‘M en tout point (¢ € I‘M(k).

) Généralités sur les Morphismes Lisses.

Soit C'A la catégorie des A~algébres locales noethériennes complétes A ,
gelles que si m = idéal maximal de A , pour toutentier n on ait A/Mn € C'A .

Pans la suite on ne considdre que des foncteurs F tels que F(k) soit réduit a
#n seul point., On désigne par F 1le prolongement de F & C'A , défini par

4) = 1lim F(A , .

L!!( ) in ( /m,n)

ffinition : Soit B —2» A une surjection (c'est~a~dire un épimorphisme) de C'A

~

On dira que c'est un épimorphisme simple si et seulement si u n'est pas composé

B6: deux épimorphisme (non triviaux).

o

poposition ;3 Soit F - G un morphisme de foncteurs. Alors :

B> G lisse &= pour tout épimorphisme simple B - A , l'application canonique

@) est surjective,

Bh: effet, tout épimorphisme de C'A est composé d'un nombre fini d'épimorphismes
Bimples.

yosition i. : Soit F - G un morphisme de foncteurs.,

~ ~

1) F - G lisse == F - G surjectif,

2) Si F est pro-représenté par R € C'' et G est pro-représenté par

A
S E C‘A alors F —» @ lisse &==> R est une algébre de séries formelles
sur S
2) @ : F > G lisse.et G —» H lisse = F - H lisse.

"

F - G surjectif et G+ H tel que F - 80it lisse alors G- H
est lisse.

¢ P + G lisse = pour tout H~»G , Fx H—-H est lisse
' G

=
.
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pémonstration de 1) Si A€ é'A alors F(A/m) 3 G(A/m) . En utilisant la surjection
(L) on montre la surjectivité.
2) non utilisé dans la suite de l'exposé, La démonstration se
trouve dans E G A OIV' 19. et SGA IchlIV
3)  Généralités sur les morphismes lisses découlant directement
des définitions,
Définition : Soit F : C!, — Ens un foncteur. Soit R € 6°A et soit h, le
foncteur C'A<» Ens défini par hR(A) = Hom contA(R,A)

Un morphisme de foncteur h

ce

R -E-—)F est une enveloppe de ¥ si

1) TF/k PR, |

. -Z+ Hom contA(Ryk[e])

R/k
2) by & F est lisse.

Remarque : 1) 1le morphisme h’R - P correspond biunivoquement & un élément £ de F(R)

défini ci-dessus est une enveloppe de T .

2) 1e morphisme I‘L =T M

M

2

13
Proposition 2 : Soient hy =+ F et h,, -2»F dsux enveloppes de F

Alors il existe un isomcrphisme (non canonique) u : R - R' tel que F(u)(g) =E" .

On utilisera le lemme suivant

N
lemme ¢ Soit R - S un morphisme dans C'A . Alors

————

v

S/k surjectif,

. . v
R = S surjectif &» TR/k ———p T

Soit 1 = idéal maximal de A ; m = idéal maximal de R ; m' = idéal maximal de S .

v o . Voo :
TRae = "/l ey Ts/k =™ /w2 +q 3
Or g un diagramme : 0 -2 7R /anmZ - /m_2 - TR;k -+ 0

| | |

A\
—— ' ——— o —
(o Jre—— ns/nan{Z - M /m2 +Ts/k -+ O

B les lignes sonts exactes, et les carrés commutatifs.



La fléche verticale de gauche est surjective. Donc :

v v . . . .
TR/k - Ts/k surjectif == m/m2 - m'/m,2 surjectif

Ce qui équivaut & R —» S surjectif d'aprés (Bourbaki, Algébre Commntative Ch.III)

Montrons la Proposition 2 : D'aprés la proposition 1, 1) il existe u : R —» R!
et u' : R* - R tels que 1;‘(u)(};) = (g7 et g‘(uﬂ)(g') = £ et induisant tous
.deux un morphisme sur les espaces tangents, par définition des enveloppes.

Alors u'u induit un morphisme de Th - Le lemme montre que u'u est surjectif.

R
R est noethérien donc u'u est un isomorphisme. De méme, uu' est un isomorphisme.

Remarque : On en déduit que PM pro-représentable <=2 M libre, puisque

I‘L - FM est une enveleppe de I’M .

Proposition., Soit (R,};) une enveloppe de P ;3 Alors les conditions suivantes sont
@quivalentes
(1) : R est une anneau de séries formelles sur A

(ii) : P +transforme les surjections en surjections.

Résulte de la Proposition 1., (2) et 3))

BII.- Le Critére de Schlessinger. -

@ ;D_é_finition : Soit p : B - A une surjection dans C'A . On dit que p est

@géentielle ei ¢ Pour tout q : C -+ B dans G'A tel que pog soit surjectif,

st surjectif.

Mffie:: Soit p : B - A une surjection dans C'A

(i) : p ‘est essentielle === eV . o°
hy -~ "k

ii) si p est un épimorphisme Simﬁle :

p n'est pas essentielle =% p a une section o-: A B
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Démonstration : (1) ¢ 81 Th‘ = Thv » le lemme & la proposition 2., de II,
B A

entraine que p est essentielle.

%i p est essentielle :; soit {51,...;?2I une base de Tz . On reléve les fi en

, _ /~1a sous A-algébre de B engendrée par les ..%,
Ei € B. Soit C = A [t1,..,tf].,Alors P induit une surjection de C sur A ,- 2
donc C =B . Alors ; dimk(T VY ¢ r =dim (V) dene T.V) =1V .

Ny k' A hB hA

(i1) 81 p a une section o ,ona B-">A@k [J] od J = ker (p)

%&ors c n'est pas surjective donc p n'est pas essentielle.

Si p n'est pas essentielle, TFV ntest pas isomorphe & Thv .
‘B A

f'anneau C construit ci-dessus est différent de B donc est isomorphe & A car

s

Long,(B) = Long,(A) + 1 . Alors C % A donne une sesticn,

e, .
#) Théoréme : (Schlessinger).

Soit F C'A-+ Ens un foncteur tel que P(k) soit réduit & un seul point.
Soient A' - A et A" » A des morphismes dans C"A

Boit 1'application canonique (8) : F{A' x A") » F(A') x F(a™)
A F(a)

1) P a une enveloppe si et seulement si il vérifie H1,H2,H3 di~dessous :

H, : (S) est surjective si A" - A est un épimorphisme simple

m

(S) est bijective si A =k et si A" = k[e]

H3 H d:Lmk TF . oo

/

2) P est pro-représentable par une algébre noethérienne si et seulement

ainsi que H, ci-dessous :

si F vérifie H19H 4

2’H3
H4‘s pour tout épimorphisme simple A' - A F(a' x &) »F(a') x F(a')
A F(a)
est bijective.
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Remargues : 1) H2 implique que pour tout espace vectoriel V de dimension finie
P(k[V] est canoniquement muni d'une structure d'espace vectoriel telle
que T §>V -2 F(k[V]) (Voir : "Espaces Tangents)

de plus Vv F(x[V]) est de dimension finie (H3)

2) H1 entraine par récurrence que pour toute surjection A" — A

l'application (8) est surjective

3) Conséquences Géométriques des propriéiés H .

oit p : A' » A surjectif, I son noyau. Supposons m.I =0 (m = rad.d)

Mlors : A' x &' 34" x k[I] par 5 (x,7) - (x,x, @ (y=x)) o x = classe de x dans k .
A
On en déduit une fléche canonique

F(a') x {7, @I > F(a') x F(a')
k F(a)

Pir composition avec la seconde projection
Oh en déduit une applica*ion

P(a') x (T, @1) O
k

#l, résulte facilement de la définition de l'addition dans TF , que u définit une

p@ération cancnique du groupe TF ®I sur les fibres du morphisme
k

F(a') - F(a) .

%a'condition H, , entraine alors que TF @I opere transitivement sur chaque fibre.

k

1

Hy
La condition/équivaut au fait que TF ® I optre sans pecints fixeés,
k
Iﬁ~oonjonction de H1 et H4 entraine donc que TF ®I opére librement et transitive-
k

ment sur les fibres de F(A') » F(A) , autrement di% ces fibres sont vides ou bien

& . espaces principaux homogdnes sous le groupe '1‘F ®I
' k
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Démonstration :

A - Ces conditions sont nécessaires

Si P est pro-représentable par une algébre noethérienne, F vérifie

E%,H3,H4 car il est exact & gauche. Si F a une enveloppe hR -—->F ol RE C’A A

Foncteur h_, vérifie les 4 conditions H et F vérifie H

R car T ——»ﬁ

3 hR F

ffontrons que F vérifie H, .

On sait que hR'» F est surjectif,.(II - Prop. 1, (1))

g un diagramme commutatif d'ensembles

h (A" x A") -2 h_(a') x n_(a")

Rl N R hR(A) R

f g

F(A' x A") —>PF(A') x F(a")
A Fla)

Buffit donc de montrer que g est surjectif.

ent n' € F(A') et n" ¢ F(A") ayant méme image n dans F(a).

Existe alors '€ hR(A') dont 1'image dans F(A') est n' ., Seit f = image de !
@g;,h_R(A) . Par lissité, il existe EU€ hR(A") dont 1'image dans hR(A) est dgale
g.s et dont 1l'image dans F(A") est n" . Alors (£',E") a pour image (n', ")
-

Wontrons que F vérifie H2 : Supposcns A" =k[e] et A=k . On a vu que 1l'appli-

on (S) était surjective. Montrons qu'elle est injective. On a le diagramme commu-
hR(A‘ x x[e])-=s hR(A‘“) X T
k

by

F(a' x k[e])=——>F(a") x T
k

lf'é%”yté € F(A' X k[e]) ayant mémes projections n' et n" sur F(a')
X ,

4. 1'application hR(A' x x[e]) - F(A"ix k[e]) x hR(A') est surjective par
Fla')
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1issité.

Goit E' € ho(s') qui veléve n' . Il existe slors U, et U, dans h (a' x k[e] ,

1 2
| k
d'images g, et g, dans F(A' x k[e]) et d'image ' dans nR(.A.') . Alors,
k
i, et wu, ont pour image (£' , n") dans hR(A') x Ty done [, =L,

B ~ Ces conditions sont suffisantes.

1) Supposons que F vérifie H1,H2,H3 . D'aprés H2 , le foncteur

;;F a un espace tangent TF s muni canoniquement d'une siructure d'espace vectoriel

L=r
sur k de dimension finie d'aprés H,), . Alors Tp = @ 1, ol les T, sont
i= 1

des espaces vectcrisls de dimension 1 ., Soit ‘-:i =, ’ pour i = 1;..09F o
Boit S = A[[T1,°“ ’Tr]] s M_ son idéal maximal, On va construire une enveloppe
R de F, ob R sera un quotient de S, Scit R, = S/fnz =k ,

Alors F(R1) est yp enssmble & un saul élémeni, d'ch un et un seul morphisme

Ey
hR wemp B

1

Soit R, = s/mt + nd 3 k[

R
(34

J C"A . La restriction ds F aux algébres .

s

t, {voir "Espaces Tangents")
1 i

'_du-_typa k[v] est représsntatls par ’I‘F\"2 =

. ' T ‘T '
done F‘(RZ) 3 Homk( "®1 t‘i ;, @1%,) . Si on prend dans F(Rz) un élément correspondant

«=1 +

N en

i

F

=

)

& 1l'identité ds @ %, , il définira un morphisme b‘R ====3F qui induit un Zsomor-
i$1 wle . 2

phisme des espaces ‘angents, On pcsera J2 = ’Y/]_:’ + qu; J2 est de codimension

finie dans S .

?S;ij;pposons obtenus pour 1 p‘A ¢ q des idéaux Jp de S de codimension finie et

"‘mor: hisines -8 > F tels quem:d -, <« J < J et tels que
' moxphi F,p N 9 q'mp_=1 o -1 q

b
E
-3 h, —+F se prolonge en h --E3 P  (alors : 5/3_-8/3 est surjective,
=1 P p-1 -

R
Y

Wilhoyau est annulé par M , ce qui permettra d'appliquer H

<

" & l'aide 'de la

#EhEqie 3 suivant 1'énoncé du critdre).
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-
R

q
Se prolonge en hS/ - F ; alors J est de codimension finie, car il contient

Soit Y = ensemble idéaux J de S tels que : nj cJeI et h
q

J ’
nF 1

Notons que les idéaux Jed correspondant a des sous-espaces vectoriels du k

espace vectoriel de dimension finie Jq/ . En particulier toute suite dé-

mJ
q

croissante d'éléments de ¥ est stationnaire et pour voir que ¥ posséde Uﬂm plus
petit élément, il suffit de voir que Y est stable par intersection. Or so!Lent J
et K€Y , et montrons que JO K €¥ » Quitte & cagrandir J , on peut sans
changer J AA X , supposer que J + K = Jq . Mors ona

S 2. 5/7 x S/K .

JnkK
S/34
Compte tenu de Hf s, JNKEY .
Soit J .. = ngf T ot g, s/Jq+1-» F un prolongement de ¢ .

soit J =N J et R = s/J‘>° qui est muni dfune famille d'idéaux de
QEN
(Jq/QqEN , qui .définissent une topqlogie sur R

Vq J D mq , donc Rq est apténien et par suite, pour tout q , il

q

o)
existe =r tel e -, DJqgq. donc J
: q " Jq+1' q ? et

1 contient une puissance de m ;

donc R , muni de cette topologie est le quotient topologique de S et est

séparé complet, .(et noethérien) .

2) hR—§—> F est une enveloppe.
’ V4 . 0 . . . ﬁ—)
(g etagt ieie‘lnl par la famille (gq)qu) . Par construétion ThR '1‘F .
- " gqu
Montrons‘/g est lisse.

Soit A! -3 A un épimorphisme simple, Montrons : h (ar) - h.R(A) x Fav)
R F(A)

gst surjectif. Soit 7' € F(A') , n son image dans F(A) et wu ¢ hR(A)
dtimage 1 . ~u correspond & un morphisme continu R Z.a.

"
Si;p_posons qu'il existe un morphisme continuc R ., A' tel que p oul=u .
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Soit n" son image dans F(aA') . TF opérant transitivement sur F(p)_1(n)

(resp hR(p)-1(u)) , i1 existe ¢ € T_ tel que n"° = n' . Alors u' = (w)®

P
répond & la question. Montrons qu'il existe u" comme ci-dessus.

u

Il existe q tel que u soit le composé : R — Rq = S/Jq -1, A avec

gq(uq) = n . I1 suffira donc de compléter le diagramme :

Rd~T----» Al c'ested-dire le diagramme : S——Ji—» Rq x A'
~
l u lp f v Pry
PN | R
q R‘——-—n——’R‘
q+1 q

W étant choisi pour rendre le carré commutatif. (hs est lisse A)

pr
A' - A est un épimorphisme simple, donc Rq X A'-———l'Rq est une épimorphisme
A

simple. Alors s Si pr1 a une section, v existe évidemment,

Si pr1 n'a pas de section, par le lemme de III, (1) s pr1 est essentiel.

Comme pr

1 0 W est surjectif, W est surjectif. Donc S/kerW —*— 'Rq X Al

On a évidemment m , Jq-c KerW c J (En effet pr, OW=1Tof etsi

I = Kerp = Ker pr m, I=0 et W(mqu) =m, W(Jq) cm,I=0).

1 ’

De plus £ ¢ hy = F se reldve & S/KerW % Rq x A' , ce qui se voit en

. q A
appliquant H1 3 Rq x A's, Donc KerW € ¥ donc KerW::).Jq+1 et W se
' A
factorise par R o
a+1
3) 9i de plus F vérifie H s, h est isomorphe & F .,

4 R

On prouve ' hR(A) % r(aA) par induction sur la longueur de A .

‘Soit p: A' - A =A/T un épimorphisme simple. Paf lissité , hR(A’)~* F(a*)
‘est surjectif, On suppose hR(A) “+ P(A) . Pour tout =n € F(A) TF‘f I
opdre sahs point fixe sur hR(p)-1(n) et sur F(p)~ () . done pR(A'),» FA(A')

@8t injective,
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III, - Relations entre pro-représentabilité et représentabilité de la diagonale.

Soient C wune catégorie a, F et G :€° > Ens deux foncteurs.

Définition ¢ Si u et v : G- F sont deux morphismes, Le foncteur des
cofncidences de u et v est le sous-foncteur G v de” ¢ défini comme suit :
Pour tout objet T de C et tout morphisme +t : T-G (i,e. pour tout point
t € 6(T)) ona s

¢ (1) = {1} si not=vot:T—-F
et Gu,v(T) = b sinon ;

" Gu v est le plus grand sous-foncteur de G sur lequel u et v cofncident”.
Si S :P->FxF est le morphisme diagonal , il revient au méme de définir

G v comme le sous-objet de G qui rend cartésien le diagramme :

G — G
u,v :
Si S est un schéma, et si T (Sch/S)° - Ens est un foncteur représentable }

la diagonale S : F - F x F est une immersion, Par suite pour tout :S. schéma
) .
‘T et pour tout couple (u,v) d'éléments de F(T) ; le sous-foncteur de T des

coincidences de u et v est un sous-schéma de T .

?roposition 2 Soit F 3 CA - BEns ; Alors la diagonale de F est représentalbe

A .
si et seulement si, pour tout R € CK et tout couple de morphismes : hR:::; F

12

2.
. A
le foncteur noyau est pro-rerpésentable par K € Ci R
| 2
Démonstration : 1). Si F est relativement représentable : h, =33 F corres—
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pont &

et (g ) ¢ L(i_an(R/mn)

(?;1 ,n)neN é,n n

4
les couples hR /mn ——:'__"_n—_", F ont des noyaux Kn appartenant a CI’l °
2,n

A
Alors le systéme projectif des Kn admet une limite projective dans CA qui
) .

pro-représente Ker(?=1 , gz

2)e 8i F vérifie la condition ci-dessus et si A € 'CA et hA:j,_F est un

couple de mopphismes, le noyau de ce cou?ple est un élément de GA , qui est un

»

sous objet de A , donc appartient & CA ‘o

Théoreme : Soit P C;L - Bns un foncteur admettant une enveloppe (R,'F,) °

Alors : F pro-représentable &=> La diagonale de F est représentable.

Démonstration ¢ 1). Si P est pro-représentaplle sa diagonale est représentable.

2). Le foncteur -h_ x h est exact a gauche donc -pro-représentable et est

R 0. R
A
muni de 2 fléches : hR X hR__-_;‘*_F « Alors ¢
h
A
hR X hR = Ker (hR ->< hR;; F) est pro-représenté par
F h :
A
A . .
S€C) et ho-h, estlisse (11,. Prop.2).

hs(k[e])= hR(k[e]) X hR(k[a]) = Th = TF

: R
F(k[e])

donc T T o Donc h,-—-h est une enveloppe- donc s%R .
‘ hS ‘hR S R

: ! nN
S6it A le morphisme diagonal ¢ hR - hST’ hR

B est surjectif donc h, » F est injectif, donc bijectif.
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IV, - Le critére de Grothendieck.

Définition : dans CA on appelle monomorphisme simple tout monomorphisme qui
ne peut se décomposer en deux monomorphismes non triviaux.

. u : . . .. .
Autrement dit : A — B est un monomorphisme simple si c'est une injection et

s'il n'existe pas A" strictement inclus entre u(A) et B .

Théoréme (Grothendieck)° Boit T : CAA» Ens un foncteur.
Alors ¢ F pro-représenté par une algeébre topologique dont les composants

locaux sont des algebres locales noethériennes complétes est équivalent & :

1) F commute aux produits finis,

2) S8i A-B estun morphisme de CA_ avec A local et si B est fidgle-~

ment plat sur A , la suite diensembles : (G) : F{a) - F(B) D F(B®B) est
A
exacte,

3) si A est local et si A4 — B est un monomorphisme simple & extensions
résiduelles triviales, la suite ((@) est exacte,

4) Si A - A' est un morphisme fini local lihre avec A' local dans 'CA
i

si P' est la restriction de F & CRJ , sous les conditions ci-dessus TF'

est un espace vectoriel sur le corps résiduel k' de A' .

Alons dimk, TF' { 4+ 00,

Démonstration : Necessité : 1) évident 3 2) et 3) : la suite A - B3 BB
est exacte dans le cas 2) par fidele platitude. Dans le cas 3) car le noiau

des deux fldches est distinct de B et contient A , donc est égal & A o 4)
évident.

Ces con&itions sont suffisantes s Les conditions 1 et 3 du théordme de pro-repré-
sentabilité énoncé én I , sont vérifides, gréce & { et 2 ci-dessus.

Reste & vérifier que s pour toute extension A — A" finie locale plate, la



-17 -
restriction de F a .CA, est exacte & gauche, Pour celd on va utiliser le critére

de Schlessinger on peut supposer que A''= A puisque seule intervient la caté-

gorie CA, .

a. La condition 3 ci-dessus entraine que F transforme les injections en
injections, car toute injection est composé d'un nombre fini de monomorphismes

simples,

b. a) entriine que si on montre H, , alors H_ et H, sont vérifiées.

1 2

car A' x A" C A" x A" = F(A' x A") > F(a') x F(a") > P(A') x F(A") est
A A F(a)

injectif,

c. 11 suffit de montrer H1 si A' » A est un monomorphisme simple et

A" - A un épimorphisme simple, En effet H1 sera vrai pour toute injection

A" » A ; pour toute surjection A' - A on aura A' x A" D A x (A' x A") avec

AxA ;
A: A—- A XA le morphisme diagonale et A' x A" - A x A 1l'application.canonique

déduite de A' - A et A" — A . Alors, A est une injection et A' X A" - A x A

une surjection. Donc : F(A' x A") = F(4) x (F(A?) x F(A")) est surjectif cd qui
A F(A)xF(a)

entrdlne que P(A" x AY) - F(a7) ? g(A") est surjectif,
A Fla

d. Montrons donc que H1 est vérifié si A' - A est un monomorphisme simple

et A" - A un épimorphisme simple, de noyau J . On a un diagramme commutatif:

it‘
D = Al X Ali __1,'1_', AW .___l ‘AN®.AII____~> A"
T
A . D
2
pr D f
u }1
Al —— A =/ A Q@ A — A
12 Al

B x A" —» A' est un épimorphisme simple, de noyau.J ; A' x A" - A" est un
EHonomorphisme simple.

flors, Ker £ = J.,
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Démonstration de : Ker:if % J .,

1) D= A' est surjectif donc A®A > A®@A
A D

J = Ker p = Ker p* .

Ker f = idéal de A" (A" engendré par les images de JR A" et A"()J
D D

D

n
Soit z € Kerif ;3 z=3% Db @b! avec: Vib, €I ou b!e€J
_ i 1o0d i i

soit x € A" et y €J ; dans A"(RA" on aura s
D

il

x@y

Donc x®y = (0,7).x®1

x@y=yx®@1=0,yx)1®1=1@ (0, yx).1 = 1Qxv .

5 ' _ 5 0 bt
—_ —_ — t
donc =z _.i_z_: b, @bi _iE1 (bibi® 1) = (3 b, i)_®1 avec L b.b!€J .

1

x® (0,¥7).1 si (0,y) est 1'élément de D correspondant & y .

dfolt une application de Ker f dans J , bijective,; qui & 2z associe

z bib]{_ et qui est BB =~ lindaire si on munit B de la structure de

D
B x B module définie par l'application diagonale : XXV = XoVeo o
D

veliides)

Soient % o' € F(A') et qa" € F(A") ayant pouriimage o dans F(A) alors

F(i,{e) = F(i,)(a) = v ; soient n =7(1})(a") et n}=F(i)(a")
1'image dans TF(A") est Y . Le carré de droite est cartésien car Ker f

D'apres (b)) PF(a" ®A") - r(am") ® (4 x'A) est injective donc 'ﬂ; =
D s
F(A) Ci :

par consdguent il existe & € F(D) tel que F(u') (8) =" ; u &tant

on en déduit que F(p') (8) = at , d'ob le résultat,

dont

.injective,



PINAERE DE GEOMETRIE-ALGEBRIQUE D'ORSAY

Exposé : Théoréme de Comparaison

par H. COHEN

§ 1. Rappels et résultats préléminaires

a) = Le théordme de finitude

Nous utiliserons fréquemment le résultat suivent (EGA III 3.2.I)

Théorsme 1. S9ient Y un schéma localement noethérien, f.: X' » Y un morphisme

propre. Pour tout: 0X Module cohérent G les 0Y7Modules.Rgf*(EF) sont

cohérents pour tout ¢q ) O .

Rappelons que 1'on démontre d'abord ce théoréme -pour un morphisme projectif £

(Théordme de Serre), puis on démontre le casgénéral en se ramenant au cas pro-

jectif par récurrence noethérienne, dévissage, et en utilisant le lemme de. Chow.

Rappelons d'autre part que si f est séparé quasi-compact, et si EF‘lest un

OXTModule q&ési;eohérent, alors pour:tout ouvert affine U de Y on'a ;.
r(v,rl (F)) = Hq"(fﬂ(ﬁ) , ) (BGA IIT 1.4.II)

On obtient donc dans le cas affine ;

jorollaire  Soient. A’ un anneau noethérien, X un A-schéma propre; Pour tout

m@a{oﬁme cohérent F les A-modules .
14(x; F)

agini

ﬁﬁﬁumde type fini pourrtout ¢ » 0




b) - Généralisation
Théordme 2, Soient A un anneau noethérien. 3 un idéal de A, X un

A-schéma propre, 93 un . OX-Mo_dule cohérent. Alors pour:tout .p 3 O la somme

directe

N .= @ B(XJ5F)
-8

est un module de type fini sur.la A-alg&bre graduée S . = @3]‘:
k>0

Démonstration, Soit f'; X - Spec' A le morphisme structural, et: posons
t

F=5,8 =8, n =& J,kg*—. On & alors trivialement
X350

Po () _ &
Ilf*(m) =N

donc "N est un S-module ‘de type fini" équivaut &

"RPf (m) est.un S-module de type fini™

Considérons le diagramme suivant.

| I
X ¢ g - XV
T W £t
Spec Abz__f_gf,, Spec S

h

ou X' est obtenu parchangement de 'basle _(,doncf. Xt = S_poci‘-({f _ '))

On peut & 1l'aide de ce-diagramme ramener:le probléme i un .probléme ‘sur les
OX;,-Modules:,s ol Xf'“-est.un-‘.achéma,' et non plus :,b...un'-,probl,éme “sur les 5"—Mc>dul‘
de. sorte qu'on pourra appliquer le théoré¢me 1.

En effet puisque. g est affine, . g!' est aussi affire j soit fi: le O, -Modul

' | I .
associé au.,e:f -Module quasi-cohérent:. m . On a:par définition

n. =-g' (m)
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De plus étant cohérent, m. est un § -Module de type fini donc =& . est

un O0_,~Module de type fini ; or h = gof! est un morphisme de type fini et

Xl
Spec A est noethérien, donc X' est noethérien. Il en résulte que m est un
QX,rModule cohérent, f' étant propre on déduit donc du théoréme 1. que.les
Rpf'*(ﬁ) sont des oSpec S—Modules cohérents,
Il reste & voif comment on peut exprimer Rpf*(m) 2 1'aide de Rpf'*(ﬁ).
g! étant affine ona un homomorphisme bijectif:
%, (a) =R, (g', (&) ® R®n, () et il est facile de vérifier que clest
un homomorphisme. de .tf—Modules.
De plus puisque. f': est séparé quasi-compact et . g affine,.l'homomorphisme
de: 1 -Modules.
RP(got '), (B) = RPn (8) ~ g, (e, (H))
gst bijectif.
Puisque les Rpf'*(;)..sont cohérents et que g est affine, il en résulte dong
que les Rpf*'(m)_ sont des F-Modules de type fini pour. tout

p » 0, d'oi les théordme 2.

c)-—-Commutatibn des lim aux Hq
- . ‘

) un systéme..orojectif strict de
kel

Phéorsme 3. Soient X. un schéma, (9ﬁk
0y,~Modules quasi-cohérents, et posons :

X
gl’ =:>4]:§I'I_1'91k

Mifors: pour tout n » 0 1'homomorphisme canonigue.

hn': Hn(X,GF)

> 4_1_1123 Hn»‘(x,:_gzk)
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~est3.“vsur-jec_t:i§i‘ .:Si.de plus, pour une valeur de n , le systdme projectif. des

& Hx, F.))
k kéiV

vérifie la condition de Mittag-Leffer (ML),, hI.1 est un isomorphisme., . -
Rappelons qu'un systéme: projectif. (Aa)' est strict si les morphi’sxnesde- -

transition U . i A, ;’Aa pour Bza sont surjectifs. .

B g

(Aa) vérifie la condition (ML) si.- pour tout o« il existe B2a tel que pour

tout- 2B <
Uplhg) = U, (4 )
Un systéme projectif striet vérifie. évidemment (ML)“.:
Démonstr’a‘tidn-»-, La cochomologie calculée dans la catégorie 'des faisceaux de
OX,—Mod_.ules ou .d?s faisceaux en groupes abéliens étant la méme, il suffit de.

montrer les propriétés des hn;_ en .ltan‘c:queAmorphism'es- de groupes abdliens,

les- (@k) étant considérés comme des faisceaux'en groupes abéliens, .

Notati}bns‘.»— 8pP(x) (geﬁp SB.(i\z)) catégorie abdlienne des systémes projectifs
de faisceaux de groupes gbélie‘ns,.‘sur X (resp de groupes abéliens).

Ab(X) (resp Ap ). ‘catégorie ;_g.bélivenne" des:faisceaux en.groupes:
abéliens: sur X (vesp des groupes’ abéliense):

On ‘a* aTbrstles folicteurs' exacts & gauche

Jim 3 SPX)iiy, 4 (x) dam oy oP(H) — ae
(F )i Jan(,) (o) —> 2imla,)
s Se(D) .y 2(Z) I (R Ab

(F ) TEE) F 1)

Par -définition de Lim' en-a. pourtout(@ksi€SP(X)



rofaim(d, ) = dimor(F, ) : sp(x) — > Ab
Les quatre catégories abéliennes considérées aya._ni: des générateurs et ,_Vdes" limites’
inductives exactes ont assez d'injectif$.0n peut. donc parler des foncteurs
E- . .
dérivés des foncteurs précédents. En notant Lim(p)‘. (resp lim.(P‘)), le p%
— —
foncteur dérivé droit de Lim (resp lim) on a alors la.
— —

Broposition 1.- Il existe deux suites spectrales ayant méme aboutissement et

dont les termes 'qu et "qu' sont donnés par :

-—

rﬂgq, = 10'®) 59z, g.) a=s BT a BP(%, i’m(Q‘)(gk)) = .'!qu
: : _ 4

Démonstration, Etudions d'un peu plus prés les injectifs de SP(X)..’ ;
Lemme 1. Soit (Jk). un objet injectif de SP(X). Alors :

(1) Pour tout ke , J est un objet injectif .de _Ab(X)

k

(ii). Lim(Jk-_) est un objet injectif de Ab(X):

(11i) (‘F(X"Sk)')k |

= T((Jk)) est-un objet injectif .de SP(Z)
e ‘

Ménonstration du Lemme 1, Pour tout k € W U{+ °°;‘ seit (ﬁ ék)z o le systime.

projectif défini- par
(k) ,
j@z = 0@ pour: £ > k
% = % pour £ £ k aveéc les: homomorphj._smes.' ,

avidents, fb étent ur objet-donné de AD(X). Op vérifis'Tacilement: que. :

- | () 4y
By (x)¢ £,3,). = Hong N #& ), (d0)

Hom, (x)f.-(':ﬁ.gi_n_l-(‘:’] M= 3°m_§'1> (x) ( (J%}EE) s Jz) )
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Pour tomt. k 1les foncteurs,dé-*(deék)). - étant exact; ceci prouve que.les

LEN

foncteurs
I°m.§b_(x)(°":]k)‘ et Homy py(*,Jin J )
sont exacts, d'oh i) et ii).
Soit  SPPF (X) 1la catégorie abélienne des ‘systémes projectifs.de ‘préfaiscesux
de groupes abéliens sur X,
Si A.; est le préfaisceau constant associé &. Ake Ab, on'a

Hongp(zf( ) (M0 D) = Bomgppy (1) (4, (3,)

= HomSP.(X)(a,(A'E)".(Bk» . en notant & le

foncteur faisceau associé

a

- sPPR(X) > SP(X).
Les foncteurs a et Av:—'_Ac‘ étant exacts il en résulte que
fongp (5 y(* + (0(%,3,)
est.un foncteur .exact, d'ohw: iii).
Le flemme_-i.- (ii) et (iii)) montre.qu'ona deux suites spectrales de Leray ayant
comme aboutissement

n

B = .Rn(f.’io %n)(g:k) = Rn(é%om)ggfk)

et dont-les termes qu sont donnés par -
+Pd NG ) 3y nePl - 2Piyorim \OITER
Byt = 1;m R m.(.EFk)._ & H (X,'L_]:;n‘l g@'k)%

X

Le lemme 1.: (i) montre alors gue

Rr(F,) = (B*(%, ¥ ;) aloh:la propesitisn t



Proposition 2. Pour tout p ) 2 les foncteurs

(p)

‘J:im : SP(Z') - Ab sont nuls,

Démontrons trois lemmes ;

M_Z. Soit (Sk) un objet injectif de -SP{ 2Z). Alors .(ﬂk) est un
systéme projectif strict et a fortiori vérifie (ML).

Démonstration. Avec des notations analogues & celles du lemme 1. on a

HomS'P( z')((sz)),(ﬂz)) = HomAb(Z , Jk) = ;k

et le morphisme gk - gh pour . k » h se déduit de l'injection canonique: $

(n) (k)

2V — 7 . Le foncteur HomSP(Z-.)'(. ’(sz)-)

étant exact, 31{ - Uh est surjectif, d'oh le lemme 2,

: - ‘ LI vV ~ e
Lemms 3, Soit O ~ (Ak) k (Bk) X, (ck) - 0 une suite exacte dans SP(Z).
Si: (Ak) vérifie la condition (ML), la suite
0 - a:i‘mi(Ak) u lim(Bk) v, _lim,(C'-k) -0 est exacte.
Démonstration esquissée :
On sait-déjd que lim est exact & gauche. Il suffit donc de montrer que V est:
surjectif.
Bdistidonc. z = (zk) un élément de li,m.(Ck) et posons
o
Ek‘ ""‘vk (zk)
e (Ek)k'EN forment évidemment: un, systime. projectif dl'ensembles non: vides:
fomr les restrictions des homomorphismes ghk 3 B{‘—» ;Bk .

EEBWitsritre facilement par diagram chasing aus ce Bjijtdue verifié la condition

(LT Ty 2 0% 5 }
: .A.A.%;)PEGMIH 130982
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On.déduit alors du théoréme de Mittag Leffler (Bourbaki Top. Gen. Ch II §3 Th
applicable ici puique l'ensemble d'indices est N , qu'il existe un point

y >=.v(yk), € lim E

L Comne Vk(yk)'a,zk pour:tout k

k -
par définition, on’avAz-z_V(y), dtou le lemme. 3.
Lemm & Soit (Ak) ESP(Z) un- systeme proaectlf vérlflant (ML) Alors
(p)
(Ak) =0  pour tout p > 1

Démonstration du Lemme 4., et de la proposition 2.
Raisonnons par récurrence sur p .
Pour p = 1 Jg&angeonS'n(Ak) dans un injectif (;}k) de SP(Z), dé sorte
qu'on a une suite exacteé

0~ () - () - @) -0
d'oll une suite exacte de cohomologie

0 - lim(a )- 1im( 3. ) B 1im(Qk)9. 1im(l)( ) 10
7 ganla> 1in(3,)  gin(q)> gin ™ () =
Le morphisme .p est surjectif d!aprés le lemme 3. donc:
L (1)

lim (Ak) = Coker p =0
Pour p > 2 le lemme. 4. est un cas particulier de la prop051tlon.2.
Supposons donc ‘le lemme 4 .et.la:proposition .2 valables Jusqu'h
p-1(sip-1=1 1a proposition 2. est vide)
Soit (Bk‘,.): un objet quelconque de- SP(Z); et plongeons le ians un injectif,
d'ol ‘la suite exacte

0= (B) = (3,) ~ (&) =0
La suite exacte de cohomolegie faurnit.des. isomorphismes

2 l P

Or d'aprds le lemme 2. (J k);» vérifie (ML), dqngqaqngquo.tigng@gqﬁ);ﬁqgsgiﬁi
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comme on le vérifie facilemenfc. L'hypothé se de récurrence montre donc que
gi_n_l(p—l)§Qk) =0 done que ;}B,(p)(Bk) =0 ,' dtol

le lemme 4, et la proposition 2.

Proposition 3. (i) Pour tout systéme projectif (97k) de faisceauxquasi-

cohérents sur. X , considérés comme objets de SP(X) , on a

‘Ii_ig_l(p)(g‘k) =0 pour p > 2

(i\i) Si-de plus pour tout ouvert affine U. de X 1le systéme’
I‘f(U,g‘-k)’ vérifie (ML) (ce qui-sera en particulier le cas si les (S;k)
forment un systéme projectif strict de faisceaux quasi~cohérents) alo:s
M(p)(qk) =0 pour . p » 1
Démonstration, Soit PF(X) 1la catégorie abélienne des préfaisceaux en groupes
abéliens sur X .
Le foncteur (gk) —»g_lin(gl—k) peut 8tre exprimé comme composé des foncteurs

SP(X) — SPPF(X)

P
-

(F,) — (o-r@,%)

Iim
Pl

SPPF(X) — PP(X).
(© - 10, F ) = (v~ tin (o, F )
et du féncteur- f‘aisceau associé : - a 3 PR(X) = Ab(X) ‘ab
Le foncteur: ‘a étant e;cact on a donc une suite- spgctrale de Leray:
qu =afU -*%_J;:_!_l(é) "Hq(‘U',g'-'k))_ > E = &I}}(n) (-gk)
s . gvrfwé,tant‘,quasis-cohérents ‘Hq(U,-gﬂ;)HaO«-« pour--gq:>-0---pour- tout ouvert

Bffine -donc

BS150  powr ¢V, I8 suite spectrale dégéndre

AN
EBHE ot on a::.



.y - . B - . n - . .

Eg D=Ps E‘ﬁn P uGrp (E) = Q.. pour . .p y‘ n
‘Dane  Gr(E™) = B et Grp(En) =0 ei . pfa. Ceci signifie que
NOES 11m(n)r(U g ) ='Lim(n)(g‘ ) donc que - ‘r“ni(n')' (F.) est:le faisceaun
.associé ‘au prégai@ceau

T - 1in™®) (r(u, 971;))
La proposition-3. résulte maintenani privialement de la -propesition 2. et
du lemme 4-¢

Démonstration du théor¥me 3,

‘Les proposition 1 et 2 montrent que la premidre suite spectrale vérifie
&

,='"o pour p#O ou:l.. Les différentielles dfq sont donc.nulleg ‘pour r .
don& |qu. = ’qu

"2
'GrP(En) “P20. 8l p.£0,1

'Gr°(E)=E/1 )_hmHn(XGF)

(B
1] (1) n-l,. .
6y (E ) = (E%) .= "1%’ BT, .

On a.denc une .suite exacte

(1) 0-»11m(l)(Hn #,F W~ i igﬁ(x,g?)ao

DVautre part la proposition 3 montre:que la-2bme suite ‘svectrale est. dégénérée
"Ep ol P”; ‘“Ep S "'G;P@@) =Q ‘pour PpiFh
nar (B2 = Hnéé,w(g} ))

En remplagant :dans:la myife sxacte (). on obtient finalement la suite:exacte

0.+ 1 M (x, § ) Bz 1 &) 1in B2, Fy) e 0

O ategiEe Le Lvome 2. ,{;Svk) vhrifie (ML), aone Bon quotiens:
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Le théordme 3 résulte alors du lemme 4, .en remarquant gue 1'homomorphisme h'n

est bien 1'homomorphisme canonique h _& isomorphisme prés.

§-2,.Le j;gégré.mé' de Comparaison

&) Forme affine
Théortme 4. Soient f ¢ X » Y = Spec A un morphisme propre: Qe_;,schéina's;noeth_ériens,
Y= V(J) un fermé de Y, X! vl (xv).

Soit & ‘un 0 ,~Module cohérent, .et posons

X

Fp= & R =€F®°Xf*(0¥ /5 1epq) - Klors :

l°/ La filtration sur Hn(X,g") définie par les noyaux des Homomprphismes
-Hn(_x,_ﬂ" ) —»Hn(Xs %) est I-bonne, et 1'homomorrphisme

canonigue- ‘n » ,
g, + (B (X, 9) -fi}igﬁn(x, g.)

{6l 1e ler membre est:le complété pour la topologie -I-adiqué) &st un isomor-

phﬁ.'fsm’ei ‘topologique.

2?'_/ PQ_IJ..;- tout -0 1 e, .Sy S»téme‘:‘pl OJ ec tlf (Hn(x " gE )) v éri fl ‘Q (MI’)‘ iel t X '.'h. omo=

L oanga & . V. - N
LR (x,9%) limH (X,g-k)\ 'St un isemorphisme

dwollairs, Sous les conditiens:du théoréme 4. on a un isemerphisme caneniqus

oyt R, B s BT

%istence des. divers: homemorphismes:canonidues; sainel gque -la formule

6B 0 sont trds.faciles A ‘prouver; et.ice .sera fait pour plus de clartd
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dans le cas global au b).
Démonstration - L'entier n é&tant fixé,.posons

BE=1(xF) 5=2E%)

g

On & un homomorphisme canonique H — Hk .déduit de l'homomorphisme gl’ - K

et une suite exacte:de cohomoiogie
- Nows poserons

R =Ker(d - H) = Im(Hn(X g ). Hngx,g?))
Q= Coker(H ~ Hk) = Ker(Hn'Fl (x, Jk+1 9_) g+ (x, g

= (e, §,) > f%“ (x, I GFY)

-de sorte qu'on & la suite exacte.

Posons 8 = 19, kl,\ciu,i ‘est une A-algdbre de type fini, donc noethérienne. Les modul
¥ .

E '--.k?d'ﬂn(&;kg_), il 1S K (K3 g = =1%o Rk

sont munis canoniquement d'une structure dg_,S4modu;e.gradués a l'aide .des homomor-
phismes. s -

iyt BEING) B TR e eIV

En effet, cl'est clairipour -E et M , et d'autre part le diagramme -commutatif
k+1‘

(1) Hn(x Ry liEm oo JremHg )

g oS EER CAY  6 i )

zigntre que ‘pour tout ¢ WY
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R wIn(8(x,7g) - B x, F)
<@ (X I - (x5, 9) = »
donc gmnk c qu-m d'ol notre assertion. Ceci prouve aussi gue R -est ‘quo,{;i'ent
fdu 'sous $-module gradué M de E .
Gr dlaprés le § 1 théordme 2,.E est un S-module gradué de type fini v‘d‘onc,

puisque S est noéthérien, M et a fortiori R sont des S-modules de type fini

11 résulte donc de Bourbaki (Alg. Com.. Ch.III §3 théordme 1) quela filtration R

fqur H est A3_—-bonne, donc définit sur H ‘la topologie <J-adique.

Bessons & la démonstration du reste du théordme 4.

T +1 X+m+1 +1 k+1

Boit Yy i (x,.J 7E’J:) - Hn (x, 357 9)

le morphisme déduit de l'injectioncanonique. Il est donc eclair par définition de
B W%l

JPposons ‘démontré ‘le

5': Tl'existe m >0 et ko tels que Ym(Qk-mi) = 0. pour-tout k-3 ko
P#iontrons alors le théoreme 4.
ﬁ@‘a*fon_ctorialité ‘de la suite exacte de cohemologie on déduit un diagramme

Bhinutatif- de -sui tes exactes s

.0 —-—’-ka ——V"H’-’Hkﬁm - -0
| T
0 =R —E-E -G
DATK - &, </On s alors d'aprés le lemme 5

R

BELutre part la commutativité.de (2) montye gue.
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Im(H ——» Hk) . I,m(H-v Hk) o On & dan ‘pour k. k,

. — . = - § BRI ’ “ré e . -1 ‘
Im(Hkm‘ Hk) » Im(Hv 'Hk) . Il 'en résulte donc -que pour tout k' 2 k+n

Im(H.k, —_— Hk ‘=_.Iin.;(H > Hk), .donc ciue le systéme projectif ‘(Hk) .
: k >0
vérifie (ML). ’

On-en" déduitdonc du théoréme ‘de commutation (§1 théoreme 3).que -1 "homomorphi sme

canonique
S HENE, D). - Lim EN(X, F) est bijectif (Puisque Supp F = X)
-~ e k
étol -2°).

D'autre part des suites exactes
0 —R —H—H ——>Q -— 0 on déduit les. suites exactes
0 — H/RK — B ——Q —0
quijﬁormgnt\évidemment'un;systémé projectif de suites exactes,
Or. le systéme projectif (H/Rk) est strict;‘gk étant une filtration; done a fortic
il{yérifien(ML}.
Draprés.le §1 Lemme 3 on ep déduit que la suite

O = 1:..In(H/Rk 1m Hk —r ;1m Qk — 0 est exacte,

Or: d'apres 1e lemme 5 A,J_-Ln, Qk 0 donc on & un- 1somerph:|.sme topologlque
dim(H,. ) .3 limI
k/Bk - "ik‘H]“

Enfin (Rk) §tant une filtration J-bomne de - H. défintt.sur ‘H -la tapologie

J -préadique s donc

ClimfH, ) =>H sdvuile :i%) et:le théorsme 4.
. - k T /Rk . . - ' . [t a7 ; .
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‘Restedonc & dé‘l_po;l‘l;rer le lemme 5.

Posens N= k?o Hn"-‘I (X, J o &) Q= k?o Qk

w) On montre, facilement que . @ est un ‘sous S-module gradué de N, -qui .est de fype
fini d'aprés le § 1 théoréme 2. Q est donc aussi un. S-module, gradué de: ‘typ‘e:_finil,,
,8 étant noethérien, D'aprés les propriétés généralé,s des ‘modules gradués de type

et h tel que

fini, on voit donc qu'il existe k,

| vec S = J2
Q-k+h =‘Sh. Qk pour k X%k, (ave{c& Sh-' J")

p,) Il existe v >0 tel que av(SVJ) Q=0 ol a & Jm;,—» A ’es‘_c.l".irxjgctibp cangnique

e

En effet, comme g']k“ gi«:. 0,Q = Im(Hr-,l(X,g‘-k) - gt (X,;’Ik“"'1 F)) est annulé par

3 1.c=|-1‘ en tant que A-module. Dans le S-module Q , cela signifie que

Tt (Sk+1) Q =0

On déduit donc de « qu'il existe v > o tel que
.av"(sv)Q‘ =0
x) Démonstration du lemme 5.

$Qit X € :lm . On a la-factorisation évidente

k41
S el gy Txin g g gl gy m e g gk

X,0
bn en déduit, puisque- Q= Ker(}f“‘? (%, 3k+1 F) - -H1I1+1 (%, F)) est un sous. A-module
2+ (&I E) que
((8p8) =.y(,)9  dsns de Sopodude N -
donc ‘m un multiple de, h :plus grand que v a .Comme
Qe = Sp& PO E 3 ko («) ona

1O ) = Y558 = 5,80, <y (5,08, = 0

Blsiiros 1e choix de . :dtolr-le ‘lemme 5.
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b 2‘_ _Fogcmeu g.lobale

.‘l‘héoréme 5. Soient f : X -+ Y un morphisme propre de schémas noethériens, ,,Y" un
fermé de T,X! = £ (gr)on soit .J ‘un Idéal cohérent de définition de -Y' , et

posons pour tout k > o . et QX-.-Modu‘le g.

~Module cohérent g

'Ij’our tout. 'O'X

ot o op |
R f*( &F) est un _Oi-Modu;Leu cohérent, et on a un diagramme

»'c.ommuvt_atif" d'isomorphismes topologiques

p A~ PN
(B, (TY —= 85, (F)

. n
El;m R f*(g-'k)

Démonstration. Soit J un Idéal cohérent de définition de -Y' , et posons
J{. = f.*(3)0x . Alors JC est un Idéal cohérent de définition de - X .

Cons_‘brgcti on de qin

Fy estum Oy . -Moduls'dong. R (Fy) -estun: Of . .-Hodule
i o8 Ll * R /g

On - déduit ‘donc' de 1'homomorphisme ganonigque Rnf-‘*(g":,) '—'.»Iirflf*(g;k) - un fomemorphi su

canonique n
S R f*(q;) _@0 (,0

o' RGNV

L3
by

d'ol par passage & la limite.projective up homomorphisme
9 (Rnf* (FN" '-'4.].-}1;2 Rnf*(qk)

gqui ;lest ‘un homomorphisme _.g:onfinu de Qfg-Mogg};es vtqug_;}ogings par -construction.
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Construction de ¢n

Seit X _ = (X',0

) et considérons le diagramme.commutatif suivant, ol les

X/ KEH

fldches sont des morphismes canoniques d'espaces annelés :

By

X, —=—— X
o

i
k X

H  étant cohérent ona F=i*(%) . .De plus puisque Suppg?kc Iil on a

=i, i*
&, iy M QFk

i, - étant une immersion fermée, on a donc

fy
B (2, i (F ) =E(x,¥ )
d'oh un homomorphisme canonique

B (%, %) - 2 (5, 05(F))

g (% nri*(F)

H (X i3 (F)
=5 (%, Q"'k)

iton ‘paxr passage ‘4 la limite.un homomorphisme

"~

n,- . ) ‘.. I 0
PF:::“H (X,g;') - l;m;H (X,qk)

o:.t V un ouvert affine de. Y. Appliquant. cette\constmc.tion'h..:.-f—"t(V)\_ ‘on. en
%gu,lt des homomorphismes commutant’ aux restrictions

i BENENW), D) o gin v, o F)

s Bl 0, ) o din TG RS, D

wo{;u;n ‘homomorphi sme

v B (F) —amm B (F).



Construction de p
. : S n

—

IENE

A : . : _ ‘
Seit j s"Y = Y. le morphisme canonique d'espaces :annelés. D'avrés. le théordme 1

Rnt*(ﬁf) ‘est un vqfénoﬁu;gwcohéneht.dbnc'
j*(Rnf*(Ef))=i(Rnf*(EF»f\..rj ‘étant ‘plat, on .en:déduit;un homomor
.phispe.qanqpique |
eyt (L () = R, (F) - FFGHF) = F,(F)

'La' démonstration de la commutativité du diagramme

(B, (TN —2s 8%, (§)

P *n

3 \ n
Lim BT, ().

est facile et laissée au lescteur.

Démonstration du théoréme 5.
Puisque R f,(SF) -est un 0, -HModule cohérent la définition du complété d'yn.Modu

montre que si, V est un ouvert affine de ¥ :

P(Y;(Ryf*(EFO)ADtfrr(v,Rgf;(EE))A ol le 22 membre sst le séparé
complété pour la topelogie T(V,J/V)-préadiqus.
D'autre part par définition {

imrvRUE S

. 2 NS Il . t A JL
T(¥, iR f-#(“:rk_ = =

k
Le théoxéme€4_lmontge*dencaque Py est un isomorphisme topologique, &insi que

les homomorphismes ¥ v;,«dopogauséi}lrhomomqrphigmb  Yn,_pgr7définit£on de

7, (F), d'ol e théordme 5.
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Exposé IX : SCHEMAS FORMELS
par: Jean-Francois BOUTOT

Mtroduction

Soit A wun anneau local noethérien complet d'idéal maximal m 3

°®

&:Jg,m A/En . Supposons qu'on ait un foncteur F : Sch - (Ens)°, dont la restriction

@EL‘{{Sch/S soit représentable si S est artinien ; en particulier, pour tout n,
I8 restriction de F & Sch /

A /mn est représentable par une schéma Xn . On obtient

ginei un systéme inductif de schémas :

X1 —_— XZ ———-—"-)Xs N eoa . :-X S

Mo e Anf e a/md e .. e— A0 e— ...

Wénéral'la limite irductive n'existe pas dans. la catégorie schémas.

C'est pour faire face & ce genre de problémes (dans un cadre plus général)

M l'on introduit une nouvelle catégorie, celle des schémas formels dont la catégorie

iBEischémas est une sous-catégorie pleine..

fd.e 1'exposé

§ 1. Schémas formels affines

S pectres formels
B Guverts affines — Fibres

Morphismes de schémas formels affines




§ 2. Schémas formels

2.1. Schémas formels et morphismes de schémas formels
2.2, Idéaux de définition
2.3. Limites inductives de schémas

2.4. Limites inductives de morphismes

§ 3. Complétion

3.1. Complété d'un schéma
3.2. Complété d!un faisceau cohérent

3.3, Prolongement d'un morphisme aux complétés

§ O. Appendice = Anneaux topologiques

0.1. Quelques classes d'anneaux topologiques
0,2. Eléments topclogiquement nilpotents
0.3. Anneaux complets de fractions

0.4. Cas particuliers

Bibliographie

‘N.” BOURBAKI . Algébre Commutative ., Chapitre 3
A. GROTHENDIECK . Eléments de Géométrie Algébrique [E.G.A. ]
Chapitre O, § 7 et Chapitre I, § 10



§ 1- Schémas formels affines

1.1. Spectres: formels

A tout anneau admissible A (0.1), nous allons associer un espace

topologiquement annelé (%, G’JJ y dit spectre formel de A .

Ll'espace topologique sous-jacent, 3 = Spf A , est l'ensemble des

idéaux premiers ouverts de A muni de la topologie de Zariski (si I est un

idéal de définition, 26 =V(I) est un fermé de Spec A) .

Le faisceau d'anneaux topologiques G’x est défini comme . une limite

projective, Pour tout idéal de définition I, de A , soit (9}\ le faisceau

A

d'anneaux induit sur x par (A/I}\)”. Si Ip est inclus dans I?\ , lthomo-
-morphisme canonique: A/Iu - A/I)\ induit un homomorphisme de. faisceaux

‘u}\u : @H - @k . On obtient ainsi un systéme projectif de faisceaux d'anneaux.

Au faisceau d'anneaux discrets (9)\ est associé un faisceau

t .;'
d!annesux topologiques @ dit pseudo-diseret. L'anneau des sections de G

A A

au-dessus d'un ouvert quasi-compact est discret, en particulier si A :est

3]
noethdrien © N @)\' - On obtient ainsi un systéme projectif de faisceaux

| ]

{gl]anneaux topologiques et on pose 3 @36 = lim @&

\ ! ol 'Ih ‘parcoure l1l'ensemble

&:ltrant des idéaux de définition. Pour tout .ouvert .quasi-,éompac_t U de. ¥ ,

gn a
r(u, ®) = 1= (v, @)
% S e X

mﬁe _P,Q;iﬁi‘culier,‘.,puisque 4 est :sépax;é’-.é’t .gomplet &

I (% C?BE.) = Am AL g
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Définition On dit gqu'un espace topologiquement ennelé est un schéma formel

affine s'il est isomorphe au spectre formel d'un anneau admi ssible.

Exemple 1. Soit A un anneau nbethér_ieh mu.n:. de la topologie discréte, alors
l'id_éai {0} est un idéal de définition et Spf A = Spec A .

'Exemﬂ e 2, Soit A un anneau local d'idéal maximal gl_i et. A 1le séparé~
complété de A munide la ‘topologie m-adique ; alors Spf X est réduit &
un point {m} avec pour fibre & .

1.2. . Ouverts affines — Fibres

On dit qu'un ouvert U d'un schéme formel affine % est un ouvert

formel affine si la restriction de % & U est un schéma formel affine. De

méme que dans le cas des chémas usuels, les ouverts formels affines forment
une base de la topologie de X .

Plus précisément, soient A un anneau admissible et x = Spf A ;

pour’tout ‘fE€A , posons D(f) =D(f)Nx. Les D(f) forment une base d'ouvert
de ¥ et il résulte immédiatement des définitions que 1'espace topologiquement

annelé. (D (£), @}J D(£)) est isomorphe au spectre formel affine Spf'A{f} .

En tént-que faisceay d’_q;f'uieau sans topologie, le faisceau struc-

tural (95BE ‘de’-Spf A -‘admet pour tout point p€y  une'fibre :
= 15 i ais = A g1 -3V om : = | -p
®r = f;;m A.{_ﬁ‘}J A{S} . »81 Plon 'pose 8 = A=p
Zp e
C'est un anneau local dont  leé‘corps ré&ifdiel &8t dancniquement igogorphe & k(p)

corps. résiduel en ‘p dars “SpecA-i, { g&) 65T



1.3. Morphismes de schémas formels affines

Soient A et B des anneaux admissibles, 3 = Spf 4 -, N = Spf B

et ¢ : B~ A un homomorphisme continu. L'image réciproque par ¢ d'un idéal

Premier ouvert de. A est un idéal premier ouvert de B , ainsi l'application

canonique ¢ : Spec A —» Spec B induit par restriction une application continue :

®p : Spf A —» Spf B

Pour tout élément g de B , ¢ induit un homomorphisme continu

'B{g} — A{*’P(g)} compatible aux restrictions, et l'on a : b («p(g)) = a(P—1 (Eb(g)),

°
.

‘a'oh un homomorphisme continu de faisceaux d'anneaux topologiques

§ :qu — a(p*(@;e)

.
®

On a ainsi défini un homomorphisme d'espaces topologiquement annelés

a o~
2= (9,8 : % —> M
En tant qu'homomorphisme de faisceauz 4'anneaux sans topologie,

induit pour tout =x€% un homomorphisme local sur les fibres
9, = O, —> O,
p(x)

Réciproquement, pour qu'un homomorphisme ‘u- = (cp,@) 2 ¥ - 1?_ d'espaces

topologiquement annelés soit de la forme (aq) , $) o ¢ estun hembm_drphisme

igontinu de B dans A , il suffit que pour tout =x € ¥ ', 1'homomorphisme
i@; ;] @’¢(x) - (9;c soit local.

I8 tels morphisme sont dits morphismes de schémas-formels affines.

En résumé, la catégorie des s'ch%ma;‘s’l formels sffinds’ est une sous-
Eég‘gégorie pleine’ 'de celles. des. espaces topoldeionement. anneléds en anneaux locaux.
[8E foncteurs 4 b Spf A et ¥ v r(x GQ définissent une équivalence de

BiEoites entre la catégorie des :annéi‘éui‘émﬁséﬁiblés <(avec pour morphismes les

IBiieihorphismes. continus) et.la catégorie duale de celle des schémas formels affines.



§ 2. Schémas formels

2,1, Schémas férmels et morphismes de schémas formels .

:0n dit qu'un ouvert U d'un .espace topologiquement annelé-,.v (%, (9"¥ )

est. un ouvert formel affine si (U, GXIU)' est un schéma formel affine. On
.dit que U est un puvert formel affine noethérien si (U , @3’{ |U) est isomor-
phe au spectre formel d'un anneau adigue noethéfi-en.

i

On dit qu'un espace topologiquement annelé est un. schéma formel si ' tow

point posséde un voisinage ouvert formel affine, On dit qu'un schéma formel es

localement noethérien si tout point posstde un voisinage ouvert affine noethér:

Proposition 1. Si ¥ est un schéma formel (resp. localement noethérien), les

ouverts formels affines (resp. noethérien) forment une base de la topologie de

.Démonstration : 8i X = Spf A, les D(r) = Spf Ai forment une base de la

£}

topologie H si A est adique nqethérie;l, il en est de méme de A{f} .

Soient ¥ et 'f(_ deux schémas formels, on appelle morphisme de schémas
formels de 3¢ dans "Z tout. morphisme (q; y ©) I S ’r‘_ d'espaces topologi-
quement annelés tel que, .pour tout x € y , l'homomorphisme ®x H %(x) — @’x

soit loeal.

Les schémas formels forment alors une catégorie. De méme que dans le

cas des schémas usuels, on démontre :

Proposition 2. S:oii'efzi“t 2 un .schéma formel et G- Spf A . un schéma formel

affine.L'application canonigue 1
Bon{X ;&) - Romeone(a-; r{@:Cy))-

est bijective,



2.2, Idéaux de définition

Soient A un anneau admissible, = Spf A et I wun idéal ouvert de

A . Soit (I ))\GA l'ensemble filtrant des idéaux de définition de A contenus

A PP
dans I , On notera I  le faisceau d'idéaux de (93(-: défini par :

=din (1/1, )~

AEA

Etant donné un schéma formel quelconque X , on dit qu'un faisceau J

d'idéaux de @’x est un idéal de définition de. X si tout point de ¥ posstde
un voisinage ouvert affine U tel que le soit de la forme HA 4 ot H est

un idéal de définition de T(U,%) .

Propogition 1. 8i 3 = Spf A est un schéma formel affine, ftout idéal de

définition de X  est de la forme IA , o I est un idéal de définition de A .

Démonstration : Soit J un idéal de définition de 3£ . Par hypothése BE est quasi-

S,

compact donc il emste un nombre fini de f €A tels que 3 ]:b(f ) = H s, OU

1 "e&st un iddal de deflnltlon de A{

fi}

Lt'idéal H,: est de la forme (Ki){f } oo ou Ki est un idéal ouvert
. it :

de A ; soit K un idéal de définition de A contenu da.ns"toué les Ki .
L'image eanonique de E/KA dans (A/K)~ est telle que sa restriction i chague
D (:f.‘,i) soit de la forme (Ki/K)"’; ctest un faisceau quasi-cohérent d‘'idéaux
sur ~Spec A/K , il est donc de la forme (I/K)™, oh. I est un idéal de 4

» _ 3 A

igontepant K .. Et alors =1 .

Par'silleurs pour tout i , H, st un-idéal dé défintion de Aie
- i ?
""“-:f-f"}. 3 g . - . . g1 1 : )t = . 3
E%he il existe. my tel que H,” < K{fl T Sl.lA_on.pesg n = sup:n, , il

it (F/E%™ =0 5 atoh (1/K) =0, L'image de I dans . A/K .est un'idéal

Bidilpotent, donc. I est un idéal de définition.de A .,
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Soient 3 wun schéma formel et J un idéal de définition de g , alors
l'espace annelé (35, %/J) est un schéma (usuel), qui est affine (resp. loca-
lement noethérien) lorsque 3¢ est un schéma formel affine (resp. un schéma
formel localement noethérien).

.I1 n'est pas certain que tout schéma formel admette des idéaux de

définition, cependant :

Proposition 2. Soit ¥ un schéma formel localement noethérien, alors il existe

un plus grand idéal de définition © de ¥ . C'est le seul idéal de définition

q de % tel que le schéma (X, (9'3(5) goit réduit,

Démonstration : _Dans un anneau adique noethérien A il existe un plus grand

_id.e’al de définition T , T est l'ensemble des éléments topologiquement nilpoter
et 1'anneau A/T est réduit (cf. Appendice 0.2.),

Alors il suffit de montrer que si U DV sont deux ouverts formels
affines noethériens de ¥ , le plus grand idéal de définition ‘GU de U induit
en restriction & V le plus érand idéal de défimition ‘Ev de .V . Ceci
résulte du fait que le schéma (V,(%]v)/(%UIV)) est réduit.

On dit qu'une famille qu'une famille (g }\) d'idéaux de définition

dfun schéma formel 2% .est un gystdme fondamental d'idéaux de définition s'il
existe un recouvrement (Ua) de X par des ouverts formels affines tel que,

pour tout a ,.la famille des. J IUa goit cofinale dans l'ensemble filtrant

A

des idéaux de définition de X Ua - Alors le faisceau d'anneaux topologiques

ng est limite projective des faisceaux dfanneaux pseudo-discrets- G*/gx o
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8i » est affine d'anneau A,(B)\ = IAA) est un systéme fondamental

d’idéaux de définition si et seulement si les I, forment un systéme fondamental

A
de voisinages de 0O dans A .,

Si % est localement noethérien et & un“idéal de définition de X,

. n
les puissances ﬂ de 3 forment un systéme fondamental d'idéaux de définition.

2.3, Limites inductives de schémas

Soient 26 un schéma formel localement noethérien et J un idéal de

définition de 3 . Pour tout entier n , soit X le schéma (%, G)Jrj n+1) et

fn : Xn —% X% 1le morphisme canonique.

+1

m+1 . . .
N est inclus dans J a et 1'homomorphisme canonique

Pour n § m,

:@{Jmﬂ —_ @ZJn‘H définit un morphisme de schémas fnm : Xn ""Xm

tel que I £f ef . Les schémas X et les morphismes £ constituent
n nm n nm

m -

donc un systéme inductif de schémas.

Proposition Le Vschéma formel localement moethérien 2 muni des morphismes fn

.est une limite inductive dans la catégorie des schémas formels du systéme

;_pductlf de schémas.(Xn ’ fnm) .

Démonstration : Soient TZ un schéma formel et pour tout n € N, g, ¢ Xn - 7(_

un morphisme de schémas formels tel que g =§g , fr.m .

Les applications continues sous-jacentes aux g, sont toutes identiques
& une méme application Y : X.—» ’VL._ Les homomorphismes de faisceaux
W*(Gﬂ ) — O’x induits par les g, forment un systéme .projectif, dont la
1 n
dimite projective- est homomorphisme ‘Y*(@h ) _9(9:'{ s puisque Gx est limite

Projective des faisceaux (93( .
n
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On obtient ainsi un mbrphisme d'espaces melés g: X—>»MN , qui

est le seul rendant commutatif les diagi'amm_es‘-—‘-:

x__.__>1(

AP

Montrons qQue g -est un morphisme de schémazs formels. La _question est
locale su.x; | % et)f:L » on peut @mnc su'ppeiser" ‘3, = Spf A, )n; Spf B et‘
J =.~_I‘A #'au Io »essc'.:u.n' idéal de définition de .AZ et A:.él_:_i:_n_yA/IP.
Alors l*’éxisten-c'e d'un morphisme de 'schém'a.a foi‘m‘els. affines g rendant commu-
tatifs de~s.-d§agrames_ (*) résﬁl‘ﬁe:dé la définition des limites Apr.,o-jel_citives
d'anneaux et de la co’rres-‘pondarice biunivoque. entre mo'rphis'lme's de .schémas
formels affines Qt homomorphismes continus dlanneaux admissibles.: Mais g est
unique en tant que xporphisme.. d'espaces annelés, il coeincide donc a}a.v‘ecv les
mo;phime. défini -,pllz?.,s ‘haut.
2.4, Limites inductive s de morphismes

Soient ¥ g:t- "’L deux. schémas farmels _localgmgnt nosthériens, 6 ie
plus grénd.:-idéa—l de définition de ¥ et J uh'idéal_. de définition d,el’fz .
‘Lewme  Pour tout morphisme de schémas formels £ 1%~ H»ona £*(J );; ®.
Démenistration 3 La que.ét;i_._gn étant locale, on:' peut: supposer - e',t._f"l_- affines :
x:.f;Spf..A»,':"n =.5pf B ou.-A et B aqzllt,,;d.es-.axinelé.ux. adi‘q_uee'noo;théri'ens.-‘
Alors © - b 4.0, I’ est le plus grand idéal de: définition de IB,,‘»' Un mor-
phisme £ XK.—0 ﬂprov:.ént d'un homomorphisme.. oontir}u q: Bty Ae L@

_éléments de: .I- sont topolog:.q_uei*lent nllpotents, -done aussi ceux:de. .¢(I) gui
est donc inclus dans T
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De méme pour tout entier n : £*(J") = (£*(J))* = B™ dton, si 1'on
n+1
pose X = (%, GI/% ) et Y o= (’Vl, @,yL/J n+1) un systéme inductif de
morphismes de schémas

flrl : Xn ———>Yn

On notera Hom ind(X. ,Y.) l'ensemble des morphismes de systémes inductifs

dg schémas de (Xn)n€N ans (Yn)n€N' .

Proposition L'application Hom(I, ﬂ) - Hom ind(X.,Y.) définie par

£ p—> (fn)neﬁ]' est une bijection.

Démonstration : C'est une conséquence immédiate, par définition des limites

inductives, de 2 = lim X et ﬂ: lim Y dans la catégorie des schémas formels.
—2 n —_— 1

Corollaire Cette application induit une bijection canonig_ue.

Hom (%, 4’0 — 1lim Hom(Xn,Y,n) .
ne -

Démonstration : En effet, pour m  n , la donnée d'un morphisme fn : Xn - Yn

détermine un morphisme et un seul fm : Xm - Ym rendant commutatif le diagramme :
fm
Xm —_

£
n
X ——

r e
B =]

domme on le vérifie en se ramenant au cas affine. On a ainsi. dé_fihi ‘une a:ppli.catio‘n -
Py ° H"”’“(Xﬁf%) —> Houl(X ,Y )
ok an systéme projectif d'ensembles. On a ainsi::

Hom ind(X.,Y.) 2% 5 lim Hom(X,,Y.)
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§ 3. Complétion -

3.1. Complété d'un’ schéma

Soient X un schéma localement noethérien et X' un fermé de 'l'espace
topologique sous-jacent & X . Soit & l'enéemble des-faisceaux cohérents
_‘d"i’déaux.:s de . GX - tels que Supp(@x/g) = X' , L'ensemble @ est non vide
et filtrant pour la relation > . On identifiera GX/J a sa restriction &

XY , les GX/J forment alors un systéme projectif de faisceaux d'anneaux don

- la limite projective est up faisceau d'anneaux 'tgpqlogiques (@X)/X' B

Proposition = L'espace toplogiquement annelé (X',(@'x)/x,) est un schémg_.

formel localement noethérien.

- Démonstration : La question étant locale on peut supposer X = Spec A, avec A

noethérien et J = I ‘o I est un idéal de A . Alo¥s X' est 1'ensemble
des idéaux premiers de: A qui do‘ntiennent I .

S.oient“f K=é:£A/In " ".’L_e ‘séparé-complété de A  pour la topologie I-
préadique et =1k . on sait que L est un anneau I-adique noethérien et
que A/1% = A/Ii1 ; donc les idéaux premi_er..-c;ﬁveri:g:de A sent des idéaux P,
o -p _.ezst un idéal premier de- A contenant. I , dg_"oﬁ'l"é'galité d'espaces
topologiques X' = Spf A . Par ailleurs @;{/gn“ }(A/:[?)“.: (3/f2)~ , aon
1'égalité des espaces annelds (X' ’(GX‘)/X") et Spf. fl P

On appelle ce schéma formel lélco‘ﬁgé-t'é de X . le long de X' et on

le note- X/X' ou X .

Pour.‘tout'v"fai‘égea,u:, J€2 ,; 1a famille‘-'_(.c’}-n) aen 7St ,IOCalemen‘h cofinale

48088 +,Bour beut B ¥ o , soit X' le schéme: (X1, Gy gPt!) » obie elers
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X= lim X'
— n
la limite inductive étant prise dans la catégorie des schémas formels.
Les homomorphiemes canonique @'X —_— 05{/3 définissent, par passage
& la limite projective un morphisme canonique i ; }z_;X , qui induit . °

l'inclusion sur les espaces topologiques sous-jacents.

3.2, Complété d'un faisceau cohérent

.. Soient comme précédemment X wun schéma localement noethérien, X' un.

~
ferméd de X et X le complété de X 1le long de X' .

Soit <] af @X- module cohérent, on appelle compldté de Q le long

”~

de X' , le G’i -medule topologique G défini par

G i Gg 6/7)
g2 Mo, O

De tout homomorphisme de 0)( - modules cohérents u 9'_.,‘3, on

déduit un systéme projectif d'homomorphismes de GX/ 3 -modules :

uJ :g®®x( @'X/g) —_— 5®GX(C9‘X/;'])

.d._'dix., en passant & la limite projective un homomorphisme continu de. (9' % ~modules

topologiques -

ﬁ:g"' -—__._9%

On vérifie immédiatement que 1l'on & ainsi défini un foncteur additif

overiant g |_9g de la catégorie des- @X -modules cohérents dans celle

ges Gﬁ ~modules topologiques. .
Btant donné un . @’X' ~module cohérent 9? + les homomorphismes canonigues

%——)gée (OX/J ) forment un:systime.projedtif’ (pour Jeo). D'ok en
VX



passant & la limite projective un homomorphisme canonique
g ——-)I i* g
dont on déduit par adjonction un homomorphisme canonique ¢

~

ixF__, I

Théoréme Avec les hypothéses et les notations précédentes :

~

(i) Le foncteur 9?'__5 <k ast exact.

-~

(i1) L'homomorphisme canonique i%* <] —_— F est un isomorphisme,

.Démonstration : L'assertion est locale et conééquence immédiate du lemme
suivant (cf . BOURBAKI, Algtbre Commutative, chap.III, ‘§':3,n°4, Th.3), lui-méme

corollaire du théordme de Krull (ou du lemme d'Artin-Rees) :

Lemme  Soient A un anneau noethénien et 1I.. un idéal de A . Pour tout A-

. . LK
module M , soit M le séparé-con_lplété- de M pour la topologie I-préadigue.

Alors

(1) le foncteur M fus M est exact dans la catégorie des A-modules

de type fini.

(ii) L'application K—_]_'._itnéaire canonigue M ®AE - M ,est un isomorphisme

8i M est un A-module de type fini,

Cérollair‘e-‘ Le moxj.;g‘his‘me d'espaces annelés i-': X=X est plat.

Proposition  Pour. tout G‘X -module cohérent Jt , le noyeu de 1'homomorphisme

canonigue 3 rx,F) - rx,F) déduit de. <t ., i ggst'for;_nhé hdos' i

Démonstration : Par définition de G l'imege d'une telle section est nulle..
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Réciproquement, soit s€I'(X,S¥) dont 1'image dans r(x', F) est nulle ;
montrons que pour tout x € X!, 8, = 0 .La question étant locale, on peut
supposer X = Spec A, ol A est un anneau noethérien et X' =V(I) , o I

. a ~
est un idéal de A . Alors est de la forme M , ob M est un A-module
de type fini.

L'bomomorphisme TI'(X,9) —— r(x',F) est 1'homomorphisme canonigque
M -+ M, dont le noyau est l'ensemble des éléments de M annulés par un élément
de. 1 + I .1I1 existe donc f €I tel que (14f)s =0

En tout point x de X' ,ona: (1 +f)s =0

X x'x

Mais- I_ < Rad O ; donc- 1+ f_  est inversible dans O' et 5. =0,

X X X x x

~

Corollaeire  Supp F - (supp F)0x*

%.3%. Prolongement d'un morphisme aux complétés -

Soient X et Y deux schémas localement noethériens et f : X - Y
un. morphisme de schémas. .Soient- X' un fermé de X et Y' un fermé de Y
tel que f£(X') < Y' .On peut itoujours trouver un faisceau cohérent .d'idéaux
3 de @X et un faisceau cohérent d'idéaux R e GY tels que s

supp(©/3) =1 supp(®/K) =11 et (k) .

On a alors pour: tout. n f*(J(,n) cJ.

. . v o N e n+1)
Soient. .X'n = (X,',Gx/f]_ ) et Y.'n = (Y,': 0’1;/“{' ’
bn déduit de f un morphisme de schémas. £ X'I'lb — YI'1 -

Les ‘morphismes (fr'l‘)n‘€N forment un systéme:inductif, d'lol & la limite un.

Borphisme de schémas formels :.
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On vérifie que f ne dépend pas du choix de A:7 et K (il suffit de 1le

constater dans lé cas affine) et on dit que c'est le prolongement de f aux

complétés de- X et Y le long de X' et Y'. L'application continhe sous-
jacente & f. est la restriction de f & X',
Py N .
on a : (gof)” =& of et id, = ids

On a ainsi défini.un foncteur covariant Xi—a i‘de.la catégorie des schémas

dans celle des schémas.formels.

Proposition Soient X et Y deux S~schémags localement;ggethérigns avec Y

de type fini sur S . Soient X' un fermé dé\ X et ¥ un fermé de Y , f et

g deux S-morphismes de X dems Y tels gue f(X')cY' et g(X')c71',

»~

Alors % =g si et seulement si f et g coincident dans un voisinage de X,

Démonstration :Si f et g coincident dans un voisingge-de X' yon a d'aprés les
définitions f = é..‘

Réciproquement supposons f = é', et montrons. que f et g coincident
dans un voisinage de: X! ., La question étant locale, on peut supposer X et Y
affines noethériens: X i'Speq‘B ,», Y .= Spec C vé% S affine, S-=,Spec A , C étant
une A-algebre de typé.fini;ﬁLes morphismes f et bg' proviennent d'homomorphismes
de A-algdbres p et o3 C—- B, qui ont -méme prolongement par continuité aux
séparéq—coﬁpléfésﬁ

D’apréS’. le parsgraphe  précédent, pour-tout s € C. g(e) = o(e). dans un
voisinage de¢axtkt£q§?engantadé;,s)ﬁ3?ar33ypg;hése“ C est de type fini:sur A ,
il existe. donc: un. voisinage -V de - Xt tel que p(8). st ¢(s) cofneident:dans

pour: tout: s € C . Alors r et gvcoipci@gntug&ngztPuttouvert"affine;incygs»dgns

: o [ N—
donc. dans un voisirage de. X' . ’
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§ 0. Appendice : Anneaux topologiques

0.1. Quelques classes d'anneaux topologiques

On dit qu'un anneau topologique A est lindairement topologiséd s'il

existe un systdme fondamental de voisinages de zéro formé d'idéaux (nécessai-

rement ouverts). On dit alors qu'un idéal I. de A est un idéal de définition

si- I est ouvert et si pour tout voisinage V de zéro, il existe un entier
n>a tel que In s80it inclus dans V ,
Un anneau linéairement topologisé dans lequel existe un idéal de définition

est dit préadmissible, les idéaux de définition forment alors un systéme fonda~

mental de voisinages de zéro. Si de plus l'anneau estvsépa:é et complet, on dit
qu'il est admissible.

On dit qutun anneau préadmissible est préadique s'il existe un idéal de
définition dont les puissances forment un systéeme fondamental de voisinages de
'zéro. Il en est alors de méme pour les puissances de tout idéal de définition.
8i de plus l'anneau est séparé et complet, on dit qu'il est adigque.

‘Proposition Soient A un anneau admissible et I wun idéal-de définition de

s

A, alors I CRad A .

Démonstratiqn%: Il suffit de montrer que pour tout. x € I,.1.# X est inversible.

Or: par hypothdse A est séparé et complet et (IP).tend'verszzéro,wdonC»la

mérie )%™ est convergente dans A . Soit y sa somme, on.a y(14x) =1,

Z (-1
,nzo‘( ‘
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0.2. Eléments topologiquement nilpotents
Dans un anneau. topologique, on dit qu'un élément x est topologiguement
nilpotent si O est une limite de. la suite. (xn)n>° . On vérifie immédiatemen

les assertions-suivantes :

Proposition Soient A un anneau préadmissible, I. un idéal de définition

et x € A . Alors les conditions suivantes sont égquivalentes :

(Y. x. est_topologiquement nilpotent

(1i) l'image canonique de x dans A/I est nilpotente-

(1ii) x est contenu dans un idéal de définition

Corollaire 1. L'ensemble T des éléments topologiquement nilpotents est un

idéal ouvert;,.?image réciproque du nilradical de A/I .

. | . .
Corollaire 2. Soit I, un idéal de A ; les propriétés suivantes sont équi-

valentes

(1) I, est le plus grand idéal de définition de A

(i3) I, est un idésl de définitionmaximal

({i1) I, est un idéal de définition tel que A/I, soit réduit .

'"Et“aiof91“16 =T

Corollaire-3. Un anneau préadmissible noethérien possdde un plus grand idéal

de définition,

0.3. AgneauxrcqmpletSIdé_fraetionsf

) un sy stéme . fonda—

Soit é'-un:anneau~lihéairemeht1fdp016gisé,7 (x xéA

A
‘mental de voisindges de zéro formé d'idSaux et S ' une partie multiplicative.

déﬁ_k'..Alors _S€1K' est un-anneau linéairemsit topologisé, les S7tik formant



- 19 -

un systéme fondamental de voisinages de zéro. On appelle anneau complet des

fractions de A & dénominateurs dans S , noté A{S-1}', le séparé complété

de S-1A pour cette topologie :

-1 I B
A{sT'} = lim § A/SI
““n A

Llapplication canonique A ___,S-1A est continue pour les topologies

ci-dessus ; si on la compose avec l'application canonique S_1A-* A{S-1}_,

on obtient un homomorphisme canonique continu A - A{S—1} , limite projective

des homomorphismes A - S—1(A/Ix).

Cet homomorphisme A - A{S—1} est caractérisé par la propriété univer-

gelle suivante : Tout homomorphisme continu u de A dans un anneau lindaire-—

ment topologisé B , séparé et complet, tel que u(S) soit formé d'éléments

- !
inversibles de B, se factorise d'une maniére unique en A~ AfS 1} LA ’

ou. ut est continu.

Proposition\1_, Si A est un anneau adigue noethérien, “A{S-1} est_plat. sur

Démonstration : Bn effet A{S_1} est le séparé-complété

de 1'anneau noethérien s~ pour la topologie ST ~préadique (ot I est un
idéal de définition de 4), il est donc plat sur -Sf1A , qui est lui-méme plat

A

Proposition 2. Si A - est admigsib;eﬁ(resp, adidue.uréép.'adihuelnoethériép),:,

1l en est de méme de A s}

Démonstration 3 cf. EGA O - 7.6.11.

Boit. O un idéel ouvert:de A, alors 57lg; .est-un idéal. ouvert-de:
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S_‘1A ; soit GL-{S-.T}" = lim S-.102/S__1IK son séparé-complété. C'est un- idéal

ouvert de . A{S—1} et 1l'application canonigue.: S—L1.A/S,.-1OL-' ,A-{..S‘f-1 }/ﬁ?éS'_1} est
un -isomorphisme.
~ Inversement si O est un idéal ouvert de A.iS_fj.}..., il s'éerits

a2 = 4{871 },olt' Or est un idéal ouvert de A . En particulier s

Proposition 3, L*application p s p{_S-1}_ est une bijection croissente de

l*ensemble des idéaux premiers ouverts de A tels que pAS. = ¢  sur 1'ensemble

des idéaux premiers ouverts de A{S-1}

De plus les corps des fractions de A{S-1 }/_g{Sﬂ} et de A/p sont

canoniguement igomorplies.

0.4. Cas particuliers

Soit A: un-anneau lindasirement topologisé et fE€A , soit 8. le partie

£

multiplicative {£"/nyo} on notera A{f} = A{Sf—1} . Si gtA , il y a un homo-

morphisme continu: canonique A{ - A {

£} fg} °

Ainsi si £ parcoure une partie multiplicative S de 4 , les A{v

£}
forment un systéme inductif: filtrent ; on pose :

Msp =24y -

-1

Pour. tout f£€S, on a un homomorphisme. A{ }.—":A.'{.S.] }s d'oh .par,pagssge

f

4 la limite.in&uctiVe ‘un homomorphisme. canaonigue

A{S} — AV_{S;-T}‘ -

: o i e o N . BRSE Y W “ ~+l S8 ke . ,
Proposition't.: Si A .est adique nosthérien;TA{sD'} ‘strplats |

Démonstrations plaprs ¢ Résultds. dulbpapbotashecptdbdeii¥, MY TAPT st olat
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sur A{ pour tout f€S, donc sur la limite inductive.

£}

Remarque : Contrairement au cas des annegux de fractions usuels, on n'a pas

en général. A{ } = A{S-1} .

S

FProposition 2, Soient A un anneau admissible, p. un idéal premier ouvert

de A et S =4A-p. Alors :

(1) les anneaux A{S-1} t Ai sont locaux,

s}

(i1) 1'homomorphisme canonigue A{S} ) A{s‘1} est local,

(1ii) les corps résiduels de A{ et A{S—1} sont canoniguement

s}

isomorphes au corps des fractions de A/p .

Démonstration :

8. _A{S"1} est local : Soit I < p un idéal de définition de A ,

alors A{S-1} est le complété de A§ pour la topologie définie par 1'idéal

1

§7'T inclus dans 1'idéal maximal gAb , i1 est donc local d'idéal maximal

287

b. est local Soit m = lim'p , on montre facilement

(mais c'est emnuyeux i écrire), en remontant la limite inductive et en se
éeryant du fait que I < Rad A, qu'un élément de . A{S} qui n'appartient pas

Bt m est inversible. Donc Ay est local d'idéal maximal m,

6+ L'homomorphisme . A{S} ___;A{S_1}. est Idsal : En effet 1'image de

?,dén&'.A{Sﬁ1} est. contenue dans .3{8-1} ; & fortioriril en est de méhe

4

y homomorphisnes
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homomorphismes AP/pAP —_— A%s}/h __4»-A{S_1}/£{sf1}, et on a vu plus haut

que. le. composé est un isomorphisme.

Corollaire  Soit A un anneau adigue noethérien, gt'ﬁn idéal premier ouvert

de.. Alu_g S.= A - p ., Alors les gggeauxv A{S-1} et A{S} sont noethériens
et A{Sﬁ1} est fidélement plat sur A{S} .

-4} est local et plat, donc

Démonstration s L'homomorphisme Aig) —> A{s
fidéleﬁent'plat. On a vu plus haut que A{S-1} est noéthérien, par fidele

platitude il en est de méme de A{S} .
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Exposé n° 10 :
par A. BEAUVILLE

o INTRODUCTION

Dans tout cet exposé, on considére un anneau noéthérien A et un idéal
-définition I de A ; on posera S = Spec(a), 8' = V(I). Pour tout schéma X
Mpre sur S , on désignera par 3 le complété formel de X 1le long de la partie

-1 R . R
mée X' =h (8') (o h est le morphisme structural) ; en particulier,

@%Spfl\.) Pour tout gx—Module cohérent F , on notera ﬁ le complété de F

[iiong de X' , qui est un gi-Modul'e cohérent. Pour tout morphisme (nécessaire-

\EE- propre) f :

X - Y de S-schémas propres, on désignera par” £ 1le prolon_geinent

F ‘ aux chplétéS.

hosition 1
{3 ) A

Soient F et G deux QX—Modules cohérents ; on a des isomorphismes g

A
=
2
P
by
=
g

i (1,8)

Bxtt . (F,g) 3
.Q_X [

12
=
]
P

l_l
(=N
62>
S

B cout i>o0.

La premidre partie de la proposition résulte du théordme de comparaison et
WLt que les i (X,F) sont des A-modules de type fini, donc complets pour la

mingle I-adique, D'autre part,soit iX .8 i - X le morphigmg} ‘.cananiqtlg

; on a'un
Ly Hon(F,G)  Hom (i7F,i76)
Py ¢ :|.X Hom\F,G, Hon\l_“ig"lx*.
B orphisme ¢ est défini en effet’ potr, un: moxphisme: plat i, quelconque

annel¥s). Op en. déduit pax 1'algdhre homologigue: des: homomorphismes



Les P sont en fait des isomorphismes ; on peut en..effet, pour le vérifier,
suppoger X .affine et cholsir une r_éa-olution libre L. de F ; iXLL.,,) est alors
une résolution libre de ix@‘_) 5. d'ol le J;jésultatc~

Ly

soit E(®,8) (resp. E@‘_,_@)) ‘la suite spectrale des BExt sur X (resp. X)
~associée & F et G (resp f‘;,@).

Le mcrphi'sme plat iX défini% un homomorphisme de suites spectrales

¢ s E@?.g.) - E@w.@)

qui se &éduit en degré 2 et en degré infini & :

o3t s By (@,8) -+ BP(LExtg, @.0))

0, ey

¢ :Extg @yg.;) - Ex‘tg“ @‘_,@_)
Jx o =X

Les: q,gq sont des isomorphismes d'aprés les remarques précédentes ; les ¢n

'

sont donc eux-mémes des. isomorphismes, ce gqui démontre la proposition,.

Corollaire 1.

catégorie des OgrModules cohérents est pleinement fidtle.,

C'est un cas particulier de la proposition 1.

R~ B— 1 & - 7
§ 2. - ke PRI 0 EXIOTSGE

?h!héoi’én_rfe 1=
Sous. leshypothéses du §15 le foncteur. F'vwi‘. est une équivalence de

la catégorie des. Q_X—Modules.' cohérents avec.la catégorie des giTModule’a; cohérents.

A, Démenstration dans le cas projectif

En gardant. les notatioha du 7§.1",. on pose en ountre Sk ='Sp,,e_<z(i¢. /- k4t ) ; pour
' T

tout S§-schidma Formel propre™ X', &t tout. *_(_}*i}hfodiil“_e céhérent . ‘Z_!‘; . O poBE
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Proposgition 2.~

Soit. £ : % - § un morphisme propre de schémas formels, L wun Q_Z-Module inversible ;

®n suppose que L est ample. Pour tout Q_x-Module F et tout entier n,

o T 3/1L
¢n pose E(n) = F®L™ ., Alors, pour tout _Qgé--Modulé cohérent F , il existe un
éntier N tel que, pour teut n3N :

) L'homomorphisme canonique HO(%,F(n) - HO(XK’-Ek(n)) est surjectif pour tout k ) o.
@:l) On a Hq(x,ﬁ(n)) = 0 pour tout gq > o .

(ﬁ:il) _li_‘_(n) est engendré par ses sections au-dessus de 0:*_' .

k k &n
Posons M =TI E/ : ﬂk(n) =1 E(n?/lkﬂ}?( \ =M ®-Qx L, ; ces _gx-Modules,
= 0

F n

Ik+1

mnulés par I, peuvent étre considérés comme des 'QX ~Modules cohérents. Comme

- o

est propre et que L

L, est ample pour f, , T

o ©St projectif. Appliquons &’

=3 2o

Q0. -algdbre graduée cohérente S, =0 & @ Ik/ ke1| et au S _-Module
o X A1 o T =0

gmadué quasi-cohérent de type fini M = @ M la généralisation du théordme
. k>o
B Serre déja utilisée dans 1'exposé précédent., On en déduit qu'il existe n, tel

WHE, pour n ) n, et pour tout k , on eit :

Hq(Xo_,ﬂk(n)) =06 pourtout q> 0.

B cussi Hq(x,ﬂk(n)) =0 pour n yn, et q> 0 . Appliquons la suite exacte
Whomqlogié -

—»ki?n -+th »IhF.n -+ 0
0 - Ik (n) ity ™ F(n) [y F(n) ey
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on’ trouve d'une part, pour Ogh<k , n2n, , q>0 ., par récu-:‘%ra.nee' sur h~k 3
Hq (ﬁsIhI'_(n)/ ) =0
- IkF'(n)
et en particulisv Hq(:jt,lr",k(n)) = Q pour ngnq,kgo,opo 3

dtautre parbt, urs autre partie de la suite exacte de cohomologie donne, pour h =0 ,
la suite @zacle

Ho(eg, (a) - e, (@) - o
Il en résulte que, pour fauk a0 , le systéme projectif Hq(;c,gk) vérifie la
condition de Mittag-Leffler, pour nzn . |
Comme tout ouvert formel affine U ds ‘% est un ouvert dans chacun des XK s donc
est tel que Irq'\U,;fi(:;}) = 0 pour tout qdo e% q:e Hf’(U,;‘_k(n)) - H°'.(U,§'_h_(n))
est surjective pour X3h , on peut aplliquer & 36.7 ‘aux Fk(n) le théoréme de com=
mutation de la cohomologie aux limites projectives démontré dans 1'exposé précédent $
sutrement dit, pour n)n, l'homomorphisme H*(¢,F(n)) - lim \Hq(xggk(n) eat bijectif
pour tout’ g0 . On én conclut que Hq(!!,g‘_(,n)) =0 pour nyn, , g2t et que 1l'homo=
morjphisme 1% (3,E(n)) -»,Hq(ae,_li'k(n))' est surjectif pour tout k , clestoi-dire (ii)

et (1) . Par ailleurs, pyisque L, ©5t ample; il existe n_ tel que F,(n) scit

1.

engendré par ses sections au~-dessus de X, s on peut supposer n, pris assez grand

1
pour que 1l'homomorphisme HO(%F(n) - Ho_(Xoi,g,o_(n)). soit surjectif pour nyn, .
Il existe donc un norpbre- fini de sections Sl €1"(3£,§‘_(n)) dont les images dans

r(%2,(n)) engendrent P _(n) . Comme I est inclus dans 1'idéal maximal de 1'Anneau

localien tout point de % , il résulte de Nakayama que les (Si ). engendrent P(n) .

Nous dirons (provisoirement. vee) qutun 'Q_imnédule cohérent est algébrisable

8!il est isomerphe au gomplété d'un ,(_),X-Med,ule_: conérent..
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Soient P!, G' deux g_i-nodules algébrisables, Pour tout homomorphisme
m' - g', Ker(u) , Im(u) et Coker(u) sont algébrisables. - |
Si ;E‘n'.z--ﬁ, G =G, on sait que u =TV, avec V ¢ Homy (& , &) (Corollaire 1),

fBKiemme des cing montre alors que Ker(u), Im(u), Coker(u) eont isomorphes a

[ )", (1n 1), (C ker V)",

Le théoréme 1 - ept vrai pour un schéma X projectif sur S .

&

Soit L wun Q_XfModule ample, _il son complété ; L. =_I_._/IL est un Q_X;Module

Eifle, et on peut donc appliquer & tout 9—.5‘("" Module cohérent g‘_— le théordme 2, (iii).

ff‘

, k
Bvoit ainsi que F est quotient d'un 0 .-Module de la forme (L®(“n)) s puis,
X

Siréitéramt 1'opération, que F' est conoyau d'un homomorphisme de deux tels

k k
@.‘ ®(=—n-)) (l'. ®(—-n))

£ Modules ; comme est le complété de , i1 résulte du

b 2 ci-dessus que F est algébrisable,

ZiPassage au cas général

On se place toujours dans les conditions du § 1.

ey

é:“ﬂ‘o -» H' -» P' - G' - O est une suite exacte de g_imﬁodules cohérents,

gl H' et G' sont algébrisables, RF' est algébrisable,

\ —

On sait (Cartan-Eilenberg ...) que F' définit canoniquement un élément de

~,

;K-Féi(_q_w s.Ii')" Supposons que ' = G , H' = E s le A-module Exté%é,_li) est isomorphe

E.’:x:‘l:1 (Q,;I_) (prop.1) ; il existe donc une suite exacte 0 »H-+PFP -G -0

2

élle que 1télement da Extgh (g,B) correspondant & F ait pour image dans
' =X

(1“ @,ﬁ) 1'élément correspondant & F' ; ceci entratne que F' est isomorphe



I.emme Yol

_ Soit w s g-—-» G un homomorphi’sme‘ de gﬁ—Modules cohérents,.Si., G , Ker(u)._.
et COker(u) sont algébrisables, F est: algébrisable .
En effet, ceci.entratne aue Im(u) est algébrisable par le lemme 2 -, puis

que. F est algébrisable par le lemme 3 ,

Démenstration du théordme d'existence (cas général).

On va utiliser le priﬁcipe de récurrence noethérienne, en supposant donc le
théordme. 1. vrai pour teout, gou‘Qs—aché‘mag_ fermé. de - ‘X d'espace sous—jacent distinct
de x¥;¢ﬁ§b$§Qh¢ns leflemmefde_GhEW'éu*mbrphisme'pfppfgj;f : % - Spec(a) . :
il existe un A-Schéma. projectif. Z , un A—morphigme. g:2-X

projectif. et surjectif, et un ouvert non vide U de X tel

“gpec(a) que:.le; restriction =& (U) -+ U soit un isomorphiesme,

SeIHt P up@y-Module cdhérent, N(resp.C),-le:noyaw (resp. le conoyau) de

phiisne canoniquer. pE : B - 8, (8%®)). ; &*(R). est algébrisable d'apres

g& ;Aflf %gpnc ‘augsi;. g*égzﬁ;@)ﬁ%m\ le;théordme de:comparaison.. On:va

WAV

g ikl Gig-gehénafermé T 4 X, syant: X=U pour espace soys~
B Ingection *edndnique,. on & it ¢ N = 5,(3*() )

M a2 ErTE8v 168 Pad 1 hy pothdse de

glie% Ny e%7 40 sont

gamrgsable;



Mt 5. -
‘Spient X un schéma nethérien, X' un fermé de X , f =2 -+ X un morphisme

"'1 A A
[Rre, 2' =f (x') , X(resp.Z) le complété de X 1le long de X' (rep. de 2 le

~n -~

: f;d'e' z'), F %7 1e prolongement de f aux complétés. Soit M un Idéal

-1, ..
Went de O, tel que, 5i U= x-Supp(g_X ),1la restriction f (U) > U soit
i : - /M

Plsomorphisme,. Alors, pour tout _Qi- Module cohérent F , il existe un entier-

On peut se borner au cas ou X = Spec(B) , avec B noethérien ; alors

V(K). On va montrer qu'on peut supposer B complet pour la topologie K-adigque.

fht en effet B'1 le séparé complété de B: pour la topologie K-adique,

MK B , X = Spec(B ) s h 2 XT - X' le morphisme canonigue ; on a

13 Soient }_;1

3 (s ! _ _ . 7
”ﬁ (xv) -V(K ) . Posons 7, =12 xX, , T, _f(x_) : %, > X

=1
) le complété de X, (resp. z, ) 1le long du fermé x (resp. 2! =.f1(x%)) .

miengement R X - X de b aux complétés est un isomorphisme (correspondant

4 4 1'identité de B,) , aimsi donc que
{ gy * %, > 2 ; ces isomorphismes identifient
£ et f, . L'Idéal cohérent n*(). dg; _Q_X1
et 1l'ouvert U1 = ;11 (U) vérifient les mémes
. dgne

hypothtsesque M et U ; il suffit/de démontrer
v, quend. Bivest un annesu adique noethérien et. K un idéal de définitionm
B Dens ce css, on & X = Spf(B) , et on gait qus le faisceau cohérent F est

EEEisean associé & w B-module de type fimi- N, clest-a~dire que R =G ,



avec G =8 ., Par suite f*(®) = (£%(g))" (puisque § = 1§(g)) , d'ol
. (f* @®) = (£, (£*(g))" d'aprés le théorime de comparaison. En outre, 1l'homorphisme :

pE_ t P f‘ *(f*@))

rd

S'identifie canoniquement & 1l'homorphisme complété s

i~ (5,0

Or le noysu et le conoyau de sont des QX ~Modules cohérents don* les restrice

Pe
tions & U sont nulles ; ils sont donc annulés par une puissance de 1'idéal M ,
il en résulte que leurs complétés, qui g'identifient & N et C , sont annulés

PET une. puigsanc-et de ﬁ » d'ol le lemme, Ceci achdve la démonstration du théoréme 1,

‘Remarque;

On sait que la. donnée d'un g_i-Module cohérent équivaut, avec les notations

de la proposition 2, & la donnée d'un systime projectif de 0. -Modules cohérents

; . . 9

*  tel que; B, = W pours i\< 'k . Lorsque A est un anneau local et
T . _:k/"Il N

T sonl L¥8h1 maximd1y le théordme 1 (joint' aw théordme de comparaison de 1'exposé
\Qrécéa@ﬁ%) ‘permet’ de”Tduire dss Snoncés de gométrie alzébrique sur A & partir
3 Y

d'8noncés. analogiied s 185 finsatix” 1ocaux artiniens A / K

Coiglleli® 3

Sous kes hypothdsessdu«§its. liapplication 17 »1Z est une: bijefd;:ti'on' de 1'ensempl

desisis




ﬁ':‘!’- Un théordme de comgéraison des morghismes.
mbréme 2.

MBe les notations de §1, soient X et Y deux A-schémas propres ;

s 1'application
fipr. (X,Y) - Homs(3,)
2 il S s
est bijective,
T f

ifitilisera les lemmes suivants :

@est le seul voisinage de X' dans X.

Soit U un voisinage ouvert de X' dans X 5 comme f est propre, £(X-U)

Efun fermé de S qui ne rencontre pas S' : ceci est impossible si X - U n'est

M‘flde puisque, du fait que A est adique noethérien, S' contient tous les points

higs de s .
Soient f : X - Y un morphisme propre de schémas localement noethériens, Y!

@fer‘mé de Y, X' = sz'),'f (resp. f() le complété de X (resp. Y) le long de X!

e, '), £ X - ¥ 1le prolongement de f aux complétés. Pour que £ soit

W¥somorphisme, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de Y!

_— =1 . : :
muepla restriction f (U) -» U soit un isomorphisme.

E i suffisence de la condition est immédiate ; pour montrer la nécessité, il

Biit, de prouver que pour tout ¥y € Y' , il existe un voisinage ouvert V_ de y

-1
& la restriction f (Vy) - Vy 80it un isomorphisme. Par hypoth®se, la
-

(y) est réduite & un point ; comme f est propre, le "Main Theorem"

ERine: 1'existence d'un voisinage ouvert U de y tel que la restriction

°
3



- 10 ~
=1 . . .
£f{U) - U soit un morphisme fini, On est donc. ramené & démontrer le lemme dans:

S}S,ec (B), le morphisme. f corrsspondant. 4 un homomor=

1le cas: o Y. = Spec(A), X:
phisme d'smiesux ¢ s A — B faisant de B une A-slgdbre finie. 5i Y' = V(I),

s a a
on a alors Y = Spf(d), X

Spf (]3), A (resp.ﬁ,)'étant le séparé complété de &
(resp.B) pour la topoMs#is I-adique (resp.IB-adique) ; par hypoth_é.se- LIS -8
est un isomorphisme. Mai;s comme B- .eét"-un A-module de type fini, ﬁ est aussi.

le complété «ie B- pour la topologie I-adique, et § est aussi le prolongement
continu de ¢ congidéré comme hopoorphisme de A-modules ; on sait alors .-(d'aprés
un exposé précédent) qu'il existe un voisinage ouvert V de Y! tel que la res-
triction ‘a V de lihomomorphisme dé‘qgﬂ.-ﬂ§.dules~ § 2 e - B soit un isomorphisme,

ce gui-achdve.la. démenstration,

Démonstration du théoréme 2.~ |

Montrons que_-'l"applicartion» £ f est injective : d'aprés un exposé précédent
. R e A' 3 . 4 B Y . » - .. ’
deux-morphiemes f et g +tels que f'=g coincident sur un voisinage: ouvert de

X"y ddhe sur-"X dvaprds ITe lemme 6.

n

‘Motttrohs e T F est ""surj'eft::tiw‘t9~<: g goit h s X-’f un §f?-morphi"5me.

: g ) ?&_{' o e - . s cor i ..
Peéeﬁ&?;,’z*ﬁhéﬁ#x&sra‘et god@at’ i p' s Z-»X et ¢t Z- Y las projections canonigues ;

.Tb . . o v T (‘ v, o H. .
N LT E - T R . e R R R ST . o R . , S o
on sait que .2 stidentifie cgnoﬁlf?{uement“’ I % %‘f, les projections canoniques

RS A

Honohgbubits’ 500t 4758 khallis ‘T do' b est une imnersion

5

i
TARTANS

"formés ds X dans 3,

Lo

sur. ufiBoiesthétis fortiel fermé G et de.

Prinjegti6a camofique J 4o D dame .



Par le corollaire 3, il existe un sous-schéma fermé T de Z tel que

L8

et £=3,0h 1i:T->2 est l'injection canonique. Le morphisme
@:T - X a pour prolongement aux complétés DPoj , qui est 1l'isomorphisme
@Brse de W ; on déduit des lemmes 6 et 7 que ©poi est lui-méme un isomor-
Hene . So0it g : X » T 1l'isomorphisme réciproque, dont le prolongement £ est
Bessairement égal & W ; posant f = qoiog , on trouve f =h , ce qui achdve
m;:émonstration.
férques,
ke théordme 2 peut s'énoncer en disant que le foncteur X ~—s X est une équivalence
e catégorie des A-schémas propres avec la sous~catégorie pleine de la catégorie
A-schémas formels propres formée des schémas formels algébrisables (c'est-i-dire
Sforphes & un f() Il existe en général des A-schémas formels propres qui ne sont
Balgébrisables,
Bes énoncés de cet exposé se transposent tels quels lorsque A =C et que 1l'on
@;ac.e la notion de compétion formelle d'un faisceau (ou d'un schéma) par la
Hon de faisceau analytique (ou d'espace analytique) associé, Les démonstrations
d'ailleurs trés analogues (ef. Serre, Géométrie Algébrique et Géométrie

Bytique, Ann, Inst., Fourier, t.VI, 1955-56).
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