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Conférence n° 1 du 4 Novembre 1970

— GENERALITES SUR LES ANNEAUX DE GROUPE -

rar

G. RENAULT

rédigée par J, de SAINTIGNON

1. DEFINITION,
Dans tout ce qui suit, A sera un anneau unitaire, dont on notera

1'élément unité, et ¢ wun groupe multiplicatif d'élément neutre e ,

Définition : On appelle anneau de groupe, associé & A et ¢ , et

noté A[G] , l'ensemble de toutes les applications r de G dans A , qui

sont & support fini (supp. r = {g € ¢ ; r(g) # o})o On peut munir cet ensemble

A[G] des deux opérations suivantes :

— une addition : r, r' ¢ A[G] sy 8 € G 3 (r+r‘>(g) = r(g) + r'(g).
- une multiplication : r, r' ¢ A[¢] , g € G : (rr')(e)

= 3z r(h)r'(n)
hh'=g

qui conférent a A[G] une structure d'anneau . unitaire. (I,'élément unité de

A[@] est l'application caractéristique de e ¢ G).

1
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Remarques :
a) On peut plonger A et G dans 4A[G] de la fagon suivante :
-~ & tout a € A, on associe a* ¢ A [G] : {a*(e) = a
V., ax =0
{ g#e (8)
Cette appliéation a - a* est un monomorphisme d'anneaux de A dans

A[G] , ce qui permet d'identifier les dléments a e‘A a4 leurs images a%* e’A[G] ‘

- % tout g € ¢ , on associe g' ¢ Alel g (g) = 1
14 Th)=0 .
Cette application g alg+ ggt un monomorphisme de semi-groupes de
¢ dans A[G] s ce qui nous permet d'identifier les éléments g ¢ ¢ & leurs

images g7 ¢ a[G] .

b) Les fonctions g* sont les applications caractéristiques des

¢léments de @ d'on : VY r= zr(g)e’ , ce qué 1'on peut écrire,
reale] ; g
: geG
dlaprés a) : r= zriglg .
. - g2EG

¢c) A[G] est un A-module libre de base ¢ , car il est clair,

d'aprés b) , que G engendre A[G¢] , et que :

r= sr(gle = 05 e \/g€ r(g) = 0

geG @

d) En se référant & la remerque a) , on montre que :

A v eg = ga .

ach GEG

e) Enfin, remarquons que, dans tout ce qui vient détre fait, le
groupe ¢ peut &tre remplacé per un ensemble quelconque S . L'ensemble A{S}‘\

ainsi obtenu n'aura qu'une structure de A-module libre de base § .,
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Ceci ne servira ici, .que dans le cas ou S = G/H , H étant un sous

groupe quelconque de ¢ , On pourra alors définir les applications :

£+ 4] - Afe/H}
par | £z r(glg) = £ r(g) gu .
geq - g€G

(gH classe a droite de g dans G/H). On vérifie que les fH sont des

épimorphismes de A-modules,

2. IDEAUX REMARQUABLES DE  A[G].

Nous allons établir une correspondance ( entre l'ensemble des
sous—-groupes de ¢ et l'ensemble des idéaux & gauche de A[G] : a tout
sous-groupe de G , assoclions l'idéal & gauche de A[G] , engendré par les

éléments (1—h),voﬁ h ¢ H, On notera cet idéal (H) .

Proposition 1 s si H est un sous-groupe de G , on a :

ker fH = w(H) R

Démonstration :

- fH étant un homomorphisme de A-modules, on a :
h f - =T - f =
€3 = f(-n)=7(1) H(h} 0
d'ou : fH(w(H)) = {o} .
- si r € A[g] est tel que fH(r) =0 ,etsi S estun

systéme de représentants des classes {gH , g € G} de G/H :

£(r) = zr(glei = 3 [ zrx(sh)]sH = 0
gee €S heH

d'ou : \"4 v r(sh) =0
SES o

et on peut écrire :
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r=3r(glg= 5 £ r(sh)sh= 3z 5 r(sh)(sh-s)
geG - S€S heH S€S heH

dtol : r= % -r r(sh)s(h-1) ¢ o(H) .
s€S heH

La proposition est ainsi démontrée,

Conséquence :  est une application strictement croissante,

Démonstration : Tout d'abord il est clair que ¢ est croissanté,

et s1 H et H' sont deux sous-groupes de ‘G :

' : :

ht g H =7 (1-n) = £,(1) - £.(0") £ 0

d'ou : (1-h') ¢ w(H) et donc w(H) < w(E') .

Remargues :

1) 31 H est un sous—groupe normal de G , G/H est alors ﬁn
groupe multiplicatif, et A[G/H] un anneau de gro:upe° Al;rs fH devient un
épimorphiéme d'anneaux, et, d'aprés la Proposition 1, w(H) est un iaéal
bilatere,

2) En particulier ker fG = ola) et fG permet de définir un
isomorphisme d'anneaux : A = A[G]/w(G) . Cela entrafne que (@) est un idéal

propre de A[G] , ainsi d'ailleurs que tous les (H) , d'aprés le corollaire,

Oon appelle (@) 1'idéal fondamental de A[G]&aet

fG ( = r(g)g' - % r(g)) ltapplication d'augmentation de A[G] .
8EG geG
AN
Proposition 2 : si H est un sous-groupe d'ordre infini, alors

1'annulateur 3 gauche de (H) et: 1'annulateur & droite de ((H) sont nuls,

Démonstration : Soit £(w(H)) 1'annulateur & gauche de (H).

Supposeons qu'il existe dans 2{w(H)) un élément x non nul :

;.

X = & 6o o a avec a o
8 * + a8, 1 # 0
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Alors VgEH X(1~h) = 0 = a1g1 L R 5 8hgn = a?g1h_+;b,+ 8h$nh

et comme 1l'ensemble des g;1 g, est fini

3 \4 =1 ' Y V
heH  i=1,..,n h % €1 g; »© est-a~dire 3h€H i=1,..,n g1h # g3

t ‘ . o=
© ) aag1\+"' + gy ?1g1

h +aieet angnh
sont deux décompositions distinctes d'un méme élément de Ale] , ce qui est
impossible, puisque A[G] est un A-module libre,

ponc  £(w(H)) = {0}, et on montrerait de la méme fagon que

r(w(#)) = {0} .

Proposition % : si H est un sous-groupe de G engendré par la

famille d'éléments (hi)i . Alors (H) est 1'idéal & gauche de A[G]

€1

engendré par (1-h.).

i‘d eI °

Démonstration : Tout d'abord, il est clair que w(H) contient 1'idéal

3 gauche de A[G] engendré par {(1-h.). . D'autre part si h ¢ H, h est

i'i ¢ I
-1

un prodult fini de hi et de hi , et on montre que (1-n) est combinaiéon

linéaire de (q—hi) par récurrence sur le nombre de hi et de h;1 qui

interviennent dans h .,

Probléme,
A quelles conditions 1l'anneau A[G] est-il régulier au sens
de Von Neuman 9 |
- T1 faut gque A ksoit régulier, car -4 = A[G] /m(G).
- I1 faubt que ¢ soit localement fini car si H eét un sous-groupe
de type fiﬁi de ¢ , w(H) est un idéal & gauche de type fini,'et comme A[G]
est régulier, w(H) est principal et facteur direct dans A[G] , d'ol

£(w(H)) # {0} et donc, d'aprés la Proposition 2, H est fini,

- I1 faut que l'ordre de tout sous-groupe fini de G soit unité.
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dans A .,
Montrons gque l'ordre de tout élément d'ordre fini. de G est unité

dans A . Soit domc g€ &, olg) =n , par hypothése :

3r€A[G] (1-g)r(1-g) =1 - ¢
d'ou : (1=-(1-g)r)(1-g) "= ©
ce qui entrafne : (1-(1-g)r € £(1-g) = A[G](1+g+..+gnf1)

(cf. RIBENBOIM [8]). D'ol :

3

r'cAlG] 1-(1-g)r = ' (1+g4. 48" 1)

et en appliquant 1'homomorphisme fG , on obtient :
n-1
f (1=(1= =1 -7f (p! .. = '
JLimlimg)r = 1 = £ (e (eere e ) = £,(1")n
d'ou : fl1')n =
'ou G(1 n 1
et n est bien inversible,

Il est possible (Cf. LAMBEK [6])vde montrer que ces trois conditions

nécessaires sont suffisantes pour que A[G} soit régulier,

Remarque : si H est un sous—groupe fini de ¢ , d'ordre inversible
dans A , (H) est facteur direct dans Ala] .

Car si n 0(H) est inversible dans A :

"% n)

heH

w(@) = afa](1-n"

1

en effet r(4-n ' £ h) = rn_1( £ (1=h) ¢ w(H)

hew heH
et sigy € B (g )n (ar(1egbenire ) = (1-g))

d'ou : (1-g,) € 4fc] (1=n™" 3 n) .
. o ' heH

Donc, on a bien l'égalité annoncée, et comme il est facile de

1

vérifier que (1-n" 3 h) est un idempotent de A[G] , w(#) est facteur

heH
direct dans A[G] .
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On peut d'ailleurs améliorer ce résultat dans le cas de ¢ , et
montrer gue :

w(@) est facteur direct dans A[G] si et seulement si G est fini
et d'ordre inversible dans A .

La condifion suffisante a été montrée ci-dessus, et pour la condition
nécessaire, si w{G) est facteur direct, z(m(G))‘Aest non nul et donc G est

fini d'ordre =n , Alors si ¢ = {g eeos gn} , et comme on a :

1’

2(w(e)) = T(w(G)) = A(g1+aa»+g )

n.
et Ala] = w(e) @ £(w(a)) (cf. CONNELL [4]) on peut écrire :
Ba aca 17 b a. (1-g.) + a1(g1+~...+gn)
1,..6’ n i=p - : -
dtou : 1= %a + % (a-a ).
. 1 . 1 1°71
1= L=

et comme A[G] est un A-module libre :

V a, = a

1= 2,,0050 i 1
et donec 1= Ha1 .
3, RADICAL DE JACOBSON DE  A[G] .
Dans ce paragraphe, nous noterons rad(R) le radical premier de
ltanneau R et Rad(R) son radical de Jacobson.
I1 est bien connu, cf, RIBENBOIM [8] , que l'on a toujours 1'égalité :
rad(s) = 40 rad(afc]) | | -
alors gque, pour les radicaux’de Jacobson, on n'a, en général, que l'inclusion :
Rad(4) 2 Rad(a[c]) N A,
Toutefois,‘il est possible d'améliorer ce dernier résultat dans les
deux cas suivants :

- quand A est artinien & gauche, car alors les deux redicaux de A
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sont égaux et on a 3
Rad(4) = rad(A) = & Nrad(A[c]) & NRad(a[G]) .
- gquand G est localement fini : on doit montrer que si a ¢ Rad(4) ,
b 3 . n ;=L
a € Rad(A[G]) , c'est-a~dire que : a ¢ Rad(4) => V;QA[G]TsxeA[G
Soient donc a ¢ Rad(4), r ¢ A[G] et H = {1,g2,,,,,gn} le sous-groupe

](1-5'31’)}{ = v’l’ .

de G engendré par le support de r.(H est fini car G est localement fini).

Alors 8i r = a +a

jFasgoteeata g 1t'élément x que nous cherchons, devra étre

de la forme :

X =X, + ngz

toees + X G
et tel que ((1+aa1) + aazgg e+ aangn)(x1 el xngn) = 1. Ce qui nous
conduit & résoudre un systeme de la forme :

)
(1+aa1)x1;+ 82, %, + ..ev b o83, X =

E (1+aa1>X2 + oo +aa,x =0

» » - - - . - - - - . e - » - - * * -

aamx1 + aghexz + se. + (1+aa1)xn = 0

.

Or, d'aprés JACOBSON [11] , si B est l'anneau des matrices nxn 2
coefficients,daﬁS‘ A, le radical’de Jacobson de E est 1l'anneau des mafrices
n k;n 4 coefficients dans Rad(a) .

| I1 ne reste plus alors éu‘é écrire le systéme ci-dessus sous forme
matricielle.: (1+b)u :’§ , ou u étkv sont les vecteursYcolonnes (1,0,0..,0)
et (X1,...,Xn> et qu'a constater que la matrice b est & céefficients dans
Rad(4) . »
- D'or (1+4b) étant une matrice inversible : v = (Hb)_1 u . Ce qui

finit de démontrer le résultat annoncé.



Probléme ouvert

Est—-ce gue le radical de Jacobson d'un anneau de groupe K[G] ’
ot K est un corps de caractéristique 0 et ¢ un groupe, est nul 2

C'est une guestion & laguelle on ne sait pas répondre dans le cas
général, maié 3 laguelle on sait répondre affirmativement dans les cas parti-
culiers suivants :

-8l K=R out¢ , il a été montré par une méthode analytique, due
'3 RICKART [10], que Rad(®[G]) = rad(e[c]) =0 .

- AMITSUR [2] a étendu ce résultat en montrant que cette propriété
est vrale pour tous les corps non dénombrables de caractéristique 0O .

- Et VILLAMAYCR [9] & montré que si K est un corps de carac-— .
téristique O et @ wun groupe localement fini modulo son centre (c'est-a~dire
¢/e(G) est un groupe localement fini), ;Rad(K[G]) =0 .

Enfin, citons deux résultaté importants sur les radicaux de
Jacobson des K-algebres,

- si A est une K-algdbre et si card(x) > dimK A, alors le
radical de Jacobson de A est un nilidéal (AMITSUR [1]) .

| ~ le radical de Jacobson d'un anneau de groupe K[G] , Ol K est

un corps de caractéristique p et G un groupe d'ordre pn , est :

red(k[¢]) = w(a) (gEnmINsS [5]) .

4, QUELQUES THECOREMES DE TRANSFERT.

Dans ce paragrarhe, nous ne ferons qu'énoncer une suite de résul-
tats, dont la démonstration se trouve dans LAMBEK [6] et dans RIBENBOIM [8].

(1) A[G] est semi-premier si et seulement si on a les deux

conditions : a) A est semi-premier,

b) l'ordre de tout sous groupe normal fini de ¢ est non

diviseur de zéro dans A .,
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(2) A{G] est premier si et seulement si on a les deux conditions ¢

a) A est premier,

b) ¢ n'a pas de sous-groupe normal fini différent de {e} .

(3) Si A[G] est noethérien & gauche, A est noethérien & gauche

et toutes les suites croissantes de sous-groupes de ¢ sont stationnaires,

Mais on ne sait pas si ces deux derniedres conditions sont suffisantes
pour que A[G] soit noethérien ¥ gauche, et ce n'est que sous l'hypothese G
abélien que l'on obtient une (¢.N.S. :
si ¢ est abélieﬁ, A[G] est noethérien i gauche si et seu~
lement si A est noethérien & gauche et G de type fini,

(4) A[G] .estrértinien & gauche: si et seulement si A est artinien

8 gauche et ¢ fini,




[1]

[2]
[3]

[4]
(5]

(6]

[7]

[9]
[10]

[11]
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SUR LES ANNEAUX DE GROUPES
par
G. RENAULT

ae

o

o

..

oe
s

On étudie les anneaux A et les groupes G tels que les anneaux de
groupes A[G]‘ soient locaux, semi-~locaux, parfaits & gauche et auto-injec-—
tifs & gauche,

A désignera un anneau unitaire non nécessairement commutatif, ¢ un
groupe; les corps qui,interviennentbne sont pas nécessairement commutatifs,

Pour un exposé sur les anneaux de groupes on pourra consulter J., Lambek [11]

et P. Ribenboim [13] .

I. ANNEAUX DE GROUPES LOCAUX,

On généralise un résultat de T, Gulliksen - P, Ribenboim - T.M.
Viswanathan [7] p. 153 obtenu dans le cadre des anneaux de groupes

commutatifs,

Ehéoréme 1 : Soient A un anneau, G un groupe # {e} tels que

1l'anneau de groupe A[G]' soit local, On a alors les propriétés sulvantes :

a) A est un anneau local dont 1'idéal & gauche maximal sera

© noté MW,

b) le corps K = A/ est de caractéristique p # o .
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c) G est un p-groupe.

Si on suppose de plus G localement fini, ces conditions sont suffisantes

pour que A[G] _soit local.

L'anneau A isomorphe & un anneau quotient de A[G] est local dfol
a). Pour la méme raison K[G] est un anneau local, Soit H un éous—groupe de
G ; alors K[H] est local, En effet, soit R (resp. R') le radical de K[G]
(resp. K[H]); d'aprés un résultat de Connell ([3] p. 665) K[H](!R'CIRQ;lcomme
R est 1'idéal fondame\n"cal de K[G]., K[H]"R est 1'idéal fondamen’::al" de K[H] :
c'est un idéal & gauche meximal qui est donc égal & R' et K[H] est local,

Soient x #e un élément de G , H A 1le sous-groupe engendré par X . K[HO]

[s]
est un anneau local et par sulte 1'élément e+x-=x2 est inversible., Il est

facile de voir que cette derniére condition implique la finitude de H_ . Soit

-1 9=1 4
g l'ordre de x ; si q était inversible dans K , 1'élément e-q 1 5 xT
i=0

serait un idempotent non trivial de K[G] ce qui est exclu. On en déduit
immédiatement les propriétés D) et c) .

Soient A un anneau, G un groupe localement fini vérifiant les
conditions du théordme. G étant localement fini, M A[G] est contenu dans

le radical de A[G] ([3] p. 665) et il suffit de démontrer que 1'anneau K[G]
est local ce qui résulte facilement du lemme suivant qui est bien connu lorsque

le corps est commutatif.

Lemme 2 : Soient K un corps (non nécessairement commutatif) de carac-

téristique p# o, G un p-groupe fini. Alors K[G] est un anneau local

dont le radicéi est un nilidéal,

Soient H # {e} 1le centre de G , (H) 1'idéal engendré par les

éléments e-h , h ¢ H . H est prodult de groupes gycliques engendrés par
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des éléments bi , 11 gs,et w(H) est engendré par les e—bi . Soit

X =3 ai(e—bi), ai € K[G], un élément de w(H) . Quel que soit l'entier n

i
Xn = % a X X a (e-b ) X X (e-b )
‘ ‘ S ceo 5 5 eoo PR
11,“0,1n 1 n 1 n
n(i)
Pour tout i , il existe un entier n(i) tel que (e~bi)p =0,

et Xn = 0 pour n suffisamment grand : w(H) est un nilidéal contenu dans
le radical de K[G] . K[G]/w(H) est isomorphe & X[G/H] , une récurrence

facile sur l'ordre de G ©permet de terminer la démonstration,

Remarque : Soient G le p-groupe infini engendré par trois éléments
qui est décrit dans [8] , k le corps & p éléments. K[G] est un anneau

local bien que G ne soit pas localement fini.

II. ANNEAUX DE GROUPES SEMI-LOCAUX,

Dans ce paragraphe A et G sont commutatifs,

X

Théoréme 3 : Les conditions suivantes sont équivalentes

1) A[G] est un anneau semi-local,

2) a - A est un anneau semi-local de radical R .,

b -G est fini ou G est infini et dans ce cas A/R est

un_anneau de caractéristique p # o, G= Gp X G, o ou Gp est un p-groupe

infini, et ob G, _est un groupe fini dont 1'ordre n'est pas divisible par p .

La démonstration de ce théoréme n'est pas difficile, et constitue un
excellent entrafnement aux techniques des anneaux de groupes ; elle est donc

laissée en exercice....

III. _ANNEAUX DE GROUPES PARFATTS A GAUCHE r1] .

Rappelons que si A est parfait & gauche, les sous-modules de type
fini de tout A-module & droite vérifient la condition de chafne descen-

dante [2] .
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Théoréme 4 : Soient A un anneaw, G :un groupes Les conditions

suivantes sont équivalentes :

(1) 4[G] _est parfait ¥ gauche; -

(ii) a - A est parfait b gauche.

b -G est fini.

(i1) => (i) .Car les idéaux & droite de ﬁype fiﬁifde:£A[G]‘ qui sont des

A-modules & droite de type. fini vérifient la:¢Ondition”dewchaine descendante [2]

(i) => (ii) Soit R 1le radical de A ; L?S.apﬁeaﬁx A, A/R[G] qui sont des
annéaux quotients de A[G] sont parfaits_é'gagéhe éf:il‘Sﬁffit d'étudier le cas
ou ‘A est un anneau simple de centre k,oaA[é]  e$t ﬁﬁl R[Q]—module.libre, le
lémme 12 de [13] p. 150 et les résultaté de“f[éj'tmontrent que k[G] est
parfait & gauche. Supposons G infini alors,‘kfdj ,n'ésﬁqpas semi-premier

et il en résulte les conséquences suivantes. : 1g4¢éfa§téristique de kl est

P> o et il existe un sous-groupe norma1 _H1:}§§' g_.dopt 1'ordre séit divi-
sible par p ([11] p,-162> G/H1 est infini_gt?.k[G/Hij est parfait & gauche,
i1l existe donc un‘sous;groupe normal H2 ‘dé g qéhtenant. H1 tel que p

divise 1'ordre de H . On met ainsi en évidence une suite croissante de

2/8,

T
) s(n) .

sous-groupes normauvx (Hn) de G d'ordre P qn s P  ne divisant pas qn ’

tels que s(n) > s(n-1) , Lesvthéorémes‘de Sylow permettent:de construire une

suite infinie strictement croissante de p-gréupes finis dont la réunion est

un p-groupe infini G, . k[G] est un k[G ]-module libre, le lemme 12 de

[13] p. 150 et les résultats de [2] prouvent que 'k[G,] est parfait &

gauche, k[GO] est un anneau. local dont le radical est 1%idéal fondamental

w(GS) ;- le socle drcit de k[Go] est non nul car k[Go] est parfait & gauche

et G, est fini ([13] P. 137) ce qui contredit 1l'hypothese faite sur .G .
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Comme cas particulier, on obtient la caractérisation des anneaux de

groupes artiniens (I.G. Connell [3]).

Iv. AﬁTO—INJECTIVITE DES ANNFAUX DE GROUPES,

Le résultat suivant a été établi par I.G. Connell ([3] p. 663).

Proposition 5 :

(i) Soient A un anneau auto-injectif a gaﬁche, G un groupe

fini, Alors A[G] est auto-injectif & gauche.

(ii) Soit A[G] un anneau de groupe auto-injectif & gauche.

Alors A est auto-injectif & gauche et G est un groupe de torsion.

L'assertion (ii) se compldte ainsi.

Lemme 6 : Si A[G] est auto-injectif & gauche, alors G est un

anmmt——

groupe localement fini,

~Soit H un sous-groupe de type fini de G , 1'idéal & droite (H)
engendré par les éléments 1-h, h € H , est un idéal & droite de type fini de
A[d] .ei d’apfés uﬁ résultat d;ikeda et de Nakayama (Proc. Amer. Math. Soc. 5
(1964) pp; 15=19) l'annulateﬁr 3 gauche de w(H) est non nul et H est |

fini [11] .

Proposition 7 :_Soit A un sous—anneau d'un anneau B tel que B

soit un® A-module & droite libre. Alors tout B-module & gauche injectif est

A-injectif,
Ce résultat est une conséquence de (H, Cartan - S. Eilenberg, p.123,
exercice 10). Nous allons donner la démonstration de ce cas particulier. Soit

(gi)i €I une base de B sur A .
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81 J est un idéal & gauche de A , 1'idéal & gauche de B engendré
par J est 1'idéal :

J'= 6 g.J .
jer *t

Soient M un B-module a gauche injectif et f wun homomorphisme de

J dans M . On définit un B-homomorphisme f de J' dans M en posant :

£1( ifi g;8,) = i;;Igi f(a,) .
M étant B;injectif, il existe m ¢ M tel que :
fi(a') % d'm quel que soit a' ¢ J'
en particulief oﬁ a :
g; A[f(a)-at] = 0 VieI , VaceJ,
ce qui entraiﬁe.: |

f(a). =. an v& € Jd

et M est A-injectif.

Lemme 8 : Soit H un sous-groupe de G . Alors A[G] _est un A[H]

s

module libre a droite et & gauche,

Soit (gi)i ¢ I un systéme de représentants des classes & gauche de

H dans @ . (gi)

)i ¢ i est une base du A[H]-module 2 droite. AlG) .

‘Lemme 9 : Soit A une k-algbbre. Alors A[G] ést un k[G]-module

libre %Lgauche et & droite.

Soit (e,). une base de A sur k . Tout éldment x de AlG]
il ¢ I \
s'éerit
x=z1r(g rig) e s Veeo.
g ,
Posons r(g) = g r(g)i e, . r(g)i €k, Vi € I on obtient :

1

x =3 ( z.r‘(g)i gle,
1 g .
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et (e.)

i est une base du k[G]-medule . A[G] .

iel

vi?oposition 10 : Soient A un anneau, G un groupe infini tels que

AfG] _soit auto-injectif & gauche. Alors :

(i) Pour tout sous—-groupe H de G . A[H] est auto-injectif
) gaucldfe o

(ii) L'intersection des sSouUS—groupes infinis de G est wn

sous—gﬁoupé normal .Go d'indice fini et -Go est un groupé‘abélien de
ty pe ﬁm o
(i) Soit H un soﬁs~groupe de G ; le lemme 8 et la proposition 7
impliqueht'que A[H] est auté;injectif 3 géuéhe;
(i1)

Lemme 11 : Soient A wun anneau, G un groupe infini tels gque. A[G]

soit auto-injectif & gauche. Alors A est un anneau quasi-frobenusien.

D'apr¥s la proposition 7, A[G] est un A-module & gauche libre, donc
A est,_x;injectif s i1 en résulte d'apres C. E%ith [4]‘ q§e  A esf qua§i~
ﬁrobenusien.‘Soit E wm sous~groupe.infini de G ; d'aprés le lemme 8 et ia
proposition 7, A[G] est un A[H]-module injectif; H étant infini, A[H]
n'est ﬁas unianneau quasi=-frobenusien et d'abrés C. Faith [4] H est d'indice
fini.vLes sous—groupes,d'indice fini de G‘ vérifient donc la condition'de
chafne ?eScendante et le‘lemme de Poincaré [11] montre l';xistencé dlun éous«

groupe d'indice fini minimum G, 9qui est un sous-groupe normal de G et tout

sous-groupe propre de G  est fini,

Dlrapres les résultats de Kegel=-Wehrfrits-Sunkov [10] [14] s G, est

un groupe abelien de type ﬁm o



Proposition 12 : Soient A wun anneau de radical R , G un groupe

tels que ‘A[G] sbit auto-injectif & gauche et tel qué 1l'ordre O(g) de tout

élément g de G , g # 1 soit non diviseur de zéro dans A . Alors G est

- groupe fini et R(A[G]) = { =z r(g)s : x(g) e R } .
&

Dlaprés le lemme 11 on peut supposer A quasi-frobenusien et par suite ;

0(g) est inversible dans A donc dans A/R ; G étant localement fini

(lemme 8) A/R[G] est un anneau régulier de Von Neumann [11] et par suite :

R(A[6¢]) cRr(e) = { £ r(g)g ; v(g) € B} .
‘ ) g :

Comme d‘autre part on a R(A[G])fﬁ A =R ([3]) p. 665) il en résulte que
R(A[G])'z R[G] . D'aprés un théordme de Y. Ubumi [15j ; AA{G]/R(ﬁtG]) est
uﬁ,annéau régulier éuto—injectif 4 gauche et A/R[G]v isomorrphe é' A[Gj/R(A[G])
est auto-injectif & gauéhe; (n se ramene de fagon standard & examiner le probléme
lorsdue A >est un anneau simple de sous—corps premier k ;.le lemme 9Aet la“
proposition 7 montrent gulil sﬁffit dfétﬁdier le cas k[G] régulier aut6~injec-
tif & %auohe‘oh k = Z/(Pj (resp. Q) . Nous allons utilisér une méthode due é

E. Gentile [6] . D'apres la proposiﬁion 10 , G est dénombrable et la semi-

simplicité de k{G] donc la finitude de G résultera de la propriété suivante :

Lemme 1% : Scient A wun anneau de radical R , tel que A/R  soit

dénombrable, G un groupe tel que A[G] _soit auto-injectif & gauche. Si R'

désigne le radical de A[G] , alors A[G]/R‘ est un anneau semi-simple.

B = A[G]/R' est un anneau régulier auto-injectif & gauche [9] et dénom-
brable et tout idéal & gauche de B est projectif (J, Kaplansky[9]) done ‘B
est un'anneau héréditaire. Tout B-module cyclique est injectif, donc B est

semi-simple (B. Osofsky [12]).
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Théoréme 14 : Soient A un anneau, G un groupe infini tels gque A[G)

soit. auto-inijectif & gauche, Alors on a les-propriétés suivantes :

; . . P n
(1) A est un anneau quasi-frobenusien de caractéristique p -

(p premier)°

(ii) L'intersection des sous—groupes infinis de G est un

sous—groupe normal G, d'indice fini et &, _est isomorphe au groupe abelien

de type D .

Cela résulte des résultats précédents et du théoréme 73, 1, p, 283 de [5] ;

o 3 oy G oo & e
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Une dérivation & d'un anneau A est une application additive de
A dans A telle que :
| &(ab) = s(a)b + alsb) Va,b¢ A

Soient A un anneau (associatif) unitaire, et A = {6m}w R
famille de dérivations de A ., Nous construisons alors un anneau ‘A[X H A]
appelé anneau de polyndmes différentiels, de la fagon suivante @

soit X = {Xw}w ¢ g ume femille d'indéterminées ;

A-module & gauche libre engendré par l'ensemble des monbmes (non commutatifs)

A[X 3 A] est le

de la forme : Xm S ees . K (n=0,1,0.. ) ; la multiplication est déter-
W
1 n

minée par la formule :

W w w

ctest-t-dire inductivement par :

_(an;..g,X Jx X ) =(aX ... X )X ...X )
¥ Y Ungq Yngx Y “n-1 %n Uik

LR S ) .

+(ax ....%8 0 )((s )X
w W Wy Nt 1 “nik
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Montrons que cetté multiplication est associative : nous considérons
A comme un sous~anneau de A[X ; A] ; on remarque que dans tout anneau B
(non nécessairement associatif), l'ensemble :
N={uce€BsB ] (w)w = ulvw) Yv,w ¢ B}
est un sous-anneau.

Pour B = A[X ; A] , on a évidemment :

AcCNN
et il suffit de montrer que : Xw € N , c'est-a-dire :
(X u)v = X (uv) Yu,v ¢ A[X 5 A]
w w
et 11 suffit d'étudier le cas ol u est de la forme an ,o.,,Xw et v
1 n

est un élément de A , ce qui se fait par induction :

i n=0, ona:

X (av) = avX + & (av) = avX + a6 v) + (8 a)v
w ) w w w )

aX v + (6 a)v = (X a)v
W W w-

car § est une dérivation,
Ww.

Le passage de (n-1) & n est laissé au lecteur.

Dans le cas ol l'ensemble d'indices @ ne contient qu'un seul élément
la structure de A[X ; A] a été étudide sous différents aspects (en parti-
culier lorsque A est un corpé), par plusieurs auteurs : cette étude
commence en fait avec les travaux de Noether et Schmeidler, de (Ore et de
Jacobson et est & 1'origine de la théorie des anneaux non commutatifs.

Nous voulons, dans cet exposé, étudier la structure des A-modules

qui sont aussi des A[X ;3 A]-modules.
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Nous constatons que A[X ; A] a une propriété universelle pour. cer—
taines applications,

En fait, pour tout anneau B , toute famille {d d'éléments

m}w €VQ

de B , et tout homomorphisme : ¢ : 4 -~ B , tel que :
[a s 7a] = o(d a) Y€ Q
[\ w
a € A
il existe un unique homomorphisme f de A[X ; o] dans B , tel que :
f(a) = v(a) Vaea

W oW

Cette propriété universelle peut aussi se traduire par la représenta-

bilité d'un certain foncteur.

Soit AM un module, qui sera toujours supposé unitaire, g ‘la

représentation correspondante, de A dans M , et

D= {d une famille d‘'éléments de Homz(MQM) , avec ¢

wiw € R

[a , ga] = «{s a) (Yoen, acd) o
oW «
[a;8] = aop = Boa ~ dans HomZ(M,M)

D est alors appelée une famille de transformations différentielles
de M par rapport & A .
| Dlaprés la propriété wniverselle ci-dessus, il existe une unique
représentation ¢ de A[X : A] dans M prolongeant la représentation ¢
et‘telie que

cX =4d (Vweq)
O3 [y

Réciproquement, si M est un A[X ; A]~module (avec la représenta~

tion g¢) , alors est une famille de transformations diffé-

{c Xw§w £ Q

rentielles de AM par rapport & A .
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Définitions : Le A-module M (ou la représentation ¢ correspon-

dante) est A-admissible s'il existe une famille de transformations

différentielles (c'est—é-dire si on peut prolonger =+ en une représentation

¢ de A[X ; A] dans M).

M est A-irréductiblement admissible si on peut prolonger 1 en une

représentation irréductible de A[X ; A] dans M (ce qui est équivalent i

1'existence d'une famille D de transformations différentielles de AM

par rapport & A telle qu'il n'existe aucun sous-module propre N de AM

pour lequel : 6wN c N (VweQ)

M est aussi appelé différentiablement irréductible s'il existe une famille

A telle qu'il soit A-irréductiblement admissible.

Un des résultats principaux de cet exposé est la détermination
explicite de tous les A-modules différentiablement irréductibles, lorsque

A est artinien (3 gauche ou & droite),

Pour pouvoir énoncer ce résulfat nous avons encore besocin de cer-
taines difinitions.
Un idéal I de A est appelé A-idéal si :

8 IcT (Vo € Q) .

On remarque que les A-idéaux bilatéres sont justement les noyaux
de ces homomorphismes de A dans un anneau arbitraire, qu'on peut prolonger
en un homomorphisme de A[X H A] dans le méme anneau.

Pour tout idéal bilateére I de A , il existe un unique plus grand
A-idéal IA de A contenu dans I (obtenu comme la somme de tous les
A-idéaux bilatéres de A contenus dans I). On appelle RA <le A-radical

de A, o R est le radical de Jacobson de A .
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On a aussi : RA = (; PA ou. P parcourt l'ensemble des idéaux
primitifs de A .

A est A semi-simple si RA =0, A-simple s'il ne contient aucun
A-idéal propre, et différentiablement simple s'il existé une famille A
telle qu'il soit A-simple.

Donnons des exemples :

si A est simple, alors A est A-simple pour toute
famille 4 ,

si AM ~est la somme directe d'une famille de A-modules
irré&uc%ibles isomorphes, alors M est différentiablement irréductilble.

En‘effet, on peut choisir 6w =0 (VYupc¢ Q)_, et les éléments
dw appartenant au commutant Qe AM o ‘

Soit F un anneau commutéfif delééractéristique p premier, et n un

entier : on note Bn(F) 1'anneau commutatif :

FlE, 1000, X ]
P P
1 n/(x,{,e..,_xn)

ou X1, eeos Xn sont des indéterminées ; il est appelé aussi 1l'anneau
des polyndmes tronqués,

si S est un anneau simple de.caractéristique pﬂ,f”g<g% Bn(zp)

: Y
est un anneau différentiablement simple, car on peut prendre :

)

A

{53,“,,%} o 5, =14 ® <6/ax.

i

n

-1
(X19ooo,Xi_1) (O/OX.) K}
i=1 i
Cet anneau s'identifie & l'anneau de groupe SG , ou G est le

produitfdirect de n groupes cycliques d'ordre p (les générateurs étant

de la forme 1+Xi ) et ne dépend que de S et de n .
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Soit W un S-module, somme directe de sous-modules irréductibles isomarphes

etsoit.: M= W®Q B (Z ) un 3SR B (Z )—module, produit tensoriel de W
z 0 ntp
» - _

et du module régulier B&SZP) ; on peut voir alors immédiatement que AM est

différentiablement irréductible.

Par abus de notation, on écrira :

A=35Q Bfgzp) , ou aussi A= B/s) ,

si A possede un sous—anneau simple S tel que :

e
I2

S@Bé%)
Et, dans le méme cas, on écrira aussi :

M=VWV® Bﬁézp) cou méme M= Bﬁ(W) .

Dans les constructions précédentes, on peut remplacer Zp par un
sous—anneau quelcongue du centre de S sans changer A et M.
On pose également :

S

B,(5) -

W

ﬁo(w)

(oi S est simple, de caractéristique arbitraire).

J'ai démontré les deux théorédmes suivants dans [1] (en fait dans
un cadre plus général) ; la démonstration du premier en particulier est trds

longue.

Théordme 1 : Soit A un anneau différentiablement simple, contenant

un idéal bilatére minimal,

Mors A est de la forme : al(s) , ol S est simple et de carac-—

téristique non nulle, si n est positif non nul.
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Théoréme 2 : Soit A un anneau et A une famille de dérivations de 4 .

Si A est A-semi-simple, .si les-idéaux bilatdres satisfont la condition

winimale, et si A/p est artinien pour tout idal primitif P , alors A est

une somme directe finie d'anneaux différentisblement simples.

Ces deux'théorémeé'détermineﬁt alors-les anneaux'différentiablemént
semi-simples artiniens & gauche ou & droite.

Dans ce qui suit,-'A. est unsagneau?art;nien_é gauche ou & droite,
A unejfamille de dérivations de A<,‘ét les modﬁleS‘soﬁt ﬁnitaires;

Les deux théorémes suivants sent les résultats pfinciﬁaux de cet

- BXPOSé-,

Théoréme 3 ¢ Scit M un module fidéleg‘différentiablement irréduc—

A
tible ; alors A= B&ﬁ(s)_
A= B;fl(,w?

avec 'n 3 0, S -=simple artinien, et _W ,SOmmé directe de copies de l'unique

S

S-module irréductible.

Théoréme 4 ¢ Soit A wun anneau p-semi-simple tel que 3

A=@ B (s,)

Li=t1 TR :
et soit AM un module ’AQadmissible ; alors. AMv:KD MX , ol chaque MX est
R § ;
annulé par tous les Bﬁi(si) sauf un, correspondant & 1'indice i ; on a
alors : MX = Bﬁ£<wi> en tant gue Bﬁi(si>-module, ol Wi est

1 'unique Si-module irréductible,

Démonstration des théoremes 3 et 4 ¢ Supposons, pour commencer, que

M est uwn A[X,A]-module irréductible, que L est fidéle, et que I est un
A-idéal bilatere non nul de A ; alors : M =M ; en effet : IM est un
sous—module de AM invariant par toutes les applications § L car :

‘ w

& am=as m+ (& a)n
w W W
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appartient & IM si a est dans I et m dans M . L'anneau A é&tant
artinien & gauche ou a droite;' RA est nilpofent, et : .RAM £ M car M
est non nul; donc : RA =0, et A est A—semiusimpieé Si A= A1 C).AZ s
,A1 étant un A-idéal nén nul de A , alors 3
A1M =N , A2M = A2A1M‘= 0
et A2 f 0, donc A est A-simple et la démonstration du théoréme 3 se
raméne ércellebdu théoréme 4 .

' Maintenant, supposons seulement que A est A-semi-simple et gue
M est A—admissible.

Si S est simple, artinien, on a :

S = C)\f;

8 iel 1

ol les Vi sont irréductibles et isomorphes :

1

B(s)=B( ®Vv.) = &3 (V.)
ae Blyer Y qer ™R

B,(8)

et les composantes indécomposables princiﬁales sont toutes. isomorphes 3
Bh(vi) gui est ainsi le module régulier réduit de Bn(S) .

On sait que Bﬁ(s) , étant un anneau de groupe fini sur un anneau
simpie artinien, est un anneau Quasiufrobénusieny clest-a~dire artinien et
auto-injectif ; donc | A=@ Bﬁ;(si> est quasi-frobénusien, Les anneaux

i¢l 1
Bh(S) étant auto-injectifs,; chague module Bﬁ(W} (ot W est irréductible>9
est injectif,

Donc, tout A~module satisfaisant la conclusion du théoreme 4 est
injective,car une somme directe de modules injectifs; sur un anneau noethérien,
est.injéc;cif°

“Soit S8 1l'ensemble des sous-modules de AM qui vérifient la

conclusion du théordme 4, ordonné par la relation suivante :

S1 < 82 g8l et seulement si il existe un sous-module S3 dans
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S tel que : 5, = 31@53 , alors (S, ¢ ) est inductif,

 .Soit N -un élément meximal de S ; le module N é&tant injectif, on a 3

M=N@P .,

301ent‘,HN. et 'nP

et soit D tne famille de transformations différentielles de ‘M par rapport

‘;ies.projections canoniques de - M sur N et sur P,

N

B A';‘albfs f~{nPdS/P} est une famille de transformations différentielles

de- P par répport'é A, car

0O=dam~ad m-= (5 a)n=1.d an + (I1.d Jam - ald m - a(m.d Jm
w w ) N w Pow W TNw Puw

- (&5 a)n .
w
Soit, I 1l'annulateur de P .
Mors I est un A-idéal bilatdre de A .
A =‘I.C)J'3 o J ‘est un Aaidéé; bilatére de A , et on obtient

uneuiAareprésentation‘(oﬁ plutdét A/P-représentation) fideéle, de J dans P,

On utilise le théorémehsuivantf; (voir [2] p. A404) un module fiddle
sUr un anneau_quasi;frobénusieh contient toujours comme. sous-module, une copie
du module régulier rédﬁi§ de _.:L’?‘anzieaua On- obbtient ainsi url A=sous-module @
de P qui est, én_tantbque \j~module,kle‘ﬁodule régulier réduit de J .

Donc ¢ QeES, N@dQes d?oﬁ" Q=0+, J=0 et P= 0,

“done : N = Me S Cogof.d.

En conclusion,.signalons gque les résultats ci-dessus permettent
d'étendre aux anneaux artiniens A-semi=-simples, les caractérisations des
anneaux artiniens semi-simples, & 1l'aide des modules projectifs, injectifs,

ou complétement irréductibles,
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I. RAPPELS — DEFINITIONS - NOTATTONS.

Définitipn : Un anneau R est dit ordre (& droite) dans un anneau Q
si et seulement si Q est un anneau de fraction (é droite) de R

o

Notation : soit R wun ordre dans Q , A et B deux sous—ensembles de Q
A,*B={q€Q qoBcA} ~ A'.B=1{q¢€Q Ag < B} .

Définition : Soit R un ordre dams Q , I wune partiede Q . I est
dit R~idéal fractionnaire & droite 8i et seulement si
IRcI , Jarégulier a ¢ I, 3brégulier DI SR [III]
3i R est un ordre dans un anneau simple artinien les R-idéaux fractionnaires
& droite I admettent la définition suivante IR c I Ja régulier dans Q
tel que al soit essentiel dans R.

Notations ¢ soit I wun R-idéal , R ordre dans Q , I* =R.* I

b
0T)={aeq aIcT}.

Proposition : Soit R wun ordre dans un anneau simple artinien Q et
soit I un R-idéal & droite fractionnaire. Alors I est projectif si et

seulement si II¥* = Oz(I) et alors I et I* sont des R-modules de type

fini [I] .
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Définition : Soit R wun ordre dans Q , soit X wun idéal bilatere

de R « X est dit inversible si et seulement si X(X*.R) = (R.*X)X =R et

1

alors on note X ' =X%"R =R.*X .

Définition : On appelle anneau de Dedekind premier & droite. un anneau
noethérien 3 droite, héréditaire & droite, premier, qui est un ordre maximal

dans son anneau de quotients [III] .

Proposition :Pour un anneau qui est un ordre & droite dans un anneau.
simple artinien, il y a équivalence entre :
a) R est un anneau de Dedekind premier.

b) R a une arithmétique d'idéaux [IV] .

Définition : Un anneau est dit avoir assez d'inversibles si et

seulement si tout idéal bilatére contient un idéal inversible.

by

Définition_;"R eat dit "essentiellement borné" A& droite si et
seulement si tout idéal & droite essentiel dans R contient un iddal bila-

tére non nul,

Définition : R est dit primitif & droite si R admet un idéal
mgximal & droite qui ne contient pas de bilatére non nul ou encore si il

existe un R-module simple d'annulateur nul,

Proposition : Soit R un anneau noethérien, héréditaire, premier.
Alors il y a équivalence entre & R admet un idéal & droite minimal et

bR est simple artinien [I] .

Proposition ¢ Soit R wun anneau premier noethérien héréditaire et
I un idéal & droite essentiel de R , alors R/I est un R-module & droite’

de longueur finie [I] .
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Définition : R et § étant ordres dans Q ils sont dits équivalents
si et seulement si il existe a, b, c, & réguliers de Q tels que aRb < S

et ¢cSd <R .

Définition ¢ Un ordre R est dit maximal s'il est maximal parmi les

ordres de Q qui lui sont équivalents.

Dans tout le développement les anneaux considérés seront supposés
unitaires, et lorsqu'on ne précisera pas si l'on consideére qu'une propriété
est vérifiée & gauche ou & droite, c'est qu'elle 1l'est des deux c¢btés. Nous
utiliserons ainsi le terme idéal pour désigner un idéal bilatére et un

anneau noethérien représentera un anneau noethérien & gauche et & droite,

II. IDBAUX IDEMPOTENTS,

Lemme : Soit R un ordre dans un anneau Q simple artinien et soit

I un R-idéal projectif. Alors I*I est idempotent, I = I*:,R .

Preuve :
(I*1)(I%I) = I*(II*)I = I*O/Z(I)I = I*I ,

IS I* RcC OZ(I)(I*'.R) = II*(I**,R) c IR I , I = I*.R .

Théoréme : Soit R un anneau noethérien, premier, héréditaire ; R
est un anneau de Dedekind premier si et seulement si il ne contient pas

d'idéaux idempotents.

Preuve : si R est un anneau de Dedekind premier alors les
idéaux bilatéres non nuls forment un groupe, donc R ne contient pas d'idéaux
idempotents.

D'autfe part, soit X un idéal bilatdre. (R."X)X et X(X*.R) sont
des idéaux idempotents donc ne peuvent étre des idéaux propres si R ne

contient pas d'idempotents . Donc (R.'X)X = X(X‘-R) =R .
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R représente maintenant un ordre dans un anneau simple artinien tel

que tout idéal bilatere soit projectif, donc de type fini & gauche et & droite.

Proposition ¢ Soit X wun idéal inversible. Tout sous-module bilatere

V de X gqui contient R est un R-idéal fractionnaire et est projectif et

de type fini & gauche et & droite.

7

Preuve : Il suffit de prouver les propriétés & droite, & cause
de la symétrie de la définition. Soit x wun élément régulier de X ., (n a
xR € xV € R mais xR étant essentiel dams R, XV est essentiel dens R, donc -V est un R-4déd
fractionnaire & droite., VX esf un idéal bilatére de R et donc est pro-
jectif par hypothese. Donc (VX)(VX)* = O,E(VX) o Nous voulons montrer que
VV* = oﬂ(v) . O VVx oﬁ(v) = oﬂ(vx) . I1 suffit de prouver X(VX)* ¢ V¥

c'est-a-dire [X(VX)*]V < R , mais x‘%x(vx)*]vx CR done X(VK)*V < XRX =R .

Proposition : Si X est un idéal bilatére inversible de X , toute
chaine décroissante d'idéaux entre R et X est stationnaire & partir d'un

certain rang,

Preuve ¢ Soit R D I1 =2 I2 2 .. 2 X une telle suite., On a

RCI*C e CX . S0it V=t IL*, Mlors RSV K|
- - K21 K -7

de type fini., La suite croissante Ik* est donc stationnaire a pertir d'un

, donc V est

certain rang. Il en est de méme de la suite décroissante Ik puisque Ik=Ik*'.R .

Lemme : Soit A un idéal idempotent de R , A¥A = A et A¥* = Oﬁ(A) .

Preuve : A*A° = A¥A C RA = A C A¥A . On a donc A¥ C Oﬂ(A) mais

O,E(A) < A¥ est toujours vrai pour un idéal A d'un ordre R .

Théoréme : Soit X wun idéal inversible de R . Il existe une corres-
pondance biunivoque entre les idéaux idempotents A tels que X cCACR et
les anneaux S tels que R < S gXET , définie par :

A O/e(A): A% S SWR
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Il existe une autre correspondance biunivoque définie par :
A ~'Or{A) S+ S.°R
Prewve ¢ Si X C AcR alors RcC A* = Oz(A) cx" ! . Drautre
part A= A*<,R . Per ailleurs soit S tel que Rc ScX | . § est wn

R-idéal projectif de type fimi, donc - S{S*.R) est un idéal idempotent de R .

Il est clair que S*R = S(S*.R) et X< S%“RcR donc (S*.R)*=25.
Pro;gosition 3 Soit A et B deux idéaux idempotents contenant X . Alors
A+B  est idempotent et O£<A+B) =0,(8) N 0,(B) . 5i 4cB, 0,(a)20,/(3).

Preuve 2

Az-z-B‘?

|1

(84+8)° +AB+BA = A+BrAB+BA D B , A+B < (A+B)°

Oz(Aa-B) 2 O/g(A) N ;.O/g(B) 3 (A+4B)* < A¥ ~ B
LS B A*DB* donc oﬂ(A) o Oz(B) .

Proposition ¢ Soit A un idéal idempotent de R ~tel que X C ACR .,
Il existe une correspondance biunivogue entre les idéaux idempotents B de
R tels que Bc A et les idéaux idempotents C de S = O/g(zl.) 7 ,définie par

B+ BS C» CA

Preuve : C idéal de S = OZ,(‘A) = 4% 3 CACA*A=ACR ;
AC = AA¥C = SC = C

c(ac)a = ¢?A = ca

]

(ca)® = (ca)(ca)

donc CA est idempotent CAS = CAA¥ = C3 = C .

I

Par ailleurs soit B un idéal idempotent de R avec BC A

BS = BA¥ < AA¥ = S BA = AB = B

I

i

(BA%)? = Ba*BA* = (BA)AX(AB)A* = B(AA¥A)BA* = BABA* = BA¥
BA¥A = (BA)A¥A = BA = B .

Proposition ‘;_Soit( S un sur-anneaun de R contenu dans Xm1 s S
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est un ordre et les idéaux de S sont projectifs. Si R est un anneau

noethérien premier héréditaire, il en est de méme pour S..

Preuve : S est évidemment un ordre puisque R en est un .
Soit I wun idéal de S : I est un R-idéal donc est projectif en tant que
R-module. Donc I(R.*I) = Oz(I) Lo (RT) < (8:°1) , donc I(S.°I) = O)Z(I) .
Supposons R noefhérien, héréditaire, premi§r4 On démontre que tout'idéal:é
droite essentiel de S est projectif donc de type fini. Or tout idéalké droite

de § - est facteur direct d'un idéal & droite essentiel de S .

IIT. IDEAUX INVERSIBLES.

Dans ce paragraphe R désigne un ordre dans un anneau simple artinien,
et les idéaux bilatéres de R sont projectifs. Les idéaux bilatéres sont donc

de type fini & gauche et & droite et par suite R est noethérien bilatere.

Proposition : Tout idéal inversible X de R est un produit d'idéaux

inversibles maximaux (parmi les inversibles).

Preuve : Soit X un idéal inversible et P1 maximal inver-

sible contenant X , X < P, <R ; E?TX est un idéal inversible de R avec

RDF

X2X . Soit P, maximal inversible contenant qux donc
R2P. P, X2F 'X . La condition noethérienne bilatére permet de conclure

le résultat désiré.
Proposition : Tout idéal maximal M de R est inversible ou idempotent.

Preuve : Les idéaux 'M(M.‘R) et (R"M)M gul contiennent N
ne peuvent 8tre égaux qu'da R oud M . S'ils sont tous deux égaux a4 R M

est inversible par définition. Si M est égal & 1'un d'eux M est idempotent.

Corollaire ¢ Si N est un idéal maximal inversible alors ou bien N

est maximal, ou bien les idéaux meximeux qui contiennent N sont idempotents.
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Bn fait, nous allons montrer que les idéaux maximaux inversibles sent 1l'inter-

section des maximaux qui les contiennent.

Lemme : Soit X wun idéal inversible et soit M wun idéal maximal
idempotent contenant X . Il existe un idéal maximal idempotent M' contenant

» — H
X avec Or(M>_Oz(M )o

Preuve : Soit S = Or(M) et M!' = S*,R . Les propositions du
peragraphe II permettent de démontrer que M' répond aux conditions du théoréme.
Montrons que M' est un idéal meximal. Si M' n'était pas maximal il exis-
terait P meximal inversible contenant M' . On aurait donc X c M' < P et

: . ‘ ‘- Il ) o P » . Pﬁ ' )
par suite X c M' < P pour tout n . La suite décroissante au~dessus
N N+k

dtun inversible est stationnaire & partir d'un rang N P = P pour tout

entier k positif, Or ‘ceci est impossible si P est un idéal propre inversible.

Proposition : Soit X wun idéal inversible de ‘R, soit 'M1 O5X wn

idéal maximal idempotent. Alors X‘g;M14ﬁ'M2(\ cor AN, ol M, est un idéal

maximal idempotent et Or(M,l) = O,g(Mz), Or(MZ) = Oz(MB) s ,-Or(Mn? = oz(M1_)
. Preuve : On construit les Mi par un procédé récurrent &
1l'aide du lemme précédent. On obtient ainsi M2 M AN, 2K 0N, AN 2 .2 X

Cette chafine est stationnaire & partir d'un certain rang. Ceci n'est possible

que si deux des I coincident. Or si M, = M+, Qr<Mn+1 1) = Qg( n+1> =
OZ(Mi) = Or(Mim1) et par suite M . =M, . .0nadonc M =‘Mn+,i .

Définition ¢ On appelle cycle un ensemble fini d'idéaux maximaux idem—

potents 1iés pour O (M ) = O (M , ou un idéal maximal inversible.
3 . .. . n
Proposition : Soit M1, M2?;a,.?‘Mn une union de cycles de R.X = £11Mk

est un idéal inversible.
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Preuve sSupposons que nous considérons 1'intersection sans

éléments superflus, Si M _ est idempotent soit §_ Oz(Mk) et M, 1'idéal

maximal idempotent tel que Og(Mk) = Or(Mk“) . Mk* = Sk donc Mksk = Sk

'Mk*Sk = Mk“ . Soit A le produit des Mi différents de Mk et Mk“ ..0n a

R2M S 2XS_2AM MS =AM, , par suite
S, S X“R et X(X*.R) gg,Mk

Si M_ est inversible, soit B le produit des M, différents de I
R = MkMkuq éXMk"’1' o BMkMk"'1 =B , par suite

1

M S X.R et X(lefe)ng°

Donc X(X’.R) contient X et n'est contenu dans aucun des maximaux
qui contiennent X , Donc X(X'OR),= R et de méme (R»°X)X =X . X est

donc inversible.

Théoréme .: Tout idéal maximal inversible de R est 1l'intersection
d'un cycle.
Preuve : C'est 13 une conséquence immédiate des deux résultats

précédents,

Proposition : Deux cycles sur R coincident ou sont disjoints.
,Ereuﬁe sConsidérons 1'union des deux cycles et l'intersection
X des idéaux de cette union. La construction dtun cycle a partir d'un idéal

maximal idempotent contenant X est canonique, d'ol le résultat.,

Proposition ¢ Soit I = M1(‘lM2nMo r\Mh une intersection d'idéaux

maximaux de R et soit X wun idéal inversible qui n'est contenu dans aucun
des 'Mi o Alors XI =X NnI1I=IX .

1 1

Preuve : Soit J=XNIcX; J=XX J; X J estwu

1

idéal de R . Pour tout i XX J C Mi y XéMi , donec X_1JgMi ou
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¥ '7cI T=XNICXI domc XNI=3%I et deméme XAI=IK,

Théordme : Les idéaux inversibles de R engendrent un groupe abélien.

Preuye : Nous avons vu que tout idéal inversible est produit
d'idéaux maximaux inversibles, Or un idéal maximal inversible est i*intersection
d'uﬁ cycle., On voit alors & l'aide de la proposition précédente que le produit
de deux idéaux maximaﬁx inversibles est commutatif, donc le produit‘de deux

inversibles est commutatif.

Corollaire : Si R a assez d'idéaux inversibles, les R-—idéaux frac-

tionnaires inversibles forment un groupe commubatif.

. Preuve ¢ Soit X wun R-idéal fractionnaire inversible. Alors
il existe un idéal Y de R tel que XY soit un idéal de R . Néus pouv ons
-supposer Y inversible. Alors XY est inversible et donc X appartient au

groupe abélien engendré par les idéaux inversibles.

IV, JIDEAUX FINALEMENT IDEMPOTENTS.

Définition : On appelle idéal finalement idempotent un idéal I dont
une puissance n eét idempotente. On note ¢

ev(I) = . Infn_ = Infn .
In _ I2n In - In+1

On appelle alors idéal finalement idempotent un idéal I pour lequel

on a .ev(I) { 4+ o0,

Dans ce paragraphe nous considérons un anneau R héréditsire,
noethérien et premief,;ce qul impligue gque R est un ordre dans un anneaun
_simple artinien, gque les idéaux bilatéres sont projectifé, qﬁe R satisfait
la condition de chainé.déoroissanﬁe pour les~idéauﬁ au~dessus d'un bilatere

non nul, et que les idéaux premiers sont meximaux.
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Lemme : Soit X — R un idéal inversible. Alors Y = (M) Xn =0 et

: S . neN

X ne contient pas d'idéaux idempotents non nuls.
Preuve : Soit Y = MX' , supposons Y # O . Alors R satis-

fait la condition artinienne au-dessus de Y et donc pour un certain n

n n+1 . . o . . .

X =X , avec X "inversible propre,.ce qui est impossible,.

Soit A un idéal idempotent A C X . Pour tout n ona AcCX

donc Aann=O .

Proposition : Tout idéal maximal idempotent de R est maximal.
Preuve : En effet, s'il n'était pas maximal il serait contenu

dans un maximal inversible.

Théorsme 3 Soit R un anneau noethérien héréditaire premier et I wun
idéal de R Q'Alors I =XA ol X est un idéal invefsible et A un idéél
finaiement idem?otent.

Preuve : Nous supposons I non inversible. Soit X wun idéal
minimal parmi les inversibles contenant I . Si Y # R est un idéal inversible
.contenant Xf1i alors XDZXY DI et puisque XY ‘est inversible ceci contre-
dit 1le choix de X-o Donc I =ZXA ou A= X_1I n'est contenu dans aucun
idéal propre inversible. Nous allons montrer qu'un.tel idéal est finalement

idetipotent.

Proposition : Soit M1, M2, coey Mk des idéaux maximaux de R tels

gue A = M1(1 M2{1 .;, (\N& n'est contenu dans aucun idéal inver.sible»° Albrs
A est finalement idempotent ef ev(A) k.
Preuve : Si k = 1 A = M1 , M1 maximal et A non inver-
sible. Alors M1 est maximal idempotent, alors ev(4) = 1 .
A étant non inversible, un au moins des idéaux A(A.°R) et (R°.A)A
est différent de R . Suppos&ns A*A # R, _A*A est idempotent. Si A = A*A ,

ctest fini. - Nous pouvons supposer A cC A¥AcCR .
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R R. . n R . . o
o= {;W LR '1\'5—' car chaque M, est maximel. Or R/gi est simple
Fa 1 “i=]
done “R/A . est semi-simple.. Donc B _est isomorphe ‘au produit d%un certain

A*A
_nom"bre”fde‘s R/M s Soit A¥A ,,«~=‘M1"(’\1 sz'\ f\M =B . So:Lt alors

Co= M, M. Nl BCC :th,z?A:' AR*E = AB wr(Bf\C)B CCBCB MG
3+’f : S
Donc CB = A2 BC:.. Nous pouvens supposer (hypothese de recurrence)
ev(Blgd ,» ev(C) gk .
,Lemme: Soit B et C.  des idéaux finalement idempotents avec 'ev(,B) =P
‘:@V‘(.C)v;‘_c . On suppose BC.c.CB . Alors CB' est finalement ..idfempoten.t

et ev(CB)g ev(C). + eV(B)» R

Preuve : (B)0 3 (o)L 5 50T (SHPHT _ 500
3°° 2 (e8)°*" qomc  (0B)™P - (cB)C{‘?’”

Proposition s Soit A .un idéal qui n'est contenu dans auéun: inversible.
Alors 'A'*es,t' finalement-idenpotent. Plus précisément;, il n'y a qu'un nombre
1f1m. d*ldéam{ maX1maux Mi’ M,,,”.,,MI"C gui c¢ontiennent A et

(M N N, ﬂMk) s‘*; 1&eﬁzpa'¥;eﬁt,

Preuve ' : Comme R satisfait la.condition artinienne au-dessus
de & , l'intersection: des idéaux maximaux qui contlerment A .estude la forme
B M n M n an et 185 M sont des 1deaux‘max:maux_ldempotcents,

k+1q

'On a :B = .».‘Paxf “&llléﬂlﬁ&!, cromme,.l”e;s idéaux premiers de -R . sont maximaux

B faigparait cgmme,.r%éical nilpotent de R/ A& qui est noethérien, Donc pour

A
un. é;eiﬁ’tain £ ‘on.a ' ,Q,:.Bv,.,b 1}_6110 ."_Bktg s 231«:,2 s B, Soit &5 = 5,

Corollaire : Tn ‘id,é‘al-‘_ idempotent de - R nfétant contenu dans aucﬁn
:.nvermble il ex:.ste : M1, cony Mk , maximeux idempotents tels que

.A A& (M nM n...an)
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Corollaire : L'anneau R a assez d'inversibles si et seulement si tout

idéal maximal idemp.o-tent appartient & un cycle.
Preuve : Supposons gque R a assez d'inversibles, Soit M un

idéal maximal idempofent ¢ M contient un inversible‘e‘t donc M appartient
& un cycle,

Soit I uw idéaj_ de R , Alors I =ZXA avec X inversible et A
finalement idempotent. Pour un certain n B = A" est idempotent, I 2 XB .
Il sﬁffit de prouver que B contient un inversible. B = (M1 N Mzno” N Mk)k
ol les Mi sont des idéaux maximaux idempotentédonc appaftiennent a un cycie,

donc contiennent 1'intersection du cycle) Yi’ qui est un idéal inversible. Donc

B2 (”_Y.’1§L"2 coal gquil est inversible., Donc I contient 1l'inversible

»

X(.Y1Y2,”Yk)k .
Théoréme : Soit R un anneau noethérien héréditaire premier. Il y a

équivalence entre :

a) R a un nombre fini d'idéaux idempotents,

b) R a un nombre fini d'idéaux maximaux idempotents.

¢) R a un idéal idempotent minimal,

Preuve 3 Il est clair, & ce moment, que a {==>D, par ailleurs,

\

a ==>» ¢ , Il reste donc & prouver que ¢ => b .
Soit A = (M1n LT TP an) 1'idéal idempotent minimal en question,
Mi idéal meximal idempotent., Soit M wun autre idéal maximal idempotent et

I=Mf\M1nM2n“oanoAlors IkgAﬁMgA,donc I n'est pas fina-

lement idempotent puisque A est idempotent minimal. Donc I est contenu

dans un idéal maximal inversible X . X = P1 N P2n hPﬂ ou

(P1 oo Pz) < (IVJM,I 0o Mk‘) et les Pi forment un cycle,

Puisque A est idempotent on a2 A& X , donc M figure permi les P

Si. M est un idéal maximal idempotent, M et une partie de 1'ensemble



4‘0130

(M, ... Mk) forment un cycle., Or étant donné des idéaux maximaux idempotents

1
en nombre fini il existe au plus un idéal maximal idempotent qui forme cycle

avec ces idéauxy comme le nombre de parties de 1l'ensemble (M1 000 Mk) est

fini, le nombre d'idéaux maximaux idempotents de R est fini,

Théoréme : Soit R un anneau noethérien, héréditaire, premier avec
un. nombre fini d'idéaux maximaux idempotents, R ayant assez d'inversibles.

Alors R  est une intersection finie d'anneaux de Dedekind premiers,

Preuve : On considére 1l'ensemble des idéaux idempotents

minimaux A, , A

1 59 eeos An - R ayant assez d'inversibles, Ai contieﬁt un

inversible., Soit X 1le produit de ces idéaux inversibles. Alors X est

inversible contenu dans chaque .A.i . Soit B = A-l-=A2+‘,t,,,y+A.lrl . Alors B est

1

(8) = A 0,0 A o (
idempotent et 0, B) = {i} 0, Ai) , Qr(B) = 5:} 0, Ai? et les O, Ai) sont

les sous—anneaux maximaux de X—1 , de méme pour les Or<Ai> . Done 'Oz(B)=Or(B) o
B =B Or(B? = B Oz(B) = BB* = Oz(B) donc B =R = f\Oz(Ai) . Comme

R  est noethérien héréditaire premier il en est de méme de Oz(Ai> , qui, par

‘ailleurs, ne contient pas d'idéaux idempotents sinon Ai en contiendrait,

Donc Oz(Ai) est un anneau de Dedekind premier,

Théeréme : Soit R un anneau premier noethérien héréditaire. Alors
R est, soit primitif & droite, soit "essentiellement borné"‘é droite, .R
possede ces deux propriétés simultanéﬁent si et seulemént gi il est simple
-artinien,
Preuve :81 R est primitif & droite et "essentiellement borné"
alors i1l admet un idéal & droite maiimal gul n'est pas essentiel, R admet
dbnc unAidéal minimal & droite, & savoir un complément du préoédent9 et-donc

R est simple donc artinien.
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Supposons maintenant gue R est non primitif & droite, clest-a-dire
que tout R—module simple est d'annulateur non nul. Nous pouvens supposer
(hypothdse de récurrencq)que téut module de longueur finie p est d'annulateur
ﬁon nul., Soit U un module de longueur finie p+1 et V un Sousmmédule de
lgngueﬁr 1 de U.TV est d'ermulateur non nul K , U/V est‘d’annﬁléteur
non nul J , R étant premief 0 ¥ K ann U ;‘Donc toub module‘de longueur
finie est dfamnulateur non nul. Or nous savons que si I est un idéai 3 droite
essentiel de R ; R/I est un  R-module de longueur finie;, donc

Ann R/I = B # 0 ,par suite .I contient 1'idéal bilatére B .

Corollaire : Si R a assez d'inversiblesalors R est, soll primitif
soit eésentiellement borné.

I1 suffit de montrer que si R est essentiellement borné & droite il

b

1l'est aussi & gauche. Soit I un idéal & gauche essentiel et soit a ¢ I .

.a régulier., Par suite aR est un idéal 3 droite essentiel gqui contient un

1 1

idéal bilatdre et par suite, un inversible X aR 2 X donc ‘Ra 'aR D Ra 'X

1 1 1 1

RgRa_1X X 'DRa XX\"'aDXRa 'a ou ID2Ra2X . Donec R est

essentiellement borné & gauche.

Théoréme ¢ Soit R un anneau noethérien, premier, héréditaire,
essentieilémeﬁt borné avec un nombre fini d'idéaux idempotenfé;‘Aloré R a
agsez d'inversibles et c'est une intersectién finie d'anneaux de ﬁedekind
premiers essentiellement>bornés,

Preuyve : R .étant essentiellement borné on peut démontrer que
:les ordres maximéux équivalents -2 R sont des R-~idéaux fractioﬁnaires, et
lfon peut établir une correspondance biunivoque ehtre les idéaux idempotents
dé R et les ordres équivalents a R ét contenant R . Soit M, wun idéal

1

idempotent maximal M2_= Or<M1)"R est aussi idéal idempotent maximal et

Qr<M1> = C}(Mg) . Pulsqu'il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux idempotents ce
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procédé permet de fabriquer un cycle comprenant M1 , donc, R a assesz
d'inversibles pulsque tout idéal maximal idempotent ‘appartient & un cycle,
Par sulte R est intersection fini d'anneaux de Dedekind premiers qui sont

ordres équivalents & R et donc essentiellement bornés.

Théoreme : Soit - R un anneau noethérien premier héréditaire avec
radical .de Jacobson non nul. Alors R est essentiellement‘béfné, R aun
nombre fini d'idéaux maximéux et le radical de Jacobson J est inversible,

 Preuve : R n'étant primitif ni 3 géuche ni & droite puisque
tout idéal maximal é-gauche oﬁ 4 droite contient J , R est essentiellement
. borné, Noﬁs allons moﬁtrer que tout idéal maximal & droite I contieﬁf un
maximal bilatere. I contient un idéal bilatére non nul, lequel contieﬁt un
produif de-maéimaui 1= M1Mé oeaX Mh- ohvles Mi sonﬁ bilatéfes maximaux,
mmmmsrgél I+H, = R Ig(uWNQM,%Jﬁ%OMD%O

En reprenant ce raisonnement on voit que I‘ contient 1'un des Mi .

4 est l'intersection des idéauximaximaux a droitey‘é?est dénc une
intersection finie de tels idéaux, or ils contiennent tous un idéal bilatdre
mgximal. Donc J est aussi intersection des bilatéres maximaux qui. sont

donc en nombre fini, Donc R a assez d'inversibles, par suite tout idéal

maximal appartient & un cycle et doné J  est inversible.
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PLONGEMENT D'UN FIR DANS UN CCORPS,

d'aprés P.M., COHN

par. Melle BESSON

8 e

Nous allons montrer, dapres [1]*, qu'on peut plonger dans un corps
certains anneaux intégres non commutatifs, par une méthode qui n'est pas celle

*m Hem ]

. , . N . 1 \
de la construction du corps des fractions a droite RR ou & gauche R R
T 2 9

de l'anneau R considéré,

Nous utiliserons la "cléture honnédte" de l'anneau R , qui si elle existe

et si R satisfait certaines conditions, est un corps.

Cette méthode s’appliquera au cas d'un FIR, dont nous rappelons la

définition.s

Un anneau <. R est appelé FIR (Free Ideal Ring ) & droite s'il a la pro-
priété de rang invariant (c'est-a-dire si deux bases d'un R-module libre ont

méme cardinal) et si tout idéal & droite de R est libre.

Uh‘FIR a gauche est défini de facon analogue. Un anneau R est un FIR

si R est un FIR & droite et & gauche,

* (On pourra aussi voir [8] .
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Notons qufun FIR & droite et & gauche est un anneau intdgre (voir [4],
ou le déduire de [2], propriété III). Mais, un FIR & droite ne satisfait pas,
sauf dans le cas ol il est principal & droite, la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un anneau R intégre ait un corps de fractions & droite. :
aRMN DR # 0, pour tout a, b € R*¥ , Pour un FIR & gauche, nous avons les
conclusions analogues. Par conséquent, un FIR n'a en général pas de corps des

N

fractions & gauche ou & droite,

§ 1. CLOTURE HONNETE DE R.

&) VMATRICES PLEINES — DEFINITION KT PROPRIETES :

Soit . Mh(R) 1ltanneau des matrices carrées d'ordre n & coefficients
dans R .
. Définition : Une matrice A de Mh(R) est dite pleine si " A ne peut pas
&tre éérite comme prodult dfune matrice n x p et d'une matrice p x n & coef=
ficients dans R , avec p < n .

Une matrice A est.pleine si et seulement si l'endomorphisme o de Rn

qu'elle définit ne peut pas s'écrire : o = By , avec B homomorphisme de Y

dans R® sy homomorphisme de R" dans RY , et p<n.

Remarquons que dans le cas ou R . est sous-anneau d‘un anneau S , une
matrice A de Mh(R) peut &tre pleine sans 8tre pleine en tant que matrice de

'Mn(S) . On précisera alors : pleine sur R .

Proposition 1 : Si R est un corps les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(1) A est pleine,

(2)‘ A est inversible dans Mh(R) o

(3) A est non diviseur de zéro dans Mh(R) .




5.3

On connait 1l'équivalence de (2)9 (3) et de la condition suivante 3
l'endomorphisme o de RY défini par A est injectif. Or, si A est pleine,

oo est injectif, a cause de la factorisation suivante de ¢« : R - Rn/k@r o R

Inversement, si o est injectif, pour toute factorisation de ¢« 3

RI).

=

rP E R" on a nécessairement la propriété : y est injectif et par

suite pyn ,

Dans le cas général, il n'y a aucune impldcation entre les propriétés :
A est pleine, et A est non diviseur de zéro [1],0 Mais nous avons la

propriété suivante :

Proposition 2 ¢ Si A est un élément régulier de Mh(R) (é1ément

n'ayant asucun facteur diviseur de zéro & droite ou & gauche), A est une

matirice pleine,

Soit A un élément régulier de Mh(R> . Supposons ¢ A = BC avec B
matrice n xr', C matrice r xn , et r < n - En complébant les matrices
B et € aveec des zéros nous obtenons des matrices B' et C° de Mﬁ(R) ; qui

sont diviseurs de zéros dans Mn(R) et qui vérifient : A = B'CY

On obtient aussi les propriétés suivantes :

Froposition 3 : Toute matrice de Mn(R) , -Tacteur d"une matrice pleine

_de Mh(R) est pleine,

Proposition 4 : Soient A eth(R) , B¢ MP(R) , C une matrice n x p .
AC,
)

.Si-la matrice ( est une matrice pleine de ,Mh+p(3) , A et B sont des

0B

matrices pleines.

Indiquons, pour la proposition 4, gu'on utilise, afin de démontrer que
§ ¥ q

. .. ,PQ Gy _ (PCyQ0
A est pleine, la relation : ( 0 B) = (O B)(O I) .
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Tous verrons, ag]§”3,”que~tout,FIR satisfait les réciproques des propo-

sitions 2 et 4 . Introduisons la définition suivante :

Un anneau. R satisfait la propriété (P) , si la réciprogue de la propo-

gsition 4 est vérifiée.

On vérifie la propriété :

Proposition 5 : Si R satisfait (P) , la matrice unité de MﬁQR)

est pleine.

Corollaire : Si R satisfait (P) , R a la propriété de rang invariant,
_Pour-que -R ait.la propriété de rang invariant, il suffit, d'aprds [2] , que
R vérifie la condition : la metrice unité In de MH(R) est pleine (c'est

‘exactement la propriéﬁé‘ll de [2])

~ .B) CLOTURE HONNETE :

Avant d'introduire cette définition, on démontrera le théoreme :

Théordme | : Soit R un anneau satisfaisant (P) , sous-anneau .d'un

anneau S et tel que toute matrice pleine sur R _soit inversible sur S . Alors :

(a).le sous—anneau K de S engendré par R et les éléments des

matrices inverses des matrices pleines sur R est égal é-l“ensembleu‘KT des
s o - n . -
premiéres composantes u1Jde$ solutions u dans S d'équations de la forme 3

(1) Auta = 0 avec & €~Rn et A mafrice pleine de»Mh(R) o

(b) K est un corps.

- Monfrons l'inclusion ¢ K1 < K ., Soit u1
l'équation.(T) . Nous avons alors : u = = A_ia . Dol ¢ u? € K .

€ Ké , correspondant &

- Pour ‘obtenir l'inclusion ;K1 2 K , montrons que ‘KT est un sous~annedn

de 8 contenant R et les éléments des matrices inverses des matrices pleines
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sur R .
1). K, contient R , car 1'élément r ¢ R est solution de 1'équa-
tion (1) ,,avec n =1, a==-r et A= (1) (qui est une matrice pleine).

,2) Soit A&q'= qij) ~la matrice inverse d'une matrice pleine

-1

A€ Mn(R),g Bn égalant les - jPMeS colonnes des matrices AA ' et -In]g.puis

en utilisant une matrice P de permutation convenablement choisie, on obtient :

%3 %55 O
2 A Xe . | o= A & =
( ) qxg AP ?13 1
a?n a1n

‘La matrice AP , facteur de la matrice A = APP , est pleine, L'équation

(2) est donc de la forme (1) et, par suite,s aij € Kj;a

3) K1 est un sous~anneau de S . Soient, en effet, u, € K1 s

V? € K1 correspondant respectivement aux équations : Au+a = 0, Bv+b = 0,

On peut en déduire les dguations suivantes:

1+ 0.1 0N\ u{-vq fo\ = fA=aol uvj‘ 0
0 A u +{ a =0 + = 0
0 0 v 0 B v b

Comme R satisfait (P) , les matrices figurant dans ces équations sont

pleines, (n obtient donc : u.?mv‘T € K1 , u1v

3,6 K1 ¢

- Il reste & démontrer que K est un corps, ou encore que tout élément

u1 non. nul de K . est inversible dans K .. Nous avons u

1t'équation . correspondante, Soit a, la 112 colonne de A . Posons

4 £ K1 o Soit Auta. = O

Aﬁ :.(aazaz

i

b&eaﬁ} et ‘y

tjg:,’ ooaf\)g{eoc,_\.
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On vérifie 1'égalité : Auta = Av+au, = 0.

On démontre  (voir [1]) que A est une matrice pleine, Par suite,

i

elle est inversible sur S , et nous avons :

-...-']r _
v o4 A1 d1u1 = 0,

La fére composante x de - A?ia? est un élément de K et

satisfait ¢ 1 - XU1,= 0 .

Introduisons les définitions suivantes 3

Un anneau S est appelé extension honnéte de R si R est

un sous—anneau de S et si toute matrice pleine sur R est pleine sur S .

Un anneau S est appelé cldture honnéte de S s'il satisfait

,
les conditions ¢ | S est une extension honnéte de R .
Toute matrice pleine sur R  est inversible sur S .

S est engendré par R et les élémeﬁts des matrices.

inverses des matrices pleines sur R
.

Oﬁ nctera ¥{R) 1'anneau obtenu en ajoutant "librement® & R les
€léments de matrices inverses de matrices pleines sur R . Plus précisément,
solient X un systéme de’générateurs de R et @ un Systéme de relations
définissant R . E étant 1l'ensemble des éléments des matrices pleines sur
R, scient ¢ : E-— X" une bijection et @' l'ensemble des relations

Eaik c{aki) = pour toute mairice A = (aij) pleine sur R

$(R) est 1l'anneau défini par le systéeme génératewr X U X' et les
relations 9o Jd' .
Notons £ 1'homomorphisme canonigue R - Z(R) s L'anneau E(R) satige
fait (d'apres [3] p. 151) la propriété suivante :
Pour tout homomorphisme ¢ : R~ R’ tel que toute matrice

pleine sur R ait une image inversible sur R' , il existe un homomorphisme
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unigque E ¢ ©(R) = R' tel que P ==§f .
Nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 2 : Un anneau R satisfaisant (P) a une clbture honndte

K si et seulement si 1'homomorphisme f : R - $(R) est injectif : si K

existe, K est isomorphe & %(R) .

Si f est injectif, z(R) satisfait les propriétés d'une cl8ture
honnéte, Inversement, si ‘R a une clbture honnéte X , K est un corps,
d'aprés le théoréme 1 . Soit 1 l“injection de R dans K . Il existe
E‘; Z(R)-é K tel que i = if , Par suite f est injectif ; 2(R) est une
cl8ture honndte de R , donc un corps. On en déduit que 1'homomorphisme
i: 2(R) » K est injectif., De plus, 1l'image de i engendre X (d'apres la

Zeme propriété de la définition d'une cl8ture honnéte). Dfolt : K = £(R) .

§ 2. CONDITIONS SUFFISANTES D'EXISTENCE DE LA CLOTURE HONNETE D'UN ANNEAU
SATISFAISANT (P) .

Théordme 3 : Un anneau R satisfaisant (P) a une cl8ture honndte si

et seulement si on peut plonger, par un homomorphisme d’anneaux unitaires,

1'anneau MA(R) dans un anneay T~ satisfaisant :

(1) Toute matrice pleine de Mh{R) a2 une image inversible dans FYl o

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qulelle est

suffisante, nous utiliserons les lemmes suivants 3

Lemme 1 ¢ Un anneau F unitaire possédant des éléments

1
eij (1,3 =1 ... n) tels que -Efeii =1, eij =(ehz = 6jheiz s €8t

1

il

isomorphe & 1'anneau Mh(A> , avec A =-¢e, Fe .

IR

On vérifie que l'application g : F - Mn(A> définie par o(x) :,(ai

J

)
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avec os = edixej1 , est un isomorphisme 4'anneaux unitaires,

Lemme 2 & Si Mn(R) est plongé, par un homomorphisme d'anneaux unitaires,

dans un anneau Fﬁ satisfaisant (1) , on peut plonger R dans un anneau Rn

satisfaisant :

(2) Toute matrice pleine sur R d’ordre ( n & une image inversible sur Rn .

Nous avons un homomorphisme injectif P, ¢ Mﬁ(R)w» Fﬁ- et, dlaprés le
) T ' '3 . - ' — ‘.
le@me 1, 1'isomorphisme o : F_ Mh(Rn) , avec R = ?n<e@1)Fn?n(ei1> . Soit

. B o . . s s - , PO
gn s R Rn 1'homomorphisme défini par gn(r) r¢n(e11) o On en deéduit

o

®n

Y

) — S + 9 ; o= ""’"o . ancmry .
Mn(R) Mn(Rn) . On vérifie que l'on a 9, = og_ . Par sulﬁe, g et g,

sont injectifs, Montrons de plus que RnA satisfait (2).

Soit A € Mh(R), Pour que -¢n(A) soit inversible dans P, il faub
et il suffit que ;§;(A) le soit dans Mh(Rh) , c'est-a-dire que la matrice
EZ(A) soit inversible sur R .. Toute matrice pleine 4 ¢ Mh(R) a une image
gn(A) inversible Sur"Rn o

Soit A€ MP(R} (avec p ¢ n) une matrice pleine. Comme R satisfait
(P) §‘1a matrice A" = (g g) dfordre 1n est pleine. Son image. est inversible

sur Rﬁ . I1 en est de méme pour la matrice A .

Démonstration du théordme 3 : Soit Zn(R) 1'anneau obtenu en

ajoutant "librement" & R les éléments de matrices inverses des matrices
pleines d'ordre ¢ n . Nous obtenons un systéme inductif {EH(R),g fi}, ol

les homomorgphismes. fi sont injectifs. La limite inductive de ce systénme-

est z(R) .

i . . ) .
Soit f_ = 1'homomorrhisme R - zn(R) . I1 existe b Zﬂ(R)-» R, tel

_ a4 . . N ) .
que g = hnfn .- Comme. gn‘ est injectif, fn l'est aussi, ainsi gue 1l'homo

morphisme R - £(R) , ce qui montre l'existence de la cl8ture homnéte de R .
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On est ramené & résoudre pour 1l'anneau des matrices carrées d'ordre n ,
1l'ensemble SD des matrices pleines d'ordre n , le probleme suivant : plonger
un anneau R .dans un anneau R' ol l'image de tout élément d‘une partie S
finie de R soit inversible. Ce probléeme a une solution si et seulement si
1*homomorphisme de R dans RS , anneau obtenu en ajoutant "librement" les

inverses des éléments de S , est injectif.

Pour le cas d'un PIR , on appliquera & une partie de 5@ le théoréme
suivant :

Théoreme 4 : Soit R un anneau, S wune partie finie de R telle que :

(1) tout élément p ¢ S est non diviseur de zéro.,

(2) pour tout pe€ S End., (R/pR) est un corps.

(3) pour tout p,a € S, si p#aq ., HomR (R/PR, R/qR) =0

alors 1'homomorphisme canonique R — RS est injeectif.

La démonstration (voir [1]) utilise une construction de RS au moyen
d'anneaux tensoriels, Précisons cette construction, dans le cas S = {p} .

Si V est 1'idéalisateur de pR , c'est-a-dire V = {v ¢ R|vp € pR} ,
on construit le V=bimodule noté Rp_1 dont la structure de V-module & droite
est celle de R , celle de V-module & gauche étant donnée par :

(rp_1)v = (rvv)p_1 avec Vp = pv.B (v" est unique comme P est non

diviseur de zéro).

On définit (Rpm1)n en posant (Rp_1)n = (Rp_1) @w (Rp_1)n—1 o

De l'homomorphisme injectif £ : ¥ —>'Rp_1 défini par f(v) = vppm1 s
on déduit un homomorphisme (Rp-1)n—1.% (Rp_1)n ;5 on peut ainsi construire

lim (Rp” O™ = Ry o



5,10,

§ 3. CAS D'UN FIR.

Proposition 6 3 Soient R wun fir, A une matrice de Mh(R) ,

l‘endbmorphisme de R© défini par A , Les propriétés suivantes sont

équivalentes s

(1) A est pleine,

(2) A est un élément régulier de Mh(R) .

(3) Il existe un Re-module de torsion M et une suite exacte

(s) s 0-R8" S$8%>m-0.

Rappelons que.pour toubt anneau R , nous avons (2) => (1) o

On trouvera dans [4] (conférences 21-22), ou [5](§ 3), la définition
des modules de torsion ainsi que la démonstration de s (3) =D (2) o

Il reste & démontrer : (1) => (3) . Pour cela, montrons d‘'abord que
o est injectif. Ker o , sous module d'un R-module libre, est libre (dtapres
[6] prop. 2.6,) ; de la factorisation de o : R" - R >R, on déduit

o oUo 3 /Ker o A 9 §
donc ¢ Ker ¢ = O ., On peut alors construire:-la suite exacte (s) . Pour montrer
que M est un module de torsion, il suffit de montrer que. tout sous module N

de M satisfait : x(N) 3 0 (voir [4] ou [5]) .

Proposition 7 : Tout FIR satisfait (P) .

Considérons les matrices pleines A € Mh(R) , B¢ MP(R) , et la matrice

(A C

D=1%03

) . Les matrices A et B définissent respectivement les endomorphismes
injectifs ¢ de Rn et g de ”Rp » On vérifie que 1l'endomorphisme vy de
R™P géfini par D est aussi injectif. Ceci permet d'obtenir le diasgramme

commutatif suivant ; dont des 3 lignes et les 2 premiéres colonnes sont

exactes ¢
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0 0
l |

0 » R* » &% » W - 0
| | |

0 - RYE, p™E, oy o o
| |

0 » RY - R? - w - o
l |
0 0

On peut compléter ce diagramme en un diagramme commutatif. D'apres le
lemme des 3 % '3 , la Béme‘cqlonne,obtenue ainsi est exacte,

Les modules WN' et M" é&tant, d'aprés la proposition 6, des modules de.
torsion, M est un module de torsion (voir [4] ou [5]): Il en résulte que: D

est une matrice pleine,

Proposiﬁion;B‘: Soit R un PFIR, Alors :

(1) L'ensemble E. des matrices pleines de Mﬁ(R) est factoriel).

(2) 8i A est une matrice pleine atomique de M (R) =R, End_ (R., ) est
n n R “n/ 7
n AR
Tn
un corps.
Si Aet B sont @euxfmatrices pleines atomiques non semblables de

%ﬁ(R) , On a ;

HomRn@:.Il /i R, /BR) =0 .

- On trowvera dans [4], [5] ou [6] les définitions des notions utilisées
ici, la démonstration de (1), ainsi gue 1'étude des propridtés de la catégorie

TR ~des R-modules de torsion, catégorie abélienne dont les objets simples

(modules‘nfayant pas de sous-modules propres et non nul de torsion) sont de la

forme R , avec. A matrice pleine atomique. On peut en déduire (2) en.

n
/ARn,
passant & la catégorie T, des R_-modules de torsion (voir [5] ou [6]).

R,
n



Théoréme 5 ¢ Si R. est un FIR , 1l'anneau Mh(R) peut. 8tre plongé dans

un anneau tel que toute matrice pleine de Mh<R) ait une image inversible.

Dlapres la proposition précédente, (1)9vtoutebmatrice pleine admet une
factorisation en matrices atomiques pleines. D'autre part, si deux matrices
A et B de Mﬁ(R) sont. semblables et si A est inversible dans un anneau

contenant Mﬁ(ﬁ) , il en est de méme de B (voir [1]).

Soit . S un ensemble de matrices pleines atomiques deux & deux non
semblables de Mh(R) , tel q&e toute matrice‘pleine atomigue de Mﬁ(R) soit
semblable & un élément de S . D'apres la propositioﬁ 8, S satisfait les
conditions du théoréme 4 et 1'homomorphisme Mn(R) - (Mﬁ(R))s est injectif,
D'aprés le choix.de Sb,'toute matrice pleine de Mﬁ(R) est.inversible dans

(Mh(R>)S . Nous obtenons ainsi, dlaprés les théorémes 2 et 3 ¢

Théoréme 6 ¢ Tout FIR peut &tre plongé dans un corps.

Remargue 3 Dfaprés [1]9 on peut affaiblir les hypotheses des proposie.
tions 6, 7, 8 et démo du théordme 5, et supposer seulement gque R est un
k2n~FIR (anneau avec rang invariant, ou tout idéal engendré par moins de 2n
générateurs est libre), satisfaisaﬁt la condition de chafne croissante pour
les idéaux & droite & n générateurs, ainsi que la condition de chalne crois-

sante pour les idéaux & gauche & n générateurs.

Pour n = 1 , on obtient un 2=FIR atomique. Comme tout élément non nul
correspond & une matrice 1 x 1 pleine, le théoreme 5 se traduit par le
résultat suivant :

Le semi-groupe des éléments non nuls d'un 2-FIR atomique peut &tre

plongé dans un cCorps.

[1] signale aussi notamment, comme application du théoréme 6, le théordme

suivant 3



5.13.

Théordme 7 : Deux corps K1 et K2 peuvent étre plongés dans un méme

corps si et seulement si ils ont méme caractéristique.

I1 est clair que la condition est nécessaire, Pour démontrer qutelle
est suffisante, on utilise la propriété suivante :

Le produit libre d“gne famille Ki de corps sur un méme sous-corps K
existe (voir [7]) et est un FIR [1 ] .

oi K1 et K2 ont méme caractéristique, ils ont méme sous-corps premier

K et peuvent donc &tre plongé dans un FIR : leur produit libre sur K , qui

est lui-méme plongé dans un corps.
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'ANNEAUX DE FRACTIONS DES ANNEAUX NOETHERIENS

A GAUCHE D'EXPOSANT DEUX.
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‘Le point de départ de cette étude est un exemple que j'ai donné dans
[ 5](1) d'anneau noethérien & gauche co-irréductible d'exposant deux. Il se
tréuve qﬁe~l‘anneau considéré dans cet exemple posséde un anneau de fractions
4 gauche, J'étudie ici cette question de 1'anneau de fractions 3 gauche
(classique) d'un anneau noethérien & gauche en la placant dans le cadre du
théoreéme général de structure des anneaux noethériens & gauche d'exposant
2, [6] . Je peux alors donner une condition nécessaire et suffisante pour
1“existence de l'anneau de fractions (§,5), et méme définir la structure de
celui-ci (§ 6). Auparavant je dohne guelgues rappels sur le théoréme de
structure (§ 1) et sur les éléments réguliers de l'anneau (§ 2) , puis je

traite en détail 1'anneau de fractions de 1'exemple mentionné (§ 3).

(1) ~Voir la bibliographie placée & la fin de la conférence suivante,
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RAPPELS sur la structure d'un anneau noethérien & gauche.

J'utilise le théorgme de structure d'un anneau noethérien & gauche
d'exposant deux obtenu antérieurement [ 6] , et rappelé bridvement ici :
1l'anneau 4 = (M, K, g) est défini & partir de :

K anneéu noethérien & gauche semi-premier,
M : K-bimodule de type fini & gauche,
£ = (71, Y2) cocycle défini par deux fonctions Y, ¢ KxK—->M et

T, : Kx K- M vérifiant les identités suivantes :

rkY1(k"k”) - 'Y1(kk”,k") + 'Y1(k',k'k") - Y1(k,k')k" 0

v, ekt) + oy, (k) =y, (e ktek®) =y, (k! k") = ey (k' k)

v, (k) 4y (k) =y (4K k) =y (kK kk) =y, (Kt k" )k
-Yz(k' k") - y2(k+k’ k") + y2(k,k"+k”) - yz(k,k') =0

(1) { Yg(k9k’) = Y2<k’ k)

v, (1) =0,  y,(k0) = y,(0,k") = 0
d'ol résulte : Y1(k:1) = Y1(1,k') = 0
v,(k,0) =y, (0,k') = 0

\

L'addition et la multiplication sont alors définies dans A = M x K
(m,k) + (m',k') = (m+m'+y2(k,k') , k.+ k')

(m,k)(m? k') = (mk'+kem'~y (k') , Kk') .

2. ELEMENTS REGULIERS,

par

Théoréme 1 : Pour que (m,k) soit régulier & droite dans A , il faut

et il suffit que 1°'on ait les deux conditions suivantes :

R1 : k est régulier & droite dans K (donc régulier & gauche)

R2 : k est régulier & droite dans. M (m'k = 0 => m' = 0)

Pour que {m,k) soit régulier (& droite et & gauche dans A) il



faut et il suffit que l'on ait : R1 , R2 et

: k est régulier & gauche dans M (km' = 0 => m' = 0) .

R3 :

La condition R1 est la traduction du théoréme de Djabali~Goldie

([1] et [2 1) qui exprime que si a € A est régulier & droite dans A ,
il est régulier modulo 1le radical premier Sa de A . Nous allons donner

ici une démonstration nouvelle de ce théoréme inspirée par le théoreme de

structure.

Démonstration :

1) Les conditions R1 et R2 sont suffisantes. En effet, soit :

(m',k")(m,k) = (m'k+k'm—y1(k',k) , k'k) = 0.

On a donc : k'k = 0, m'k+k'm-y,(k',k) = 0 . Il en résulte : k' =0
¥

I

0 d'aprés I , et m' =0 d'apres R_ . En

d'apres R,| , puis m'k 5

conclusion (m',k') =0 et (m,k) est bien régulier & droite.

2) Les conditions R1 et R2 sont nécessaires. Démontrons le

d'abord pour R, . La condition m'k = 0 implique d'aprés I (m',O)(m,k) = 0.

2
si (m,k) est régulier & droite on a (m'",0) = 0, donc m' =0 .

Pour établir R1 , établissons un lemme gqui lie la régularité dans

M & la régularité dans K .

Lemme { ¢ Si k est régulier & droite dans M , il existe c_  , A ,

k1 dans K tels que :

(1) c, =N+ k c régulier dans K , et Mk1 =0 .

1°? [}
En effet, soit B = O-: M= {a €‘K|Ma = O} . C'est un idéal bilatere

dans K . L'élément k est régulier & droite modulo B (tk € B=> Mtk = 0

=> Mt = 0 => t ¢ B). Soit E 1'idéal & gauche Kk+B . Démontrons que

E est essentiel dans K . Soit i #0, i€ XK ; =i Mi= 0, ona

i €e€BCE et ENKi#0; si Mi#O ona if B, et comme k est
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régulier & droite modulo B , il existe ti = gk+a , « € B, ti £ B .
On adonc O# ti € EMKL ., L'idéal & gauche E , étant essentiel dans
1'anneau noethérien & gauche semi-premier K , contient un élément régulier

c ce qui démontre le lemme.,

o ?

Pour établir le théordme, démontrons maintenant la propriété suivante :

Lemme 2 : Si (m,k) est régulier & droite dans A , et si Mk1'= 0,

il existe c, régulier dans K tel que :

(2) ek, =y , pek.
1

F est essentiel, Soit i #0 , i€ K . Si ik, =0 ona O£i€KiNTF,

Si ik1 # 0, on a dans A : (O,i)(O,k) # 0 . Comme (m,k) est régulier a

Soit . F 1'idéal & gauche Kk k, = {a ¢ K[ak1 € Kk} . Montrons que

droite dans A , il existe une relation :

(m',k')(m,k)

Il

(m,,k,)(0,1)(0,k,) # 0

gk, 1) 0,k ) £ 0

(~y1(k21,k1) , k21k1) £0 .

Cela implique k,i £0 et k'k = kyik, , done O # ki€ F et
F est bien essentiel, d'ou le lemme 2 .

Le théoreme résulte alors des égalités (1) et (2), par :
co =vk , ¢, et c, réguliers dans K
car C = 0100 est régulier dans K et cela implique k régulier dans K .
On sait, en effet que, dans un anneau noethérien & gauche semi-premier, si
k était diviseur de zéro & droite il en serait de méme de vk .

La condition de régularité, & droite et & gauche, se démontre immédis-
tement par l'adjonction de la condition R3 .. Celle-ci est nécessaire :

kn' = 0 => (m,k)(m',0) = 0 => (n',0) = 0 => m*' =0 .

Elle est suffisante, avec R1 et R2 , car
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(m,k)(m*,k?) = 0 => mk“ﬂ-km“-yq(k@k") =0 et kk' =0

d'ob : k'=0 , km*=0 et m' =0, soit (m',k')=0.

“Corollaire : la régularité d'un élément (m,k) ne dépend que de k ,

et pas de m .

3. EXEMPLE, AVEC ANNEAU DE FRACTIONS A GAUCHE NON ARTINIEN.

J'ai donné dans [ 5] un exemple dganneaﬁ noethérien & gauche qui se
révéle comme ayant un anneaﬁ de fractions a gauche non artinien,

Soit K = A' wun anneau commutatif intdgre et noethérien ; soit P
un idéai prémier non nul de A' . On pose M = AE/P et on appelle  @ 1tho=-
momorphisme canonigque d'anneau : A* — AV/P , tandis que 1 est un homo-
morphisme injectif de A" dans AQ/P . (Son existence est assurée dans le
cas ol A' = R[X] et P = (X2+1) ) A“/P = ¢ ), Alors M = A“/P est un

'K bimodule par les opérations :

i

kom = olk)m  , mk = mi(k)
et clest un - K-module de type fini & gauche, engendré par @(1) . On prend
de plus § = (0,0) comme cocycle du théoréme de structure. C'est évidemment
le cas le plus simple dans la génération d'un anneau noethérien, mais il
donne déjd comme nous allons voir des propriétés fort intéressantes. L'addition
et la multiplication sont définies dans A = M x K par :
(m,k) + (m',k") = (m+m?, kek®)
(m,k)(m' k') = (milk') + g(k)mr , kk*) .
Les éléments (m,k) réguliers & droite sont ceux qui vérifient k # O .
. (Dans cet exemple, les conditions R1 et R2 du théoréme 1 sont identiques),

Les éléments (m,k) réguliers, & droite et & gauche, sont ceux qui vérifient

k £ P; la condition R entraine alors R? et R, .

3 2
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Théoréme 2 : L'anneau A construit dans 1'exemple 1 de [g ] adnmet

rre——————

un_anneau total de fractions & gauche, non artinien,

I1 suffit de vérifier la condition C des multiples communs & gauche
pour l'ensemble S des éléments réguliers. Btant donné (m,k) € .8 et

(m

1,k1) € &, trowver (m",k") ¢ S et (m',k') ¢ & tels que :

(mﬂfaku)(m,k) = (m"sk”)(m1 ’k1) °
Prenons m" = ¢ ; cette condition s'éerit

k'k = k', n'i(k) + ¢(k')m = @(k")m1 .
On aura une solution en prenant :

k" =¢ck , k'=ok, , o £ P,

puis n'i(k) = - ¢(o) @(k1)m + ¢(ao) @(k)m1 ’
ce qui est possible avetc :
plg) = i(k) # 0 (car k # 0) , qui admet une solution ¢ £ P,

et m' = = @(k1)m + @(k)m1

L'anneau de fractions ainsi obtenu nfest pas artinien, car autrement
la condition de régularité de SMALL [7 ] serait vérifide, ce qui n'est pas
puisque .R1 n'implique pas R3 o

Par contre il est noefthérien & gauche d'exposant 2 , et on peut
déterminer sa structure conformément au théoréme général (voir le § 6 ).

Dans le cas particulier ou A' = R[X] et P = (X2+1) et, plus géné-

ralement, si A}P est un corps on montre aisément que 1l'anneau A possede

un anneau total de fractions & gauche et & droite (1) .

(1) Cette remarque m'a été communiquée par L. SMALL,
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4, ZPLAN D'ETUDE,

Afin d'étudier le probléme de l'existence de 1l'anneau de fractions
3 gauche d'un anneau noethérien & gauche d'exposant 2 , on peut séparer

a priori les cas suivants :

I-Cas A= (MK, =0) , comme dans 1'exemple.
II - Cas A = (M,K,g = (y,O)) ou le cocycle § admet une forme
particuliére, analogue & celle qu'on rencontre dans 1l'étude des anneaux

artiniens & gauche d'égale caractéristique.

ITI - Cas général A = (M,K,g) .

Enfin, le probldme plus symétrique ou 1l'on suppose 1'anneau noethé-
rien & gauche et & droite donne lieu & des distinctions analogues et risque
de conduire & des résultats plus positifs,

Il se trouve, comme nous allons voir, que la forme de § n'inter-
vient pas pour l'existence de l'anneau de fractions, et que les conditions
ne portent que sur M et K . Malgré tout, les types I et II sont intéres-
sants, en particulier parce que leurs anneaux de fractions, quand ils exis-

tent, sont du méme type que l'anneau de départ.

5., EXISTENCE DF L'ANNEAU DE FRACTIONS.

Soit S 1l'ensemble des éléments k ¢ K , tels que k vérifie

' Théoréme 2 : Pour gue l'anneau A = (M,K) posstde un anneau total

de fractions il faut et il suffit que 1l'on ait les 2 conditions suivantes :

1) K possdde un anneau de fractions par rapport & S .

2) La condition des multiples communs est vérifide pour M

et 3



6680

Ymew , kegSs, Jo¢ s , m' ¢ M avec om = m'k ,

Les conditions sont nécessaires car 1) résulte de la condition des

multiples commmns dans A appliquée & (0,k) et (O,k1) , k€S . Elle donne 3

(k') (0,%) = (m",k")(0.k, )

avec k" € 8 dton (1) |k'k= Kk, K"eS .

La condiﬁion .2 vrésulte de la condition des multiples communs appligquée
dans A & .(m,0) et (0,k)
(n",0)(m,0) = (m* k*)(0k) , o¢8

O0=k'k dfolh k' =0 puisque k¢ S, et

(2) |om = m'k c €.8 -,

Les conditions sont suffisantes,

Donnons nous (m,k) et me’k1) avec kK € S .
I1 faut résoudre :  (m',k')(m,k) = (m“gk")(mzyk?) avec k" ¢ S
ce qui stéerit (3) lx'k = k"k1
(4) m”k+k“m~y1(k“9k) = m”k1+k"m?_y1(k"9k1) .
Or 1féguation (3) admet une solubion k*.k* avec k" ¢ S dlaprds (T)
et elle admet aussi les solutions k' , ok" avec ¢ quelconque € 8 . En

portant dans 1'équation (4) celle-ci s'écrit done :

m%&&ﬁwh(ﬁﬁx};m%ﬁﬂwmﬁhﬁﬁﬁﬁﬂ
ou -3 m'k = m"k1+ck"m1—ck“m+y1(ck“QK)MY1(gk”yk1) o

Or on a dfaprés les relations I 3
0Y1(k“,k)my1(ck",k)+y1(09k”k>xy1(59kg)k = 0

\ny(kltgkg)”\{,g(ﬁk"gk? >+Y1<69k"k’1“}MYQ‘("GQK"M;,} =0 .

- Comme k'k = k“k1 , on en déduit
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v, (ot sle)=y, (o k) = oy, (k' k)=y, (k7K )] + v, (o,k" )k ~y, (o, )i

et il faut résoudre : N

.

m'k = w'%k, + o(k"m —ktmry, (k'K )=y, (k",k ) + v, (o.k")k —y, (o, )k

soit encore (5) [mﬁ+y1(cgk“)]k = (m“+y1(c&k"}k?+ca .

Or je peux résoudre d'aprés (2) mk=c¢a en m. et g une fois

2 2

k et a connus ce qul est le cas, puls je calcule m' par mﬁ+y1(c9k")=m2

et m" par m"+Y1(69k") =0 ,d'ou (5).

6. STRUCTURE DE L'°ANNEAU DE FRACTIONS.

a). dans 1'exemple ]

M=Alyp » E=A" , A=HxX

K posséde un anneau de fractions par rapport & S = A~ P qui est

1'ensemble des fractions = , b ¢ O, ou localisé A'_ de A’ par

b P
rapport & P .
On considére le module -M' formé par les couples % , b £ P, avec

la relation d'équivalence :
m m'
E = ;-B_H(m) q)(b”)m = q)(b)mﬂ

i.e, les fractions du domaine d‘'intégrité. AQ/P (dans le cas particulier
AV = R[X] . AQ/P =¢ , et M' = M), On mumit M' d'une structure de

AP bi-module par :

P
promale o n2_abs
b'g  olb)p B°b = pil(b)
et la multiplication par

(

e a'y _aila’)  ola)a’ aal
)(Be § b") = (B i(\bc) + Cp(b)ﬁg 9 E '”"")

ol

4

™I

tandis que l'addition est évidemment :



o a o at o o a atl,
<§ -y +~(§T ,,g?> = (§+ET RN +>57) o

Petite simplification dans le cas ou M = .

b) dans le cas général
A=MxK .
Soit K' 1'anneau de fractions de K _par rapport & S , constitué
par les éléments sk

Soit M' lYensemble des couples ‘b€ 8, avec la relation

[on g =1

dféquivalence :

mV

1]

== fis € S, avsec s, b

1
13
%

E ? ¥
T s1b
s e gyt

1m sqm

On munit M' d'une structure de bi~K' module par :

« ,
EO% = %% avec gk=1tb, o€ 38 et
mk m'k . '
«_B g = ﬂé?gu 9 avec clt = M°'8 9 [+] € S °

(On laisse au lecteur le soin de faire les vérifications nécessaires,
y compris le fait que M soit un K'-module & gauche de type fini).
‘Puis on définit un co=cycle Y; R yé par :

=1

Yé(s_1k , skt = s_1y2(k,k“)

1

y%(smxk , S k') est plus compligué,

visTe L s TR = - ntkt ey (kLK)

o

ou k. ,n' est une solubion de

ok = k1s° s . O €S

nk = Y1(cgk) =n's’ = 71(k1,s“) o
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Cette solution existe toujours (raisonnement analogue & celui du
théoreme d'existence). Les expressions proviennent du calcul dens 1'anneau de

fractions de :

(0,k) . O,k! (Yg(kvkv) ,  kk')
We) Y0 = 109
. (nﬂgk_)(gskg) .
- B2y x 155 = oo e (med(0) = (e )(0e0)

Cas particulier : si = =0, on peut prendre m =n' =0 et y' =0
‘ Yy Yo Yy ’

il

avec Yé =0 , Si 0 on a aussi Yé = 0 ,

Yo
Donec ces deux types d'anneaux se conservent par passage a l'anneau

de fraciions.
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SUR LES ELEMENTS REGULIERS DES ANNEAUX

NOETHERIENS A GAUCHE D'EXPOSANT 2.

par L. LESIEUR

o O om0 o ® e ® o O

Je rappelle d'abord 1l'énoncé du théoreéme gui caractérise les éiéments
réguliers, et les deux conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence
de 1l'anneau de fractions a gauche (§ 1), Je donne ensuite quelques propriétés
des éléments réguliers qui montrent que ces conditions sont partiellement
remplies dans le cas général (§ 2). Ensuite j'analyse les sous—ensembles R1(K),
R2(K>, RB(K) qui interviennent dans 1'étude des éléments réguliers du point
de vue des cas d'inclusion ;3 on rencontre ainsi au passage la condition de
régularité de Small, et les anneaux noethériens complétement primaires &a

gauche,(§ 3). Enfin, je considére pour terminer une application (§ 4).
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1. LES ENSEMBLES R, (X), RZ(K),;RS(K)O
Rappelons le théordzme qui caractérise les éléments réguliers d'un.anneau
noethérien & gauche A d'exposant .2 , défini par sa structure (MgK,g) (voir la

conférence précédente)* ,

Théordme 1 : Pour que (mk) soit régulier & droite dans A , il faut

et il suffit que 1l'on-ait les deux conditions suivantes :

"k est régulier & droite dans K (donc régulier i gauche),

=Y}

k est régulier b droite dans M (mk = O ==> m = 0),

=)

Pour que (m,k) soit régulier (& droite et & gauche) dans A , i1l faut

et il suffit que 1'on ait RA,R2 et R5 ¢ k est régulier & gauche dans M
i ,

(km:Om)m:O) o

Désignons par Ri(K) le sous~ensemble de K vérifiant la condition
R, (i'=1,2,3). Ri(K) est un ensemble multiplicativement fermé, L'ensemble

des éléments réguliers est alors

S==Rr(K)N R (X) NR_(K) .
1 2 3
I1 est également stable pour la multiplication.

Rappelons aussi le théordme d'existence d'un anneau de fractions.

Théoréme 2 : Pour que 1'anneau (M,K,f) possdde un anneau de fractions

& gauche, il faut et il suffit : -

i) K possdde un anneau de fractions par rapport & S s

ii) La condition des multiples communs est vérifide pour M et S 3

VmeM,kxes, 3c€ S, m' €M tel que ogm=mk .

* K est un anneau noethérien & gauche semi-premier, M un K=bimodule de type

fini & gauche, & = <Y1’Y2) un co-cycle qui n'interviendra pas ici.
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2. FROPRIFTES VALABLES DANS LE CAS GENERALo

Dans le cas général, voici quelques résultats prouvant que ces conditions
sont partiellement vérifiées,

Rappelons d'abord que la condition des multiples communs de Ore est vérifide
pour l‘'ensemble R1(K) des éléments réguliers dans K :

Vk ¢ Rj(K) , ack, 3Jx'c¢ R1(K) , a' ¢ K avec k'a = a'k |,

Ctest le théoréme de Goldie d'existence d'un anneau total de fractions &
gauche de K , et c'est déjh une approche de la condition (i) .
Pour établir une propriété approchant la condition (ii) , démontrons

d'abord le lemme suivant s

Lemme s Si k¢ RZQK) R (c”est=é=dire si k est régulidr & droite dans

(M) , Mk est un sous-K-module &.gauche essentiel dans N .,

En effet, scit O# m ¢ M . On considdre la somme %
2 n
Kmk + Kmk™ + ooo + Kmk + o0o
qui est finie (condition ncethérienne) et on choisit n minimum pour que :

o - L

e = kmk + k 1

2
Si n=2 ona mk2 = k1mk d'ol, puisque k vérifie R2 , mK = k1m £0.
S n> 2 , on a g

n=1 n=2

mk =km+ knk + ... +k  nmk
1 2 n=1

avec k1m # 0 conformément au choix de n , d'ol :

km = m'k £0.

Propriété 1 : Si k ¢ RZ(K) (k régulier & droite dans M), pour tout

me M, il existe ¢ € R1(K) (régulier dans K) , et m' ¢ M , tels que :

cm = m'k
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En effet, considérons I = Mk’.m = {x ¢ K/xm € Mk} . Comme M est un
bi=-module, - I est un idéal 3 ganche de ‘K . Montrons que I est essentiels
Soit u#0, uekK.S8 umn=0 onaz 0 AuelIMNKu.Si un# 0, on prend
dlaprés la propriété 1
k'um=m'k £ 0 d'oh O#k'ue IMKu.
D'aprds le théordme de Goldie, I contient un élément régulier ¢ de K,

et la propriété 1 est démontrée. Elle constitue une approche de la condition (ii).

Propriété 2 ¢+ Les éléments m € M tels qu'il existe k ¢ R1(K)/ (régulier

dans K) avec km = 0 , forment un sous—bimcdule I de M .

Soit m€ I , donc il existe k ¢ R1(K) tel que km = 0 ., On.a pour
tout € K., kmy= 0. De plus, si A € K, la condition de Ore dans K donne ¢
CA = uk , avec ¢C £ R1(K) , d'oh cxm=0et Am€ I , Bnfin, si km=%k'm' = 0,

k Q‘Rd(K) , k'€ R1(K) ; i1 existe o=k k =kik' ¢ R1(K) et. olm-m') = 0 .

1

5 R3 .

{ou RQ(K> c:Rq(K)) .

5o . COMPARAISON DES CONDITIONS R1 » R

a) Cas R2 === R1

La régularité i droite dans . M entrafne alors la régularité dans K .,

Nous allons voir que cette implication est de régle en général,

 Propriété 3 5 (n a RQ(K) CZR1<K) , 8'il n'existe pas dans 1'anneau

A=Wy K une décomposition de 1l'idéal nul

_®
(1) o_JM»%(wwof\%

réduite en idéaux tertiaires, dont 1'une des .composanies est un idéal premier S% .

En effet, soit k ¢ RZ(K) , k¢ Rq(K) .. L'élément a = (0,k) ¢ A ne
peut étre régulier & droite dans 4 (théoréme~1)o‘Donc on a ¢

O‘ua:{xeAlxa:O}#Oa
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Diautre part, le radical & de A est l'ensemble (m,0) et la condition
k¢ Rg(K) implique :

(0va)n &=0.

En effet : (m,0)(0,k) = 0 =) mk = 0 ==> m = 0 . Considérons une
décomposition réduite de 0 °. a en idéaux & -gauche tertiaires, et la déceomposition
de & ‘comme intersection des idéaux premiers minimaux 3

0°,a=Q1noemeh, K= \SQTnMon{Pka

On a donc :

0 = 331 A... mfﬁi N NG

et, quand on réduit les éléments superflus, il reste au moins un idéal. premier,
soit- 5% ; sinon on aurait Qq(\'°°° m Qh =0*va=0. La propriété 3 est
démontrée.,

La réciprogue de la propriété 3 n'est pas vraie en général, c'est-a-dire

que la condition (1) n'assure pas toujours R2(K) g;R1(K)M9 méme dans le cas

commutatif, Dans ce dernier cas, on peut préciser :

Propriété 3' ¢ Si A est commutatif, on a RZ(K) g;Rq(K) sauf si et

seulement si il existe dans l'anneau A = M x K une décomposition de 1'idéal nul

en. idéaux primaires, dont l'une des composantes est un idéal premier qui soit, en

méme temps, maximal parmi les idéaux premiers associds & 0 .

(Démonstration laissée aux soins du lecteur).
On peut donc dire que la situation RZ(K) géIiT(K) est accidentelle, ou

encore gue Rg(Kj g;jRj(K) est vérifide en général,

'5) ‘,Cas R, => R, {ou R1(K)gR2(K)) .

(Condition de Small généralisée)., On sait que, dans le cas commutatif, cette

condition est vérifiée si et seulement si tous les idéaux premiers associés & O
dans sa décomposition en idéaux primaires sont deux & deux incomparables (tous

les composants primaires de O sont isolés),
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Dans le, cas non commubtatif, la condition de Small s'écrit
R1(K) c:Rz(K) f\RB(K) e? elle est vérifiée si et seulement si A possdéde un
anneau de fractions & gauche artinien.

On retrouve immédiatement cette propriété comme conséquence des conditions
(i) et (ii) du théordme 2. La condition (i) est la condition de Ore dans K ; la
condition (ii) est exprimée par la propriété 1 que nous avons établie dans le
cas général, Bt 1'anneau de fractions est artinien & gauche car d'aprés le.théordme

de structure vu dans la conférence précédente, 1l'anneau d'opérateurs de cet anneau de

fractions est l'anneau de fractions de K, qui est semi-simple, La réciproque s'établit
aisément
c) Cas d'un anneau complétement primaire & gauche ¢

(voir la définition et les propriétés dans [5]).

Propriété 4 ¢ Pour qu'un anneau soit compléfement primaire & gauche il

faut et il suffit qu'on ait :

R1(K)‘= R,(K) = K - {0}

clest=a=dire ¢ K est intégre et mk=0=> n1=0 ou k=0,

C'est une propriété qu'on a constatée dans 1'exemple donné dans la
conférence précédente,

La condition est nécessaire car on sait gque K = Aygé est integre, d'ol
R1(K)=K~{O}oDe plus, si k est diviseur de zérc & droite dans M , on a :
mk = 0, m# O . Mais cela entrafne : (m,0)(0,k) = 0 avec (m,0) # 0, d'oh
(0,k) est nilpotent et k aussi, donc nul,

| Démontrons que la condition est suffisante. Soit (m"ykﬂ)(m,k) = 0 , avec

(m',k') #0 ., nadonec k'k =0 et k' =0 ou k=0, S k=20, (m0) est

|

de carré nul donc nilpotent. Si k' =0 on a f{m',0)(mk) (m'k,0) = 0 d'oh
m'k = 0 avec m' # 0, donc k = 0 également,

Conséguence s Dans un anneau complétement primaire & gauche on a

(1) Ry => R ¢==> R R3<K) £;R1(K) = R, (K) .

2 9
En effet R3(K> est évidemment contenu dans K - {0} .
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4. APPLICATION,

7

Dans 1'exemple considéré & la conférence précédente on a en plus de (1)
la propriété. suivante :

(2) km=0, m#O=>kM=0 .

(En effet -@(k)m 0 dans A'/P integre, avec miﬁ 0 , entrafne ¢(k) = 0 donc

. Propriété 5 2 Siun anneau vérifie la propriété (2) , 1l'ensemble K_R3(K>

est un idéal de K complétement premier P ; le module "M est P-isotypique et

son coeur est égal & M .,

.Démoentrons gque P est un idéal bilatére. C'est en effet 1'idéal
0O+ M= {p¢ KIpM’: 0} o I1 est évidemment\oomplétement premier ¢ abm = O , .
m# 0'=> (bm # 0O et a¢ P, ou ’bm =0 et b ¢ P)., Démontrons l'isotypie.
Soit O=Km A Kn' ,m#0, m' #0.0ma P=0".m=0".m" et les modules
Km et Km' sont isomorphes. C'est une condition suffisante (cf. [3] ). De plus,
1l'enveloppe injective E(Km) est isomorphe & .E(K/P) vce qui prouve que M est
P-isotypiques.

Le coeur (]> de. M est non nuly si 0 % m € C(M) sona O+.m=7P qui
est donc maximal dans l'ensemble des idéaux annulateurs des éléments non nuls de
l'enveloppe injective E(M) . Mais alors cette propriété reste vraie pour tout
élément non nul de ‘M, ce qui prouve que M = c(m),

Supposons gue l'anneau vérifie, en outre la propriété
(3) ,RB(K)' cR1.(K)_nR2(K) .

Cette propriété entrafne :

(3)° Tout élément régulier & gauche est régulier & droite,

by

En effet, si (m,k) est régulier & gauche, on a nécessairement k ¢ R3(K>

(1) Pour la définition et les propriétés du coeur, se reporter 3 .[4] .
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dtou (m,k) régulier 4 droite d‘taprds (3).

Propriété 6 : Si un anneau vérifie les propriétés (2) et (3), la condition

(ii) du théoréme 2 d'existence d'un anneau de fractions est vérifiée,

En effet, soit k ¢ S = Rj(K) et me M . On peut supposer nm % 0 ; comme

Mk .est essentiel dans M (1emme), il existe k1m =m'k £ 0 . Il en résulte

k1 € R3(K> ; sinon on aurait k1M = 0 d'aprds la propriété (2), ce qui n'est pas,

Mors on a 3 k1 € S d'apreés la propriété (3),

Pour que. l'anneau de fractions existe, il faut et il suffit donc que la
condition (i) soit vérifiée, c'est-i-dire que K possdde un anneau de fractions
par,rapport a R3(K) = K=P , C'est ce qui a toujours lieu si K est commutatif
comme dans l'exemple.., Pour le cas général nous renvoyons & une autre étude [8] o

cin S o
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