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TRAVAUX SUR UNE CONJECTURE DE JACOBSON

par G, CAUCHON

\LNIRCDUCTION,

Dans ce travail, nous améliorons les résultats relatifs & la conjecture de

Jacobson [6] @

+o

"s5i A est un anneau Noethérien, de radical de Jacobson J, alors (~\ J = 0",

que nous avons publiés dans [4] et [5]. =1
Nous présentons également les travaux relatifs & cette méme conjecture, dus a

Jategaonkar [8], Schelter [10] et Boratynski [1], eux—ci n'étaient pas connus de
ltaubteur lors de la rédaction de [4] et [5]° Nous comparons nos résultats et nos

méthodes & ceux de ces divers algébristes,

I. GENERALITES,
Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont unitaires, de méﬁe gue tous les
modules §ﬁi, sauf mention expmésse du contraire, sont considérés & gauche,
Eftant donné un anneau A et un A-module M, on note Eﬁy& l'ensemble des annu-
lateurs premiers des sous-modules de M ¢
P(M) = {@ idéal premier de A[ ERF=R tel que” P= (ON)}
On 4it qu'un A-module P est premier.s’il est non nul et si, pour tout
sous—-module non nul N de P, on a 3
(0-.w) = (0-.p).
Tl est immédiat que, pour tout module premier P, 1'idéal bilatdre ® = (0.p)
est premier,
On désigne alors, pour tout A-module M, par Ass(l), 1'ensemble des annulateurs

des sous-modules premiers de M,
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on a, évidemment, pour tout module M :

Ass(m) < e(m).

Rappelons (voir [9]) gu'un anneau A est un T-anneau & gauche si ¢

1) A est Noethérien & gauche,

2) Si nous désignons par Spec(A) 1'ensemble des types de A-modules & gauche
injectifs indécomposables, et par Spep(A) 1'ensemble des idéaux premiers de A
l'application canonique Spec(A) — Spep(A) qui au type de l'injectif indécomposable
E associe l'unigque idéal de ASS(E), est bijective,

Cette application étant toujours surjective, il revient au méme de dire qu'elle
est injective, c'est-a-dire que, étant donnés deux injectifs indécomposables &
et E2 , On a s

(ASS(E1) = ASS(E2)) => (E1 = E2).

On définit symétriquement la notion de T—anneauy & droite,

Les T-anneaux & gauche forment une trés vaste classe d'anneaux Noethériens &
gauche comprenant en particulier les anneaux commutatifs Noethériens, et les anneaux
a identité polyn6m1§}e, Noethériens & gauche,

Ils possedent d'intéressantes propriétés, et en particulier la suivante ([3]

proposition 1)

PROPOSITION I 1 ¢ Soit A un T-anneau & gauche et soit M un A-module de type

fini,

Mors p(M) = ass(m),

Remarquons d'ailleurs qu'on ne connait pas d'anneau A Noethérien & gauche, tel

qu'on puisse trouver un A-module M de type fini, avec P(M) D ass(M).

Parlons maintenant de la conjecture de Jacobson qui a motivé ce travail,
Jacobson a posé dans [6] le probleéme suivant :

Soit A un anneau Noethérien & gauche, de radical de Jacobspn‘;, A-t=on
+ oo ‘

n
J =072

n=1

(n sait gréce & un contre-exemple de Herstein [9], que la réponse est négative,
I1 s'agit du contre-exemple suivant :

Soit p un nombre premier, soit Zb le localisé de Z ©par rapport & p et

solt @ le corps des rationnels,
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Z Q
L'anneau AH = P est Noethérien & gauche, de radical de Jacobscn
0 €
PZ Q +
J = b et r’) J’Il = (O Q) % 0. On constate que 1l'anneau A _ n'est pas
0 0 H
0 0 n=
+oo
Noethérien & droite et que 1'idéal J¥ = J est nilpotent,
N=1

Ces phénomenes ont conduit Herstein & poser les questions suivantes :

Question 1 s 81 A est un anneau Noethérien des deux cdtés, de radical de
+C><>I:L
Jacobsongy J, a-t-on (-) J =09
J e

Question 2 ¢ Si A est un anneau Noethérien & gauche, de radical de Jacobson J,

+ o0
1'idéal J¥ = M) 7% est-il nilpotent 9
n=1

On sait que la réponse & cette seconde question est encore négative, Jategaonkar
a, en effet, construit dans [7] un anneau AJ , intégre, dans lequel tout idéal a

gauche est & la fois bilatére et principal. Cependant, si J désigne le radical
c 4. W t n .
de Jacobson de cet anneau, l'idéal J = (~§ J n'est pas nilpotent,
=1 ’

Jategaonkar ne signale pas si lfanneau AJ gu'il a ainsi .construit est Noethérien
& droite, On sait aujourd'hui, compte tenu des résultats de [4], qu’'il n'en est rilen,
De sorte que la question 1 reste un probléme ouvert, |

Par ailleurs 1l'anneau AJ ne vérifie aucune identité polyndmiale (tout idéal
bilatére propre de AJ ne contient aucun élément central), et la question 2 reste
un probléme ouvert dans le cas des anneaux & identité polyndmiale,

En conclusion, les problémes suivants demeurent, Ce sont actuellement des pro-

blémes ouverts ¢

Probleme 1. (Conjecture de Jacobson-Herstein)

Si A est un anneau Noethérien des deux c8tés, de radical de Jacobson J,

oo
a—t=-on (*] J =029
n=1
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X*Probléeme 2,
Si A est un anneau Noethérien & gauche, & identité polyndmiale, de radical

4+ o0
de Jacobson J, 1'idéal J¥ = ( > JIl est-il nilpotent ¢
n=1

Et, en particulier :

*Probléme 3 :

Si A est un anneau Noethérien a gauche, & identité polynlmiale, premier, de

+ oo
radical de Jacobson J, a-t-on (’1 Jn =0 9

N="
Remargue ¢ Les anneaux AJ et AH de Jacobson et Herstein sont des T-anneaux &
gauche, Il résulte de [4} gue le probléme 1 est résolu per 1l'affirmative dans le

S

cas ol A est un T-anneau & gauche,

ITI. RESULTATS DE L'AUTEUR,

Nous avons établi dans [4] et [5], le résultat suiveant :

THEOREME IT 1 s Soit A4 un anneau Noethérien des deux c8tés, de radical de

+ o '
Jacobson J, Une condition suffisante pour que {’) Jn = (0 est que A soit un
n=1
T—-anneau & gauche, :

Rappelons que la démonstration de ce théoreme est trés courte, moyennant la

connalssance des deux résultats sulvants :

*L'auteur a résclu récemment, et par l'affirmative, les problémes 2 et 3 (en

N

Décembre 1974), grice & 1'établissement du résultat suivant :

Tout anneau semi-premier, & identité polyndmiale et Noethérien bilatére,
est Noethérien des deux cbtés,
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THECREME 11 2 ¢ ([2] et [3]) : Toub T—anneau & gauche A satisfait & la

condition (H) de Gabriel suivante :

Pour tout A-module de type fini M, il existe une partie finie {m1,@°0,mn}

de M telle que :
-~ (0mm) = (O'.m1) Moo n(0nm ).

LEMME IT 5: [4] 2 Si A est un anneau Noethérien des deux cOtés et si a

est un élément de son radical de Jacobson, alors
+ oo
n
() 48 = 0.
n=1

En fait, on peut améliocrer le théoréme ITI 1 et approcher plus fortement la

conjecture de Jacobson-Herstein 3

THEQREME IT 4 : Soit A wun anneau Noethérien des deux c8tés, de radical de

Jacobson J,

On fait deux hypotheses & gauche
PAPNIPNAOBINP PP PN

H1 : Pour tout idéal primitif & gauche % de A, le quotient A/® est un
anneau simple,

H_ : Pour tout A-module & gauche M de type fini, extension essentielle d'un
i

sous-module simple, on a P(M) = ASS(M,)°

+ o :
Alors 3 {ﬂ\ Jn = 0.
Nn=1

Remarques : Nous avons vu dans les généralités que 1l'hypothese H2 est
satisfaite si A ¢€st un T-anneau & gauche et mdme qu'on ne connait pgg“d“aﬂneau
Noethérien & gauche qui n'y satisfait pas,

Le lecteur vérifiera aisément que 1l'hypothese H1 est équivalente & la
suivante s
H1” ¢ Tout idéal primitif a gauche P de A est associé & un seul Type dlin-
Jectivité indécomposable, c'est-a-dire :

gquels que soient E et R injectifs indécomposables,

- S (P} = =
ass(B,) = ass(B,) = {P} = 1 = I, .

I1 est clair qﬁ'il est moins restrictif de faire cette hypothese que de
supposer que A est un T-anneau & gauche ; pulsque A est un T-anneau a gauche
si et seulement si l'hypothése H ' est satisfaite pour tous les idéaux premiers

[ v

de A {et pas seulement pour les idéaux primitifs & gauche).
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Démonstration du théoréme TI 4 ¢

Soit $B un idéal bilateére de A, compldtement N-irréductible en tant '
qu'idéal bilatere, c'est-a-dire tel que, pour toute famille (33i)i€1 d'idéaux
bilatéres de A, on ait :

[(Viegn)(8., 2 B)]=[N 8, > B].
# #

icT

Montrons que l'anneau quotient Aﬂ% est extension essentielle & gauche de

son socle & gauche,

Considérons, pour ceci, un idéal & gauche I de A, maximal pour la propridté
suivante : '

9 est le plus grand idéal bilatére contenu dans I,

Il est clair que I est completement N -irréductible en tant gqu'idéal 2
gauche ; de sorte que M = A/I est extension essentielle d'un sous-module simple,

Soit ® e Ass(a/RB). Il existe un idéal bilatére &’ ? B tel que :

P=(B . B)=[(1.4).8]=(-. 8)=7[0. (R+1/1)].

Donc e p(n).

(r, compte tenu de Héé’ P(M) = Ass(M) est réduit & un seul idéal qui est
primitif, Il en est donc de méme pour ASS(A/SB) qui coincide alors avec Ass(M).

Donc le A-module & gauche X = A/B est ®P-tertiaire, ou % est un idéal
primitif & gauche de A, .

X est de type fini, donc X' = (0.- 5D)X est essentiel dans X. (voir [11]
pour la théorie de la décomposition tertiaire), L'anneau quotient A/6 est

simple d'aprés H1 et, par suite, le module X' est semi-simple,
A

Donc A/S} = X est bien extension essentielle & gauche de son socle & gauche,
APPRAANIR, o A A A A A N N A PPN o b VAP A AN NS NN gt N AP NP A\ S

(n en déduit facilement, en appliguant le lemme II 3 et le théordme de Levitzki
& l'anneau guobient AAB , que J3 contient une puissance de J,

Comme l'intersection de tous les idéaux bilatéres, compleétement N-irréducti-

+ oo
bles de A est réduit & 0, on a bien : ('w Jn = 0,
N=1

Remarques : Contrairement a la démonstration du théoreme II 1, on n'utilise
pas ici la condition (H) de Gabriel, Cependant, on retrouve les techniques qui nous
ont permis de démontrer cette condition, En fait, on peut démontrer, gréce a ces

techniques, le résultat suivant qui étend la portée de la condition (H) de Gabriel :
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PROPOSITION II 5 : Soit A wun anneau Noethérien & gauche et soit M un
A-module co~-irréductible tel que P(M) = Ass(M) = (®1.

n suppose que l'idéal premier & est associé & un seul type d'injectif
indécomposable,

é&gag il existe ﬁn sous—ensemble fini {m1,..,,m de M, tel que

"
(0.m) = (o-.m1)(w... n(o~m ).

(On a méme le résultat plus fort suivant : les annulateurs des sous—ensembles de

M satisfont & la condition de chafne descendante),

La connaissance de ce dernier résultat et du lemme II 3, nous permet de donner

une démonstration beaucoup plus agréable du théoréme II 4, calquée sur celle du

théoréme IT 1 ¢

Soit I wun idéal & gauche coﬁplétement MN-irréductible de A, et soit 3
le plus grand idéal bilatére contenu dans I, Nous avons B = (O'.A/I).
Par application de la proposition II 5 au module M = A/I, on voit gque A/33 ’
considéré comme un A-module & gauche, se plonge dans une somme directe de copies
de A/I. Chaque A/I étant extension essentielle d'un module simple, on en déduit
que l'anneau quotient A/f3 est extension essentielle & gauche de son socle & gauche,
On voit alors, par application du lemme IT 3 et du théoreme de Levitzki que

5, et par suite I, contient une puissance de J, Comme 1l'intersection de tous les

idéaux a gauche, complétement N=-irréductibles de A est réduite & 0, on a

+ co n
bien ﬂ J = 0.
n=1

III., LES TRAVAUX DE JATHGAONKAR,
A.V. Jategaonkar a établi dans [8] le résultat suivant :

THEOREME JTT 1 ¢ Si A est un T-anneau des deux c0tés, de radical de

o+
Jacobson J, alors {—\_Jn = 0,
n=1

Ce résultat est évidemment moins fort que les théoreémes II 1 et II 4. Il est
cependant intéressant de se pencher sur la démonstration qu'en donne Jategaonkar
car elle utilise a2 fond les techniques de la théorie de la déviation,

Compte tenu du théoreme II 5 de [8], on peut rapporter d'une manidre lisible,
en en restreignant un peu le contenu, les théoremes 3,1 et 3,4 de [8] - qui sont

les résultats essentiels de l'article de Jategaonkar - sous la forme suivante :
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THECREME- I1T 2 ¢ Soit A un T-anneau des deux cdtés, et soit M un A-module

de type fini, Posons Ass(M) = {531,9059 5?K}a

Alors il existe une chafne de sous-modules de N :
0= BOcB1 C oo CBIl=M telle que :
£ # #
1) Pour tout i ¢ {15..0,0}, le quotient Bi/Bi—1 est co-irréductible,
2) (n a 1'égalité des deux ensembles d'ordinaux suivents 3
{dev(B1), dev(BZ/B1%eeo,deV(Bn/Bn_1)§ =
{deV(A/@ 1)9d‘ev(A/ \@2)9 o e ’dev(.A/L(SDk)}v

Jategaonkar en déduit le résultat suivant ([8} - corollaire 3.6).

THECREME III 3 : Soit A un T-anneau des deux c¢Otés et solt M un A-module

de type fini,

Si M est extension essentielle d'un sous-module artinien, i1l est lui-méme

artinien,

Démonstration : Rappelons qu“ﬁn A~module X est artinien si et seulement si

dev(x) = 0.

M étant, par hypothese, extension essentielle d'un sous-module artinien N,
on a 3 -

Ass(M) = ass(W) = (@,
gauche de A ; de sorte que :

{deV(A/iP1),oe,,dev(A/SDk)} = {0}.

reees $ 1 ou chaque P, est un idéal primitif a

Par suite, d'aprés le théordme III 2, il existe une chafne de sous-modules de M 3
0= BO c:B1 < ... C;Bn = N

telle que chague quotient B*/Bi—1 soit artinien (pour 1 < igm).

AN

Il en résulte aussitdt que M est artinien,

Démonstration du théoréme ITT { : Soit I wun idéal & gauche complétement

M ~irréductible de A, Le module N A/I est de type fini, extension essentielle

d'un sous-module simple, Donc M est artinien d'apres le théoreme III 3. Il
résulte alors du lemme de Nakayama qu‘'il existe un entier n > o tel que
TN = 0, et donc tel que jﬂ'gglo Comme 1'intersection de tous les idéaux a

gauche completement M -irréductibles de A -est réduite & zéro, on en dé&duit :
+
n
J = 0,

n=1
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Remarque : Nous avons appris par une lettre de Jategaonkar gue celui-ci a
initialement démontré le théordme III % sans utiliser la théorie de la déviation,
Cette démonstration n'a pas été publiée mais on peut penser qu‘eile est analogue
3 cellevdu théoreme IV 2 qui figure au paragraphe suivant, Jategaonkar nous a
également indiqué qu'il avait ensuite généralisé ce résultat et obtenu ses théo-
rémes sur la déviation (que nous avons rapportés sous la forme du théoréme III 2)9
dans le but d'obtenir des résultats nouveaux sur la structure des A-modules injec-
tifs indécomposables ([8] théoreme V %), Le lecteur vérifiera qu'on déduit tres
facilement de [8] - théoreme 5.%, le résultat suivant que Jategaonkar ne signale

pas :

THEOREME IIT 4 s Soit A un T-anneau des deux cO0tés, Supposons que A soit

tertiaire & gauche,

Alors A admet un anneau total de fractions & gauche et & droite Q gqui est
PRAIPNIPANI IO

artinien des deux cdtés,

Il serait intéressant de donner une démonstration du théoréme IIT 4 qui nfuti-
lise pas les théorémes 3,1 et 3.4 de ]:8]° Llauteur en connait une qui est relati-
vement courte, mais qui utilise quelques résultats (tres classiques) de la théorie
de la déviation.

Le lecteur vérifiera égslement que, par application de la condition (H) de

Gabriel, on peut déduire du théoregme III 4 le résultat suivant :

THEOREME IIT 5 3 Touf anneau A qui est un T-anneau des deux cbtés, se plonge

dans un anneau artinien des deux cdtés,

Rappelons que Small a établi ce résultat dans [13] pour tout anneau A qui
est une algébre finie sur un anneau commutatif Noethérien., ((n sait qu'un tel

anneau est un cas particulier de T-anneau des deux cdtés).

IV. LES TRAVAUX DE SCHELTER,
Toujours & propos de la conjecture de Jacobson-Herstein, Schelter a établi

dans Dé]lerémﬂt&;mﬂvaﬁ:
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THEQRENE TWpl : Soit A un anneau Noethérien des deux cdtés, On fait les

hypotheses suivaﬁtes :

A gauche : A est un T-anneau & gauche,
A droite : Pour tout idéal P primitif & droite, 1'anneau quotient A/®
est simple, ' '

Alors, J désignant le radical de Jacobson de A, on a 3
4+ ©o
n
()3T =o0.
n=1

Pour établir ce résultat, Schelifer, comme Jategaonkar, passe par 1l'inter-

médiaire du résultat suivant

'THECREME IV 2 ¢ Soit A wun anneau satisfaisant aux hypothéses du théoréme

IV 1 et soit M un A-module de type fini, Si M est extension essentielie d’*un

sous-module artinien N, il est lui-m8me artinien,

La démonstration de ce théordme utilise les résultats préliminaires suivants :

LEMME IV 3 ¢ Soit A un T-anneau & gauche et M un A-module & gauche fidele,

de type fini,

Mors M n'est pas singulier,

PRARASNEI AR

Démonstration : ('est une conséquence immédiate de la conditiont(H) de Gabriel,
Si on suppose que A est premier, on peut établir le lemme sans utiliser cette
condition (que Schelfer ne connaissait pas au moment ou il a rédigé son article),

en utilisant la propriété suivante, maintenant bien connue :

Condition de Krause : Tout idéal & gauche de A, essentiel dans A, contient

un idéal bilatére non nul de A,

Nous laissons au lecteur le soin de terminer lui-méme la démonstration (ou de

se reporter & [12])o

LEMME IV 4 ¢ Soit A un anneau quelconqueret M un A-module & droite de
type fini, Alors il existe un idéal _Sp primitif & droite tel que M&® c I,

#
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Démonstration : On établit aisément, en utilisant le théoréme de Zorn, que

M contient un sous-module maximal propre, soit N,

P = (N.'M) est alors un idéal primitif & droite tel que MP < Nc M,

Démonstration du théoréme IV 2 : Raisonnons par l'absurde, et supposons que

M ne soit pas arftinien, N est alors un sous-module propre de M, et nous pouvons
supposer que N est maximal parmi les sous-modules artiniens de W,

Posons oL = (0. N),

Je dis que l'anneau A/oL  est artinien & gauche,

En effet, on déduit immédiatement de la condition (H) de gabriel que A/d,

" est contenu (en tant que module & gauche) dans une somme directe finie ¥ de

copies de W, z’ étant artinien, il en sera de méme pour Aﬁn, . Nous laissons
au lecteur le soin de redémontrer ce résultat sans utiliser la oon&ition () de
Gabriel,

soit B ass(w/m).

I1 existe un sous-module X de M tei que ¢

NcXc M et, pour tout sous-module Y de M

#

NeYocX= P =(.7)=(0.%.

#

$ n'est pas primitif & droite, sinon A/f serait un anneau simple et

X/N serait un module artinien et, par suite X serait artinien, ce qui est
contraire & la maximalité de N,
B = (O'.X) est un idéal bilatére de A contenu dans P et on a clairement
PSR 5 de sorte que P/ est un AL -module & gauche de type fini. Done
¥/B, considéré comme un A-module i gauche, est artinien et, en particulier,
toute chafne descendante d'iddaux bilateéres contenus dans $° et contenant &

est stationnaire,

Nous en déduisons, par application du lemme IV 4, qu'il existe un nombre fini

?

P
1
clest-a-dire tels que @@1 o {PnX = O,

Posons 7 = {531 gprx;; ;

yonos gDn dlidéaux primitifs & droite, tels que 33331... @n = H

%2 ¢ N, sinon on aurait™® R ... P, ® , donc & serait égal & 1'un

c
des ;()'Di , ce qui est impossible puisque P nrest pas primitif & droite,
Z+N X et

(0. Z41/N) = §o-.z/Nn 7).
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Par ailleurs, % < (0-.2) < (0°.2/Nn Z) et nous aboutissons au résultat
suivant s
Il existe un module Z et un sous-module essentiel T = NN Z tel que

P = (0.2z) = (0.z7/1).

Donc 7 et 2/T sont deux A/ -modules fideles,
Par ailleurs, puisque T est essentiel dans Z, le mcdule Z/T est
singulier, Ceci contredit le lemme IV 3, et nécessairement, le module M est

artinien,
Le théordme IV 1 se démontre alors comme le théoreme III 1.

Remarque : Les techniques que nous avons utilisées dans le paragraphe II
sont complétement différentes de celles utilisées par Jategaonkar et Schelter,
En particulier, nous ne passons pas par lfintermédiaire d‘'un théoreme analogue

au théoreme III 3, On peut d'ailleurs poser la question suivante s

Question 3 Soit A un anneau satisfaisant sux hypothdses du théordme II 4 (ou

méme aux hypothdses plus larges du théoréme IT 1) ot soit M un A-module 3

gauche de type fini, 8 M est extension essentielle d'un sous-module artinien,

est=il lui-méme artinien 2

Nous savons répondre affirmativement & cette question scus les hypotheses
suivantes (plus fortes gque celles du théoreme IT 4, mais plus faibles que celles
du théoréme IV 2).

L'anneau A satisfait aux hypothéses du théoréme TI 4 et, pour tout idéal

primitif b droite % de A, llanneau gquotient A/P  est simple,

V., LES TRAVAUX DE BORATYNSKT,

Le résultat essentiel de [1] dd & M, Boratynski, est le suivant :

THEQREME V 1 : Soit A wun anneau Noethérien des deux cltés, J son radical

+ o

n

de Jacobson, et soit ¥ = Jd .
0

w

Si tout idéal & gauche de 1'anneau quotient 4/J¥ est bilatdre, alors

J¥ = o,
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Il en résulte en particulier que, étant donné un anneau A Noethérien des

deux c0tés, de radical de Jacobson J, une condition suffisante pour que
4 co

f’) I = 0 est que tout idéal & gauche de A soit bilatére,

n=1

Ceci est clairement un cas particulier du théoréme II 1 puisqulon sait qu'un
anneau A, Noethérien & gauche, dont tout idéal & gauche est bilatdre, est wn
T-anneau a gauche. Par contre, ce résultat se différencie sensiblement des résul-
tats de Jategaonkar et de Schelter puisque Boratynski ne fait pas d‘'autre.

hypothése & droite que 1'hypothdse Noethérienne,
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par G, RENAULT

I. RAPPELS.
Soit A wun anneau premier & I,P, de centre (, (n pose S = C—{o}g
F = 5_10, F est le corps des fractions de C et on désigne par @ 1l'annean

des quotients de A (the de Posner),

THEOREME 1.1 [4] : S_1A est un anneau simple de dimension finie sur son

centre qui est F, S_1A esf 1'anneau total des fractions de A,

THECREME 1,2 [4] : Soient A wun anneau semi-premier & identité polynémiale

fiddle, I # (0) wun idéal bilatdre de A, C le centrede A, 4lors In C # (0),

n note S 1l'ensemble desvnon—diviseurs de zéro de (.

COROLLAIRE 1.% (avec les nypotheses du th, 1,2) : Si C est un annean de

Goldie, les éléments de & sont non-diviseurs de zéro dans A et 1'on a @

1) S_1C F1($ ceo @ Ek , ou les Fi sont des corps,

2) S_jA =Q, @ ... @ Qk , ou les Qi sont des algebres simples de rang fini

- sur leur centre Fi' En particulier A est un anneau de (Goldie,

La propriété 1) est le théortme de Goldie dans le cas commutatif, Soit s ¢ S
et soit a¢ A tel que sa = Q. La relation s(aas AC) = (0), implique d’'aprés
le th, 1.2 a = 0, La propriété 2) résulte facilement du th, 1.2.

On rappelle également le résultat suivant [3] :
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PROPOSITION 1.4 ¢ Soit D wun corps de rang fini m2 sur son centre P,
Alors D admet un sous~corps commutatif maximal K, extension séparable de ' F

7t Fod
et 1'ona D@, K Mm(K)°

Iio ANNEAUX PREMTERS A IDENTITE POLYNOMIALE

Les notations sont celles du paragraphe I,

THEOREME 2.1 3

a) Soit (a1,°°¢,a 2) une base de Q sur F, Alors il existe ¢ # 0,
n

c € C . %tel que :

2
n

CA C .G-) Ga:.L N
1=1
b) Si les a; appartiennent & A alors
afd] = %2 o[, .
c e cdi

1) Q= (F),

: n
“Soit (eij) un systeme de matrices unités de Q, (n a donc g;%eii = 1,

- 0 3 — . ‘
eijekl = 63keil (1). D ap?es le th, 1.1 on a °; 4 = fijlcg fij €A, c¢ C,
Soit a =.§:: aijeij . aij € F, un élément de A, Les relations (1)
1sd
. : 2 J
mpli b L= L= f .
impliquent a:LJ E etiaejt , ©C alJ E tlafjt . (n en déduit que
s, ¢ FAA=C, on adonc ¢®h o @ Ce.., Soit (& ,.0..,2 ) une base de
ij i iJ 1 2
- 9d n
Q sur F, I1 existe c¢' ¢ C-{0} tel que :
2
" 2
cveij c @ Cak s 1&1, Jg&n
k=1
2 n®
ce gui implique c'c“Ac @ Cak , Ce qui démonire la propriété 1 dans ce cas
k=1 '

particulier,
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2) Cas général,
Q est isomorphe & MK(D), oW D est un corps de rang fini m2 sur F,
avec n = km, D'aprés la prop, 1.4, il existe un sous-corps commutatif maximal K
de D, qui est une extension séparable de F, (n a X = F[b] et Ll'on peut prendre

b entier sur (. Sous cette condition C[b] est un C-module libre de base

m— 7 e -
190500040 1. n a les propriétés suivantes :

a) Q& F[b] * e @ K = Q@, F[b] = @, c[>]
En effet, Q@C F[b] = Q®O (C[b] ®C F) et comme Q®C P est isgmorphe a Q
les propriétés résultent de l'associativité du produit tensoriel,
p) a@yk=u (e, x) =u (k) (mop. 1.4).

c) ¢ Q C[b] est le centre de A@C c[r].

Car 1@1,,”,1®bm_1‘ est une base de A®O c[r].

On identifie Q, A, ¢ & des sous-—anneaux de Q ® K au moyen de ltapplication

X -xQ 1.
a) §'(ag, o[¥]) = @k
(a ®C C[b]) ®C F=(A ®C' F) @C c[v]. D'aprés le th, 1.1 A@C P est iso-
morphe & Q, la relation résulte alors de la propriété a).
soit (a ,...,a 2) une base de § sur F(a1 @ 1s00008 , @ 1) est une base

1
n n
de Q®F X = Mn(K). D'apres la premidre partie de la démonstration et la propridté

d), il existe CEC2C® 1 tel que :

2
n
(c@ a@cr])c @ (c@c[r])(e, @ 1)
i=1
n? .
ce qui implique CAc @ Ca, , ce gul acheve la démonstration de la premicre
i::'] -

partie du théoreme,
Sl les éléments a; appartiennent & A on a :
Il2
iG:')1 C[%]aj_ < A[%]



n
. 1 -8 ) . -5 : .
si x ¢ A[E]X =ac , ac¢ A, ca= ;;;—Ciai . Par suite c¢ "a appartient &
nZ
® c[é]ai , dfol 1'égalité,
i=1 .
COROLLAIRE 2.2 ¢ Si A est Noétherien & droite, il existe ¢ # 0, ¢ € C
tel que :

1) C[1] soit noethérien,

S

2) A[%] s50it noethérien & gauche et & droite,

.
n
. 1 1 .
Reprenons les notations du th, 2,1, (n a A[C} = ;?1 C[E]ai . Soit I um
A 2 -
1 n
idéal de C[E] 5@ Ia; est un idéal de A, engendré par un nombre fini

i=1

d'éléments (X1,o,,,xp)n Les composants des Xj dans la base (a1,o,°,a 2)

n

engendrent I,
Remarque : Le corcllaire.2,2 reste vrai, si on suppose seulement que les

idéaux bilatéres de A vérifient la condition maximale,

COROLLATRE 2.3 2

a) Soit. A un anneauw premier & T,P. Il existe c # 0, ¢ € C tel que

A[%] soit _entier sur C[‘g—]°

b) 8i C est noethérien, A est noethérien & droite et & gauche,

Cela résulte du th, 2.1, Pour la théorie des anncaux entiers sur leur

centre cf [1]o

ITTI. LE CAS SEMT—-PREMIFER,

THECREME 3.1 ¢ Soit A un anneau semi-premier & identité polynémiale et de

centre (¢, Si C est noethérien, A est un C-module de type fini, c'est donc

un anneau noethérien & gauche et & droite,

Nous reprenons les notations du corollaire 1,3 et Q désigne 1l'anneau total
des fractions de A, (na Q= Q1(9 oo @ QK et si e; désigne 1'élément unité

de Q e, = ci/c s G, €C,c€ 8. BSoit C; le centrede Ae, , on a:
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k k

Ac @ ke, , C(@Ci)cc (1).
i=1 i=1

D'aprées le théoreme 2.1, il existe un entier ny tel que Aei se plonge dans

n.
L

C . 8 n=sup n, o A se plonge dans le C-module (01(9 ceo @ Ck)n diapres
i

(1), dans o , car ¢ est non diviseur de zéro (corrollaire 1,3).

PROPOSITION 3.2 ¢ Si A est un anneau semi-premier, noethérien & droite &

identité polyn®miale, il existe c¢' ¢ S tel que

1) C[gT] soit noethérien,

2) A[JT] s0it noethérien & gauche et & droite,
c

Avec les notations de la démonstration du théoréme 3,1, on a :

k
1 1
A= @ 4l .
1=

Done A[é] est donc un produit fini d'anneaux noethériens & droite et premiers,

Les résultats du paragraphe II permettent de conclure facilement,

IV, QUELQUES EXEMPLES,

1) L. Small a construit un anneau intégre noethérien & gauche et & droite

a I,P., dont le centre n'est pas noethérien,
Soit B un anneau commutatif noethérien intégre muni d'une involution ¢

tel que l'anneau des invariants 8%

ne soit pas noethérien, Alors l'anneau des
pelyndmes B[x,g] est un anneau noethérien & gauche et & droite de centre
BG[XZ] et comme B[X,c] est un BGEXZ]—module de type fini, B[X,c] est &

identité polyndmiale,

2) PROPOSITION (a. Cauchon) : Il existe un anneau premier A, nosethérien &

gauche et & droite, & identité polyndmiale, de centre ¢ tel que :

1) C n'est pas un anneau noethérien,

2) A n'est pas entier sur (,
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Soit k un corps commutatif et soit k[X,Y] l'anneau des polyndmes & 2

indétermindes,

P+XQ, g—§+XR
A=cue M, ([X,1])/1=
XS , P+XT

A vérifie les conditions de la proposition, son centre est :

¢ = k[X]+k[X,Y] (é ?)o

—_— e ® o O

o™ oo™ e
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RADICAL DE JACOBSON D'UN ANNEAU DE GROUPE
SUR_UN GROUPE DE FROBENIUS FINT
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Dans ce qui suit, A désigne toujours un anneau et ¢ un groupe, Reprenant
des résultats de [1] et [2]9 nous montrons que le calcul du radical de Jacobson,
dans le cas particulier que nous envisagerons se ramene au calcul du radical d'un
sous-anneau A[H] de l“anﬁeau de groupe A[G], pour un certain sous-groupe H de G.

o note R(X) 1le radical de Jacobson de l'anneau X,

I. NOTATIONS ET RAPPELS.
Les notations et les principaux résultats sur les anneaux de groupes, utilisés

ici, peuvent &tre trouvés dans [3]0 Nous rappelons entre autres

PROPOSITION TI.1 ¢ Scient A un anneau, G un groupe, N un sous—-groupe de G,
(n suppose N normal dans G et que [N19 l'ordre de N, est inversible dans A ;

alors

1) N est un idéal bilatére de A[G],

§

2) L{wN) = R(wN) = A[G](]N['1 Y x), ou ]N]_1EX est un idempotent
xcN xelN

central de A[G]. .
(1(1) est 1'annulateur 3 gauche de I, R(I) 1l'annulateur & droite),
3) Ale] = o @ Lwl).

Nous faisons également gquelques rappels sur les groupes de Frobenius ([4])o
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DEFINITION I.1 : Un groupe de Frobenius G est un groupe de permutations
transitif sur un ensemble X, vérifiant :

1) Le. sous-groupe. Hi des éléments de G fixant un élément x de X est
non trivial,

2) Seule l'identité fixe plus d'un élément,

Cette définition est équivalente & la suivante :

DEFINITION I.2 ¢ Un groupe G est un groupe de Frobenius s'il contient un
sous—-groupe propre H vérifiant : '

1) w8 = i

'2) L'intersection de H et de tout conjugué Hg de H différent de H est
réduite & 1!'élément neutre,

(¢ est dit de complément H),

Dans le cas d'un groupe de Frobenius fini, nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION T,2 ¢ Soit ¢ un groupe de Frcobenius fini de complément H ; alors

1) L'ensemble N des éléments de (¢ n'appartenant & aucun conjugué de H

forme avec 1'élément neutre de ¢ wn sous—groupe normal de G; appelé le noyau de G,

2) |H| divise [w|-1.
3) N est nilpotent.

4) H induit un groupe régulier d'automorphismes de N,

II. QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES,

LEMME II.1 : Si G est un groupe de Frobenius de noyau N, K un sous-groupe

de N, normal dans G, et si g ¢ N, alors :

1

[K,g] _ (x 'g”'xg/x ¢ K} = K.

N).

Preuve : (résultat démontré par ywallace dans le cas particulier X

Soit x ¢ K. K étant normal dans ¢, on a x_1g—1xg = X—1(g—1xg) € K; et

donc [K,g] < K.

Pour démontrer 1l'inclusion inverse, il suffit de vérifier que l'on a
I[K,g][ = |K|, c'est-a-dire que l'application K — [K,g] définie par x - [x,8]
est injective, g n'appartient pas & N, et donc appartient & un conjugué de H

et est différent de 1'élément neutre ; g induit alors par conjugaison un
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automor phisme régulier de N (proposition I.2, 4)) et donc :
[x,8] = [7s8] => x & x=y & vy =>¢g (xw g =xy

= xy | = e.

=1

L'application x — [X,g] est donc injective,

LEMME II.,2 ¢ Soit A wun anneau, G un groupe de Frobenius de noyau N tel

que |N| est inversible dams A, Soit e = |N|7' zx. Si W _est un idéal
xeN
bilatére de A[G] tel que WA A[N] = {0}, alors W = Ve.
Preuve : La démonstration utilise les remarques suilvantes 3
@) A[G] est un A[N] module libre de base ‘{gi/gi € H, 1= 17..°,|H|},
les g. formant un systéme de représentants des classes de N dans G, (n pose

g =1, Tout r de A{G] s'écrit donc r = r1

gi € H, O(n appelle longueur de r sur A[N] (et 1'on note zg(r)) le nombre de

g1+...+r|nglHl a ri € A[N]s et

ri non nuls,

. il = s “ e 7
B) Soit «=r r1gi +’°°+rkgi , chague ri non nul, Soit 1l'élément
=1
' =rlrls! .. .40'8! =18, .,
172 12 k 1k lk

= 1 P - 5
On a zg(r} = zggr ), I'1 = rk , et r! rjbj(i) pour un certain rj de la

décomposition de r sur A[N] et un hj(i) ‘de H.
Y) si s est un élément non nul de W, on a alors gg(s) > 2, car
W N A[N] = {o0}.

- On suppose W A wN # {0}. On choisit dans cet ensemble un élément non nul de

longueur minimale, D'aprés la remarque B)’ cet élément r = r1gi toootT & s

chaque r, non nul, peut &tre choisi tel que g, =1 (y étant bilateére), Soit
z ¢ z(N) 5 donc z ¢ z(A[N]). !
2 ez =% =1 4r g” r g2
hand hand 1+ 2gi +¢oo+ ngi

2 - n

.

z =1 z =1
r1+r2(gi 8. )gi +,,.+I'n(gi g; )gi .
2 2 2 n o n n
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2 -1y _ =1 -1 z -1
ma (g5eg.")=2 "(zg.") en, etdonc r (g5 g.') ¢ A[N].
lk'lk 'lk k 1k 1k

Z 14 2 . . Z
r est élément de W N N, ainsi donc que r-r ,

z -1 -1
r-r = (r - 1Z,8. ])g. +¢.,+(r -r [z,g, ])g. o
272 3,77, non dn” dn

o a done  gglr-r’) & 28(r)-1 < gg(r). Comme r est de longueur minimale parmi

les éléments non nuls de N M W, on en déduit r-r? = 0.
-1
ng (2 \< k\< Il), VZ € Z(N), rk_rk[z’gik] = Ou
Z(N) est caractéristique dans W, et N est normal dans G:Z(N) est donc normal

dans ¢, D'aprés-le lemme IT,1, on a alors :

[z(n), gf1] = 7(N), et donc :
"3 |

Vz e zn), V(2 ¢ kgn), s.(1~2) = o,

Chaque 8. annule 1'idéal & droite engendré par {1-z/z € Z(N)}, gui, 7{N) étant

normal dans G est wZ(N>°

s € Lwz(m) = rR(wz(m)) = af6] g.
gez(N

|N| étant inversible dans A4, IZ(N)I 1l'est également., Posons f = lZ(N)[_1‘ X,
| xez(W)
T est idempotent central de  A[G].

A[G) x = A[G]f, et T, = rkf, (x 5 2).
xe7{N) .

Il reste & montrer r1 = r1f, r est de longueur supérieure ou égale & 2

(d”aprés YD, donc r=1r +r £. +.,.. ©t donc r' = rgf1 =14, . .+r'g. est dfapres
17273 J 1 n-ai
2 2
5) un élément non nul de WANwlN de méme longueur que r, tel que r% = r2 % 0, et
T
rl = r1hj1 pour un g, £ N.
(n refait le raisonnement ci-dessus avec r' , d'ou :

r'=r'f, d'oh rh =r fh , et r =1 f,
u u 11 11 1 1

: = RS . = oo fe . = o
n a r r 4 +rngl r1f+ +rn gln rf
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. N est nilpotent (proposition I.2 3). Soit ZO(N) = {1}, Z1(N) = z(y); ... Zm(N) =N
la suite centrale ascendante de N. Pour chaque Kk, ]ZK(N)I est inversible dans A,

et 1'on pose :

£, = |Zk(N)]—1 g, qui est un idempotent central de A[G].
g€z, (X)

- 8 r # Q0 est un élément non nul de longueur minimale de W A N, alors
r = rf1 . Supposons gue jusqu'a ZK(N)’ (k ¢ m), on ait également r = rfk .
Montrons qu'alors r = rfk+1 . Pour cela il suffit de montrer :
_']'

[Zk+1(N),g] = Zk+{(N) pour tout g ¢ N. (2)

(2) est une conséquence immédiate du lemme II.1, Pour (1), plagons-nous dans

Zp+1(N>

C N N D
A[ZPQN)]O ZPQN) est central dans A[E;(ﬁj]’ diou

clest~-a~dire : rifk = z_1risz+u, avec u € QA[N]ZP(N)n

o a s LA[N](wA[N]Zk(N)) = A[N]f, , et wA[N]zp(N) N AN, = fo},

(proposition I.1). Comme 3 rif = £2 = zm1(rifk)z+ufk , uf. = 0 car

k- Ti'k X

uf, € w, 1% (00 N ALN]E, .

A[N]
(1) et (2) étant démontrés, nous pouvons refaire le raisonnement précédent,
et 1'on sboutit & ¢+ r = rf o
kg
De proche en proche, on montre ainsi 3 ' r = rfm = re, et donc :

r € o A L{eN) = {0} (proposition I.1), d'oll r = 0.

ar, on a supposé r non nul, L*hypothése supposée est donc fausse : il

n'existe pas d'élément non nul dans W N wN.

W ol = {O},’ et comme N = A[G] (1-e), on en déduit : W= We,
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IIT. RADICAL DE JACOBSON.

THECREME ITT.1 ¢ Soit A un anneau, m un entier tel que m ¢ R(A), ¢ un

groupe de Frobenius de noyau N et de complément H tel que m divise IH|, alors

|N| est _inversible dans A, et si e = ]N]m1 >y X, ona:
XeEN

r(a[e¢]) = r(a[H])esr(4)(c).

Preuve :

. Comme

©

|H| divise ([Nl—ﬁ), donc m divise (INI—1), et est premier avec |N
m ¢ R(A), |W| est donc inversible dans A,
n a alors :

AlG] = N @ L(wl) = ull @ A[c]e.

Il

R

Dfautre part, 4A[G]e = A[H]e A[%], on en déduit :
| r(afe])e = r(afa]e) = R(a[H]e) = R(A[E])e < R(A[G]).
Comme @ est fini, on 2 eussi : r(a)(e¢) < r(4[c]) ([3])' et donc :
r(4)(e)+r(4[H])e < R(4[c]). | |

. . . - A
our 1'inclusion invers S lace d'abord dans 1l'ann = . a
P 1 usion 1 e, on se pla Q s eau A ﬁ(Kj n

R(A) = {0}, et donec R(A[¢]) N A[N] gR(K[N]) avec R(A[N]) = {0} (d‘apres [3]
et [5])0 R(K[G]) est alors un idéal bilatere.de K[G] d'intersection nulle avec
A[w].
D'apres le lemme II,2, nous pouvons alors déduire :
R(2[¢]) = rR(A[H])e.

Les inclusions R(A)(G)'E;R(A[G]) et R(a)(H) c:R(A[H]), ¢ et H étant finis

permettent alors de conclure :
r(A[H])e+r(4)(c) < R(4[C]).

Nous rétrouvons ainsi les résultats de [1] et [2],
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CORQLLATRE TIT.2 : Soit A un anneau tel que p ¢ R(A), G un groupe de

Frobenius fini et de complément P un p-groupe, alors :

rR(a[e]) = r(a[P])esr(a)(c) = (wP)e+r(a)(c), =

(oW p désigne un nombre premier),

Exemple dlapplication ¢ radical de Jacobson d'une algébre de groupe sur un

CN-groupe résoluble fini,

Dans ce qui suit, K désigne un corps de caractéristique p # Q.
Un CN-groupe est un groupe tel que le centralisateur de tout élément distinct
de 1'élément neutre est nilpotent,

T CN-groupe G "résoluble fini est d'un des trois types suivants ([4]) :

1) @ est nilpotent : Dans ce cas, si P est l'unique p-sous-espace de

Sylow de G, on.a : R
R(K[G]) = wi.

2) G est un groupe de Frobenius de noyau N et de complément X ou H

est un groupe nilpotent,

. 81 p divise |W|, R(K[G]) est engendré dans K[G] par R(K[N]), .
Soit P 1l'unique p-sous-groupe de Sylow de N, nilpotent, (n a 3

rR(x[N]) = wg[y]®r o R(K[@]) = wP.

o ﬁgﬂ p divise [H[9 soit S 1le seul p-sous-groupe de Sylow de H,
n a2 R(K[G]) = (wS)G, ol e = lNl_1 ZX.,
XeEN

3) Il existe un premier q tel que, si oq(G) est le plus grand g-sous-groupe

normal de @, Oq q(G) l'image réciproque du plus grand ¢'-sous—-groupe normal
k4
de '6;%67 (dont ltordre est prgmier avec q), etc..a,‘on a:

fe} #0,(a) oy .(a) o (¢) = a.

a4,3'q

o (@
_ q

0

q,q“(G)

Oq(G) ‘

. G
0 G est un groupe de Frobenius de noyau 0 (@ et un groupe de
ng,( ) group Y q( )s ) g .p

Frobenius de noyau
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9

. S8i a#0p, et si p divise [Oq qﬂ(G)lg soit H un complément dans oq q'(G)'
9

Hoq(G) oq\qv(G>

NIE) = g R et H est donc nilpotent., Soit S le p-sous-groupe de Sylow
q q
G
de H, R est un g-groupe, et donc R(K[G]) est engendré dans K[G] par
O, ¢
R(K[Oq qg(G)]) et donc par (wS)e, ol e = ]Oq(G)|_1 E X, R(K[G]) = (wS)e.
9 . . .

xeoq(G)

o EInfin, sl q = p, et si Sp est un p~sous-groupe de Sylow de Gy et H désignant

le méme groupe que précédemment, on a :

R(E[e]) = w0 (6)+(wS Je, » o e = [H]7' Y x,

X¢H
( comme 'wOp(G) g;R(K[G])g on a l'image réciproque de R(K[ag%aj]), ol 'Oi 55 = HS .

Remarque : l‘anneau K[G] est indécomposable,
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La correspondance entre classes d'isomorphismes de modules injectifs indé-
b J

composables et idéaux premiers associés pour les anneaux avec déviation,

pS

Tous les anneaux considérés & l’exception des nil-sous—anneaux seront des

anneaux unitaires ; tous les modules seront des modules & droite unitaires,

Rappels,
Soit M wun R-module, Alors la déviation de M est définie par récurrence
transfinie de la manidére suivante :
dev M = -1 si M= {0}.
Si o est un ordinal, alors dev M= o si dev N { o et s'il n'y a pas
de chafne strictement décroissante I ='Mo Z>M1 D ,.. D Mi:D ..o 4de sous-modules

de M tel que pour tout i, dev Mi/Mi+1 £ a.

Nous dirons que M est un module avec déviation s'il existe un ordinal «
tel que dev M = o,

Nous dirons que l'anneau R est un anneau avec déviation si le R_moduleAé
droite R est un module avec déviation,

Nous dirons que le R-module (C est a—nofable si : dev C = o et
dev C/GV < oo pour tout sous-module non nul (' de C,

Nous dirons que le R—-mbdule ¢ est notable s'il existe un ordinal o tel

gue (€ so0it un module a—notable;
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PROPRIETES.
a, &1 M est un module avec déviation et si N est un sous-module de M alors

dev M = sup{dev N, dev M/N}., :
b. si =N ...0n alors dev M = sup{dev M, , i = Tyeeasni}.

c, Si M est un module avec déviation, alors dev M sup{dev M/E+1,

E sous—module essentiel de Mj.

d, Tout module avec déviation contient un sous-module notable non nul.

e. Tout sous-—module non nul d'un module g-notable est un sous-module o-notable,
f. Tout module notable est co-irréductible,

g. Un anneau semi-premier avec déviation est un G-anneau & droite ; c'est-a-dire
R est de dimension finie et vérifie la condition de chafne ascendante pour les

annulateurs a droite.

(n supposera connue en plus la généralisation du théoréme de Levitski aux

anneaux avec déviation :
h. Tout nil—-sous-—-anneau d'un anneau avec déviation est un sous—anneau nilpotent,

i, Tout module avec déviation est de dimension finie,

I. MODULES NOTABLES SUR DES ANNEAUX SEMI-PREMIERS.

THECREME 1. Soit R un anneau semi-premier avec déviation,

Soit {Ei}iel l'ensemble de tous les idéaux a droite de R essentiels dans R,
Aors : dev R = sup{dev R/Ei+1, i¢ 1.

N

n sait déja que dev R ( sup{dev R/Ei+1, i€ I}, Si E est un idéal &
droite essentiel de R, posons ‘a = dev R/E, R est'alors un G—anneau a4 droite
de telle sorte que E contient un élément régulier x,

Nous aurons donc :

n
Y, deVXnR = dev;iR—R > dev
‘ < +1R

L
E—- °

. n_- . . , . :
La suite RDxR D ... DX RD.,, est alors une suite strictement décroissante

de sous-modules de R telle que Yn, dev x R

Y «. On en déduit que
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dev R » a+1 puls :

2

B,
i

dev R 3 sup{dev =41, 1 ¢ I}.

LEMME 2. Soit I un idéal & droite d'un anneau semi-premier avec déviation,

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) I est co-irréductible.

b) I est notable,

On sait déja que b ==> a,

Supposons que I soit co-irréductible, I contient alors un sous-module
notable non nul J,

J n'est pas un nil idéal puisque R est semi-premier, Nous pouvons donc
trouver un élément a ¢ J tel que a ne soit pas nilpotent et tel que r(a) soit
maximal parmi les annulateurs & droite des éléments non nilpotents’de’ Je

si Inr(a)#0, alors aR Nnr(a) £ 0, h

Soit b e aR F)r(a), avec b % 0. Nous pouvons écrire b = ax # 0 et
a2X = ab = 0,

Mais alors x ¢ r(az) or(a), Ceci est impossible d'aprés le choix de a,

Ainsi I N r(a) = 0, L'application x - ax est alors un homomorphisme
injectif de I dans J., I étant isomorphe & un sous-module non nul d'un module

netable est notable,

PROPOSITION 3, Soit R un annesu semi-premier avec déviation, Soit

{Ci9 i€ I} la famille de tous les idéaux & droite notables de R, Alors

dev R = sup{dev Ci’ i¢ If.

ol cffet, R ¢étant de dimension finie, nous pouvons trouver une somme
- n
directe finie E= @ Ci , d'idéaux & droite notables de R telle que E soit
i=1
essentiel dans R,

Alors dev R/E < R d'aprés le théordme 1.

n en déduit dev R =dev E=  sup {dev Ci} = sup{dev Ci» ie¢ 1},
i=190¢o,n .
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COROLLAIRE 4, Soit ¢ un idéal & droite notable d'un anneau premier R

avec déviation, Alors dev ¢ = dev R.

R - est un G-anneau premier, Tout idéal & droite co-irréductible.contient
une copile de chacun des autres, Les idéaux & droite notables ont donc tous méme

déviation, L'égalité est alors une conséquence de la proposition 3,

PROPOSITION 5, Soit R un anneau semi-premier de déviation «. Soit D

un R-module a-notable, Alors D contient une coplie isomorphe d'un idéal a
droite de R, |

n
Soit E = @)Ci une somme directe finie d'idéaux & droite notables de R,
=1 .
telle que E so0it essentiel dans R,
Si DE= 0, alors Hom(R/E, D) # O. :
soit 0 # ¢ ¢ Hom(R/E, D). Alors ¢(R/E) # 0 et o¢(R/E) = D. Ainsi
o = dev D = dev @(R/E) K dev R = a, (e n'est pas possible,

Nous aurons donc DE % 0, de telle gorte qu'il existe Ci tel que

DC; # 0, puis un homomorphisme f:c; » D non nul.

Mais alors : dev D = dev f(Ci) & dev Ci < dev R = derD,-.Ci étant

a-notable, ce n'est possible que si f est injectif,

IT. IDEAUX FPREMIERS DANS UN ANNEAU AVEC DEVIATION

LEMME 1., Soient P1 c:P2 deux idéaux premiers d'un anneau R avec

déviation, Alors dev R/P2 < dev R/P1e

En effet, Ié/P1 étant un idéal non nul de l'anneau premier R/P1 est

essentiel dans R/*?1 . On en déduit

. dev R/P2 = dev .<R/P1)/(?2./P1)  dev R‘/P‘I

dlaprés le théoreme T.1.

THEOREME 2., Tout apneau avec déviation posstde la condition de chalne

“-ascendante pour les idéaux premiers,
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En effet, toute chalne strictement croissante d'idéaux premiers induit une

chafne strictement décroissante d'ordinaux, Le théoréme découle alors des pro-

pridétés des ordinaux,

THEQREME %, Soit R un anneau avec déviation, Alors la famille des idéaux

premiers contenant un jidéal donné posseéde un nombre fini d'éléments minimaux, En

articulier, tout idéal semi-premier est une intersection finie d'idéaux premiers,
9

Soit I un idéal de R, Soit 8 1l'intersection de tous les idéaux premiers

de R confenant I, R/S est alors un anneau semi-premier avec déviation donc un

G-zuneau, Il ne contient donc qu'un nombre fini d'idéaux premiers de R/S, (n en

déduit que S est 1'intersection d'un nombre fini d'iddaux premiers de R,

THECREME 4. Tout idéal d'un anneau avec déviabion contient un produit fini

d'idéaux premiers,

Soit N 1le radical premier de R, Alors N est le produit d'uwn nombre fini
d'idéaux premiers de R, Comme N est un nil idéal de R, c'est un nil-sous-anneau
de R, N est donc un anneau nilpotent, 0 est donc le produit d'un nombre fini

d'idéaux premiers de R,

1T, LA CORRESPONDANCE ENTRE CLASSES D'ISOMCRPHISME D'INJECTIFS TINDECOMPOSABLES

LT _IDFAUX PREMIFRS ASSOCIES.

PROPOSITION ITIT.1. Soit ¢ wun K-module notable, Alors la déviation de (

ast minimale parmi les déviations des sous-modules non nuls de E(C)°

Soit 0 % A_g;E(G)o AMors ANC # 0 et dev ¢ = dev(A.r\C) < dev A,

THEQREME 2 Soit R un anneau avec déviation, Alors @

des Rmmoduies .nota.blés°

(II) Deux R-modules notables ont des enveloppes injectives isomorphes si eb

geulement si 1'un d'entre eux contient une copie isomorphe d'un sous-module non

nul de 1l'autre,
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(1) Tous les R-modules notables étant co-irréductibles, leurs enveloppes
injectives sont indécomposables,

Réciproquement : scit E wun injectif indécomposable de Mod R Soit
0# x un élément de E, xR est un module avec déviation et contient donc un

sous-~module notable non nul ¢, Alors CcC E et E = E(C)o

La démonstration de (II) est immédiate,

Le théoreme-2 présente des analogies avec un théoréme de Lambek et Michler
établissant une correspondance entre les classes de liaisons d'idéaux critiques
et premiers & droite et les classes d'isomorphismes d'injectifs indécomposables,

Les deux théoremes sont 1iés pour les anneaux noethériens, En effet I est
un idéal & droite critique de R i pour tout idéal & droite A de R contenant

strictement I, Hom(R/A, E(R/I)) = O.

On démontre que cette condition est équivalente & ftout homomorphisme non

nul d'un sous-module non nul de R/I dans R/I est injectif,

Il est alors immédiat que R/I est notable ==> I est un idéal critique
de R, La réciproque n'est pas toujours vraie, méme si I est un idéal & droite

critique et premier & droite,

Exemple ¢ Soit A1 ltalgebre de Weyl & deux générateurs sur un corps de carac-
téristique nul, Il est connu que A1 est un anneau simple et noethérien ot il
posséde un idéal a droite I tel que A1/I est une extension nhon scindée d'um
module simple par un autre module simple non isomorphe,

(J°G° Mac Connell et J.C, Robson, Homomorphisms and extensions of modules
over some differential operator rings, J, Algebra 1973, Vol, 26, Pp. 319-340,
Corollaire 5,10).

I1 est clair que I est ¢ritique et que I est premier & drolte puisque
A1 est un anpeau simple,

Alors dev A1/I =0 et I n'est pas notable,
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» Si ¢ est un R-module co-irréductible, soit
P = {x ¢R, J0#NgC tel que x ¢ ann Nj.

AMors il est immédiat que & est un idéal bilateére premier de R, Nous
dirons que & est associé & (.

Il est immédiat que tout sous-module non nul de (¢ et toute extension
essentielle de (¢ posséde le méme idéal premier associé que C,

S'il existe un Sous—module ¢' non nul de C tel que § = ann ¢',
alors & est le seul élément de l'assassin de ( ; c'est-a-dire de la famille
des idéaux premiers de R qui annulent un sous-module premier de (,

On rappelle que C' < C est un Sous-module premier de C si et seulement

si 0# C"c C' => ann C" = ann C'.

THEOREME 3, Soit ¢ wun R-module co-irréductible sur un anneau avec déviation,

AMors 1l'assassin de (¢ contient un élément & , Autrement dit, il existe ¢' < C

tel que amnn C' = ass (' =ass C= 9 .

Nous savons d'apres le théoreme II.4 que ltannulateur de (C contient un
produit fini d'idéaux premiers,
La famille ¥ des idéaux premiers de R annulant un sous-module non nul

de ¢ est donc non vide, D'apres le théoréme II.2, nous pouvons choisir un idéal

premier & naximal dans ‘f .
Mors il existe 0# C'<cC tel que C'® =0, &1 C'gc' et ¢ £0
le choix de % et le théordme II.4 montrent que ann R/® C" = 0 de telle

sorte que amn C" = P .
Il est alors aisé d'en déduire que & appartient & 1l'assassin de ¢ et

que ® est 1'idéal premier associé & C,

Si E est un injectif indécomposable, le théoreme 2 montre qu'il existe
un R-module notable ¢ tel que E = E(C). Le théordme { montre que la déviati.oﬁ
de ¢ ne dépend que de la classe d'isomorphisme de E. Nous appellerons cet or-
dinal, la dimension critique de E et nous le noterons cr dim R,

® = ass E est un idéal premier et il existe (' < ¢, C' notable tel que
amm ' = ® = ass ¢, C'est un R/P -module de telle sorte que :

dev (' ( dev R/ soit : cr dim E ¢ dev R/ass} E.
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PROPOSITION 4, Soit R wun anneau premier avec déviation et soit € un_
R—-module notable,

Alors dev C = dev R si et seulement si R contient une copie isomorphe

d'un sous-module non nul de (,

La condition nécessaire découle directement de la proposition I.5,
Réciproquement, Supposons qu'il existe 0 ;é Dc ¢ et un homomorphisme
injectif de D dans R, Alors dev D =dev ¢ et dev D = dev R d'apres le

corollaire T.4,

THEQREME 5, Soit R un anneau avec déviation et soit € un idéal

premier de R, Alors il existe un injectif indécomposable et un seul a un

isomorphisme prés tel que : ass E = H et dev R/ = cr dim E,

Soit ¢ wun idéal & droite co-irréductible du C-anneau premier R/® .
Nous pouvons supposer.que ( est notable, Comme R/@ est un anneau premier,

ann R/@ (C) = aSSR/go (C) o Ainsi assR(C) = ® o

Les propriétés de ¢ comme R/(;D -~modules permettent de dire que ER(C)
est un R-module injectif indécomposable et que cr dim ER(C) = dev ¢ = dev R/$

d'apres le proposifion 4, De plus ass ER(C) =ass 0= P,

Soit E wun injectif indécomposable tel que ass E= P et
dev R/® = cr dim E, Alors il existe D ¢ E, D notable tel que E = E(D);
ann D= ® et devD=devR/® . D est alors un R/P -module non nul,
Il contient donc un sous-R/® -module notable D' qui se plonge dans R/ .
Comme les idéaux & droite co-irréductibles de R/ possédent des sous-modules

non nuls isomorphes, il en résulte que E = ER(D) = ER(D“) = ER(C)°

Nous rappelons gu'un anneau premier est essentiellement borné a drecites si
tout idéal & droite essentiel de R contient un idéal bilatére non nul,
Un anneau R vérifie la condition de Krause a droite si tout quotient

premier de R est essentiellement borné & droite,
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Nous allons maintenant considérer les propridtés suivantes :
- P1 : l'application E — ass E induit une bijection entre les classes d'isomor-—
phismes de R-modules injectifs indécomposables et les idéaux premiers de R,
- P2 : pour tout R-module injectif indécomposable E, dev R/ass E = cr dim E,
- P_: R vérifie la condition de Krause,

3

THEOREME 8,6 : Soit R un anneau avec déviation,

Alors P ==> P = o
1 {==> 5 < P3

L'équivalence entre P1 et P2 découle directement du théoréme 5, Supposons
que P3 soit vrai mais que P2 ne le soit pas, En considérant éventuellement le
quotient de R par un idéal premier &, on peut supposer que R est un anneau
premier pour lequel il existe un R-module injectif indécomposable E tel que
ass E = O' et c¢cr dim E ¢ dev R, '

E contient un sous—médule monogéne et notable ¢ tel que E = E(C) et
ann ¢ = 0, Il existe alors un idéal & droite non nul A de R tel que (C = R/A°
Comme ann R/A = 0, A n'est pas essentiel dans R, Il existe donc un idéal &
droite B de R tel que A NB= 0. On peut alors plonger B dans (., C(Cela
n'est pas possible d'aprés la proposition 4 car :

¢cr dim E = dev (¢ ¢ dev R.

La réciproque P1 == P_ a été établie par Krause pour les anneaux

3

noethériens,

[1] R. GCRDON and J.C. ROBSQON, Xrull dimension, Memoirs of Amer, Math, Soc,
to 1339 19734
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oe
o0

o0
oo
oo

Soient T un ensemble ordonné fini et k wun corps commutatif, Nous dé-
signerons par € la catégorie des espaces vectoriels sur k de dimension
finie, En considérant la catégorie sous-jacente & l'ensemble ordonné I nous
noterons k ; = Hom(I, g) la.éatégorie des foncteurs de I dans E . Un
objet E de K 2" sera donc un diagramme d'espaces vectoriels de dimension
finie, sur l'ensemble I, Il sera.défini par la donnée d’un ensemble d'‘espaces

vectoriels de dimension finie, (E(i)}. , et d'un ensemble d'applications

icl

linéaires (E..)/ ... ol E.. est une application linéaire de E(i) dans
( Jl)(Jsl)€Iz i PP (1)
1gd
E(j) avec les propriétés :
E,ngji=Egi pour 1 JIL 4.
Ell = id E(l)
Un objet de Kk I sera appelé une représentation de I,
La catégorie e I est abélienne et tout objet de K I est de longueur

finie, Flle vérifie le théoréme de Krull-Remok-Schmidt, En fait elle est équi-
valente & la catégorie des modules & gauche de longueur finie sur l'anneau A
défini comme suit : A est un sous-anneau des matrices n x n, a ccefficlents
dans k, ou n = card I, avec la propriété a;@ij) € A sl et seulement si

8,5 = 0 pour i, €I, 3£ 1.
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L'ensemble I sera dit de type de représentation finie (en abrégé T.R.F.)

7

si la catégorie Kk I a un nombre fini de classes d'isomoryphie d?indécomposables,

Diapres [1] nous connaissons un certain nombre d’ensemble de T.,R.F, qui sont 3

= a u_a‘-—_eeo_
A 1 2 Tne1
c
l1
D =b —a=—=—d =44 — ,,, —d
n 1 1 2 n
c ) c
[1 1
E,=b — b —a=—d -~ jy E =b -—b —a —d —d_ —d
6 1 g E? 1 1 2 3
c
|1
E =b —b —a=—d34 ~—34a_ =-—d_ —d
8 2 1 1 2 3 4

Le type de représentation de l'ensemble ne dépend pas du sens des fleches,

ce qui n'est pas le cas de l'ensemble suivant

X ——> X .. S X
1 2 v0 00"/ n

Zy o = a< /\‘b (cf, [4]).

y, —> y2 cecos D> Y

1 4

Nous connaissons d'ailleurs toutes les représentations indécomposables de

ces ensembles,

Soient J1 s J seses JS les composantes connexes de I munies de 1fordre

2

induvit par celul de I, Nous savons que I = I, x

k = k=1 ;

K Lp X e X gs . Donc
I est de T.R.F. si et seulement si 11 5 12 saees IS le sont, Donc nous_ suppo-

serons désormais que I est connexe,

Nous allons maintenant donner une liste d'ensembles qul ne sont pas de

T.R.F, et qus Jouent un grand rdle dans la suite de ce travail,

D'apres [1] nous connaissons :
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b b
1 1
f) =b_ ~a—21 G @ o= C mm @ omm G em d = d = ~,
1 3 l 2 3 2 1 : 3 7
b
4
b
' 2
b = E b
,1 6 |1
C mm G me= g o d = d G =~ G = 8 wm d el weme@ el wemd = R
2 1 1 2 2 1 1 2 3 4 5
2
AR
a/ \d = A
\\~¢ / 4
E;acli‘

Nous allons compléter cette liste par les 7 ensembles qui vont &tre traités

dans les propositions 1,.3, 4 et 5.

1. L'ensemnble suivant, R1 , n'est pas de T.R.F_

I

a
y/\bmb1-—~-b2~—b3——b4
\C//E

soit ¥ 1la sous-catégorie pleine de K 31 formée des représentations &

de R1 telles que ker Eyc.r\, ker Ebc = {o}. Elle est équivalente & la catégorie

D des représentations F sur E8=

a’
|1
a?‘v
! ey 8 ¢=— B! ~= D! — D! == D! w= D!
vy e e 1 277 73T
telles que Im F_ , + In F,, = F(s).
Décrivons le foncteur de ¥ dans DB réalisant 1l'équivalence ; soit F
l'image de 1'objet E de &

On pose F(s) = la somme fibrée de E(y) et E(b) au-dessous de E(c) et

Vi€ I-{c} on pose F(i') = E(i). Les fléches de la représentation F sont
évident.s,

~

&
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Le foncteur réciproque fait correspondre & un objet F de & 1'objet E.
de § défini par 3

E(c) = le produit fibré de F(y') et F(b') au-dessus de F(s) et
Vi E8 - {s} E(i) = P(i') ; les fldches de la représentation E sont

évidentes,

d ayant un nombre infini de représentations indécomposables il en est de

méme pour ¥ et donc pour | I,

Une démonstration analogue sfappliquera pour les ensembles

o
j=v]

W

(o3

LY
N
7
\
[f,

[\

j=v)

\'m——nw—m——m-—m

o — o AN
yl\é/-\'mw 1 NI 1 2 57 U

qui ne sont pas de T,R.7F.

2. LEMME : Soient ¥ et @ deux catégories de Krull-Remok—Schmidt et

@ wun foncteur additif de ¢ dans P admettant une section v. Si ¥ a un

nombre infini de . classes d'isomorphie d'objets indécomposables, il en est de

méme pour L .,

Soit ¢ un objet indécomposable de ¥ , Nous décomposons &(C) en somme
directe dfindécomposables de I , @(C) :@Di° Comme C € W@(C) nous voyons
v i ‘
que Y(Di) = o pour tout i # i pour lequel Y(Di ) & ¢, La classe d'isomor-
o}

phie de Di est parfaitement déterminée. par la classe d‘isomorphie de ¢ et
o

nous fabriquons ainsi une injection de l'ensemble des classes d'isomorphie des
objéts indécomposables de ¥ dans l'ensemble des classes d'isomorphie des

objets indécomposables de- & . Le résultat s'ensuit,
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%, L'ensemble suivant, FRE , n'est pas de T.R.F.

b

////zﬁ\é —— 8 (e a (= a a
T < 1 < 2 < 3 < 4

Z

1

\

\

Nous savons d‘'apres [2] que la catégorie o des espaces A fibrés de la

maniére suivante a une infinité d'objets indécomposables :

B > X > A A < A, e A < A

T T 3 4

C—>7Y
> 1

Nous définissons le foncteur o de qf dans K 55 en posanit @(A) = le
diagramme

A/B“

o o Oy o
1 2 3 4
A1 < A2 < A3 < A4

\/

les applications de f@(A) étant toutes canoniques,

Le foncteur ¢ est additif et admet une section ¢ définie comme suit :
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y(E) =

1 {— Im a1a2 {— Im a1a2a3 {— Im a1a2a3a4

est une représentation de R_ nous posous

ker g —> g 'Im L, —> A<— In g

]

o, —> It n,

Le résultat s'ensuit dlapres 2,

suivant n'est pas de T,R.F.

4. Lfensemble R6
d

a > a

Soit - §1 la catégorie des représentations F de l'ensemble

de la maniére sulvante :

Nous fabriquons le foncteur & de K

Si B =

P

Al

94

Py ¢y
F4 < FO > F2

9

N/ 3

F

3

Mors o(F) = E =



F59F§9F4
C 5
o
1
F@F. —> F @F OF @®F B B. B
' SEE PFDF : 2 3
) F @PF PF PF (= P PF PP (——— FPF (== F
1 2 2
§1T 3@.4 5@4 5, 4
F§BF§BF4
g, Y
F
C

am pose 3 g (x ) = (g,(x ), @B(X¢)9 @4(xo)>

51(X §X X ) = (X 5 0,X X )

273 4 2 37 4
C(ngx39y3>x4) = (3,747 5% )
a1<X2,X3) = (X29X35070)

vxg) = (g, s 9,00 galx)s 0,(x))

6(X19X29X3:X4> = (X29X39X4)

s s
51,52,55 sont les injections canoniques,

Le foncteur & est additif et admet une section v définie de la manieére

suivante @

Sl B est un objet de

4N
a P P g
Ly A B (— 2 B <=2 B



Nous posons y(E) = F avec

F =¢
o)
- C o X
1= B B, v 90— B > B/1m B,
8Y can
= t : —s D )
Py =D sp g et g, : 02 > D/t 5 g
P2 | P2
¥

3= 2e(m e, nmg)” n 6B ,B,R5

et gyt 0 p S

D/C(Im a

N In g )+In 56,8

] o3

5150 can
: C > A >A/

4 = A/Im a1+ker C et ¢4 Im a1+ker C

Le résultat slensuit dlaprés 2,

5, L'ensemble suivant, R7 n'est pas de T7,.R.TF.

oA

b {— b {~—— D

W/

Seit p le foncteur de

56 dans Kk ainsi défini,

{y=s]
—~

k
Si E =



/\

———>A
g
i P2 2
////ﬂ < B1 {— 2 < B3
est un objet de K 56 nous posons A(E) =
P/ sp BB
caq////h
D
N
o —_ —
A ! > A B1 B2

>,
/

B {— B
/Im BBBs T 1/Im BB, 2/Tu B,

a’\/

Les applwcatlons Y98, 51,52 sont évidentes, (n montre facilement que le foncteur

dans R admet une section, Le résultat s'ensuit dlaprés 2,

d .
A2 © 1 k =7

[Ifek

k

6. lNous résumons les résultats précédents dans la liste fondamentale d'ensembles

gui. ne sont pas de T,R.T.

[«
L — G———

—_—d, — d
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(n remarguera que nous n'avons pas orienté un certain nombre de fléches,

C'est que le type de représentation de I ne dépend pas de leur sens,

Définition : Etant donné un ensemble ordonné I nous appellerons ensemble .
opposé.& I 1l'ensemble sous-jacent & I muni de l'ordre opposé & celui de I,

Nous le noterons I©°, Les catégories " I et K Io étant anti-équivalentes

par dualité des espaces vectoriels, I est de T,R.F, si et seulement si 1I° 1l'est.

7, PROPOSITION ¢ Soit I un ensemble ordonné fini, Si I est de 7,R.F,, alors

—

tout sous-ensemble de I muni de l'ordre induit est aussi de T,.R.F,

Nous utilisons la démonstration du lemme 9,3, p, 234 de [3]. Soit J wn
sous~ensemble de I et soit ¢ l'injection canonique de J dans I. On sait

que ¢ définit le foncteur restriction de I dans J aumoyen de

k =
olE) = an » et o posséde un adjoint g défini comme suit :

Soit E! J; pour i¢ I posomns Y(i) = {J € J]j » i}. DNous posons

€
k = ,
B(E?)(i) = la limite projective de la restriction de E' & v(i). Les appli-

cations B(E')ji se définissent de manidre évidente, Nous avons ¢f = id X J.

I1 en résulte que si E' est un indécomposable de J, et si

k =
(E') = E,@E, ona oc(E1) ou oc(]—1;2) = 0. Mais d'aprds la définition de g(E')
cecl implique E1 =0 ou E2 = (0, Donc B(E’) est un indécomposable de . K I.

Remarguons que ¢ & aussl un co-adjoint vy obtenu en remplagant les limites

projectives par les limites inductives et on a aussi ay = id K J.

8. PROPOSITION : Soient I et J deux ensembles ordomnés finis et f un mor-

phisme d'ensembles ordonnés, surjectif de T sur J, On suppose de plus que pour

tout jre Js f—1(j) ordonné paf lfordre induit par I est un sous—ensemble

connexe ; alors si I est un ensémble de T.R.F. 11 en est de méme pour J.

En effet f définit un foncteur de J dans I au moyen de E — Eof.

x 4 Z
Si F=EFEof ona F(i) = B(j) pour tout i ¢ £71(j) et Fp, = id E(j) pour
tout g,h ¢ £71(3), n < f. Il est clair que si E est indééomposable Eof 1l'est

aussi,
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Remarquons 1'importance de la condition "f~1(3) est connexe pour tout je J"

dans la proposition précédente :

d
a —a b & b1
1
et Jd = 51 =2 ~> 0 &— 3 et soit f le morphisme d'ensembles ordonnés de I
1\ .

dans J défini par f(a) = £(b) = 0, £(d) = 1, f(a1) = 2, f(b1) = 3, flc) = 4.

o~

Nous savons que X D1 n'est pas de T.R,P, mals nous montrons par un argument ana-—

logue & celui de 1, que I est de T.,R,P. Ceci est df au fait que f-1(o) = {a,b}

k =
n'est pas connexe,

Puisque J est isomorphe & un quotient de I nous sommes amends & nous poser
le probléme suivant :

Etant donnée une relation d'équivalence définie sur I, & quelle condition
peut=on ordonner 1'ensemble quotient de telle sorte gue 1'application canonique

solt un morphisme d'ensembles ordonnds 9

9. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est :

il n'existe aucune suite finie et non constante de classes d'équivalence

I gIﬁgo°°9IS (s > 1) et des éléments X et vy € Ij’ J= 0515.00.58, tels que

~
L 4

V. L X, ¥, X

o Tqs Ty e Voo $ ¥ T & K

2 S S S o

10, Définitions et notations.

Une relation d*équivalence sur I vérifiant la condition 9, et telle que

chaque classe soit connexe est appelée une relation d'éguivalence contractante,

Si I est muni d'une relation d'équivalence contractante, l'ensemble quotient

sera dit obtenu & partir de I par contraction ou que c'est un contracté de T

®

Un intervalle est un ensemble ordonné ayant un plus grand et un plus petit

élément,
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Soient a et b ¢ I avec a g b, Nous noterons [a,b] = {x ¢ Ila X & bl.

Nous définissons de méme [a,b[ = {x ¢ Ila ¢ x < b}, Ja,b], Ja,p[,

]<—,a]’ etcoou

Nous dirons qu'un sous-ensemble J de I est convexe dans I si pour tout

a,b e J avec ag b on av»[a,b} < J.

Remarquons que les c¢lasses d'une relation d'équivalence contractante sur I,

sont convexes dans T,

Soit H wun sous—ensemble connexe et convexe dans I, Alors la relation

d'équivalence sur I dont les classes sont H et les ensembles {x} lorsque

x § H, est contractante, on dira que c'est la relation d'éguivalence contractante

associée & H,

Soient a,b ¢ I, Nous dirons que a et b sont voisins si a et b sont dis-—

tincts et comparables et s'il n'y a aucun élément compris strictement entre a et b.

(n appellera contraction élémentaire une contraction associée & un intervalle

[a,b] ol a et b sont voisins,

Remarquons que toute contraction est la composée de contractions élémentaires,

11, Exemple de relation d'éguivalence contractante,

Soit T =

a

b —b R\'d. — d

’l\c/ 1
o

c
1

Considérons la relation d'équivalence contractante associde & H = {b,c,d}.

Alors 1l'ensemble quotient est :

et donc I n'est pas de T.,R.F.



Définitions : Nous dirons qufun ensemble ordonné fini I est critigue si
I n'est pas de T,R.F., mais si tout sous—ensemble propre muni de 1l'ordre induit

est de TOROFO ainsi que tout ensemble contracté de I par contraction élémentaire,.

Nous dirons qu'un ensemble ordonné fini est crucial si c'est un ensemble de

la liste 6, ou l'opposé d*un ensemble de la liste 6.

Nous dirons qu'un ensemble ordonné fini est sympathique si aucun de ses
sous—~ensembles muni de l'ordre induit n'est crucial ou ne se contracte en un

ensemble crucial,

Tout ensemble de T.R.F. est sympathique, Tout sous—ensemble et fout coniracté

d'un ensemble sympathique est sympathique,

Nous donnerons enfin sans les démontrer les énoncés des deux théordmes suivants :

THEQREME s Les ensembles critiques sont identiques aux ensembles cruciaux,

13, THECREME ¢ Les ensembles de T,R,F. sont identiques aux ensembles sympathiques,
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INTRODUCTION,
Initialement, notre but était d'exposer un résultat de ¢, Michler [7], Ce

résultat est le suivant, Soit A un T-anneau (& gauche) tel que pour tout iddal
premier P, la condition de (re (& gauche) soit vérifide par rapport & ¢(Pp) :
alors A vérifie la condition 4'Artin-Rees (& gauche), (Or il se révdle que ce
résultat est faux : dans la premidre partie de 1l'exposé nous donnerons un contre
exemple, La suite de l'exposé sera cénsacrée 4 des résultats non publiés de

G¢. Cauchon, Rappelons que des résultats concernant le méme domaine ont été

exposés par L. Lesieur [5].

Tous les anneaux considérés sont des anneaux unitaires.

(I) SR _LE RESULTAT DE G, MICHLER,
On rappelle que s1 A est un anneau noethérien (é gauche), la correspondance
qui, & tout module injectif indécomposable E, associe 1'idéal premier P = Ass(E)

est surjective,

 DEFPINITIO . Un anneau noethérien;ﬁghgauoh§) est dit T-anneauw(é gauche)

si la correspondance définie ci-dessus est bijective,

IROPOSITION 1.2, (Krause). Pour gu'un anneau noethérien (i sauche) A soit

un_ T-anneau, il faub et il suffit que, pour tout idéal premier P, l'anneau A/P

vérifie la condition suivante : tout idéal & gauche essentiel contient un idéal

bilatére non nul.
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DEFINITION 1.3, Un anneau A est dit vérifier la condition d'Artin-Rees

(é gauche) si, pour tout couple d'idéaux (3 gauche) I et J, et _pour tout entier

naturel n, il existe un entier naturel h tel gue : Jh11 I c:JnI°

PROPOSITION 1.4, Soit A un anneau noetherien (2 gauche) vérifiant la

condition d!Artin-Rees et soit R son radical.debJa,cobsono Alors (jRn = 0,

Posons I = (\Rna 71 existe un entier h tel que Rh M I < RI. Donc
I cRI et donc I =RI., Le lemme de Nakayama montre que I = O,

Contre-exemple au rdésultat de Michler, Dans [3] Jategaonkar donne un exemple

d'anneau A dans lequel tout idéal & gauche est principal et bilateére, Dfapres
1.2 A est un T—-anneau, Soit P un idéal premier et C(P) 1'ensemble des

éléments réguliers modulo P, Montrons que la condition de Qre est vérifiée, Si
s ¢ clp) et ac¢ A, il faut montrer qu'il existé s' ¢ ¢(P) et a! ¢ A tels
que s s'a = a's, (r 1l'idéal As étant bilatére, sa ¢ As, Mals dans l'anneau

A considéré, ﬁRn # 0, ce qui montre que A ne peut vérifier la condition

d!Artin-Rees,

(II) CONDITION DE ORE PAR RAPPORT A ¢(P) - ET CORUR DE E(4/P).

Nous allons prouver le théoréme suivant,

THEOREME 2.1, (G. Cauchon), Soit A un anneau noethérien (& gauche), Soit

P un idéal semi-premier de A, Pour Que A vérifie la condition de (re

par rapport & C¢(Pp), il faut et il suffit que P annule le coeur de E,

N

E étant 1'enveloppe injective du A-module & gauché A/P;

Quelques rappels (cf. [1], chap, ITI).

Soient ‘A un anneau et S un systeme multiplicatbif d'éléments de A m
associe & S un systéme d'idéaux & gauche F de la maniere suivante : Pour
que T ¢ F, il faut et il suffit que pour tout a ¢ A, il existe s ¢ S tel
que sa € I,

En posant I'.a = {\ € A, Aa € I}, on écrira de maniére équivalente :
(1.a) N s # p.

| F est un systdme topologisant, c'est-a~dire que : (I) si I € F, etsi
J>1I, alors Je¢ F. (II)si T et Je¢F alors InJe P (ITI) si I ¢ F,
I.a ¢ P pour toﬁt a ¢ A.
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I1 est clair que tout idéal de F contient un élément de S, Par contre la

réciprogue n'est pas toujours vraie,

PROPOSITION 2.2, Pour gque les idéaux de F soient tous les idéaux contenant

un élément de S, il faut et il suffit que A vérifie la condition de (re par

rapport & S,

Dans toute la suite A sera noethérien & gauche. P sera un idéal
semi-premier ; F sera le systeme topologisant associé au systéme multiplicatif

~colp),

PROPOSITION 2.3, Tout idéal (3 gauche) contenant P et contenant un élément

de ¢(p) appartient 3 T,

Ceci découle du fait que la condition de (re est vérifide dans A/P

(th, de A.W. Goldie [2]).

PROPOSITION 2.4, Pour que A vérifie la condition de Qre par rapport &

o(p), il faut et il suffit que si I ¢ F, alors I+P £ F.

Si la condition de (re est vérifiée, on a vu que ¢ I f = 1 r)C(P) = ﬁ.
or il est immédiat que I A C(P) =4 <=> (1+P) N c(p) = p.

Réciproquement, soit I tel que I ~c(p) £ 0. Mors (1+P) vy c(p) # Py et
alors J+P € F (203)0 Done I € F. La condition de (re est vérifiée, '

DEFINITION 2.5, .(Qn appelle idéal & gauche P-critique un idéal maximal pour

la propridété de ne pas appartenir a 7,

PROPOSITION 2.6, DPour que A vérifie la condition de (re par rapport &

G(P), il faut et il suffit gque P soit contenu dans tout idéal P-critique,

Ceci_est une conséquence immédiate de (204)0

Quelques rappels sur le coeur d'un module indjectif (cfe [6])o

DEFINITION 2.7, Soit E un A-module injectif, Qn appelle coeur de E, et on

note C(E) le sous-module ¢ MKer h, h ¢ End E, Ker h essentiel dans &,

A
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Notation 3 (n appelle C*(E) 1'ensemble des éléments non nuls x de E, tels
gue Ann x soit maximal (parmi les annulateurs d'éléments non nuls),

On suppose que E = E1(9 soe @ En , ou les Ei sont des A-modules injectifs
indécomposables, (n btrouvera dans [6] les démonstrations des propositions sui-

vantes,

FROPOSITION 2.8, C*(E) < ¢(E).,

COROLLATIRE C(E) # 0 (on rappelle que A est noethérien),

PROPOSITION 2.9, ¢(E) est constitué par tous les éléments x pouvant
s'écrire sous la forme : X = Xoboo oty s Xy €E ,X =0 ou bien
x, € c*(8),

Dans toute la suite, E sera l'enveloppe injective du A-module (é gauche) '
A/Pc e module étant de type fini, E est somme directe d'un nombre fini d'in-

jectifs indécomposables,

PROPOSITION 2,10, Pour que I ¢ F, il faut et il suffit gue I yérifie

1'une des conditions équivalentes suivantes :

(1) wom (4/1,8) = 0,

(II) llannulateur & droite de I dans E est nul.

L'équivalence de (I) et (II) est claire (on rappelle que A est unitaire),

Quant & l1l'équivalence I ¢ F (== Hom(A/I,E) = 0, elle est démontrée dans [4]°
COROLIATRE : I £ F <=> Ix #0, x ¢ B tel que Ix = O,

PROPOSITION 2.11. Les idéaux P-critiques sont tous les idéaux de la forme
Ann x, x ¢ C*(E),

Ceci découle immédiatement du corollaire précédent,

Démonstratiosn du théoréme 2.1 ¢

D'aprés 2,6, la condition de (Ore est équivalente & la condition : si I est
P-critique, P c I,

Supposcns que la condition de Ore sdit vérifide, x ¢ C(R) <= x = X1+,.°+Xn ,
X, = 0 ou bien X, € C*(E)o Si. X, € C*(E), Ann x  est P-critique (2011) et
donc P Ann x, Il est donc clair que Px = Q, x ¢ C(E),
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Si POC(E) = (0, ona P,C*(E) = 0 (208)0 Donc P est contenu dans tout

idéal P-critique (2.11).

Remarque : (n peut montrer que la condition de Qre entrafne 1'égalité : P = Ann colm).

(ITI) ANNEAUX PRINCIPAUX ET CONDITION DE ORE.

Nous allons démontrer le théoréme suivant,

THEQREME 3.1. (G. Cauchon), Soit A un anneau principal (3 gauche), Alors

pour tout idéal semi—premier P, A vérifie la condition de (Qre par rapport

N

a clp),

Dans toute la suite ‘A sera un anneau principal (é gauche) ,

Notation : IL'ensemble des générateurs des idéaux de F sera noté g,

PROPOSITION 3,2, Pour que s ¢ S, il faut et il suffit que l'annulateur a

droite de & dans E soit nul,

Cela découle de (2010)0

PROPOSITION 3,3, n a Sc ¢(p).

En effet, si As ¢ F, &s N clp) # p. Mais on sait d‘apres [2] que dans 1'anneau
noethérien semi-premier A/P le fait qu'un élément s est régulier est équivalent

au Fait que (A/P)s est essentiel dans 4/P,

PROPOSITION 3.4, S est un systeme multiplicatif et A vérifie la condition

de (Qre par rapport & 8.

S est un systeme multiplicatif d'aprés (3.2). La condition de Qre est véri-

fide parce que F est un systéme topologisant (2.2).

3

Rappels ¢ Si M est un A-module & gauche, on peut construire le module de frac-
tions S_1Mo Pour ceci on considére le sous-module (M) = {x ¢ M, As ¢ g, sx = o}.
Alors T(M/T(M))*p 0. On se raméne donc au cas ou T(M) = 0. Alors, si E(M)

est l'enveloppe injective de M, SN1M = {X € E(M), Js ¢ 8, sx ¢ M}g
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PROPOSITION 3.5. T(4/P) = O.

Cela résulte de ce que & cclp).

PROPOSITION 3.6. c(E) = s '(4/P).

En fait, dfaprés la caractérisation de ((E) que nous avons rappelée, il
suffit de monitrer que (*(®) C:S_1<A/P), Soit x ¢ ¢*(®). Posons :
I={N€ A AXx€ A/P}. I estun idéal & gauche qui contient Ann x, Comme E
est une extension essentielle de AP, Ix # 0, Donc I contient strictement
Ann x, Comme Ann x est P-critique (2011), on voit Que T ¢ PF., Donc I conbient

u élément de S,

Démonstration du théoréme 3.1 ¢

I1 suffit de montrer que P@C(E) = 0 : il suffit donc de montrer que
ps”'(4/P) = 0. Soient pe P et x ¢ § (4/P). Is ¢ S tel que sx ¢ A/P. la
condition de Ore est vérifide par rapport & 8., Il existe donc s ¢ 8, p' € A
teis que : s'p = p's, Comme. s'pe P et s ¢ C(P), p' ¢ P. D'autre part,
p'sx = Q, Donc~ s'px = (0, Alors px = O (3@2)0

Remarque s On peut montrer le résultat sulvant : pour que la condition de (re
soit vérifiée9 il faut et il suffit que F contienne un systéme cofinal d'idéaux

a gauche principaux,
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APPLICATIONS DU‘CALCUL‘PROPOSITIONNEL
AUX STRUCTURES ALGEBRIQUES ORDONNEES,
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oo

Le calcul propositionnel est une partie "facile" de logique, beaucoup plus
simple que le calcul des prédicats; c'est une approximaftion grossiere du
raiscnnement mathématigue, qui permet cependant de résoudre certains problémes,
comme nous allons le volr, Pour de plus amples détails sur le calcul proposi-

tionnel, nous renvoyons au livre de G¢. Kreisel et J.L. Krivine [3]-

§ 1. QUELQUES ELEMENTS DU CALCUIL, PROPOSITIONNEL,

DEFINITION 1 ¢ On appelle structure propositicnnelle un ensemble P infini

ou non, dont les éléments sont les variables propositionnelles, auquel on adjoint

sept symboles 5 (, ), T3V, Ay <=>, —>.

DEFTINITION 2 ¢ (On construit sur cette structure des formules propositionnelles
gui sont des suites . Xoyxi,,ooyxn finies, ou les X, sont scit dans P, soit
1'un des sept symboles, et que l'on obtient par application d'un nombre fini de

fois des régles sulvantes s

1) p€ P=>p est une formule,
2) si P est une fbrmule9 ‘](F) est une formule, (souvent écrite 'WF).
%) si P et ¢ sont des formules, (F)wv (¢), {(®) a (¢), (F) — (),

(F) <—> (@) son% des formules,
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THEQREME 1 : Pour toute formule F, il v a un et un seul des cas suivants

1) F est une variable propositionnelle,

2) F est de la forme TG ol G est une formule,

3)

F

4) F
5) F est de la forme ¢ —> H,

F

G

est de la forme ¢ VvV H,

est de la forme G A G,

6)

ol

est de la forme ¢ <—> H,

et H sont des formules uniquement déterminées,

Distribution de valeurs de vérités : (C'est un proceédé qui permet d'associer

a chague formule, la valeur 0 (faux) ou 1 (vrai),

Soit P un ensemble de variables propositionnelles et soit § wune applica-
tion de P dans {091}° Cette application § se prblonge 4 l'ensemble b des
formules propositionnelles grice

1) aux tableaux de vérité,

g1 F et ¢ sont des formules dont on connaft la valeur on déduit que :

si H= A¢ SH = 1-5(G)
si H=FVQ 8H = sup(6F,8G)
si H=F AG 8H = inf(§F,8G).

Si H=PF —~—> ¢, on lit &H dans le tableau suivant :

Pl G| FP=>G

O = O -
_— s O e

Si H=PFP<=—> ¢, on lit §H dans le tableau suivant :

Fl G| Fe—> G
1] 1 1
110l o
ol 11 o
ol 0 1

2) grice au théoreéme 1 et & la regle de formation des formules propositionnelles,
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Toute formule F dépend en fait d'un nombre fini de variables proposition-

nelles de par sa formation,

F = F(p1,,,,,pn) et toute application §:P - {0,1}, détermine une
valeur de §F.

Nous dirons qu'une formule F est satisfaisable s'il existe une distri-

bution §:P - {0,1}, telle que &F = 1.

si Jb est un ensemble de formules nous dirons que 75 est sa-

Fi*iel

tisfaisable, s'i1l existe une distribution §:P - {0,1}, telle que 6Fi = 1,

pour tout E& de 76 R

§ 2. APPLICATION DU THECREME DE TYCHONQFF AU CALCUL_ PROPOSITIONNEL

Soit <Ei)ieI une famille d'espaces topologiques, | ] Ei est un espace
iel
topologique ou, par définition, tout ouvert élémentaire est de la forme l ] A,
iel

ou Ai est un ouvert de E; , pour tout i de I, et ou Aj = B, sauf pour un

nombre fini d'indices,

THEOREME DE TYCHONOFE : Si (Ki)iel est une famille d'espaces ftopologiques

compacts, I I Ki est compact, avec la topologie produit précédemment décrite,
eI

(Pour les démonstrations, nous renvoyons & Bourbaki [2])o

Ainsi, un ouvert élémentaire U de ' | Ei est déterminé par la donnée
‘ iel
d'une famille finie d'ouverts U1,°._‘,Un de E1’°"’En respectivement Ui # Ei
u’ = {X € HEl 9 X = '(Xl)lel ; Xl € Ul Pour l = 1’290‘09n}0
Appliquons ces résultats aux calculs propositionnels.: soit P 1'ensemble
des variables d'une structure propositionnelle ; {O,1}P est, si 1'on munit
{0,1} de la topologie discréte un espace compact, [C'est avec la notation

précédente l I {0’1}P-]°
i
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Un ouvert élémentaire W de {0,1 est déterminé par la donnée d'une

}P
famille d’ouverts de {0,1}, distincts de {0,1}, donc par la donnée de

n nombres Eqresesty avec g, = 1 ou O et

W= {s e‘{o,n}P ;\6(P1) =g, si-0:0(p ) = e }-

1
Soit F(p1,neo,pn) une formule dépendant exactement des n variables

P1"’°”pn . A cette formule F, nous pouvons associer F sous-ensemble de
P
{o,1}

, & savoir :

ﬁ = {6 € {o,1}P ; 8F = 1}, % est un ouvert de {O,1}P.

Bn effet éoF = 60F(p1’°'°’Pn> est déterminé par §O(p1)5,,°,5o(pn)o
Si 6O(F) = 1, on a nécessairement 6O(p1) = ¢ ""’60(Pn) - .
P
}

1 n

(gi = 0 ou 1) et toute application & de {091 telle que

5(p1) = 51,,5.96(p ) = €, 9 implique nécessairement §(F) = 1. Donc si

B

"

5, appartient & F , W = {6 ¢ {091}P H 6(P1)

5{p,)se-esdln ) =5 (p )}

~ &~

est ouvert contenu dans F, contenant 50 . Donc F est ouvert., De méme F est

fermé car 8§F = 1 si et seulement si § TF = {1 ; donc

g

6F=1(6¢ 10,1} 5 6F=0}=1{6¢{0,1}5 36 M1F=1}= AF et BLF est

aussi ouvert, donc F fermé.

COROLLAT?E 1 : Un ensemble ?t de formules propositionnelles est satisfai-

.sable; 3i et seulement si, tout sous-—ensemble fini de b est satisfaisable,

La condition nécessaire étant triviale, il reste & démontrer la condition
suffisante, Dire que S est satisfaisable, c'est par définition dire qu'il
existe § telle que §F = { pour tout F de b

(N\ % est non vide,
Fe It
Mais puisque toute partie finie de Jb, B, est satisfaisable (“) %
. FSH

est non vide, pour toute partie finie B ae H 3 et comme les P sont des

, Solt encore que

}P, compact, (A\ ﬁ est encore non vide dtapres la propriété

Fe b

fermés de {0,1
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caractéristique des espaces compacts, et Jb est satisfaisable,

(ce corollaire 1 est encore appelé théoréme de finitude).

Remarque : Le théoreme de Tychonoff se démontre moyennant 1‘'axiome de Zorn ;

par suite le corollaire { en dépend également,

§ 3. APPLICATION AUX STRUCTURES ALGEBRIQUES CRDONNEES.
Soit E un ensemble ; E x E = {(asb) ;s a¢c E, be E} est un ensemble que
l'on peut considérer comme un ensemble de variables propositionnelles, Consi-

dérons le systéme étﬁ de formules suivantes :

1) (a,a), pour tout a de E.
ot 2) (a,b) v (b,a), pour tout a et tout b de E.
B 5)  [{a,b) A(b,a)], pour tout a et tout b distincts de E.
4) (a,b) A (v,c) - (a,c) pour tout a, tout b, tout c de BE,

5%% constitue bien un systéme de formules, infini si E est infini,

THECREME 2 3 5%} est satisfaisable, si et seulement si, E est totalement

ordonné .,
Si & est application de E x E - {0,1} qui satisfait Jﬁﬁ, on pese

a g b si et seulement 5(a9b) = 1, Et inversement, si E est totalement

ordonné par (, on posera sla,b) = 1 =i ag b et s(a,b) = 0 si b< a,

#

et 1'on aura bien §(F) = 1 pour toute formule F de J%%a

THEQOREME 3 : Un groupe [un demi-groupe] peut &tre totalement ordonné si et

seulement si tout sous-groupe [tout Sous—demi-groupe] engendré par un nombre

fini d'éléments peut 1'&tre.

[Ce théoréme est un résultat déja connu pour les groupes, cf [5] par exemple ;

mais c'est la premiére démonstration qui en est donnée pour les demi-groupes].,

Rappelons qu'un groupe [un demi—groupe] G est totalement ordonné si l'on
a défini sur ¢ une relation d'ordre total s 1lsotone, c'est-a-dire telle que 3

ag b implique ac  bc et ca cb pour tout a, b, ¢ de G.
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Alnsi, & un groupe G [un demi-groupe], nous pouvons associer l'ensemble
G x G des variables propositioﬂnelles et le systeme 5@5 sulvant des for-
mules propositionnelles :
( 1) (a,a) pour tout a de ¢.
2) (agb) v (bya) pour tout a et tout b de G,
K/ < 3) W[Qagb) A (b,a)]9 pour tout a et tout b distincts de &,

G
4) (a,b) p (v,c) » (a,c), pour tout a, tout b, tout ¢ de @,

5) (a,b) -» (ac,bc) p (ca,cb) pour tout a, tout b, tout ¢ de G.

~
Comme précédemment, il est facile de vérifier que G peut &tre totalement
ordonné, si et seulement si le systeme Jté est satisfaisable pour une distri-

bution §. (Il suffit de poser a b, si 6(a9b) = 1 et réciproquement),

La condition nécessaire du théoréme est triviale. Démontrons donc la
condition suffisante, Soit H un sous—ensemble fini de J%é et soit H 1l'en-
semble des éléments de ¢ intervenant dans les formules de & : par exemple,
si la formule (a,b) - (ac,bc) A (ca,cb) figure dans B , les éléments
a;byacgbogcaQOb figurent dans H, H est un sous-ensemble fini de ¢, engendré
par Ho'Par hypothése, K est un sous-groupe [sous—demi—groUpe] totalement
ordonné ; donc le systéme é%k de formules propositionnelles construit sur

l'ensemble K x K de variables propositionnelles est satisfaisable, Mais &

est un scus—ensemble de &ﬁK ; donc ‘35 est évidemment satisfaisable,

Ainsi tout sous-ensemble fini de JtG est satisfaisable ; d'aprés le
théoreme de finitude (corollaire 1), J@G est lui-méme satisfaisable, donc

le groupe G [1e demi~gr oupe G] peut &tre totalement ordonné,

COROLLAIRE 1 ¢ Un groupe abélien peut &tre totalement ordonné, si et semlement

si il est sans torsion,

D'aprés le théoréme 3 précédent, il suffit de démontrer ce théordme pour les
groupes abéliens de type fini, Si G est abélien, de type fini, sans torsion,
il est isomorphe a 7 et 7 peut &tre totalement ordonné par l'ordre lexico-

graphique,

Inversement, si un groupe (abélien ou non) est totalement ordomné et si x

est un élément différent de 1'élément neutre, e, on a par exemple e < x d'ol



12.7

x < x2 (car dans un groupe l'isotomie est stricte) et, par suite, " est

distinct de e pour tout n, et ¢ est sans torsion,

COROLLATRE 2 3 Un demi-groupe 8 idempotent peut &tre totalement ordonné si

et seulement si tout sous-demi-—groupe fini de § peut &tre totalement ordonné,

Dans un demi-groupe idempotent (x = X2 pour tout X), le demi-groupe engendré
par un nombre fini d'éléments est fini (la propriété que nous venons d'énoncer est

démontrée dans [2]),

On retrouve bien ainsi un résultat de T, Saito, Rappelons en effet que dans
[4], nous avions donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'un demi-
groupe idempotent fini puisse &tre totalement ordonné, Or dans [6], par des
méthodes différentes, T, Saito a donné une condition nécessaire et suffisante
dans le cas général, Et il s'avére que ces conditions sont les mémes, ce qui est

immédiat d'aprés le corollaire 2 !..,



[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[€]
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