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ON SPECTRAL SYNTHESIS FOR CURVES IN RB.

by Y. Domar

1. A(Rn) and PM(Rn) denote the Banach spaces of Fourier transforms of

) . 10 N . ny . n
functionsin L'(R’) and L (R), respectively. Thus PM@®R) isthe dual of AR ).
The elements in PM(Rn) are defined in distribution sense and are called pseudomeasures.

*

For every closed E c R" , PM(E) denotes the (weakly closed) subspace of PM(R")
consisting of all pseudomeasures with support in E, and M(E) is the subspace of
PM(E) consisting of all bounded regular Borel measures -with-support in E. 'E is said

to-be sequential spectral synthesis if PM(E) is the sequential weak * closure of M(E).

. The image of an injective Ck mapping v : [a,fb] ->Rn, where k=1,

—o< a<b<ow, with %' non-vanishing, is called a simple Ck curve in R". The

results in [3 _j imply that a simple C2 curve in R2, with non-vanishing curvature,

is a set of sequential spectral synthesis. We shall now prove :

THEOREM. A simple C3 curve in R3 , with non-vanishing torsion, is a sét of

sequential spectral synthesis.

It should be pointed out that the method in [3] can be adopted to give rather general



results on an extended notion of sequential spectral synthesis for (n-1)-dimensional smooth
manifolds in Rn, n =3 (see El] ), but that the corresponding method fails-in general
if the codimension of the manifold is = 2 (R. Gustavson l_—5_| has shown this for curves

in RB).

Thus a new idea has been necessary in the proof of our theorem. It is to be
expected that the same approach can be used to prove corresponding results for curves in

R, n=4.

2. B(Rn) denotes the Banach space of Fourier-Stieltjes transforms of elements in

MR"). Let EcR" beclosedand f€ C(E). We put
1 : 1
llg iz = mf{HF”B(Rn) teBR)NC'®RY, Fl_ =1},

If-the set to the right is empty, we-put HfH = o0, The novelty in the new method, in

B(E) ~

comparison with the method in B:I consists in a refined technique to estimate ‘ ’fHB (E)’
for a special family of functions f on a family of curves E < RZ. The main tools in the

estimating are the following two elementary lemmas.

LLEMMA 1. There is a constant C such that every f€ C1(I) , where IcR isa

compact interval of length !I ’ , satisfies

o gy el +cillel o el )

Proof of Lemma 1. Since the norm in B(R) is invariant under affine mappings of R,

we can assume I = E), 1] . Then we can extend f toafunction f € B(R)N C1(R),
periodic with period 27, and such that

el oselell o, el <Ml
L (R) L (1) L™(R) L

Then we obtain (2. 1) by estimating HFH B(R)’ using for instance Carlson's lemma

(Carlson [2] ).



3.

LEMMA 2. Let Ec R® be closed, and let (xn), n€Z, be a strictly increasing

sequence-in R, satisfying.

S=sx. ,-x)x -x

-1 -1
n+1 n"*'n n-1) =53 ’ ncz,

for some o >0. Put
E —Em{(x )€R2°x =x<x } meZ
m- 2 TT2m-2 T 7 T T2m+1)? ’

Then there exists a constant CO, only depending on &, such that, for every

1

f € C(E),
el

< c° EHHB(E )

m

1
Proof of Lemmz 2. It is possible to define functions ¢ € C '‘R), mecZ, satisfying

supp(o ) © E‘zmwz y Xo +1] ,

Ogr@m(x)s 1, x€ER,

1,

-1
Osop =20y, -x ), xX€ [sz—z "X2m~1]’

qom(x-) =1 x € [X2m-=1 » ¥om

‘Pm+1(x)= - QDm(X), X € E{2m ’ XZmH:I :
Then
(20
(2.2) E(pm(x)=!, Xx €R.
— 00
We observe that supp (<pm) is included in an interval of length < (X2m = Xpm ). (HZS_1 ),
and that
-1 o1
Hcp I =1, Hcpv'H_ s (x, -x, ) 287,

It follows from this, using for instance a variant of Carlson's lemma (Beurling D] , P. 349),

that there exists a constant Co such that

| qomHA(R)s c®, meaz.



Forevery m, &  denotes the function on R> defined by @m(x,y) = <pm(x),

2

(x,y) € R®. Then o € B(RZ) and

B(RZ) = H(pmHA(R) < Co-

(2.3) H@mH
. 20 A2y . | .
Choosing f € BR“)NC'(R”) =as extensions of f g »+ We obtain
m

vt @ €BR)NC'®R?), andby(2.2)

2
z fm(xyy) (I)m(X,Y) =2 f(ny) @m(xyy) = f(X’Y), (X9Y) ER".
Thus X f @ isanextensionof f, and since by (2.3)

Isrol L <l sl

o, |
BR

2 a2 2 247
) B(R”) B(R") B(R")
a minimization of Hme yvields the lemma.

B(R?)

In Section 4 we shall prove the theorem using the following lemma. The proof of the

lemma is given in Section 3.

LEMMA 3. Let €>0, 0<h<1, t€R, ¢,f and g are real-valued functions

on R with the following properties :

¢ is a non-negative function in £(R) with supp (¢)c [Oﬂ] and sdisfying

| JR(D(O‘)CIO‘=1.

(2.4) tec'b1,1], e<tis)<e!', se [-1,1],

and either

(2.5) g€C2 [—1,1:], e< 'g"(s)‘ < 5—1, s € E—1 , 1:[,
9.'_‘
(2.6) gec?L1,1], e< lems)l<e?, se [-1,1].

Then the function G on the curve I,: {(f(s), g{s)):s € LO, 1]} with values




1

(2.7) Glt(s),8(s)) = K(s) = [ exp]it gls - om)} 0(0) a0,
o

satisfies
1

(2.8) HGHB(I‘O) <c,

for some constant CO, depending on € and ¢, butnotdependingon h,t,f and g.

3. Proof of Lemma 3. If t =0, (2.7) takes the value 1, i. e. the left-hand member
6f (2.8)4is 1. Thus we can in the following disregard that case and assume that t-# 0.
It is of course no restr!icﬁon to assume-that - a-ndf -g- are-defined on - R , and
that tﬁe conditions (2.4) and (2.5) or (2.6) hold -with - E-'I,,?j - exchanged to - R. Then we
can enlarge the set I to the set
T: {(f(s),g(s))»:» SQR} ,
and‘ G and K canbeextendedto T and R, respectively, by the formula (2.7).

Obviously (2.8) holds if we can prove

For every compact-interval Ic R, we define
r@) = {ts),e), set}.
We shall base the proof of Lemma 3 on three different upper estimates of HGl ‘;3 @)
| Using Lemma 2 we shall then obtain an estimate of HGHI;(T)' by means-of a suitably chosen
covering of T by curves -T(I).
In the following we-shall-use the letter C to denote» any finité positivé constant,

which may dependon € and ¢, butnoton h,t, f and g, andnot on I.

1°. The first estimate is obtained by considering extensions of G on T(I) such



6.
that they only depend on the first variable. Since the norm in B(Rz) of such a function
equals the norm in B(R) of the corresponding function of the first-variable, we have by

Lemma i -an upper estimate

| I '/,

H
COLT() LO@ET)  LHI))

C(
where Hof=K, s€R. The inequalities (2.4) imply that we obtain the estimate

(3.1) fkﬂp y = Al il kel )73,

B(T() L.(1) L1 L)

By (2.7) and the assumptions on ¢ we have

(3.2) k| o, . =1
L (R)
Furthermore, using a change of variable, we obtain from (2.7)

1
K'(s) = h! J exp{it g(s - O‘h)}(p'(O‘) do, SER,
o

and hence
el <cn
L (R)
Thus (3.1) gives the estimate
(3.3) HGHB(I‘(I)) < C(r+( ‘I lh—1)1/2)

20, The second and third estimates depend on the fact that

1 1
HGH (T(1)) = HGXH B(I(1)) *

for every bounded continuous character x on R2. Taking

X(XQY) = exp{—ity }9 (Xay) € RZ,

we can thus as well estimate the norm of extensions to B(RZ) N C1(R2) of the function

on T(I) which for the point corresponding to the pavameter*-value s - takes-the value

|
(3.4) G(f(s),g(s))exp{ —it g(s)} =1.(s) = J exprit(g(s - oh) s)):,L (0)do.
o

®



By the same arguments as those leading to (3.1) we now get

(.5) Hc.H1 cay < el e dellicl el 973,
L=() L Lt

Differentiating (3.4) we obtain

1 ¥ ¥
(3.6) L'(s) =ith j glls - th) - g'(s) exp1it(g(s-oh) - g(s))} o(o) do,
o

which gives
IL'(s)l < lthi”g" {

L(s+ [=h,0 ).‘
Since (3.2) and (3.4) give
(3.7) Ll o, =h
‘ L (R)
we obtain from (3.5) |
n 1/2
(3.8) HG B(T( y) = €l [tlltn[lg HL .y ))

39, In the third estimate we have to assume that g' does not vanishin I+ -»h,»O:l .

Then, for s€I, we can integrate (3.4) partially, obtaining

i

A ¢'(o)  holo)e"( -0hx Hels - oh) - g(s)) ta

MO |, Gl o any?) ST o -0},
which gives

(3.9) Ll <clml"l ol 1l :

L(1) , g L@+ E—hy(ﬂ)

In the same way we c-hange (3.6), obtaining

15

L;(S)zj (o' (o )g '(s-oh) -g'(s) _olo)g'(s)e"(s -crh))
o hg'(s - oh) ('(s - oh)
. exp{it(g(s - oh) - g(s))}do .
which gives
(3.10) ]| (| g"(U)] g (u)g“(v);

L (I) u v€1+lT:h Oj (' (V)



(3.5) and (3.7) give

: 1/2 ’ 1/2
el oy = CHLHLOO(I)U (e Hxﬁ"(x)) ).
Assuming that
3.11 ] 3-, <C
3.1 H } 1+ Eh o] L2(1+ [—h,O]) =

for some constant C, we obtain thus from (3.9) and (3.10)

Gaa) el <c|lml 1l (1 28]

- ):11/2
&' (14 [=h,0]) L2+ [-h,0] ‘

Lovdaligl . oo 7],

This is our third estimate. We stress that we have to assume- that (3.11) holds, for
some constant C.

We are now prepared to pr‘ox}e the lemma. We shall first consider the case when (2.5)
holds. In this case, the method in [j] can be applied, but we prefer* tQ use an approach
analogous to the one needed in the second case.

By (2.5), which we assume true for s€R, g' hasazero a. The representation

gl(s) = (s - a) f g"(a + (s-a)t) dt, sER,
0
shows that-
(3.13) C ls-—ai < ig‘(s)‘ <! !s-a-§ , SER,
for some C.
We introduce, for a numberr d> 0 to be fixed later, the set of points "«a~-:_1- a2" .

neEN, on R. This set satisfies the conditions of Lemma 2-with- § =1/2. Thus, for

some absolute éonstani C,
el =c EHGW )



where
I, = [a-2d, as2d],

I= {_a+22n'2d , a+22n+§dj , nezZ_,

I =2a-1, nezZ.

Thus it suffices to prove that d c¢an be chosen so that for some C
5 el

{3.14 |G <C.

(3 ) = ! B(T(In))

For the term with index 0 we use the estimates 1© and 2°. (3.3) gives

i

(3.35) HGIB(T(IO)) < C“ + (dh-?)"é/};)’

and {(3.8) and (2.5) give

1 T 1v1/2
(3.16) ~ HGHB(T(IO)) <c(i+(alm)/?),
Hence
1
(3.17) HG!B.(I‘(IO)) <C,

if we choose, say,

1
d = Max (3h , —-T).
lth

For the remaining intervals this choice guarantees, by (3.13), that (3.11) holds,
for some C, independent of n, for all the intervals In’ "n#0. Thus we can use

(3.12). Observing that

TS| <c,
n e 2+ [n,0])
we Qb‘tain
(3.18) Hdg(m ) <(ltnl.a 22“)"‘/2 <c2™m,
n

for n#0, andthen (3.14) follows from (3.17) and (3.18).

Next we consider the case when (2.6) holds and g' has at least one zeroon R.
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Since g'"'  has a constant sign, we have exactly two zeros which may coincide. We
denote them a and b, where a <b. The formulas

1 1
g'(s)=(s - a)(s - b) J J g"(a + (b-a)t + (s-b)tu) t dt du
o Yo

and

g"(s) = (s-a)'g'(s) + (s-a) j; g"(a + (s-alt) t at
show that
(3.19) cl(s-a)s-b) | = lg'(s)| = ¢ |(s-a)(s-b) |
and
(3.20) lg"s)] < ¢ "(ls-al + |s-b ).

Also in this case we introduce points on R, starting with a basic length d. When
d < b-a it is convenient to assume that

(3.21) a=(b=-2) ,-2M

12
for some MEN.

In the case when d= b -a we take the set of points of the form b+ d 2" op
a-d 2“, ncN. Inthe case when d<b-a we add to this set all points a +d oh
and b-d 2n, where n€EN, n<2M+2, M defined by (3.21). In both cases we
obtain sets which fulfil the assumptions of Lemma 2 with & = 1/4. Thus it suffices to

prove that, for some C,

(3.22) z g/l

<C,
2 SBE@)

where Q incase d> b -a is the family of intervals l_a-2d R b+2d] ,

‘__!-J 4+ 2°n24 , b+ 22n+1d:[ , Ea _ 22y , a- 22n_2d] , N€Z , incase d<b-a

2n-2

is the family of intervals |b-2d, b+2d], |b+22"2d, b+ 22" 1q] nez,,



1.

b+a
5 .

[b-—22m'1d . b—22n_2d:[ , 1< n<M+1l, andtheir images when reflectingin s =
When estimating, we have now to single out the intervals [b—2d , b+2d] and
[a—Zd . a+2d_l in the second case. Exactly as before we can apply (3.3) which gives,
with I as any of these intervals,
1 -1,1/2
<
(3.23) el iy = ¢t + @773

(cf. 3.15) and (3.8) which, using (3.20), gives

(3.24) Gl iy = €0 + (i |atasns(o-a))'/?)
(cf. 3.16).
Choosing d. =Max(3h, §), where § > 0 satisfies

0
S(S + (b-a)) = |th |7,

we can easily find a constant C such that the construction, including the condition (3.21},

can be performed for some d with

-1
< d<
Cdy <d<C d,.

By (3.23) and (3.24) we tind that the contribution to (3.22) of the considered terms is then
dominated by some constant C.

For the remaining intervals (3.11) is evident by (3.19). Thus (3.12) can be applied,
and using (3.19) and (3.20) we obtain for those intervals which are situated at distance

2n—2

2 d from the nearest of the points a and b.

1/2
1 h
(1 + ]
L2290 q 22“>

111 -1
ol g < | e s

e +(d22“.-—1§ﬁ)1/2) < c2™n,
42

All these estimates prove (3.22).
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It remains to discuss the case when (2.6) holds but g' does-not vanishon R,
We assume: that ig-‘ l attains its minimum for s =a, - and define -the real-valued
function € such that the relation
gl(s) = g'(s) -g'(a),
holds.for s€R. Then g 5 is a function for which the previous discussion is applicable.
-Following the e#timating prodedure for g, but inserting g instead, we find that the

obtained estimates hold as well. Hence the lemma holds in this case, too.

.4, Proof of the theorem. Let v be an injective C3 mapping from E:l,.b] to

R’ . Weput v(s)=(x(s),y(s),z(s)), s€ Ei,bj ~ and assume that

X'(S) X"(S) g (S) |
(4.1) y'(s) y'(s) y"(s)| #0,
Zl(s) S"(S) AL (S)

s € Ei,b] . We have to prove that T = {(x(s),y(s)gz(s)) : s€ [a,b]} is a set of sequentia
spectral synthesis.

We regard - R3 as an euclidean space with the xyz-coordinates as orthonormal
coordinates. Take any s 5 c Ea?b] , and intx‘odgce new orthonormal coordinates
£, n, £ suchthat the ¢£-axis has the direction of the tangent vector (x‘(so}yy‘ (So)’

z'(so)) at the point (x(so),y(so),z(s 0)). Then the curve gets the equation

[ £ =£(s)= 31X(S) + a2y(s) + aBZ(s) +ag
(4.2) l?} = n(s) = b1x(s) + b2y(s) + bBZ(S) + by

£ =¢(s) = c,x(s) + c,y(s) + CBZ.(S) +Cy s

where (a1 ,az,aB), (b1 ,b2,b3) and (c:3 y(:2,03) are qnthogonal unit vectors. It follows
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from the construction and (4. 1) that 7' (so) =0 and that I & '(SO) l and
I n"(so) I + ‘ n™ (so) l have a positive lower bound which does not depend on the choice
ofthe m and ¢ coordinate axis. Due to the assumed continuity we can conclude the
following: :
There is an € > 0 such that for every orthonormal change of coordinates into
coordinates such that the £-axis forms an angle < € with at least one of the vectors
(x'(s), y'(s), 2z'(s)), s€ E'so—e , so+ej ,

the corresponding functions, defined by (4.2), satisfy

(4.3) €< '5'(5)‘ <s_1, s € ]-__so—e,so+£:
and either

(4.4) e< |n(s)| <&, s€ Eso—e , so+s:l
or

4.5) e< ln'"(s)‘ < 8-1, | s € l__so-s , so+s] .

Furthermore, for every ¢, a<c<b, we canobviously find intervals

J:sn—en s sn+sn], n=1, ..., N, of Ea,b] such that

E:,b I:C Ll:j:[sn ’ bn+sn l:y
and such that (4.1), (4.2) and (4.3) hold if s, and € arechangedto s and g,
respectively.
We have to prove that a pseudomeasure on I lies in the sequential weak* closure of
M(T')..- Any pseudomeasure on I can be written as the sum of a pseudomeasure with
support in T l'_'a’ d:l and a pseudomeasure with support in T [c,b] , if a<c¢c<d<b.

Here
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I = {(x(s) , y(s), z(s)): S€I}
for every Ic [a,b] . Of course it is enough to discuss a pseudomeasure with support
in some T [c , d] , a<c<b. By afurther partitioning we find that-it is enough to study
pseudomeasures with support in one of the sets T [Sn’sn+€n_“[ , -as defined above. Changing

affinely the parameter, if necessary, we can describe

r0=f[sn

€, sh+en]
as the set of values of a c>  tunction with values y(s) = (x(s),y(s),z(s)), s€ E—1 , 1] ,
where (4.1) holds for s € E—’i , 1] . Then, for some &> 0, whenever new coordinates
(£,m,¢) are introduced by an orthonormal traﬁsfor*-ma»tion, such that the £-axis forms:
an angle < € with at least some of the vectors (x'(s), y'(s), z'(s)), s€ E—1 ?,1] , then
‘the corresponding functions (4.2) satisfy (4.3) and either (4.4) or (4.5). We have reduced
the problem to prove sequential sepciral synthesis for a pseudomeasure (i, supported
by FOEO, ﬂ.

We refer to Bj and [4, Theorem 2 9] for the details of the following discussion.
The paper E2:] concerns just RZ,, but many of the arguments hold in any Rn, n2,

[4- -can be considered as a bounded linear functional on (21(R3 ), whose value when
applied to a function F does only depend on the restriction of F to TOEOg 1] . Given
¢ and h asin Lemma 3, we define on I° a measure A with a smooth density
function with respect to the parameter s. For the parameter* value S the density

function is defined as <HS ,4?, where HS is any function in C?(R3 ), such that

O o]
H (6)ye) = fol5m),  se ol

We shall prove that By >4 weakly ¥, as h » +0. The only difficult part is to prove



15,

that there exists a constant C such that for every bounded continuous character ¥

3

on R~, and independently of h, the function on °

[0,1]

5 x(x(s - oh), y(s - oh), z(s - ch)p(c) do,
R

with value

at (x(s), y(s), z(s)), s¢€ [0, ’%] , can be extended to a function in B(RB) N ,C1(R3) |
with its norm in B(R3 ) bounded above by C.

To prove this, let us first consider a character x which is constant in a plane
which forms an angle < € with some tangent of 1“°. Then we change coordinates
orthonormally to (£,7n,¢), takingthenew ¢ and ¢ coordinate axis parallell to thek
plane with the £-axis forming an ang}e < £ with some tangent to I°. Due to the
properties (4.3), (4.4), (4.5) of the corresponding representation (4.2) it is natural to
restrict to extensions which are independent of ¢, and use Lemma 3 which gives
immediately the desired uniform bound.

It . remains to discuss the case when the angle between the tangents of °  and the
planes where ¥ 1is constant are all > €. Then we introduce a new orthonormal system
(¢,m,L), withthe 7m-axis normal to these planes. Then, for some C > 0, independent

of x, nQCBE—l,lj and

(4.6) | c< |ns)| <ct, segi,ﬂ
4.7) lw%ﬂ<c4, seﬁuﬂ.
The function ‘to be extended takes the value
f exp {it (s - crh)} olo) do
at (&(s), n(s), &(s)), se€ EO , 1] . Asin the deduction of the estimates 2° et 3° in the

proof of Lemma 3 we multiply by the conjugate of ¥, and are left with the problem of
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estimating HFH} , Wwhere [ is defined on °

B(r° I:o ﬂ) E) 1]

(4.8) F(£(s),n(5),£()) = L(s) = f exp{ it(n(s-oh) - 1(s)} ©(0) do,

if ¥ -takes the values exp(itn) -at - (£,7n,£). We consider extensionsof F which
do only depend on the variable 7. Due to (4.6)and Lemma 1, it suffices to find a constant
C, such that

(4.9) ]

L L V2 2 ¢
L°°[o,1]+(H | o 1]“ HL o) .

A partial integration of (4.8) (cf. (3.9)) shows by (4.6) and (4.7) that

Il ., o] =

for some constant C, and obviously

l_‘LHLm_ [0, JS 1

Differentiation of (4.8) (cf. (3.6)) shows by (4.6) and (4.7) that
Ll - - =clml,
1o, 1]

for some constant C. From these relations we obtain (4.8), and the theorem is proved.
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SOLUTIONS INDEFINIMENT DERIVABLES ET SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES

D'UNE EQUATION DE CONVOLUTION

par F. Gramain

1. RESULTATS ET PREMIERE REDUCTION.

THEOREME. Soit s unentier 2 2, et A= {0‘1’ ceey ocs} un ensemble de

S
nombres algébriques réels engendrant un Z-module libre de rang 2. Soit 4 = T a, $
k=1

algébrique

la mesure complexe de support A chargeant le point 0 de la masse a,

R s
sur €. Sileszérosde u(z)= T a exp(-2i 7 % Z
k=1

toute solution f € € (R) de 1'équation f % p(x)=
k=1

sont tous réels et simples, alors

)
s
z

akf(x - cxk) =0 est presque-

périodique (au sens de Bohr).

A

La condition sur les zéros de u est nécessaire, car si elle n'est pas vérifiée,
il existe une solution de 1'équation de convolution u * f =0 qui est une exponentielle-
polyndme non bornée. Une telle solution est indéfiniment dérivable mais n'est pas presque-
périodique. D'autre part, il est nécessaire d'ajouter une hypothese de type arithmétique.

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons le résultat suivant dii a Yves Meyer

([2]).

LEMME 1. Seit 4 une mesure complexe portée par une partie finie de R. Siles

A

zéros zE€C de p(z) sont tous réels, alors il existe un entier m= 0 tel que toute

solution continue f:R+€ de fxpu =0 soit 0O | x ‘m) a l'infini.
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A

Ce lemme permet de se ramener a montrer que 1'ensemble des zéros de u  est un

ensemble a étranglement lent.

DEFINITION.. Une partie A de R est dite a étranglement lent si et seulement

s'il existe deux constantes positives C et N -tellesque A~ et -A'€A, X #£A'

et X £0 entraine 1)L - I = .
= — AN
On a alors :

-~ LEMME 2, Soit g une mesure complexe portée par une partie finiede R. Alors

les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Les zéros z€C€ et u(z) sont tous réels et simples, et leur ensemble A

est a étranglement lent.

(ii) Toute solution f€ € (R) de fxpu =0 est presque-périodique.

Dans la démonstration du lemme 2, on notera C toutes les constantes absolues
positives, quand il n'y aura pas de-confusion possible.

Vérifions que (i) == (ii). Soit ¥ € € (R) une fonction positive de support contenu
dans E—’i ,1] telle.que $(0)=1. | Ona fxu =0 doncle specti:e de f est contenu

dans 1'ensemble A deszérosde u. Seit X #0 unpoint-duspectrede f et

A

). --Alors

he :‘0,_-1] tel que [A-h . A+h] N-A= {A} Posons ¢(x)= ;b(»xr_1

E0)=<E, @) =<(f, 0>, clest-a-dire E(x):J o(x) £(x)dx =
R

j h exp(-—Zi#)xhx) ;b(hx) f(x) dx.
R

Si h=1, cette intégrale est, en module, majorée par une constante car f est
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a croissance lente et ¢ & décroissance rapide. Si h< 1, on utilise la croissance

A

de f- donnde parle lemme 1, soit |f(x)| < C(1+ lx ‘)m et la décroissance de ¥,

° C . . C
par exemple hb(h;f) | < w2 pour obtenir  |f(1)| < -
h (1 +1x1|) h
La condition d'étranglement lent permet de choisir h= I__(‘;N On a donc, dans tous
k

les cas If()\)l =c(1+ IAI )K oli K> 0 est indépendant de f.
Ordonnons A en une suite strictement croissante- Ang ne€ Z, telle que

A1 >0 et X  <0. Onaalors ‘An l =2C ‘n ‘ . Les coefficients de Fourier de toute

-1
solution continue f de f x 4 =0 vérifient JE(AH) 1 < C(1+ \)“n l )K. Supposons- que
f est de classe €K+2 et appliquons 1'inégalité précédente 2 g, dérivée d'ordre
K+2 de f, quivérifie la méme équation de convolution. On obtient l 1?()\“) | <

C(1 + l)‘n l )_2 ce Iqui assure la convergence absolue de la série de Fourier de f.

La preuve de (ii) 2 (i) estimmédiate. Si A n'est pas i étranglement lent, il

~ existe deux suites A’j et AJ' tendant vers 1'infini, de points de A tels que

-] ’ ixx  idkx

IA .S ‘ <2 . Soitalors f(x)= Z (¢ J -e ¥ ). Toutes les séries dérivées
i E >

Aj j=0
convergent uniformément sur tout compact : la fonction f est une solution €” de
f% 4 =0, mais elle n'est pas presque-périodique, et le lemme 2 est démontré.

La nécessité d'hypotheses de type arithmétique est alors justifiée par le résultat
suivant : Si g = (D 1—50) *- ~(50‘ - 50) avec a£ Q, A esta étranglement lent siet
seulement si- « n'est pas un-nombre de Liouville.

Venons en a la preuve du théoréme. Une homothétie sur la variable permet-de se

ramener au cas ou-le Z-module engendré par A est Z® wZ (avec  algébrique

réel irrationnel) et il suffit de prouver le résultat suivant.
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PROPOSITION. Soit s unentier= 2, {»oc1 y e oas} un ensemble de nombres

algébriques réels engendrant le Z-module Z ® «w Z 1libre de-rang 2. Seit Bys-vsBy

S
des nombres algébriques non nuls. Si les zéros de  ¢(z)= T-a
k=1

et simples, alors ils forment un ensemble & étpanglementllent.

¥ exp(-2ir cxkz) sont réels

Toute la suite est consacrée a la démonstration de cette proposition. Nous utiliserons

les deux lemmes suivants.

LEMME 3. Soit Pe€C &,Y] un polynéme. L'intersection de la variété de C2

définie par P(X,Y)=0 avee le bord distingué >D = {XQC ; ]X ‘:1}X{Y€C; IY i=~1}

du bidisque unité D, soit est finie, soit contient une courbe de dD.

Démonstration. Posons x=X. + iX2 et Y=Y +iY En séparant le réel de

1 1 2°

1'imaginaire on se raméne a étudier les solutions réelles-d'un systéme polynémial réel du

type suivant :
JQ(X s X5, Y, Y,) = R(X,,X,,Y,,Y,) =0

2

5=1

2 2 2
LX1 -+~VX2 _«Y1 +Y
On peut parametrer le cercle unité {X? + Xg = 1} (resp. {Y? + Yg = 1}) privé du

point (-1,0) par

2
X =1~Uz X (pesp Y .1_-._\./_ = 2V

, -
LRTRY = 1+U2 BTV A Y

Or X=-1 jointd P(X,Y)=0 et iY i = 1 fournit soit un nombre fini de solutions
en Y, soitune courbe de dD.- ‘On peut donc-se-ramener-a un-nouveau-systéme polynémial

Q1(U9V) =R, (U,V)=0. Si ce systéme a une infinité de solutions, elles forment une variété
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-algébrique qui correspond a une partie de dD contenant une courbe.
Notons € le corps des nombres algébriques-sur- Q, et A=0QNR le corps

des nombres algébriques réels. On a le résultat suivant

LEMME 4. Soit P € 0 X,Y| un polyndme tel que le systome

ait un nombre fini de solutions (X,Y)€ C2 .

P(X,Y) = 0
% |=]v =1

Alors ces solutions sont algébriques. (X et YEB).

Démonstration. Comme dans la démonstration précédente, séparons le réel de

1'imaginaire. On obtient un systeme polyndmial a coefficients dans A du type

J P(X{,X,,Y,,Y,) = Q(X,,X,,Y,,Y,) =0

27
2 2 2 2

IX + X, =Y, +Y

R Ry=Y Y,y =1

et n'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles.

Premier cas : X =-1. On est ramené A un systéme P(Y1 ’YZ) = Q(Y1 9~Y2) =

Y% + YS - 1 =0 n'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles. La-valeur Y = -1
2
1 = 1_V2 et Y2 =__2.X§
1+V 1+V

on se ramene a un systtme P(V)=Q(V)=0 ayant-un nombre fini de solutions réelles. Les

fournit éventuellement une solution algébrique. En posant Y

coefficients des polyndmes sont dans A donc les solutions en V sont algébriques, et

il en est de méme de Y.

Deuxieéme cas : x#-1 et Y#-1. Onparamdtre X et Y comme dansla
preuve du lemme 3 et on obtient le systeme polyndmial P(U,V)=Q(U,V)=0 3 coefficients

dans A et h'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles. En décomposant P et Q
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-algébrique-qui correspond a une partie de dD contenant une courbe.
Notons € 1le corps des nombres algébriques sur- @, et -A=0NR le corps

des nombres algébriques réels. On a le résultat suivant

LLEMME 4. Soit P€Q [X,YJ un polyndme tel que le systeme

ait un nombre fini de solutions (X,Y) € CZ.

P(X,Y) =0
1x |=]v]=1

Alors ces solutions sont algébriques. (X et Y€EQ).

Démonstration. Comme dans la démonstration précédente, séparons le réel de
1'imaginaire. On obtient un systéme polyndmial a coefficients dans A du type

J P(X,,X,,Y,,Y,) = Q(X,,X,,Y,,Y,) =0

27

LXZ+X2=Y2+Y2

1 FRy=Y Y,y =1

et n'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles.

Premier cas : X =-1. On est ramené & un systéme P(Y1 ,Y2) = Q(Y1 9Y2) =

Y? + Yg - 1=0 n'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles. La valeur Y =-1
fournit éventuellement une solution algébrique. En posant Y. = et Y,=
LRTRYE TR

on se ramene a un systeme P(V) = Q(V) =0 ayant-un nombre fini de solutions réelles. Les
coefficients des polyndmes sont dans A donc les solutions en V sont algébriques, et

ilenestde méme de Y.

Deuxidme cas : Xx#-1 et Y#-1. Onparametre X et Y comme dans-la
preuve du lemme 3 et on obtient le systéme polyndmial P(U,V)=Q(U,V)=0 A& coefficients

dans A et h'ayant qu'un nombre fini de solutions réelles. En décomposant P et Q
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en produits de polyndmes irréductibles, on se ramene a un nombre fini de systemes du méme
type avec ‘P et Q  irréductibles. Deux cas se présentent :
a) P#Q ou, plus précisément, (l;,Q) =1.
Soit (uo«,«vo) une solution avec u;) transcendant. Alors v_  est algébrique sur
A(u-o)9 - donc P(uo,\/) et Q(uo,v) sont des multiplesdu pelynéme minimal de v .
Comme - u est transcendant, P(U,V) et Q(U,V) auraient un diviseur commun non |

trivial, ce qui est exclu par l‘hypothése'. Les solutions sont donc algébriques.

b) P = Q.

. Soit '(uogvo) un zérode P. S'il existe v, et v, telsque P(u09v1)<0 <

P(uogvz)? par continuité, pour u voisin de u,, ona }P(u,v1) <0< P(u;vz) donc
une solution (u,v); cela est exclu par 1'hypothése de finitude du nombre de solutions.
Donc P(uoyv) a un signe constant et, par suite, P(u WV ) = P (u vo) =0, Si

ug est algébrique, il-en est de méme de vy (finitude du nombre de solutions). Si ug

est transcendant, v_ est algébrique sur A(ub) et P(uo-g\/') est son polyndme minimal

car P(U,V) estirréductible. Or P\!i(uoﬁvo) =0 donc P(uO»QV) divise P{[(uog»v)g
(1)

ce qui est absurde pour des raisons de degré. Cela achéve la démonsiration du lemme

2. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU PROBLEME.

On peut supposer w > 0. Posons 0 = m +mw avec mk et n&f. Ona

k

5

ot)= = ay exp(-2iTm t) exp(-—21wnkwt)
k=1

(1) Ce résultat est-aussi une conséquence d'un théoréme récent, de Narasimhan R/iurithy
et Swann Vector bundles over affine surfaces (a paraltreﬂ
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S
Considérons &@(x,y)= 2 a exp(—Ziﬂmkx) exp(—?.—iﬂnky). Les zéros de ¢ étant réels,
‘ k=1
ils sont-fournis par le systeme

Woy)=0 () ol (x,y) ER/ZXR/Z =T°.

y=wx (2)
L‘e’quaj:-ion (1) représente une courbe analytique T dans T° et les zéros de ¢
sont obtenus a partir de 1'intersection de T avec la droite A d'équation-(z) du-tore
T2 (w- -est-irrationnel, il s'agit donc de 1'enroulement -dense d'une droite réelle sur Tz)‘
Le fait que les zéros de ¢ sont simples se traduit-de la maniére suivante : la droite A
ne coupe pas T en un point singulier (multiple) et ne lui est pas tangente.
Dans tout ce qui suit, nous appellerons "points particuliers" lés points singuliers de

T etlespoints de T ol latangente a pour pente -w. - D'apres le lemme 3, les points

particuliers de T sont en nombre fini. En effet, ils sont définis par le systéme

Q(X’y) =0 2
(1) : x,y)ET
0 (x,y) + w <I>5',(X,y) =0
ou, en posant X =exp(-2iTx) et Y =exp(-2imy)
(s m. n.
ax Ky K-o
k=1 K 2 |
@ avec (X,Y)e €%, |x|=|v|=1.
s m, n
Za (m+nw)X Y *=0
k 'k k
\ k=1

Ces deux courbes algébriques de C2 ont un nombre fini de points d'intersection
dans 0D. ‘Supposons que ce n'est pas vrai. -Alors-elles ont une composante communefet,
d'apres le lemme 3, son intersection avec 9D contient une courbe. Cette dernidre
correspond, sur Tz, a une courbe F1 c I' qui rencontre la droite dense A

en une infinit¢ de points, sauf s'il s'agit d'une droite "paralleéle" & A (enroulement de



24,

pente w ne rencontrant pas 4). Mais ce cas est exclu : soit y=wx+b 1'équation

de T,. On aurait identiquement Cb(’x,wx+b) = 0. Cela est impossible car, w étant

.
irrationnel, les fonctior;; e—zwX et e_.Ziﬂ “X  sont algébriquement indépendantes sur
C.
Considérons alors un point d'intersection de A avec 1“1 . Les

-coordonnées de ce point vérifient le systeme (I). Il s'agit donc d'un point singulier de T
ou d'un point de  I' ol la tangente a pour pente w donc est la droite A. Ces deux
possibilités sont exclues par 1'hypothese de simplicité des zéros de ¢.

Le nombre des points particuliers de T est donc fini. Montrons que les coordonnées
(X,Y) des points correspondants de. dD sont algébriques. D'apres ce qui précede,
ou bien le systéme (II) n'a qu'un nombre fini de so_lutions dans C2 et un raisonnement
analogue a celui de la démonstration . du lemme 4, deuxiéme cas a) montre qu'elles sont
algébriques. Ou bien on est dans les hypothéses du lemme 4 avec P(X,Y)=0, 1'équation

de la courbe de dD correspondanta T et on obtient bien des points algébriques.

17

Pour prouver que 1'ensemble des zéros de ¢ est a éiranglement lent, il suffit de

- minorer la distance de deux zéros assez voisins de ¢. Deux zéros de ¢ sont voisins

s'ils correspondent a llintebsection de T avec un segmentde A voisin d'un point
particulier de T (par segment de A, on désigne une composante connexe de la trace
de A sur un carré fondamental représentant T2). D'apres la formule de Taylor, la
distance de ces deux zéros voisins est comparable a une puissance de la distance du segment

de /4 au point particulier, cette distance pouvant étre mesurée parallelement a 1'axe

des x. Le nombre des points particuliers étant fini, on peut majorer uniformément les
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puissances intervenant et minorer uniformément les constantes de proportionnalité par une
.constante positive. Il suffit donc de minorer la distance d'un segment de A & un point
-particulier par une expression du méme type que celle intervenant dans la définition de

1' étranglement lent.

3. MINORATION FINALE : UN THEOREME DE BAKER.

Nous effectuerons les calculs dans le carré fondamental. E), 1] X [0, 1:[ représentant -
le tore ’[‘2 . S'il existe des points particuliers de I' sur le bord de ce carré, il suffit
de faire un calcul analogue dans un carré déduit du précédent par une translation rationnelle.

Soit- Po = (xé-,-tyo) un point particulier de | I'. Considérons un ségment..de fal
voisinde P o 11 s'agit de -minorer la distance: ‘ } 3 o~ gl- , ol go est 1'intersection

de la parallele a A issue de Po avec l'axe des x, et £ estl'intersection du

segment de A (ou de son prolongement) avec 1'axe des x.

Yo

Ona go =7X0 W
Supposons que le segment de A considéré corresponde a n< ] v 1 < n+t. On peut
supposer ln ] > 1 carles zéros de ¢ sontisoldésdonc n=0 n'en fournit gu'un
nombre fini et leurs distances mutuelles sont minorées par une constante positive.. Le point
£ est 1'intersection des droites d'équations y=n et y=wx. Onadonc
£ = ?o (mod 1), c'est-a-dire §& ,.;;,g +p avec pEZ. On cherche le point ¢ Ie plus
proche de , or = |-~ , 1] etparsuite |p| = ni), le ne dépendan
hede & .é;oe:[;]]t ite |pl=0(lnl), e 0 ne dépendant

pas du point particulier étudié.

Y n
Ona gong_xo--5~‘&~p.
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Posons X = exp(—2if:rxo) et Y = exp(-2im yo). 11 existe des déterminations du

logarithme telles que

log X = -2im Xy log Y = —Zi?r»yo | log(~1) =
1
Alors gow- £ === L avec

L = -w log X, +logY - 2(nw +p) log(-1).
D'apres ce qui précede, - L. est une forme flinéairé a coefficients algébriques en
des logarithmes de nombres algébniques, et elle est non nulle. On peut lui appliquer un
théoréeme de.Baker ( Bj ) : les degrés et les hauteurs de -1, X, et Y sont
Mmajonés .car les poiﬁts paﬂticulielﬁs de T sonten nombre fini. Le degré des coefficie nts
-est-majoréd-par le degré d. de  w, et leux'i*"hauteurwest~~majerée-~»p»ar*vun o( in } d) car
}p! = 0( 1n 1). On obtie-nté-l@rts fLI = (¢! lnv!d)'K soit iL[ ;.>.~.C In l‘N aifeé C
In]
o

et N positifs. Or les zéros de ¢ étudiés sont de 1'ordre de ; donc la propo-

sition est démontrée.

Remarque. Cette démenstration ne s'étend pas au-cas-oll -A engendre un Z-module
libre de rang supérieura 2 car, dans ce cas; les points particuliers ne sont plus en
nombre fini.
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SUR UN CALCUL DE HENRI LEREDDE

par N. Leblanc

1. INTRODUCTION.

Je tiens a remercier d'abord Henri Leredde qui a bien voulu s'intéresser i 1'étude
informatique du probleme que nous allons envisager ici. Les calculs qu'il a effectués m'ont
définitivement convaincu des résultats a démontrer, et m'ont donc incité a poursuivre mes
recherches. Les méthodes informatiques donnent d' aﬂ;eurs des renseignements beaucoup
plus précis que la méthode mathématique ; nous y reviendrons.

Les ensembles et les fonctions que nous envisageons ici sont définis sur le tore T.
Nous notons E i‘ensemble parfait symétrique défini par un rapport de dissection constant
et égal aunentier gq> 2:

k, g =0 ou 1},

E:{xeT;x.-s = 2?7£kq‘
‘ k=1

¢ la mesure unitaire équirépartie sur E, et f Ila primitive de 27y :

. -k ~K
-si x €EE, x = T 271g.q , f{x)= T 212 " ;
o S o= Tk

- si xofé E, si x,§=sup{x€E,x<xo}, si xzzinf{er,x>xo},

f(xo) = f(x1) = f_(xz).

Nous notons en outre A(T) 1'algébre de Banach des fonctions dont la série de Fourier



28.

converge normalement sur le tore, munie de la norme correspondante :
+00

. —+00
Am={e; 0= = a ™, lbll == [ [}.

—00 -

Le but de cet article est de démontrer la propriété suivante :

THEOREME 1. Si q est un entier impair, il existe une constante C,q <2 ne

dépendant que de q telle que, pour tout entier positif m assez grand,

2m
b Hexp nif|| = cmHexp M|
n=1 9

THEOREME 2. Si q est un entier pair, il existe une constante Cq >2 ne

dépendant que de .q telle qhe, pour tout entier positif m assez grand,

M
z Hexp nlfH >ch Hexp 2mifH.
n=1 q

L'intérét de ce résultat réside dans le fait que c'est la premiere fois qu'une famille
de fonctions ayant cette propriété est mise en évidence bien que des calculs analogues aient
déja été effectués en grand nombre (voir par exemple [1_‘ . [2] R [3] , [4__' ).

Pour démontrer cette propriété nous aurons a étudier les suites-

F(m,n, p)= II cos(-n—g-—gg)
m=2k>1 2 q
qm
2
Gmn)= T (" F(m,n,p)
m
p=-q +1
q" |
H(m,n)= 2 Em E(m,n,p)
=-q™+1 sin(q™™ pr /2)

Nous allons montrer auparavant le rapport qui existe entre le probleme que nous voulons

étudier et les suites F , G, H.
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2. ETUDE DES SUITES Hexp nlf”

Nous établirons tout d'abord :

PROPOSITION 1. 11 existe une constante C1 ne dépendant que de q telle que,

si [nl ‘est-compris entre om-2 et 3.2m'2,

e

% H(m;n) < I]QXD n}fHS ‘C1 H(m,n)

Démonstration. Considérons 1'intégrale
2m “m . -
» J E%Xp nif(x +q  7) - exp nif(x) | -exp(-pix) dx
o c -
que 1'on peut décomposer en envisageant-les 2™ intervalles sur lesquels la fonction a
intégrer n'est pas nulle, ce qui nous donné, en-notant: v«v(expnﬁf ;- la transformée de

Fourier de exp nif,

|2n sin(q"™p7 /2). (exp nit)” (p !
- 2"Fm,n,p)

e
= } Jq -r: ‘ f_gexpﬂ nif(e+q~ ') - exp nif(k)j exp(-pix) dx } .
-q T : -

Comme le terme en facteur de  (exp nif) (p) ne chan‘ge pas si 1'on remplace p par

p+2 qm’ _ |
I | ¥ @m _Fmnp) .

exp nif|| = 2 (m, | |

p:-qm+1 q : lsm(q—mpg/g){ »m,nyp ’

ol1 1a transformée de Fourier & (r) estégale a

m,n,p

’.o .

mq ]: . -m . :l , m_. :
exp nif(x +q 7)) - exp nif(x) | exp(-pix) exp(-2 q" rix) dx ,
_q ™y

_N|
=Y

ce qui donne, apres changement de variable dans 1' intégrale, -

-m .
Z@m,n-,p(x) exp(q  pix/2)

= exp(21—m nim) - exp(q”pin) + _[exp(q’mpiw) - 1] exp nif(qg”™ x/2).
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Nous remarquons alers que

1 1-m . .
@m,n,p(o) = q)m,n,p(Zﬂ) =5 exp(2 T nim - 1) ;

comme & est lipschitzienne a variations bornées, & appartient alors a
m,n,p m,n,p

1'algébre A(T) et les conditions

pl <™ In| <3.2m2

nous permettent, en utilisant les techniques de Zygmund [‘5] , de trouver une constante C1

telle que

oy ool <,

Par ailleurs, les conditions imposées a n impliquent

1
o ol 2 ey @23,

ce qui acheve la démonstration.

PROPOSITION 2. Il existe une constante C2 ne dépendant que de g, telle que,

2m—1

si ’nl est compris entre et 3.20°" ,

G(m,n) < Hexp m_fH < C, G{m,n).

1
2 2
Démonstration. Compte tenu des nouvelles conditions sur n, nous déduisons

immédiatement de la proposition 1

Hexp me > % G(m+1 , n)

et nous remarquons que

m
q
2\m+1
G, m)= D G Fm,n,p)ay ()
m H
p=q +1

a_ (p)= % cos(—X DT kw)

= - - a 4
m,n k=1 2m+1 qm+1 q

ce qui nous donne
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d'oll nous déduisons

G(m,n) < G(m+1 , n)< 2 G(m , n),
et donc Hexp nif|| = % G(m,n).

Pour obtenir la majoration de Hexp nif”, nous notons alors

q" m
G(m,n,r) = T = F(m,n,p), r=<m,
r.dq
p=-q +1
e (r)= sup I nmT p
m,n s |COs(— - P,
~q Spgqr m=k=s 21{ k

oll s estun entier compris entre m et r que nous préciserons ultérieurement. Alors,

si 2™ < inl < 3.2m_2, nous notons
m
Hm,n)<q I G(m,n,r),
r=i
m-1
G(m,n,r) <2 sm’n(r) G(r,n),
et donc m
m-r G(r,n)
H(m,n) =4dq G(m,n) z 2 Sm,n(f‘) m.

r=1

Nous allons chercher a majorer la somme qui figure au second membre par une progression

géométrique de raison supérieure a 1 ; dans ces conditions, la majoration de Hexp me

e m_2 m-2 aps o z
découlera, pour 2 = ln I < 3.2 , de la Proposition 1 car la somme sera majorée,

a une constante pres, par son dernier terme. En utilisant alors 1'inégalité

G(m+1) < 2 G(m,n) que nous avons déja établie, nous pourrons alors conclure dans le cas

ou 2m—1 < In[ < 3.2m_1 . Nous supposons donc maintenant 2m—2 < lnl < 3.2m"2.
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e (r) < I cos-nTlT

m=k=s 2

I cos(n—pﬂ)— I cos 2T

r m=k=s 2 q m=2k=s Zk

+ sup

r
-q Sp=dq

peut étre majoré en transformant le premier produit en somme en appliquant la formule des
accroissements finis a la différence des produits de cosinus et en utilisant 1'encadrement de

lnl : m
()< V225 M, 3 qr_kﬂ <yz 25, _T 7S,

em,n K=s q-1

Dans le cas ot q = 8, nous choisissons alors s tel que

Oss-m1‘3r<1

ce (ui entraine y
3(r-m)/4
em,n(r) < 4.2 .

Par ailleurs, 1'inégalité a. n(p) = 2 cotg g, valable quel que soit q, entraine maintenant,
b
puisque q = 8,
q T _ 1 +V2
am,n(p) =1 COtg g = A q,

et nous obtenons donc
G(r+1 , n)= 1+ v?G(r*,n)

Glm,n) > (LEV2) ),

ce qui nous donne, en reportant dans la somme que nous étudions,

H(m,n) < q G(m,n) lg 25(“""1‘)/4(,I L2
r=1

et nous permet de conclure puisque 1 + V2> 25 / 4.
Lorsque q < 8 on peut reprendre le calcul précédent a condition de remplacer,

dans la majoration de € (r), 1la formule des accroissements finis par un développement

,n
limité 3 1'ordre 3. En choisissant maintenant s tel que 0 < s-(m+4r)/5< 1, nous

24 (I‘_m)/S

obtenons. €, n(l") < 180.

, et, comme nous pouvons établir dans ce cas

G(m,n) = 2/V3)™ T G(r,n), nous pouvons encore conclure en utilisant 1'inégalité
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24/5 > /31/2.

‘Nous avons donc établi que, quel que soit ¢, 1'étude de la croissance de .
Hexp m_—ﬁH se déduit de celle de  G(m,n). Nous allons maintenant évaluer cette derniére

suite.

3. ETUDE DES SUITES G(m,n).

Au cours de cette étude, nous serons contraints de séparer le cas ol q est
impair du cas ol g est pair, quoique-les méthodes émployées soient identiques dans 1'un
et 1'autre cas. Nous allons d'abord expliquerla méthode que nous utilisons pour évaluer

m r - s > 7 . . - e e ]
G(m,2") : nous écrivons, en utilisant la périodicité de la fonction cosinus,

o
Gm,2M =2 2 () Fm-1, 2", p)gB)
p=1 q
m-1
Glms1 , 2™7) =2 q21 @™ F(m-1,2",p) n(ET),
p= q

olt les fonctions g et h sont définies par :

g(6)= |cos 8 | +|cos(® +g)} + cos(® + (g-1) g)
q2
h(6)= T |cos(8 + X )cos (6 + 1—%’)
k=
Alors,
1
. .2h(®) _ Glm+1, 2™ 2 h(6)
f = < 2 <
" 3e@) am, 2 P ae®)’

et nous sommes donc conduits a rechercher les extrema de la fonction h/g.

PROPOSITION 3. Si q est un entier impair,

e T .7
: sin - sin =
e
cos 1r2 ——! wﬁg—gm)ﬁ ﬂq .
2q COS —5 = COS = COS ~=5 = COS =

5
q 4 q q
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Démonstration. Nous remarquons que g et h sont des fonctions périodiques,
de période 7/q. Quitte & changer de valeur de & » hoeus-peuvens donc supposer

]6} < m/2q, et écrire

g(0) = T cos(o - KT,
et
h() = z | cos(6 -—k—ﬂ)]c (Q_Ig_r)
2 2 q q 2
_ 9 <k<i q
Z 2
= Z cos(6 - km z cos(g _km_ J_”)’
el T gea I o®
) RN
d'ol1 nous: déduisens
sin = g(6)=cos 6
sin 2—7(; h(®) = z  cos(f- 1%7) cos(g - !{-127),
9« q
2 2
ce qui nous donne aprés sommation
T g+l q-
o cos 74 COs — T 6 cos 2?1 cos T
sin 5 h(e) = g + —
9 2 sin at 2 sin 9=
7 T2
29 2q

Nous pouvons alors majorer facilement h/g en remarquant que la condition IGI - /2q

implique que ltg G‘ est majoré par tg 71(7] :

Y
cos sin ~—

h(6 ) = 2q 29 (cos —~ cos 0 + sin - sin 0 M—)

g(8) Q+121T sin 9—% T 2q2 q 2q2 9 ig 2—77
2q 2q 9
sin T sin T

< = - (:os(?-l + 1r_2) < = d = .
COS — - COS ~ 2q COs — - COS -

q q q q

Pour minorer h/ g, nous écrivons
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T . 7
COS »— SiN s~ COS =—
h(é 2q 2 2 6 T T . 06
©) _ , q—?—1 ‘.qq_1 9 (cos(—l+cotg'2—c-ltg—§tg6 sm(—])
g(0) sin —=— T sin 257 2q

et nous remarquons que la parenthese est formée d'une somme de deux termes positifs, ce
qui nous permet d'écrire :

tgolzalte?l, te-T>-T, SLootgg=Fcotef,

2q 29

et, comme

cotg g est plus grand que % ’

oN =

T 7] 1 )

e m . 0.1
cosa+cotg~2—atg 2q2 tgke sm(—lzé(cos—-+ =1,

q
cos -
q

ce qui nous donne la minoration annoncée, d'aprés 1'expression de h/g.

PROPOSITION 4. Si q est-un-entier pair,

2 sin 237- - sin _ﬁZ tg 2-71 | ‘ 2 Hsinéj(cos —7-7—2— - sin -—T%cos 21)
q q _H@) o q‘ 2q 2q 4
i T g(®) 7 7
COS — - COS = COS —s - COS -
g | @ q

Démonstration. Nous effectuons tout d'abord le changement de variable
-6 — 0~ 2%5, puis, comme dans la démonstration précédente, nous utilisons la périedicité

de g et -h pour supposer IGIg 7/2q.

g@)= z cos(6 - Izc—ﬁ
k impair
h(e) = Z  lcos(e - 12{%) lcos(g - ﬂz)
—q2<k<q2 2q
k impair
= Z isin(e*- %{?—T) i : h cos(? - % - %1)9
-q<k<q T g<j<q 9 2 O

k impair j impair
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d'ol nous déduisons encore

sin 2q g(6)=cos 6
. . km 0 km
sin 5— h(0) = ) ’sm(@ - =) | cos(= - —=)
“d -q<k<q 2 4 g2
k impair

ce qui nous donne apres sommation, compte tenu de ce que le sinus est du signe de -k,

i
‘ 1+ sin 1 - sin
sin ZE h(e) = 21q cos o 4 %q cos 1o
! 2 sin el q 2 sin -t T q
2 2
2q 2q
Nous obtenons donc dans ce cas
sin 2:@;(cos M — sin —= cos )
“2q T2 o2 2q
h(e) _ q 2q 2q q cos ©
¢ S ] i q-] T ?
in —7 sin 5
q 2q
‘sinz m cos T sin m cos ﬂ
St g cos S 3 - Sin 25 €08 o
- — 29 29 tg © sin?—l
sin q+; 7 sin &= ; T
2q 2q
d'ol nous déduisons-immdédiatement
h(>z)
T g - g
glyg)

ce qui est le résultat annoncé.

REMARQUE. Les résultats précédents peuvent étre interprétés en terme de probabi-

lités : considérons 1'ensemble fini
m
Q = {19'2w39-“-9 q }a
ol q estunentier supérieura 2 et m un entier positif, et supposons  muni de la

loi de probabilité équirépartie. Nous définissons alors sur & les variables aléatoires

X, (1=sk=m) par
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Xk(p) = icos g—l—"{r |

et nous pouvons calculer 1'espérance mathématique de

1

-si q estimpair, E(Xk)=
k T

sin —-

9 K

2q

. N 1 T
-~ si q estpair, E(Xk) = cotg —%-

q 2q

Nous obtenons donc, quelle que soit la parité de ¢, 1'existence d'une constante Kq?

indépendante de m, telle que
K's@®® 10 BEX)<K.
9 2 1<k<m k 4

est

Par ailleurs, 1'espérance mathématique du produit des variables aléatoires Xk

m
q
-m m m
E( T X)=gq z F(m, 2", p)=2"G(m,2").
1<k<m p=1
Par un développement limité a 1'ordre 3, nous obtenons 1'inégalité
3

(x > 0) xcosx-sinx?—%x,

et cette inégalité, jointe a la décroissance de sin x/x pour x positif, et aux inégalités

classiques
x3 x2
xEsianx—z- ’ 12003)(21——2—,

nous permet d'établir les inégalités

T .T . 7 .o 7
cos — sin 3 2 sin 24 (cos — - sin — cos 2_q)

29 > 29 5 29 29

T T
COS(F_COSc_l cosl2 -cosg

’ q

et B
q

et nous déduisons alors des propositions 3 et 4 1'existence de constantes Aq

indépendantes de m, telles que
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-A_ <1 B_>1
q q

-si q estimpair, AISE( I Xk)>K—1 n EX

1)
1<k<m 1<k<m

-si q estpair, BNE( I X, )< K I EB(X,).
q 1<k<m 1=k<m

Dans le but de calculer EHexp nif.H, nous nous proposons maintenant d'évaluer

Z G(m,n). Nous remarquons tout d'abord que, si nous écrivons q sous la forme

q=2+ a.2l , ou a estun entier positif impair et r un entier positif ounul, si k< m,

m-r -r m
cos(rﬁ-zT— T - E-LzT(l— m)| = cos(r-l—z - 'p_lz
2 q 27 q

Nous en déduisons que, si r < m,
m-r -r m
Fm, n+27 " , p+27q ) = F(m,n,p),

G(m , n+2™7T) = G(m,n),

et nous pouvons alors écrire

2m 2m—r‘ 21’11-]." qm
T Gm,n)=2" T Gm,n)=2" = > 2™ g™ F(m,n,p),
n=1 n=1 n=1 p=1

ce qui nous permet d'établir :

PROPOSITION 5. Quelle que soit la parité de q,

oM ofm 2m
cos4i Z G(m,n)< % sin4l Z Gm+i,n)<s Z G(m,n).
9 n=1 9 n=1 n=1
Démonstration. Nous écrivons
2m+1 v2m-r m-+1
> Gm+,n)=2" = y oM q"m_1 [ZF(m+19n,p)+F(m+1,n+2m"r,p+2_rqm)]
n=1 n=1 p=1
m-r _m
T 2 m+1 -m-1
=2 r 2 q F(m,n,p)
n=1 p=1
{% cos—ry—T———pﬂ——ji) + % cos(—L - BT +a—"—‘117-)
i=1 2m+1 qm+1 q j=1 2m+1 Clm+1 2q q’ |



et 1a proposition découle du fait que a est impair et que

2q '
T |cos(-AL - BT Ty} _cos@  fo| < T
=1 S+ g 2 sin 4121 4q

COROLLAIRE. Si q est un entier impair, il existe une constante Cq <2,

dépendant que de q, telle que, pour tout entier positif m,

om
Z G(m, n)_C G(m, 2 ™.,
n=1

Démonstration. D'apres les propositions 3 et 5,

2 cos —~ sin 7 \™
n - 1 sSin (—1
G(m, 27)= = -
Cos — - COs a
q
2 2 m
z G(m,n) < —_—
n={ q sin 19
et il nous reste donc a vérifier que
T 2 m 2 .2 0w
COS — — COS El = 2(sin 7" sin —-7) < 2 sin El sin 7= (1 2 sin —-2),
q 4q
c'est-a-dire
sin2 T~ sin T sin - < sin2- T _2sin T sin L sin2 S
2q Q7 4q 2q° Q- 4q 4q°
Pour cela, nous écrivons les inégalités
sin2—E-sinﬂsin—z—4sinlsinisin 51r1377<--i
2q q 49 297497 87 8q 47
128 q
2 4 4
sm2 —’”2 - 2 sin I sin & sm2 772-~> m T __T g
2q a7 49 4q®  4q" 48g° 32¢°%

et, puisque 172 est plus petit que 10, il nous suffit de vérifier que

3 1 _ 1 1

5
128 40 48q4 32q2

39.
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inégalité qui est vérifiée pour q =-5.
- Pour conclure, il nous reste donc a vérifier 1'inégalité de départ pour q =3, ce
~qui se fait par un calcul numérique élémentaire. Nous y reviendrons d'ailleurs.-dans la qua-
tricme partie.
Pour q pair, la proposition 5 ne donne pas- une-évaluation assez précise. Pour

obtenir un meilleur résultat, nous écrivons

oM Hm-T qm-1 q
z Gmn)=2""q™ 3z Z F(m-t,n,p) Z cos(llgl—— %T - lﬁT)
n=1 n=1 p=1 k=1 27 q d

Pour n et p fixés, nous définissons alors- 6 -par1'existence d'unentier k tel que

g 0T _pm _km _m g < 7.
2m o ma 2q’ } | 2q
Alors, comme q est pair,
L m-r m-1
L Gmn)=2"Tq™ 'z 3 .Fm-1,n,p)L.
n=1 n=1  p=i sin 3q

Nous allons chercher a comparer cette valeur a

2m+1 Hm-r
Y Gm1,n)=2" T G(m+1,n) + Glme , n2™T)
n=1 n=1 :
LM qm--1 q2 ‘
= T q_m—1 z z F(m-1,n,p) T cos(ll;-g1 —El% - li"—T)
n=1 p=1 k=1 2 q q

nm pr  kmw nm pT am  kw
CoS(——= - —= - 5) | + |cos(— - == + 5= - ) ||
m+1 ~ _m1 2 m+1 m+l o 2q 2
E 2 + q + q 2 + q + q q

Nous obtenons alors, en effectuant la derniére sommationde g en g
2m+1 m+r+1  ~-m-1 2m~r‘ qm-—i
r Gm+i,n)=2 q z z F(m-1,n,p)
n=1 - n=1 p=1
. cos(o(k) - %—T)
q

n q in T
k=1 2 q sin Iq




ot (k) est définie, pour n et p fixés, par 1l'existence d'un entier j tel que

_.nm _ pm _jm_m _km _ m
k) = m+1 m+1 2q 4q° \(p(k) 3| = 4q°
2 q q
Notons alors ko’ la valeur de k pour laquelle k< q/2 et
T km
aq " olk) + ?
est minimum, puis
k 7
0 m
0 =0k) - —+—
q 2q
ponm_pr Ko @
2m qm q 2q
Alors,
T T T m
2 O> = - —,
4q 2q2 4q 2CI2
2m+1 oM~ qm~1 ‘
£ Gmst,n)=2™TH g™ gy HmeLnp)a gy,
n=1 n=1  p=i sin 7o
Alp,p)= T Hcos(d) k. 21 + |sin(p - KT L ]cosw A
a 2q a 291 2q°
osk< q9° 2q
2
et nous obtenons donc
2m+1
r G(m+1, n)
4 T . n=1 4 T _
g cos _ﬁﬁ____ﬂmf Blp,d) < o < g 0 7q SuP B((p,¢)
T G(m,n)
n=1

cos @ B(‘P’¢)=A(¢ ’ lb)
et il existe un entier j telque 6 =3 -jn/q, \Gl < 7/2q.

11 ne nous reste donc plus qu'a évaluer la fonction B(o,¥):

PROPOSITION 6. Si q est un nombre pair', non mulfiple de 4,

41,
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. S A . m
sin g - \/2 sin 7q Sin ;2- sin q 4q \/ sin z= sm q2 T cos(T + 7 *3 q)
< Blp,¥) =<
cos ~— (cos T~ cos T . CoS -1~ cos ~-(cos —% - cos ™
2q 2 q 2q2 2q 2

si g - est un multiple de 4,

T N R A

smg - V531n4—a st = sinﬂcosét—ﬂusinélisin—z
< Ble,p)s —1—- 4
cos ~-(cos —% - cos 7—7) | cos — cos ~(cos— - cos T )
29 2 2q2 2q 2 q

- Démonstration. Nous-remarquons tout d'abord qu'il existe un entier j, Ivj l < q/2,

ayant méme parité que q/2, et tel que 8 =3 - jn/2q (modulo “2“77)’

Ale,p)y=V2 T cos(8 - (k+j)'ﬂ) cos(p - -k—ﬂ-)

2q 2
0<k<g-j 29
k impair
+V2 z cos(8 +g (kﬂ)ﬂ) cos(p - kg).
3 joK<q &
k impair
Nous effectuons la sommation, et nous obtenons ainsi
\/?siné%cos(6+<p—aﬂq—-——)+cos(6+<p—£+ )
A((p 4 d)) =
2 sin(l + 12)
2q
m Toim
+cos(@ o+ 4q 2—_,5 \/—sm cos ® -0 i Zq)
2 sin (5 - _-"Q)
2q

Nous constatons alors que, pour ¢ et j fixés, B(¢,y) estdelaforme o+ Btg6,

et ses extrema par rapport a la variable 6 sont donc atteints aux valeurs extrémes

0 =+ Zl Nous pouvons donc nous borner a la recherche des extrema de B(o, JE ),

29

Q0

e=+1 ou €=-1:
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g+ ]
2q2

. . g-1 J+€E _ m _
sin 7sin 2q2 B(go,2q 7) = sin 5— 7 cos(¢ - 4q 2q 77) \/_31n4q

J-€ -y gin 7 J-€ L o
I:cos 2q " cos(p 4Cl) sin — + sin ol sin(o - 1 1) cos — — tg 2q:l'

2q- 2q
ez jre 17 T ..
Pour j fixé, Blop, P <=1 )/cos(¢p Z‘a) est de la forme o + B tgle - Za—),» et, ici encore,
atteint ses extrema par rapport a la variable ¢ aux valeurs extrémes ¢ - % =+ -—% .
2q
Alors,
. e oy e'm jre
inf B(op , Tl 7) = inf B(4q : ~—373q T),
q
m 8'77 j+e
cos———supB(m, ’IT)__SUpB( S == )
2q2 2q 2q2 2q
avec €' =+1 ou e'=-1 et
g+ . q-1 T €'m j+e m j-et+e!
sin = 7 sin =— 7 B(-—= + —5, %5— T) = Sin 5— €OS
. B 19" 52 2q B
T
sin " 4q T j—e+e’
- sin — COS =5 i
V2 cos = g 4
2q
Nous notons .
. jm - T .0 im
sin 3 cosq—2-— V?sméﬁ sin — cos 5z
D(j) =

cos A (cos — - cos T)
2q 2 q

et nous remarquons que, comme

) "
D(j—€+s')=B(£+§g,%ﬂ)s
q

1'étude de  D(j) nous donnera un encadrement de la fonction B, & condition de choisir
'j ! <2+4q/2, j ayant méme parité que q/2. Comme D(j) est une fonction paire,

nous nous limiterons aux valeurs positives de j. Alors,

T sin u sin —+ T \/—sm sin Ul Sin +£— JW
_ 97 a7 o4 2 29
D'(j) =
2q cos % (cos % - CcOos g)

q



s Mo i j
2 — sin sin 22
sin 1 ( 74 q)
= m T T
2q cos ga(cos (? - cos (—i)

est positive si 0< j< q/2, ce qui nous montre que D(j) est croissante sur

En outre, sin Z%(Sin —112- sin 12% - sin Z}T sin E-Z-
D@ +1) - DE - 1) = d 29
cos - (cos = - cos 7)
2q 2 q
estpositif si i=1 etnulsi i=2, donc, si g est pair,
inf D(j) = D(0) , sup D(j) = D(3) ,
et, si g est impair,

inf D(j) = D(1) = D(0) , sup D(j) =D(F +1),

ce qui nous donne les encadrements annoncés.

COROLLAIRE. Si q est un entier pair, il existe une constante Cq > 2,
dépendant que de q, telle que, pour tout entier positif m,
m
2
T G(m,n)=c® G@m , 2M).
n=i 9
Démonstration. D'apres les propositions 4 et 6,
- f-1siniT-(cos—"T—sin—ﬂ--cos—q-
q 2q 2 2 2q
G(m , 2™ < 29 29
cos —WZ - COS g
q
oM 2 cos 4 sm V_sm sin -712-)
Z  G(m,n)= q 9 qQ“—
n=1 T T T
cos z—l(cos — - COs a)
et il nous reste a vérifier que
COS -—
. T T . T m 4q T
2 sin 2—q(cos — - sin —5- cos 2—5) < (sm - - v—_sm sm - )
2q 2q cos q

2q

44,
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c'est-a-dire

T m T VE . 2T .07
(COS—Z'COSZE)J“T sin — <2 cos 3 Sin —3-

2 COS =
2q 2q

Si qx6, lesinégalitds cosx<1, sinx<x, X- x3/6 < sinx, ainsique

Y3
)

c052 L
T2

H

l\)l—A

T
> —
q = COS 2=

nous montrent que le corollaire aura lieu si

v—‘<(1+r

Lyl gy <+ g - 1o

T N 48q
Comme 0,2+ 0,71 <0,93%X0,99, le corollaire est bien vérifié.
- Pour conclure, il nous reste a vérifier 1'inégalité de départ pour q=4. Nous
reviendrons sur ce calcul élémentaire dans la quatrieme partie.
La démonstration des théorémes 1 et 2 est alors achevée si g > 4 : le théoréme 1
découle de la proposition 2 et du corollaire des propositions 3 et 5, et le théoreme 2 de la

proposition 2 et du corollaire des propositions 4 et 6. En effet, 1a proposition 2 nous assure

que G(m , 2m) et Hexp 2mifH croissent de la méme fagon, ainsi que

om o
Z G(myn) et z Hexp nlfH
n=2m_1—i—1 o n=22"1,1 ' ‘

Comme G(m,n)=G(m , 2™-n), nous en déduisons les théorémes 1 et 2 en remarquant que

o m 2k
Hexp n1f” = 2 pH Hexp nlfH
n=1 k=1 k-1
n=2" +1
et que, d'apres les propositions 2, 5 et 6 K
2
z Hexp me
n=2k—1+1

est le terme général d'une suite a croissance exponentielle.
Nous allons maintenant établir les théoremes 1 et 2 lorsque q < 4, et étudier ce cas

en détails.
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4, ETUDE INFORMATIQUE ET MATHEMATIQUE DES CAS q=3 ET q=4.
Nous traduisons tout d'abord les propositions 3, 4, 5 et 6 dans ces cas :
Si-q=3, si m=2,

(1,2031)" < G(m,2™ < (1,3131)"
2m

(1,2440)® <2™ = G(m,n) < (1,2880)".
n="1

Si g=4 et m=2,
™ < G(m,2™) < (1,2650)™
2m
(1,2670)® < 2™ T G(m,n) < (1,2775)™.
n=1

(1,2506

Nous obtenons donc encore les théoremes 1 et 2 dans ce cas, et nous pouvons en outre pré-

. ‘ . . m
ciser le résultat : si m estassezgrand, si N =2,

si q=3
NO 3708 [l nitl| < 03930
03149 o1 3 lestp e < 073652
si q=4 "
N03226 _ [l natl] < 013392
N0/ 1 n% lesep nit]| < N0+35%4

Nous pouvons alors constater que la précision obtenue est tres éloignée de celle de
1'informatique : Henri Leredde a fait calculer par un ordinateur les valeurs numériques des
termes des suites G(m ,n) pour' q=3 et q=4, lorsque m variede 1 a 8 ; si
1'ensemble des résultats obtenus est trop important pour pouvoir trouver place ici, il nous

suffit de retenir :
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si =3, si 1<mxg8,
G(m, 2™ - (-1)")/3) = Glm,n) < G(m,2™) ;
si g=4, si 1=sms=<38,
Gm,2™ = Gm,n) < G(m, 2™ - 1)™1/3);
ceci nous conduit a préter uﬁe attention particuliere aux suites
o =Gm, 2™ , v_=G(m, 2"1"]/3) , w_= n§1 G(m,n).
Ces suites étant de type exponentiel, nous ne donnerons pas les valeurs des termes de ces

suites, mais celles des quotients de deux termes consécutifs.

q=3

m um+1/u Vm+1/Vm % Wm+1/Wm
1 1,29312841; 1,26833 1,265749
2 1,296976862 1,26085 1,273312
3 1,296595028 1,26014 1,273147
4 1,296632933 1,25728 1,273193
5 1,296629166 1,25805 1,273195
6 1,296629540 | 1,25752 1,273207
7 1,296629504 1,25766 1,273208
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q=4

m um+1/um Vm+1/vm % Wny—j/“’m
1| 1,25066056 1,29186 1,2712586
2 1,25713443 1,27410 1,2735878
3 1,25804718 1,28211 1,2733395
4 | 1,25817499 1,27730 1,2732882
5 1,25819288 1,27946 1,2732678
6 1,25819538 1,27822 | " 1,2732658
7 1,25819573 . 1,27886 .1 ,2732647

Ces résultats nous permettent de supposer que, si m= 8,

si q=3,
1,29662950 <u_ . /u_ < 1,29662954
1,2575 <v_ /v < 1,2577
1,27321 < % w_ /W< 1,27324

si q=4

1,258195 < umﬁ/um < 1,258198
1,2782 < vm+1/vm < 1,2789

1
127325 < 5w /W < 1,27327.

En admettant ces encadrements, nous pouvons en déduire que, si m est assez

grand, si N = 2 si M= [21114—1 - (—l)m"H]/B =20 [2m - (-T)mj/B,
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si q=3,
N0,37476630 < Hexp leH < N0,37476635
M2733% _ lexp leH < (053308
NO 34847 _ N 2 Hexp I'llf’l < NO,34851
n=1
si q=4,
N0,331355 - Hexp leH SNO,331360
MO,3540_S Hexp Nﬁf” < M0,3550
N° ;34851 _ 1 Hexp mi” < N 34855
N

n-1

Ici encore, comme-dans la remarque des propositions 3 et 4, il est intéressant de
I : ‘ e Meor st b dencell ‘ » 0,34850

comparer-les résultats obtenus aux résultats "prévisibles" . Comme —4/F= 1;27324 ~ 2 )
nous constatons-que Hexp Nif” et Hexp M]_‘EH ont une croissance située de part et
d'autre de N4/ ﬁ , tandis que les résultats concernant & Hexp I’llfH ne permettent pas de
conclure avec certitude.

Comme ces résultats ne peuvent étre considérés comme rigoureusement démontrés,
nous allons maintenant établir, dans lescas q=3 et q=4, une évaluation de

G(m , I_Zm (-1 )m] /3) par des méthodes mathématiques. Pour cela, nous utiliserons une

méthode analogue a celle employée pour démontrer les propositions 3 et 4 : nous écrivons

m-1

2M_ (1™ q m  .\m .y
p=1 gt 2
2m+-1 (-1 )m+1 qm—1 A 2m+1 (=1 )m+1 (e )mﬂ
G(m~+1 9 3 ) =2 X ( ) ( ._1 ’p) V(p_ , )

olt les fonctions u et v sont définies par

w6 ,a) = [cos %‘—6 —l-{qﬂ)l

m
k—-1 3
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2
q

v(0,a) = icos(Zﬂ X_o - )Cos(ﬂ L3 6 _,,15.7_7) 1

k_1 373 36 q q2

Nous remarquens alors que

m+1 m+1 m m

2 - (=1 2 =(=1

Flm-1., U p) = Flme ___3(_)_ q™_p)

etque « -tendvers O lorsque m augmente indéfiniment. Comme u et v sont des

fonctions continues, nous obtenons 1'encadrement, pour ‘m assez grand,

1 m+1
- 2%(0,0) -5 _Gmet, ™)™ ]/3) _2v(0,0), -5
inf 10 sup v+ 10 7,
qu(=8,0)-- G(m, [2"-(-1)"]/3) qu(-8,0)
' o s A . v(6 ,0)
et nous sommes donc conduits a chercher les exirema de la fonction m .

'PROPOSITION 7. Si gq=3, si m estunentier assez grand,

G(m+1 , [2 ()™ /3)

4
1,2338 < <1,2732< 3,
Glm, |2™-(-1)™] /3 ™

Démonstration. si - gs 6 < g

u(-6 ,0) =2 cos 9,

6

v(6,0) =2 cos(;—T—G ) cos —+§) + 2 cos 6 cos( ) + 2 cos(g+6 ) cos 3

9

d'ol nous déduisons

8,0 6 .
uvf :O) = cos(g - 3-) + Cos gcos(18 3) 3 tg 6 sin 11; sm(18 3)

Un calcul rapide nous montre que la dérivée seconde de cette fonction est négative sur tout le
T 7w C A
segment N AN ce qui eniraine

V(e »0) V(?T/6,0) - ‘-’(—17/6,0) _ T T
T=0.0) = a(<7/6.0) = a7 /6,0 = ©OS 7§ *+ €0s g - 1,85083.

En outre, la dérivée de v(6,0)/u(-6 ,0) vaut a1'origine

o< -\%——sm—(tgg Btg 18)'—-\,—:'"(_@ 6)_100()’
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et est majorde, au point 7/100 par

U T T oL e 7 m_T
P m 100 V3 - 567
3 sin 18 05 5 500 <.0

Nous en déduisons immédiatement que

v(6,0) _ v(6,0) V—w T v(6,0)

-5
u(-6,0) — u(ﬁ‘ O) 7000 T00 ~ u(@, ,0) :

+ 18.10

et nous obtenons alors la proposition, puisque

(6,0)

:
7,0

<

+ % ~1,90954.

[
DO —
\Ol:}

PROPOSITION 8. Si q=4, si m estun entier assez grand,

m—H m-+1
T<q,27545 Glm1, ™)™ /3) < 1,2822..

G(m, [2™-(-1)"] /3

Démonstration. Nous effectuons le changement de variable 6- +6 —-g« -»~-15,- et nous

supposons que la nouvelle variable satisfait -781 <6 < g -Le quetient v(6,0)/u(-6,0)
est alors changé en
- 16
T kw 437 6 k'IT
”k-}i lcos § -0 - 4—) cos(-—%-- 7" )[
h®) = =
ICOS(G— g - l—f—}-’)l
k—1 -
: 4
kTI T_im 717 0 k'n
Z ]cos(——6-433?1cs(8 Ttog i )l

2 \/?cos g cos 8 -

Nous sommes alors contraints de séparer 1'intervalle d'étude en deux segments :

.si e T, 2],
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(1117' ¢

h(6) = 601@ g_o»s_(?g - 0) cos(z + 7) + cos(g - 6) COS( 2

+ Cos(g +6) COS'(91% - g) + cos(317 +8) cos(g—6 ﬂ

- 37 6 R
2 cos % cos 32 cos(z + 1—2) + 2 Cos

cosb s
8 3

6
3 cos(~r - Z)

24

37 m
—ZtgGEm? sm3 sm( +12)+smssm3 sm(24 4;1

et nous pouvons calculer la dérivée seconde de h, qui reste négative sur le segment
T . N
E— 3 ﬂ] , Ce qui entraine, comme
h(- 2)~2,56161 et h(>2) ~ 2,55100
g/ = < 247 = <
. . T T T
la minoration de h(8) sur [— 3,2—4} par h(2—4).

~ Pour majorer h(6), nous calculons tout d'abord

h'(- %)50,00595 , hi(- 1-5-) -0,00397,

et nous déduisons de la concavité de h, et de la valeur
h(— ) 2V2 cos (cos cos T + sin 5 T 5 sin '8 tg 12) 2,56396
la majorationde h sur T ar
X s gr34| P

h(6) = h(- ) +0,006 25 < 2,56428.

. T 7
2. s1 ee[zz,g],

h(0) = — ! E:OS(BW— 8) cos (13 )+cos(7T

7m0
cos 0 8 96 4 8 6)cos( 7)

9 4

+ cos( +0) cos(% 4) + c:os(3 +8) cos(% 4El

7]
= 2(cos 38 cos gg +Cos g T 32) cos(24 4)

. 0
38 sin 22 g6 sin(~r - Z)

- 2 (sin 57

+ sm sin 32) t
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et nous pouvons calculer la dérivée premiere de. h, qui reste positive sur le segment

T T , A
{2—4 . J , Ce qui entraine

T ’ T
h(ﬂ) <h(®) < h(-g).
Comme h est une fonction périodique de période ZTTv h(7—87) = h(- g), et nous
obtenons donc un encadrement de h sur [— g ’ g J en nous limitant a 1'encadrement

obtenu sur [— g , 2—2:1 , Ce qui nous permet d'obtenir la proposition.

Nous pouvons alors déduire des propositions 7 et 8 des encadrements beaucoup moins
précis que ceux que nous avons obtenus par les techniques informatiques, mais rigoureusement
démontrés : :
si M= [Zm'“ - (_1)m+1] /3 = [Zm - (—1)m]/3, si m estassez grand,

V03031 0,3485

si q=3, < HexpMif” <M’

4013509 < 03787

si q=4, < Hexp leH

m DOMAR, Y. Publ. Math. Orsay, n® 118 (1974).

[2] KAHANE, J.-P. J. Math. pures et appl. 35(1956), 249-259.

BJ KATZNELSON, Y. Ann. Sc. Ec. Norm. sup. 76 (1958), 83-124.

[:l:] LEBLANC, N. C. R. Acad. Sc. Paris, série A, 275 (1972), 1069-1072.

[5___1 ZYGMUND, A. Trigonomeiric series. Cambridge Univ. Press, vol. 1, éd. 1968,
241-242.



BUR LES ZEROS ET LES INSTANTS DE RALENTISSEMENT DU MOUVEMENT BROWNIEN

par J.-P. Kahane

Soit  X(t) = Xw(t) la fonction du mouvement brownien lindaire partant de 0

teR", wen, X(t)eR, X(0)=0), etsoit

E_= {t€R+; li—m|X(t+h)—X(t)| <C}.

h30 V n

On sait que Ec est p. s. vide quand ¢ > 0 est assez petit (A. Dvoretzky

(

1) ), non vide
quand c est assez grand, et que de plus sa dimension de Hausdorff satisfait a 1a double

inégalité 5 5
- ac” <-log(1 - dim EC)< - Bc

quand ¢ estassez grand, « et -8 étant des constantes positives convenables(z) .

Cela rend plausible que, pour ¢ assez grand, EC rencontire 1'ensemble & des

zéros de X. Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi.

THEOREME. Si ¢ > 0 estassez grand, 6N E. £0 p. s.

La signification graphique est que, lorsque le soleil est assez haut dans le ciel,
il existe p. s. des points t de ‘é auquel le graphe de Xz, convenablement restreint
au voisinage de t, ne porte jamais ombre. On va montrer un peu plus. Désignons par  H(t)
la plus petite fonction = X2.(t) sur R", et localement constante sur R\ S il
existe des points - t de é auquel le graphe de H, restreint au voisinage de t,

ne porte pas ombre quand il est éclairé par des rayons de pente + c2 .
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Démonstration. Rappelons la construction de & etde H suivant Paul Lévy
((3 ) , chap. 6). Dans le quart de plan 6 =0, t= 0, considérons une mesure de Poisson
associde a la mesure o(do dt) :(217)—1/ 2473 /2 dé dt, c'est-a-dire une mesure aléatoire
P0 qui, a chaque borélien B dans le quart de plan, fait.correspondre F’Or (B),
variable aléatoire de Poisson de paramétre G(B). La mesure P_ estune somme de

- masses unités portée par des points (6 tn). Posons T(®)= Z t

n? 8 <6
n

e, :]T(@ n+O) - T(® n—O) [, et prenons pour ‘¢ 1'adhérence de 1'image T(R')., Les
e, sont les intervalles contigiis & ‘% ; ils sont ordonnés suivant 1'ordre des On et
1a longueur de e, est tri‘ Soit - n, une suite de variables aléatoires positives,
mutuellerﬁent indépendantes et indépendantes en bloc de P o7 équidistribuées et ayant
pour distribution le carré du maximum du pont brownien construit sur E)? 1] ; on vérifie
que log Pr(nn >X)=~ - quand - A »o. Prenons pour H la fonction égale &
H =t n sur e et a 0 sur ¥ . La .distribution de (&, H) estla distribution
voulue.

Au lieu du quart de plan 6 =0, t=0, nous allons partir delabande 0<6 <1,
t= 0 ; celarevient a ne considéref % et H que sur l'inter*vvalle‘ [O , T(1 )]

Pour ¢ assez grand, on va construire une suite (aléatoire) d'intervalles fermés. -
In contenus dans EO, ﬂ tels que p. s. 10) Bn soit intérieur a In 29 ‘In _soit
de 1'une des formes [é;n , 9,.3\1],,“ To, a&] , [s;n , 1, avec t! > c—zﬂn et
> c“an 39) ]O,-1 I:\l'l—rff I £@. Soitalors 6 € ]O,l [\ im I . Choisissons

t=T(). Ona t€& et, pourtout n saufun nombre fini, la distance de t

a e dépasse c—zln; c'est le résultat cherché.
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Soit N un entier, a choisir plus tard. Supposons ¢ = l\I3 . Soit

M, = {ri ; nn<N2}

Mk - {n ; N2k < nn < N2k+2}
Mo = {n ; tn =1 }
M = {n . N < t < N‘23+2} G= 1).

Posons @];{ =.{6[1 ; n € M‘-i N Mk} . C'est le support d'une mesure de Poisson sur

l_—_ 0,1 _l , associée a la mesure quk d® (on dira désormais : ensemble de Poisson de

densité quk)’ oli

_l e 3 1
p_=(27) 2j t 2 dt=(8n) °
° 1
1 —2q42 3 1
-3 (N -3 -3 i1
p. = (27) J .t “at=(87)  (N-1)N
J N-2J
q_=Pr(n_<N°)
O n

P < q < n2kH2y

H

c'est-a-dire que le nombre de points de @i sur un intervalle de longueur Q donné

(inclus dans EO, 1]) est une variable de Poisson de parametre Bquk. De plus les

@Jk sont mutuellement indépendants.

Mettons en place successivement

. O 1 2

60, @1, @2,...
1 2

e., €%, @e,..
2 3 4

., ©,, €,...

I.a réunion des ensembles © de la i-&me ligne est un ensemble de Poisson ©' de
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densité o = piqv0 +-p

3 +1q1 + pi+2q2 +... (voisine de p; si N est grand). Quand

k

8n€®19 on-a -neMkﬂMl"' 21+4

pour un k convenable, donc H_=tn < N~ , donc

2i-2

C_ZHn <N Pour 6 h € e , définissons I, comme le sous-intervalle de E% 1:1

d'extrémités

i+1

sup(@ € © o

,0<0) , inf(6 € @

S ,e>6n).

Les conditions 1°) et 2°) sont visiblement satisfaites. Reste & montrer que, pour N
assez grand, 39) 1'est aussi. Pour cela, désignons par -Ei le complémentaire de
l'ensemble UI (6 € @) par rapport & [O, 1] , par IE | sa mesure,
n n . . i
o<i<i-1
par a; le cardinal de Ei N @2 et par bi -1e cardinal de Ei ﬂ.((ﬁ);.\.@;).

Lorsque @& esten place (donc aussi E,), b. est une variable de Poisson de parametre
fe) . . 1 1

o i+1
---(cli - pi-qo)- IEi ] =€, ‘Ei | (e estpetitsi N estgrand), et. ca:r‘d(Ei N @0”.)

-.une variable de Poisson de parametire pi_qu |Ei | , quimajore a .. On obtient
N . i+1 .
Ei—z—1 a partir de Ei et @0 en supprimant de Ei au-plus (ai+bi) composantes

-connexes de Ei\ 610 +1 . On veoit ainsi que pour N assez grand on a une probabilité

. s . . 1 3

, ' : y - - 2
strictement positive d'avoir pour tout i lEi+1 1 > 5 lEi | et ai+bi < N pi+1 lEi l
(il est commode d'utiliser le fait que, si ? est assez petit, la mesure de la réunion
des Eb p] plus grandes composantes connexes de [0, 1]\ ©, ol © estun
ensemble de Poisson de densité p, dépasse % avec une probabilité inférieure a I1>)'
Donc, pour N assez grand, Pr(0 E; £0)>0 et, par la loi du zéro-un la condition

o e

37) est satisfaite.

Remarques. 1. Soit d=d(c) la dimension de 1'ensemble LO,1:|\1_in_1 I. La

d. On obtient ainsi une minoration de la

DO

dimension de son image par T est p. s.
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dimension de- E_ % .
2. On vérifie plus facilement que &  contient aussi p. s. des peints "rapides",

¢'est-a-dire ot Iim tx(ﬂh)'x,(t).l
hs0  Vinllog(i/In )

> 0. Celatient a ce que, pourun B convenable,

on a
1
z Pv(Hn > Bt log f;)z oo,

Des résultats précis sur les points rapides ont été établis par S. Orey et S. J. Ta}yloru) .

3. La démonstration du théoreme peut étre illustrée par 1! exercice que-voici.
[e.0]
Seit- E, 1'ensemble de Cantor {=s2 e £™M1-£);e =0 ou 1} (0< £ <1/2) et
£ m=0 M n
soit- H -lafonction, nulle sur E ¢ et hors de [(i}s 1:{ ; et égale sur chague intervalle
contigu-a - E £ a-la longueur de cet intervalle. Pour quelle inclinaison de rayons-le-graphe

de -H- porte-i-il ombre sur E £ 7. On vérifie que 1tinclinaison critique est- g%-zg)" ’

et que les points de E, quirestent éclairés le-plus longtemps sont les préimages-des -
¢ =L e &

p
3x 2"

points par la fonction de Lebesgue de - E £

4. La signification du théoréme est aussi que, pour c¢- assez grand;-1'ensemble
image X(Ec) est p.-s. de mesure pleine sur- - R. On 1'améliorerait en démentrant-»que

pour c¢ assez grand X(EC)=R p. S..

(1) A.DVORETZKY Isra8lJ. Math. 1 (1963), 212-214.
(2) J.-P. KAHANE C. R. Acad. Sc. Paris 278, série A (1974).
(3) P.LEVY Processus stochastiques et mouvement brownien. Gauthier-Villars 1948,

(4) S.OREY, S.J. TAYLOR Proc. London Math. Soc. 28 (1974), 174-192.



ON THE THEOREM OF IVASEV-MUSATOV. I.

by T. W. KOrner

ABSTRACT. We give a new version of Ivasev-l\/Iusatox‘rH s construction of a measure
whose support has Lebesgue measure zero but whose Fourier transtorm drops away extremely
rapidly.

1. INTRODUCTION. If u is a measure on the circle T =R/27Z and
i R 2
> Iu(n) I converges, then g mustbean L~ function and so have for support a set
n=1

of Lebesgue-measure greater than-zero.

o
r 2z l<p(n) !2 diverges, can we always find a measure u # 0 with support of
n=1 TR

A

Lebesgue measure zero such that ‘(p( lnl ) l = ’u(n) ’ Eq £ O] ? Standard results on
measures with ;t(n) =0 except when In ‘ =30 [m = 1] show that the answer is no
( B] vol. I., p. 202). However, in a series of remarkable papers ( [1] , [2] , [}])

Ivasev-Musatov obtained the following result.

‘ 2

[e/0]
THEOREM 1.1'. If ¢ (n) is a decreasing positive sequence such that I l(p(n)
- n=1

diverges and if the behaviour of ¢ (n) is sufficiently regular, then we can find a positive

measure pu # 0 with support of Lebesgue measure zero yet with

lam)] = ogln |).

More precisely, he proved the following theorem (The reader may check that our state-
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ment is equivalent to that of Theorem 1.

THEOREM 1.1. Suppose @ (n) 1is a decreasing positive sequence such that

1) §(¢(n))2 diverges
| averees
2) n(@m)® >0 as n»o
3) r11+€((,0(1r1))2 s as n>w forall >0

4) We can find an m such that nm(p(n) is an increasing sequence.

Then we can find a positive measure § with support of Lebesgue measure O yet with

;t(n)=0((P( nl) as Inlse.

Although this theorem is -degervedly famous, the proof has a reputation for difficulty
which has deterred many people from trying to understand it.

In this paper I shall try to simplify and rewrite the proof in the (mathematical)
language of Kahane and Salem El] . I hope that the approach that I have adopted will be
found easier and more transparent but, even if this hope is groundless, the existence of

two accounts must be helpful.

It turns out that the result we prove is rather stronger and simpler than the original

one of Ivasev-Musatov.

THEOREM 1.2. Suppose ¢ (n) is a positive sequence such that

(A) o2??((p(1n))2 diverges
1 kel -l

(B) There existsa K> 1 suchthatforall n= 1 we have K_acp(n) <¢(r) <

ch(n) whenever n< r < 2n

(C) ngp(n)—>oo as n o,
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Then we can find a positive measure g 4 0 with support E of Lebesgue measure zero

%

yet with N
|u(n)|=0(cp(|nl)) as |n,->oo.

By making various modifications, it is possible to weaken condition (C). However, I
want to-give the proof in its simplest form, and so I shall defer discussion of this to a second
paper. (For example, it can be shown that if ¢(n) is decreasing, then condition (C) can
be dropped altogether'. )

The reputation for difficulty of the original proof of Ivasev-Musatov of which this is
an adaptation, is also the meason why I give my argument in a more detailed and leisurely
manner than is customary.

Before starting on the argument proper, we make two conventions. Note first that if
¢(n) > 0 has properties (A), (B) and (C), so does min(1,®(n)).. Thus, without loss of
génerality, we may suppose for the rest of the paper that ¢(n) is a fixed positive sequence
having properties (A), (B), (C) and

(D) on)< 1 forall n=1.

- We shall write lE l for the Lebesgue measure of a closed set E.

2. The standard part of the construction.

In this section we show that the construction of g is quite easy once we have the

following lemma.

LEMMA 2.1. Given €,7 >0 we canfindan f¢€ C(T) such that

(i) ft)=0 forall t€T
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(ii) |suppf1 <7

i) — | #(t) dt =
(111)2??_ fT()

(iv) [fA(r)l Ss;a(]r‘) forall r#0

(v) £ is infinitely differentiable.

We start by proving the following consequence of Lemma 2. 1.

LEMMA 2.2, We can find a sequence of functions 8¢ 8 gB ... €C(T) such that

(i)n— gn(t) =0 forall t€T

(2)n lsupp g, i <2

@) 2-2"=1 g (t) dt = 27

A 2m JT
(4)n \gn(r)‘s(’?—Z_n)@(lrl) forall r#£0

1+2—n

(5). g is infinitely differentiable and, when n = 2,
n n

(6), suppg csuppg ..

Proof. We construct gr & 835 .-+ inductively. The existence of a suitable g,
follows directly from Lemma 2.1 on setting €=1 = 1/2.

Now suppose g, has been constructed. Since e, is infinitely differentizble, it

follows that gn(r‘) I < Ar_2 forall r#0 andsome constant A. Choose f asin

Lemma 2.1 with 9 = 21 and e> 0 tobe determined. We claim that, provided only

that £ is small enough, g =fg_ will satisfy condition (1 )n+1 to (6)

n+1 n+1°

(2)

Indeed, conditions (1)

(5)

n+1?

(6)

are trivial consequences of (1 )n

n+1’? n+1’ n+1

and (1), (ii), (‘3)n and (v), and the relation supp g supp f N supp g, respectively.

[
n+1 =

and (4) . we note first that

To prove (3) "

n+1
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(r) - g (o) |

i

Sn+1 l(gnf)A (r) - én(r‘) fA(O) |

A

1 z én(m)f(p—m)i

m#r
< z lén(m)l lE(r-m)i

m#AD
i, e (m)| |f(r-m)]

lmlsr‘/Z gn(m) r-m) 1+ mz]\>r 2

m#£r
< g F Ig(mllqo(lr m‘)|+e Ig (m)bw(tr—ml).
<r 2 lmi>r 2 N
m#r

If r=0 we observe that, by condition (D), o( lr‘—m I )<1 for m#r andso

~

l;;fT e (t) at -le . g,(t) at | = |ng_,1 (0) - gn(o)l

<€ lg (m) I
m;éO
<eA T m?
m#0

< 10€A
so, provided only that €< -1 /10A, condition (3 )n +i follows from (3) x
If r#0, we alsouse condition (B) to tell us that ¢ ]r‘—m i)s K of | l ) for all

}m | < r/2 and thus
lgn(m) |

‘gn+1 —é:n(r)l < eKol |r l) )2 Ién(m)\ + €

[m|<r/2 \mt>r

sech(Irl);Ién(m)lJreA T m?
—oo lm|>r/2

< £ Ko( \r\)(10A+2)+ 10 € A lrl'1
< eo( I | Y(10A42)K + 104 sup (ko(k) ™)
k=1

so, taking €< 2‘“‘1/ ((10A+2)K + 10A sup (k(p(k))_1), we can make condition (4)1,1+1
k=1

follow from (4)n. The induction can now be restarted.
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Remark. Note that condition (A) was not used in the argument above and that, by
tightening the inequalities, we could have used very much weaker conditions than (B) and
(C). The key to. the proof does not lie in this section.

Using Lemma 2.2 it is easy to prove Theorem 1.2,

Proof of Theorem 1.2. Let du n(t) = fn(t) g-% sothat p = isameasureon T. |
By (3)n, HunH < 2 and so the sequence By must have a weak * limit point u.
(In fact it is easy to see without appealing to general theorems but with a little extra Woﬁk
that the by constructed in the proof of Lemma 2.2 actually have a weak * limit p).

By (1}{19 p:h € M (1) forall n= 1, so u EMI(T). By (6)119 SUpp 4 < Supp {1

M o torall m=1. Thus

for all m= i so that, using (2)[1 we have )supp ) ] <2
supp 4 has Lebesgue measure 0. By (4)n, Inn(I‘H < of I ]) forall n=1 andso

‘,u(r*) J‘s o lr ’) forzll r#£0. Finzlly, by (B)rﬁ ;un(())?_ 27! forall n=1 so that

p(0)= 27" and p is a non zero measure.

3. Van der Corput's lemma. It is my opinion that in order to understand the original

or the present proof of the thedrem of Ivasev-Musatov, it is necessary not merely to know
but also to understand the lemma of Van der Corput.

If the reader is clear in his own mind how this lemma works he should skip at once to
the next section, pausing only to convince himself of the truth of Lemma 3.3 (the constant
m/2 isnot essential and can be replaced by any other). If not, we shall give a leisurely
account which should be compared with the standard, much faster, proof ine. g. ( I__S]

Vol. I, p. 197).
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LEMMA 3. %
n I
(i) Dirichlet. If tyxt, =t ... =t >0, then 0< Pi (-1 bt
(i) n=m and t,zt,=...2t 20, then
m-1
Z‘ t exp(mw/m)t < I t.
-O r=0
1 > - - - - -
Proof. (i) t 2t (t2 t3) (t4 t5)
n
= T (1) t,
=0
> (to_t1) + (t2-t3) +
> 0.
@) | = t, expli o7 /m)| = T Iz e, expli(grk/m) 7) |
r—O k=0 O<k+gm=<n 4
'z 1%t |
k=0 O<k+gm<n k+qm
m1
< Tt
k=0 K

using (i).

LEMMA 3.2 (Van der Corput) i) I h: El,b] >R has increasing derivative h' and

there existsa X >0 suchthat h'(u)= XA forall uc (a,b) l:or h'(u)y< -1 for all

u€ (ayb)] then b

U exp(ih(y)) du'
a

>’I=]

Proof. We do the case h' (u) > X. Choose an m andlet tr be the time spent by

h between the values h(a) + I-I%T and h(a)+ — PH 7. (More formally, let

I+l -1 rw S r+1 h ] nm
tr""h (+ = m)-h (a+"n—1) when b2a+-—17, t =b-h (a+m) when

n+1 nmw . . - . .
a+ % T=b=a+ s and tr =0 otherwise). Then, since h'(u) is increasing, it

follows that t =t , 2t,2 ... andso, by Lemma 3.1 (ii)
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8

t

\Etr exp(jrﬂ/m)] < o

—_

I'=

But since h'(u)= A, tPSA_117/m, )

l z t, exp(irm /m) \s "t

Letting m >o this gives b

Ij exp(ih(u))du ‘ < 1XT
a

LEMMA 3.2 (Van der Corput) (ii). If h: l_—a,b J >R is twice differentiable and there

existsa >0 suchthat h"(u)=pu forall u€ (a,b), then

b
exp(i hu)au | = 4(%)"/2.

). p

Proof. For each K >0 we can split (a,b) into 3 (possibly empty) intervals

I.,1,, I, suchthat h'(u)< -K for u€l -K<h'(u)<K for u€l, and h'(u)=K

17 727 73 1? 2
for u€ 13._ Since h"™(u)= u it follows that IIZ I < 2K,u_1 , So that
exp(ih(u))du | < < 22 whilst, by Lemma 3.2 (i exp(ih(u))du | < 5, for
| expliniau| < |1,| < 2 whitst, by Lemma3.2 @) || explinu)aul <
I I.
2 j

j=1 or 3. Thus

b
. 27 2K
d < — —
lJa exp(ih(u)) ul z * m

1/2 -1/2

and, setting K=17 L , we have the stated result.

In exactly the same spirit we prove the following lemma.

LEMMA 3.3. If h:(0,27) > T has increasing derivative h' and there exists a

X >0 suchthat h'(u)= )X forall u€ (0,27), then, for eachinterval I in T,

oy l- 1] < 2.
22

Proof. We may suppose !I‘ £0,27. Write CI for the complement T\I of I.

Suppose 0 € h_1(I). Then we can find 0 = t = s, <t <s,<ty<... suchthat
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h(t) €1 for tj<t<sj, h(t) ¢ 1 for sj<t<tj+1. Since h' is increasing

1% ‘251_";12’[2—51252—’[22““ and so
al o1 1]
t1—SO.21:1_50_51_1‘:1-1-t2_s1=52_t2 ..... >0 whence
el lal il el Il
ty-s 2_to--so ti-s, S;-t; ty-s, - t, - S,

CTal " R T Tal T TR e T T

In other words,

%, 'l nlenl T %
1 H 1| B

t,.-s_ t ~s
O 0o

ol T ™

But h'(u)= X forall u€ (0,27), so A=

n'ml  nen] P

!
H 1l A

Since the formula is symmetricin I and CI, it also holds when O ¢1 (i.e. when

0 € CI).

Mﬁltiplying up, we obtain (since }CI [ =27 - tI ‘ )

1 i}
'@ l- 1l = eny il el | Ihix(wm _|n 1(C‘D‘||
lcrl

-1
s% \11(217— |I|)

<

= =

as stated.

4, A simple function with small Fourier transform.

How are we going to construct the function f of Lemma 2.1 ? The answer is

surprisingly simple.
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Let g be a smooth positive function of small support. Then, if h is any smooth
function with suffieiehtlyenovmous acceleration, g o h(t) = g(h(t)) will (apart from a few
technical details) be a suitable f. Properties (i), (ii), (iii) are (subject to slight technical
changes)inheritedby f=goh from g. F"roper*ty (vl) is inherited by £ from g and
h. Finally property (iv) is inherited from h.

™00
How are we going to prove this last statement ? Observe that g{t)= Z a_exp(iqt)
q=-oo

oo
where la . 50 quite fast. Thus f(t)=goh(t)= T a h (t), where h (t)=
q ~ Saaq q
N oo N
exp(iq h(t)),r andso f(n)= Z 2, hq(n). If we can show-that - hq(n)->0 very rapidly,
q:-.-c>o

A

it will follow that fAv(‘n) 30 very rapidly and so property (iv) holds. (It has been pointed
out-to me that this procedure is reminiscent of that employed by Wiener and Wintner in their
oviginal work on this subject (Bj Vol. II, p. 146).

In Lemma. 4.2 we show that:the lAlq(n) can indeed be made small under hypotheses
very closely related to conditions (A), (B) and (C). To indicate how closely, we make the

following trivial observations.

LEMMA 4.1. (i) Suppose 1§ : [1,«00) » R is a positive function. Suppose that for some

L=1 wehave L_Tgb(s) < () forall 1< s=<t=<2s. Thenwe canfind an integer

m=1 suchthat s"¥(s)< LtMp(t) forall t=s=1.

() I tP(t)»> as tso thenwe can find a- t, such that, if t=t  and

-

{>s>1, then (s)=t'.

Proof. Obvious.
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LEMMA 4.2. Suppose ¥ : [1 ,2) 3R is a positive function such that

Vv
(a) J ($(t)dt=2m for some V> u 4.
u

(b) There existan L =1 andaninteger m= 1 such that L_1zb(s) < p(t) <LY(s)

forall - 1<s=<t<2s and smgb(s)s Ltmgb(t) forall t=s=1,
(c)1i tp(t)=1 forall t=u.
.(e)‘2 p) = 0! forall 1st<u.

Write U(s) = J " ()Pt
u

h(x) = J ¥ (y) dy
o
and- -hq(x) = exp(i q h(x)) [-(_) <x< 217] .

Then \ﬁq(n)lsmw Lzlq\mlb(ln]) for all n,q #0

and \hq(o)! < 27 /u for all q#O.

Proof. _We wish to bound

lh ()] = J expi(qJ v () dy - nx) ax |.
4 o o
Since 'h_q(n) \ - lhq(—n)l we may suppose q= 1. ¥ n<-1 or 0sn=<u/2,

the estimation is very simple.

1 . -1 .
CASE 1: n< -1. Then, by (c), and (c) < ¥ ln\). Since ¥ is
1 27
u+ |n

increasing, so is q\If—1(x)~n. Moreover, for 0<x<2m,

da, (X .- 1 1

d_x(q J ¥ (y)dy - nx) =q¥ (x)-n=q¥ (0)-n=qu+ In I . Then, by Van der Corput's
o

lemme (lemma 3.2 (i))

lﬂq(n)‘ < T sw;b(n)smezlqlm;b(‘nl).
qu+ |n
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CASE 2-: 0<n<u/2. We have

a‘—i}z(qjx T My dy -mx) =q¥ ') - n= q¥ ' (0) - n = qu - n = u/2.
o
Thus, using Lemma 3.2 (i),
nl =2 <zmp(lnl)< 1ort2 g™ (lnl)
if- n#0, and Ihq(o) ’ < 27
-The remaining case requires a little more work. The basis of the calculation-may

become clearer if the reader concentrates on the estimation when q=1 and F,G,H# @.

CASE 3: n=u/2. Notethat 2n=u and so, using (b) and (C)T,

2Ly(n)= 29(2n) = 2(2n)" ' =n"".

gq(n) = ‘jF + jG +jHexp i(qu \I(_}(y) dy - nx) dx

where F = {0 <x<27: \11"1(x)'< n/Zq}

We have

G = {0 <=x<27:n/2q< \If‘%x)g 2n/q}
-1
-{o=x<2man/qs ¥ ()}
are (possibly empty) intervals.
The estimation of the integrals over F and H follows the pattern above.
d,  [* -1 -1
@] v'oay-m)=a v -n
o
is an increasing function bounded above by q(n/2q) -n=-n/2 on F. Thus by Van der

Corput's Lemma (Lemma 3.2 {(i))

X
j exp i(q'J' v (Y) dy - nx)dx 2;7 X
F o _

Similarly

X
@ J ¥ (y) dy - nx) = q¥'(x) - n



71.

is an increasing function bounded below by q(2n/q)-n=n on H and so

T
n

-
J expi(qj U (y)dy - nx) dx |<
H o

To estimate-the integral over G when G # @, we use the secend version of Van

der Corput's Lemma (Lemma 3.2 (ii)). We have, for all x € G,

2 X :

d -1 d -1
;g(qjo ¥ (y)dy=nx)=q & (@ ¥ '(x) - n)
_a
(B (¥ (%)

> q(sup »(¥ (1))
t€G

>q(  swp ()
n/2q<s<2n/q

> q(L $(n/q))

> q(L? "™ p(n))
(T‘he last two inequalities use (b). Note that r;/q > 1, since G# (,75)‘. Thus, by Lemma
3.2 (id), |

U exp i(q J v (y)dy nx)dx | < 47’ /2L2qm 1/2 p(n).

Collecting terms and using the fact stated above that {(n) = (21_1)_1n"1 , Wwe see that

ih n)l<—~+4ﬁ1/2 qu 1/2 (n)+§

m-1/2

<6Lmpm)+4r/212q #(n)

A

< 10n? lq[™s(In D).

Remark. The definition of h and the argument giving a bound on Ih q(n)‘ are,

to all intents and purposes, due to Ivasev-Musatov. Our h corresponds to his £
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(p. 108 of the English translation of J:Z_—J ) and our interval G to his interval A
(p. 119-ibid.).

At first-sight it looks as though h has been pulled out of a hat, but once the form
of the argument has been grasped, it-is possible-to see-why  h was chosen.-Let us give
a heuristic argument. We want Jexp(-i(h(t) - xt)) dt to be small. If ~§—t(h(tv)-~—~-~k t)- is -
large, then the first form of Van der-Corput's lemma-deals with-the problem-. Hence we

only have to worry when h'(t) is close to X.-—We then want the acceleration - — -

2
-«c—l—z-(-h(t) - At)=h"(t) to be as large as —- Simplifying-slightly, we want . -
dt (¥(x)) e ,
h!'(t) = ! 5 Where h' (t) =X, i. e. we want to solve h"(t)= -1—2«'-”.'—~-»-Multiplying
(1)) (¥ (n(t)))

up, we have h"(t)(z,b(f(’c)_))2 =1 and integrating gives

N,
j () dt = x

/O

i.e. h'(x)= \11_1()(). The idea is simple, but one can only admire the mathematical
clearheadedness of the man who found-it

Looking at-the proof-of Lemma 3.2 (ii) one might ask-whether a better choice of G
- -could be found. But-to improve our estimates-over  F and- H. we would need to-take- G
-larger, and if we did this we would no-longer know-that the acceleration (zp«(ﬂ?\Iﬂ](x)))"2

was close to (qb(n))_2 on G.

5. Conclusion of the construction. It-is easy to find an-infinitely differentiable positive

function ¢ : [1,00) » R such that cpo(«p) = o(r) and- <p-«q.(~y)~ lies between - ¢(r)-and

o(r+1) whenever r<y=<r+1 E‘ > 1 integ-r!al:] . Trivial estimates then show that-



(setting L =2 K? , say)
* 2
(A)r- J (o (t)7dt diverges
Sdr !
B)' VL_1 cpo(s) < <po(t) =L <po(s) forall 1<s=<t<2s

(C) t (po(t) >0 as t 9o,
By Lemma 4. 1(i) we can find an integer m= 1 such that -
(B)! s o (s) =L ™ o (t) forall 1=s<t.

In-the next lemma we shall take goo,L and m- as fixed once and for all.

- LEMMA 5.1. Given Yy >0 and X =1 we canfind a-continuous function

h‘__(j , 27;] +R such that

(i) h is infinitely differentiable on (0,27)

(ii) h(0)=0, h(2m)=2p7m for some pEZ

(iii) h'(t)=Xx forall te€ (0, 2m)
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(iv) Writing hq(t) = exp(i q h(t)) l__O <t=< 217] we haﬂve -‘ﬁq(n) Is y Iq ‘mqo( In ')

for all n,q#0 and

(v) ‘ﬁq(O)ISy for all q#0.

Proof. Set €= min( 1007 )_1, 7(20171_,2)_1). As in Lemma 4.1 (ii) we can find

a u such that
]
(c:)1 €, t (po(t) =21 forall t=u

()

e, o ()= ! forall 1<t<u

DO~

and (e) 27u =<y, X <u.

Let ¥ (s)= J (oupo(t))zdt
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2T

-1
v (y)dy.

o
Now - w is a continuous function of- o and, since 0< socpo(t) < (1007 )_1 ,
W(Zs-o) - W(E-o) =2m. Thus we canfindan 2e = €2 g such that w(g) - 2p7  for
some integer p.

A

Set Y(t)=¢ <po(-t-) and take- v to be the selution of J (e @o(t))2dt =27 (such

u
oo

-a solution exists since ‘J (<po(t-))2dt diverges). The function ¢ satisfies-all-the
a ,

e
conditions of L.emma 4.2 and so, defining h just as inthat lemma, we have -

(iv) Iﬁq(n) I < e 10712 Iq ‘m (po( n \ )<y Iq lm<po( ~I-n»--~|~-)~=v'y lql-‘m o( Inl) :
for-all n,q # 0, whilst (using (e))

(v) ‘hq(O)l <2mu”'<y forall q#O0.

The truth of condition (iii) is an immediate consequence of the definition and the fact that
w(e) =2 p m. Again, it follows from the definition that h is differentiable on (0 , 27)
with

(i) @)= v @)= u= 2 forall te (0, 27).

Finally, since ¢ is infinitely differentiable on- (0, 27), sois v (observe that

2
d -1 1
vt ——).
at” " (v (t))2)

-We have now got the estimates which will enable us-to carry through the program
outlined at the beginning of Section 4, prove Lemma-2- 1~a-nd-~»sc{a complete the proof of .
Theorem 1.2.

Proof of Lemma 2. 1. Note first that it suffices to prove Lemma 2.1 with (iii) replaced

by
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(i)' - f £(t) at-=> 1/2
T
and that, without loss of generality, we may suppese 0< 7, e£<1.

Choose a g € C(T) such that

(1) g isinfinitely differentiable

(2) g(t)=0 forall teT

(3) suppgc Lr-n/a, min/4)

@) 5= | e dt=1.

T
Since g is infinitely differentiable, it follows -on integrating by parts m + 2 times,
fhatv-

6) gl =alal™2  [q40]
for some constant A = 1 -dependingon g alene.

‘Set - '}/»%v-eﬁ\“1 /100 --and- /‘\~»=-—?~1H7—1 and construct h as in Lemma 5. 1. We claim
that £(t) = g(h(t)) EGT] -defines a continuous function f satisfying the conclusions
of Lemma 2. 1 with (iii) replaced by (iii)!. (Note that condition (ii) of Lemma 5.1 is needed
to make-the definition of f(0) unambiguous).

Condition (i) of the lemma follows from (2). Since g -is infinitely differentiable
everywhere and - h - is infinitely differentiable \lon TN {O} - it folows -that--f--is-infini-
tely differentiable except possibly-at 0. Bu«t«,-«»»by-coﬁdiftion--(ii)-ofuLemma 5.1y --h(0)=0
and by (3) -g- is constant in an-open inter’;xral containing -0, -s0--f- is inﬁinitélywcﬁifepen—
tiable at 0 also, and condition (v) is thus verified.

“To prove condition (ii), we note that
supp £ ¢ {x :hx) € E?r—‘r)/4 y 17+‘n/4]}
=1 (r-n/a , men/ad)



and that by Lemma 3.3 and condition (iii) of Lemma 5.1
16 Gron/e . wan/aly |- /2] < n/any =
™ (lr-n/4, men/4])|l-n/2| < w/(2x)=n/2
50 -.lhq( [17_71/4»-», 77+77/4] )l <7 and ‘supp-rf‘ <-N--as-required.

Next we observe that, since g € A(T), we have

(6) et)= T g(q) expiqt
q=-.co
- and
7) tt)« 1+ T gla) expli q ht),
‘ - g#0

the convergence being uniform. Thus, in the notation of Lemma 5.1,

(8) ir)= T g@h)  [rkol
q#0
3 1 — : .
(87) 7., £(t) dt = 1 +q;220 g(a) n (0).

From (8), (5) and condition (iv) of Lemma 5.1 we-obtain

) < = lg@ ]l @]
G#0 q

<Ay Z |q‘“2¢>(|vl)
q#0

<eo(lrl) Ir £ 0]
so condition (iv) holds. Similarly (8)', (5) and condition (v) of Lemma 5.1 give

2 smarz1- 2 le@lln ]
7 o (t)dt = 1 o g(q) h,(0)

>1-yA % ]ql"z’k
q#0

=1/2
so condition (iii)' holds.

'The proof of our theorem is complete.

76.
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SUR LE THEOREME D'IVASEV-MUSATOV (2&me partie)

par T. W. Korner

Résumé. Gréce au théoreme d'Ivasev Musatov, nous savons que si  ¢(n), n€Z,
est une fonction paire, positive, telle que X 1,02(n) =400 et, de plus, trés réguliere, alors

il existe une mesure u portée par-un compact K de T, de mesure de Lebesgue O,

et telle que u(n) = 0(o(n)), In | 540, Le contre exemple construit ci-dessous montre

que "o(n) convexe" n'est pas une condition de régularité suffisante.

THEOREME 1. 1l existe une -suite o¢(n) , n€Z, possédant les propriétés suivantes

(1) © est paire et la restrictionde ¢ & N est décroissante et convexe

e}

(2) T o*(n)=+e
(o]

(3) toute distribution S sur T telle que S(n)= 0(x(n)), lhi »+0 A pour

support le tore tout entier.

Le théoreme 1 est une conséquence facile du lemme suivant.

LEMME 1. Soient donnés § >0, 7 >0 etunentier N= 1. On peut alors trouver

€> 0 ayant la propriété suivante : pour toute distribution S vérifiant les deux conditions

N A
4) = |sm)]=n
~-N

) Inl=nN+1 = lé(n)l <e,

ie support de S rencontre tout intervalle de T de longueur ©.
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La preuve du lemme est tres simple. On peut tout d'abord se limiter au as ol
0<mn<1. Fixons unentier A= 2‘6_1 et divisons T en A intervalles fermés contigus
notés Ij’ 1<j<A.

11 suffit de prouver que le support de S rencontre chaque intervalle Ij, I1<ji<gsA.

Raisonnons par 1'absurde. Supposons qu'il existe une suite S , q= 1, de distri-
butions portées par T, vérifiant (4), telles que !éq(n) | <274 pour |n|=N+1
et que le support KCl de Sq ne rencontre gas 1'un des Ij' Quitte a passer a une sous
suite (et & changer les indices j), on pourra supposer que tous les supports Kq sont
contenus dans K =1,U U ...UI, (ce qui arrive si Kq ne rencontre pas 11).\

De deux choses 1'une.

Ou bien s;p l fASq(n) 1 <1 pourtout gq= 0. On extrait alors de Sq une sous-

suite, notée oy qui, dans la topologie ¢(9'(T), H(T)) a pour limite une distribution o .

La distribution o a les trois propriétés suivantes

N "
6) © lotn)l=n (etdonc o n'est pas nulle)
-N

(7) o(n)=0 si |n|=N+1 (etdonc o estun polyndme trigonométrique)

(8) supp o « K ; nous voild arrivés & une contradiction.

Ou bien sup ‘Sq(n)‘ =m, > 1 pour certaines valeurs de ¢. Puisque l Sq(n)‘ls 2™

z
si Inl=N+ 1, on anécessairement m_= sup |S (n)|. Posons T = m’'s .
N<nsN ¢ 44
N . ~
Mvient = |T (n)] = 1=mn; puis, afortiori, sup |T (n)’ <279 oOnest
N ¢ n|>N 9

donc ramené au cas précédent.
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Preuve du théoréme 1. Nous allons construire, par récurrence, une suite (ak,Nk)

ol €, >0 et NkeN ;: lafonction ¢ sera paire, linéaire sur les intervalles

E\Ik » Np 44 et telle que (p(Nk) =€,

Partons de €, = 1 et N0 =0, Supposonsque € et N ont été choisis,
pour 1< < k, de facon que

(8) 1afonction ¢ soit décroissante et convexe sur EO,Nk] ;

(9) le nombre €, ne dépasse pas € obtenu en appliquant le lemme 1 a

e

n=8=2‘e et N=Ne :

> o)z 1.
N e_1$n<Ne

Montrons comment choisir Nk+1 et €k+1 .

° 0 > ° . - \
Choixde N, ;. Si N, ,=N+1, lapente de la droite joignant (Nk’ ek) a
(N, ,,0) est, en valeur absolue, égale a ———Ek ; 1'équation de cette droite est
k+1 Nk+ 4" Nk

= e = - -1 L = i A1 i _ =1
y k(X) e:k(Nk_H Nk) (Nk+ 1 x). Si Ny, 1 est choisi assez grand, ek(Nk+1 Nk)

est inférieur aux valeurs absolues de toutes les pentes des parties linéaires du graphe de ¢
sur [OgNk] .

Alors, pour 0< i1 < & On définit ¢ sur [Nk’Nka- 1 comme une fonction

lindaire telle que @(Nk) =g et go(Nk+1) =g ., ; ona o(x) = ek(x). La fonction ¢

est décroissante et convexe sur E) , Nk+1 . De plus, en choisissant Nk—H assez grand

on assure facilement z Bi(n‘) = 1; cela entrafne (10) indépendemment du choix
N, < n<N

k™ k+1
o gnco gl ¥ "
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Choix de € . On applique maintenant le lemme 1 pour 7 = S = 2_1{_1 et N =N

k+1 k+1°

Le lemme 1 fournit un € que 1'on appelle € | si 0<g< e Siog= g ON prend,

par exemple, €t =,ek/ 2. Soit finalement S une distribution non nulle telle que

v|-S.(n)l < ¢(n) des que [n] > ng. Quand k= k, ona z iS(n)] > 2% tandis
-Nks n< 1\Ik
-que ! - Sup l‘S(n) I < € Le lemme 1 nous apprend que le support de -5 rencontre tout
n =N
k

intervalle de longueur 2—k ; ce support n'est autre que ¥

Le cas général olt S (n) = O(¢(n)), 1n ‘-> +00, Se rameéne aisément au cas précédent.



UNE REMARQUE SUR LES ENSEMBLES DE HELSON

par N. Varopoulos

Dans cette note on traite une question posée par G. Pisier.

Soit A un ensemble d‘e-nﬁeré ‘Ac Z et Ec T un sous-ensemble fermé du
tore T=R (méd 27).

On note alors

¢ (m)={teem ;i) ~ = a *®
A { ,\eAa"e }

1'espace des fonctions continues a spectre dans A. On note par A(T) 1'algébre des
séries de Fourier absolument sommables et par A’(T) 1'algebre des séries de Taylor
absolument sommables (i. e. f€A+(T)@f€A(T)BSp fc Z"). On note aussi par

KE)= {fEZA(E) ; f'}(()) > E} ; f(E) =IE) N AT(T) 1les idéaux associés @ E et par

A(E) = A(T)/A(E) AT(E) = AT(T)/TT(E)
les algebres restrictions. Tous ces espaces et algebres sont munis de leurs normes
naturelles.

Pour une étude approfondies de ces espaces, cf. [1] . Onaalors:

THEOREME 1. Supposeons que l'espace de Banach € A(’I“) soit isomorphe (en tant

qu'espace de Banach) a P} , alors, A estune suite de S-idon,fc‘est-é—dire? il existe

C une constante telle que

=l
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pour tout '
f~ X ay ‘e-*" 6
AEA

THEOREME 2. Supposons que. E < T - esttel que A(E) (resp. A»'I-'(E)),. en

tant qu'espace de Banach, soit-isomorphe & un espace-de la forme- €(X) -oli- X est un

-espace topologique compact ; alors A(E)=C(E) (resp. AT(E)=C(E)), c'est-a-dire

E. estun ensemble de Sidon.

L'hypothese des deux théorémes peut s'affaiblir -I1 suffit par exemple -de»-supposer
dans le-théoréme 2.que - A(E) est un espace de type vo‘ﬁw- dans--lewsen-s-deu--[2]~. .
Les théorémes 1 et -2 se généralisent dans-le cadre-de groupes-localement compacts.

La preuve des deux théoremes est basée-sur le théoréme suivant B] .

‘THEOREME. (de représentation). Soit R - .une-algébre -de Banach. Supposons que

R,- en tant qu'espace de Banach, soit isomorphe & -€(X) ol - X--est-un-espace- - -

compact.  Alors, il existe un espace de Hilbert H  et-une sous-algebre fermée R de

SB(H) . (1'algdbre des opérateurs de H) telle que- R- soit-isomorphe en tant qu'algébre

de Banach a '15

Preuve du théoréme 1 et du théoréme 2 pour A(E).

1 suffit de démontrer le théoréme 2 pour A(E). Le théoréme-1, aprés une
dualisation évidente,. se-démontre de la méme maniere. -

D'apres le-théoreme de représentation, 1'hypothése du théoréme 2 entrafne qu'cn
peut-identifier A(E) ‘& une algébre d'opérateurs J£(H) sur H (un Hilbert) ;

1'identification n'est pas isométrique mais elle est topologique. Cette identification induit
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une représentation bornée r dugroupe Z sur H ; c'est-a-dire

r:Z ——s BH)
6

S,

oli r(n) = L, = ™ e A(E)

est la fonction elrle

de A(E) . considérée comme-opérateur. En outre A(E) est
-engendrdée par les opérateurs {Ln ; n€Z}. En utilisant-un-théoréeme bien connu sur
les représentations de groupes [Toute représentation bernée-d'un groupe-abélien est
équivalente a une représentation unitaire] , on voit-qu'il existe un opérateur borné T
sur- H avec un inverse borné T_1 tel que tous les opérateurs
TLnT“1 n=0, +1, +2, ...
soient des opérateurs unitaires.
Mais-alors 1'algebre d'opérateurs

T AE) = {T LT e LH); LeA(E)}

qui est isomorphe a 1'algebre A(E), estengendrée par des opérateurs unitaires et

est une C*-algdbre. Ceci entrafne que A(E) est isomorphe en tant qu'algébre 3 €(E)

et que E est un ensemble de Helson.

Preuve du théoreme 2 pour AT(E).

La démonstration est basée sur le lemme suivant :

LEMME. Soit H un espace de Hilbertet T € j4(H) un opérateur a puissances

bornées, c'est-a-dire

HT.“Hopsc; n=0,1, 2, ..
, N n
ol C estune constante indépendante de n. Soitaussi p(z)= = a z _un polyndme
- ' n=0

d'une variable. On a alors
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] 2
I;Jil)anT p(T)Hop < C° lzs']l; ]p(Z)].

Preuve du lemme. . .

Soienft h,k € H deux éléments de 1'espace de Hilbert H tels que Hh“,”k” < 1.

Fixons m= 1 et considérons les deux fonctions & valeurs dans H.

m .
#0) = —» T T heln?
m+1 n=0
m oy
(@)= —— T T Dhel
Vm+1 n=
o;itz T est 1‘opérateur* adjointde T ; f et f* satisfont alors
21 27 :
1 2 2 1 * 2 2
57 JO Hf(e)HH a9 =C , o . Hf (9)”H a? =C

et la fonction M
(p(@): <f(6) ) f (9)>H 3

o ( , )H est le produit scalaire dans H, satisfait
ool | =c?
) L(T)
\ 2m ,yflm) n in6
o(®)= T (T'h, kde .
\ n=0 m+1

(m)

Dans cette formule ‘yn

est le nombre d'entiers v qui vérifient les deux conditions

suivantes :

0 <vs<m et 0< n-v <m,
On-a
(m
(2) yﬁ‘+)'f’ > 1, n =0, +1, +2
- > s By Ty T4y e
m+ 1 m > oo
N 0

Soit maintenant P(8)= ¥ 2 P
=

un polyndme fixe ; (1) entraine alors
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(m)

b n+m a <Tn+m

2 .
a,k ' = 21% j " e"lmep(—@)@(@)de < CZHPHOO.
[e]

n=0 m+ 1

D'autre part,

' N
(T P(T)h,k) = T an<Tm'*‘“h , k).
n=0

En faisant tendre m » o et en tenant compte de (2), on obtient donc notre lemme.

Preuve du théoreme.

- Comme dans la preuve du théoréme 1, on identifie A+(E) a une algebre dfopéra-
teurs sur un Hilbert. Cette identification associe a ele I o € A+(E) un opérateur T
qui satisfait 1'hypothese du lemme.

Fixons un polyndme trigonométrique

N

iné ;
pB) = nf"N én ol
notre lemme entraine alors que
mwll a1 <clbl
L n op oo

maco n=-N

oli C est une constante indépendante du polyndme. Mais ceci entraine que

. N . 6 '
ETooHnm'ZzNanel(m_m) |EHA+(E) < C HDHOO

pour une autre constante C' indépendante de p. Et ceci a son tour entraine que
| >

Z ae
n

inf '
n=-M 2

ey = lblL.

Clest-a-dire que A(E)=€(E) etque E estunensemble de Helson. Le théoréme de

I. Wik [1] (IV, 7) entraine alors notre théoreme.

REMARQUE. Une reformulation du Théoréme 1 consiste a dire qu'il caractérise

les sous-espaces fermés T de €(T) qui sont invariants par translation (i. e.



37.

fex =:>ft(x) = f(t+x) € ) et qui sont, en tant qu'espaces de Banach, de type 072?1

(dans le sens de [2] ).

Dans le méme esprit, on peut démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 3. Soit T un groupe abélien localement compact et soit

2. LX(T) un sous-espace qui est faiblement fermé (pour la topologie o (L 7L1 )}

et invariant par translation et qui est, en tant qu'espace de Banach, de type & 1"

A

Alors il existe E < I' un sous-ensemble fermé sans vraie pseudo-mesure tel que

T = {/:L TS M(ll\“»),supp,u c E}

D] KAHANE, J.-P. Séries de Fourier absolument convergentes. Springer-
’ Verlag (Ergebnisse) 1970.
EZ_J LINDENSTRAUSS, J. and PELZYNSKI, A. Absolutely summing operators in
P_spaces and their applications. Studia Math. 29 (1968), 275-326.

[3] VAROPOULOS, N. A theorem on operator algebras. Math. Scand. 37 (1975),
173-182.
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