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SCATTERING FUNCTIONS, FOURIER TRANSFORMS OF MEASURES,
REALIZATION OF LINEAR SYSTEMS AND DILATIONS OF OPERATORS

TO KREIN SPACES : A UNIFIED APPROACH

Rodrigo AROCENA

INTRODUCTION

The aim of this work is to show that the well known theorem of Naimark
on the dilation of Toeplitz kernels, and some of its extensions, allow a unified
approach to the four subjects listed in the tittle. This enlér*ges the scope of the
method presented in a previous work |:1 1] , where response functions of some
linear discrete systems were characterized, and scattering operators and sub-
operators, in the sense of Lax-Phillips [50] and Adamjan-Arow [1 _-J , were
studied. Here the approach is more general, because of the inclusion of other
subjects and also because we don't restrict our attention to the group of integers.
Of course, we don't assume previous acquaintance with the above mentioned work.
In fact, the following pages have been written with the hope that they can be read
by a person who is not a specialist in any of the subjects of the title. Although we
present some results that are perhaps new, the interest of this work if any lays

on the common approach to all of them.



I - SCATTERING FUNCTIONS

In this chapter we consider the basic properties of some operator valued
functions in topological groups which constitute a natural generalization of the
concept of scattering function. In order to do that we start with a sketch of the

Lax-Phillips approach to scattering theory [50] .

Wave propagation outside an obstacle in the three dimension space is the
basic example. It can be proved that the obstacle has very little influence on the
wave in the long run. More specif ically : given any solution u of the wave

equation
2

(o4
-t

- Llu=0

~

t

outside the obstacle and with finite energy, there exist two solutions u, and u.
of the same equation in the whole (free) space such that the energy of (u-u_) arld
(u - u+) tends to zero when the time t tends to (~~) and (40), respectiVely.
That is, u behaves as u_ in the remote past and as u, in the remote future.

The scattering operator S associated to the abstacle is then defined by

considered :

observations of the trajectories of the particules, if suitably made before and after
an experiment, can be considered as ocurring near (o) and (+»), respectiv-

ely, so their relation will be given by the scattering operator. It follows that this
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operator is the fundamental observable when the obstacle can't be directly observed.
For this reason Heisenberg suggested that all the information on nuclear forces
must be implicitly contained in S. How to extract from it information on the.

obstacle constitutes the fundamental inverse scattering problem.

Now, Lax and Phillips have proved that the classical definitiOn of S by
means of wave operators is a particular case of what they call an abstract scattering
theory, which we shall now sketch. Let H be the Hilbert space defined by the
solutions of the wave equation with obstacle, where the norm is given by energy ;
let U be the group of unitary operators U(t) € £(H) which relate initial data
of a solution with its data at time 1t ; UO will be the corresponding group when
there is no obstacle. It can be proved that there exist two subspaces D+ and D_
of H suchthat U and UO act in the same way on D+ (D_) for every
positive (negative) value of t. The properties of the wave equation imply the

following :

1) U(t)D+ c U(s)D+ and U(t)D_ > U(s)D_ hold for every t>s ;

2) tgo{u(t)D+} -0 {uwp_} = {o} ;

) G Gt

4) D+ and D_ are orthogonal.

The same properties hold when U is replaced by Uo‘ When properties (1) to

(4) are satisfied, it is said that D_  is incoming and D+ outgoing. Such

subspaces can be studied independently of the example which motivated that definition.
It is seen that D_ defines a "Fourier representation" of H, 1i.e. a unitary
operator R_ from H onto LZ(E), where E is a Hilbert space, such that

t

U(t) goes into the multiplication by e™'. In the same way D, defines a Fourier

representation R+ of H onto LZ(F). Lax and Phillips say that



S = R, R
+

is the abstract scattering operator ; they prove that S is in fact equal to the

multiplication by an analytic function whose values are operators from E to F.
Going back to the motivating example they also show that their abstract scattering

operator is in that case equal to the classic one.

In [1 1] we showed that the scattering function can be very simply defined
in a direct way, that is, without appealing to Fourier representations. Then we
obtain a condition that characterizes the ;zf(E,F)-valued functions which can be
considered as scattering functions. Since this depends essentially on the existence
of a suitable group U, it can be seen a priori why the adequated tool will be in
this case a theorem that gives a suitable unitary representation. In this paper we
take as our starting point that previously obtained condition, which in this case

we formulate in terms of a general group.

Let us still note that the definition of scattering or coupling function
proposed in [1 1:‘ is well suited for the LLax-Phillips approach both to the conser-
vative case - which we have just sketched - and to the dissipative one ( Bd , [32] ),
and also for the general theory of couplings of isometries as developed by Adamjan
and Arov [1] in order to explain the relation of scattering with model theory in
the sense of Nagy and Foias. These subjects and their connections with Mackey's

imprimitivity theorem are also studied in [20] .

The preceding considerations motivate the following general definition :

scattering function is any
f:T —> B(E,F)

where I is a topological group, E and F are Hilbert spaces, and 3 (E,F)
is the set of bounded operators from E to F, if f is continuous in the weak

topology of operators and there exist two functions, ¢ :T —s&E) and
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Y : T —> &B(F), continuous in the same topology such that the inequality

n . n
Dol \ -1 | -1
B o0y g - 0T e ) 22| Z o7y 0,V |
_ l
holds forany n=1, 2, ..., g ...,yn}c T, {(u1,v1),...(un,vn)jc ExF.

(In order to be brief we shall sometimes say that f is scattering with respect
to ¢ and ).

As usual, we say that the family of unitary operators {U,V : )/61“} in a

Hilbert space H 1is a (continuous) unitary representation of the topological group

I''in H it U__,=U_U holds for any v,¥' € T and the function which

YY Yy v

takes 7y to U-y is continuous in the weak sense (and so in the strong one). We

start relating representations with the previous definition.

Let G be the functionfrom T to &(E ® F) given by

(¥) f(y)
Gly) = , YETL.
oY e

Then f is scattering with respectto ¢ and ¥ ifandonlyif G is weakly
continuous and positive definite, the last meaning that

-1

n
z <G(7’J

y.Yh.,h.> =0
i,j=1 B
holds for any ¥ TRRE 'yn er, h1 y o .hn€E®F. Those two conditions are
precisely the hypothesis of Naimark's dilation theorem. Its thesis says that there

exists a unitary representation {Uy :761“} of T on H such that

G(y) = T*UyT

holds for every y€T, with T =(7,1)CZL(ESF,H). Then, it must be

fiy) = T*U,yk so we obtain one of the implications of the following
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(I.1) THEOREM. Let T be a topological group, E and F Hilbert

spaces. Then

f: T —> &(E,F)

is a scattering function if and only if there exist a unitary representation
{Uy : yef} of ' in H andtwo bounded operators, A :E »H and
T : F »H, such that

: *
= U 2
fly)=1 y

holds for every v€T.

Setting o(y) = A*U,yk , v(y)= T*ny , the converse follows.

This dilation-type result has a spectral corollary. Let I' be a locally
compact abelian topological group (LLCA group from now on)and T the unit
circle of the complex plane C ; the set ' of the continuous homomorphisms from
' to T, withthe usual multiplication of functions and the topology of the uniform
convergence on compacts, is alsoa LCA group, callgd the dual group of T. It

is known ’_53] that for any unitary representation {Uy} of T there exists a

-

A

spectral measure P on T such that U,y =B . t(v)dP(t) holds for every
T

vy€I', Then:

(I.2) COROLLARY. If f:T — Y(E,F) is a scattering function on a
LCA group T there exist a spectral measure P on the dual group T and two

bounded operators AyT such that

Fy)u,v) = Sf‘ t(y) d{P(t) xu,Tv>

holds for every vye€I', uckE, veF,

From this result it will follow easily that scalar valued scattering

functions on a LCA group are the same thing as the Fourier transforms of the finite
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complex Radon measures on the dual group. Before proving in this way the result
which may be called the Bochner-Eberlein-Horn theorem [44] , we shall consider
with the same ideas the theory of linear systems. This will help perhaps to under-

stand the connection of that subject with scattering, pointed out by Helton I_38:l .

In order to be brief, whenever we have a function G : 1 » i(E1 & E2),

since it is obviously given by a 2 X2 matrix
1 G12\
G210 G2

where ij goes from T to o‘f(Ej ® Ek)’ j,k = 1,2, we shall say that

G = (ij) is a matricial Toeplitz kernel.

In this chapter we have studied the relation between matricial Toeplitz

kernels and scattering functions.

I - LINEAR SYSTEMS

We start this chapter with a brief description of the subject based on
. r
P. A. Fuhrmann's book, "Linear systems and operators in Hilbert space " l_34:l ,

although we shall change slightly its notation.

A time invariant linear system is a set T consisting of three Hilbert

spaces, E , X , F, and three linear operators, A : X +X, B:E »X,

C:X »F.

In the discrete interpretation, it is assumed that at "time" nc€#Z, the
system is in the state x(n)€X and receives an input u(n)€E, which cause an

output y(n)EF and a change of state to x(n+1) in the way indicated by the pair



of dynamical equations

x(n+1) = A x(n) + B u{n)

y(n) = C x(n)

where all the operators are continuous. We shall say that A is the (state)

propagator of the system.

The choice of Hilbert spaces can be justified in some cases by energy
considerations. Assume that Hx” is the energy of XY in the state x ; then,
the energy of the system can only be increased from outside the "black box" X

if and only if the state propagator is a contraction (i. e., HA“ < 1).

A first question in systems theory is to establish the relation between

inputs and outputs. Clearly, x(1)=A x(0)+ B u(0), x(2)= A2 x(0) + AB u(0) +

n .
Bu(1), ..., x(n+1) = APt x(0) + £ A B u(n-j), so:

j=0

n+1 1 j

y(n+1)=CA x(0) + T C AJ B u(n-j).
j=0

Consequently the relation between inputs and outputs is given by the so-called

weighting pattern or impulse response of I,

dgf

w() calg, j=o.

The function T(z) def , C(I - zA)_1B, analytic on the set of complex numbers

1

z suchthat z = does not belong to the spectrum of A, is called the transfer

function of the system. In a sufficiently small neighborhood of the origin it is given

by

T(z)= T alle AjB,
j=0

so it may be considered as the Fourier transform of the impulse response W,

In fact, if x(0) =0 with self explaining notation we could write

y=W=xu , §=T.ﬁ.
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A second question to be considered is the one of the controllability or

reachability of the system. We say that Z is controllable or reachable

(approximately) if given any x,x'€X, a convenient sequence of inputs changes
the state of the system from x to one arbitrarily near to x'. We use the

following usual notation : if JLSA : )\QA} is a family of subspaces of a Hilbert

space X, V SA is the smallest closed subspace of X that contains every
AEA
SA . It can easily be seen that X 1is controllable if and only if the following
holds
x=Y ABE.
=0

The question of the observability of the system is to know if its outputs
characterize in some sense its internal state. More precisely, we say that Z
is observable if given any different x',x"€X there exists a sequence of inputs
such that the corresponding outputs with initial state x' or x" are different.
That is the case if and only if CA™ x(0)=0 forevery n=0 implies x(0)=0,
so to say that Z is observable means that

x=V A F,
=0

Consequently, the fundamental elements for the study of a system are the
operators

def def

RG) € alB  , wE) ®cals o) ¥ AYI, j=o0.

Given a system Z = «ILE,X,F ; A,B,C} it is sometimes useful to consider

*

]
its dual system % dgf {F,X,E ; A*,C*,B*J*. The preceding considerations

lead, with self-explaining notation, to the following

(I1.7) REMARK. If the systems Z =nd Z' are suchthat R =R',

W=W' and O=0'" hold, there outputs are equal whenever inputs and initial
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states are equal, and the same happens to the dual systems Z* and . In

this case we say that the systems have the same behavior.

Note that systems with different propagators may have the same behaviour ;
concerning this, what really matters are the reachability sequence R, the weigh-*

ting pattern W and the observability sequence O.

We shall now consider the so-called system's realization problem. Let T

be a function, analytic in a neighborhood of the origin in the complex plane and whose
values are bounded operators from a Hilbert space to another one ; a realization of
T isasystem X suchthat T is the transfer function of Z. The problem is
to characterize the functions that have such realizations. Clearly T has that

def

property if and only there exists a positive number p such that Tp (z) "= T(pz)

has a realization with a contractive propagator, so we restrict our attention to this

case,

Our starting point is the following : given a system I = {E,X,F ; A,B,C},

with ”AH < 1, we associate with it a matricial Toeplitz kernel defined on Z by

B*A(n)B CA(n)B

G(n) = s

*
K A(—n)B] CA(n)Ck
ls“ if n>0
where the following notation is used : given S€&(H), set S(n) =l

s* Mt n<o

Now, it can be proved [1 11 that G is positive definite so f(n) = CA(n)B

defines a scattering function on Z. Consequently,

wz Ut

: ncz : nzo} — Z(E,F)

is the weighting pattern of a system with a contractive propagator only if it is the

restriction to the semigroup Z2 1 of a scattering function on the group Z.

In other words, setting
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)’R*(o)R(n) if n=0 0*(0) o(n)  if n=0
o(n) = and Y(n)=
lR*(-n) R(0) if n<0 O*(-n) O(0) if n<O

we obtain by means of the fundamental sequences the following necessary condition :

there exist two functionson Z, ¢ and ¢, suchthat W must satisfy

b4

n n
Wz {C0=) w0 + Bl v 0 = 2 li’ T Wy vpy

forevery n=1,2, ..., {(UO,VO), e, (un,vn)} c ExXF.

Thus, the realization problem suggests the consideration of matrices of

where ¢ and ¢ are definedinagroup T, W in a semigroup 1‘1c1‘ and

operator-valued functions

”~

- - ’ ~ -10¢
W is the function defined in T~ 9&f {yer: y 1er} by Wr)=wk""). So,

with terminology we shall try to motivate better further on, we call Generalized

Toeplitz Kernel (GTK  to be brief) on (I‘,l“1) any matrix

2
K= (Kogly, g=1
of functions such that
Kyp:T—> ;£(H1) , Kqp 1 Ty —>B(H,,H,)
Kyq = Kqg , Kyy:T -—>:8(H2) ,

where H1 , H2 are Hilbert spaces. We say that K is positive definite (p. d.)
if

-1
> T (K _,(t" sh (s),h,(t)>.,, =0
«,B=1,2 s,teT B TR H

holds for any pair of functions with finite support h1 : 1“1 —->H1 , h2 . 1“'1'1 SH. .
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An example of p. d. GTK can be obtained by restricting in the obvious way any
. . 2 i -

p. d. matricial Toeplitz kernelon T, G = (chB )oc, g=1" set K11 = G11 ,

K

=G K22 = G22 , etc.

12 12'T, 7

1
With this terminology our previous remark can be reformulated as follows :
a function W defined on 21 is the weighting pattern of a system with contractive

propagator only if there exist ¢ and ¢ suchthatap. d. GTK on (2 ,21)

¢W>
woou/)

Now, Naimark's dilation theorem can be extended to Generalized Toeplitz

is given by

Kernels on the set of integers in the following way [16] :if K isap.d. GTK
on (2,2 1) there exist a unitary operator in a Hilbert space, UESS(F), and

Taea”g(Ho(,F), «=1, 2, such that the following conditions holds :

. ¥ .m . .
i) Kdﬁ(n)- TgU Ty for every n belonging to the domain of KO(B ,

arB = 192 ’
. \/ n n T -
ii) F= U(r H )}v {\/ U (t,H ):] , (minimality condition).
. 11 272
€z ncz
When (i) and (ii) are satisfied we say that U, or (U,F), belongs to the

family U(K) of the minimal unitary dilations of K.

From that result it follows easily that the previously established necessary

condition is also sufficient.

(I1.2) THEOREM [11] . The &(E,F)-valued analytic function
T(z)= Z 2t W(n)
n=0
is the transfer function of a discrete linear system with contractive propagator

if and only if there exist two sequences
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lot):nezjc LE) , {v0): ncz}c LF)

such that condition (#) is satisfied.

Since it may be thought that this result is of no practical value, let us

remark that it gives a siraightforward proof of the following necessary condition.

(11.3) THEOREM (Helton [38)). i T(z)= T 2™ 'W(n) is bounded in
n=0
the unit disk then T 1is the transfer function of a linear discrete system.

In fact, if M is a bound of HT(Z)H for lz |< 1, set ¢(0)= MI,
©o(n)=0 if n#0 anddefine ¥ in the same way ; from (II.2) the result

follows [1 1] .

From Helton's theorem the following general characterization steems

immediately, as Fuhrmann shows it.

(I.4) THEOREM [34]. A sequence W) : nz0}c BE,E) s the
weighting pattern of a discrete linear system if and only if there exist two positive
numbers M and w such that

)l < Mo™

holds for every n= 0.

The condition is clearly necessary : W(n)= CA"B implies

”W(n)” < HCH ”BH HAHn Conversely, take p < w"1 and set
T(z)= Z W(n) szr1 :  then
n=0

llTp(z)H -] Eowm)p“” 2 < Mp (1 - pw)
n-=

holds if |z |<1.

Let us still remark that theorem (II.2) is a true complement to (II.3) in the

sense that the condition of the last one is not necessary. This can be clearly seen
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in the scalar case, that is, when E =F = qccmplex number‘s} ; then the condition
is T € H (T) while - as we shall show in the next chapter - W satisfies (#)

ifand only if W = /3 ‘ Z for some U, complex Radon measure on T.
1

A second part of the realization problem is to determine whether the transfer
function characterizes the system, that is, if the problem has in some sense only
one solution. For the finite dimensional case this question has the following answer :
Let = {E,X,F ; A,B,C} and 21 = {E,X1,F ; A1,B1,C1} be two realizations
of the same function ; assume that all the vector spaces have finite dimension and
that both systems are controllable and observable (in which case they are called
canonical). Then there exists an isomorphism P : X -»X.1 éuch fhat the following

diagram commutes

A .
P

X X
B C
E / P 1\ F
\ A /
B, © X, ! X, <y

P
»

This result is called the state space isomorphism theorem (See [-34_-_[ ). Its extension

to infinite dimension has been established by Helton in the following terms.

(II.5) THEOREM {__38] . Let ¥ and ’21 be two approximately controlla-
ble and cbservable realizations of the same transfer function. Then there exists an
(eventually unbounded) operator M with domain dense in- X and range dense in

X, such that each of the equalities

1
MA=A™M , MB=B' , C'M=C

holds in a dense set.

The proof of this theorem can be adapted in such a way as to consider two

Lax-Phillips couplings with the same scattering function ( [1 1] , theorem E).
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Helton's result says that in a certain sense the realization problem has
a unique solution in the set of canonical systems. This can be considered satisfac-
tory since it can be shown BS] that given any system X, there exists a canonical
system X' with the same transfer function. Now, Z' will not necessarily have
the same behaviour as X ; for example, the outputs effectively produced may be
less. For this reason we shall try another approach : instead of considering
equivalent two systems when they have the same transfer function (which as noted
implies that in each equivalence class there is an essentially unique canonical
element) we shall consider a more refined classification such that two systems
belonging to the same class will have the same behaviour. Then a relation between

realizations and scattering functions may be obtained.

We have already noted that if
={E,X,F;A,B,C}

has a contractive propagator then f(n) = CA(n)B defines a scattering function on
Z related to the discret system XZ. Nagy's dilation theorem (in a next chapter
we shall recall its relation with our key tool, Naimark's theorem) says that there

exists a unitary operator U in a Hilbert space H which contains X such that

H.n.H
A(n) = PX

U1X

holds for every nc€4, where ig is the inclusion of X. in H and P;I

the orthogonal projection of H onto X.

Let Eu be the system wifh a unitary propagator given by

def . . H H
z, % {E,H,F ; U,(lXVB),(CPX)} .

Then :

i) Z and Eu have the same scattering functions.
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ii) Given an initial state x{0) € X ¢ H and an input sequence
{u(j) 1 j= 0}, both systems produce the same outputs : with self-explaining notation

we have
n .
y(n+1) =A™ x(0) + T cAIB un-j) =
j=0
n+1

n
x(0)+ Z (CP

H
)
J=0 |

. U”(igs) u(n-j) = y, (n+1).

- (C PI;)U

iii) The preceding properties are still true when I and Eu are replaced

by their duals.

Given any system I, itis said that X def \/ AJBE is the reachable
=0

space of I andthat X_ def \ A™ C*F s its observable space ; definitions
20

naturally motivated by the characterizations of reachable and observable systems.
We also say that a state of Z is reachable if it belongs to X‘r and observable

if it belongs to XO.
Let us now consider a system with unitary propagator
 ={EX,F; U,B,C}

and its reachable and observable spaces, X.P and XO ; set

x, def \/ WX +x), U def l . U, is a unitary operator in the space
1 . T o 1 X 1
€z 1
X, that contains B(E) and C"(F). Let X mu D€ defined by

X X
Emu = {E » Xq 0 F s U1,(PX1B),(C1X1)} .

Given x(0)€X set x‘(O)=P§ x(0)€ X, ; then CU(0)=(C 1§' ) UT x1(0)
1 1
holds for every n= 0,

The preceding remarks establish the following

(I1.6) PROPOSITION. If X is a system with contractive propagator

there exists another system zmu with the following properties
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a) ¥ and Zmu have the same transfer function and, moreover, the

same scatfering function.

b) Given any output sequence produced by I, it can also be produced

by Emu as an answer to the same input sequence.

c) Properties a) and b) are still valid when T and zmu are replaced

by their duals.
d) Emu has a unitary propagator.

e) The state space of Zmu is generated by its reachable states and its

observable states.

Any system with properties d) and e) will be called a minimal unitary system.
Any transfer function has a realization

2 = {E,X,F ; wA,B,c} with >0 and

Z= {E,X,F ; A,B,C} minimal unitary, so from now on we shall only
consider realizations of this last type. In this case the remark we made at the
beginning of this chapter can be strenghened. In order to do so let us say that the

operators
R*(0)R(n)=B*A™B , Wh)=CcA"™B , 0Of(0)om)=cA™c , n=0,
are the parameters of any given system, thus extending the denomination of Markov

parameters usually given to the operators W(n) and related to moment problems

as we shall recall in the next chapter.

Let (@ {E,x(“),F ; Aa,Ba,ca}, &=1,2, be two minimal unitary

systems with the same parameters. We consider the transformation from

(1) *n ¥ 2) *n ¥ )
X, = \VJ A CyF to Xf) = \/ A, C,F given by
n=0 n=0
* *
M(ARACT ) 98l AFN T g (fCF) ;

171 2 2
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(1) onto X(Z)

the definition is correct and it determines an isometry from XO °

*n * *nl *
because for any f,f'€F we have <A1 Cif, Ay C1f'> =

n-n' _¥1%* *n ¥ *pt ¥
<[c1A1 c1:l £, = (AT Cf, A C £1).

2
Given any output sequence of 2(1),

An+ 1

y(nt+1) = C,A]

(1)
setting x' = MP ‘(1) X we get
X

n .
x+ T C.AIB u(n-j) ,
b

o

n )
y(n+1) = C2Ar21+1x' + Z CZA%B2 u(n-j).
j=0

A dual argument completes the proof of the following

(I1.7) PROPOSITION. If two minimal unitary systems have the same
parameters, any output sequence of one of them can be produced by the other as an

answer to the same input sequence.

So it seems reasonable to consider the family & of all the minimal
unitary systems with the same given parameters. Now, for such a system its

parameters give rise toa p. d. GTK K = (KaB )i g=1 defined by

K()=BAGB , K,=W.) , K,=W.) , K,()=c*al)x |,

1

so we write &= &(K). Conversely, if K isagiven p. d. GTK, any

minimal unitary dilation of K defines a system with parameters

{K”(n) , K12(n) , K22(n) ‘n= O} :

in fact, if U is a unitary operator in X = \/ u(r 1E + 'rzF) such that
ncZ

*
Kaﬁ(.)=TBU(.)TO(, «,8 =1,2, holds with 7,€34(E,X), 7,€&4(F,X), then

*
{E,X,F : U,1'1,1'2} belongs to F(K).



- 19 -

This interpretation allows us to translate to systems language some proper-

ties of generalized Toeplitz kernels. Thus :

(i) The characterization of those kernels K such that the family W(K)
of all minimal unitary dilations of K has essentially only one element ( [1 6:[ , [1 O_-J )

will say when the parameters determine the associated minimal unitary system.

(ii) The description of all the systems belonging to &(K) reduces to that
of UWU(K) ; in the scalar case this has been done [8] as an extension of the celebr-
ated parametrization of Adamjan, Arov and Krein ( [2] , [3] , E4]) of the analytic
uniform approximations to a given bounded function. Their work on the subject was
motivated by questions concerning scattering and, in turn, it inspired a description
of contractive intertwining dilations (a subject we shall also consider further on),
due to Arsene, Ceausescu and Foias ( [2 1] , [22] ), which has been applied to
inverse scattering problems [33] . So perhaps a unified view of some important
results could be obtained by extending the parametrization of WU(K) from the

scalar case to the operator valued one.

(iii) From the correspondence between the elements of U(K) and the
p. d. matricial Toeplitz kernels which give K by restriction [10_‘ we obtain the

result we now state as a conclusion to the consideration of discrete systems.

(I1.8) PROPOSITION. Let I={E,X,F ;A,B ¢l and

21 = {E,X1 ,F A B ,C } be two realizations of the same transfer function ;

‘I’

assume that they are minimal unitary systems with the same parameters. Then there

exists a unitary isomorphism P : X ->X.1 such that the following diagram commutes

A
}*x A

ifandonly if ¥ and 21 have the same scattering function.

F

\
/

Y

o
><'*—><
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In the continuous interpretation the system
T- {E,X_,F ; A,B,c}

is taken to represent the equations
x(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t)
where t belongs to the set R of real numbers, x(t)€X, u(t)€E and y(t)EF.

Applying formally the variation of parameters formula we get

t
x(t) = etA x(0) + g e(t_v)A B u(v)dv
o

K
y(t) = ¢ e x(0) e VA Byt av.
O

If it is assumed that A is the infinitesimal generator of a strongly continuous
semigroup, the second pair of equations is the same as a weak interpretation of

the first. So we take Z to be governed by
t
x(t) = T(t) x(0) +S T(t-v) B u(v) dv
o
t
y(t) = C T(t) x(0) +S C T(t-v)B u(v) dv,
o

where T(t) €£4(X) forevery t€R, def {teR : tzo} and the following hold :

V s,tER, ; T(O)=1 ; lim+T(t)x=x, vxeX.

TST 1
t+0

t = Taptr

Since the analogy with the discrete case is obvious we shall be brief.

{T(t) : t€R1} is the state propagator of the system and

wt) %€ cTt)B

its weighting pattern. Under adequate assumptions the Fourier transform W of

W exists ; it is called the transfer function of the system and satisfies §r = ﬁ/.ﬁ.

When B and C are bounded it is said that I is a regular realization
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of W. It can be shown that the necessary and sufficient condition for W to
have a regular realization with contractive propagator (i. e., HT(t)ll <1,
V t = 0) is analogous to the one stated in the discrete case. A proof can be given

in the way we now sketch.

(i) Starting with Nagy's dilation theorem, Nagy and Foias have developped
a functional calculus for contractions which includes explicit formulas relating a
continuous semigroup {T(t : t€R1} with generator A to the discrete semigroup

{T nez} where T = (As1)A-1)"". [60]

(ii) The validity of Naimark's dilation theorem for positive definite genera-
lized Toeplitz kernels on (R,R1) can be deduced from the discrete case by means

of the above mentioned functional calculus. (:12 _J
(iii) Then, the realization condition can be proved as for discrete systems.

Summing up : we have seen in this chapter that there is a close connection

between generalized Toeplitz kernels and transfer functions.

III - FOURIER TRANSFORMS OF MEASURES

Our aim in the first part of this chapter is to show that the set of scalar-

valued scattering functions

f: I — C =4complex numbers}

ona LCA group T is exactly the same thing as the set M(f‘) of Fourier transforms
of bounded complex regular measures on the dual group I'. We saw this as we read
a paper of R. A. Horn [44 _‘ , SO it seems adequate to expose here his approach and

to show how his main result steems from what was done in chapter I of this work.
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Let us first fix the notation and recall some fundamental theorems. We write
dy and dt for the Haar measure on I' and lA“, respectively, and denote by
t(y )= (v ,t) the action of a character t (i.e., anelement of T) on 7y€T.

The Fourier transform [ of u eM(T) is given by
A=\ () ).
T
Set :
B ={i :uem®)} 5 PO ={i suem®) , uzo} ;
AYD) = {iian = F at, fen (a0 N1 (F,d0f, 1=pse.

We denote additively the group operations in T and I'. Afunction f:T +C

is positive definite if

n
(TI1.1) z f(yi—y.)ciE.zo

i,j=1 yord
holds for all y1,...,'yn€1“, c1,...,cn€C, n=1,2, ... We now quote

Horn :

"Bochner's classical characterization of P(T') is that it is precisely the
set of continuous positive definite functions on T. Bochner's characterization of
B(T) is of a very different nature however. It does not use the elegant inequalities
(TIT. 1) and it does not identify the elements of P(T) N B(T). Although (ITI. 1)
implies that f is continuous on T if it is continuous at O, the usual characte-
rization of B(T) requires the a priori assumption of continuity everywhere on T.

It is the purpose of this note to present simple and similar characterizations

of Ap(l‘), B(T) and P(T') which are in the spirit of the inequalities (III.1)." EMl

However, Horn's proof rests on a characterization (Bochner-Eberlein
theorem, to be quoted in the next paragraph) which he considers of a very different
nature than (II1. 1). On the contrary, the proof to be presented here is precisely in

the spirit of those inequalities since it is based on Naimark's theorem for positive
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definite functions. As it is well known, from this theorem the characterization of

P(T') may be deduced ; what we do is nothing but a simple extension of that method.

Let us now recall the classic results.

THEOREM (Herglotz-Bochner-Weil). A complex function on T belongs

to P(I') if and only if it is positive definite and continuous at 0.

THEOREM (Bochner-Eberlein). A complex function f on T belongs to
B(T) if and only if it is continuous on T and there exists a constant k such
that

n n a
’i§1 <; f('yi) ‘ <k sup{ |i=21 ci(yi,t) ': tQT}

holds for all Y 1s ...,'yneI‘, Cioene

A proof of the later statement can be seen in Rudin's book [56] while the

one of the former is included in what follows.

If £ and ¢ are complex functions on T, Horn writes

(I11.2) o(x-y) S f(x+y) on T
n _ n
whenever Z o(y.-y.)c. c.= ] Tz f(y.,+7vy.)c.c. ’ holds for all
—p i 731 L i i’ i
1’1] 11J
Yqre-- 7n€T, TR cn€C, n=1,2... His main result is the following.

(III .3) THEOREM. Let f be a complex valued function on the locally
compact Abelian group T. Then:

(a) feP(T) if and onlyif f is continuousat O and f(x-y) S f(x+y)
on T,

(b) f€B(T) if and only if f is continuousat 0 and o(x-y) % f(x+y)
on T forsome ¢ which is continuous at zero, and

(c) feAp(I‘) if and only if f is continuous at 0 and o(x-y) & f(x+y)



on T for some (peAp(I‘), 1<p=<w,

We shall now prove this theorem, and in fact a little more, because it is
not necessary to assume the continuity of f at 0 in (Il1.3.b)and (IT.3.c). Its
relation with the subject of our -chapter I can be seen by noting that every scalar
valued scattering function on T belongs to B(T'), as it steems immediately from

(I.2). So for the time being we admit that

(I11.4) LEMMA. Condition (III.2) holds with ¢ continuous at 0O if and

only if f is a (scalar valued) scattering function with respectto ¢ and ¥ =o.

Let f belongto B(T). There exists p€M(I') suchthat f=pg. Set

n = lu ; if =0, itwillbe M =4 and, if du =F dt, then d'f]:IF‘dt.

n ., n
Then [44] , setting ¢ =M, onehas I o(y.-y.)c.c. =B A } Z c.(y.,t) Izdn(t)2
- I Lot ey T PR s A |
i,j=1 I i=
Y - —2 n
|B B> c.(y.,t)J du (t) l = ’ Z fly.+v.)c. c. I . All left to right implications
foa=1 ! ij=1 + ¥t

in (III.3) are proved.

Conversely, let o(x-y)% f(x+y) on T and ¢ be continuous at 0.
The lemma implies that
© f
(I
is a positive definite matricial Toeplitz kernel, so there exists a continuous unitary

representation U = {Uy : 7€I‘} of T on H andtwo bounded operators, X

and 17, from C to H such that

— ) _ _ ¥y
<p(‘y)—)\Uy>\ =7 U,y‘r , fly)=1 Lyl

hold for all Y€Tl. Let E be the spectral measure of U and set

p(.) 9 BN, T(1)).
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Then f(y) = {f(y)1,1) = <Uy>\(1),~r(1)> =4(y) holds, so feB(T). Setting
n(.) 9 BN, A1)

it follows that ¢ =7 and 7 >0; thus, it ¢ =f, f€P(I). Since
n(.)=<(E(.) 7(1), 7(1)> itmustbe n > ’u] ; if dn =Fdt with

FerL,n Lp(f), clearly {€A (I). The proof of (IIL.3) is over.

Let us go back to the lemma. If o(x-y) > f(x+y) on T it follows that

In
4 | z c,d; f(xi +x.)
ij=1 Y J
- L (C1+di)(cj+dj)f(xi+xj) - 5 (ci—di)(cj-dj) f(xi+xj)

n [ o o
< 1,3'2=1 (ci{rdi)(cj+dj) + (ci - di)(cj—dj )jcp(xi—xj) ,

so we can prove that ¢@(x-y) % f(x+y) is equivalent to

n n
(0(1) 2 li,?ﬂ f(xi+xj) Cidj l < i,§:1 E,o(xi-xj) ciCy + go(xj—xi)didj] .

On the other hand, we say that a continuous { is scattering with respect to o

and ¥ =¢ when it satisfies

n n
- d. l< - C d
(o<2) 2 Ii,?ﬂ f(xi xj)cidj |< i,;ii1 (p(xi Xj)(cicj + didj)’

Evidently (0(1) and (o<2) are consequences of

(B) 2| g ty, +2,) akEE [ g [co(yk-yg)ak«ﬁe + ¢z p-2, )b b 2] .
k,2=1 k,2=1
Conversely, setting n =2m
X1=Y "*m Ym0 Xpy1 T 1 % X =%y
1= 3. “Cm T8 0 Sy =0 1 €y =0,
dy =0, » dpy =0 + dpr =0y r dp =Py s
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(B) can be deduced from (o<1) or (0(2). Only the continuity remains to be considered.
From (B8), setting m =2, Vi=-X . ¥,=0 ., a;=-a,=1, z, =y ,

b,=€>0, b,=0, weget

1 2

2¢ ltly=x) = 1(y) | = 2 [0(0) = Re 0(x)] + € 0(0) ,

because ¢ p. d. implies Re ¢(x)=Re ¢(-x), and then
1

2 lf(y—X) -ty | < [2 + w(O)][@(O) - Re w(X)]z ,

so the continuity of ¢ at O implies the uniform continuity of f.

Having thus finished the proof of the fact that scalar scattering functions
and Fourier transforms of measures are the same tHing, wé may seek for a similar

type interpretation of scalar-valued transfer.

Since f:2Z »C is a scattering function if and only the (trigonometric)
moment problem for f has a solution, i. e., there exists LEM(T), T = AZ,
such that f = ﬁ , the following assertion is quite natural : W : {nGZ : nZO} +C
is the transfer function of a linear system with contractive propagator if and only
if there exists L EM(T) such that

W) =\ el aut)
T
holds for all n= 0, thatis, if the so~called semi reduced moment problem for
W has a solution. Moreover, let us consider the following version of a problem of
Markov : let a positive measure 7 on T and a sequence {W(n) : n>0}c C
be given ; can we find a complex measure uKEM(T) such that ﬁ(n) =W(n), vn> 0,

and ’u‘s N  hold ? The answer EM] is yes if and only if the GTK defined by

Ky1=Kpp=7 , Kpp=W

is positive definite.
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This result motivates the association to each GTK of a family of matrices

of measures. Remark that a scalar valued matricial Toeplitz (G is p. d.

)2
aB ‘o, B8=1
if and only if it is given by the Fourier transform of a positive measure. matrix ;
that is, there exists a necessarily unique set J[(u OZB).: «,B = 1,2} < M(T) such

that (i) G , = y x,B8=1,2 ; (ii) the numerical matrix

o8 ~Huap

(u o8 (A))i g1 is positive definite for every Borel set A < T. In the same way,

given a GTK on the integers, K = (KocB)’ we say that. (u O“3.) is associated with

by means of the Fourier transform and write
K (u aB )

if the following hoid :

Kyqn) = g ), vin o K12(n)=ﬁ12(n), Yn>o0 ;

K21(n) =N21(n), Vn<o0 ’ K22(l’1) 2“22(11)’ VY n.

The following remarks are important for our subject :

a) If (u Oq8) is positive, K is ap.d. GTK, butthe converse is not
necessarily true. Nevertheless, since every p. d. GTK on the integers is the
restriction of a p. d. matricial Toeplitz kernel, it always has an associated positive
matrix.

b) The positive measure matrix associated to a generalized Toeplitz kernel

by means of the Fourier transform need not be unique.

Let us see a particular case. Let g belong to LOQ(T) and 1 beits
uniform distance to the analytic functions, that is, to H (T)= JL YELT(T) :
b(n) = 0, vn< O}. Foreach €> 0 thereexists § _€ H°(T) such that
Hf - ;beHoo < r + g ; this means that the matrix
(r+€)dt (f -9 )dt

(f-¢ e)dt (r+€) dt
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()

is positive ; consequenily the associated GTK K"/, given by
(e) (E) I'+€ 1f n= O (€) _ - A :
K (n) = K 2/ (n) = , KiZ/(n) =(f-9¥ ) (n)=1f(n) for all n>0,
11 22 ) 12 £
0 if n#0

is positive definite for every €> 0 ; since it does not depend on ng, it
follows that K(O) is p. d. too. Then, 3(;10(3)2 0 such that KN(MO(B )A ;

it follows that du,, = (f - $_)dt with ¢0€H°°(T) and |If - z,bOHw - dist B,Hm(T)].
This example [13] connects GTK with the profound study of Adamjan, Arov and
Krein on the best uniform analytic approximations bo bounded functions. Their main
results - including the condition for the unicity of the best approximation, the
description of canonical elements and the already mentioned parametrization - can be

extended to the family of all positive measure matrices associated to a given p. d.

GTK by means of Fourier transform. [7] ’ [8]

A

We have alfeady remarked that K N(/J-O(B) and K p.d. GTK are not
enough to ensure the positivity of the matrix ; in that case it is said that (u « 13)

is weakly positive. For example, if u€M(T) is non trivial and r € (0,1), then

def r“ul H
Hor B r,u‘

is never positive but it can be weakly positive. The characterization of those u

such that this happens gives a unified proof of the following two important results.

The Helson-—Szegb‘ theorem l:39] . The Hilbert transform is a bounded

operator in L2(T,u) if and only if du = e"Vdt  holds with u , V. real bounded

functions, V the conjugate function of v and HVHOO < 5

The Devinatz-Widom theorem [30], [61:]. Let f€L7(T). Then the
1

Toeplitz operator with symbol f is invertible if and only if £ @ € L™(T)

. ~
e1(c+u+v)

and f/ ‘f ‘ = holds with ¢ a real number, u, v as in the Helson-

Szego theorem,
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In fact, the proof of both theorems can be reduced to the consideration of

measures M such that M“ . 1is weakly positive and (first case) 4 =0 or

(second case) = H dt [:17:[

As it is well known, the méasures characterized by the Helson-Szego
theorem are precisely those that belong to Muckenhoupt's class A2 (See BZ] ,
[45] , [27] ). As a matter of fact, it was the consideration of this subject that
motivated the definition, in [28:1 , of weakly positive measure matrices ; in that
paper a characterization of the Fourier transform of those measures was given,

starting in that way the study of what were later on called GTK.

Some other problems related to the Hilbert transformin-the circle or in the
line can be solved in this way. Thus in [15] some theorems of Koosis ( [47] R [:48] ,
[49] ) are proved by relating to the problem under consideration a GTK, showing
that a solution can be found if and only if the positive matrix associated to the kernel
is not unique, and verifying that in this case the general (non) uniqueness condition
reduces to those of Koosis. On the same subject, in [1 8] it is shown how a particu-
lar case of a result due to Carleson-Jones [25:1 and Rubio de Francia [55] can be
proved.

The Poisson transform can also be considered under this approach [19] ’
[1 3] , thus connecting it with Carleson's measures, balayage and BMO functions

(Definitions and basic results concerning these subjects can be seen in '__35] or [58_1 ).

The Helson-5Szego theorem solves a problem of the so-called prediction
theory (concerning this see for example ],_31:' or [54] ).  Our approach to its proof
give some'complements [6] ahd, moreover, other results of the same theory [19]
which include the Helson-Sarason theorem [40],pr’opositions due to Ibragimov and

Rozanov [46 ,J and some refinements.

To end this sort of review we note that Naimark's theorem for GTK solves
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weighted and moment problems for vector-valued measures too [16] , while a Levy-

Khinchine formula for GTK is stated in [20 _] .

In this chapter, when speaking of a GTK, we assumed K12 fo be defined
on {n>0 . rather than on <‘, nZO} as we did before. That implies no impor‘tant
changes, shortens the presentation of some applications and allows us to justify

our terminology as follows. 1et a kernel K on Z be given,
K:Zx4Z——> C.
K is called a Toeplitz kernel if it satisfies
K(m,n) = K(m+1 , n+1), Vm,n€ Z,

Now K is given by four functions, K and K22 defined on Z, K12 on

1
{n>0} and K21 on {n<0} , by means of

K“(m-—n) if mn=0

Kp,(m-n) if m=0, n<0
K(m,n) =
K21(m—n) if  m<0, n=0

Kzz(m—n) it m,n<0
if and only if the following holds
K(m,n) = K(m+1, n+1), VY m,n€EZ , m,n#-1.

In that case we say that K 1is a generalized Toeplitz kernel.

In this chapter we have indicated the connection of (matricial and generalized)

Toeplitz kernels with problems related to the Fourier transform of measures.
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IV - DILATIONS OF OPERATORS TO KREIN SPACES

Let T be abounded operator in a Hilbert space E. The operator U

in a Hilbert space H is called a unitary dilation of T if U is unitary, H

contains E as a closed subspace and it satisfies
'y, W>E =<(U' W>H , Vv,w€E, n=0,1,...
which is equivalent to

H
E ?

n

_H . n. .
T—PEUI n=0,1, ...

Obviously T has a unitary dilation only if HTH < 1 holds ; that this is.also a
sufficient condition is the content of Nagy's theorent,- which can be deduced from

n

Naimark's theorem as follows : setting as before T(n)=T if n= 0 and

*=I

T(n)="T if n< 0 itcanbe proved that T(.) is positive definite if (and

only if) T is a contraction. [60“

Nagy's theorem is the starting point of so rich a theory ("Harmonic Analysis
of Operators" in the sense of Nagy and Foias) that it has been natural to consider

its extension to not necessarily contractive operators. Now, if one wishes to have
(Tv , w> ={Uv , w>, Vv,w€E,

without being HTH <1 but with U preserving scalar products, this can't imply
HUH < 1, soone is forced to give up the positive definite property of the scalar
product in the domain of U. With such a generalization, every operator in a
Hilbert space admits a unitary dilation ; we shall state precisely this theorem, due

to Davis E29] , When we have introduced the neéessar‘y concepts.
Our aims in this chapter are the following :

(a) to show that such concepts - which are those related to Krein spaces

and their operators - appear naturally when some properties of scattering functions
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related to Fourier transforms are considered ;

(b) to characterize the functions which have a particularly simple kind of

unitary dilations to Krein spaces as scattering functions ;
(c) to relate that with some widely studied questions of operator theory ;

(d) to present what seems to be a reasonable extension of Naimark's dilation

theorem to Krein spaces.

We start with the following

(IV) PROPOSITION. Let f:T » #£(E) be a scattering function. Then
f=g -8 +ilg;-g)

holds with gj : T »£(E) positive definite and continuous in the weak operator

topology, j=1, 2, 3, 4.

Clearly, a proof of the Bochner-Eberlein-Horn theorem (II1.3.b) by
reducing it to Bochner's theorem (III.3.a) steems from this proposition. In order
to prove it, we remark that from the definition of scattering function it follows that

there exists a continuous 6 : T »:(E) such that

| 2 <f(y 7 W,V { E <9(7 y u; u> }{Z <9(7 Yy . ,V> }
i,=1 J'E 1 E il
holds for all Yqr eees ynel“, Upy Vg oeey Ups vne E, n=1,2.,. C(learly

£.(7) def %B(7)+f*(7-1)] and f.(7) def 71 [f(y) +f*(7"1)] also satisfy such
a relation so we may assume that f is hermitean, i, e., f(y)=f *y~ ).

Let (H, l: , ] ) be the Hilbert space defined by the symbols eV,

Y€, vVvEE, and the scalar product

det -1
]:e_yv,ey,v'j = (B (y 7)v,v'>E ;
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setting

dgf

e,v . e, v) G lyn,vo,

1)/ ? ety‘
we define a sesquilinear form (.,.) on H with norm bounded by 1 :; then
there exists T€EL(H) such that HTHS 1, T=T" and (h,h')= [Th,h'],
Y h,h'€H, so

-1 7
1 1 — 1
CHly'™ y)v,v >E = [T(eyv),ey,v _J
holds for all vy,y'€r, v,v'€E.

Let {Uy : yel“} be the unitary representationof I' on H given by

def _-
U}’(e')"v) = ey‘y'v ;  every Uy commutes with T, because [TUyey,V-f 5 ey,,v"]

y
difference T = T1 - T‘2 of two bounded positive operators that commute also with

= <f(‘yn-1.y.y')v' ,v")E = [T ey,v' » U 4 ey,,v"_l . Thus T canbe set as a

all the U,y. Let gj(y,y') be the bounded operator in E given by
<gj(7a7')vav'>E= I:Tje')/v 7e,y|V‘J7 j=172'

Since <gj(77' , 77")v,v'>E = [T.U e ,v,U ,V'] = [Tjey,v , e,y,,v'],

iySy y Sy

we may set gj(y,y')zgj(')"-17). Since Tj is positive, g is positive

definite. Clearly, <{f(y)v,v' >E = I:T1eyv,v'J - [Tzeyv,v':l = <g1(y)v,v' >E -

<g2('y w,v! >E , S0 proposition (IV.1) is proved.

The association of a Hilbert space to a positive definite function is a
classical method on which we based the above proof, which in turn leads to the
analogous association of a Krein space to an hermitean scattering function. In
order to see that we keep the notation and set T, = %( IT I+T), T, =;( |T ’-T),
where ‘T l will always indicate the unique positive operator whose square equals

T*T (= T° in thus case, being T selfadjoint).

Let N bethe kernelof T : xEN if and only if (x,h)=0 holds for

every h€H. Set H'=HON (= orthogonal complement of N in H) ;
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this subspace is invariant under the action of T, T1 and T2 ; we denote with

T', -etc., the corresponding restrictions. Then we have :

(h,h") = [_T'h,h"

- !

VY h,h'eHd' ;

de

H'=H,&H,, with H, € T.({@), H =fT2(H');

1 2’

the form (.,.) is positive definite if restricted to H1 and negative definite if
restricted to HZ‘ Let K1 and K2 be the Hilbert spaces obtained by compie-

ting H, and H, withrespect to (.,.) and -(.,.), respectively. Let K

2
be the algebraic direct sumof K,; and K,, andextend the form (.,.) to K

in the obvious way :

vk, , ki) 9

1) = (k) + (kg k).

Let us summarize.

(IV.2) The vector space K and the sesquilinear form (.,.) on K
are such that there exist two subspaces K1 and K2 of K with the following

properties :

i) K is the algebraic direct sum of K, and Ky

ii) K; and K, are (.,.)-orthogonal, that is,

(k1,k =0

5)
holds for all k1€K1 , k2€K2 .

iii) (K1 ,(.,.)) and (K2,—(. ,.)) are Hilbert spaces.

Now, precisely when the obove conditions are satisfied, (K,(.,.)) is
called a Krein space by J. Bognar [24] , whose book is the standard reference

on the subject.

If P1 and P2

K as adirect sum of K, and K,, then the operator

are the projections associated to the decomposition of



is the fundamental symmetry associated to that decomposition ; clearly, J2 =1.
Setting (x,y) 5 def (Jx,y), the definition of a Krein space implies that (K,(.,.) J)
is a Hilbert space and that in this space J is selfadjoint. Conversely, given a
selfadjoint unitary operator J in a Hilbert space K and setting

def

(x,y) (I, ¥ g itis clear that (K,(.,.)) is a Krein space.

Let us remark that, given a Krein space (K,(.,.)), its so-called fundamental
decomposition (i.e., one with properties (IV.2)) is not in general unicju’e, so neither
is the associated symmetry J. Nevertheless, it can be shown that the topology
given by (.,.) ; depends onlyon K and (.,.), soitis called the topology

of the Krein space.

An isometry U on a Krein space is a linear operator in K such that
Ux,Uy)=(x,y) holds for every x,y belonging to its domain. It needs not be continuous,
but it has that property when its domain and its range are equal to K, in which

case U is called a unitary operator in the Krein space.

We have fulfilled the first goal of this chapter - to introduce Krein spaces by
means of properties related to the characterization of Fourier transforms of measu-
res - and also stated the facts we need to do the same with the second one, i. e.,
to study unitary dilations to those spaces of scattering functions. In order to do so
let us go back to the proof of proposition (IV.1), assuming also that the hermitean
function f takes the value 1, identity operator in E, on the neutral element

70 of T.

We recall that the set of vectors {eyv :yerl, V€E} generates a dense
subspace of the Hilbert space H, where we consider the orthogonal direct sum
H=H'® N, with N equaltothe kernelof T. Let P' be the corresponding

projectionon H' ; since T commute with all the operators Uy , H' isan
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invariant subspace of all of them and the following equalities hold :

P ~P'U
U (eyv)

yi (eYV)éP'(ey, v),

7! 04

(eyv ,e_ ,v')= (P'(eyv)v S P:'(e7;,v.' )).

Y

So in order to simplify the notation we may set Uy = Uy }H' ; ev= P'(eyv).

Clearly H' = H1 @ H2

in (K, (.,. )J). So in the Krein space we are considering {eyv : y€T, veE}

is contained in the vector space K and is dense

gererates a dense subspace and each U,y is an isometry, since it is defined in
H' and preserves the form (.,.). Now, H, and H, -are invariant under
Uy since it commutes with T1 and T2 ; then va can be extended to a
unitary operator in the Hilbert space (K, (.,.) J) that preserves the "scalar
product" (.,.). In other words, each Uy éan be considered as a unitary
operator in the Krein space (K , (.,.)), with the following additional property :

1
spaces (K1 , (.,.)) and (K, , -(.,.)), respectively. The last is the same as

the restrictions of U,y to K, and K2 are unitary operators in the Hilbert

to say that Uy commutes with J ; in that case Uy is reduced by the associa-
ted fundamental decomposition and it is called fundamentally reducible. Let us still

remark that ya->7o in T implies U, h—sU_h in H forevery hcH ;

Y LS

in fact, since 6 is p. d. and continuous we have that

[U,yav - Uyov , UYO‘V - U,yov] = Z{EV,V] - Re [Uyav,v:]} =

2 Re {<6 ('yo) V,V>E - <6(')’O()V,V>E} —> 0 forevery VEE, so the above
assertion follows.

Summing up we may say that {Uy : 761“} is a continuous fundamentally

reducible group of unitary operators in the Krein space we are considering.

Let us see the relation of this space with the one we started with, E.

From the identity
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v,e. V)
o Yo

<V,V>E = <f(‘yo)v,v>E = (e,y

it follows that the identification v =e y v allows us to consider E as a subspace of
o
(X,(.,.)) ; moreover, from

<V,V>E = (P1V , P1V)+(P2V , P2v) < (V,V)J

it follows that E is closed. We also have

(V,V)J = ]:T1P1v , P1V]+[T2P2V , PZV] < HTH [v,v]

=il <o v = lInlllo e pllcovog

so there exists a positive constant ¢ such that

(v,v) = c(v,v)J

holds for all v€E. In this case it is said that E is uniformly positive which implies

( L24J , theorem (V.5.2)) that it is orthocomplemented ; this meaning that K is equal

to the direct sum of E and {kGK :(v,k)=0, V VGEJL , its (.,.)-orthogonal complement.

Thus, there exists an orthogonal projection P of K on E. Clearly,

By W, v! >E = (eyv,v')= (va,v'):

= (Pva,v‘)= (PU_vV,v" >E

Y

holds for all v,v' € E, s0 we have

i(y) = PU,, VE, v y€T.

In this way we have nearly proved the result we now state.

(IV.3) THEOREM. Let T be a topological group, E a Hilbert space and

f a functionfrom T to the bounded operators in E. Then:

a) The following conditions (i) and (ii) are equivalent.
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(i) f 1is an hermitean scattering function, equal to the identity operator of E
on the neutral element of 7.

(ii) There exist a Krein space K that contains E as a closed, uniformly
positive and thus orthocomplemented subspace, and a group U = {Uy : 7€1“} of unitary
operators in K such that all of them are reduced by the same fundamental decomposition,

the function 7Y —> Uyk is continuous for every k€K and
fly)v = Pva

holds for all y€T, v€E, where P :K »E is the orthogonal projection.

b) K and U can be obtained in such a way as to have the additional property

that {va cyverl, VQEJ’ generates a dense subspace of K.

c¢) K «can be obtained to be a Hilbert space if and only if f is positive definite:

Let us quickly complete the proof.

If (ii) holds, every Uy is unitary with respect to the Hilbert scalar product
given by one and the same fundamental symmetry J. Setting o(y)= PJU,y , it is easy

to see that f satisfies (i).

Assertion c) stresses the fact that this proposition is nothing but an extension

of Naimark's theorem. If K is a Hilbert space, VY »PU defines a p. d. function

Y E
on T ; conversely, if f is p. d., it follows that T2 =0 andso K= K1, etc.

As an example we s hall apply the previous result to the dilation of a single opera-

tor on a Hilbert space. That means that we consider the following case

.

if =0
T -2, f(n)=Tn)= {

*_ ?
1 if n=<o

TEL(E).

A unitary dilation of T to a Krein space is a unitary operator U on a Krein space

K that contains E as an orthocomplemented subspace and such that
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T(n)v = pUly

holds for all n€Z and v€E, where P is the orthogonal projection of K
onto E. If, moreover, {Unv cne”z , V€E} generates a dense subspace of K,

the dilation is called minimal. We have the following.

THEOREM (Davis L29J ). Every bounded operator on a Hilbert space has at

leat one minimal unitary dilation to a Krein space.

We shall see some examples of operators that have fundamentally reducible

minimal unitary dilations.

Let T be such that HTnH < cr‘n holds for all positive n, where ¢
and 1 are positive constants and r < 1. (That is, assume that the spectral radius

of T islessthanone). Set S(0)=1I, S(n)=0 if n#0; the, for all

V1,...,VN€E, we have
z {(T(m-n)v_,v = Tz (TK)v, _,v
m, n=0 m’ n k=-N n=0v(-k) k+n’ n

e N FEIOAN ey

ik Il =
k=-N n=0V(-k)

k+n

IA

c grlk‘ IE ”v HZSzC

N
z (S{m-n)v_,v_ 7,

so T(.) is a scattering function and from theorem (IV.3) it follows that T has

the kind of dilation we said.

Now, J. A. Holbrook has proved [43_’ that any TE€Z(E) such that its
spectral radius is less than one belongs to a class C o of Nagy and Foias for a

sufficiently big number p. By definition, Tedp if there exists a unitary operator

H. nH

U in a Hilbert space H such that HoE and ™ = pPE U Ig holds for all
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n= 1. This suggests the following assertion : every operator T belonging a
Nagy-Foias class Gp has a fundamentally reducible minimal unitary dilation
(RUD from now on, in order to be brief). In fact set Tp (n)=T(n) if n#£0

~and Tp(O) =pI, andlet S(.) be as before ; then we have

T()=T,()+ (0 -p)S(.)

so setting ¢ = Tp(. )} + l 1-p‘ S(.) the assertion follows.

Thus T€U{@ o : p>0} is a sufficient condition for T to have a RUD ;
we don't know if it is also necessary, so now we shall give conditions of this last type.

The first one is related to the following

THEOREM (Holbrook L41_’ ). An operator TE«(E) is similar to a contraction

if and only if there exist a Hilbert space H and operators A€Z(H), B€EL(E,H),

o0
Ce£(H,E) suchthat A is a contraction and z HCA“B - TnHZ < « holds.

n=0

In particular, ™ = CAnB, Vn=0 implies that T is similar to a contraction;

dgf

thus : F(z) (I1-2T )—1 is the transfer function of a discrete system with contrac-

tive propagator if and only if T is similar to a contraction. Also : if T€EZ(E) has
a RUD, then T is similar to a contraction. In fact, T(.) must be a scattering
function so theorem (I.1) says that T" = 7°U™  holds for all n =0, for a unitary

U andbounded T , A.

Before noting a second necessary condition for T to have a RUD, let us

recall a problem in operator theory. Let & be the set of trigonometric polynomials ;

t

for each p(elt)= z anem c® we set

n

) dgf_

p(T 2 a T(n).

n
If T 1is a contraction, combining Nagy's dilation theorem and the spectral theorem a

simple proof can be given of Von Neumann's inequality
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)l = HDHOO , Vped.

Let & = 1z anemte P} be the set of all analytic polynomials. If T is similar
n=0
to a contraction, T = QT1Q_1 and HT1H <1, then p(T)=0Q p(T1)Q_1 holds

for every p€37+ so there exists a constant ¢ = c(T) such that the following is true :

bl = clbll. veee,.

When such an inequality holds it is said that T is polynomially bounded, and that is
then the case whenever T is similar to a contraction. Whether the converse is true
seems to be an open problem although it has interested many people (see Halmos E%7:|
and Holbrook [42] ). Now, if T(n)=75U"™\ holds for all n€Z and a unitary
operator U, itis p(T)= Z a, T(n) = 77 p(U\  and thus from (I.1) we get the

n
following : if T has a reducible unitary dilation then

bl <clbll, . vpe®.

To put an end to this paper we shall summarize its content, indicate its relation
with some relevant subjects and suggest possible further developments of the approach

we have presented here.

Naimark's dilation theorem - vectorial extension of the classical Herglotz-
Bochner result - offers a characterization of Fourier transforms of measures and

clarifies their relation with scattering functions.

Its extension to the so-called generzlized Toeplitz kernels enlarges the scope
of its applications to harmonic analysis - weighted and moment problems may be consi-

dered - and gives a characterization of the transfer functions of some linear systems.

One of the main result of dilation theory is the theorem on the lifting of the

commutant, due to Nagy and Foias [’59 , which was suggested by a previous particular
case, Sarason's general interpolation theorem [57] . If one seeks for a proof of

Nagy-Foias theorem in the same spirit as that of Nagy's dilation theorem by means of
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Naimark's theorem, then generalized Toeplitz kernels appear quite naturally [9] .
Those kernels give in fact such a proof [10] , as well as one of the condition for the
unicity of the lifting ES] , and they also lead to another extension |:17J of Sarason's
theorem. This last is related to the well known Beurling-Lax-Halmos characterization
of the invariant subspaces of t he shift on Hilbert spaces. Ball and Helton [23:] have
given a Krein spaces version of that characterization, indicated several applications
to interpolation problems, and showed its connection with lifting theory. Davis has
extended Nagy's theorem by considering dilations to Krein spaces. Here we have seen
that scattering functions are related with a special kind of those dilations, the funda-

mentally reducible ones.

So in order to have a unified view of the whole subject it would be perhaps

interesting to :
i) Characterize the Toeplitz kernels that have unitary dilations to Krein spaces.

ii) Deduce from that extension of Naimark's theorem the result of Davis on

dilations of not necessarily contractive operators.

iii) Obtain similar results for generalized Toeplitz kernels and relate them with

lifting and interpolation.

Concerning the first aim we can state the following resuilt.

(Iv.4) THEOREM. Let f:T +»#(E) be a function defined ona group T and
whose values are bounded operators in a Hilbert space FE. It is assumed that £
is hermitean, satisfies fle)=1 with I the identityin E and e the neutral
element of T, and is such that there exists a kernel k:I'x I +£(E) with the follo-

wing properties.

a) k majorizes f, 1i.e., there exists a positive constant X such that

> <f(t‘1s)h(s),h(t)>EfSA T (k(s,th(s),h(t) o
s,tET S,teT
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holds for every function with finite support h:T +E, so k is positive definite.

b) There exists a positive constant ® suchthatif h:T >E has finite

support and Z  <{k(s,t)(s),n(t)” E # 0 holds then there exists another function

s,tcr
of finite support h' that satisfies z <k(s,t)h'(s),h'(t)>E7éO and
s,tel '
> <f(t—1s)h(5),h'(t)>E]
s,tcl - 72 > 3
T (k(s,0n(s),h(t)> |’ T (k(s,th'(s),h' (1)
{s,t€I“ E} {s,tel“ E}
c) kle,e)=1

d) k satisfies a bounding condition : there exists a function p, defined

on I and whose values are positive numbers, such that

z <k(us,ut)h(s),h(t)>E <pQu) I <k(s,t)h(s),h(t)>E
s,tel s,tel

holds for all functions h: T »E of finite support.

Under those hypothesis there exist a Krein space K that contains E as
an orthocomplemented subspace and a representation U of T by means of unitary

operators in K such that :

(i) f(s) = PUl,, Vse€T,

where P is the orthogonal projection of K onto E ;
(ii) the subspace generated by {Usv : s€T, VQE} is dense in K.

Conversely, if there exist K and U such that (i) and (ii) hold, then there

exists k with properties (a), (b), (c) and (d).

If I' is a topological group, there exists a kernel k with those properties
such that p is continuous and k is continuous as a function of two variables (or

in each variable) with respect to the weak topology of operators, if and only if there
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exists a representation U with properties (i) and (ii) and moreover continuous in
the strong topology of operator (respectively, in the weak topology and such that

HUu” depends continuously of u€rT).

This theorem can be proved with the same ideas we have already discussed,
but with more work, so we don't give here its proof and refer the interested reader

to the appendix.
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APPENDIX : An extension of Naimark's dilation theorem

Naimark's classical dilation theorem characterizes those Hilbert space operator-
valued kernels which have unitary dilations to another Hilbert space. Here we shall
characterize those Hilbert space operator-valued kernels which have unitary dilations

to a Krein space.

The following pages can be read independently of the preceding ones, except
for the statement of the result we are going to prove, theorem (IV.4), which we don't

repeat here.

Let us start by obtaining some necessary conditions. In order to do that we
assume that U is a representation of a group T by means of unitary operators

U s€l, ona Kreinspace (K, (.,.)) that contains a Hilbert space E as an

S?

orthocomplemented subspace. Let P : K +E be the orthogonal projection and set

f(s) 9 p Uy sET.

E ’

Obviously, f isa &8(E)-valued functionon T, hermitean (i.e., f(s)= f*(s_1 ),
V s€T') and such that f(e)=1 holds if e is the neutral elementof T. If K is
a Hilbert space, f must be positive definite ; let us see what weaker properties it
has when K is only a Krein space. In this case the topology is given by a Hilbert
space inner product in = K, E , ] , and there exists 7T, a bounded hermitean

operator with bounded inverse in (K, [ , ] ), such that
(x,y) = [Tx,y_l

holds for all x,y€K. Moreover, [ , - J can be chosen in such a way that it equals
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(.,.) on E E24:l

Let h:T »E be any function with finite support. Then we have

|z e one)ne | = [ won(s), U ey =
s, t€T s, teT

[r(z unesy, = Uh(s]| 2 [unts),une)]
s€T sl s,teT

= ]l A [P Uf U his),n)],

where P' is the orthogonal projection in (K , [ , . _' ) of K onto E and UT
denotes the adjoint in that space of Ut ; this last operator is bounded because it is

unitary in (K , (.,.)) - [24:], theorem (VI.4.1)-. Set

Usl s,teT.

*
— ¥
k(s,t)=P' U B

t

Then k isa <(E)-valued positive definite kernel on T that majorizes the Toeplitz

kernel defined by f:

|z e ons)ned g | < el B cus, o), ne)
s,t€T s,teT

holds for any function h: T +E of finite support.
Clearly, k(e,e)=1.

uel, it follows that k satisfies a

Moreover, setting p(u) def HUuHZ,

bounding condition *

z <k(us,ut)h(s),h(t)>E <pl) I <(x(s,t)(s), h(t)
s,t€T s,ter

Now we assume also that the following minimality property holds :
{USV : s€T , veE} generates a dense subspace of K. Let h:T »E be a function

of finite support such that
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<k(s,t)h(s),h(t)>E £0.
s,t€T

Set x= Z U h(s) ; it follows that x is not zero, and consequently that
ser

(x, 7x) [Tx TXJ =YYk el > %HT“W‘WKHHTXH.

So there exists another function of finite support h' : T »«E such that

z <k(s,t)h'(s),h'(t)>E #0 and

s,t€T
I <f(t‘1s)h(s),h'(t)>E]
_S,teET > 5
JL T (k(s,Dh(s),h(t) }‘/2{ T (k(s,th'(s),h (1), '/
,1€T , €T

hold, for a fixed positive constant $. Infact, by the minimality property, we can

take h' suchthat Z Ush‘(t) is close enough to TX.
seT

Let us now consider some continuity properties.

Assume first that U is continuous in the strong operator topology, i. e.
Usv "Us v in K whenever s >SS, in T and v€K. Then p is continuous

o)
in T. Let S +S,» t+t0 in T and v,w belongto E ; then:

‘ (k(s,t)v,w)E - <k(so,to)v,w>E } =
- ll:(US-USO)v,Utw:' + [Usov,(Ut—Uto)w]’ <
<l -u, )vH Vel +llu vHU(U-u )wH >0,
t

so k is continuous, as a function of iwo variables, with respect to the weak operator
topology.

Now assume that U is continuous in the weak operator topology (i. e.,
[USV,W] > [US v,w] whenever s > S, in T and v,w€K) and that HUS”

o
depends continuously on s. Clearly, p is continuous and k is continuous in
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each variable, with respect to the weak operator topology.

All the assertions concerning the necessity of the conditions have been proved.

In order to do the same with the sufficiency we start with a surely well known remark.

LEMMA. Let k:TxT »£(E) be a positive definite kernel that satisfies a
bounding condition and such that k{e,e)=1. Then there exists a (non necessarily
unitary) representation U of T in a Hilbert space (K, [:., ] ), determined up to
unitary isomorphisms, such that K contains E as a closed subspace and the following
hold :

(i) (s,t) = P! UfUS | V s,teT,

E H
where P' denotes the orthogonal projection in (K, [ , .]) of K onto E, and

(ii) K=\ ugr.
scT

This lemma is an immediate extension of Naimark's theorem. We give its proof

in order to fix the notation we shall use from now on.
Let EO be the vector space of the E-valued functions on T with finite

support ; setting

h,n] % 5 (k(s,th(s),h(t)) ., ¥ h,h'EE_,
s,t€T

we get a positive semidefinite inner product in Eo. Now set NO = {heEO : [h,h] = O},

E1 = EO eNo and let p: Eo ->E1 be the canonical projection. Then [ g J can be

transferred fo .E1 by setting E)h , ph‘] d_e__f [h,h‘] and the completion K of
E1 with respect to E , :l is a Hilbert space.

For each vEE let h €E_ be given by hv(e) =v and hv(s) =0 Iif
s £e ; then

v——»phV

defines an isometry of E to (K, l: , .]), because k(e,e)=1; thus E canbe
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considered as a close subspace of K.

For each s€&I' let US be the linear isomorphism in EO defined by
-1
(Uh)t) = h(s™'t)
the [U h,U h] = T (k(s,thu's),hu™ ")) = T (Kl t)h(s),h(t)>. < p( )[h h:]
n eyl = s,t)nlu 's),h(u e = (k{us,ut)h(s), < p(u) Lh,h],
s,tel s,t
by the bounding condition, so U def {US :sel"} can be considered as a representation

of T by bounded operators on (K , [.,.:[), such that HUSH < yp(s).
Since (Ushv)(t) =0 if t#s and (Ushv)(s) =v, forany v,wEE, s,t€T
we have <k(s,t)v,vv>E = IjUshV , Uthw_:! and assertion (i) of the lemma follows.

Obviously \/ UJT contains E,; whichis densein K, so assertion (ii)

scr

follows too.
Ir K', [ , ] ',U!' satisfy the same conditions that K, [ y .:I,U, an isometry
V from (K, [ , .]) onto (K', [ , ] ') is defined by V(Usv) =Ulv, s€I, VEE;

clearly, VUS = Ué\/. The proof of the lemma is over.

Now we can start proving that the conditions stated in theorem (IV.4) are suffi-
cient for f to have a unitary dilation to a Krein space. (Note that in the above proof

we have already used the conditions (c¢) and (d) satisfied by k).

Let (.,.) be the indefinite scalar product in E_ egeperatedby f, that is

m,n) € £ i s)n(s),n (1)), h,h'€E,_.
s,ter

Then the majorization of f by k-condition (a) - implies

[nml=alnnl,  vine,
set ”k“ = [k,k] 1/2, VKEK ; it follows ( [24] , lemma (IV.1.1)) that

(om0 [ = 2l

holds for all h,h'EEO. Thus (.,.) can also be "transferred" to E. by

1
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(ph,ph') &

that (.,.) can be extended to all K.

(h,h'). Since FE, isdensein K, the last inequality also implies
1

So we have a bounded sesquilinear form (.,.) defined in the Hilbert space
(¥, [ , ] ) ; consequently in this space there exists a bounded hermitean operator T
such that
(x,y) = [Tx,y]

holds for all x,y€K. Now, condition (b) says that for every not zero vector x
belonging to E1 , a dense subspace of K, there exists another not zero vector

y€K such that

)] = T | = 5l

holds ; thus, erli = 5Hx” and, since T =T%, there exists 7_1 and
H'r"1 H < 6_1 . 11 follows from theorem (V.1.3) in [24] that (K,(.,.)) is a Krein

space.

We have already noted that the subspace generated by {USV : s€’l, veE} is
dense in K, andthat E may be considered as a close subspace of the Hilbert
space (K, [ , ] ). Since fle)=1, (.,.), <., '>E and E , ] are the same in
E ; from theorem (V.3.4)in [24:[ it follows that E is an orthocomplemented

subspace of the Krein space (K,(.,.)).

For each u€rl Uu is a continuous operator in K and, if h,h'€EO, the

following holds :

(Uuh , Uuh')= z <f(t'1s)h(u'1s),h'(u“1t)>E = (h,h").
s,teT

Thus, Uu is a unitary operator. Moreover, if v,w€E, then we have

(PUSV,W) = (UShV,hW) =t fer <f(r'1t)(UshV)(t),hW(r)>E = <f(s)v,W>E.
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So assertions (i) and (ii) of the theorem have been proved and only the continuity
issue remains to be considered. We assume that p is continuous.

Suppose that k is continuous with respect to the weak topology of operators ;

let u->ug in T and y€K ; take h€EO ; then

lu,y - Uuoy|l = llw, - u -l + e, - v, nll .

Now, HUu -U, (y—h)” < ( \ﬂ)(u)+ \/p(uo))Hy—hH can be made small because p is
O .

continuous and E1 is dense in K. Since H(Uu - Uu )hH2 =
o

= I <{k(us,ut) +k(u s,u t) - k(us,u_t) - k(u s,ut)} h(s),h(t))E tends to zero when
s,teT °©° 0 ° ©

u ->uo, it follows that U is continuous with respect to the strong topology of operators.

The weak continuity of U when k is continuous in one variable (and hence

in the other, since k(s,t) = k(t,s)") follows from the inequality

“:Uuy,y'] - [Uuoy,y']! =
< Vo y-nlllsell [l Dyonll e oo}«

+ B (Klus,t) - k(ugs, )} nls),h' (1) +
s,t

= S 2 e ]

N

I3

The proof of the theorem is finished.
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UR UNE CONJECTURE CONCERNANT 1A CAPACITE ET L'EFFILEMENT

Alano ANCONA

Dans la premiére partie de ce travail, on se placera dans le cadre de la théo-
rie classique du Potentiel sur ZRd ([6]1, [;4]) et on indiquera ensuite une généra-
lisation des résultats obtenus 3 une classe de noyaux-fonctions ; pour simplifier
1'exposé, on supposera d > 3 . On posera jusqu'au chapitre VI
G(x,y)= Gx(y) = || x~-yll 2-d (x,y € Rd) ; ¢(A) désignera la capacité extérieure newto-
nienne de la partie A de Rd , et e(A) 1l'ensemble des points de A ol A est
effilé ([6], [14]). En ce qui concerne le cadre classique le but de ce travail est

d'établir le théoréme suivant :

THEOREME 1 : Toute partie compacte, non poiaire » K de Rd contient un compact

non vide XK' tel que e(') = ¢ (et aQ fortibri e(X') > 0) .

On montrera ensuite que le th&oréme 1 entraine 1'énoncé suivant apparemment

plus fort :
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THEOREME 2. St K est une partie compacte de .Ed et 61 € est un réel > 0, ©l
existe une partie compacte XK' de K telle que 1° e(K') = ¢ et

2°) ce(K~K') ¢ .

Le théoréme 1 résout une question assez ancienne de la théorie du Potentiel ;
G. Choquet 1'avait mentionnée au Colloque d'Orsay de théorie du Potentiel en 1964 ;
elle est aussi signalée dans [10], [12] et [24]. J. Ullman m'a indiqué une démons-
tration (erronée) du théoréme 1 dans [19] (page 175).

Pour établir le théoréme 1, il est commode d'observer qu'on peﬁt supposer K
totalement discontinu : comme 1a mesure d'équilibre A de K est diffuse et non
nulle, on peut construire un compact totalement discontinu K, inclus dans K et

1

tel que A(K]) > 0 : de sorte que K, est non polaire. La démonstration du théo~

1

-~ -

réme 1 va consister 3 montrer que 1l'énoncé (Hl) suivant conduit 3 une contradic-

tion, aprés un assez long cheminement (parties II, III et IV) :

W) 11 existe un compact K] de 'Rg , totalement discontinu, non polaire, et

! tel que pour tout éompact non vide L de Kl ,» e(L) # ¢ .

Comme on le verra, la preuve que nous proposons est purement "existentielle

et non constructive (voir toutefois & la fin du V des rémarques, sans démonstra-

tion, sur certains cas particuliers). Ajoutons que 1l'emploi de balayés d’un poten—

tiel strict - tel que e‘-lxl * |x|2-d ~ aurait permis d'éviter quelqués difficultés

dans la partie préparatoire I (surtout au lemme 2) ; on a quand méme‘préféré opérer

dans le cadre classique avec la capacité et les potentieis d'équilibre claszsiques.
Dans la partie V, on définit un cadre naturel pour une théorie du Potentiel

pourvue d'une "bonne'" théorie adjointe sur le méme espace de base Y , ce qui revient

i la donnée d'un noyau-fonction G sur Y pourvu de propriétés convenables.Dans

ce cadre, le théoréme | tombe en défaut : ainsi pour 1'équation de la chaleur sur

+ R .
R§+I d+] est effilée en au moins un

(d » 0) , toute partie compacte non vide de R
de ses points. Dans la partie VII, on établit 1'extension suivante du théoréme | :

Chaque compact K non semi-polaire de Y , contient un compact XK', également non

semi~polaire, ne contenant aucun point 3 la fois irrégulier et co-irrégulier ;
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si on considére un processus de Markov sur Y associé a4 la théorie du Poten-
tiel définie sur Y , on peut dire d'une facon imagée,que sur XK' on a séparé
les points de XK' auxquels on accéde par 1l'extérieur de K' , des points de X'
a partir desquels on quitte XK',

Dans la partie VII, on établit des résultats qu'om utilisera pour étendre
le théoréme 1 ; on introduit en particulier une classe d'ensembles auxquels semble
s'étendre un bon nombre d'énoncés classiques, lorsqu'on fait jouer & la fois les
deux théories en dualité ; (théoréme 4, théoréme 7), on a étudié assez systémati-
quement ces ensembles ; je donne également un théoréme, que je dois i Mokobodzki,
sur la continuité des potentiels en dehors de leurs supports ; ce théoréme permet
d'éviter 1'hypothése de continuité en dehors de la diagonale du noyau G ; Une
extension du‘théoréme 2 est présentée en IX, et en X on donne une utilisation
plus "positive" d'une des idées de la preuve du théoréme 1.

Reste & savoir ce qu'on peut faire avec le théoréme 1 (ou 6) !

I. QUELQUES LEMMES AUXILIAIRES.

On utilisera dans la suite les notations habituelles pour les réduites, et
les réduites régularisées ([6], [14]). On note G) 1le potentiel newtonien de la

mesure positive X .

LEMME 1. Si K est un compact totalement discontinu de B et si 4 est une

h
partie de XK , A est effilé au point T, € ZRd 81l ¢t seulement sz R;q(:rza) < 1,

Chaque point x, € K admet une base {mn} de voisinages ouverts dans

1 nal
IRd telle que awn < K© =}Rd ~K . On en déduit aisemment (en considérant le bala-

c . c . oy @ . «
yage sur les mn) que deux fonctions surharmoniques sur R~ , égales sur X~ sont

identiques.

Al

On sait par ailleurs que si A est effilé en XOE Dfi, on & Rg G
, . bs
E 3 a
([6]) ; de la remarque précédente et de la comexité de ]Rd~dK s On ©

cqs A4 4 . . N . e
déduit que RG < Gx sur K'~K ; intégrons par rapport 3 la sesure superficieils
X o
o



r;$1

d'une sphére enfermant K et uriliscns la formule d2 véciprocité

A A . . g
f Rg dv = f Rg du (4,v mesures » 0 de potentiels respectifs Gu et Gv) ; on
u Y
A
obtient R?(xo) <1.
En particulier si A et B sont deux parties de K , B &tant non polaire et

AA

disjointe de la fermeture fine de A , on a : ¢(4) < c(A U B). En effet , Rl < 1
A A
sur B d'aprés le lemme 1, d'oi R? £ R?lJB et par conséquent c¢(A) < c(AUB) .

LEMME 2. Soient F un compact de .Eﬂ + 4 une partie bornde de .Efz et €>0;

tl existe un réel B <ec{d) tel que :
AR, ot e e A S
VBaoA: ce(B) 28=inf {R?(x} s x € Fl® tnf‘{ﬁ?(m) ; £ € F~ 8,
I1 suffit de voir que si {Bn} - est une suite de parties de A& telle que

n=1

lim ¢(B_ ) = c(A) 1la mesure d’équilibre u_ d= B tend vaguement vers celle
n n o

 '2aud

de A, notée U , lorsque n tend vers 1l'infini. En effet, on aura :

A B
R? < lim inf ﬁln , d'aprés le caractére s.c.i. du noyau G ;3 d'oii, en notant s
. . . . ABk Ay .
la régularisée s.c.i. de inf {Rl ; k=2 n} , RH < sup s, quasi partout et donc
n

d s . .
partout sur R~ . On déduit alors du lemme de Dinl, que pour n assez grand

AB

A . o - , . ;
S, 2> inf {R?(x) ; x € F} ~ g sur F , et & forrtiori la m@pe minoration pour Rln

sur F .

Soit donc Vv une valeur d'adhérence vague de la suite {uﬁ} s on oa Wl = fuli
2.

et GV € GU puisque GV € lim inf Gun . D'aprés le principe de continuité d'Evans
nu%()ﬂ
on peut, pour tout 7 > 0O donné, décomposer M en W = u! + uz , ol las B sont

) d . , . ey s
des mesures » 0 sar R, aves &) contine et Ll <n ;5 on en d3duii que @

i
[ Gu dv = 1lim f Gu &un s1 la sous—suite {Un b} converge vers v ; or, chaque (O
fr-boo i i

....

a5t concentrée sur la fermeture fine A de A , et G vaut 1 quasi-partout sur A,

Dol ¢
[ G du = lim e o= el o= Ful .
o i4§€;1 h i
Ainsi, f Gudp =l , Aol Gv = | jirpresgque gerboubt o8 G 3 Gy

o

principe de demination. Finalewent, Ol = 6y et p = v,
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LEMME 3. Sotent A wune partie bornée de » K une partie compacte de R  avec

AnNK=¢ et €>0 . Il existe B <c(4A) tel que :

VBc A, VL compact @ K : e(B) > B = sup (I%UA(:::) -f%UB(x)) <E.
x€K

On utilise 1'inégalité de G. Choquet ([8])

A
RLUA

, - RV <R - B )

(x)

Au cours de la preuve du lemme 2, on a vu que lorsque c(B) tend vers c(A)

(Bc A, B variable) la mesure d'équilibre de B tend vaguement vers celle de A j;

B

A A . . . . s s
de sorte que R, tend vers RA uniformément sur le compact K qui est disjoint

| |
de A .
Rappelons pour la commodité du lecteur que (1) se raméne 3 la sous—additivité

forte de la capacité :

AA?Y ] AAY ' AA Y AR?
R‘:‘ uB +R‘:‘ ns <R? +R’l5 (2)

avec A' = A, B'=LUB (voir [8]) :

On utilisera aussi l'extension suivante du lemme 3 :

LEMME 4. SoZent Al’Az’""Am m parties bornées de _'Rd s K un compact de Rd

tels que K n '(ZJU... UZm) =¢ . Pour tout € >0, il exitste N > 0 tel que:

v Bi CAi R C(Bi) > c.(Ai) -n(i=1,2...m

4
2R

A
ua R?UB<€ sur K
V L compact <« K

B,, A=

en notant B = A

[N o~
NCl

T
On peut encore utiliser une variante de la sous—additivité forte de lacapacité:.

m m m
calj A) - c(llJ B,) < % c(A;-B.) (3)

Cette inégalité de Choquet [8] raméne au lemme précédent.

On commence maintenant un raisonnement en trois &tapes aboutissant au théo-

réme 1 .
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II. UNIFORMISATION DE (Hl) (Premiére étape).

On montre dans ce paragraphe que (Hl) entralne 1'énoncé suivant ¢

I1 existe € > 0 et un compact discontinu 1(2 de Rd , non polaire,

tels que, pour chaque compact non vide L de KX, , on a :

¢: 2

2)
A
inf {R?(x) ;s xEL}KS 1 -¢€ .

Déduisons d'abord de (H,) le lemme suivant, ot XK, désigne un compact de

1 1

B verifiant (1) .
LEMME 5. Il existe a> 0, €¢> 0 et un compact L, de K, tels que :

1 1
(7)) a< c(Ll)

(¢2) Pour tout compact L de L, tel que c(L) > a, ona

1

inf Botz) , z€L}<1-¢.

On raisonne par 1'absurde : il existe alors une suite décroissante {F }
P nna>l

de compacts de K, et une suite strictement croissante {bn}n de réels > 0

»>1
telles que :

1°) c(Fn) >b, (n>1)

) .

2°) P : fin P
our n>p>0.R] > (1-2 ¥) sur Fp (on pose Fo='l(l

Quand les bi et les Fi ont &té construits pour i < n , on choisit bn
strictement inférieur a C(Fn-l) mais assez voisin de celui-ci pour que 1'on ait

b >b si n>»2 et:
n n-}

A _ .
VLcompacthn_ :c:(L)>bn-oRI]'>-l--2p sur Fp pour p = 0,1,..., n-1.

]
L'existence d'un tel bn est une conséquence du lemme 2.
Une fois bn ainsi fixé, comme on raisonne par 1'absurde il existe un compact
F
A
v F t R
; avec c(n)>bne 1

On construit ainsi de proche en proche une suite de couples (bn,

F cF > =2 sur F .
n n- n

Fn) n>1 véri-

) ®
fiant les 1°) et 2°) ci-dessus. Si on considére F = I? Fn , ONn a

c(F) »sup b. >b_ (n>1) . D'oli, d'aprés le choix des b_ successifs,
i > 1 1 n n

A Y A . .
RE;> (1-27P)  sur FP pour p=21 et RI:EI sur F. Ce qui contredit (Hl)
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d'aprés le lemme 1 .
Montrons alors 1'énoncé (HZ) : prenons L1 , a et €> 0 comme dans le

lemme 5, et posons

F={K ; K compact « L1 R @1( > 1-€ sur K}
F est stable par réunion finie, et d'aprés le lemme 5 :
Yy = sup {cK) ;XK€ F} <a <C(L1)

Prenons une suite croissante {Fn}n>1 d'éléments de F telle que

Y= sup c(F ) et notons & 1la fermeture fine de la réunion des Fn(n >1) .
n=1
On a :

c(L1-¢>) > <_:(L1) ~-a>o0

et il suffit de prendre pour 1(2 n'importe quel compact contenu dans L1\<I> et
de capacité >0 (il y en a d'aprés le théoréme de capacitabilité, ¢ étant boré-

lien) : si L est compact cL,~d et s1 ¢(L) >0 , alors

1

c(®) <c(® UL) = lim C(Fn UL) . D'ol pour n assez grand, '::(Fn UL) > Y
, -

et i fortiori F UL ¢ % puis L €73 (puisque F_ €F) . Si L est polaire,

on a aussi évidemment L € <F.
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III. CONSTRUCTION D'UN ENSEMBLE "EN CASCADE'" (Deuxiéme étape)

On montre maintenant que (H entraTne 1'assertion suivante :

2)
[ 11 existe un compact totalement discontinu X c Rd , muni d'une relation
d'ordre total notée "x < y" et un ¢ > 0 tels que : 1°) c¢(X) >0,
(H3) 4 2°) 1a topologie de X (induite par Rd) est identique 3 la topologie

de 1l'ordre (<) , et 3°) pour tout x€ X, on a, si on pose

S
| Sty exsyeu ﬁlx(x) < l-e .

-

Un tel compact ordonné X est donc effilé "3 droite" en chacun de ses points
et de capacité > 0, (Ce qui entralne que chaque partie compacte non vide de X est

effilée en au moins un de ses points). Pour construire X & partir du compact KZ

de (Hz) » on &tablit le lemme de "grignotage" suivant

LEMME 6. Sotent € >0 , L1 et LZ deux compacts totalement discontinus disjoints

de Ii‘d et U un owvert fin (relatif) de L, , de capacité > 0 . On suppose
KuL

que pour tout compact non vide K de U, ﬁl 2 atteint des valeurs in-

férieures & 1-¢ sur XK . Alors, pour tout &8 >0, il existe U' finement

ouvert dans U tel que : 1°) e(U') >0, 2°) diam(U') < 8, et 3° pour tout

A
ecompact K de U' ,K#¥ ¢, ona infRII(UW<1—e+G,012 W:LéU(U\U') .
K

Soit {Ui 3 1 €£1i €£p} une partition finie de U , en parties ouvertes et

fermées (ordinaires) 'de U de diamétres inférieurs 3 § .
a) Remarquons d'abord qu'il existe io € {1,2,...,p} et 1 >0 tels que :
c(Ui ) >0, et pout tout compact Kc U U L2 tel que c(K n’ Ui ) =2 C(Ui )y-n,

(P) ° o 0

A
on a : inf {Rll((x) ; X €K ﬂ.Ui } < 1-e+8 .
o

Pour le voir on raisonne par 1'absurde : si notre assertionétait en défaut
pour n > 0 donné, on pourrait trouver dans chacun des Ui un compact Fi tel
que c(F.) >c(U.) - n et que, posant ¢, =F, UL U (U U, , on ait :

1 1 1 i 2 TS

Rl > 1€+  sur Fi-(si Ui est polaire, Fi=¢ convient).
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Soit L =F U F_l]...lJFp Ul

| 2 dés que 1N est choisi assez petit (en

2 3

fonction de UI""’ Up et §) , on aura, d'aprés le lemme 4 :

$.
A
’f{l; >R - 6/2>1-€+8/2 sur F, .

A
D'oli, pour n > 0 choisi assez petit RII‘ > 1-e+6/2 sur L NL , et LN Ly

1

est un compact non ¢ de U . C'est une contradiction avec 1'hypothése.

b) Fixons alors io etn>0, 1< io < p , vérifiant (P) , posons

V= (Vv L2) ~ Ui et notons F la famille des compacts non vide L de Ui
o
tels que :

A

RII"UV > 1-g+§ sur L.

I est filtrante croissante et vy = sup{c(L) ; L €F} < c(Ui ) - n< C(Ui ).
o o

il faut observer que V est borélien 3 un polaire prés, donc capacitable : si

. A
LE€F, il existe K compact c V , tel que RII‘UK> 1-e+§ sur L (d'aprés le

lemme 3).

Soit (F)

> ure suite croissante d'éléments de ¥ telle que Y = sup c(Fn)

[ n=l
et soit & 1a fermeture fine de U F.1 ! on peut prendre
1
U'= (U, N0 Ne( N0) .
o )

Soit en effet K une partie compacte de U', et supposons d'abord X non

polaire : ona c(K U Fn) >y pour n assez grand puisque

Yy =c(®) < c(d® UK lim e(RK U Fn) . Par conséquent, K U I"n €T et le potentiel
n-o

d'équilibre de K U Fn U V atteint des valeurs inférieures 3 1-e¢+§ sur KU Fn

donc sur K puisque FnefF . En faisant tendre n vers + o, on obtient que le

A
potentiel Rllc uw

serve que e((}i N ¢) est polaire).
o
Si K est non vide mais polaire, K< U' , on remarque que K est intersection

atteint aussi des valeurs inférieures 3 1-g+§ sur K . (On ob~-

d'une suite décroissante de compacts non polaires de U' ; d'ol facilement encore

la relation (3°) du lemme. Enfin, il est clair que c(U') = C(Ui N0 >n .
o
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On établit alors le lemme suivant :

LEMME 7. Sotent L, et L, deux compacts totalement discontinus et disjoints de

1 2
_Rd » et € > 0 . On suppose c(Ll) > 0 et que pour tout compact-non vide
A
K c Lz ) EEKL,LZ atteint sur K des valeurs inférieures & 1-¢ . Pour tout
nombre 8 > 0 domné, il existe une suite finie FI’F2""’Fb de compacts

de L1 s deux d deux disjoints et tels que :
p
1°) C(Fi) >0 et diam(Fé) <38 pour 7 =1,2,...,p. 2° c(g Fi) > c(Ll)- et

p .
3°) 8¢ L[ est un compact non ¢ de 'Ul F, st io =min {Z ; L N F% P
-=
AT !
s ona inf {R? (x) 3 x€Ln F; } < I-e+s .
o

et 8t L'=L y L2

Démonstration. A 1'aide du lemme 6, on construit par récurrence transfinie une

famille {Ua}a<a d'ouverts fins de Ll- deux 3 deux disjoints, indexées par le
o

ordinaux inférieurs 3 1'ordinal o, et ayant les propriétés :
1%) C(Ua) >0 et diam(Ua) < § , pour tout o < a, -

2°) Si K est une partie compacte non vide de aga Ua , et s1 B est le
KUL o
premier ordinal tel que X N UB # ¢ , alors ﬁ] atteint sur K N U8 des va

leurs inférieures 3 Il-g+§ .

3°) Le complémentaire dans L, de la fermeture fine de U U, est polair

b4
1 o o,
Comme c( U Ua) est une fonction strictement croissante de B , o, estu
a<B
ordinal dénombrable. On en ddduit une suite finie croissante o, <ag,<...<0o

| 2 P
P
d'ordinaux < o telle que : c(_U] Ua ) > C(Ll) - &§/2 . Prenant ensuite des com-
i= i
pacts FI’FZ""’Fp avec Fp c Uai et C(Fi) assez voisins de C(Ui) » on aur
C(Fi)‘> o, c(FllJ... UFp) > c(Ll) -'§ , et la condition 3°) du lemme est manife

tement vérifiée.

A partir du lemme 7 et de 1l'hypothése (HZ)’ on construit aisemment une famille

{F ; O0<n

<V
Dyseeesly 1 =

2 0 < n < vk(nl,...,nk_l) , k > 0} de parties com-

pactes de capacité > 0 de X, (le compact de 1'énoncé (HZ)) telle que l'on ait
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k

(on note PD={a ; I k>1, a€EN ,ai<\)i(al,...,a. ) pour 1| <1i<k},

1~}
|a]1a "longueur" d'un multi-indice o , et @ —< B 1la relation "B prolonge a" pour
pour o, € D)

1°) si a,8 €D, laf = |B] et a#éB=F nF =4,

2°) si a,BE{D,a—%B»FBCFG.
3°)Vot€f1),’a]?]»diam(Fa)<§Ial

4°) Posant (I>k= U {Fa ; A €D, lal =%k} , on a c(<1>k) >-%-c(l(2) (k>1) .

5°) Si K est un compact non ¢ de d>k(k 21) , et si o désigne le plus
petit multi-indice (pour 1'ordre lexicographique) de <D , de longueur k et tel

que KN Fy # ¢ , alors f{K atteint sur K N E; des valeurs inférieures a

I
k  y-
- e(1 - ¢ 27V72
o
On construit de proche en proche les familles

) .

fP’k = {Fnl’.“’nk 3 0< n, < Viseees 0< n, < \)k(nl...nk_l)} (et les fonctions vk)
par application répétée du lemme 8.

On obtiendra alors un compact X vérifiant 1l'assertion (H3) en posant
X = ?]\o ¢, > muni de 1'ordre correspondant 3 1l'ordre lexicographique par le plonge-
nent canonique de X sur INN .

Bien entendu quitte 3 jetter la partie '"clairsemée' de X , on peut supposer

que (X,<) est isomorphe (pour la topologie et l'ordre) 3 1l'ensemble triadique

de Cantor muni de son ordre usuel.
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IV. UN COMPACT "EN CASCADE' ET NON POLAIRE EST IMPOSSIBLE (Troisiéme étape).

On montre dans ce paragraphe que (H,) conduit 3 une contradiction. Fixons

3

un point z € Rd\X , d une métrique sur X compatible avec sa topologie et

posons, pour x € X et n>0:

s, =y €X;y>x} , sl={(y€s ;dxy <n}.

D'aprés [6], on déduit de (H,) quepourchaque x € X on a

»e

3
gN gn

lim ﬁGx(zo) = lim ’ﬁcx(x) =0 ) .

n*o b’ n*o z

(o]

(La deuxiéme &galité vient de la propriété d'effilement "fort" en théorie

classique [6]). Notons aussi le lemme élémentaire suivant :

gh

A
LEMME 8. Pour tout n > 0 fixé , l'application : @ : (x,y)~— RGx(y) est s.c.z.

x
sur XXI?d.

Soit (xn)n>1 une suite de points de X tendant vers X, € X ; posons
» } o
vn=RG n=>0) , et wo= inf Vi s k > n}l ; comme w = sup w ~ majore Gx
*n
quasi-partout sur S:'( ', on voit que w > v si alors vo(yo) > a (a>0,yo€ Rd)
o

on aura w(yo) > a et donc Gn > a sur un voisinage de ¥, s pour un certain n_.
D'ou si {yn} est une suite deo RY  tendant vers Yo lim inf vn(yn) > a : ce qui
signifie que ® est s.c.i. en (xo,yo) .

255 .
: x>+ R (zo) est s.c.i. On voit alors,

n G
X

Ainsi, pour chaque n >0, f

3 partir de la relation (4) ci-dessus, et en utilisant le théoréme d'Egorov pour
la mesure d'équilibre de X , et les fonction fl/n » qu'il existe une suite

{n\)}\)>1 de réels > 0 , décroissants vers zéro, et une partie compacte X' de X

de capacité> 0 telles que : n
o0 /\S AY

VXEX: ) RGx(zo)<l .
v=l x

-~

itte 3 remplacer X par X', on supposera que cette relation a lieu pour
P

tout x € X .
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Introduisons alors le noyau suivant :

™y

®© S
d
VxEX,VYyYyER H(x,y) = X ch(y) .
V=1 "x
. d
H est s.c.i. 20 sur XX Rg ; posant Hx(y) = H(x,y) (x€ X,yER) ,
on voit que Hx est un potentiel newtonien sur Rq (somme d'une série de poten-
tiels qui converge en au moins un point) dont la mesure associée —A(Hx) est de
masse inférieure 3 une constante finie <, > 0 1indépendante de x € X (ceci
d'aprés Hx(zo) < 1) . Une autre propriété essentielle des potentiels Hx est jue
Hx est "infiniment plus grand que Gx sur la droite de x" (x € X) ; plus préci-
n
semment on a H 2> m G sur S m\e(X) .
b3 X x

Fixons alors un entier > 1 , et L un compact de capacité > 0 , Lc X et L

de diamétre inférieur 3 (I/Z)nm ; notons ) 1la mesure d'équilibre de L et posons :

H () = f HGxy) G , 6 () = j G, (y) dx(x) (v € %)
L X<y
{x€X
et L' ={y€L;G;(y) >1/4} .

D'aprés la symétrie de G , (et le caractére diffus de A) om a :

fci d ” G(x,y) A A = 3 ” G(x,y) AEAG)
Y LXL

1 1
[ Gl dx —-illkﬂ..
On en déduit, en notant que 0 < Gi <1, que A(L'") zw% IAll, et par conséquent:

c(L) .

| =

*) (W) >3 1Al =
Comme H(x,y) = m G(x,y) pour x,y€ X , x <y et d(x,y) < yn (y € e(X)),
Hy est un potentiel newtonien sur Ré , Vérifiant pour y € L~ e(X) :
H () > m G, (y)
et 3 fortiori HA(Y) > % sur L'se(X) .
Comme H, est associé 3 une mesure -A Hy de masse inférieure a c, IF Al

cette derniére relation entraine
4 <,

(*%) c(L') < —

Al .
Pour m assez grand (*) et (**) sont contradictoires (car |Al # 0). On est

ainsi parvenu 3 la contradiction annoncée et le théoréme | est &tabli ! ,
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V. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

. . . o d
Fixons un potentiel continu et strict q sur R (par exemple

q= Gu y U= e“le dxl... dxd) et montrons le lemme suivant ¢

LEMME 9. Soient K wune partie compacte de l‘?d et €> 0 ; il existe un compact

14
K'c K tel que 1°) c(® -K') <e 2° /1%( > (1-€) q sur K'.

On sait que Kt—: = {x €K ; ﬁl(:(i) S (1-€) q(x)} est un compact polaire ([ 61]);
on peut donc trouver un ouvert U de Rd tel que Ke cU et c(U) <e ; notons
7= la famille des compacts de la forme (K N CWUL, of L parcourt 1'ensemble

des compacts inclus dans UNK , avec e(L) = ¢ . v est filtrante croissante,

et d'aprés le théoréme 1, le réunion des &léments de F est finement dense dans

A
K~e() ; on en déduit que QK = sup Rx » et, avec le lemme de Dini, qu'il

XEF
A ‘
existe X €F tel que R;{ > (1-e) q sur KN (U (et i fortiori puisque

e(XNU) =¢ sur X tout entier).

Démonstration du théoréme 2. Soient XK un compact non polaire de Rd et >0 ;

d'aprés le lemme 9 , on peut construire une suite décroissante {Qn}n>o de com~
pacts de K telle que : 1°) <I>o =K 2°) pour n> 0. , c(@n— <I>n-+l ) <e¢ 2“n“1
3°) pour _n> p=0: /ﬁ:n > (1-27P) q sur <I>p . (On utilise encore le lemme de
Dini).

I1 suffit alors de poser XK' =

o8

. K' —>"P
<I>n : on aura Rq = (1-2 %) q sur QP ,
AR! -p. 2 _ . - AK! ' N
et donc Rq 2 (1-2 ") q sur <I>p ; ce qui entralne Rq = q sur K' c'est-i-
dire ([6]) e(K') = ¢ , et on a évidemment c(K-K') < ¢

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 10. Soit u une mesure > 0 d'énergie finie sur I:‘d ¢y il existe une

sutte m(r'l)n>1 de compacts de ]Rd telle que : () YVn>1, e(Kn) =¢

(i) WEP~U K ) =0 .
1 n
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Remarquons que lorsque U est absolﬁment continue par rappoft a la mesure
e Lebesgue A sur IR@ , on peut établir assez facilement le corollaire (et donc
e théoréme 1, pour K de -A-mesure > 0) : on montre en effet que pour tout com—
act K, et tout € >0, il existe un compact K'c K , dont la densité supérieure
n chacun de ses points est strictément >0 (et méme Z—Z—d , si on calcule la
ensité a 1'aide de cubes) et tel que A(K-K') <€ ; ces conditions entrainent
ue e ') = ¢ (par exemple, a 1'aide du critére de Wiener). La méthode s'étend
u cas ou | est une mesure de Hausdorffd'ordre a sur K ,»si a>d-2 , et
(K) >,

On retrouve ainsi une remarque de B. Fuglede [12] : si K est un compact

e :md d'intérieur fin non vide, il contient un compact K' # ¢ avec e(K') = ¢ :

. . . d
n sait en effet qu'un ouvert fin non vide de R~ est de mesure de Lebesgue > O .

I. UNE CLASSE DE NOYAUX FONCTIONS DE LA THEORIE DU POTENTIEL.

On peut facilement étendre les théorémes 1 et 2 au cadre suivant. E est un és-
ace compact métrisable, et G : E x E > [0,+0] un noyau-fonction s.c.i., continu
ors de la diagonale, symétrique et vérifiant le principe‘de domination [7], [20].

n décrit dans cette partie un type 2 peu prés standart de noyau-fonction beaucoup
lus général : G ne sera en général ni symétrique, ni régulier au sens de Choquet
7]. Aprés quelques rappels et quelques résultats préliminaires, on donnera pour

n tel noyau une propriété contenant le théoréme 1 comme cas particulier (voir les
arties VIII et IX). Dans le paragraphe D ci-dessous, on rappellera quelques
xemples ol nos hypothéses sont vérifiées.

) Soient E un compact métrisable, £ une mesure de Radon > 0 sur E de sup~-
ort E , et V,G deux noyaux fortement felleriens sur E - c'est-i-dire ici que V
btV transforment fonctions boréliennes bornées sur E en fonctions finies conti-~
1es sur E . B désignera 1'ensemb1§ des fonctions boréliennes bornées sur E ,

le cOne des fonctions positives de B . On fait les hypotheses suivantes :

1°) V et V vérifient le principe de domination.
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2°) V et V sont en dualité par rapport a § : V f,g €B :
Vi,g €B: [V(E) gdE = [ £.V(p) dE .
3°) Le cdne gl(resp.ﬁgc) des fonc;ions finies continues sur E , et V surmé-
dianes (resp. et V-surmédianes) est linéairement séparant. -
Quitte 3 remplacer N3 par sa restriction 3 E' = E~([VI = 0] U [VI = 0]) ,
et E par E' on supposera que E([VI = 0] U [VI = 0])=0 . £ est alors une me-
sure de référence pour V et V:VFfE B+ VE=0esVE=0esf =0 £.pp.
forfemeﬁt

I1 existe alors deux résolvantes achevées et

Vx>0 PP
felleriennes, en dualité par rapport & £ , et telles que Vo =V, Vo =V . Comme
d'habitude, le préfixe co signalera les notions relatives 3 V , ol i la résol-
vante (GA) ([21]) .

Notons D (resp. 5) 1'ensemble des points de branchements pour V (resp 6)
(voir [20]) : pour x € E , x € END si et seulement si € = lim ¢ (A\V.) (au sens

x A0 X A
vague) . En prenant S, tel que {s € SL s 3a>0 s, s € 32} soit dense dans
Y , et en notant A la régularisée excessive de s_ on a :
c o o

D= {x; Qo(x)'< so(x)} . En particulier D UD est un Kc E~négligeable. L'espace
"utile" dans la suite est le polonais Y = ENDUD .

D'aprés Kunita-Wanatabe ([17], [21]) on peut introduire un noyau fonction G.
pour représenter V et v il existe G : E x E + [0,+w] s.c.i. et tel que pour toute
mesure | > O finie sur E , le potentiel Gu(resp. Gu) est une fonction excessive

(resp. co-excessive) telle que y o V= (Gu) .£ (resp. P o V= (au).g) . On a noté :

Gu(x) = f G(x,y) du(y) , au(x) = f G(y,x) du(y) (x-€ X) . En particulier, pour

£E€B, , V(f) = G(fE) et V(£) = G(fE) .
Un point X € E est de co-branchement si et seulement si Gx = Gu , (on pose
. o .
Gx = ng ) pour une pu ne chargeant pas D , et y # € - En particulier
) o o

{Gx ; x € D} est 1l'ensemble des génératrices extrémales du cOne des G-potentiels,

~

et si Gu = Gu' , 4 et W' ne chargeant pas D , ona U = y' . Notons aussi que

si s est excessive, f-intégrable et portée par un compact K (au sens que s = R§) i
disjoint de D, alors s est le G-potentiel d'une mesure positive bien dé-

terminée portée par X .
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B) Rappelons maintenant quelques résultats clefs de la théorie du Potentiel par
rapport 3 G : pour u,v mesures > O sur Y , et A partiede Y , on a l'iden-

tité fondamentale (due a Hunt en théorie des processus de Markov [4]) :

AA TN
J RGp dv = J Ré\) du .

équivalences : pour Ac Y , (i) A polaire <> A copolaire (ii) A semi-polaire ¢=> A
co-semi-polaire (voir [4], [21]).
G. Mokobodzki a défini la notion de fonction excessive réguliére, et celle duale
de mesure réguliére (relatiﬁe 4 V) et a établi les équivalences [22] (voir aussi [18])
(i) Si s est excessive, finie £-pp : s régulidre = s ‘est somme d'une

série de fonctions excessives, finies et continues sur E .

(ii) Pour M mesure 2> 0 finie sur Y : U réguliére <> U ne charge pas les
boréliens semi-polaires. (Pour 1'implication « de (ii), on peut consulter [18]).

On voit donc qu'une mesure > O finie sur Y est réguliére si et seulement si
elle est corégulidre et si et seulement si elle est somme d'une série de mesures > 0
B avec Gune‘f(E) .

La propriété suivante remonte 3 J. Azéma [3] dans le cadre des processus de
Markov ; elle a été établie plus récemment par des méthodes purement potentialistes

par W. Hansen [13], puis dans [2] dans le cadre des résolvantes.

(iii) Pour A borélien < Y : A semi-polaire <= V }i mesure réguliére sur Y ,
u(a) =0 .

Comme dans [13], on notera, pour AcC Y et s excessive, Qz la réduite
"essentielle" de s sur A , c'est-a-dire la plus petite fonction excessive majo-
rant s sur A sauf peut-@tre sur un semi-polaire ; si A désigne le plus grand

fermé fin relatif de A , qui est non semi-polaire au voisinage fin de chacun de ses

3 . I3 - ' . ~
points, alors A~A' est semi-polaire et par conséquent Qg = R: . Si on note A

l'ensemble analogue relatif & la théorie adjointe, et si on pose A" = A nA'nA'

A"
S

’

AN

et de méme 62, = R_, pour s’

A
on a Qs = R co-excessive : on en déduit la formule

¥V U,V mesures 2 0 sur Y : J Qé dy = f ag du .
u \Y
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C) Pour mesurer les ensembles, on est amené 3 utiliser deux fonctions d'ensembles :

a) La capacité : Notant P, = Vi, 50 = Vi , on pose :

>

AA Q
VAcY : c(A) = J Rp dg = I dg

o

o

o
¢ est une capacité de Choquet alternée d'ordre 2 sur Y et c¢(A) = 0 équi-
vaut 3 A polaire.

b) la contenance :

VAcY cont(A)=[QA dg=f6‘§ g .
pO pO

L'égalité cont(A) = O signifie que A est semi-polaire. Notons aussi les
identités pour A borélien :

c(A) = sup {fAiﬁo dy ; ¢ mesure = 0 sur Y telle que Gu < po}

cont(A) = sup{fASO dy ; 1 mesure > 0O sur Y telle que Gu € ¢(E) et Gu<p°}-.

D)  Exemples. Commengons par étendre un peu le cadre défini en A ; supposons seule-
ment que E est localement compact 3 base dénombrable, que les noyaux V et V trans-
forment les fonctions boréliennes bornées 3 support compact en fonctions continues,

et reprenons les hypothéses 1°), 2°) et 3°) du A. Les considérations.précédentes
s'étendent sans difficulté 3 ce cadre - par exemple enbutilisant une suite exhaus-

» ° — - » - -
tive {Kn}n.>l de compacts, telle que Kn = Kn pour n= 1 . Pour définir la capa

cité et la contenance, on commencera par modifier v;V , et & en V',V', E' tels
que V'l € L‘(E') : onprend &' = af, V'(f) = V(af) , G'(f) = V'(af), ol a € ¥E),
0< a< 1, est telle que [ V(a).a dE < + = ,

Voici alors deux situations classiques ol apparaissent des noyaux fonctions du
type considéré :

a) Noyau invariant par translation : Soit N wune fonction > O sur IRd y 3

valeurs dans [0,+x], localement intégrable par la mesure de Lebesgue Ad sur ZRd.

On suppose que N(x) = lim inf ess N(y) pour tout x €'Rd ,» que N n'admet aucune
y + X,

pseudo-période non nulle et que le noyau de convolution N vérifie le principe de -
domination ({20}, [9]). Le noyau fonction G(x,y) = N(x~y) (x,y € Rd) rentre dans

le cadre considéré. Exemples : le noyau de Heaveside sur R (N est l'indicatrice
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d

de ]0,+®[) , les noyaux de Riesz sur IRd (NOL(X) = lIxli-o, x e R, d-2€ a<d,a>0),

le noyau de Gauss (ou de la chaleur) sur iRn,
n-1
-— 2 .
N(x) = N(x',xn) = (47 xn) 2 exp(~ Ix'l /a4 xn) > siox >0, et Nx)=0
si X < 0) ; signalons enfin toute une classe "explicite" de noyaux N du type
ci-dessus dans le cas d =1 : N est une fonction de classe C2 sur R ~{0}, ten-
v

dant vers Q a 1'infini N(O) = lim inf N(x) , N E'i{ocGR) N et N sont convexes et

X+ o0

X # o0
a2 dérivées secondes logarithmiquement convexes sur JO,+o[ . Cette classe a été ré-

cemment exhibée par M. Ito ([15]). On peut noter en particulier les noyaux de Kishi

N(x) = |x|—a si x>0, N(x) = le-B si x<0, avec 0 <q,B <1 ([16]) .

b) Noyau associé 3 une diffusion : On considére un opérateur différentiel L

d'ordre 2 sur un ouvert borné w de :m@ de la forme :

Lu =

. xi(u) + Yu u € c‘:(w)

1

he~1 .

ol les Xi et Y sont des champs de vecteurs de classe ¢ sur @ , engendrant une
algébre de Lie éE(X1,..,Xd,Y) de rang d en tout point de ® ; d'aprées J.M. Bony [5],
oh peut associer 3 L une fonction de Green sur ® x w : G(.,y) est une solution =0
minimale de Lu = - Gy , de classe ¢ sur w~ {y} , et valant sa limite inférieure
en mesure en y . Ce noyau G rentre également dans notre cadre : il est associé a
la mesure & = Kd/w et aux noyaux V,G qui prolongent les opérateurs de Green

(-L)-1 , (--L"‘)—1 qui sont définis sur C;YUD et a valeurs dans Cm(uD .

VII. QUELQUES NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

A)  Commencons par une propriété de continuité des fonctions excessives en dehors

de leur support ; cette propriété est due a G. Mokobodzki :

THEOREME 3, Si s est une fonction excessive bornée, portée par un compact

K<Y (s = Rﬁ) alors s/Y est continue en tout point de Y~NK .

Voici, assez abrégée, la preuve de Mokobodzki (voir la technique de [23]) :
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soient N 1le noyau de réduction sur K (N(0) = Rg pour © € ‘j’c) et V' le noyau

V-NV , 1l'espace de base étant Y .

A
On sait que pour g € ‘fc, RK=R§ sur Y-K (voir, par exemple, [23] p. 181 &

185), de sorte que Rlé est 3 la fois s.c.i. et s.c.s. sur Y - XK ; on en déduit

que V' est fortement fellerien sur YNKXK : pour f € B V'(f) est continue

+ ?
sur YSNK .

D'autre part, V' est borné et vérifie le principe de domination, et toute fonc-

tion V-excessive est V'-excessive sur Y~K . Si 458, sont V-excessives bornées et

2-31) est V'-excessive sur Y~K , car N(sz—s1) est V'-surmédiane

et N(sz) . N(s1) sont V'-excessives sur Y~ K . On en déduit que N(sz—s‘) est

8, <8, 5 N(s

s.c.i. sur Y~NK .
Prenons alors ¢ € ,‘f’c , 0 >»s ¢ N(g-s) est s.c.i. sur Y-K , et comme

K

N(C) = R; est continue sur Y~K , N(s) doit &tre a la fois s.c.i. et s.c.s.

sur YSNK .

COROLLAIRE 11. Si WU est une mesure 2 0 sur le compact K < Y de potentiel Gu

borné, alors Gu est continu sur YSK .

Posons fn = n{Gu~n ’\7n Gy) , donc fng =n Yy, Vn ; alors fng' tend vaguement
vers U , et la suite V(fn) tend en croissant vers Gy . Comme fng tend vague-

ment vers U , on peut trouver des compacts ]Knc: Y tels que i) 1ig sup Knc: K
n

i1 ' i £ 1 =0 . D'ot = A 1 = 11 .
et ii) on a 1}1_1’3 E( 0 Kc) ol Gu rsl;g (fn Kn) Lim V(fn 1Kn) p »1)
) Ké )
Si on note K' =KU U Kj , on aura Gu = RGu , et par conséquent Gu est
P

finie continue sur Y\KI') pour tout p »>1 ; d'ol le corollaire.

On peut appliquer ces résultats a la convergence d'une suite Gun en dehors

de la réunion des supports des un :

PROPOSITION 12. Soient {un}n>1 une suite de mesures » 0 sur le compact K<Y ,

 convergeant vaguement vers la mesure W , et telle que la suite {Gui} soit
uniformément bornée. Alors :

o o A . . . . .

1°) Gu = sup (inf Guj) sur Y (" désigne la V-régularisation).

no gen
2°) Sur tout compact 2 < YNIK, Gu; converge uniformément vers Gu .
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Pour le 1°) les hypothéses sur les supports des uj sont inutiles et la pro-
priété est classique ; G étant s.c.i. oma Gu < 1%@}23{ Gu“ , Soit

. T o : . ‘
Gu < lim (inf GU,) sauf sur un semi-polaire, donc partout sur Y .
n j2n
Comme d'autre part [ Gu d§ = | p, du = lim { B, duj = lim | Gu, df , on
— oo oo
obtient Gu = %Qg (inf Gu.) E.pp et donc partout ; on voit aussi que Guj tend
jan
vers GU dans L () , et en extrayant au besoin une sous-suite que Guj tend
vers Gy E.pp.
Prenons alors sur Y~NK le noyau V'= V - NV (N = noyau de réduction sur K),
—~
et soit O € HZ telle que 0 2 sup Guj ; alors 1lim inf (U—Guj) (A désigne ici la
‘ J joe
V'-régularisation) est V'excessive et vaut 0O-Gu £-pp , donc partout sur Y -K

(V' est de base &) .

———— B .
Ainsi, sur Y~NK Gu = sup (inf Gu.) = inf (;;B’Ea.) (A et v désignant cette
N j2n o 33

fois les régularisations s.c.i. et s.c.s. respectivement). D'ou facilement le 2°).

B) On introduit maintenant une classe d'ensembles permettant de faire apparaitre
dans notre cadre des propriétés qui semblent propre au cas classique (ol essentiel-
lement G vérifie le principe de continuité des masses d'Evans, et ol plus acces-

soirement G est symétrique).

Définition 13. Une partie A < Y sera dite accessible si c(A) = cont(A) .

A
A 2 ~
Cela équivaut a RA = QA , Ou encore a Ré = Qé .
P Po P Po

On a la caractérisation suivante de 1'accessibilité : on notera e(A),

(resp e(A)) 1'ensemble des points de A ou .A est effilé (resp. co—-effilé).

PROPOSITION 14. Soit A wune partie relativement compacte de Y : A est accessible

st et seulement si les deux conditions suivantes ont lieu :
(7) e(A) N E(A) est polaire

(22) Tout ouvert fin (resp. cofin) non vide de A~e(A) (resp. de A-e(4))

n'est pas semi-polaire.

On verra ensuite (théoréme 4) que pour A compact dans Y , A est accessible

si et seulement si e(A) N e(A) est polaire.:
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Etablissons d'abord la propriété suivante :

LEMME 15. Soient Ac E tel que A< Y, et U la mesure "d'équilibre” de

A -
A: Gu= R‘; s W portée par A . St B est une partie K, de Y telle que
o .

yXB) = 0, alors B n e(A) est polaire.

- A
On peut supposer B compacte, et B < {x € A ; Rg (x) < (1-a) po(x)} pour
o
un @ > 0 ; soit par ailleurs K0 un compact € Y tel que Ac Ko\e(Ko) ; on cons-

truit un tel compact de la maniére suivante : par une méthode analogue a celle uti-

lisée dans le corollaire 1, on construit une suite {fn} < B, , avec i) supp(fn)

est compact ¢ Y ii) lim sup {supp £ } < A iii) V(£) < p. s, et lim V() =p
n - n (e} n>o n

noo
uniformément sur A . Il suffit alors de prendre Ko = ((tj supp(fn) UA.
1

(o]

Soit {sn}a 5, une suite décroissante de fonctions excessives telle que
=

ﬁA et ’ . -

=infs ,s8 «p sur E et s =p sur A . Quitte 3 remplacer chaque s
po n3l n n ¢} n o n

4Ko _ .
par R~ , on peut supposer que s, = Gun , (unmesure positive sur I(o). On a alors

n

p=1limyu_.

Mo 0

Fixons un voisinage w de B , et notons ul'l =1 lwc ; aprés extraction on
peut supposer {ul'l} vaguement convergente de limite W' ; soit u; =u, - ul; .

A

. " ]
On a : Glln+Gun>Rpo (n21)
A
d'ou : Gu" > A - Gu' > (RA - A ) + (Gu' - Gu') .
n Po n Po Po o

Comme Gux'1 tend vers GH' wuniformément sur B , on voit que pour € > 0

donné, on aura pour n assez grand :

Gu;>apo—£ sur BNA.

En prenant Eo

]
[X][e}

. inf p (x) , on a donc pour n assez grand Gu"' > ¢_p
o n oo

x€EB

sur BNA . D'oi :

—

c(BnA)<gl~li ff; du'r;<—'—[ p. du .
(o]

Et comme H(B) =0 , on obtient c¢(B N A) =0 .
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Montrons alors la proposition 14 :
a) Les conditions sont nécessaires : si A est accessible, c(A) = c(A < €(A));
donc la co-balayée p de & sur A est auss la co-balayée de § sur ANé(A) ,

et elle ne charge pas 1l'ensemble [ﬁg < 50] qui est un EU dont la trace sur A

o
est €(A) ; d'aprés le lemme précédent e(A) n e(A) est donc polaire. La nécessité
Y e s . . . ﬁA ANP .
de la conditionii) est immédiate pulsque on doit avolr = Rp pour tout semi-
o o

polaire P oe(A) (et la propriété duale).

b) Les conditions sont suffisantes : on a c(A) = c(A~e(A)) ; en effet, si s
est excessive et majore P, sur A<E(A) , alors d'aprés leii), on a aussi
s >=po sur A~€(A) N e(A) ; d'oli c(ANE(A)) = c(ANE(A) N e(A)) , quantitd
encore égale &4 c(A) d'aprés le 1 ). De méme c(A~e(A)) = c(a) .

En utilisant encore le ii) , on a c(A~e(Ad)) = c(A~e(A) U P) pour tout semi-
polaire P de Y . Finalement c(A) = c(A~P) pour tout semi-polaire P de Y et A

est donc accessible.

COROLLAIRE 16. (1) Si A est accessible, (A < Y) tout ouvert de A est accessible.

(2) Réciproquement, si tout point de A admet un voisinage (dans A) accessible,
A est accessible.
(3) Une réunion finte ou dénombrable A d'ensembles accessibles est encore

accessible.

(On suppose dans ces énoncés A relativement compact dans Y).

(1) est évident, de méme que le (3) pour une réunion finie : d'ol le cas d'une
réunion dénombrable, la réunion d'une suite croissante d'ensembles accessibles étant
accessible puisque la capacité et la contenance passent 3 la limite sur les suites
croissantes. Enfin, le 2°) est conséquence du 3°).

Les propriétés (1) et (2) signifient que l'accessibilité est une propriété

locale.
Si A- est compact, A =Y , 1'énoncé de la proposition 14 peut €tre simplifié :

THEOREME 4. Si A est compact, A <Y (ou si A est seulement relativement compact

dans Y , et 4 la fois Gs fin, et Gg co-fin), A est accessible 8i et seule-

ment st e(A) N é(A) est polaire.
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Supposons donc A relativement compact dans Y , & la fois G(fs fin et GG
cofin, et tel que e(A) N €(A) est polaire. Voyons d'abord que A~€(A) ne peut
étre effilé en un point de B = e(4) ge(A) n €é{A) : sinon, on aurait un ouvert fin w
avec w N [A~Ne(A)] =¢ , et wN B # ¢ 5 wNB est semi~polaire et comme
WNB= (wn A)~e(A) n ) , l'en‘semble wNB est un GG fin non vide et semi-
polaire. On sait alors, @ N B &tant de Baire pour la topologie fine, que w N B
est effilé en au moins un de ses points x_ : mais alors A est & la fois effilé

1
et co-effilé en X, » ce qui est absurde. (Remarque : Y est tamisable fort pour la
topologie fine, ses GS sont donc des espaces de Baire).
Comme A~e(A) n'est effilé en aucun point de B , on voit que
c(ANS(A)) = c(A~NB(A) n 3(A)) ; d'od puisque &(A) n e(A) est polaire
c(ANe(A)) = c(A) . De méme, c(A~e(A)) = c(A) . Cela signifie que ﬁ;\\e(A) = ﬁl;‘ ,

. (o] o]
AA e (A .

donc aussi que p, Ssur A~e(A) . Ainsi A~e(A) n'est effilé en aucun

. o
de ses points et on sait qu'alors A~e(A) (qui est encore de Baire pour la topo-

logie fine) est non-semi-polaire au voisinage fin de chacun de ses points. D'ol

le théoréme.

Voici deux énoncés permettant de construire des compacts accessibles ; on

donnera plus bas une propriété plus forte que celle du lemme suivant :

LEMME 17. Pour € >0 , et pour K compact c ¥ , il existe un compact K' <X

tel que : 1°) K' est accessible 2°) cont (K') > cont (K) - €.

Preuve. Soit U, une mesure réguliére sur K telle que Guo < P, et
f “130 di > cont (K) - €/2 , et posons Ko = K . On peut construire de proche en

proche une suite {un} de mesures réguliéres sur K , et une suite décroissante

n>1

{l(n}n>l de compacts de l(o telles que :
i) >0,K Kn = A
1 vyn = » B c [on = pO] = 8y

n+]

ii) vn>O,Vp>n:Gun<po et f iiodun>cont (Kn)—i— .
K 2
p

La construction est immédiate en observant que les Kn\An sont semi-polaires,
. Y . 0 .
et donc M-négligeables pour toute p-réguliére. Posons K' = Krl , la construction
1
c(

est telle que cont(K')> sup j Po dun = 1lim cont(Kn), et que Kn) < cont(Kn_l) .

n>l K n-o0
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D'oid c¢(K') = cont (K') .

Une modification de la construction du lemme, conduit au :

COROLLAIRE 18. Soient K un compact accesstble de Y , F une partie compacte de K

et W un voisinage de F dans K ; 1l existe un compact accesstible K!'

tel que FcK' cw.

Partant d'un voisinage compact Ko de F dans K , Ko < w , on construira

deux suites (K ) et (p)

, olt, cette fois les K_ forment une suite
n'n=o n'n=o n

décroissante de voisinages compacts de F dans K , vérifiant au lieu de la condi-

tion (i) la condition :

cey
lA'YVvVn=>o0, Kn+

< o,

o
) 2 s . ..
K}‘ désignant 1'intérieur de Kn dans K . On pourra prendre € = 1 , 1l'essen~

).

. 'y = " -
tiel est que c(An) cont (Ah) c(Kn+1

C. Terminons ces préliminaires par une remarque concernant l'effilement "fort",

et 1'amélioration annoncée du lemme 17 :

LEMME 19. Soient A wune partie relativement compacte de Y , a un point de Y
n'appartenant pas ¢ A ; st A est d la fois effilé et co-effilé en a ,
A est fortement effilé en a , c'est-d-dire que :
A
ianAnV(a):O, et inf AV - E-pp

VE'U’po Ver Ga

en notant T~ 1'ensemble des voisinages de a .

I1 existe une partie compacte L de Y telle que A < L~e(L) U e(L) (voir
la preuve du lemme 15) ; soit K un compact < L , voisinage fin et co-fin de a
dans L contenu dans Y~NA ; posons A' = L~NK : A' est effilé et co~effilé en a ,

afA', et A' est non-effilé et non co-effilé en chaque point de A .

A -
On a donc RA = GU , ol U est une mesure sur A' © L ne chargeant pas {a}

o
(U est co-balayée de § sur A', et A'C est voisinage co-fin de a) ; on a

Gu(a) <:p°(a) » et Gu = p_ sur A . Reprenant mot pour mot un argument classique
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(voir [6]) on construit une mesure » O V sur L , telle que GV(a) < + =, et

lim GVW(x) = + © , De 13 facilement la premiére relation ; par la formule de dua-
lx-*a

lité (VI, c)), cette relation s'éerit aussi 11ifg.n R 0 &-pp , donc dans L1 £).

a

La méthode utilisée ci-dessus permet d'établir la propriété suivante :

THEOREME §. Pour tcut € >0 , et pour tout compact K< Y , i1l extiste un compact

accessible K' contenu dans K et tel que cont (K~NK')< €.

Commencons par définir une suite transfinie {Aa}a<Q indexée par les ordi-

. _ . - ~ .
naux dénombrables, en posant A0 K, AOH_1 Aa (e(Aa) n e(Aa)) et pour a 1li
mite A = Q A, : les A forment une suite transfinie décroissante de G, , de

a  B<a 7B a $
complémentaires semi~polaires dans K ; c(AB) étant une fonction décroissante

de B, il existe un o, < Q tel que c(A ) = C(Aa) ; ce qui signifie que

ao+1
po(resp fio) a méme balayée (resp. co-balayée) sur Aa et sur Aa 41 5 par consé-
o o
quent e(AB) n E(AB) = ¢ , en notant B = a°+1 , et AB est accessible ; on note

B = AB ’ Po = K‘\AB .

Notons maintenant que pour chaque o < B , la méthode du lemme précédent per-

met de déterminer une mesure >0 (finie) V, Sur Y telle que :

e e(A A lim Gv =+ o ,
Y a € (Aa) n e( 0L) n o+ a(x)

X €A

| o+1

X > a

Comme {a ; o < B} est dénombrable, on en déduit une mesure v sur Y telle

que lim GV(x) = + o pour aePonﬁ .
x+a
X€B

D'ol un ouvert w , dont la trace sur B est de la forme [Gv >t] et tel
que (a) Po cw (b) clw NB) /2 et a fortiori cont(w N K) <¢/2 . Posons

K =K, et K

o = K~w ; Réitérant la construction, on obtiendra une suite décrois-

1

de compacts de K. , et une suite (Pn)n>o de semi~polaires

) <€/2n+1 (n>0) , P <K ,K cKn\Ph

sante (Kn)n> o

(de type KO) tels que cont(an- Kn

+1 n+1

et K ~P_ accessible.
n n
[¢ ]
I1 suffit maintenant de poser K' = (11 Kn , puisqu'’alors

cont(X') = lim cont(K ) = lim cont(K_~P_ ) = 1lim c(K_~P ) = c(K") .
oo n o n - n oo n - n
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VIII. EXTENSION DU THEOREME 1.

Rappelons que pour L cyY , on note e(L) (resp. e(L)) 1'ensemble des points
de L ou L est effilé (resp. co-effilé). On se propose d'établir 1'extension

suivante du théoréme 1 :

THEOREME 6. Si A, est une partie analytique de Y non semi-polaire, il existe

un compact non vide K contenu dans A, et tel que e(K) 0 EK) = ¢ .

Remarquons qu'alors X est non polaire, et comme il est aussi accessible
(d'aprés le théoréme 1) il est non semi-polaire.

On sait que Ao contient un compact non semi-polaire ({11]), et on peut donc
supposer Ao compact. Pour établir le théoréme 6, on va adapter la preuve du théo-

réme 1 en montrant que l'hypothése (H;) suivante conduit & une contradiction,

I1 existe une partie compacte non-semi-polaire IK1 de Y telle que pour

)

tout compact non vide LcXK, , ona e(L) N e(L) # ¢ .

1

Les points de XK, sont alors semi-polaires et les mesures réguliéres diffuses ;

1
quitte a remplacer ZK1 par un compact plus petit, on pourra donc supposer ]K1 tota~
lement discontinu.

Pour mesurer le degré d'effilement et de co-~effilement, on introduira la fonc-

tionnelle ¢ suivante :
- 1 2
vV AcK, QA-sup(;—R ,-.f.,—-R-.-).

D'apreés (H;) , pour chaque compact non vide L c:]K.1 , @L atteint des va-

leurs < 1 sur L . L'énoncé suivant est 1l'analogue du lemme 5 :

LEMME 20. Il existe un compact accessible L, e Kl ,a>0 et € >0 tels que :
1) a< C(Ll)

2) YLclL L compact accessible : c¢(L) >a= 1inf ¢ . (x) <1- .

3
z x €L

L

On raisonne par 1'absurde : on peut alors construire une suite décroissante

{F}Jr1>1 de compacts accessibles, contenus dans fK1 , et une suite strictement

, ol > .
croissante {bn}n>1 de réels > 0 telles que
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(i) wvn>1 cont(Fn) >b
.. . _2"P
(ii) VL compact, L © Fn(n >1) : c(L) > bn+1 = <I>L > 1-2 sur Fp ,
1 €p<n.
La construction de proche en proche des Fn et des bn se fait comme dans

le lemme5 en tenant compte de la propriété suivante :

Si A est une partie de IK, , K un compact de Y et € >0, il existe

n >0 tel que pour toute partie B de A telle que c¢(B) >c(A) - n,

on a :
inf @B(x) 2 inf @A(x) - €,
x €K X €K
En effet, si {Bn}n > est une suite de parties de parties de A telle que
A A
lim ¢(B_) = c(A) alors (R ?} tend vers R° dans L‘(E) ; on en déduit
n P, 'm =1 Py
A ¥
R = sup ( inf R )

o p=21n=2p P
et la propriété analogue avec les co-réduites. On obtient alors avec le lemme de

Dini : inf {§,(x) ; x € K} = lim inf {®, (x) ; x € K} . D'od 1'assertion.
A i B_

©0
Revenant a la suite {Fn} du début, ? Fn =1 est un compact non vide, pour

-27P > 3 > ’
lequel @L.> 1-2 sur Fp (p > 1) puisque c(L) bp+1

en contradiction avec (H;) .

. D'ol QL =1 sur L

On considéere alors :

F ={L ; L. compact accessible c L, , ¢L >1-€ sur L} .

1

J= est stable par réunion finie, et Y = sup {c(L) ; L €F} < c(L,) . Soit

{r } une suite croissante d'éléments de F telle que 7Y = sup c(F.) , et soit
nn>1 n n

[e2)
Z la fermeture fine de U Ln . On peut trouver K2 accessible non semi-polaire,

2 1
c(Z) = cont(2) < cont(Li) .

[s+) o0 .
K, © L,-Z , puisque c¢(Z) = c(? Fn) = cont (U Fn) » et 4 fortiori
1

Si K c]K2 est non semi-polaire, alors cont(K y 2) > cont(Z) = v , et par
conséquent cont(K U Fn) >Y pour n assez grand. D'ou K ¢ F.
Si Kc K, est non polaire, K est intersection d'une suite

de parties Ka ouvertes et fermées dans :KZ , donc non semi-polaires (K2 est



o ohv' P

accessible) ; comme Kt'l £F on voit facilement que inf @K < 1-€.
K

Si Kc K, est polaire, ona &, =0.

2 K

On a ainsi établi - sous 1'hypothése (H;) - 1'assertion :

I1 existe un compact accessible et non semi-polaire K, < K‘ et €20

2

(H,) .
, on a ‘mf{d)K(x) ; XEK}< 1-¢,

tels que, pour tout compact non vide K de 1(2

A partir de (Hé) , on construit un ensemble "en cascade" analogue 3 celui du
III. On établit d'abord un lemme de grignotage ; on fixe dans toute suite une mé—-

trique compatible sur E , notée d .

LEMME 21. Soient Bl et BZ deux boréliens de JKZ d'adhérences disjointes, €' et §

deux réels > 0 ; on suppose que cont(Bl) > 0 et que pour tout compact non

vide K de Bl » q)KUB atteint sur XK des valeurs inférieures a¢ I-€' .
2
Il existe alors deux parties boréliennes disjointes A et U de B, telles

1

que (1°) A est semi-polaire et U est, d un semi-polaire prés, un ouvert

fin et co-fin de B 2°) diam(U) < § , 3°) cont(U) > 0O et 4°) Pour

1 ’

tout compact L< U, on a, en posant V = B, U (Bl\(AUU)) H

2
X — !
zzf @LUV<1 g'+s .

une partition de B, en ouverts (relatifs) ordinaires

Soit {Uj} I

1I<ji<p

de diamétres inférieurs 3 § ; quitte 3 jetter un premier semi-polaire Al , on
peut supposer les Uj accessibles, et non semi~polaires ; comme dans le cas clas-
sique (lemme 6 ), on montre qu'il existe io € {1,...p} et n> 0 tels que, en

notant W = B2 u(u Uu):
it 3
o
V K compact < Uio , cK) > C(Uio) -n= l]_tzf (bl(UW < 1-e+8

(A noter qu'on utilise le théoréme de Mokobodzki - théoréme 3 — pour étendre

-

les lemmes 3 et 4) Posons 3 nouveau ¢
F = {L compact c U; 5 b e 1-e+8/2 syr L}, v =sup {c(L) ; LE }.
o

Soient {Fn} une suite croissante d'éléments de P telle que Y = sup c(Fn)’
* 0O
et Z (resp 2') 1la fermeture fine (resp. co-fine)de U F 5 La différence symé-
1

trique Ay =ZA Z' est un semi-polaire (2 U Z' ayant méme capacité que 2 qui

(*) dans Ui.

o
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est finement fermé, Z U Z'~NZ est semi-polaire) ; notons Uo la différence
*
Ui NZUZ', U 1l'intersection des noyaux parfaits fin et co-fin de g 2 et
o
= ~ .
A3 Uo U ; A3

fin (ou co-fin) de chacun de ses points.

est encore semi-polaire.et U est non semi-polaire au voisinage

On vérifie immédiatement que : cont(Ui NSU) = cont(Z) € c(Z) =Y<L C(Ui ) -n.,
o o
De sorte que cont(Ui ~ ) < cont(Ui ) et par conséquent cont(U) > 0 .
o o
D'autre part, si K est un compact non semi-polaire de U , on a en notant

= 7 ' = . :
zZ, =2n2 ’¢KUZOUW smrllp (DKUFnUW sur K ; comme c(Kan)>Y pour n

assez grand, K U Fn €T et QKLJFnlJIJ atteint sur K des valeurs inférieures a

1-€'+8§ ; d'old la méme propriété pour ¢

.

KUZOU W

Le cas d'un compact semi-polaire X , s'obtient en notant que X est inter-

section d'une suite décroissante de compacts non semi-polaires de U .
Le lemme précédent permet d'effectuer la construction suivante :

LEMME 22. Soient Ll et L2 deux compacts disjoints de Kl , et €' un réel > 0

tels que pour tout compact non vide L de L, , inf o yL < I-e' . Pour tout
L 2

§ > 0 et pour toute mesure réguliére u portée par L, , 1l existe une suite
finte {Fi}l <i<p de compacts deux d deux disjoints de L, telle que :

(1°) diam(F.) <§ (2° uf Ul F, ) > u(L ) -8, et (3° pour tout compact
i=
non vide LcﬁF,onast 7:o:”"’:"{iaan¢¢} 7'nf{LUL x) 3
=1 2
xeLnFi}\I e+ .

On peut supposer u # O ; on sait que U admet un support fin Bl < Ll » et

que B, est un Gg ordinaire ; la preuve du lemme s'obtient alors par une cons-

1

truction transfinie consistant en une application répétée du lemme précédent ;

elle est toute semblable i celle du lemme 7 et sera omise ici.

U U 5
* plus exactement U = {x € u, s Q?:(x) = Po(x) et %:(X) = ?O(X)}

/\Zo UL AFnU L ,\Z AF ) o
(**) - < RP pour L quelconque , n
Ry R S Rp-
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é) suivant (voir la fin du III)

I1 existe un compact non semi-polaire X c?K] , muni d'un ordre total (<)

On obtient ensuite facilement 1'énoncé (H

HD compatible avec la topologie de X , et un € >0 tels que : pour tout

3

x € X, on a, en notant Sx={y €X;y>xl}, ¢S (x) < 1-€.
x

-

Il reste maintenant i adapter le raisonnement du cas classique pour déduire
de (Hé) une contradiction.
On observe que d'aprés le lemme 19, Sx est fortement effilé (et co-effilé)

en x . Donc, en posant Gx(y) = Gy(x) = G(y,x) , SE = {y € Sx ; d(y,x) < n} :

sN sn
. X b 1
¥V x € X : lim RG =0 , lim R < = 0 (dans L (&)) .
n+*o X n*o G

On en déduit une suite {nv} décroissant vers zéro (nv:>0) , telle que

V>0
(aprés une modification convenable de X ~ voir le IV -) , les séries :
’ n

) /\S Vv
H () =BG,y = ] RS () (y€X . x€E)
Y v=o y

oo OSn\,
B! (x) = H'(y,x) = } R J(x) (y EX, x € E)

convergent normalement dans Ll(g) , uniformément par rapport & y € X .Lés noyaux
n

H et H' sont s.c.i. sur X X Y , et Hy > v.Gy sur Syy~\e(X).(Vohﬁl'addendunﬂ

Prenons un entier m > 1 , et un compact accessible K c X de diamétre <:nm

et de capacité > 0 ; soient A (resp A) une mesure réguliére sur K telles que

G\ < P, (resp. GX < 50) et

c(K) .

DO [ e

JI G(x,y) dx(y) dr (x) >

~

On peut d'abord choisir ). telle que f P, ax > 1/2 cont (K) =-% c(K) , puis A
telle que GA < p, et f GA.d3X >~% c(X) , en tenant compte de ce que X ne charge
pas les semi-polaires et de P, = Sup {Gx ; A €1Mf(K) , A réguliére, G\ < po}

sur K , sauf peut-8tre sur un semi-polaire.

On distingue alors deux cas possibles :

ler Cas : f[ G(x,y) dx(y) d) (x) >'% If G(x,y) dx(y) dx (x) > %'C(K)
x>y
Alors I Hl(x) di(x) = m I di(x) I G(x,y) di(y) = %-C(K) (a)
x>y

ol Hl(x) = [ Hy(x) di (x) .
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On vérifie aisemment que H est excessive, et par ailleurs, comme A est

A

balayée de & (puisque EX SQEE = 50) :

f Hy (x) dX(x) < f H) (x) dE(x) < c (Il (8)

oi ¢ = sup JH] .
y € X ; Ll

De (o) et (B) , on déduit : c(X) < éfl]lu < éf c' c(K)

ou ¢' = ( inf ﬁo(x))—] 3 ce qui est absurde pour m assez grand.
x € X
2éme Cas : f[ G(x,y) dA(x) di(y) = %-JI G(x,y) di(y) di(x) = %‘C(K) .
X<y,

On aboutit exactement de la méme manidre 3 une contradiction en utilisant
cette fois le noyau H' .
I1 n'y a pas d'autre cas 3 considérer puisque )\ et A sont diffuses et que

A® )X ne charge pas la diagonale de K . Le théoréme 6 est donc &tabli.

VIII. UNE EXTENSION DU THEOREME 2.

I1 est intéressant d'observer que la notion d'ensemble accessible permet

d'étendre le théoréme 2 au cadre des résolvantes fortement felleriennes en dualité @

THEOREME 7. Si JKO est une partie compacte accessible de Y , et si €, est >0,
i1l existe un compact K contenu dans JKO tel que : 1°) c(KO\K) < €,

2°) e(X) N &(K) = ¢ .

Soient €>0 , et L = {x€ Ko ;,QK (x) < 1-¢}. Le est un compact polaire,
et on peut trouver un ouvert w de Y av:c cw) <¢g , L€ S w . En utilisant le
corollaire 18, on voit qu'en diminuant. w , on peut supposer de plus que Ko‘\w est
accessible (considérer F = Rb‘\w , et w' =ZK‘\L€) . Notant toujours F = Ko~\w R
én peut trouver F' cw n:xo , compact tel que : (1) e(F') N e(F') = ¢ et (ii)
posant K, =F U F' , ¢Kl(x) > 1-€ sur F (et a fortiori sur F U F' puisque
e(F')N e(F") = ¢) ; en effet w N Ko est accessible et d'aprés le théoréme 6,

c(w N Ko) = éont(Q n Ko) = sup {cont(F') ; F'cwn Ko , F' vérifie (i)}

On construit ainsi un compact accessible K, < Ko avec ¢

1 Kl

et c(K‘~Kl)'< €/2 . Itérant le procédé, on obtient une suite décroissante de

< l-eo/z sur Kl
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. ° -(n+l)
compacts accessibles, et des g_ > 0 tels que 1°) c(K -K ) <¢ .2 (n>0),
n n  n+l o
2°) C(Kn) > c(Kp) - €, pour n >p=21 et

3°) Pour tout L c Kp : c(L) = c(Kp) - E:p = <I>L> 1-27"P  sur Kp

Le compact XK =0 K vérifie alors les propriétés de 1l'énoncé.
n

-8

Avec le théoréme 5, on en déduit 1le

COROLLAIRE 23. St K, est une partie compacte de Y et si €, est >0, 1l existe

une partie compacte K de K telle que cont(K ~K) <€, et e(K) ne() =+¢ .

IX. UNE APPLICATION DE LA METHODE DU THEOREME.

Terminons ce travail par un énoncé '"positif" qu'on peut obtenir 3 partir. des
constructions "absurdes'" utilisées pour &tablir le théoréme 6 en modifiant conve-

nablement les hypothéses.

THEOREME 8. Soit XK wun compact de Y tel que pour tout compact non vide L de K,
e(L) est non vide ; alors pour toute mesure réguliére W sur K et tout
8§ >0, 21 existe un compact X cK , muni d'un ordre total (<) compatible
avec sa topologie, et un € > 0 tels que (1°) u(x) = UGK)S— § .

A

2°) Pour tout x € X , on a en notant Sx: lyex,y >z}, Rpx(x) < (l-e)po(x).
o

Il suffit de reprendre les raisonnements du VIII conduisant & 1'énoncé (H:';) .

en remplagant la fonctionnelle ¢ par Y : IIJA(x) = -.I-)——z;) ﬁg (x). . On peut
(o] [o]

d'ailleurs étendre cet énoncé 3 un cadre plus général, la résolvante duale

{V)\})\ >0 dévenant inutile.

On notera que le théoréme s'applique 3 tout compact XK de Rd+1 pour la

-

théorie associée d 1'équation de la chaleur ; il s'applique aussi i tout compact

de R pour le noyau G :

j lx-y]™*  y<x
G(x,y) = l (0<B<Ka<i)

-8
jx-yl y 2 X
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n
A S

ADDENDUM. Vérification du caractére s.c.i. des applications (x,y) —>R Y(x) :
y

A) 1l est classique que si K estun compact de X, (x,y) ——>Rg (x)

y
est s.c.i. sur Y xY ; eneffet si gy désigne la fonction de Green d'indice A

(associée a Vv, et VA):

RY (x)= sup (AV, (R> ),x?> =sup\ R~ (z) xg, (x,2z) d&(z).
Gy A>0 A Gy X S Gy A

Comme gy est s.c.i. sur ExE, il suffit de vérifier le caractere s.c.i. de

y —>RG (z) a =z fixé ; cette propriété découle de la formule de dualité

y
“K BK
RG (Z) = Ra (Y)-
y Z

B) L'opération A —»R‘é (x) monte sur les suites croissantes d'ensembles ;

y n
A S
on en déduit, pour Yor¥g fixés, et pour a < R yO(xo), (m>0 donné) un compact
Yo
n £ K >
Kc s telque RGy (xo) a.
o .

11 est clair que pour yE€X assez voisin de Yor ©ON aencore Kc S;’ 5

par ailleurs lA?Ié (x) ests.c.i.en (x,y), onen déduit qu'au voisinage de
y Sn
(xo,yo) on a RGy(x) a.
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OBSERVATIONS SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS

ET LA DIMENSION COMBINATOIRE DE BLEI

Patrice ASSOUAD

INTRODUCTION,

Soit & un ensemble de parties d'un ensemble X ; pour chaque AcX, on
note An& 1'ensemble des parties de A de la forme ANS avec S€F ; pour
chaque re€N, on pose Ay(r) = Sup{|An&| | IAl=r}. On dit que & est une
classe de Vapnik-Cervonenkis Si la fonction r — Aéy(r) est majorée par un poly-
ndme. Plus précisément nous appellerons densité de & (et nous noterons dens(¥))
la borne inférieure des nombres réels s >0 pour 1esque]s la quantité
Sup ros Aép(r) est finie. Je me propose d'indiquer, en donnant une démonstration
g;;g%e du théoréme central limite de Dudley ([4] Theoréme 7.1), 1'utilité de ces
classes en calcul des probabilités. Ma démonstration utilise uniquement 1'inéga-
1ité de Khintchine, ce qui ne surprendra pas quiconque est familier avec le TCL
dans les espaces de Banach (ces notes &taient écrites pour 1'essentiel lorsque
J'ai eu 1'occasion d'entendre un exposé de G. Pisier développant des idées analo-
gues) ; cette démonstration permet de plus, @ 1'encontre de celle de [4], d'établir
au passage un résultat de Statistique (1'éva1uation d'un certain risque minimax).

Je signalerai par ailleurs les liens qui existent entre la densité introduite

ci-dessus et la dimension combinatoire de Blei.

Ces notes se divisent en deux parties :
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I) Le théondme central Limite de Dudley et ses applications en statistique :

Soient ¢, et o des nombres réels positifs, et soit & une classe de
parties d'un ensemble X vérifiant |AN I < Cq IAI% quel que soit A fini
inclus dans X. On fixe B>a et s>B (s>1). Par-ailleurs on notera Pn(x)

. s X 1 .~ .
la loi discrete ﬁ(dxl+.u+éxn) et Fis+eesly les n premiéres fonctions de
Rademacher ou, si on préfére, des v.a. de Bernouilli symétriques indépendantes
et de module 1. Pour chaque mesure yu sur la tribu engendrée par %, on pose
IIU“(/) = Sup |u(S)I.
) Se¥

Je me propose d'évaluer, sous ces hypothéses, les quantités

1 D 2s ,.11/2s
A (¥ ,x) = = (Z r,t) ¢ dt
) RERY (j[o’n LARRRCEN R

(jxn I/ (P (x)-PIZS Pk, PLdx) /28,

B.(F,P)

puis de montrer que ces évaluations conduisentlau théoréme central limite de
Dudley et permettent de majorer un certain risque minimax. Pour présenter les
calculs sans étre importuné par des questions de mesurabilité (qui interviennent
dés la définition de An(éV,x) et de Bn(éW,P)), je supposerai d'abord que ¥
est une classe dénombrable ; puis je montrerai ensuite comment la démonstration
s'étend & des cas plus généraux. Voicf donc quel sera le plan de cette premiére
partie :

§ 1. Rappels.

§ 2. Evaluation de An(é?,x) pour une classe dénombrable.

§ 3. Evaluation de Bn(éW,P) pour une classe dénombrable.

§ 4. Risque minimax et critére de compacité.

§ 5. Passage d des classes non dénombrables et autres extensions.
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IT) Densité ot dimensfon comb.inatoine :

Soit & une classe de parties .d'un ensemble X ; pour chaque AcX,
notons ZArléf 1'ensemble des parties de A qui appartiennent & & ; pour
chaque re N, on pose &% (r) = Sup{lZAiw.Vﬂ | 1Al = r} . Suivant Blei [1],
on appelle dimension combinatoire de & (et nous noterons dc(&)) la borne
inférieure des nombres réels s > 0 pour lesquels la quantité Sup poS GJT(r)
est finie. L'étude de la dimension combinatoire est motivée parr;§¥%e des ensem-
bles de Sidon dans le groupe 2X (muni de la loi A,B = A AB et de la
topologie produit).

Nous indiquons ses liens avec les classes de Vapnik-Cervonenkis dans une
seconde partie dont voici le plan :

§ 1. Une extension du Lemme de Sauer.

§ 2. Dimension combinatoire et densité.

§ 3. Quelques exemples explicites.
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1) LE THEOREME CENTRAL LIMITE DE DUDLEY ET SES APPLICATIONS
EN STATISTIQUE.

§ 1. Rappels.
(1.1)  Pour tout entier N > 0 et toutes v.a. positives Zl""’ZN’ on a

N
Sup Z. <
Isup 2, <

N

1/2s
N Sup [|Z;lt, . -
i=1 128

(1.2) Notons o& 1la tribu engendrée par & ; pour toute loi P sur (X,04),
on note d, 1'écart S, S' = P(S A'S'). Pour chaque ¢€]0,1] , on note
NE(éV,dP) le nombre maximal de points de 1'espace (,QZdP) a distances mutuel-.
les >¢ . 0On a alors : NE(&V,dP)_g ¢, e B (ol c, ne dépend que de Cyo
a et B ; Dudley [4] p. 922).
(1.3) En d'autres termes, NE(.ggdP) est la cardinalité maximale d'un e-réseau
dans 1'espace (éV,dP). Comme on utilisera des suites de réseaux, quelques nota-
tions seront commodes :

(a) soit F une partie d'un groupe commutatif G (noté additivement) ;
soit 1 une application de G dans [0,+o[ symétrique et nulle en O.
Soit € > 0 ; une partie H de F vérifiant t(h-h') > ¢ pour tout h,
h'*€H (h #h') est dite e-discernable dans (F,T) ; une partie e-discernable
maximale est appelée un e-rdseau de (F,t) ;

(b) on suppose maintenant que F est finie et contient 0 ; on pose
§ = S?p T(f-f') et Hy = {0} (qui est donc un &-réseau). Puis on choisit
indzézisgment, pour chaque Jj€EN

- un & 27(3+1) réseau Hj+1 contenant Hj ,

- une application s de Hj+l_ dans Hj vérifiant T(h-ﬂjh)_id 27

quel que soit tmEHj+1 (on choisit njh = h dés que c'est possible),

- et onpose Fy = {h-mh |}1€Hj+1} ;
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nous dirons alors que la suite (Fj)jenv est une graduation de F par =

(comme F est fini, on a Fj = {0} a partir d'un certain rang) ;
(¢) la suite (FJ.)J.elN vérifie alors :

- pour chaque je N, on a IFj| 5_|Hj+1l et T(fj) < 6§ 279 quel que
it f.€F.,
soit JGFJ e
- tout élément f de F s'écrit I f

. J=0

De (1.1) et (1.3), on déduit le lemme suivant :

. f.€F. j € N.
j avec 5€F;5 pour tout JE€

25(

LEMME 1.4. Soit F une partie dénombrable de L™7(Q,0.,P), contenant 0 et de

diamétre & . Pour chaque j€ N, on note Nj la cardinalité maximale d'un

827 3-reseau dans (Fs |l 1l5¢)- On a alors :
+ oo .
- 1/2s
lIsup [Z[lg <6 = 270 (Ng, )7/°
ZeF ST 3=0 g+l

Demonstration. 11 suffit de démontrer le résultat uniformément pour toute partie

finie F' de F. Soit donc F' une partie finie de F, contenant 0, et soit

8' son diamétre (ona &' < §) ; soit (F une graduation de F' par

3en
Il ”¢ (voir 1.3). Les remarques (1.3.c) et (1.1) impliquent alors :

+ oo
lisup 1Z}1l, < = [l_sup [Z]]]
ZeF' 2s  j=0  ZeF, 2s
+ oo .
- 1/2s
<8 z 2 J(N. ) . o
j=0 j+1
(1.5) Rappelons enfin 1'inégalité de Khintchine, dont nous aurons & nous servir :
n . n
on a L a;r. < S L oa;r.
12 airilly < B 1T sl
quels que soient 1'entier n > 1 et les nombres réels LI ERREPL (rl,...,rn

désignant, comme dans 1'introduction, des v.a. de Bernouilli symétriques indépen-

dantes et de module 1).
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§ 2. Evaluation de An(.VZx) pour une classe dénombrable.

On se propose d'évaluer An(JV,x) en fonction de p, = HPn(x)jup
(2.1) Dans la définition de An(&W,x) (voir 1'introduction),¥ n'intervient
que par sa trace sur {xl,...,xn}. Quitte a remplacer & par {xl,...,xn}r\5V s
on peut supposer que & est fini (cela ne change, ni Cqs ni o, ni pn).
Par ailleurs, quitte a 1'ajouter a &, on va supposer que @ appartient a &

(cela ne change ni «, ni P, et peut remplacer simplement Cy par ¢, = c1+-1.
g ri(t)ls(xi)
i=1 /n

L'inégalité de Khintchine (voir 1.5) nous donne, pour tous S, S'€ & :

2.2) Notons F 1'ensembie des v.a. Z.(t) = (pour S €%).
S

12 - Zgll ¢ < v2s 12 - Zgill, = v2s /P (x)(SAST).

On en déduit que le diamétre & de F dans LZS([O,I],dt) est 5'/4spn et

que de plus la cardinalité maximale Nj d'un 827 9-réseau dans (Foll llog) est
2 »=23 -
< C2(6'2§ J) ; (utilisant 1.2). En utilisant 1.4, on trouve :
+ .
- 1/2s
Sup |Z <& % 279(N..)
I, 12611, <o 2 230,y
1-8 B 1o -j(1-B)
</ s (/) p2 S
J=0

La série du second membre étant convergente (car s > B), on a donc montré :

PROPOSITION 2.3. IT1 existe un nombre c3 (ne dépendant que de Ci» 05 B et s)

a8

tel qu'on ait A (&,x) < c3ﬂan(x)”q,) quels que soient n et x.

§ 3. Evaluation de Bn(Jﬁ,P) pour une classe dénombrable.

On se propose d'évaluer B (,P) en fonction de p = HP]lg,.
Pour chaque entier m, chaque application mesurable F : ™ > R et chaque ¢>0,
m) P(dxl)...P(dxm) et
P(dxl)...P(dxm).

on écrira EP(F(.)) pour Jxm F(xl, cees X
Pp(F(.) > ¢) pour Jxm lF(xl""’xnﬂ e

(3.1) On pose, pour chaque Xx€ X
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1
Ph(x) = =(& +...+46, ). On a donc :
n S| X2n

(B,(7.P)% = Ep (I/(PA(.) - PIZD)

(¢
.

< Ep (I/A(PL(.) - P;;(.))H;f) (inégalité de Jensen)
n
on a donc (B (JW,P))ZS §_I Hj% T or.(t) (8, - H(, P(dxq)...P(dx, )
" X" vh =l ] K K n

quel que soit te[0,1] (par symétrie). On intégre alors le second membre en t
puis on échange les intégrations. . Par inégalité triangulaire, on trouve donc :

B,(#3P) < 2(Ep (NS, Y%

Une application directe de 2.3 donne alors Bn(SW,P) 5_2c3 (ce-qui suffirait &

évaluer le risque minimax Rn, voir § 4 ci-dessous).

(3.2) Pour faire intervenir p = ||P||, , on écrit

A (P,x) <A (F,x) 1 A (&ix) 1
n( %) <A (LX) iyl <op ¥ Pl FX) Hip ()bl o
(idée qui m'a été indiquée par J. Bretagnoile).

est majorée (en appliquant 2.3)

- 2s,
L'espérance de An (&5.) 1“P () l! <2p

par (c3)2$ (2p)5'8 . Quant & 1'espérance de Aﬁs(éﬂ,.)’lnp (.)-P|l,,>p on la
’ n‘’ S
2C, g
majore par [IEP(A:‘IS(&”,-)) Py (IIP, () -Plly>p)]1/2 et donc par (C3)23 (—73_)
p vn

(en utilisant 1'@valuation de Bn(éf,P) obtenue en 3.1 et 1'inéga11té de Tchebycheff).

On a donc montré :

PROPOSITION 3.3. I1 existe deux nombres C3 et Cy (ne dépendant que de Cys Os

B et s) tels qu'on ait, quel que soit n > 1,
(a) B < 24

) -
et (b) B,(#,P) < 2¢4([Pll,) S+ cqllpll, A2
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§ 4. Risque minimax et compacité en loi.

(4.1)  On considére une partie 0 de Op = {Tois de probabilité sur (X,04)}
munie de la fonction de perte P, Q — HP—QIff ; le risque minimax correspondant

est alors la quantité :

= 3 5 _ ples
R (0) = }?f Sgp J HPn(xl,...,xn) PI&W P(dx;)...P(dx )

n
ol la borne supérieure est prise sur tous les éléments P de 0O et la borne

inférieure sur tous les estimateurs Pn’ c'est-a-dire toutes les applications

-

n

XsevesXy => Pn(xl"°"xn) de X' dans © telles que
A 2s . RN

XpseeesX —>|[Pn(x1,...,xn) - P!EP soit P~ mesurable pour tout Pe€o .

La Toi empirique Pn DX = Pn(x) est évidemment un estimateur lorsque O = Op

(je rappelle que & est dénombrable). L'inégalité (3.3.a) implique donc :

PROPOSITION 4.2. I1 existe un nombre Cg (ne dépendant que de Cqs Qs B et s)

tel qu'on ait

Supn"> R (6. ) < cp.
n>1 N\ @ 5

(4.3) On peut tirer parti de 1'inégalité (3.3.b) en prenant
0co, = {PE:OSPI HPIEV < p}. Afin d'éviter toute queétion de mesurabilité, on
va supposer que © est dénombrable. On projette alors, comme cela est classique
(je Te crois), 1a loi empirique Pn(x) sur 0
si Qo’ Ql""’ Qj"" est une énumération des éléments de © , on fixe

n>0 et on note T(Xl,...,Xn) le premier indice j tel que
17 (x) =l < inf [Py ) - Pl +

et on pose ﬁn(xl,...,xn) = (Q On a donc, quel que soit Peo ,

‘ T(xl,...gxn)'
1Py(x) = Plly < 1P, (x) = Pllgs + [P (x) = B (x) ]y < 2IP, (x) - Pllp n .

Comme n peut &tre pris arbitrairement petit, 1'inégalité (3.3b) implique donc :

PROPOSITION 4.4, 11 existe un nombre Cq (ne dépendant que de Cys O B et s)

tel qu'on ait Tim sup n~S Rn(o)_g Co ps's » quel que soit O dénombrable, inclus
N—>+oco
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dans @p = {PE@L(/‘ ”P”g}f_ p}

Enfin 1'inégalité (3.3.b) fournit le critére de compacité qui est 1'étape
essentielle ([4] p. 903) pour établir le théoréme central Timite de Dudley

(théoréme central limite pour vn (Pn-P) considéré comme fonction de S€ &) :

PROPOSITION 4.5. Soit P € Ogp . Pour chaque € > 0, il existe alors & > 0 tel
que, pour tout n assez grand, on ait P, dl/ﬁ(Pn(.)— P)Hép(é) >e) <
(o0 &(8) est la classe de Vapnik {S A S'| S, S'e€ &, P(SAS') < 6}).

Demons tration. On pose o' = dens(J (1)) et on choisit s'>B'>a'. On a donc
=<€1+1/25'

- -2s' 2s' .
Py ql/n(Pn(‘)'P)lLQKG) >eg) <€ B,(L(8), P) ; soit n ; on
évalue Bn(éW(G), P) par (3.3.b), on choisit & de facon que le premier terme
soit <<g ; lorsque n est assez grand, le second terme est aussi < g, et on a

donc P, ql/ﬁ(Pn(.)-P)Hép(é) >¢g) <e, cequi établit la Proposition. o

§ 5. Extensions possibles.

(5.1) La remarque (1.1) s'@tend, et cela est srement bien connu, aux fonctions
de Young surmultiplicatives :

- une fonction de Young est une application ¢ de [0,+ew[ dans [0,+oof
convexe, nulle en 0 et non identiquement nulle ; pour toute v.a. réelle Z
sur (Q,Q.,P), on pose ||Z[b = inf{b [Ew(l%l)_g 1} (qui peut étre infini) ;
comme on sait, L®(p,a,P) = {Z| |1Z|}, < +=} est 1'espace d'Orlicz attaché & o ;
sur cet espace || “w est une semi-norme ;

- une fonction de Young o est dite surmultiplicative dans [m, +eoof
si elle vérifie o(uv) > @(u) @(v) pour tout u, VE [m,+oof
(exemples : - les fonctions puissances sont surmultiplicatives dans [0,+oof

- la fonction x —» ex2-1 est surmultiplicative dans [V2,+o[

a
- plus généralement la fonction x — e* -1 (>0) est surmultiplicative

[2/a

dans s too[).



- 101 -

LEMME 5.1.1. Soit ¢ wune fonction de Young surmultiplicative dans [m,+ow[;

on a alors w(g).s o(m) + (pour tout x >0 et tout a > m).

X
w(a)

Démons thation. Si < m, cela provient de ce que ¢ est croissante ; sinon,

QUi

cela provient de ce que «¢ est surmultiplicative dans [m,+w[. o

LEMME 5.1.2. Soit ¢ wune fonction de Young surmultiplicative dans [m,+e[ ;

1

on pose o (x) = inf{a > Ofp(a) > x}.

On a alors, pour tout entier N> 0 et toutes v.a. positives Zl""’ZN
”sN Z. || +1 ro TN sN Z,1l
. < . .
ig? illy (o(m) +1) (m+@ “(N)) ig? illy

Démons tration. Quitte & diviser lTes deux membres par une constante, on va supposer

Sﬁp E @(Zi)-i 1 on pose a = mi-m;l(N), b = a(p(m)+1) et Z==Sﬁp Zi' On a alors
i=1 i=1
N
£ o(f)<f £ ol) <frotmG <Flom +§ Ee(m)1<flolm] ESw w(z;)))
1=
<glo(m)+1) = 1. o

(5.2) Le calcul d'entropie rappelé en 1.2 peut s'étendre assez largement, en
remplagant les Tois P sur (X,04) par d'autres fonctions d'ensemble, et en
remplagant méme la famille S, S' = S A S' par d'autres familles. Nous aurons

besoin de quelques définitions.

(5.2.1) Soient a, r€]0,+=[ et (L, || l]L) un treillis normé (en anglais "Banach
lattice"”). On dira que L a la propriété (Ca,r) si on a Hx+y1{lz“xl{-+a”y”[
pour tous x, yfelf' (on appelle L* e cone des &léments >0 de L). A titre
d'exemple, tout espace LP (p€ll,+=[) vérifie la propriétée (Cl,p)‘ Cela nous
permettra de remplacer la loi P par la fonction d'ensemble S.—> Hu(S)HL, ol
est une mesure additive sur (X,0&%) & valeurs dans L* (le treillis normé

(L, [l ll)) ayant 1a propriéte (Ca,r))'

(5.2.2) Soient I un ensemble d'indices et & un ensemble de parties finies de I

(Tes notions qui suivent seront relatives a (I,#)). Soit & = (S].)].€I une famille
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de parties de X ; on dit que & est de multiplicité (cqy,n) si on a
Sup{|d| |veg, AnS; # @ pour tout jed} g,cllAlu quel que soit AcX.
On appelle multiplicité de & 1la borne inférieure des nombres réels o tels

que & soit de multipliciteé (cl,a) pour un certain Cq

(5.2.3) A titre d'exemple, soit & une classe de parties de X ; soient
1=(5,5'¢#| S#s'} et §=1{1naljocy, o fini} onnote alors I,

la famille (S AS') ; la multiplicité de la famille & est alors égale

(S,S')el A

a 2 dens(¥).

‘ PROPOSITION 5.2.4. Soient I un ensemble et & un ensemble de parties finies
de I.Soit &= (S;);; une famille de parties de X de multiplicite (cj,c)
(relativement & (I,#)). Soit (L,]| HL) un treillis normé vérifiant la

propriété (C. ) et soit p une mesure additive sur (X,o0&) a valeurs dans

a,r
LY et verifiant flu(x)|| | = 1. Fixons B >a . Il existe alors ¢, (ne dépen-
dant que de Cis G5 35 Ty B) tel que, quel que soit e€]0,1], on ait :

Sup{]d] |Je#, ”“(Sj)”L > e pour tout jed} <, e Br,

Démonstration. Fixons e€ 10,11 ; nous démontrerons le résultat pour ae’ <r

(naturellement, quitte a modifier Cos cela entrainera le résultat pour ag’ > r.

Soit Jeg tel que HU(Sj)lliﬁ pour tout je€dJ. Nous devons majorer N = [J].

(a) Observons que cela ne dépend que de la restriction de u a la tribu
engendrée par (Sj)jed ; comme cette tribu est finie, on peut trouver une famille
finie M d'éléments positifs du dual de L telle que

Hu(S)HL = Sup y_(S) pour.tout Se€RB
meM

(um désignant la mesure S = < p(S),m >) ; de plus chaque . est o-additivé

sur 8 . On a d'autre part, pour tout jed,
r RVINTI ol r _ r
IS OIF < OOl - a lu(s Il < 1-a &

(b) Soit n un entier > 1 & déterminer plus tard. Pour tout TE€ (:16)Qn
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on pose p(T) = Sup !

B...B U (T). Observons que 1 est sous-additive
m m €M _
1%n

1
™ n
et qu'onva B{(xp>eeax )| ¥V kE{L,.000n), x €5 = Hu(S)HE quel que soit SE€RB.

On a donc :
i]{(xl,...,xn)l 3jed, ¥V ke{l,...,n}, xkgsj}

< 3 fhuxssy) I < N(1-ae)™" < N exp(-n n)
Jed

r
(en posant n = 9%—).

(c) On choisit 1'entier n de sorte que % Log N < n < 1+-% Log N.
En particulier on a N exp(-nn) < 1. 11 existe donc A = {xl,...,xn} (les X3
n'étant pas forcément distincts) avec Ar)Sj # 0 pour tout je€d. On a donc
1.l 1 : |
N<c A% <epn® < cy(1+5 Log N)® < 2%, Sup(1,(Z Log N)%). On fixe t, > 1

tel que t > to implique ta/B.g t(Log t)'a. I1 y a alors deux possibilités :

- ou bien N est j_tl = Sup(to,ZQCl) et on a donc N <t n'B (car
on a supposé ac’ < r, c'est-a-dire n < 1).
- ou bien N est > t1 ; on a alors :

Na/egN (Log N)™® < 2% cq n"®, ce qui implique N<2° cg/u n-B‘

r
Le résultat est donc démontré, puisqu'on a n = i%— . D

Appliqué & la famille 92 (voir 5.2.3) et & une mesure 1y = (ul,...,un)

a8 valeurs dans (Rn)+ (Rn étant muni de la norme euclidienne), on obtient :

COROLLAIRE 5.2.5. Soient & une partie de 2X verifiant |[Ans| < c;]A[* pour

tout AcX. Soient Hyseeeabp des mesures additives positives sur (X,0%)
n . n

vérifiant ¢ ui(X)2 = 1 ; on note du 1'écart S,S' = (& ui(SzﬁS')Z)l/z.
i=1 i=1

Pour chaque € 10,11, on note Ne(ép’dp) le nombre maximal de points de 1'espace

( 5ﬁdu) d distances mutuelles > e. Fixons B > a. On a alors Ne(é?,du) 2 ¢ 8-28

(od ¢, ne dépend que de c;, o et B).



- 104 -

(5.3) Le lemme 1.4 a un analogue dans Lm, quelle que soit 1a fonction de
Young ¢ surmultiplicative sur [m,+e[. Sa démonstration étant semblable &

celle de 1.4, nous nous contentons de 1'énoncer :

LEMME 5.3.1. Soit ¢ une fonction de Young surmultiplicative sur [m,+e [
Soit F une partie dénombrable de L?(Q,a,P) contenant 0 et de diamétre &.
Pour chaque j€ N, on note Nj la cardinalité maximale d'un &2 9-réseau dans

(F, || |k3. On a alors :

+ oo s -1
$279m+ @ (N

Isup 12| 1], < s(o(m+1)
ZeF J=0

j+1))'
(5.4) Quant aux inégalités de Khintchine (1.5), on sait qu'elles impliquent

(et & une constante prés sont équivalentes &) 1'inégalité :

n n

”151 airilb .ﬁ 2 Ve ”iil airiﬂ )
2

ol ¢ est la fonction x = e* -1.

2
(5.5) Soit o(x) = eX -1 et sofent Myseeesly des mesures additives sur

(X,0%#). Pour tout S, S'€ &, on note 3; 1'écart

n
S,S' = ||u(S) - u(S')[[L = (.21 (pi(S)-ui(S'))z)l/z. On se propose d'évaluer
1=
Kn(u) = Inf{b IJ m(% Sup | g r:(t) u;(S)}dt) < 1} (ot Pys...sr, sont
0,11 ° ses i=1 ! n

des fonctions de Rademacher et &% est dénombrable).

n
(5.5.1) On pose N(e) = Ne(ép,du). On procéde comme en (2.2). Notons F 1'ensem-
n
ble des v.a. Zs(t) = 'Zl ri(t) “1(5) (pour S€ &#). L'inégalité de Khintchine
1=
(voir 5.4) donne, pour tous S, S'€ ¥ :

"
125 - Zg. 1l )< 276 l1Zg - Zgull, = 26 d (5,5").
n
Onpose p= Sup £ u.(5)°. Le diametre § de F dans L®( (0,11, dt) est donc

Se¥ i=1
< 4 /ep . On utilise alors 5.3.1 (rappelons que, pour la fonction «, on a

m=v2, donc o(m) + 1 < 8) :
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+ oo . —7
lisup|Zglll, <86 = 2’3(/?+JLog(1+N(62 (3+1)yy )
Sey j=0
(%) < 88[2v2+ 2 /log 2+ z 2‘]\/LogN -0+,
On va maintenant faire des hypothéses sur & et sur u.
n
(5.5.2) Les mesures My sont positives et vérifient I ui(X)2 =1 etona
i=1
Y]
IAng| < cllAloz pour tout AcX ; on fixe 8 >a. Onaalors d <d (c'est-

a-dire ||u(S) - u(S'NlL.sllu(S A S'NIL) et cela implique (en utilisant 5.2.5)

que N(e) < <, 5'28 (ol c, ne dépend que de Ci» @ et B). On en déduit :

PROPOSITION 5.5.3. Soient & une partie de 2% verifiant |An & 5,c1|A|a pour

tout AcX. Soient Hyseensllp des mesures additives positives sur (X,0 &)

n
vérifiant I ui(X)2 = 1. I1 existe alors deux nombres c3 et Cq (ne dépendant

_ i=1
que de ¢y et a) tels que :

" n - 1
An(U) = | “Z TiHy ”yllwi s /p o+ Cy /b Log (5)’
oll on a posé p = Sup z My (8)2.
Se& i=1

(5.5.4) En général la convergence du second membre de (*) équivaut a la conver-
gebce (en 0) de T'intégrale J vLog N(e) de ; pour étre bref, nous dirons qu'un
espace (¥, H ) vérifiant cette condition a un exposant d'entropie < 2 . Sans

énoncer de résultat, indiquons les faits suivants :

(a) on retrouve par ce calcul le fait bien connu qu'une classe & de
parties de X est une classe de Vapnik dés que (SV,dP) est d'exposant d'entropie
< 27 pour toute loi P 3

(b) on peut évidemment remplacer en (5.5.1) la classe & de parties de X
par une classe (dénombrable) & de fonctions sur X & valeurs réelles ; les
calculs restent inchangés dés qu'on dispose de 1a condition d'entropie convenable ;

(c) on peut méme envisager de remplacer & par une classe (dénombrable)

de fonctions sur X a valeurs dans un espace de Banach (E, || ||) (les
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inégalités de Khintchine restant vraies dans tout espace de Banach) en prenant

4 (FF') = | Z v (us(F) = ()], en general et d (F,6') = (2 [ (F)-1s (F1)]12)2/2
pt e ivHy i 2 u? 1 1

W ™M3
oy

;
si (E.]| llg) est de type 2.

-

(5.5.5) En général, les calculs effectués au paragraphe 2, reposant sur 1'inégalité
de Khintchine seule, sont susceptibles de toutes les extensions qu‘on peut apporter
a cette inégalité :

(a) remplacement des v.a. de Bernouilli ry par des "chaos de Bernouilli"

2 2/k
r. (cela fait tomber 1'intégrabilité de eX -1 a e* -1 ; voir

r. ...
T %
partie II, § 2) ;
(b) remplacement des v.a. de Bernouilli par des caractéres formant un
ensemble de Sidon

(c) remplacement de & par une famille de fonctions & valeurs dans un

espace de Banach (voir ci-dessus).

(5.5.6) On peut noter en fait que 1'hypothése que la classe & (ou &) est
dénombrable est complétement inutile dans le paragraphe 2. En effet la loi de
(rl,...,rn) est discréte et on peut donc toujours, sans changer la v.a.

n
Sup | ri(.) ui(S)I, remplacer & par une sous-classe dénombrable.
Se¥ i=1

(5.6) Les questions de mesurabilité interviennent évidemment aux paragraphes 3

et 4 : la condition (nécessaire et suffisante) pour pouvoir effectuer les calculs
. . - . ) Bn s s
indiqués est que [P - Polly et IP,-Plly soient P~ -mesurables (on peut ici

aussi remplacer & par une classe & de fonctions sur X).
(5.6.1) Lorsque & (ou &) est dénombrable, 1a mesurabilité est donc automatique.

(5.6.2) Si on veut considérer des classes & (ou 37) non dénombrables, on sait
(voir Dudley [5] th. 10.3.2) qu'une condition suffisante pour que Py - PAng

et []Pn— Pllz soient universellement mesurables est que F soit "image admissible
Suslin" 5 on renvoie & [5] pour cette notion (signalons que 1'argument de [5],

donné pour une classe & de fornctions d valeurs réelles, s'étend surement aux
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classes de fonctions & valeurs dans un espace de Banach séparable).

(5.7) Pour certaines classes . , on peut montrer qu'il existe une sous-classe
dénombrable & telle que tout élément de & soit limite simple d'une suite
d'éléments de & (c'est le cas par exemple pour la classe ¢ des demi espaces

. d
affines ouverts de R") ; dans ce cas on a ||P_- Prllgy = 1IP, - PAng et

”Pn"PIkﬂz P, - PH37 et on se raméne & (5.6.1).

(5.8) Les propositions 4.2 et 4.5 s'étendent donc aussi & des classes & non
dénombrables, mais on doit alors remplacer 04 par 1'ensemble des lois P
telles que [P - Pﬁ”gﬂ et ||P -Plly soient PP"-mesurables pour tout n
(ensemble qui peut d'ailleurs é&tre égal a Og » voir (5.6.2)).

Elles s'étendent aussi 3 des classes de fonctions.
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11) DENSITE ET DIMENSION COMBINATOIRE

§ 1. Une extension du lemme de Sauer.

Notons {0,...,k}"

1'ensemble des applications de X dans {0,...,k}
% L1, e akd) [ <.

Soit F une partie de {O,..;,k}x. Si A est une partie de X, onnote AN&

et wk(X,n) 1'ensemble des &léments f de {0,...,k tels que |f
1'ensemble des restrictions & A des éléments de & ; siona |An F| > ZlAl,
on dit que A est pulvérisé par & . On note Dens(ZF) 1la borne supérieure des
cardinaux des parties pulvérisés par & .
PROPOSITION. Soit & une partie de {0,...,k}X avec Dens(&) < n.

Si X est fini, il existe alors une injection ¢ de & dans wk(X,n) avec:

o(f) < f pour tout feF.

Démonsthation. On fait une récurrence sur |X|. Si |X| = 0, le résultat est

trivial. Soit maintenant |[X| = r (et supposons le résultat démontré pour
[X| = r-1) 5 soient seX et Y =X~{s}; on note alors &, 1'ensemble des
éléments de Y n& qui sont restriction‘d'au moins deux éléments de F et
on pose 371 =Yn%.O0na Dens( Qq) <n et Dens(gfz)_g n-1 ; i1 existe donc
une injection @, de 371 dans wk(Y,n) avec @l(f)_g f pour tout f € gﬁ
et une injection ©, de ;@é dans wk(Y,ﬁ—l) avec mz(f)_g f pour tout f €47é .
Soit feF ; posons 9y = wl(f,y) et g, = wz(f'Y) ; on définit alors g=¢(f)
de la fagon suivante :

- si f‘Ye 92. et f(s) # 0, on prend g(y) = gz(y) pour- yeyY et
g(s) = f(s) s

- sinon, on prend g(y) = gl(y) pour yeEY et g(s) =0,

I1 est clair que ¢ répond & la question. o
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COROLLAIRE. Soit & une partie de {O,...,k}X avec Dens(#) <n et soit AcX.

n .
Onaalors |[An F| <t (‘?‘) k3. En particulier |A nF| est majoré par une

fonction polynomiale de |A| (de degré n).
. . LR V.Y R
Démons tration. lmk(A,n)[ = I ] kY. a
j=0
Pour k = 1, on retrouve le lemme de Vapnik-Cervonenkis-Sauer [9],[10].

§ 2. Dimension combinatoire et densité.

L'inégalité de Khintchine pour les "chaos de Bernouilli" se formule de la
facon suivante :

soit (ri)iem une famille de v.a. de Bernouilli symétriques indépendantes,
pour chagque g partie finie de N, on pose r_, = 11 r; (fonctions de Walsh-Paley,

ou caractéres du groupe compact ZN ).

Soit B — ag une application de (? ) dans R (autrement dit
T agrg est une fonction sur 20 3 spectre porté par (% }). On a alors, quel
8| =k k/2
que soit p> 1, = ayrfl_<p'%| = a,r,ll,. Cela a amené Blei [1] &
étudier la notion suivante :
N

soit & une partie de (j ) (oG J est un entier fixé) ;

soit dc(&) 1la borne inférieure des nombres réels o tels qu'il existe ¢

avec
(*) 12 agrgll <cp /20 5 agngl
A peg © B°
(pour toute application g — a, de & dans R, et pour tout p>1) ;

B
il montre que dc(#) est 1a borne inférieure des nombres réels o tels qu'il

existe ¢ avec |{S€H ScA}| < c]A|® pour tout AcX ; i1 appelle ce nombre
de(&#) la dimension combinatoire de & .

Voici quelques observations que j'ai fait & ce sujet :
(a) On a toujours dc(&) < dens(&’).

(b) Soit J/’c:(k\;) avec dens(/2) > j-1, on a alors dc(%) = dens(¥).
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(c) de(&) ne prend jamais de valeur dans 10,1(.

(d) Certains graphes extrémaux du probléme de Zarankiewicz (voir § 3 ci-dessous,
exemples (a) et (b)) fournissent explicitement des parties de (? ) de densité,

et donc, par (b), de dimension combinatoire, égale a % ou g .

(e) Blei ne construit pas d'exemple explicite dans (? ).

Par contre i1 construit (voir Blei, Korner [2]1), par une méthode de graphe probabi-
liste, donc non explicite, une partie & de (? ) de dimension combinatoire «,
pour chaque 0€]1,2[.

Voici une conséquence qui me semble intéressante :
PROPOSITION. Pour chaque s€[l,+e~[, il existe une classe & de densité s.

Demonstration. Si s est entier, c'est connu (prendre par exemple &% = (2 )) -

Sinon on peut écrire s=k+a avec k€N et a€]l,2[.

On considére une partie _S% de (g ) de dimension combinatoire o , donc

(grace & (b)) de densite o . Alors &= {Se( %) | snNe & et [S\N|=k}
‘est de densité k+a = s. o e
(f) Blei construit cependant des exemples explicites de parties de (? ) de
dimension combinatoire g (pour tout j, keN, 1 <k < j). Comme on n'a jamais
% > J-1, il n'y a pas de résultat de densité correspondant.

Pour la compréhension du paragraphe 3 ci-dessous, je précise qu'une partie
F de Nj peut toujours étre considérée comme une partie de (?) (en prenant
pour X 1la réunion disjointe de j copies de N) ou méme comme une partie de (? )
(en identifiant N et X).

Blei présente d'ailleurs la dimension combinatoire selement pour des parties
F de Nj » {(pour Jj =2, i1 est commode de considérer les parties de (? ) comme
des graphes et les parties de Nz comme des graphes bipartis).

Indiquons enfin le résultat suivant (d & Rudin [8], Pisier [7]) :

si on définit par (*), la dimension dc(A) d'un ensemble A de caractéres d'un
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groupe compact commutatif, on a alors :

A est un ensemble de Sidon si et seulement si dc(A) =1

§ 3. Quelques exemples explicites.

(a)  the partic de W de dimension combinatoive 3 (Kbvari, Sos, Turan [6])
1

pour tout corps fini F_, on note P_ = (Fq)2 et L 'ensemble des droites

q q
affines de Pq ; on identifie N i (z Pq) x(Z L

q

q) =P x L. On définit F
par (p,2)€F s'il existe q avec pEJ&ELq.
5
(b) Une partie de ]N2 de dimension combinatoire 3 (Brown [31)
pour p premier > 3, on note Vp= (Fp)3 et on choisit un élément o_ de Fp tel que :

P
a_ est un résidu quadratique non nul si p = 3 (mod 4),

p
ap n'est pas un résidu quadratique sinon ;
on identifie N a (& Vp) = V.
p
On définit F par (x,y)€F s'il existe p avec x, yeV,, le-yllz =0
(c) Une partie de N de dimension combinatoive % (Blei [1]) :

on identifie N & D= N,
On définit F par : (dl,...,dj)eff s'il existe (nl,...,nj)e nJ avec
d; = (nl,...,nk), d, = (nz,...,nk+1), ..... s dj = ("j’nl""’nk-l)’

Observations :

- Pour &tablir (c), Blei montre en fait que :

z *Lony X2,n, o <lixqllp ixplly oo flxs 1k
("1’"""j)€F 1,ny 72,n, %3, ns 1 E 2 3 E
- Je sais montrer, pour (a) (et-en général pour tout graphe sans K2 o T > 2)

qu'on a de méme :

ayer #a < <Xl I+l Ty lg)

- (a) et (b) sont les deux cas du probléme de Zarankiewicz actuellement résolus

(respectivement graphes sans K2 ? et graphes sans K3 3).
] ]
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SOLUTIONS AVEC ESTIMATIONS DE L'EQUATION DES ONDES

David BEKOLLE

Nous désignons par £ le complexifié ]Rn+1+il" du cdne sphérique T
de ]Rn+1
n+1 | 2 2
T o= Ay oy ysygree sy ) €ER T2y ¥y, =¥y= cee =y, >0, y >0}
L'opérateur des ondes 0O est défini sur € par :
2 2 22
DZ = 4aZ S, "3 T3 z—(zo,z1,zz,...,zn) ,
o ™M az2 azn

et H(Q) désigne 1! espace des fonctions holomorphes dans 2 .

Le résultat suivant est démontré dans le livre de F. Treves [7] :

THEOREME A. Quelle que soit la fonction g € H(2) , il existe une

fonction f € H() telle que Of=g .

Nous désignons par V la mesure de Lebesgue dans €& ; la classe de
Bergman AP(Q), 0<p =< +o, est définie par AP(Q) = H(Q) N LP(av) et 1a
classe de Bergman avec poids AP ’I‘(n) est définie par

AP T() = HQ) N LPB™(z,2) dV(z))

Le but de ce travail est de donner des solutions avec estimations de
1'équation Of=g, g€ AP , 0<p= +o . Dans un certain sens, ceci revient
a généraliser des théorémes bien connus, relatifs a 1'équation g—z f=g dansle

disque unité du plan complexe (cf. P.L.Duren [4]) ; en particulier, nous verrons

qu'en dimension supérieure, 1'analogue de 1'opérateur adZ est 1'opérateur O .
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Les estimations que nous obtenons pourraient 8tre comparées a celles
obtenues pour 1'opérateur 3 dans les domaines strictement pseudo-convexes
(cf. S.G. Krantz [6]) : suivant les valeurs de p , la solution f appartiendra
a une classe de Bergman, a la classe de Bloch ou a une classe de Lipschitz.

Le premier paragraphe est consacré au cas n=0: {I est alors le demi-
plan supérieur du plan complexe et O = ad-z- . Le schéma de la résolution de ce
cas élémentaire sera a nouveau utilisé en dimension supérieure. D'ailleurs, le
cas n=1, ou £ estle produit de deux demi-plans se déduit aisément du cas
n=0.

Au paragraphe deux, nous considérons le cas n =2 . Dans ce cas, §i
n'est plus un produit de demi-plans. Nous généraliserons, en utilisant des résultats
de [1], des théorémes bien connus pour n =0 (voir [3]). Plus précisément,
nous déterminerons des valeurs de p € ]1,+®[ pour lesquelles le projecteur de
Bergman de £ s'étend en un opérateur continu de 1P dans lui-méme et nous en
déduirons un théoreme de décomposition atomique des fonctions de AP ; hous
établirons également une caractérisation du dual de AP pour certaines valeurs de
p . Par ailleurs, la résolution de ce cas utilise une primitive de O définie dans
[1].

Enfin, au paragraphe trois, nous donnerons des indications pour le cas n= 3.

Nous adoptons la convention habituelle de désigner par la méme lettre "C"

des constantes qui peuvent &tre différentes d'une ligne a 1'autre.

1. LES CAS n=0 ET n=1.

Dans le cas n=0, § est le demi-plan supérieur n* du plan complexe,

+ . d
Q=0"={z= Xriy €C,y>0} et DZ:a-Z-

Nous rappelons la définition de la classe de Bloch de 0" . Une fonction

f € H(Ii") est dite fonction de Bloch si llfH* =  sup {{1'(2) |y} <+ ;
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la classe de Bloch Gi(II+) est l'espace-quotient des fonctions de Bloch par les
constantes.

Le théoreme suivant est démontré dans [3] :

THEOREME B. Munie de la norme induite par || I la classe de Bloch

EVA ?

(B(h+) est un espace de Banach qui coihcide avec le dual de A1(H+) .

Les solutions avec estimations de 1'équation d_(;- f=g, g€ Ap(l'{+) , sont

données par le théoreme suivant :

THEOREME. Quel que soit p € ]0,+[ , il existe un opérateur linéaire

Tp défini sur AP , Vvérifiant DTp = IdAp , et des constantes Cp telles que

s_igEAp, alors :

2p
1 pour 0<p<2, T g€A*Pm") et T gl 2p=c llgll  ;
P = 'p% 35 PP
A
+
2> pour p=2, Tyg € &) et [Tyely, = Cpllel , s
3° pour 2<p= o, Tpg est dans la classe de Lipschitz A1 2 et
T < C _|leli P
I pgllA1_g pllg AP
p
Nous rappelons la notation : || || =1 || et || || = |
PP pa= g et g n lllLq(}?,‘l’(z,z)clv(z))

Démonstration. Le noyau de Bergman B({,z) de % est donné par

B ,z) =C(L-2)"2 .

Nous supposons d'abord 0 <p < 2 . On démontre facilement que pour un

122
tel p, AP c A2’ 1+]3 et quel que soit g € Ap, ona :

2 2

-— 1=

a@) = ¢ | BP(,9e@B Plz,9av(2)
Lt

Dans ce cas, on prend pour Tp la primitive de d—i— qui s'annule a

1'infini ; plus précisément, comme
2

2 2_
p _ d p
BY(L,z) = dec B

(¢,2z) ,

on définit T, sur AP pap
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2 1 2

—_——— 1__

T gt) = ¢ { BP 2(,2)g@B Plz,2)av()
On conclut en utilisant le théoreme de décomposition atomique des fonctions

de AP('") , démontré dans [3] :

THEOREME C. Etant donnés p € |0,+~[ et 6 > max {-1,p-2} , il

existe dans I" une suite de points {Ci} telle que la classe de Bergman AP

se décompose de la facon suivante :

(a) si F € AP, il existe une suite de nombres complexes {X;} telle que

F s'écrit : 246
(1) Fl) = B2 =g » avec ;«lxil < cpllFHAp
B P (L.¢)

(b) Réciproguement, si Z \Ailp < 40, alors l'expression F donnée par (1)
i

définit une fonction de AP et-

IFIP < c za,P

Passons maintenant a la démonstration du théoreme pour p =2 . Quel

que soit g € A2 et quel que soit ¢ 20, ona :

gl¢) = € S B™® (@) B (z,2) av(2)

Mais si l'on considere la primitive T utilisée dans le cas précédent,

+€ —e
Telt = C, g B (£,28)B " (,2)av(2) ;

1
=+€
on ne sait pas lui donner un sens sur A parce que B (¢,z) B™¢ (z,z)

n'appartient pas a L2(d v(z)) .

‘ . 1 N N
Néanmoins, pour € ==, on donne un sens a la primitive T sur A2 en

2 b4

retranchant du noyau de Bergman B({,z) le noyau Bo( £,z) = B(i,z) qui vérifie

dC B (C z) =0, c'est-a-dire que 1'on prend

N]—

T - C g B(Z,2) - Bli,2z)] g(z) B “(z,2)dV(z)

28



- 117 -

T2 est alors la primitive qui s'annule en ¢ =i ; on al'égalité :

_ ¢
T,el) = { e@az
i

Enfin, lorsque 2 < p<=< +4, on conclut a nouveau en prenant

C
T, g€) = Si g(z) dz

Le théoréme est ainsi démontré.

Nous considérons ensuite le cas n=1 . 0 est alors le produit (II"')2

de deux demi-plans et 1'opérateur [ est défini par :
82

z  Jz oz
o 1

d

La résolution de ce cas se déduit facilement du cas n =0 et on obtient

un théoreme identique au précédent.

2. LE CAS n=2

£ est maintenant le complexifié IR3 +1iI’ du cbne

_ 3. -2
L= y,,yyyy) €ER” : y vy, -y,>0,y >0} ,

et I'opérateur U est défini sur £ par

2 2
g z=(z ,z.,2.)
1 c\,22 ? o’ 71’72
2

)
z=4bz oz
o}

O

Le noyau de Bergman B(%,z) de & est donné par

B(6,2) = C (-2 )€, -2, - (¢, - 7%

Nous allons distinguer trois cas : (i) 0<p < % ; (ii) —172- Sps3 ;

(iii) 3<p= 4.
1

(i) Nous supposons d'abord 0< p < = ; les solutions avec estimations

de I'équation Of=g , g€ AP sont données par le théoreme suivant :



- 118 -

THEOREME 1. Quel que soit p € ]O ,1—2- [ , il existe un opérateur

lindaire T , défini sur AP , vérifiant OT =1Id _ , etdes constantes C
— p’ ——3p P AP p
telles que si g € AP , alors Tpg € A3-p et
T < C
T el 3p. > HgllAp
A3P

La preuve du théoréme 1 utilise un théoreme de décomposition atomique
des fonctions de Ap(Q) , dont la démonstration due a R. Coifman et R. Rochberg
[3] s'appuie sur le fait qu'un noyau reproduisant de AP de la forme
p'+e (€,2) B¢ (z,z) , ¢ = 0, définit un opérateur continu de LP dans lui-méme,
1<p <+ . Mais, en vertu du lemme suivant démontré dans [2], ce fait ne

peut &tre vrai que pour 1<p<7.

LEMME 1. Quel que soit € = 0, le noyau pl+e (¢,2) B¢ (z,2)

appartient a LP si et seulement si p > %
On déduit facilement du lemme le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Le projecteur de Bergman P de Q ne s'étend pas en

un opérateur continu de LP dans lui-méme si 1< ps % ou 7=p <+

Ainsi, en vertu du lemme précédent, pour obtenir le théoreme de décompo-
sition atomique des fonctions de Ap(fz) , il suffit de déterminer les valeurs de
p € ]1,7[ pour lesquelles il existe un nombre ¢ positif tel que le noyau
pl+e (€,2) B™¢ (z,z) définit un opérateur continu de LP dans lui-méme ; en
particulier, en vertu du corollaire précédent, le probleme se pose de détermina
les valeurs de p € | % ,7l pour lesquelles le projecteur de Bergman P s'étend
en un opérateur continu de LP dans lui-méme. Une réponse partielle est donnée

par le théoreme suivant :

THEOREME D. Soient p et ¢ deux nombres réels positifs vérifiant

1'une ou 1'autre des hypotheses suivantes :

1 ! :
(I)1<p<4g_e>-2+m ;
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2 _1. 1_p
(11)1<p<2g3p 5<e<z-g -

Alors, la transformation linéaire T€ définie dans @ par

T €)= § IB(6a " 12 BT 2 avia

est un opérateur continu de LP dans lui-méme. En particulier, le projecteur

de Bergman P s'étend en un opérateur continu de LP dans lui-méme si

4
= <
3 p<4.

La démonstration de ce théoréme est donnée en appendice. On comparera
le théoréme D avec le fait que le projecteur de Szegd de § ne s'étend pas en un
opérateur continu de Lp(]R3 ) dans lui-m&me si p # 2 .

Le théoreme de décomposition atomique des fonctions de Ap(fa) ,

0<p< 4, s'obtient alors comme corollaire du théoreme D :

COROLLAIRE. Soient p et 6 deux nombres réels vérifiant 0 <p < 4

‘ 4 B _ 1 . . :
et 6 > max {-1, 5-2+ m} . Il existe dans £ une suite de points {Ci} telle

que les fonctions de Ap(ﬁ) se décomposent de la facon suivante :

(a) Si F€ Ap(ﬁ) , il existe une suite de nombres complexes {)\i} telle

que F s'écrit : 28
B P (z,8,) > .
= < .
() Fl@) - 5%~ avee 713, [P= ¢, IFIP,
BP (&,,¢)

(b) Si = \>\1|p < 4 , alors 1'expression F donnde par (1) définit une
i I

fonction de AP etona : IFP <= c_ o a.|P
e AP pi M

Pour démontrer le théoreme 1, on raisonne exactement comme pour le cas

0<p< 2 endimension un (n=0) .

(ii)) Nous supposons ensuite 172 < p=< 3. Envertu du théoreme 1 ,
quel que soit p € [1, %] , il existe un opérateur lindaire T de AP dans AY,
ol q€ [% , 15%] . Désignons par (Ap)* (resp. (Aq)*) le dual de AP (resp.AY) ;

! *
il est clair que A% est contenu dans (Aq) , q' étant 1'exposant conjugué de q
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1
Si 1'on désigne par T¥* 1'opérateur adjoint de T, on obtient que T* envoie Al

+*
dans (Ap) , ]72<q' < 3.

Ceci pose le probleme de la caractérisation du dual (APY de AP,
1<p< ﬁ. Nous allons rappeler la définition de la classe de Bloch # de
[1:[ et introduire une nouvelle classe de fonctions notée Cp , 0<p< 4>,
Dans la suite, M désigne 1'ensemble des fonctions holomorphes dans  qui
annulent 1'opérateur Q4.
) Une fonction g, holomorphe dans €2, est dite fonction de Bloch si elle
verifie 4

lell = sup {B 3(z,2) @ g@) |} <
g sg%{ Z,Z) g }+00

La classe de Bloch B de & est 1'espace-quotient des fonctions de Bloch par N ;

munie de la norme induite par “ l «, laclasse ® est un espace de Banach.

Une fonction g, 'holomor‘phe dans {2, est dite fonction - cP , 0<p <ioo,
si elle vérifie
HgH p=B 5(2 z) Ug(Z)J

La classe CP est 1'espace-quotient des fonctions cP par N ; munie de la norme

induite par H H D’ la classe CP estun espace de Banach.
C

Nous démontrons le théoréme suivant

!
THEOREME E. 1° Le dual de AP coincide avec AP si g—< p<4.

1
2°Pour p € J1 le dual de AP coincide avec la classe CP

b 3 -9
3° (p=1) Le dual de Al coihcide avec la classe de Bloch & .

La démonstration du théoréeme E est donnée en appendice.

1 1

Remarque. En fait, pour p € ]%,4[ , les espaces de Banach CP et AP

- 1
coihcident. Mais pour p € ]1, % 1, s'il est facile d'établir 1'inclusion de AP

!
dans CP , hous ne savons pas démontrer 1'inclusion inverse ; on remarquera
7 4- ' s p' p' L. . .
que pour p € ]E , §_l , l'identité entre A et C équivaudrait au fait que le
1

projecteur de Bergman de §i s'étend en un opérateur continu de LP" dans lui-
méme (comparer avec le théoréme D) .

Les solutions avec estimations de 1'équation Cf =g, g€ AP ,

12

i = p= 3, sont données par le théoreme suivant :

THEOREME 2. 1° Quel que soit p € [27—2- , 3[ , il existe un opérateur

lindaire T, détini sur AP | vérifiant DTP =1d et une constante C  telle
—_— —_— —_— A p
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3p_
i p 3P ot | <C
quesi g € A¥ , alors Tpg €C et IITng 3p D lell

AP
c>P

2° (p = 3) Il existe un opérateur lindaire T, défini sur A3 vérifiant

3

DT3 =1d 3 et une constante C telle que si g € A3, alors TBg €® et
A _—

72l = Clel 5 -

12 _

Démonstration. On prend pour Tp s T p= 3, laprimitive de

1'opérateur T définie dans [1] :

Tpg(C) = C Q(B-BO)(C,Z)g(Z)B

(1702 (¢, -7,)°2
(1-20)5/'4

1
}(z,2)av(z)

ou (B-B)(&,2) = [B(¢,2) - B((g,,1,0),2)]

& =(g,:8,,8) et z=(z,,2,,2))
Dans le cas p =3, on démontre facilement, en utilisant le théoreme de

la moyenne, que si g € A3 , alors g(z)B_1/3(z,z) €L” etona :

It ell, = lle(z)B z,2)llo, = Cllell 5 -

De méme, dans le cas ol 2 < p <3, on démontre que si g € AP , alors

3p
g(z) B-1/p(z,z) € L” ; il s'ensuit que AP est contenu dans A3-P’ 3{% et par

suite, on a :

HTng 3p = HgH 3__1-)_’5%5 Cp HgHA_p .

3P AP

Ceci démontre le théoreme 2.

(iii) Nous supposons enfin 3 < p < +« . Dans ce cas, le résultat est le

suivant :

THEOREME 3. Quel que soit p € ]3,+°[ , il existe un opérateur

linéaire Tp défini sur AP , vérifiant DTp :IdAp , et des constantes CD telles

que si g€ AP , alors Tpg est dans la classe de Lipschitz A 3 et
1 - —
p
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IT gl = C_liell
p A1_g P T AP

p

Pour la démonstration, dans le cas ol 3 <p < 6 , on peut a nouveau
prendre pour Tp la primitive Tp g(€) = gn (B - BO) g(z) dV(z) , et on conclut en
raisonnant comme dans le cas classique du disque unité (ct. [4]) .

La démonstration du cas o1 6 < p = +© sera donnée dans une publication

ultérieure.

3. LE CAS OU n= 3.

(m)

Si 1'on désigne par O le composé m foisde 0O, m étant le plus

. . . Yo N n-1 Ve \ s s e 7
petit entier strictement supérieur a —— , les théoremes précédents se généra-

2
(m)

lisent a 1'opérateur O lorsque n=3, en vertu des résultats de [1] . Pour

la définition de la classe de Bloch, on se réferera a cette note et on utilisera la

(m)

primitive de O qui y est définie.

APPENDICE.
Nous donnons ici la démonstration des théorémes D et E .

Démonstration du théoréme D . On utilise un argument tiré du lemme de

Schur (voir [5}) ; nous nous servons du lemme suivant :

LEMME 2. Soit g la fonction positive définie par

.« _o\B _ . . _ .
8(z) = v oy =v,)" s z = (x +iy, x +iy , x,+iy,) € &

1° Sil'on suppose -3e~-1<3 <0 et -3(e +%)< a+ 3 <——;—, alors :

) 1B )BT (2 ave) = c ele) -

&

2° Sil'on suppose -1<8 < 3e et —%<a+,3 <3€—-;- , alors :
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B (2,2 | IBE,2)|"" gravit) - clel)
£
Le lemme 2 se démontre comme le lemme 1 (cf. [2]) .

Démontrons maintenant le théoreme D . En vertu de 1'argument tiré du
lemme de Schur, il suffit de montrer qu'il existe une fonction positive g et des

constantes C 1 et C2 telles que :

© § B2 2P B (z,9av() = CpaloP
i

2 B (2,2) | 1B(C,2) " e)Pavit) = C, e .
i
°‘< 2

On prend g(z) = Yo Wy -¥y) » z=x+ iy , et on conclut en utilisant

le lemme 2 . Le théoreme D est ainsi démontré.

Démonstration du théoreme E. Le cas p =1 du théoréeme ayant été

établi dans [2], il suffit de considérer les cas ol g—< p<4 et 1<p= g—

Le cas ou ;—1 < p < 4 découle immédiatement du théoreéme D et du lemme

suivant :

LEMME 3. Quel que soit p € ]—g— ,7[ , les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1
(i) Le dual de AP(G.) coincide avec AP (Q) ;

(ii) Le projecteur de Bergman de §. s'étend en un opérateur continu de

t
1P (¢) dans lui-méme.

L'utilité du lemme 3 est bien connue pour ce genre de probléme ; par
ailieurs, sa démonstration ne présente aucune difficulté notable : nous 1'omettrons.
Nous supposons maintenant 1< p =< % . Soit L une forme lindaire continue
sur AP ; en vertu du théoreme de Hahn-Banach, il existe ¢ € Lp' tel que si
fEAp, ona : L(f) = SS‘B(C)f(C)dV(C) .
i

Nous utiliserons le lemme suivant :
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1
LEMME 4. Si ¢ € LP |, 4<p' <o, alors :

(3 ) B4/3(2,2) e(z)av(z) B™ 3 (¢,8) € LP'

Ce lemme se démontre exactement comme le théoréme D .

Désignons par G la fonction holomorphe définie dans §: par :

Gle) = CSFBL‘B(C,Z) 2(2) dV(z)

Nous démontrons ensuite le lemme suivant :

IA

LEMME 5. Quel que soit f € AP(.), 1<p

( a@i@ s ee)ave) = § 2e)F@ av
¥4 &

Démonstration du Lemme 5. On remarque d'abord que le premier membre

de 1'égalité a établir est bien défini parce que, en vertu du lemme 4 ,

G(€) B—1/ 3 (€,C) € Lp' . Maintenant, en vertu du théoréme de décomposition
atomique des fonctiorzlsede AP (§ ‘2), il suffit de démontrer le lemme lorsque f est
un atome , f£(£) = B_;);(C,Ci) et 1'on prendra 6 assez grand. On conclut en
vertu du théoréme de Fubini en utilisant 1'identité suivante (lemme 2.2' de
l‘appéndice de [3]) : 246 246

c| BY3@,4BP .08 20w - BP (2
'Y

Ceci démontre le lemme 5.

Maintenant, en vertu du théoreme A , désignons par g une solution
holomorphe de 1'équation g = G ; il découle alors du lemme 4 que g € Cp' .
Par ailleurs, en vertu du lemme 5, la fonction g définit sur AP une forme
linéaire continue L' par :

) L = § a0 87 3@,)av(e), e AP@) ,
et cette forme linéaire éoi'ncide avec la forme linéaire initiale L. ; on obtient ainsi

1
que le dual de AP coihcide avec un sous-espace de la classe CP .
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1
Réciproquement, toute fonction g € cP’ détinit une forme linéaire

continue sur AP par (%) ; on conclut alors que le dual de AP coihcide avec

1

la classe CP . Ceci achéve la démonstration du théoreme E.
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RESOLUTION DE L'EQUATION du=f ET APPLICATION
AUX ZERGCS DES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE BIDISQUE

Philippe CHARFPENTIER

[ -~ INTRODUCTIGON

Nous ‘présentons i1ci un résumé des résultats obtenus récemment
dans le bidisque d’uUne part sur les esStimations des solutions de
1" équation ,5u = f et d'autre part suUr |’'étude des zéros des
fonctions holomorphes. Plus précisemeht, nous étudions les zéros

des fonctions appartenant aux classes suivantes

-1
Na(Dz) = {f holomorphe dans 02 t.qg. JDZ s (z) Iog+|f(x){dk(z) <+x},a>0
2D

2 2 .
“N(2D >={f holomorphe dans D t.q sup 5 Log+|f(rz)]da(z) < +®}
r<1 43D
2 -1
" NL(A) = {f holomorphe dans D t.q. J §°7 (2> Log [F(z)|do(z) < + ®},a>0,
A 2
T
2 2
N(T ) = {f holomorphes dans DO t.qg. sup J > Log+|f(rz)|do(z) <+®},
r> T
2 2 2 2
ou D = {(z,,22)€D0 t.qg. Jzq|<|zz|<1}, T :{(z,,zz)ED‘t.q.{zq]=|221=1},
2 2 2
A = {(z,,z2)€0 t.qg. |zi|=]z2]}, & 2(z) = min(1|z4| ,1-|2Z2| I,
2 oD 2
6 2(z) = max(1-]z4| ,1-{z2] ), z = (24,22) € O .
T

Les résultats gque nous allons donner ayant été publiés par

ailleurs, nous donnerons trés peu de démonstration.
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[l - ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DE L'EQUATION 3u = f

Ces estimatlions s'cobtiennent, pour la plupart, & 1'aide de
formules intégrales explicites. La premiére de ces formules a été
obtenue par G.M. Henkin [7] et a permis d'obtenir une estimation en
norme L® . A partir de cette formule, M. Landucci ([8],[10]) a
obtenue la méme estimation pour la solution minimale dans LZCDZ).
Dans [11, E. Amar et 1'auteur ont construit une autre formulebet
obtenus des estimations en norme _Lp(ﬂg), 1 € p < . Dans [3],
["auteur a construit explicitement les sclutions minimales ce qui
a permis d obtenir d’autres estimations (voir ci-aprés). Enfin,
G.M. Henkin et P. Polyakov, ont utilisé dans [8] une autre formule
explicite pour obtenir des résultats sur les zéros des fonctions des

2
classes N, (A)Y et N(T ).

Les estimations gue nous allons donner ici s’obtiennent

essentiellement a 1’aide des formules minimales de [3]

—_ —_— N 1
si f =f4, d ¢y + £y dfs est une (0,1)-forme de classe C

- * 2
dans D , »-fermée, pour k = (k,,kz)€ (R,) , la fonction

1 _
Ue(zy,22) = —I{ £1(&1,22) H(&q,Zz4)dE 4 A dEy
2i1 Jo

1

+

jf2<z1,¢z> Ha(¢2,22) dE,A déa) + v{Jsz(f)A K(¢,2)
0

411

+

I o FCE) A (LqCe,2) -~ LaCe, 2003
D
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ou
2 Kj
C1=1¢i ] )
Hi((i,Zi) = ’ i o= 1,2’
- K
(1-C12,)  (zi=¢0)
2y K1 2y K2 - - - - - -
e 1-1<{ 2| (¢ 1=24)d¢ 2~ ({2-222d{
K(¢,2) = j—o——ro _— - Ad¢ 4 A dS,
- - 4

1-¢rz;y 1-¢2 2z, [&-2|
et 2 ki 2 k-1 2

(1-1¢i] ) CI=1¢51 ) [¢i-251 -

LiCE,2) = kj d¢; A déy A dle
- k - kj+1 2

(1—¢Zi) (zi_(i) (1—fJZJ) |C—Z‘
i,j = 1,2, 1 # ]
vérifie 5Uk = f et est orthogonale aux fonctions holomorphes dans

2 2 Kq-1 2 ka-1
L (C1=]zq] D (1-]z2| ) dA(z4,Z2))

PROPOSITION 1

—

[l existe une constante ¢ > 0 telle que

U 2 < cChifql 2+ If2l 2 )
L= (D ) L=(B > L=(D >
-2
De plus si f,; et f, sont continues dans D alors U, est

-2
continue dans 0O

.

Cette proposition est démontrée dans [4]1(lemme 4) ; on vy
montre de plus par un exemple gue si on ne suppose pas f4; et f,

continues alors U, n’'est pas nécessairement continue.
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PROPCSITION 2.~ Soient p € [1,+=»[ et « >0 . On suppose

min(kq,k;) > a+1. []1 existe une constante ¢>0 telle que

' -1
J , 6% (2 |ukcz)1°dx<z>sccj 2 6 ZCEYCECE) [T HIF e IaACZ)+
o’ D p° eD

-1 :
J 2 60 2 6 208 (|F1CE) | Txa eI+ F20E) | Tx2CE))ANCENY
p® 20° T

ot x;(¢{) est la fonction caractéristique de |'ensemble {[¢ |<|¢;]Y,

i,j=1,2 , 1t # j

o

Remarque : En considérant la forme (&) = f4,(¢&3) d51 ou fq

est holomoerphe on voit facilement que la seule condition
o P J
IDZ 67 2(0 (T 4] 12(0 T () < =
Pe]

ne suffit pas a assurer gue

-1
J 2 6 208 ([Ur(z)|TIdAC(E) < » |
D 20

Les estimations des noyaux nécessaires pour la proposition 2

sont les suivantes (veoir [3], [4], [51)



- 130 -

.
3

LEMME 1 .= (i) J HiCeiaz ) |dACE) = ¢ , 0 = 1,2
D ’

D

J 2|KCE,2) [dACE) < ¢ ; J 2 |Li€¢,2)] dA () < c.
D D

. -1
Cii) J 2 67 5(2) |KCE,Z)[dA(Z) < ¢ 6 L&)
0° D 20"

-1 o
I 2 67 5 (2)|LiCE,2)| drlz) € ¢ & (&) , i o= 1,2.
0° »D >0

{(iii) Pour ré€f0,117,
2 a-1 . 2 o 2 «
J =z | D T Hi e,z [dACz s e min CCl=[¢] 20, (l=r 0 )5
{!Zil>r‘} '

- 2 Kk
C1=1¢:1 5

J [Hi(¢1,z0) |[dA(z) < o
{]z;]|=<r} 2 2 ki
(1=-1¢i] + 1=-r )

PROPOSITION 3.~ On suppose min(ky,kz) =2 1 . Soit pé€ll1,+e[ . Il

-

existe une constante ¢ > 0 telle que

I 2 U (z) ] do(z) < o {J 2P a e Tadrced +
> D

J § 20E) |F20e)]° dale) )
TxD T
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Comme pour la proposition 2, la seule condition J (|f1|p+|f2!p)dA
D

P
ne suffit pas & assurer J 2 JUyk| do < .
D

Pour démontrer la proposition 3, outre les estimation (i) du

lemme précédent on a besoin des estimations suivantes

LEMME 2 - f 2 |KCE,2)] do(¢) < @ ; J 2L C¢,2)[do(¢) < o
—_— 20 20
1 = 1,2
2
J IHiCE 1,20 [dACz) € oCl=|&;] )
D

__
PROPOSITION 4 - Socient p € [1,+=[, et o > 0 . On suppose
'min(k1,k2) > a+1. [l existe une constante ¢ > 0 telle que ,

a-1 p
j 575 (2)|U(2)] do(z) <
AT

6% 0 25 ,(¢)
oD T

o { J s — Log LIE (O] +|F2¢E) | 1M CEY +
D o) 2({’) o) 2((‘)'—5 2(0’)
T T o0

6 (&)
20

j 2 6%720¢¢) Log(2+ YLE G [T X1 CE +|F 208D [X2(E)TAACED)
B

3D 6 2CL)-6 (8D
T 0D

oU x; est la fonction caractéristique de 1'ensemble {|¢;| < |¢)3,

Les estimations nécessaires a la démonstration de cette proposition

sont les suivantes (voir [4],[51)
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a -1
LEMME 3 .- (i) I §%7 (z) [KC(¢,2)|do(z)
N AT
x
§% 2(6) 26 (8

»D T

€ ¢ —  — Log ' ;

e} 2(() é 2(()_6 2(6)
T T 20
[~ 4
6% (&
a-1 oD
Cii) J §°7(z) |Li¢¢,2)]do(z) § ¢ — 0
AT § 28D
T
(iii) Pour r € [0,1], i = 1,2
. 2 2
211 i0, 1-1¢5 | ki 1-1¢4 |
r j IHi (¢, re  )]dO; < o(— ) | Log (2 + )
0 2 2 2 2
1-1¢ ] FHer et =r’]
.

Dans [81, G.M. Henkin et P. Polyakov donnent |’'estimation

suivante

PROPOSITION 5.- Supposons que d(f+f) soit un courant positif
(et que
>
6 2 (&)
3D
J 2 (G| + [F2CE)]) dAE) < +
D & (&)
T
et
-1 .
J 2 677508 CF1CEY ] Xx1CEY + [£208)] x20(8)) dACE) < + o
D ?D
ot x; est la fonction caractéristique de {|¢;|<|¢yY, 1 = ]
- . 2
Alors 11 existe une solution de du = f dans D qul vérifie

-1
I 577 (z) | Im u(z)| do(z) < + o
AT
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On peut démontrer cette estimation pour les solutions Uy

en reprenant la méthode de démonstration du Lemme 8 de [4].

PROPQOSITION 6. - On suppose min(k,,k;) 2 1. Pour p € [1,+o[, 11

-

existe une constante ¢ > 0 telle que

1
J 2 [Ux(z) | dacz) < ¢ ¢ J y ————— Lf ([T 20 DTN +
T 0" 6 20

+ I 1£,¢6)|Pdacer + J' 1£206)] daceds.
DxT Tx0D

Bo Berndtsson m'a signalé que la seule condition

J |£41CE)| + J 1£208)] < o,
DxT TxD

ne suffit pas pour assurer l’'existence d'une solution de 3du = f

vérifiant
I 2 |u(z)|do(z) < =
T

Les estimations nécessaires pour la proposition 6 sont (cf [4])

LEMME 4.- Si A(¢é,z) désigne soit une composante de K soit un
P
des noyaux L;(&,z) , on &

C

I , |ACE,Z)| do(z) €& —
T 5 (6D
T
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Remarques .- D'autres estimations d’'une solution de ?du = f en
normes Lp(TZ) sont données dans [1]. Pour 1 < p € ®» ce sont dans

un certain sens les meilleures possibles. Pour p = 1 ces estimations
peuvent étre légérement améliorées en utilisant les solutions minimales
Uy. Une estimation C* a été obtenue, dans un cadre plus général, par

Duffrenoy dans [B].

I1l - APPLICATION AUX ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats de I
pour construire des fonctions holomorphes a ensemble de zéros donné
en appliquant la méthode de P. Lelong de résolution de !'équation

iddu = ©® [111.

THEOREME 1.- Soit o > 0 . Soit X un sous-ensemble analytique
2
de D de dimension pure 1 et socit do la mesure d'aire sur X.
X 2
Pour que X soit un zéro d’une fonction de NL(D ) il faut et il

suffit que

[ + 1 .
I 2 6" 2(z) do (z) < + =
G 20 X
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THEOREME 2.- Soit X un sous-ensemble analytique de dimension

-

2
2 -
pure 1 de D et soit @ = | E ©;,; dz; A dz; le courant

i, =1
d’'intégration sur X de sorte que da = 04,47 + 0,5, . Pour que X
X 2
soit l'ensemble des zéros d'une fonction de N(3D ) il faut que

J 2 6 o(z) do (z) < + = ,
0 oD X

et il suffit que les deux conditions suivantes socient remplies

i) Jz 5 ,(2) do(z) < + ® ,
D oD

Cii) Iz 5 2Cz) (|@;4(2)| + |072€¢2)]) < +
p* T

B
Remarqgues .- Si il existe B < 1 tel que J 26  2(z) do <+
- D »?D X

alors les deux conditions sufisantes du théoréme sont satisfaites
(voir lemme ci-dessous), mais une telle condition n'est pas

nécessaire pour avoir (i) et (ii). Par exemple si X ne dépends
que d'une variable , (ii) est trivialement satisfaite ; un autre

<
exemple est fourni par la variété X = U X; o
1

2
Xy = {{(z4,22) € D tel que z, + z, = 2a;}, avec a;&€ D et

lim Ja;|=1 ; on voit facilement que la condition (i) équivaut &
1 —»c0

I 2 0 2(z) do (z) < » et par suite (ii) est satisfaite.
D T X .

La condition nécessaire du théoréme 2 est montrée dans [2]
et celle du Théoréme 1 se voit de la méme maniére. Les conditions

suffisantes sont montrées dans (4], rappelons-en briévement les

étapes : 1l s'agit de résoudre | 'équation i3%u = @ avec une
estimation convenable. Pour cela, on résoud l'équation idw = ©
avec |l 'homotopie de Poincarré, puis, wp 41 étant la composante de

bidegré (0,1 de w, on résoud l'équation dU = wy 4 en utilisant

les
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estimations des propositions 2 et 3, la solution cherchée étant
alors u = 2 ReU. On s’appergoit alors qu'il faut des estimations

supplémentaires sur les coefficients du courant 0

2
LEMME 5.- Soit @ = i § ®,; dz;A dz; un courant positif fermé
i, j=1
2
dans D
aj Scit o > 0 . 1l existe <¢>0 ne dépendant que de

o tel que ,

J 267 2(2) 8 2(2) [(011(z)+|@,1(2)|dx1€(z) +
0" »D T

+ 1
F€0,2(2) + |042(2) ) x2(2)1< o j , 877 502) (@14C2) + @,,02))
p° »D

ot x;(z) désigne la fonction caractéristique de |'ensemble

2
{l]zi] < |zj]¥ nD , i,j=1,2, 1 # ]
b) [l existe ¢ = 0 tel que ,

JDZ 6 2(2) (011(2) X1(2) + 022(2) x2(2)) <

< J 2 6 2(2) (044(2) + 0,2(2)) ,
D° 2D

avec les mémes notations gqu'en a)

c) Soit B € 10,10. Il existe ¢ > 0 ne dépendant que de

g tel que

B8
J 2 8 2(2) (|021(2)] + [0,2(2)]) < ¢ I 2 6 202) (011(2)4055(2))
p° T p° 2D

Ce lemme est démontré dans [4] (lemme 5)
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THEOQOREME 3.- Soit a > 0 . Soit X un sous-ensemble analytique
2
rge dimension pure 1 de D , de courant d’intégration
2
@:iE ®;; dz; A dz|
i, j=1
aj Pour que X soit un zéro d'une fonction de NL(A) il

faut que 1’une des conditions équivalentes suivantes soit satisfaites

i) IDZ da 202) (0147(2)x1(2) + @,,(z)x2(2)) < 0, oUu x;(z)
°D 2
est la fonction caractéristique de 1l'ensemble ({|z;|<]|z;|3}nD ,

i, = 1,2, i # j ;

-1
ii)J 5°72(2) 6 2(2) @y4(2) < @
{jzq}<|z2]) 2D T

-1
i) J 6772 6 2(2) 0,,(2) < o
{|22]<]21|} ?0 T
, a1 211 2 _a+t
iv) 673 (2) do (2) =I (I C-1¢1H% e (6740 < o
AT X 0 D X,0
ol do désigne la mesure d'aire sur ]l ensemble des zéros de la
X,0
i@
fonction ¢ = f(f e ,¢&) , si f est une fonction holomorphe
2 -~
dans D telle que 2% Log |f]| = O
b) Pour que X soit un zéro d'une fonction de NLC(A) , il

suffit que
6 2(2)
2D
JDZ e (0941(2) + 0,5(2)) < 4 ®

é 2(2)
Nl
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THEOREME 4. - Soit X un sous-ensemble analytique de dimension
rpur~e 1 de Dz, de courant |'intégration
2
@=1Z ©,; dz, A dz,
i,j=1
a) Pour que X soit 1'ensemble des zéros d’une fonctions

2
de N(¥ ), il faut que 1'une des conditions équivalentes suivantes

soit satisfaites

(i) J 2 (011(2)x1(2Z) + 035(2)x2(2)) < © , les notations
D
étant celles du théoréme 3

.
1

¥ 2
(ii) Sup I (1=]21] ) ©41(2) < o ;
JDxT

O<r«<1
r
. , 2 ‘
(iii) sup (1=-]z2| ) 9,2(2) < =
O<r<1 T xD
r

y 211 2
Civ) J § 2(z) do (z) =J' (J' (-1¢]5)de (¢)) < »
Ja 'y X 0 D X,0

avec les notations du théoréme 3.

b) Pour que X soit l'ensemble des zéros d’'une fonction
2
de N(T ) il suffit que les deux conditions suivantes soient
remplies
4] Z(Z)
2D
(i) JZ "_—————(011(2)+®22(Z))<oo , et
D o) 2(2)
T

Cii) J'Dz [021(2)| + [042¢2)] < w
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Avant de donner le schéma de la démonstration de ces
théorémes, on peut remarquer que la conditon suffisante du
théoréme 3 est assez proche d'une conditions nécessaire

2
LEMME ©&.- Scit a > 0 . Soit 6 = | E:: ©; jdz; A d£J un courant

i, j=1

positif fermé vérifiant 1l'une des quatre conditions équivalentes

du a) du théoréme 3. Alors

a+ 1

é 2(2)

D 1
I 2 (®11(Z) + @22(2))< ®©
D 8 ,(2) 2
T (1-Leg & 2(2))
T

Démontrons rapidement ce lemme. Nous pouvous supposer que 0

est ¢ dans D (cf. [4] Lemme 5). Considérons la forme

différentielle

: 2 o+ 1 2p -
W = Z4 (1—|Z1| ) (1—‘Z1l ) @ A dz,

o p est un entier =2 1 ., La formule de Stokes appliquée a w,

sur {|zz]| < |z41]} donne aussitdt
(1 | J wi] € ¢ < + ®
A

en utilisant la condition (i) du théoréme 3

En remarguant que sur A , on a

2 a4+ 2p -
W1 = W2 = Z4 (1—|Zzl ) (1*IZ1I ) © A d21

’
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la formule de Stokes appliquée a w, sur {|zq]| < [22]} donne

2 o+ 2p -
J (1~1z2] )" (1=Cp+13|21| '©® A dzy A dzy =
SERIIENE

- 2 2 -
= J wq + Ca+1) J z12,C1=]z2] )a(1—|z1( p)@ A dzs, A dz,
D {lz1]<lz2|?

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors, en utilisant (1) et le (ii)

du théoréme 3,

2 o+l 2p L 2p -
J Cl-1z2| 7 e =l 24| T =Ul=|z41| T)10Adz 1 AdZ 1 Sc<tm
{jzq1]<]2z2]? - K

ot K est une constante arbitrairement grande. En prenant des
combinaisons de cette derniére inégalité pour différentes valeurs

de p on en déduit

o+

2 1
(2) (1—IZZ| ) @22 € C < 4+

J{|z1|<1zz|}

Considérons maintenant la forme différentielle

2 x+1
L1 - Jzq] D -
Wy = Z4 @ A dz;

2
1 - Log (1-]z4] D
La formule de Stokes appliquée a w3 sur {|z;| < |z41|} donne
(3> | I w3 | S ¢c <+ o
A
en utilisant la condition (i) du théoréme 3.

En remarquant que sur A , on a

2 a4+
1-1z2] D -
w = W = Z () Ad21 N

2
1 - Log(l1-|24] )
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la formule de Stokes appliquée & & sur  {|z.| < |z2]} donne
4 .
2 a+1 2
1 - |22| )] 2 1 - |21| -
J |Z1' - @AdZ1AdZ1
{lzal<]z2]3 2 2 2 2
(1-]zq] I01-Log(1-]zq] )1 1-Log(1~]z4| )

2 «
- (1=]z2] )

< +Ca+1) z423 8 A dz, A d21 l

J s
A

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors, en utilisant (3) et la

J{{z1|<|zzl} 2
T-Log(1-|zq]| )

condition (ii) du théoréme 3,

o+ 1

2 2
(-lzz| ) 2 1-124| 1

lj | - |z1| - - —1022(2)
Czel<lzz]) 2 2.2 2y
(1-]z4] dL1-LogC1-]z4] )1 T-Log(l-|zq] O

ol K est une constante arbitrairement grande. En combinant cette

inégalité avec (2) il vient
o) 2(2)
3D

B5,(2) € ¢ < + o ,

J{|Z1I<|Zzl} 2
6 »(z)[1-Log & »(z)1
i T

ce qui, combiné avec la condition (i) du théoréme 3 donne le Lemme B
pour 0., . Bien sir, on peut obtenir 1'inégalité pour 0,4, de

maniére similaire.

Nous donnons maintenant briévement les étapes des démonstrations

des théorémes 3 et 4.
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La condition nécessaire (i) du théorém 4 est démontrée dans [2Z]
et celle du théoréme 3 se voit de la méme maniére. Les conditions
(ii), C(iii) et (iv) du a) des théorémes 3 et 4 résultent de la
formule de Jensen en une variable. L'équivalence de ces conditions
se voit, par exemple, en remarquant que, si U est une fonction
plurisousharmonique telle que iddu = ® , ces conditions sont toutes

équivaléntes & une méme condition de croissance de u sur A

Pour démontrer les parties b) des théorémes 3 et 4, on proceéde
comme pour les théorémes 1 et 2, en utilisant les estimations du 2
données par les propositions 4 et 5. Pour cela il féut tout d’abord
obtenir des estimations supplémentaires sur les coefficients du courant

positif @ :

2
LEMME 7.~ Soit @ = i E 05, j dziAdEJ un courant positif fermé
P
i, Jj=1
2
dans D . Soit o > 0. Supposons que
o+ 1
é 2(2)
0
J s o (044(Z) + 0,,(2)) < + ®
D ) 2(2)
T

Alors on a

J , 5“02cz> (011€2)x1(2) + 025(2)x2(2)) < + & ,
D I}

avec les notations des thécorémes 3 et 4.

De plus, si o« > 0 , on a

J 2 5a 2(2) (1@21(Z)|+‘®12(2)|) <. 4+ ®©
D oD

Ce Lemme est démontré dans [51].

Pour obtenir alors les estimations voulues sur une solution de
id2d2u = ® on est obligé d'avoir recours a des homotopies différentes

de l’homotopie standart pour résoudre ['éqguation 1 dw = 0
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On utlilise les homotoples suivantes (cf. [4]1, lemme
r r T+r
F (z) = F (z4,z5) = (¢t Z,,tz2), r € [0,1]
L L '
r r 1 Z4 zZ,
Z(z):Z(zq,;zz):( _ — ) , r € [
t L T+r t t
sufit d'utiliser |'homotopie Fz
t

le théoréme 3, il

Pour
on fait une moyenne

théoréme 4,
r

F

homotopies
t

LEMME 8. - Soit g
r € [0,1], posons
1
h (z) = I
r 1/
et
hi(z) =
Pour o > 0 , i,

i)

[24

é
{lZi|<IZJI} 20

f

Y merz

T

des solutions données

Les conclusions résultent alors des estimations suivantes

2
D

une fonction continue dans

~
g (F (z)) dt ,
t

10

1 i
J h (z) dt
0 r

)

# J
é 2(2)
T

j=1,2, i

1

2(z) Log(2 +
6 ,(z)-¢6

T 20

Jo:

é

8" 2(z)]glz) |dAlz)+
»D

(ii) Pour o > 0O ,
§° ,(z2) 46 ,(2)
20 T
J . Log ¢ )[Ry
D 6 ,(z) 6 ,(z)-6 L(z2)
T T 20
a+ 1
e) 2(z)
20
< ¢ j ) 1g(z) | dA(z)
D é 2(2)

Pour

s 14 et 15)

0,11

et pour le

par les

dhz(z)|dA(z) <~
2(2)

2(2)
v0

|gCz) [dA(Z)}
6 2(2

z)| dAa(z) =
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(iii) Pour. r € [0,1] ,

r

|h (z)|do(z) = ¢ { lg(z)jdAlz) +
JDxT r {]z1]<|221]?
4 2(2)
- 2D
+ 7 ———— | g(2) |dA (2]} ,
4D ) 2(2)
T

J |h (2)|do(z) < ¢ {J |gCz) |dr(z) +
TxD r {]zz2]<[2z4}?

] 2(2)
oD

+ J’z  ]g(2)] dA(z))
D g 2(z)

S 2(2)
|h(z)| 2D
Civ) J s — " dN(2) = ¢ J » ——————|g(z)| dA(Z))
D é 2(2) D 4 2(2)
T T

oll, dans ces majorations ¢ est une constante ne dépendant

éventuellement que de «a.

Remarque .- Dans [8], G.M. Henkin et P. Polyakov donnent un autre

2
résultat sur les zéros des fonctions des classes NL(A) et N(T )

6 2
2 0 (z)
Pour ¥ € [0,1]1 , soit A = {z € D tel qu¢ ——— > 6} . Soit
Y g 2(2)
T
2
X un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de D de courant
2

d'intégration O = i E @;; dz; A d2J . Pour a =2 0 , posons

1, J=

V() =J 8% ,(z) (O14(2) + 0;,(z)
A 3D

¥
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. THEOREME (G.M Henkin, P. Polyakov [8]).- Pour que X soit un zéro

—

‘ 4 2
d'uné fonction de Ny(A) lorsque o > 0 et de N(I1 ) lorsque a=0,

il faut que V ()

0 [_] et i1 suffit que
X

b4
o
V (y)

X
J _— dy < »
Y

172

QO

On peut montrer (cf [8]) que la condition suff isante de ce théoréme
est plus forte que celles des théorémes 3 et 4 . Les théorémes 3 et 4

donnent donc un résultat un peu meilleur que celui de Henkin et Polyakov.

»

Toutefois G.M. Henkin et P. Polyakov ont déduit de leur résultat

une caractérisation des zéros des fonctions d'ordre finis

2
Soit f wune fonction holomorphe dans D . On dit que f est

d’ordre fini ag =2 0 si ag = inf {a =2 0, tel que f€ NL(A)D.

De maniére similaire, si X est un sous-ensemble analytique

2
de dimension pure 1 dans D , de courant d’'intégration

2
@ =i E @;; dz; A dEJ , on dit gque X west d'ordre fini ag 2 0 si

i, j=1

0.4 .
ao = inf {a > 0 tel que J o 6 2(Z)(041(Z)x1(Z)+052x2(2)) < + »),
D° 20

les notations étant celles des théorémes 3 et 4.
On a alors le résultat suivant

THEQREME S (G.M. Henkin et P. Polyakov [8]).- Pour qu’'un sous-ensemble

2
lanalytique X e D soit d'ordre fini oo 2 0 , il faut et 11 suffit

qu'il soit un zéro d'une fonction d’ordre fini oy = 0.
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La condition suiffisante du théoréme 5 résulte aussitdt des

conditions nécessaires des théorémes 3 et 4. La condition nécessaire

se voit aussi aisément : © étant le courant d'intégration sur X,
on résoud 1 'équation i22u = ® en utilisant la méthode de la
démonstration de la condition suffisante du théoréme 3 : D'aprés le
lemme 6 , pour tout a > a5 on a
a1
o) 2(2)
»D
Iz ~——-—(®11(Z) +®22(Z)) < + ®©
0 éd 2(2)
T
a-1
et par suite , J 6 2 (2)|ulz)|do(z) < + » . Puisque u s'écrit Log|f|
AT

2
o f est holomorphe dans D , on a censtruit une fonction holomorphe
qui X pour ensemble de zéros et qui est danms N(A) pour tout a > Qg

c'est-a-dire qui est d'ordre < o . D'oU le théoréme.
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ON THE CONVERGENCE OF A SEQUENCE OF OPERATORS OR FUNCTIONALS ON

*
SPACES OF BOUNDED FUNTIONS

M. A. JIMENEZ POZO

Introduction.

On writing these notes on Korovkin type theorems for the Memories of the
Harmonic Analysis Seminar of Orsay, I have considered convenient to include certain
topics that I exposed separately at the University of Nancy I, with which the

contents will be more complete.

The theory on Korovkin type theorems is too wide to cover with these notes.
For this reason, I will present only a collection of personal results relative to
the estimate of the rate of convergence of a sequence of operators or functionals,
as the title indicates. Nevertheless, I will mention related papers and results
in order to obtain the necessary unity, and also to facilitate the literature to

the interested reader.

Korovkin's classical Theorem [18], establishes that a sequence of positive
linear operators Ln : Cla,b] » Cf{a,b] converges strongly to the identity
operator if the sequence {Lnf} converges to f for three funtions (called

test functions) f(x) = X2 , f(x) =x and f(x) =1 ,

If C[a,b] 1is substituted by C2n , the space of continuous 2m-periodic
functions, then an analogous result holds with the. test functions £(x) = cos x ,

f(x) =sin x and f(x) =1 .

For the time being, we will only consider real functions,

* Traduit de 1'espagnol par G. Lépez Lagomasino
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Examples.
For each f € C[0,1] and x € {0,1] , the Bernstein polynomials are

defined as follows.

(1) Ln(f,x) 1= n(;)f@%)xk(l-X)n—k .

For each n €W , L is a positive linear operator on C[0,1] . Since Lnl =1,

L x=x and Lnx2 = x2+06%) then Lnf -» f for all £ € clo.1] .

n

For each f € C, - and x € [0,27] , Cesaro's mean for the Fourier series
of f 1is defined by,
2n

(2) L_(£,%) 1= (BF)(x) = E]‘Lﬁ jo E(OF_(x-t)dt

where Fn is Fejer's n~th kernel

. sinﬂglt'lz
Slnf

Again, for each n €N , Ln is a positive linear operator on C”n . Since
&v

L1=1 , L -cos = I cos and L _ sin =2 sin then L f > f for all
n n n+1 n n+l : n

Afterwards, the spaces Cla,b] and C2n are substituted by others, such
as C(X) , CO(X s Lp(u) » lattices, etc., while the operators (usually considered
linear) belong to a certain class M , not necessarily the class of positive

operators. A more detailed information will be given at the end of these notes,

now we will restrict the attention to the following result of Shashkin [36].

"Let X be a compact metric space and F a linear subspace of C(X) ,

such that 1 € F . The condition :

vEe Cc(X) , Lfo-f¢f,
% n
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for all sequence of positive linear operators on C(X) such that

VEEF , LE->f |,
n n

is true, if and only if the Choquet boundary F 4is X (i.e. Ch F =X) ".

Another side of the theory is related with quantitative type results. That
is, estimates of the rate with which the sequence {Lnf} converges to f . This
direction was initiated by Mamedov [24], followed afterwards by.papers of Freud

and Shisha & Mond [37-38]. These last proved the following

"If L : C[0,1] -» cl[0,1] is a sequence of positive linear operators then,

for all £ € C[0,1] we have
(4) e £-£ll < las il (o) + £ 1-1)|]

where w(f,+) 1is the modulus of continuity (or total oscillation) of f (which

we will define afterwards), A > O is an arbitrary positive constant and

N

(5) ol = A7l sup L ((x-1)2,t)
tefo,1] ™

AL 1=+ 2 L xex]] + L PP

IA

"If ¢[0,1] 1is substituted by C . then (4) is also true where

2
(6) »ui 1= Aflﬂz sup L (sinz-E-;—-}E ,t)
t€[0,2n]
-1 1T2 . . "
<A (||Ln1—1H +|[Ln cos—cos|| +||Ln sin-sin|| )

2
Examples.

Using (5) immediately follows that the operators of Bernstein and Cesaro's

means, defined by (1) and (2) respectively, satisfy

N Iz _g-£]] = 0w (F,V/17m))
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The constant A actually did not appear in [37-38] but was introduced
later by Mond [29]. It serves to optimize the estimates in certain cases. For
example, taking A conveniently it is easy to prove that Bernstein's operator

satisfies
(8) L £-£]] < 5/4 w(£,/1/n) .

The work of Shisha & Mond was generalized by Censor [5] to the case C(X) ,
when X 1is a compact convex subset of R" , selecting also o in terms of
Lnx§ ,» 1 =0,1,2 3 j =1,2,...,m . Nevertheless, in order to obtain estimates of
the rate of convergence similar to those of Shisha & Mond in the case when X is
not convex or in terms of the convergence of the operators with the same other set

of test functions new technical difficulties arise.

In the following, we will develop a general method to obtain such estimates.
I consider that the method in itself is more important that the results which
we will derive, since the same idea can be applied in other situations which we

will not consider here as for instance in the case of unbounded functions.

Convergence of positive operators to the identity.

The most surprising and interesting feature in Korovkin's theorem is
without doubt the fact that it is necessary to prove only with three functions.
If X 1is a compact metric space (we will always suppose that X # ¢) and
fl""’fm are test functions for the class of linear positive operators on C(X) ,
from Shashkin's results it follows that Choquet's boundary of the linear space
generated by the test functions and the constant function 1 is X . In particular,
the functions fi », 1< i<m, must separate the pqints of X . (That is, if
x,y€ X, x#y, then there exists an i such that £.(x) # fi(y)) . So, if
we define

— . m
m.—(%“.u%).xem
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it results from the compacity of X that ¢ 1is a homeomorphism of X onto

its image.

Thus, it's obvious that we do not loose much generality if we restrict
our attention to compact sets in R" . But if X is a compact set of R" and
G = {gl,...,gk} is a set of continuous functions that separates the points of
X , then the functions 1, g;> gi , 1<i<k, constitute a set of test functionms
since, obviously, the Choquet boundary of the linear space generated by them is

X . From this, it results that in order to obtain estimates of the rate of conver-—

gence in terms of these test functions we have to define in X the distance

9) d.Goy) =V 5 (g (0)-g. ()
G lﬁiﬁk 1 X gl y

which does not change the topology of X when this set is compact, or when its
closure is compact and the functions in G can be extended continuously to the

closure of X .

Thus, in the following, X denotes a metric space with distance d and
B(X) 1is the space of bounded real functions on X with the sup-norm H-|IX .
We will also consider non empty sets Z, Y such that Z <Y c X . We will also
denote f the restriction to Y of a function f defined on X . Let E
be a linear subspace of B(X) and Ln : E>B(X), n€eN, asequence of ope-
rators. Our aim is to estimate HLnf—f||Z . This allows us to consider simulta-

neously several cases

(i) If X=Y =12 , uniform convergence on X .
(ii) If X=Y and Z = {z} , pointwise comnvergence.
(iii) If Y =2 = {z} , convergence of functionals.

Definition 1. A family {fZ , Z € Z} « B(X) 1is called a test family on Z if

(i) vz € Z , fz‘(z) =0 .
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(ii) There exists a function ¢ :in eﬁRi such that, if x € X, z € Z , and

d(x,z) > o > 0, then fz(x)_z w(a) .

Examples.

If X 1is bounded we can consider
(10) Vx € X Vz € Z , fz(x) 1= dp(x,z)
where p > 1 is fixed and
(1) () = of .
This example is very closely related to (9).

If X = l-n,n] we define the distance
(12) d(x,y) := min{|x-y|, 2n—|x-y|}
obviously, C(X) is the space of 2mn-periodic continuous functions. We then define
(13) V¥ €X Vz €2Z, fz(x) 1= lsi11§§E|p
where p > 1 1is fixed and
(14) o(a@) = (a/mP

In the following, we will suppose that 1 € E , {fz,z € 2} 1is a test
family on E and L :E~ B(Y) are monotonic operators (that is,
£>g ='Lnf.2 Lng) , whose restrictions to the linear space generated by the set

{1,fz,z € Z} are linear.

Definition 2. For every f € B(X) and @ >0 we define the modulus of continuity

(or oscillation) as

(15) w(f,Z,0) := sup{|f(x)-f(z)| ; x€X, z€ Z , d(x,z) < a}
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We also introduce

(16) w(f,2,0) = 1lim w(f,Z,a)
o>0+
17) w(f,X,a) = o(f,a)

Theorem 1. For every £ €EE and o >0 , the following holds.
(18) o e-£ll , < w(E,z,0 |l 1]l + lf@ -1,

+ 2 |5l o(a) L suplL_(f_,2), z € 2}

Proof. Fix z € Z . Let 6 = lefllx . Let's define the following auxiliary

functions
(19) g = ém(a)—lfz+w(f,z,u)+f(z)
(20) h := —Gm(u)_lfz—w(f,z,a)+f(z) .

Using definitions 1 and 2 it follows immediately that

(21) h<f<g

Now let's fix an index n € IN . Since Ln is monotone from (21) we get

(22) Lh<Lf<Lg
n — n — m

Observe that h and g belong to the linear subspace generated by

{l,fz; z € Z } , where the restriction of Ln is linear. Thus, from (22) we

deduce
-1
2 -
(23) anf f(z)Lnll < sp(a) L f +w(f,Z,0)L 1
lsing the triangular inequality and evaluating at z € Z , we gset
(24) L (1,2)-£(2) | 5_w(f,z,q)Ln(l,z)+\f(z)(Ln(l,z)—l)|

+ cScp(OL)_an(fz,z)
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Then (18) follows from (24) taking supremum in 2 .

Corollary 1. Under the assumptions above, if Ln(fz,z) + 0 uniformly on Z
I n

and ||L_1-1l}, >0 ; then ||L f-fl|l. >0 for all f € E such that w(£f,2,0) =0 .
n Zn n Z n
Proof. First take o small and then =n large in (18).

Corollary 2. Let € >0 and Z(e) := {x € X|d(x,2 < e} . Suppose that each
Ln is linear and that the assumptions of corollary 1 hold. If £f,g € E and
f=g on Z(e) for some € > 0 , then {Lnf} and {Lng} have the same behaviour

on Z .

Proof. From corollary 1 and the linearity of Ln it follows that
I etgll, = N cgll, >0 .

This corollary reminds us of the well known localization principle for

Fourier series.

Theorem 1 is very general. There are no additional assumptions on the
metric space X or on the test family. In order to obtain results closer to those
of Shisha & Mond in form, it's necessary to prove the inequality (21) with

8 = w(f,a) in the construction of g and h . This demands additional conditions.
If X is a convex set of R" , it's easy to deduce from definition 2 that
(25) w(f,ra) < [A+1]w(f,a)

for all £ €B(X), A>1, o>0 ([-] stands for the entire part). To obtain

(25) you only use the following property that characterizes convex sets in BFI:

Property. "If x,y € X ; a,b €R,_ and d(x,y) = a+b ; then there exists z € X

such that d(x,z) = a and d(z,y) = b" .
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, . . . . m
This characterization of the convexity in R  does not depend on the

algebraic structure. So

Definition 3. A metric space is called metrically convex if it satisfies the above

property.

Although no specific name had been assigned to them, these metric spaces
had been used before in papers on Korovkin type theorems, c.f. [35]. It's obvious
that in every metrically convex space property (25) holds. Moreover, every convex
subset of a normed space is metrically convex, but there exist other sets in the
normed spaces which are not metrically convex or comvex in the classic sense.
This guarantees a good generalization of (25). The problem is that this new defi—
nition does not better the situation in R" . In {13], we have introduced the

following.

Definition 4. A metric space X , has a finite convex deformation coefficient, which

we will denote D(X) , if for all x,y € X there exists a rectifiable arc ny

with end points at x and y and

L )

= i — X ¢
D(X) sup inf 3G, y) < o,

x#y ny

where ¢(r') 1is the length of T .
For instance, a semicircumference in R? has a coefficient D(X) ='% .
In [13], we proved

Theorem 2. If X 1is compact, then D(X) =1 if and only if X 1is metrically

convex.
Theorem 3. If D(X) = p < » , then for all X >1 and o >0 we have

(20) wl(f,ra) 5_[pA+1] w(f,a) o
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Now, we can prove the following :
Theorem 4. If (26) holds and f € B(X) then
(27) lILnf—sz < olf,0 ) ||Ln1+pA||Z + Hf(Lnl-l)Hz
where A > 0 1is arbitrary and

(28) aP = A7l sup{L_(dP(-,2),2); 2 € 7

In particular, if the operators Ln are linear, p =2 and d = dG as in (9),

then

P -1 2_2 -
(29) <l gdegll, 2 Mg Il L gell,
LS%Sk

2
+ lgZll, llz 1-1ll,)
Proof. 1It's identical to the proof of theorem 1, but in this case the functions
h and g are constructed taking ¢ = pw(f,a) ;3 a > 0 . Property (26) allows

us to prove (21) with which we arrive up to (24) with the new value of ¢ and

the test family defined by (10) and (11). Observe also that
(30) w(f,z,a) < w(f,a) .

So it's enough to take a := a as in (28) and o #0 . If a =0, the

theorem is also true taking the infimum in o > O .

Let X = 1 J-w,m] , with the distance
1<i<k
—_— 2
(31) ARy s e eX ) 3 (Fyseee,y,)) =7V 3 d'(x.,v.)
1 k 1 k 1<i<k 1’71

where d' 1is the distance defined in (12). Obviously d inducts a topology that
makes X a compact homeomorphic to the k-dimensional torus. Nevertheless, since

d' inducts a convex metric in J]-m,n], it follows that X is metrically convex



- 158 -

That is, inequality (26) is true with o =1 . On the other hand, since

(32) 7 ¢ sin > I d'(x.,zi) = d(x,z)2
1<i<k 1<i<k

it follows that

(33) fz(x) := ¥ sin

(34) ©(a) =
is a test family on X .

Finally, with the same proof of theorem 4 applied to this particular case
we get
Theorem 5. Let X = 1 J-m,m] with the distance defined in (31). If f € B(X)
1<i<k

(that is, bounded and 27m-periodic on each variable)and the operators Ln are

linear, then

(35) HLnf—fl|X 5_w(f,an)||Ln1+AH)(+ Hf(Lnl—l) .

where A > 0 1is arbitrary and

(36) ai i= A In? sup L (I sin’ E%§,z)
z€x " 1<i<k
Aflﬂz
< ¢ z Jlu1-1ll.+|lL cos x.-cos x.||. +
1<i<k n X n 1 1°°X
+ HLnsin xi—sin Xiwlx) o

Examples.

For any continuous function f € C(X) we define

-1

(37) Lnf = f % Jn .
(2m)

JX £(e)J_(--t)de
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where n = (n ,...,nk) EINk and J_ 1is Jackson's kernel
1 n

n.t. \ 4

sin —+ 1

S 3
(38) J (8) 3= O

. 2
1_<_l£k ni(Zni+l) sin -

After some technical calculations you can obtain an estimate of o in (36)

and you get (c.f. [16])

(39) £ « T -£]|l, = O(m(f,/ z —1-))
nok 1<i<k ng

that is the best possible approximation by means of trigonometrical polynomials

for periodic continuous functions

Exactitude of the formulas.

It's easy to see that, not always, the deducted estimates are exact. For

instance, the sequence of operators defined by (2) and (3) verify

1 +1
viec, ,IlfxF £l = O(w(f, Loglarl) )))

that is better than the one obtained in (7) through Shisha & Mond's theorem.
On the other hand, the estimate in (39) is exact. Thus, it is interesting to have
criteria in order to know in a particular case if the estimate obtained is exact

or if it can be improved.

This problem was considered by us in (15). Here we will give the results
for the test families defined by (10) and (11). The periodic case is analogous.
Easier yet, let us consider the case when Y = Z = {z} . That is, when {Ln}

is a sequence of positive linear functionals and X is compact.

Let {Tn} and {T%} be two sequences of real numbers that tend to zero.

We remind that {Tn} and {T;} are said to be equivalent infinitesimals, if
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T O(Tn) and T O(Tn)

Suppose that Lnf + £ for all £ € C(X) . Our problem is to consider the
n

exactitude of formula
(40) ILnf-f(z)I = 0(w(f,a )+ an)

where a > 0 and 6n + 0 . This problem can be considered of course only in
n n

terms of equivalent infinitesimals.

First of all, we observe that from theorem 4 it follows that, in (40), you

can always take

(41) a = Ln(d(°,z))
(42) 6 s= [T 11

Suppose that (40) is true. Taking f = 1 we obtain that
|L_1-1] = 0(s)
n n

This, together with (42), shows that except for equivalent infinitesimals (42)

gives the best possible choice for '{Sn} .
Let's suppose again that (40) holds. If Gq = 0, then
Ln(d(”z)) =0 w(d(',z)’o"n) = O(OLn) .

This, together with (41), shows that,. when Gn = 0, (41) gives the best possible
selection for {an} , except for equivalent infinitesimals. Nevertheless, this
last part is not always true if Gn 7 O . Let's look at the following example

with X = [0,1] . Take

vi € ¢f[o,1] , Lf= £(0) + n_lf(l) .



1

It's obvious that Ln(d(-,O)) =n ~ , but (43) also immediately yields that

vi € clo,1] , |L f-£(0)] = o@ b,

That is, (41) is nmot optimal, since in this end you could take a = 0.

Suppose now that Lnl =1 . Then

(44) Vi € C(X) , |Lnf—f(z)l = 0(w(f,a )

where (an) is defined by (41). But theorem 4 also yields that (44) is true

taking
(45) ai - Ln(dp(°,Z)) i p>1

It results that, for p = 1, formula (44) is exact but hard to calculate. But
it's relatively easy to estimate a in (45) for the case when p = 2 , which
we already know that is not exact even when Gn = 0 (case of Cesaro means for

the Fourier series of f ). Take

2 4

B2 i= (@ (,2)) , v = th@tC,2) .

From the Cauchy—Schwartz inequality for positive linear functionals you obtain

that

Since it's easier to calculate Bn and Y, than a the following result is

of interest

Theorem 6. If y_ = O(Bn) » then g = O(an) . That is {Bn} is exact assympto-

tically with respect to {an} .
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The angular operator.

It corresponds to Potapov [32] the systematic use of the angular approxi-
mation in the study of the constructive characteristic and structural characte-
ristic of certain function spaces of integrable periodic functions. The idea of
this type of approximation is the following; we take only two variables for

simplicity.

Let f € L2([0,2n]2) and

£(x,7) = £ f(n,m e ™ its
n,m
Fourier series. One way of summing up

this series is to take partial sums with
. 2 .

the indexes (n,m) € Z~ taken inside

the two bands shown in the graphic.

This means that

(46) f(x,y) = lim lim( = D ) I - I 2 A (x,y)
N M InliN mEZ neZ ]m[iM |n|§N ]m|_<_M o,

. e . 2
where the 1limit is in L and
inx im
e y

An’m(x,y) 1= E(n,m) e

Following this idea Potapov and the author have developed the following

for spaces of continuous functions.

Definition 5. Let f € C(X x Y) , where (X,d) and (Y,e) are two compact

metric spaces. The mixed modulus of continuity of £ , for all o >0 and 8 > O-

is defined as
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47) 1(f;a,8) = sup {£(x,y)-f (u,y) +£(u,v) -£(x,v) }
d(x,uw) <o

e(y,v)<B
and for a =0 or B =0 by a limit process.
From the following inequality
(48) T(f30,0) < 20(f,a)

it's obvious that the mixed modulus is not worse than the usual modulus of
continuity given in definition 2. Nevertheless, it can occur that £ is not

constant and t(f,0,8) = O so in (48) you may have strict inequality.

Following the idea in (46)

Definition 6, Let L :CX)>C(X) and T : c(Y) > C(Y) be two bounded linear

operators. The angular operator A = A(L,T) 1is defined on C(X,Y) as

(49) A(fl(x,y)) 1= L(fy,x)+T(fx,y)—L(T(fo,y),x)

for all f € C(X x Y) , where £ € C(X) and fy € C(Y) denote corresponding

partial functions.

It's easy to verify, using classical techniques of Functional Analysis,
that A : C(X x ¥) =» C(X x Y) 1is well defined, is linear and does not depend
on the order in which L and T are taken in the last term of (49) . With a

more or less direct proof in [33] we obtained the following

Theorem 7. Let Ln : C(X) » C(X) and Tn : C(Y) » Cc(Y) be two sequences of

linear operators, such that
HLnf-fHX < Bu(f,X,0 )

Iz £l

I~

Cw(g,Y,Bn)



for all f € C(X) and g € C(Y) , where B and C are positive absolute

constants. Then, for all h € C(X x Y) , you get

(50) “Anh—hH xxy S B:Ctlhja ,8)

Some complements.

The object of this last paragraph is to mention other results of the
author on the subject, as well as to introduce some other complementary references

for quantitative and qualitative results.

If L: C(X) »C(X) 1is a continuous linear operator and x€X , it's

possible to define the continuous linear functional

VE € C(X) , L f := L(£,% .

So, if {Ln} and T are continuous linear endomorphisms on C(X) , the study
of the convergence of {Ln} to T can be done in terms of the convergence of
{Ln } to T for all x€X . This simplifies things and we may restrict our

X
attention to functionals.

Definition 7. A linear functional T on C(X) 1is of class M; if there exist

different points XyseeesXy € X and positive scalars ayseeesdy with k<p ,

such that
(51) Vi ECX) , Tf= X aif(xi)
ii<k
That is, if and only if T admits the representative measure by a, § ,

i<k t ¥

where 5X is the Dirac probability on X .
i
For instance, if we fix x € [0,1] , Bernstein's operator given in (1),

. +
defines a functional Ln in Mp

X

, for each x € [0,1] and p > n+l .
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Michelli (c.f. [25-26]) has proved that a Tchebyshev system in [0,1] is
a Korovkin system for the class of positive functionals, with respect to the
convergence to T , if and if T € M; and p 1s not greater than a certain

value that depends on the amount of functions in the Tchebyshev system.

Let X be a compact metric space.

Theorem 8. Let E < C(X) be a linear subspace that contains the constants.

Let L be a continuous linear functional on C(X) and T = T a; 6X € M+ .
1<i<k i P
if {fx , 1 < i<kl is a test family on Z := {xl,...,xk} and the k+1
i
generalized polynomials

n f ; n £ , 1<i<k
i<i<k *i 1<Ki<k %5
i#]

belong to E ; then, for all £ € E and o > 0 we have

£l + llall
(52) |LE-T£] < X T £ )
®(a) lgi<k i
+ [w(f,0)+w(q,a)]Ll
+ |Lq-Tq|
el + Hlall
p—2——2 |1 g ||+
@(a) IKi<k i
+ w(f,a)+w(q,a)+||f-q||) L ; LL
where q := z q. and
IKi<k
£(x) if k=1
q; = _1
f(xi)( I £ (xi)) 1 f si k>1 o
<<k ) 1<j<k *j

i#] i
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The proof of this theorem is a generalization of theorem 1. It is done
analogous as before taking
+
lell + llall

g = k H fx +q+u)(f,0t)+w(q,0‘)
(o) i<k i

WEll _+ llall
h := - Xk X I f_ -q-w(f,a)-w(g,a)
©(a) I<i<k i

and using the fact that for all u € E , with u > 0 , you have that

Iz, || L1

+ A ——————————
Lu u 5 > 0

For more reference on this see [14].

In the last case, we have considered the convergence of non-positive
operators (or functionals) to the operator T # Id . Nevertheless, the case of
complex analytic functions on X « @ , where the interior x° # ¢ has other
technical difficulties, since there are no realianalytic functions different from

the constants.

In [12], we proved that 1 and =z form a test system in the algebra of
the continuous functions on [|z| < 1] which are analytic in [|z| < 1] .
Moreover, we have estimated the rate of convergence. Here we consider that

el ~ 1 .
n

When X 1is a subset of € different from the unit disc, the method
developed allows us to also obtain quantitative results but which become harder
and harder with the geometry of the problem. Motivated by this, we have developed
an idea in order to obtain qualitative results for classes of holomorphic functions

in other domains (c.f. [22]).

Observe that to prove theorem 1 (and the following), we first estimate
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(53) ILn(f,x) - £(x)|

Then, instead of taking supremum on X € Z , we could also integrate or take
other norms. These different cases were studied and unified by Sendor [34],
starting from the original ideas of Korovkin [19]. In [15], we have established

the relationship between our work and that of Sendor.

Inspite of what was said above, the case of integrable functions cannot
be treated starting from (53), because it has no sense to evaluate a class of
functions at a point that may be, as a set, of measure zero. This case requires

other techniques and has been treated by Berens & de Vore [3].

Let's return to qualitative results. After the paper of Shaskin in which
he characterizes the test systems in C(X) , with X a compact metric space,

in terms of the Choquet boundary several papers have appeared in that direction.
From the general point of view, we have the following :

Let E be a certain space (of Banach, for example) and F<E, F # ¢.

For a given class M of operators from E to E , let's define

FIM) (=T {e €E|Le > e}
j Yoo
where

j o= (L) e M|VE € ¥, Lnf;f}

Between the different problems considered you have
(i) Characterize those sets F such that F(M) =E .
(ii) Characterize F(M) .
(iii) Find Korovkin systems (finite).

(iv) Determine the minimum possible set of
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Suppose that X 1s a compact metric space of Hausdorff and E = C(X) .
Let F be a linear subspace of E , such that 1 € F . From papers of Wulbert
1968, Krasnoselski & Lipshits 1968, Francﬁetti 1969, Minkova 1972, Scheffold 1972,
Lorentz 1972, Bernes & Lorentz 1973 'and others you obtain a complete characteri-
zation of F(M) for M= M (positive linear operators) , M= M' (normal

linear operators), M = M N M' and others.
For example, let M(X) be the dual space of C(X) . Following Wulbert
[42] we define :

+
cb F

i

{x € X|[(TE€MX; T>0; VE EF, Tf

f(x)) = VE € C(X), Tf = £(x)},

cb'F 2= {x € X|(T € M(X); ||T|| = 1;VE € F, Tf

f(X)},

f(x)) = Vf € ¢C(X), Tf

T
b’ F i= {x € X[(T € M(X) ; T > osl|T|| =1; V£ € F, Tf = £(x)) = VE € C(X),Tf =£(x)}.

Then F(M) = C(X) with respect to Mt (respectively M' ; respectively
+, ! . . + . .
M? ) 4if and only if cb F = X (respectively cb'F = X ; respectively
+

cb , F=X) . When X 1is not metric, this charactérization needs nets of ope-

rators.

These problems, for continuous functions on an arbitrary topological
space, have been studied by Bauer [1]. The case CO(X) (here 1 € F doesn't

make sense) by Bauer & Donmmer [2].

When E 1is a space of integrable functions P () , you can still
consider in a natural way the classes M+ , M' M+" and others. For these
spaces there is a well advanced (but still incomplete) work in the papers of
Dziadyk 1966, Zaricka 1967, Wulbert 1968 et 1975, James 1973, Kitto & Wulbert
1976 and others (c.f. [17], [40]1). For example ({1/n2}, {1/n3}, {l/n4}) is
a Korovkin system for M in LPay 1 <p<® . The sets {l,x,xz} , 11,x}
MY

and {sign x,x} are Korovkin systems in Ll[—l,l] with respect to M* ,

+ .
and M ' respectively.
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The above mentioned papre of Krasnosetskii & Lipschitz is connected with

problems of convergence in measure and almost everywhere.

We finally mention, for the case in which E 1is a lattice, the papers

of Wolff [39], [40] and [41].

The reference that follows is incomplete, but contains a lot of basic

results as well as other questions which we have had to omit because of space.
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