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Exposé 1

UN MODELE DE CHAOS MULTIPLICATIF

Jean-Pierre KAHANE

UNIVERSITE DE PARIS-SUD

Unité Associée 757

ANALYSE HARMONIQUE
MATHEMATIQUE (Bat. 425)

91405 ORSAY CEDEX

Commencons par une image familiere, celle des produits de Riesz. Si

(o] .
R(t) = T (1 + a. cos 4%)
=t

[v o]
est une mesure positive. Si  Z a? < o,
1
g .
1.(t)= T a. cos 4%
i1 J
J
est une bonne fonction, qui appartient & tous les LP (1< p<w), et dont
1'exponentielle ressemble a R(t) au sens que R(t)/exp L{t) est une fonction
[o 0]
continue strictement positive. Si 2 a? =, I{t) n'est plus une fonction, et
1

R(t) est une mesure singulidre. La singularité mutuelle des produits de Riesz a

été étudiée par Peyriére.

Il y a beaucoup d'analogies entre les séries lacunaires L(t) et les séries

aléatoires gaussiennes

o0
G(t) = nfoocn(ﬁ ,cos nt + Er'l sin nt)

ol (gn,gl',l) est une suite normale, et les o des coefficients positifs tels que

z ocrzl = a? .
Al<pe g3t

Quand X% O‘i <, G(t) estp.s. une bonne fonction, dont on peut considérer
1 _



[.2

1'exponentielle normalisée

exp(G(t) - D‘Z ocﬁ) .
1

*

[e0]

Quand 2 ocrz1 =, G(t) n'est plus une fonction. Mais se pourrait-il que son expo-
1 .

nentielle normalisée garde un sens, analogue au produit de Riesz ? Nous allons

répondre a cette question.

Si on remplace le systéme trigonométrique par celui de Haar ou de Walsh,
certaines réponses sont connues. Elles proviennent du modele de Benoit Mandelbrot
que Peyriere et moi avons traité en 1974. Outre ce modéle, complétement élucidé,
le sujet est marqué par des essais successifs de Oboukhov et Kolmogorov (1961),
Yaglom (1966), B. Mandelbrot (1971) ; la bibliographie et le point se trouvent dans
le dernier livre de Mandelbrot (1982). Naturellement, Ie sujet n'est pas pour
l'eséentiel 1'exponentiation de séries trigonométriques aléatoires, mais un modéle
aléatoire pour la dissipation de 1 énergie au cours de la turbulence (idée de Landau,

cf. Kolmogorov 1961).

Voici un cadre raisonnable. On donne un espace métrique ’(T,d), sur
lequel on considérera les mesures de Radon positives o© €M+(T). On donne une
suite de processus gaussiens indépendants indexés par T, soit Xn(t). En loi,

ils sont bien définis par les corrélations
p(t,s)=E X (t) X (s)

qui sont des noyaux de type positif, tout a fait arbitraires, sur T. On leur associe
les poids
1 2
Pn(t) = exp(Xn(t) -5 E X.n(t)).
Ainsi
E Pn(t) =1

E P (1) P (s) = exp p,(t,s).

On multiplie ces poids indépendants :
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Qn(t) = P1P2...Pn(t')

+ . . Loy
et, pour chaque oM (T), on considere la suite des mesures aléatoires Qno .

C'est une martingale, qui converge presque s{irement vers une mesure aléatoire 3.
Onpose S=Q0, etonditque Q estl'opérateur de chaos multiplicatif associé

aux X.n(t). En loi, il ne dépend que de la suite des noyaux pn(t,s). Le probléeme

général est donc celui-ci : étant donné les pn(t,s), que peut-on dire de 1'opérateur

aléatoire Q et des mesures aléatoires Qo .7

Dans la suite, K désigne toujours un compact dans T. La premiere
idée est de fixer o et K, et d'étudier la convergence L2 de la martingale
Qno (K). Cela donnera une condition de non-dégénérescence pour Q (suffisante,

pas nécessaire comme on le verra). Le calcul est facile :

E(SK Qo - SS eqn(t’s) do (t) do (s)

en posant

q,(t,s) =(pq +py +... p )t,s).
La condition nécessaire et suffisante de convergence L2 est donc

q(t,s)
SS e’ do (t) do (s) = O(1).
2

Dans le cas ol les pn(t,s) sont positifs, on écrit

qlt,s)= T p(t,s)

- ™8

(on dira alors que qft,s) est un noyau de type o -positif) et la condition est

SS R 95 4o (1) do () < .
2

Comme exercice, on peut traiter le cas considéré dans 1'introduction : T =R/27Z =K

do (t) = dt, pn(t,s) = oc?l cos n(t-s). Si par exemple oc?l est une suite convexe,

2 2
fty= = o cos nt
0

’
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est une fonction positive, et la condition est exp f € L1(T). La discussion est

facile et intéressante quand o, = la valeur o =1 estcritique. Dans le

-

choix que nous avons fait, les pn(t,s) ne sont pas positifs ; mais on aurait pu

choisir aussi bien
n .
p (t,s)= T (1-1) oc2 cos nft-s)
n n’ j
o)
2
qui est positif quand ocj est une suite convexe.

Supposons maintenant les p_(t,s) positifs. La condition de convergence
n

12 ne dépend que de leur somme q(t,s), et

eGP = (0 109 a0 (o).
K2
De plus, pour tout noyau k(t,s) positif, ou borné, on a

E Sg 2k(t,s) as(t) ds(s) = Sng k(t,s) e3¢ S)as (1) do (s).
K

C'est intéressant dans le cas de 1'exemple traité ci-dessus (T =R/27Z,

o0 2
q{t,s)= Z -%— cos n(t-s)), mais avec o et K quelconques. Posons oc2=2u.
o

On a 1
q(t,s) = 2u log +o(1)

t-s
donc, essentiellement, E(S(Kz)) est 1'intégrale d'énergie de ¢ par rapport au

noyau P—Zu’ qu'on note IZU(G). En choisissant k(t,s) = lt—sl—v, on voit que

E IV(S) =1 (o).

v+2u

En choisissant k(t,s) = exp in(t-s) et do(t)=dt, on voit que

E l S(n) ‘ZNC In |2u-1

(on suppose 0(2 =2u< 1). Le choix bizarre de u comme parameétre s'expliquera
plus tard.

Voici un autre exemple amusant : T =R/Z, Xn(t) = Bn(t+ en) - Bn(t), ol
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B, représente le mouvement brownien. Ainsi 'pn(t,s) = An(t-—s), ol

A =1 - % 1 . Dans ce cas, la condition
" oye | [e 0]
o 0
Bgexp T A{t)dt=o0
{ n

est exactement (Shepp) la condition nécessaire et suffisante pour que le cercle
R/Z soit presque siirement recouvert par des arcs de longueur en disposés au

hasard, et elle s'exprime aussi par la condition

o0

1
z —Zexp(21+... )
T n

n):oo

si la suite zn est supposée décroissante.
\ Ve - 2 0 v rd K 2m
Apres la théorie L7, 1'idee naturelle est de tenter la théorie L

(m entier = 1). On part maintenant de la formule

E P(t,) P(t,)... P(t,,.) = exp z p(t.,t, )
1 2 2m 1<3< k=<2m i’k

appliqguée a P = Pn ou P= Q‘h, et on obtient comme condition nécessaire et

suffisante de convergence p2m de la martingale Q o(K)

exp = g (t.,t.Ydo(t,)do(t,) ... do(t, ) =0(1)
g SKZm 1< <k<2m nj’k 1 2 2m

et, lorsque les pr'l(t,s) sont positifs, la condition - ne dépendant que de q(t,s) -

(*) SS exp z q, do,do, ...do, <o
2m o isleem T2 2m

avec les notations évidentes
q.. = qlt.,t do . =do(t.).
jk ( J k) ’ J ( J)

On va tirer de la une condition plus parlante.

Définissons les j modulo 2m et posons
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8%0=9%1 79,179, 2 Ty

81=912+9% 0+ 9%,3% " Y%y mei

e . =q

m-1 m-1,m ,

(les indices sur chaque ligne sont translatés de ceux de la premiére par le numéro

de la ligne). Ainsi

z ., = & + & +...+ 2 .
1sj<k<2m K © ] m-1

En appliquant Holder, 1'intégrale (¥) est majorée par

m-1 mé. ‘ 1

J m
Ja (gg e Jdo do,...d0, )
j=1 K2m

Toutes les intégrales ici sont égales. On est amené a4 majorer

- mzo
SB ‘e do d01...d
2m ©
K

Pour cela, on intégre dans 1'ordre des indices qui apparaissent sur la ligne 20 ;

02m—1'

en posant

J= supB emq(t,s) do (s)
t K

on a les majorations
mq
S e 01 doo <J

. m(q,,+q, 4)
Sge 01 1-1 doodo1§J2

: m?e
0 m-1
S...Se do do;...do 4 mdomg.J‘2 o (K).

2m-1

L'intégrale (*) est donc majorée par J o (K). Une condition suffisante pour

la convergence L2m est donc que les potentiels
S omalt,s) o (s)
K

soient bornés. Pour m =1, c'est a peine un peu moins bon que la condition d'énergie
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(puisque si 1'énergie est bornée, la mesure restreinte & un compact convenable K!',
tel que o (K \K') soit arbitrairement petit, a un potentiel borné). Cela suggere

une question.

Sous quelles conditions additionnelles est-il vrai que la convergence dans

Lh(Q) de la martingale Qno (K) équivaut a
. %hq(t,s)
(#) &g 5 e do (t) do(s) < «
K

pour 1<h<o ?

11 est temps de regarder les martingales de Benoit Mandelbrot (1974), en
nous restreignant au cas qui nous intéresse, c'est-a-dire des poids log-normaux.
Soit ¢ unentier>2, T= (Z/cZ)N =K, o lamesure de Haar, d{t,s) 1la

-n

distance c-adique, c'est-a-dire d(t,s)=c si t et s ontexactement leurs

n premiéres coordonnées en commun. Prenons

[Zulog c si dlt,s)<c™

pn(tys) =
10 si dlt,s)>c™"

Ainsi

q(t,s) = 2ulog

dt,s)

Dans ce cas les théorémes 1 et 2 de K-P 1976 montrent que Qo=0 si u=1,
EQo(T)=0(T)=1 si u<1, et E(Qo (T))h < oo gsietseulementsi uh< 1.
Dans ce cas, (#) est bien une condition nécessaire et suffisante pour la convergence

de la martingale Qno (K) dans Lh(Q), pour 1< h< o, |

Reprenons le cas général. La premiere question qui se pose est celle de 1a
dégénérescence ou non-dégénérescence de Q. Onditque Q est dégénéréen o
si Qo =0, etcompletement dégénéré si Qo =0 pourtout . Si Qo #0,

7

posons T =EQo : ainsi 0<7<0, Qo -T)=0 et EQT =17; ondiraque
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Q est fortement non-dégénéré en T. Remarquons aussi que (loidu 0-1), si Q

n'est pas dégénéréen o, ona Qo #0 p. s.

La non-dégénérescence de Q en 0o se raméne donc - quitte a diminuer
convenablement ¢ - a la non dégénérescence forte. Celle-ci équivaut a la conver-

gence de QnG(K) vers Qo(K) dans L1(Q) pour tout K.

Quand il y a non dégénérescence forte, 1'existence des moments E(Qo (K))h
équivaut a la convergence de an (K) vers Qo(K) dans Lh(Q), et aussi au fait

que les E(Qno (K))h sont bornés (h> 1).

. 1 P N . .
Quant a la convergence dans 1L, elle équivaut a 1'existence d'une fonction

f(x) vérifiant lim X" f(x)=o et E £(Q_0 (K)) = O(1).
X

Si on a deux couples (Q,0) et (Q',0'), on voit évidemment ce que veut
dire (Q,0) est meilleur que (Q',0') relativement aux problémes de dégénéres-
cence et des moments.

Apres ces prolégom‘enes; voici les premiers vrais théorémes (dont je n'avais

encore que des versions partielles lors de 1'exposé au séminaire le 16 mars).

THEOREME 1. Si les pn(t, s) sont positifs, laloide Q ne dépend que

de leur somme q(t,s).

En conséquence, on pourra parler du chaos multiplicatif associé€ a un noyau

de type 0 -positif (en identifiant des opérateurs ayant méme loi).

THEOREME 2. Si qft,s) < q'(t,s), Q estmeilleur que Q' relativement

aux problemes de dégénérescence et des moments.

Cela veut dire, naturellement, que (Q,0) est meilleur que (Q',0) quelle
que soit lIa mesure o . Voici une application dans laquelle on fixe Q et on fait

varier o.
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COROLLAIRE du théoreme 2. Si qft,s) est une fonction décroissante de
d(t,s) etsi o' estl'imagede o par une contraction de 1'espace T, le
couple (Q,0') est pire que le couple (Q,0) relativement aux probleémes de

dégénérescence et des moments.

Un autre corollaire, évident, est que si q(t,s) - q'(t,s) =0(1), Q.et Q!

sont équivalents relativement aux problémes posés.

La preuve des théoremes 1 et 2, que je ne donnerai pas (elle sera publiée
dans les Annales des Sciences Mathématiques du Québec) repose sur le lemme clé

que voici : si p1(t,s) < pz(t,s), etsi f estconvexe, alors
E f(g PO)<E f(g P,o).
K K

C'est un lemme de comparaison du type de Slepian, mais qui ne se déduit pas -
du moins de fagon visible pour moi - du lemme de Slepian. Par contre, il se démontre
de maniere analogue, a condition d'avoir la bonne démonstration. Voici donc, en

prime et entre parenthéses, la bonne démonstration du lemme de Slepian.

Enoncé. On suppose X = (Xl’ Xosenos Xn) et Y= (Y1, Yoseen, Yn)

gaussiennes centrées,

E Xij <E Yij pour tout (j,k)

EXX, =E YjY pour tout (j,k)€J

ik k

J étant une partie donnée de (1, 2,..., n)2. Soit f(x1, Xgseoe xn) une fonction
de classe C2 sur Rn,' telle que

bzf

bxj bxk

>0 pour (j,k)¢gJ

(on ne suppose rien quand (j,k) € J). Alors

E £(X) < E £(Y).
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Preuve. On suppose, comme a 1'ordinaire, que X et Y sont indépen-

dantes, et on pose
X0 )= Viox X+ Vh Y O<x<1)

o(x) = E #(X(1)).

11 suffit de montrer que ¢ est une fonction croissante. Or

1 X Y g ~
") =5 T E((—L + L) 2=(x(1))).
') 2 i1 <\/T'-'X+ﬁ o, /

Nous allons montrer que chaque terme de la somme est positif. Fixons j et A,

et posons
-X.
U=—2L 4

o | s

, V= Xk(k).

L'hypothese donne

EU Ukz 0 pour tout k

EU U, =0 pour G,k)eJ
soit

/-

V K= (XkU + Wk
avec W, LU, o = O pourtout k, o =0 si (G,k)eJ. Et il est maintenant
évident, avec 1'hypothése faite sur f, que

ot

O X,
J

EU (...O(kU+Wk...)20

(on intégre d'abord par rapport aux W, etonresteavec E UugU), ol g est

une fonction croissante).

Dans 1'énoncé, on peut supprimer 1'hypothése de classe C2. Le lemme de
Slepian classique correspond a J = {(j,j)} et f fonction indicatrice d'un produit

de demi-espaces Xj > aj.

J
A partir de 1'exemple T =(Z /CZ)l\ , le théoréme 2 permet d'obtenir des

énoncés pour des ensembles homéomorphes a T et munis de distances comparables.
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Voici la conséquence la plus intéressante.

THEOREME 3. Supposons T = RY euclidienet Q associé a un noyau

de type o -positif qft,s) tel que

q(t,s) = 2u log* +O(1) (u>0)

dit,s)
ot d(t,s) estla distance euclidienne. Si u=v, Q estdégénéré,etsi u<v
Q est fortement non dégénéré sur la mesure de Lebesgue o de RY. Dans ce
dernier cas, on a
EQ oK) < o esun<v

pour tout compact K de o-mesure strictement positive.

L'existence de noyaux de type o -positif vérifiant la condition du théoréme 3

est facile a établir. En fait, cela a peu de choses a voir avec la structure euclidienne.

Supposons, géne’ralementj‘, que dg(t,s} soit un noyau de type négatif sur T,

¥(t,s). Cela signifie, au choix, que

a,. I Cjck zp(tj,tk )< 0 pour tout choix de tj en nombre fini dans T,

et de réels Cj tels que % ¢ = 0
b. e¥ p(t,s) est de type positif pour tout y> 0

c. (T,d) peut &tre plongé isométriquement dans un espace de Hilbert.

v
Comme exemple danslecas T=R , ona

v X.
O(t,s)= T |t-s.|?
=1 3

si les exposants vérifient 0 < % <2 (ici tj est la jieme coordonnée de t).

Cf. Schoenberg avant 1940.

Posons o0
E(x}:g e-—yxg_g =10g+1+0(?)
1 y X

p
) - ~yX dy
px) ST S
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Chaaue Qp (¥ (t,s)) estun noyau de type positif, et e(¥(t,s)) est un noyau

de type o -positif. Dorénavant, nous nous limiterons aux noyaux

qlt,s) =u e(®(t,s)) = 2u log* +0(1)

d(t,s)

et nous désignerons par Q(u) 1'opérateur correspondant.

Siona u= Uy +Uy +o..+ U, et si on considére des versions indépendantes
oo associées a u,, U,,... u leur produit est une version
Q) Uuy) 7 By 7 Ugr--- Ups leurp

de Q(Ll) :
Qr=Q ...Q Q .
() "uy) " uy) “uy)
Ainsi, partant d'une mesure o €M+(T), on peut construire tour a tour
17 %,

5_2 =Q(112)51

Sy :Q(u2)88—1

et poser S 2= S = Q(u)o . On verra tout a 1'heure qu'il peut &tre essentiel de

construire S de cette maniére.

L'objectif est maintenant le suivant. Supposant ¢ holderienne d'un certain
ordre, peut on obtenir une condition de Holder d'un autre ordre presque siire pour S ?

(o)

La théorie L2 nous donne un résultat, puisque, nous 1'avons vu, E IV(S) = Iv+2u
(Ia étant 1'intégrale d'énergie d'ordre «). Nous allons obtenir beaucoup mieux.
Désignons par M§+(T) l'ensemble des ¢ €EM'(T) vérifiant la condition suivante :

pour tout €> 0, ilexisteun 8 >0, un C> 0 etuncompact K< T tels que

o(T\K)< g

= o (K N B) < C(diam B)*"°

pour toute boule B. Voici le résultat.
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THEOREME 4. Si G€M';+(T)et u<«, Q) est fortement non dégénéré

4

en o, et Q(u)cré:M( (T) p.s.

o=t )+

La démonstration se fait en deux étapes : dans la premidre, on suppose

u< % (alors la théorie L2 est applicable) ; dans la seconde, on passe au cas

général en utilisant une décomposition u = Uy + Uy +...+u, avec

<O(
bt E

oa-u

—

Quitte a réduire T, onsupposeraque pg alieuavec K =T. Laclé pour la
premiére étape est la probabilité de Peyriére (cf. K-P 76), ainsi définie : c'est - en
nous restreignant, ce qui est possible, au cas o¢(T) = 1 - la probabilité q sur

OXT telle que

Sf(w,t) aq (w,t) =E S f(ew,t) Qo (dt).

On vérifie que les Xn(t) sont q -indépendants quand on définit - par exemple -

pn(t,s) =8 2(e2n-2 o(t,s)) donc qn(t,s)= e 2n(z,b(t,s)). D'oll, trés facilement,
e e
log P4(t) +...+ log P_(t)

— —u ‘ q-p.s.

On a donc presque siirement (avec la probabilité donnée sur )

‘ . log Qn(t)
w ‘ e e OV S-p.p.
n
donc convergence uniforme sur un compact (aléatoire) K telque S(T\K) soit
arbitrairement petit.

On décompose alors Q sous la forme Qan (opérateurs indépendants),

ol R~ correspond & (quqn)(t,s). On appelle Bn(t) la boule de centre t et
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de rayon e ", on pose pn(t) =R o (Bn(t)) et on vérifie que

Spndq =SB e(q—qn)(t’s)dc(s)dcr(t).
d(s,tie™
L'intégrale est finie puisqu'on a supposé u< % et, sur 1'ensemble d'intégration,

on a qn(t,s)=2un+0(1). L'hypothése B (avec K =T) donne
oo
(o+3)n <
Y Be,ettiaq <

d'ol presque siirement (avec la probabilité de départ)

—(oe+5 )n)

pn(t) = Ofe S-p.p.

On se restreint & un compact olile O est uniforme et, en utilisant m , on obtient
S€M?a_u)+(T). On a de plus
E S(T) =o(T).
La dimension capacitaire de T (au sens de Polya-Szegd et de Frostman)

est la borne supérieure des o telsque T porte une mesure ¢ non nulle appar-

s ot .
tenant a Mcx+(T)’ Notons la | dim T.

COROLLAIRE du théoréme 4, Si u< dim T, Q(u) n'est pas complétement
dégénéré, et la borne supérieure pour tous les ¢ €M (T) des dimensions des boréliens

aléatoires portant Q(u)c est au moins égale a dimCT—u.

(Précisons. Quand ¢ est donné, Q(u)c est une mesure aléatoire. La
borne supérieure des dimensions des boréliens qui la portent est une variable aléatoire.
Par la loi du zéro-un, applicable ici, cette variable aléatoire est une constante presque

sire, C (o). L'énoncé dit que
b4 u .

£ sup C (0)=dim_T - u).
ceM(T) M ¢

Moyennant une hypoth&se supplémentaire, (H), onva voir que £ est une égalité.
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L'hypothése (H) est que T soit de nature homogene (dans la terminologie
de Coifman et Weiss) ou de dimension méirique finie (dans celle d'Assouad). Cela
signifie que, pour un entier N = N(T) convenable, toute boule de T puisse &tre
recouverte par N boules de rayon moitié. Voici deux conséquences : 1. la dimen-
sion capacitaibe et la dimension de Hausdorff sont les mémes (Frostman + Assouad)

2. 1lexiste deux constantes C =C(T) et ¥ =¥%(T) telles que, pour tout K,

£ N(e,K)< C <dia§1

ot N{g,K) est le nombre minimum de boules de rayon € recouvrant K.

THEOREME 5. Sous 1'hypothése (H), Q(u) est completement dégénéré

lorsque u>dim T.

Pour la preuve, on peut supposerr T = K compact, et 1'hypothese est-
mesuh K =0 pouruncertain h< 1, Cela veut dire que pour tout €> 0 on peut‘
recouvrir K avec des boules Bj, en nombre fini, telles que Z (diam Bj)Uh‘< €.
L'idée est alors, pour chaque o €M+(’I‘), de décomposer ¢ sous la forme

z Gj avec o j€l\f§+(83.}, d'écrire
S Qo =2 S Q orj
i h C h
e o) =2E( Qo))

et de majorer E(S Q crj)h en utilisant une décomposition Q = Qn Rn adaptée
b
(mémes notations que dans la preuve du théoréme 4). Alors

? h
B o) < Efé'é @, (t (S

“donc, par Hdlder,

25( 0o = (26 sw (@, TR o,
tGB 3
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On choisit nj ~ - log diam Bj’ et on doit majorer

E sup ()"
teB

gquand diam B = e ™. Crlestla qu'on a besoin de ##, et d'une version forte du

théoréme de Dudley sur les processus gaussiens admettant des versions bornées.

On trouve 5
)

O(e—nu(h—h )

d'ol, facilement, SQO‘ = 0.

Le théoréme 5 et le théoréme 4 monirent mutuellement qu'ils ne sont pas
améliorables (sauf peut-8tre en remplacant des inégalités larges par des strictes,
C B . +
etc...). Par exemple, si dim T = a, on ne peut avoir Q(U)O‘ €M(0(_u)+(T)
p. s. (> 0) pour aucune cEM(T) (en effet, le théoréme 4 dit que si

Q(u)(()’) € ME+(T) p.s.et v<PB8, ona Q(u+v)(0 )#0, ce qui, par le théoréme 5,

signifie u+v< a).
COROLLAIRE. Sous 1'hypothése (H), £ est une égalité.

Pour terminer, voici quelques remarques sur la log-normalité.

1. Dans les théories 12 et I,,zm, 1'hypothése que les poids Pn(t)

sont log-normaux (c'est-a-dire exponentielles de processus gaussiens) n'est pas
essentielle ; ce dont on se sert est

E Pn(t) Pn(s)

et EP_(t;) Py(ty). .. P (t, ).

2m

De méme, dans la premiére étape du théoréme 4, ou 1'on n'utilise que les estimés
Lz et la probabilité de Peyriére, on n'a pas besoin que les Pn(t} soient log-normaux.
Le théoréme 5 peut s'étendre si on a un succédanné du théoréme de Dudley. Pour les

théorémes 1, 2, et la 2eéme étape du théoréme 4, une généralisation au cas non

log-normal parait difficile. Le modele de B. Mandelbrot traité par Peyridre et moi
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concerne la multiplication de poids aléatoires identiquement distribués, mais de loi

qguelconque sous la réserve EW =1,

2. L'expression de limite-log-normal, utilisée par Benoft Mandelbrot,
s'applique bien aux opérateurs €, mais devrait 8tre rejetée pour les mesures

images Qo .

3. Dans 1'exposé oral, j'avais introduit des "cones log-normaux", ol les
masses aléatoires Qo (K) prennent leurs valeurs. Il s'agit des cdnes fermés des
Lh(m engendrés par les eX' (xeX), ou ¥ estun espace de Hilbert de variables
gaussiennes centrées ; on peut les désigner par I‘h(J@). L 'hypothese de log-norma-
1ité de Kolmogorof 1961 (dont il dit qu'"il faut la formuler avec la précision nécessaire")
me kparai‘t pouvoir avoir le sens suivant : les mesures aléatoires considérées, appli-
quées a des boréliens ou a des fonctions positives, donnent des é1éments d'un cdne

lognormal 1“1(36) .

4. Plus précisément, si Q est fortement non dégénéréen o, la mesure
aléatoire Qo est une isométrie du cdne Ll(c). dans le cdne 1“1(36). On peut
&tre tenté, a partir de cette observation, de donner une définition axiomatique des
chaos multiplicatifs associ€s a une mesure o : il s'agirait, parmi les opérateurs
additifs et isométriques de L_l(cr) dans 1“1(36 ), des é1éments extrémaux. Le rdle
des martingales s'expliquerait par le fait que, si on décompose # en somme
directe @3@j , les espérances conditionnelles des é1éments de 1‘1(56) par rapport
aux %]3‘ b4 3 appartiennent aux cdnes 1“1( % 3@3.) et forment une martingale conver-
gente dans L1(£Z).



Exposé 2

ASYMPTOTIC CONVERGENCE OF THE RATIO OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS
WITH RESPECT TO VARYING MEASURES

#
G. LOPEZ LAGOMASINO
Fac. of Math. and Cib.
University of Havana
HAVANA (Cuba)

Let u be anon-decreasing function on I:—1 , 1] with an infinite set of
points of increase. By # we also denote the associated positive Borel measure
whose support is contained in [—-1 R 1] . The space of all such measure we will
denote by S [—1 R 1] R T ‘> 0 almost everywhere with respect to Lebesgue's

measure (a. e.) we write pHEW El , 1] .

Let acEc C~ E—1 R 1:’ , where [E is a regular compact compact which
is symmetric with respect to IR and whose complement is a region that contains
z=%°, and o= {ocn k}’ neN, k=1,2,...2n, a table of points also symme-

4

tric with respect to IR (this means that for each n€IN the polynomial

2n
W, (z)=1T (z- o ) has all its coefficients real). Obviously, w, ~ has no

k=1
Zeros on E 1 1] without loss of generality we may assume that

(X > 0, X€[1 1]

Supposé weES [—1 , 1] and 1 is a rational function whose poles belong
to the region €\ ( [—1 , 1_{U E), r1(o)=0. Unless otherwise specified, the
coefficients of r are, in general, complex numbers. In the following, we shall

denote

f(z) = S %"i:(t—g +1r(z).
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It's easy to prove that there exists a unique rational function »?Tn{ix,f) = 'Hn(Z) =

P _4(z)
——Q—n-(-zr , such that :
i. P 1, Q, arepolynomials, degP_ _;=<n-1, degQ =n, Q £0
Qf-P ‘ -
i, —“—a-,-z-iﬂ eHD), D=c\ [-1,1], D' =D\ [r(z)],
n

where, as usual, H(D) stands for the space of analytic functions on D ; T

is called the (n-1, n)-multipoint Padé approximant to f with respect to  «a.
When all the coefficients of r arerealand 4 € S E—1 , 1_] it was shown

in [T] (see also [2}) that

(1) T —3f,KcD', n-—swo.

That is m, converges to 1 uniformly on each compact subset of D'. Moreover,
for all sufficiently large n, we have that deg Qn =n, eachpoleof f in v D
"attracts" as many zeros of Qn as its order of multiplicity and the rest of the
zeros of Qn lie on E—1 , 1] . In the classical case of Padé approximation
(when all the interpolation data is assigned to one point, = {a}, aciR\ [—1 ,.1] ),
but under heavier restrictions on p, A. A, Gonchar B:I proved that a similar
result holds true even if r has complex coefficients ; these additional conditions
are satisfied, in particular, if pcw [—-1 , T] . In this connection see the papers
[4]— [5] of E. A. Rahmanov {also [6] ). There, Rahmanov proves that if

HEW [—1,1] then

1
(2) I{{-T 32‘09 KCD; n —-c0,
n .

where ¢ is the conformal mapping of € \ [«-1 , 1_I on Uw! = 1] , such that
o) =00, @'(0})> 0, and {Ln}, nélN, is the sequence of monic  ortho-
gonal polynomials with respect to u. Gonchar's paper [3] relies essentially

on the assumption that @ is such that (2) takes place.
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In § 3 we study the convergence of multipoint Padé approximants to f
(for general r). In the proof, which tollows the ideas of [-3] , We were obliged
to use a property similar to [2] , but relative to sequences of orthogonal polyno-
mials with respect to varying measures that depend on K and w2n. In § 2

we prove that the desired property holds if © € W [—-1 s 1] .

2. ASYMPTOTIC RELATIONS

1. In what follows
- S
px)=p L—LxJ =§ 1d#(t), x€ [—1,1]-

We will denote

p(6) =
U(cos 8), m<0 <27,
and
-T (cos8), 0<6<m,
p(6)=
(cos 6), T< 8 <27,
where
X
- du (t)
T (x) = owE xe[-1,1].

It's quite obvious that for any KES [—1 , 1]

dp(8)

(3) dpn<6)=w cos

2n
(almost everywhere on [0,2 17]) and that pew E—1 , 1] implies that pEW [O,Zﬂ:’

In all that follows p always represents a measure that proceeds from a certain

K on [—1,1].
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2
LEMMA 1. There exists a polynomial Wzn(z) = anz o+ BO with real

coefficients such that

a) wzn(cos 0)= ’Wzn(eie) ’2 (#0, 6¢ EQ,277])

dp(6)

b) dp (8)= P
e

WZn

Proof. Part b is immediate from a and (3), so we must prove only the

first part.
Let £€x | €IR_ and consider the factor z - £ of wzn(z). We will
: tz

prove that (cos 8- £) can be written as t’}’Tele = Y517, Y% €R. Infact,

if ')’1,'}/26R then

so we must show that the following system has at least one solution

2 2
71+y2=‘5 3 "2’}/172:1-
That is
1 2 1T -
7/1':""'"—" t ‘)'/2"""—2:-&'
2'}"2 4')”2
But

475 +4EY5+1=0

has real zeros, since 1662 -16>0 (£°>1) and - 4& +\/16¢£°-16 > 0.
Analogously, if £ = * i €lR+ then there exists 71,72€R such that
4

;'}/1eie ) IZ =-(cos 6 - £).

On the other hand, if £ = % € C\R belongsto o then £ also
belongs to «. In this case, solving (in €) system (4) it's easy to see that there
exist two monomials 71e19 -7, and 5—/1ei6 - ’72 such that

10

i0 _
cos e = g = (y'!el - }/2)()/16 1 —yz)
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P 6 -i6 =

— i — -
cos - &= ('}’1e - 2)('}’19 -72)
And so
(cos B - £)(cos 6 - &) = '(71e18—72)(771e19— %) 2.
From all the above and the fact that we have assumed that w2n >0 on

E—LT] follows a.

k k-1
t = >
2. let (’Dn,k(z) ’)’n’kz + yn,k-—TZ otV o yn,k 0,

?

be the k-th orthonormal polynomial with respect to the measure

do(6) dp(8) »
d f)= = - . That
pn( ) <w2n(cos 8) ’Wzn(ele)P) s

2m .
1 if
—_— wn,k(e ). 0

io
o (6)=5_ =
27 %0 n n

n,m

LEMMA 2. The fOIIOW'iﬁg relations hold :

S2m . ot 1 N
a) B ew‘9 dﬁie Z:S ewe de(6) , v=0,4+1,...,+k.
i(pn k(e )l o

0 w_ )T

b) There exists an algebraic polynomial (@‘1 ;. Of degree k such that
iis
8,2
f(Pn’k(e )I = ®n,k(cos ).

Proof. Part a) is simply formula (1,20) of B’] applied to measure dpn(e ).
For the proof of b) let us first note that all the coefficients of <pn o are real (see
’

[:7], page 172). So

+ =
0= &j<k

. cos(j-2) 0,

2
e i 4 2)/”, e)/n’J

ig. 12 2
(e )I = n,0

I(pn,k n,k

but cos(j-2)8 can be written as a polynomial of degree (j~2) of cos 6.
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3.1 v, and v (n=1,2,...) arein S(T) by V=V

(or dvn(e) —_— dvn(e )) we shall denote weak convergence : that is for all
*
fec(T)

B fdv -———>B fdv , n—po0,
T n

The following lemma is an analogous version of lemma 1, EJ .

LEMMA 3. Let j be afixed entire number, then

W2n(eie) 2
} d8 — dp(6).

i6
(pn 2n+;|(e )

Proof. To begin with let's take jE€IN and k=2n+j inlemma 2a. Then

foreach n €N

. 5
2m | W, (e1 ) 2n
®) { | a0 T apt01- 00,21,
° (Pn 2n+3(e ) °
and
i0, 2
27 W, (')
(6) \ 1 ] o I o = S _4e(®) 42, 2n.
0 cos S—an’k e, 2n+3(e ) o cosewcxn’k

i6
(e ) |2
From (5) follows that the sequence JL I-—-—-—(—g—

e

a6 |,

n,2n+j

is bounded in norm. Since the set of measures S [0,211] is weakly compact it's
sufficient to prove that any weakly convergent subsequence has the same limit.

Let AdN and suppose that

>12

(eie) dé -——;——-——>dg(8), n-w, nEA.

(Pn,2n+j

It's easy to see that g is of the form



(7) g6) = {
G(cos 6) <0< 27
In fact, foreach n
i9
W, () 2 w., (cos 6)
_____.,.___6_2“ : I a9 = fsinef 2n df ;
© .(e1 ) 2 {cos 6)
n,2n+j n,2n+j \ /1 —-Cosze
S0
Sa | wzn(eie) 2 {-Gn(cos 9) o0=<6<n
- do =
—2 |
G <
o (pn,2n+j(e ) n(cos ) T< 6 <27,
where
X w,_(x)
Gy = =0 —
- n,2n+j(x) 1-x

and G is non other that the weak limit of {Gn} , hEA.

From (7) and the definit@on of p it's obvious that p =g if and only if
their integrals with respect to all even 2w-periodic functions are equal. That is,

- with respect to all functions of the form F(cos 8) where F € C [—1 , 1] .

Let o' be the set of limit points of «. Suppose that «' contains an

infinite set of points £€x'. Then from (6) it follows that

27 2m

S dg(8) :S dp(®) tcqt.
o cos 6-¢£ o cos 8-¢

But (see [8] , page 294) the linear hull of the set {—1——} , £€€a', is dense in
X~-§

C [—1 , 1] since «' contains an infinite amount of points. From this we have that
27 27
S F(cos 6) dg(8 ) =S F(cos 8 ) dp(6)
o o

and g=p.

If «' has only a finite number of points then at least one of them § is the
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limit of an infinite set of "different" sequences of points of «. Here "different"
means that any two such sequencesdiffer for all sufficiently large n. Now using

(6) (better yet return to lemma 2a) follows that

2m 2T
S _.@.g._@_)__r{ :S .....QE_(G_)_..R , KEN.
o (cosB@-¢) o (cos@-¢)

But again the linear hull of { )k} KEN is dense in  C( E 1 1]} (Weierstrass'
theorem), so in this case also g=p.

Suppose now that j=-1, -2, -3,... Let 51, veey & j be a set of points
of «' corresponding to "different" sequences of points of «.  We can suppose

: |
that ozn’m——-)«‘;m, Ne—peo, m=1,2, ...,ijl. We will denote
lJl

-1 . X
1 — - . .
wzn(z) =W 2r1(z) " (z %, m) . Using again lemma 2a we obtain that for each neN

g211 wh (cos 6) S dp(@)

8
®) o lo (ela)fz ‘

I (cos 8 -0, )

n,2n+j m
9

m=1

and

w) (cos 6) 27
(9) g 2n g 1 dp(8)

| 0 F‘f‘s = 0
o cos 0- %, K <pn’2n+j(e ) 0 cos 6'0‘ ,k II (cos 9—0:
m=1

)

, i
k= ljl+1,...,2n.

Using similar arguments as above from (8) and (9) follows that

wén(cose) do(0)
0 2d9 * > i1jl
lo (e )|

n,2n+j (cos e-gm)

m=1
which immediately implies that

w 2n(cos 0) W

v, |2
n,2n+j(e )l

2n(eie ) {2

“- i (')

df ———3dp(6), n-—>c,
*

o 0

n,2n+j



4. In the following, & =Y

d o  (z)
n,k an nkzhz

’

- 1

%, ,k(Z)’

In our case, since all the coefficients of ('Dn,k are real, (I)n,k = q)n,k‘ But
we will not abuse of this fact in the following formulas to avoid confusion. We will

make use of sereral formulas whose proof can be found in B] , pp. 11-12

(considering the measure dpn(G )). They are :

*
(10) ®n,k+1(z) =z (I)n,k(z) + q)n,k+1(0) (Dn,k(z) ’
* *
(1) ¢n,k+1(z):@n,k(z)+¢n,k+1[oj z @n,k(z) ’
2 2 2
4 —
(12) 7n,k+1 B yn,k * ’(pn,kﬂ(o)| :

Also the following relation will be useful (for the proof see lemma 4 in [4] ):

o° | (2) o (z) 2
(B) £, k(Z)=Re[—;—n—’li—q =%[l—ﬁk—f—- -1], 2] = 1.
’ (I)n,k+1(z) <pn,k+1(z)

The proof of the following lemma is analogous fo that of theorem 2 in [6] .

LEMMA 4. There exists an absolute constant C that does not depend on

n or k such that

i0
2m || o k(el) 2
o (] = c K |~ 1]as.
n,k+1 o (el )
(pn,k+1
Proof. From (11) we have that
* i6
) (™)
_ | Tn,k+1
(14) ’@n’kﬂ(o)l ‘—T—-—ie— -1
® e )
n,k

On the other hand, all the zeros of @ , arein ﬂz l< 1] (see page 14, [-7_| )
S0 |<1> (0) |§ 1, and thus, by (14)

n, k41
q)n,k+1(e ) ‘

n,k
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so using again (14) we obtain

2

(e
ol =B

n,k+
q)n,k+1
On the other hand, according to a theorem of Kolmogorov (see page 150, B] )
fa'd
if f€L [0,277], f is its conjugate function, and O < p < 1, then there exists a

constant Bp such that
2T

(Szw Fe d6>1/p§ BPS It /a8

(o]

By Schwarz's inequality

27 2 27
(S if|1/2d6> < 2773 It ]a0 .
0 o
2, (2 | |
Noting that T—‘ - 1 is analytic in the closed unit disk and using these inequa-
n k+1(z)
lities for fn k we conclude that there exists an absolute constant C for which
b4
o 16) 1/2 o )
(15) (g -1 de) cg W‘["‘"“_"B’ ~-1{|a8.
n k+1( n k+1( )

Using consecutively (14), {15) and (13) we obtain the desired result.

5. Now we are ready to prove an extension of a theorem of P. Nevai and al.
(theorem 3, [6] ).
THEOREM 1. I peW[0,21] (uew[-1,1]) and j€z is fixed, then

: (eie |2
16

n,2n+

-1 ,de=o.

Proof. Let f bea Z2m-periodic continuous function. By Holder's

inequality,
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27
2 prereentae -
27 Yo
1
1 27] P o) ,1/2 o Znﬂﬂ(e]e)“/z(p ©) 1/4. w, (1) Preco '/ .
2m~o g[’\n,2n+j+1(,el_g) lW ( ‘1/2 ](pn,2n+;| 16)11/2
i6 2
(L5 | Znam® o) L (7|2 ‘ RIS
270 QDn,2r1+j~;‘1(e ) )
(16) .
. 27 W, (ele) 2 1
(-S <N if(@)d@)
270 ('on,2n+je ) 4

From lemma 2a it's obvious that the second factor on the right is < 1,
27 1/4
From lemma 3 follows that the third factor tends to ( — S £6)dp(8))  when
2

n —» . Using these facts we conclude from (16) that

)

2
16 !d9>

Pn ,2n+j

27 4 27
(7 (g '@ ) < ym (X5

®n 2n+3+1(

1 2T
<;B £(6 ) dp (@) >

There exists a sequence of 27-periodic continuous functions {hm} ,

mEN  such that O<hm(6)$1, hm(6)~—->1 a. e. and
2T
limg h (6)dp (6)=0
m Yo O S

where p_ is the singular component of P (for the proof see Lemma 1, [6] ).
On the other hand, for each €> 0 we can find a sequence of 2m~periodic

continuous functions {gk} , KEN suchthat 0< gk(e )< 15 and

lim gk((—))z(p'(GH-s)"1 a. e.
k
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For €>0 fixed,let's apply (17)to f = h .. Then, we take limits first
when m > and finally when € »0. Havingin mindthat p'>0 a.e.,
the integral on the left hand side and on the extreme right of (17) tend to one. Using

this fact and lemma 2a we obtain _

i6 if
(') 27 | @ (e™)
1< lim ( S “n, 204 7 |d6 < Tim 1 n,204] K de
2m ®n 2n+;|+1(e ) 210 (Pn 2n+3+1(e
i0, 2
27 | @ (") 1/2
< 11m< S #n 2“+J 7 d6> _11m<——g Pn, 2“*3 dp(6 )) =
2n ®n 2n+;|41( 2n.e )
Hence
(18) (e 16) o (e 16
1 —11m< S “n, 2n4j T ’d6> -11m< S n,2n+j ’ a8 ).
noeT “n 2n+J+1( noC2m “n 2r1+;|+1(
Using Schwarz's inequality and (18) we have
i6
27 || o (e ) 2
<_1§ n,2n+j -1 d6> <
2m”o ®n 2n+3+1(
16) 5
2
S ( n n+;| 1> a0 . 1 S (’ n2n+J 16 '_1> d6 0,
(e (e
“n y2n+j+1 n 2n+j+1

n —3co,

6. From the proof of lemma 3 and theorem 1it's easy to see that these results

k’k

remain true for any sequence of the form e} , keWN, £eN fixed,

n,,m +
(nk, K ) EINXIN, such that
%{@'(mk - nk) €z U{-m}, Lim m, = -+,

In particular, if {nk} , k€N is constant, { mk} is the sequence of natural numbers
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and ¢£¢=1 we obtain an analogue of theorem 3; [6] for the fixed measure

7. Now from lemma 4 and theorem 1 immediately follow :

COROLLARY 1. If peW [O,Z?T] then

@n,2n+j+1(0) — 0, n—> .

THEOREM 2. If peW E),znj and jEZ fixed, then

(bn,2n+j+1(z) s K o DZ ]21].

) (z) ——>Z’

n,2n+j

Proof. According to (10) we have

*
éI)n,2n+j+1(z)_ 1 ‘ B l<'[> 0) " ¢n,2n+k(z)
7D (Z) h l’l,21’1+j+1 7z & (Z)

n,2n+j n,2n+k

Since the function on the left is analytic in D Z !21] (including z =) by

the maximum principle for any compact K < Uz |21 _J using corollary 1 we obtain

i0
o . .(2) 3 )
max | _Ds2n+j+1 1 'S 'q)n 2n+j+1(0)‘ max n,2n+k -
zZ€K zc’,,bn’zn_l_j(z) 0<O <27 q’)n,2n+k(e )
= l@n,2n+j+1(0)’ —0, n-— o,

8. Before obtaining an analogue of this result for the segment [—1 , 1]

we need to prove

LEMMA 5. If & (0) =0, n-—»x, then

n,2n+j
o* (z)
_.rl.’_%g.i'](_.) O’ Kcﬂz'> 'I_-J, n —»oo,
Z

(I)n,2n+j



x 1
® (z) ® (=)
Proof. Since _Q_%Eﬂ__ < _;n_%) © it will be equivalent to prove that

%, 2n+;|( z) q)n(%)

L6 (z)

_n2ndj’ —— , Kc DZ l< 11
*

d (z)
n,2n+j

Dividing relation (10) by (11) taking k =2n+j and denoting
O] Az

2r1+j é[)* (Z)
“n,2n+j

we obtain

A (z) +

2n+j 1( )

(z)"

2n+j

n , 2N+Hj+

(19) >‘2n+j+1(z) -

1+2z3 1(O))\

2n+j+

Let z_ be an arbitrary fixed point in z ’< 1] Since X, +J(z) l

[lz ,= 1] and A, J(z) is analytic in Dz ]g 1] by the maximum

principle we have that IA (z ) \ < 1. Since all the zeros of <I>2n+j+1(z)

2n+j

are in the disk [] Z l< 1] then_ |<I> 1(0) I < 1. Putting all this together

n,2n+j+
we get that

(20) [1+2 3 —(0) X (z)lz

o n,2n+j+1

On the other hand, since & (0) —~ 0, n—»x, thenforany €>0

n,2n+j

there exists N o such that for n = No we have that l<I> (0) I< I . From (19)

2n+j
and (20) and taking n = N(g) we obtain

b‘2n+j+1(zo) t = %1(% 'A2n+j(zo) |+ 5) < ; l z ) , + €.

(21) 2n+j( o

A

(z ) —>0, n—> o forall zoel__lzlsl].

From (21) easily follows that X °

2n+j

|
Since the family {X - ()}, neN is normal in lz1< 1] tnis is sufficient to

(z )_> 0, Kc HZI<1].

prove that >‘2n+3

_ .k k-1 i
9. Let Ln,k"z +6n,k—1z +"‘+6n,0 be the k-th monic orthogonal
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polynomial with respect to the measure %»’ KLES E—1 R 1] . Now we are ready
2n

to prove the following :

THECREM 3. Let pcw 1_:1,1] and jE€Z be fixed, then

@ s (), KcC\[1,1], n—so.

n , NHj+
(z) 2

L .
n,n+j
Proof. It's a well known fact that for any kEN

e
1 P22 + @ 5 (2)
%

L )= :
n, k¢ oK1 4 & 5 (0) z

where ¢§ = %(z + %) and z=0(£), (see [:/'] , page 173). Using this relation for

k=n+ and k =n+j+1 and dividing we obtain

] f’n 2n+2412(2)
Ln n+j+1(g) B 1""cbn,2n+2j(0) ®n,2n+2j+2(z) ®n,2n+23+2( z)
(&) * ’
n 14 ZZ(H@n 2n+23+2(0)) ® ”n+23(z) 14 ®n,2n+2j+2(z)
{z)
@n,2n+23 z

If ¢€CT\ E—1 R 1] then lz ]> 1 and using the above equality, theorem 2 and

lemma 5 we get the proof.

10. We wish to make several remarks :
a. Theorem 3 has as obvious analogue for upeEW [a,b] , a,b€R.

b. Table « may contain points at infinity ; in this case, each factor in

w2n corresponding to k= c  should be substituted by 1. We avoided this
' b4
case only for simplicity. In particular, if =% forall n and k theorem 1
b .

reduces to theor‘efn 3 in L()] and theorems 2 and 3 correspond to results of Rahmanov

(see I;t] and [5])

¢, The point in « may also approximate the interval [—1 , 11 as long as

they don't do it too fast. More precisely, theorems 1-3 still hold as long as
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2n 121
(22) ' lim T (1- Fcp(ocn k) } ) =
n k=1 ’
(see I:Bj , page 294). This is so because condition (22)is sufficient for lemma 3 to

take place.

d. Moreover, under certain additional restrictions on g it is possible
to prove theorem 3 even when (22) doesn't take place and « may contain -1 or
+1. In this case, in order to guarantee lemma 3 a certain generalized moment problem

must be determined and then an analogue of theorem 3 follows immediately.

For instance, in the case when %k = -1, k=1,2, 2n, neN, it
2ty

ey
would be sufficient that the moment problem for the sequence {Ck} , k= jo ,

' aux) ! dok)

¥ be determined (that is : if G is such that X r=c
=1(14x)

JooN, o= k *

-1 (14x)
k=j, then G= L) in order to have theorem 3 for all jE€Z fixed such that
ji= —3‘0. In particular, if

z 2n1
n=1 \/E-n

then theorem 3 takes place for all j€EZ fixed.

= 40

e. Similar results to those of theorems 2 and 3 can be obtained with respect

to the functions of second order associated to {Ln k} . If we take
4

1 L. (x)
gn’k(z)=g nyk dﬂ(X)

-1 z-x w2n(x)
then for jc€€ fixed we have
&h n+'+1(z) — ] -
(23) ] , keeN1,1d, nse.
S, n 2¢(z)
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3. APPLICATIONS TO MULTIPOINT PADE APPROXIMANTS.

- L1
1. Let up€ES [—1,1__{ and r=—=, where td—l and sy are mutually

d

prime polynomials of degree < d-1 and d respectively such that the zeros of
s, liein €\([:1, 1JUE). Put
_Coau(t)
f(Z) = 3 -Z-—-:'T + I‘(Z).
In the following, we will restrict our atfention to a certain class of tables.
We will say that table o is extremal with respect to the plane condenser (E, ET , 1] )

(we remind that « < E where E is a regular compact set contained in € \ [—1 , 1]

whose complement is a region that contains z = «) if

2n
(24) % ez, ) 20, keen1], nae,
n k=1

where : g(. 2 0 k) is Green's function with respect to [:-1 , 1] with singular point
?

at ; h is the harmonic measure of the region G = T\ (=1, 1]U E) such

O‘n,k
that h| ~=0 and hl,.=1; and C=C(E, [-1, ﬂ)...-.g 20 4s, where
C1,1] r o
I' is an arbitrary contour in G that "separates" E from [ _l g- is the
normal derivative to T in the direction "from E—1 , 1] to E" and ds is the arc
element. Constant C is called the capacity of the condenser (E , E—Tﬂ]). The

existence of such tables is well known from the theory of interpolation by rational

functions with fixed poles (see [1 1] , chap. VIII, IX, and [12 _' ).

From Green's formula follows that function H(z) = g(h(oo) - h(z)) can be

represented in the form

H(z):S log tz—& idvE(ﬁ) —Slog Iz~£ldvl_1’1 ;(g) =

(25) b (2) )
E z ET 1] z), zeG ,

where Vi and v[ :l are positive unit Borel measures supported on E and
1,1
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[—1 , 1] respectively. Relation (24) is equivalent to
2n [1/2n

nlz- an,k

exp hE(Z), Kc@\E, n->ow.
k=1

Using theorem 3 we can prove the following :

THEOREM 4. Let p€EW [—? s 1] , a< E a table extremal with respect to
the regular condenser (E, E—1 , 1] ), and {'Hn}, n€iN, . the sequence of (n-1,n)-
multipoint Padé approximants of f with respectto «. Then:

i) for all »sufficiently large n, deg Qn =n; when n % each pole of
f - in D TMattracts" towards itself as many zeros of Qn‘ as its order of multiplicity ;

for any compact set K < D' and all sufficiently large n, Qn has no zeroon K,

R

0 S T

where K c D'U {00} and T(K)= inf{h(z) : zeK}.
We will dedicate this paragraph to sketch out the proof of this result. Our proof

follows the ideas exposed by A. A. Gonchar in b] . Our theorem 4 is an extension of

theorem 1, LB] to multipoint Padé approximation.

2. Let u,v=0,1,2,... befixed, u<v<n+j then there existtwo

positive constants C1 , C2 that depend only on K < D such that

v-u LExV)nﬂ'(Z) < v-u
3
(2’6) C.ln m C2 n ’ zEKcD .
n,n+j
These estimates are easy to obtain noting that
LV e WD T
n,n+j _ n,nkj _ (n+j-1) n, n+j-i-1
u . 1 . : ..
i, 0 i=u Ln,n i i=u n,n+j-1

(i)

is the polynomial of degree n+j-i obtained from Ln i after
b

where 1 ..
n,n+j-i
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_n+j-1

dividing it by its coefficient of z and having in mind that all the zeros of

L nt] are in (-1,1) (see JOJ , theorem 3.3.1) and by Rolle's theorem all
the zeros of its derivatives are also in (-1,1) and two consecutive derivatives

have their zeros intercalated.

In E/—’] (See theorem 2), it was shown that if peEw E-W s 13 and o 1S exire-
mal with respect to (E, [:—1,1_J) then the table 8 = -{Bn k} , k=1,2,...,n,

n€EiN, where (Bn,T’ ey Bn n) is the set of zeros of Ln 0’ is also extremal

with respect to (E, [=1,1]) and

(27) L @] —

b

exph[1 1:[(z), KcD, noa»>ow,

Putting together (26) and (27) we get

LEMMA 6. If ULEW [—-1, 1j , « is extremal with respect to (E, [—1, 1]),
i€z, v=0,1,2,... arefixed, then

-
L)

0Nt exph[ -}(z), KcD, n->o.
’ 1,1

3. It's easy to prove (see [1:] and [2:]) that

1, 5400) di (x)
(28) o=5_1 X Qn(x)W, v=0,1, ..., n-d-1

where Qn is the denominator of the (n-1, n)-multipoint Padé approximant asso-

ciated to f, normalized with the coefficient of the term of highest degree equal

= i <
to one. Denoft(;ap Rn+d Qn.sd. Obviously, deg Rn+d <ntd. Let A be the
set of indexes/which deg Rn id= n+d. Let's suppose that A contains an.infinite

amount of elements. As we will prove later, A contains all but a finite set of
natural numbers. In the following, unless we specify the contrary n€A. For such

indexes, having in mind (28), it's obvious that

(29) R (z) + A @)+ 4

n+d(z) - Ln ,n+d n, TL‘n+d— n, 2dL‘n , n-d(z) :
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g - d.
Suppose that s d(z) = II (z—-aj) J, where dy+d, +...+d, =d. Wecan
i=1
decompose 1 in simple fractions. Let
e 4 A, C
(30) riz)= T T AL Al g £0
j=1 k=1 (k-1)! (z-a.) Jr 9y
From the definition of Rn+ d we get that
(1) (d;-1 .
31 an( J) Rn+d(a.):...:Rn+d (aj)zo, i=1,2,..., 2.

These relations give d equations, in case we want fo find the 2d unknowns

A A in (29). In order to obtain d more equations we do as follows :

n,1”*°°? "n,2d
First observe that

1 0 9 (z) f(z) v
(32) 211151‘ ——(-7—2 dz =0, v=0,1,..., n-1,
where I is an arbitrary contour surrounding E—1 , 1] and the set of pdles of
f and separating these sets of points from E. Substituting f(z)= S g—’f_%g +r(z)

in (32) having in mind (30) we obtain that

d.
e Y Q (z) q_ _(z)
d -1
(33) SQ () q,_4&) —%%E%' +j=21 k:21 Aj,k( - wz:(z) >z=a -o
J

If we take qn_1(z) =5 d(z).(z—ai)“v , 1=wv=4d,;, andsubstitute in (33) we get

o S Ry q() du(x) ;‘i a o R,,@ (k1) )
+ . =0.
VoW, (x) ik v .
(x—ai) ’ wzn(z)(z-ai) z=a,
Let i be fixed. Put
~d.
_ I _ [o 1
(35) Rn+d,i(z) - Rm_d(z).(z-ai) = Bn,i + Bn,i(z-ai) Forunn
Observe that degR_. . , =n+d-d,. Substituting (35) in (34) we obtain
R (x) d; (z) (e ) T i)
(36) 0 :S n+d"’ du(x) .z A ( n+d i i >‘ l
e ? T 5 ™o

Ifforeach i=1,2,..., € wvary v from 1 to d, in (36) we obtain
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another set of d equations. This new system can be written as follows

A

R i,d.
S n+d(x) dM(X)+(d._1)g _(_]1, L B2, -0
(x—ai) Wonx) ! “on'®y) M
_ A,
g Rn+d(x) du (x) + (d.-2)! 1’di—1 BY &+ (d.-1)! 1’di 131 . =0
(x—ai)z wzn(x) i wZnIaiS n,i i wznlai) n,1
o A,
Rna® o) 24,1 By (d.-1)! b Bdi—1 =0
T 5, ~ +ooot (d.- ™ i o=
(x-a) " " “2n* o

m.-1
If we solve, for each i fixed, this system with respect to Bg jreees Bn li
. s

we find m, polynomials p; 1(X), ceos Py m (x) whose coefficients don't depend
? b -
i

on n (degpi’v=1/), such that pi,v(0)=0 and

L0 " 1 dp (x) _
mg! BY 5+ pnfe) § Ry, g®) by o) = =0
2n
1 ‘ 1 du (x) _
(m+1)! Byi* azn(ai) S R 4&) Pi,z(x-a. ) =0

i wzn(x)

( 1 ) dl-’*(x):o.

1 x—ai (.02

+ @y @) 3 Roa®) Py o

(di+v )

. ' m? ,
Since (mi+v). Bn,i'Rmd (ai), we have that

(di-i—V) 1 ) du (x) _o,

(37) Rn+d (ai) + wZn(ai)S Rn+d(x) pi, v+1(x—ai

v=0,1,..., mi-1 , i=1,2,..., £.

Putting together equations (31) and (37) we get the 2d equations with which we
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are going to work on.

4. Put
(a)
. y ()
5n(3’k’v)~ (33—!— i g Ln n+d- k() 3,v+1( wznlxi ’
Lnnd( 3)
i=142,...,¢; v=0,1 ...,d~1T3; k=0, 1,..., 2d. It's easy to see that

1 L(n) (X)(aj-x)

d-k
[L (ay- = o
n,n+d-k " j n=0 n

7
1
] Py, v+1(x"'—“aj) =36, 1,0

is a polynomial on x of degree not greater than n+d-k-1..  So

du (x) _
S Ln,n+d-—k(x)‘J(j,k,v)(X) wznlxi =0.
From this readily follows that
d; (n) Ry |
6 (i,k,v) = ) ng Cn, ?;d' ) L e 86070 P: yoql ! ‘w2n((ai))du(x)
nw’ AV ) i, v+tx-a Tw, (x
1n=0 Ln 3n _d{aj) Ln,n+ d—k(aj) i 2n
d; (n) n
_ 5 S@ L, ntd-k(?) Ln,nm-k(z)(aj"z) ! 2n( a) 4 ) x)
- n=0 21711’}‘ (d}+v) p},v+1 Z-a, ’w (z) zZ - e (x
L (2.) L a.) J

n,n-d"j n,n+d—k(j

where T = !,_b(z) =90 _J and & > 0 is sufficiently small so that E U{aT, a5,

..y @ 2} lies outside T.

Making use of lemma 6 and the extremality of table « we can estimate

from above 6 n(j,k,v) and we get that

21’1)
1

(38) 6 (1,k,v) = ofs n oo,

h(a.)
where max exp(- —3)<s5 <1,
1<j< @ ¢
5. Substituting (29) in (31) and (37) and transforming these equations, taking

into account (38), we obtain



II.23

n,n+d(aj)+ N 0, n+d-1@5) Y ~ 0
(a ) n,1 L (a ) H,Zd ’
n,n-d'"j n,n-dj
(dJ-1) (dj-—1)
Ln,md(aj) £ n,n+d T(aJ) Y -0
ldj—li , 1 (dj—ﬂ n,2d ’
Ln,n»—d(aj) Ln,n-—d(a;])
(dj) (dj)
n,n‘f"d(a:j) (6 ) Y < Ln,rH‘d 1( J) (621'1)) n Y (1+ (5 2n))_ 0
d. +o T, d. © ,2d' 'O =Y
I (a) o (a.)
n,n-d*"j n,n-d"j
(2d3-1)( ) (Zdj-1 )
a. L a
n,n+d " j 2n n,n+d-1""7j 2n 2n
W’d{ +o(6 ”%,1( (z’d“ +0(6%M) 4.4 ST+ 0(s°™) =0,
Lo nea @) n,n-d @)
J= 1; 2’ s e,

As they appear, these equations are not useful. This is so because, for
each fixed j, any two equations have in the limit the same coefficients. Making

use of Leibnitz formula follows that

(v) (v-k)

L v L L
(40) nnd-4 5 g (v, k) n,n+d-g _ ~ n,n+d-pN\(v) “n,n-d

5 2 IR - W B A 25 9) T J )

= n,n~d L

n,n-d n,n-d n,n-d

where
e 0 L
_(¥y "n,n~d "'n,n-
F,n-atV o) = ) Q) <Ln n_._d>
n,n-d ’

g=0,1,...,2d-1. Making use of Lemma 6, it is easy to prove that for acD

‘1/2n

(a1) e RO CI R

e = 1 - y -
Let ‘n,n—d(J’v’k) Fn,n—d(v’k)(aj)’ where j=1,2,.
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ve=1, 2 2d;-1, k=1,2,...,v; and C>1 suchthat 5,=C5< 1.

’ g v ey

From (41) we have that

(42) G,v,k) = O(Czn), n —>»co,

n n-d
Let's denote

L
_ 1
wnuz_%_‘li"iﬁ, w=0,1,...,2d ; b=50.
’ n,n-d

We have from theorem 3 that
. 2d-t '
(43) lim g () =" @), w=0,1,..., 2,

where the convergence is uniform on each compact set contained in €\ [_—1 y 11 .

If we add to the v-~th row of system (39) a linear combination of the previous
rows whose coefficients are determined by (40) (observe that Foo m(u ,k) does
N
not depend on 4 ) evaluated at aj and having in mind (for v = dj) relations

(42) we obtain

(v) , (v) (v) ~ .
gLn,O(aj)T)xn’1 ;bn,1(aj)+.. +>\n 2d n 2d(a} 0, v =0, 1,...,dj—1 ;
(a.) (a,)
1% - v -m 2
o) @) “(';} L o(63man, 468 (J)—E(f—,}-——-l—-+o(61n))+
L (a.) L (a)
n,n-m" j n,n-m' j
L (a.)
v) n,n-mSj’ . 2n0\ A . _
+AI’1 2d lfﬁn Zd( ) (V) (a )T 0(61 )) —-0, v de".“’ 2dj-—1.
'1 n-m"j
L)
Multiplying by 070 a1t the equations from v = dj to V= 2dj—1 and

n,n-m
making use of (26) we finally get the system :

wn,o(aj) + An,1 zj)n’1(aj) ot kn,Zd .

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo



(d.)

Uy h @) o ex, (@ @)+ o) w x5y oD =0,
(2d.-1) (2d.-1)
oo @)roMax qw J @) +o(l)) +ax 5y o(1)=0,

6. Let Ag denote the determinant of the system (44) with respect to the

unknowns >‘n, 19 eees An,2d‘ From (43) follows that

¢2d_1(aj) ;bZd"z(aj) ................ 1
im oa0- | @y (szd'Z)“’(aj) ........ e 0
neA ooooooooooooooooooooooooooo
(y2d-1y@e-1 )(aj) (2422441 )(aj). ..0
(j=172’ s '2)

Since ¥ isone-onein D, we have that A° #£0. From this follows

that Ag #0 forall n (€ A) sufficiently large. Adding to (44) equation

Rn+d(z)
zpn’o(z)+>\n’1 zpn’1(z)+...+>\n,2d=L——(—7 zED

7z s
n,n-d

and solving the system we get that

Rn+d(z) An(z)

Ln R n—d(ﬂ Arol

z€D, n>N, n€A,

where



0@ ¥y 4(2) 1
CH) ¥, 1@y 1
A (Z) = e e e
n (d.-1) (d.~1)
Yoo @) b (@) 0
(d.) (d
b, plasho(l) NGRS Q) o(1)
S O REREERILERE G
b g (advo(1) v J o (a)o(1) o(1) - e
’ ’ j= 9o ey

Taking limit it's obvious that

Y USE
lim = P(z) - ¥(a. .
ncA Lr1,r1—d z j=1 J
So we have 0 2d.
Q (2) T (o(z)-0(a) !
(45) lim ______(__)n = = , z€eD ,
ncA Ln,n—d z 22d sd(z)

where the convergence is uniform on each compact subset of D.

7. Suppose that A' = {n : deg Rn+ =n+ do}, 0<d_=d, hasan

d

infinite number of elements, where d0 is fixed. We shall see that necessarily

(o]

do =d. 1In fact, suppose do < d. In this case

R [(z)=

n+d (Z) + A

@)+ x L, -q(®)

L L
n,mdO n,1 n,n+d0 r1,d+d0 n,n~

and we have d+d < 2d coefficients. Equations (31) and (37) give us 2d equations
to work on, but we don'tneed them all. Working with different sets of d +d o
equation taken from (31) - (37) and repeating the proof above for each one of these

sets you can see that
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lim ——(—erHd(Z) = zpd+do(z) +b gbd+do_1(z) +...+b
ncA' Ln,n—d z) - ! o d“Ldo
is a polynomial of ¥(z) of degree d + dO whose zeros are Ay +eey @y with
multiplicity 2d,,... ,2d, respectively. Since v(z) 1is one to one and
2d; +2d, +...+2d, = 2d> d + d, we obtain a contradiction because
. Rn+d(z)
r11lénA' m can have no more than d + do roots. So, actually, A' < A

and this means that A differs from N on at most a finite number of elements.
In particular, deg Qn =n for all sufficiently large n. We can now write using

(45) and thecorem 3 that

1 (o) - oa))
I (o(z) - ofa,)
6) Qunl®) 5 ko 1 oD ne
Fon® = 29 ) o%e) ’

This limit and lemma 6 yield the following :

COROLLARY. If upew ’_—1 , 1__[ and « € E is extremal with respect to

@, 21,1]) then

'Q exph (z), KcD', n— o,
1

8. To complete the proof of theorem 4 we just need to use Rouche's theorem
for the location of zeros and (46) in order to obtain what's left of i. To obtain
ii we must write Hermite's integral formula for f - ‘lTn and then estimate from
above the integral using that o is extremal, the cor'ollar*y‘and (25).

As in the classical case (see [__3:‘ , page 623), theorem 4 can be extended
to functions of the form

+1r(z)

g h(t) du (t)

z -t
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where h is a rational function (with complex coefficients) such that all its zeros

and poles belong to D. In this case, the same method of proof works out, only

several more equations are needed for which the functions of second order and 23

are of help.
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Exposé 3

SURVEY ON MULTIPOINT PADE APPROXIMATION TO MARKOV TYPE MEROMORPHIC
FUNCTIONS AND ASYMPTOTIC PROPERTIES OF THE ORTHOGONAL POLYNOMIALS
GENERATED BY THEM.

G. LOPEZ LAGOMASINO

Fac. of Math. and Cib.
Univensdity of HAVANA

HAVANA  (CUBA)

§ INTRODUCTION.

Let U be a finite positive Borel measure whose supzor; supp U 1is
contained in [0,+»[, and for all VEN, e, = jtvd[&i(t) < +°§2 The space of all
such measures we denote by §{0,+e[. If additionally p' >0 a.e. on [0,+x]

- (almost ever&where with respect to Lebesgue's méasure) we write p € W[O,+e [. When-
ever supp pc:[a,b] we also use the hotatioﬁ p€s{a,b] (respectively up€W[a,b]
if also u' >0 on [a,b]). A simple change of variables indicates that for all that
follows we can restrict our attentionmto the four following spaces of measure

StO,l], S[0,+ef, W[0,1] and W[0,+o[. By A we denote generically either [0,1]

or [0,+e].

Let acEcl N~ A , where E 1is a regular compact set (in €). symmetric
with respect to R and whose complement is a region, and a =‘{an k}, neEN,

»

k=1,2,...,2n, 1is a table of points also symmetric with respect to R (this means

2n

that for each n€MN the polynomial wzn(z) = 11 (z--an k) has all its coefficients
k=1 ?

in R ; if an,k = o we take z - an’k = 1, also we consider wo(z) = 1).

Obviously, Won has no zeros on A; without loss of generality we may assume that
mhﬁﬂ >0, x€A .

Suppose that p€S(A) and r 1is a rational function whose poles belong to
£~A=D, 1r(o) = 0. The coefficients of r are in general complex numbers in
which case we say that r 1s complex, to specify that all the coefficients of T

are real numbers we say that r 1is real. In the following, we shall denote :

'*) we also consider that supp U contains an infinite set of points.
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£ = [ 2O 46 - e ¢ e,

It's easy to prove that there exists a unique rational function ng(f) = ng = 8—1,
" n
such that :
1) Pn__1 ’ Qn are polynomial, ' deg Pn_I < n-1, deg Qn <mn, Qn #0 (fortwhich
we can suppose that Qn is monic) ;
; an-Pn~I k ;
ii) T € H(D'), D=C~A, D' = D~[r = ®»] , where as usual H(D'")
2n ‘
stands for the space of analytic functions on D' ;
an;Pn-I An 1 An 2 .
iii) ———— {2) = —2= + —2= + ... , where the right hand side is the asympto-
wzn zn-‘.I zn+2 :

tic expansion of the left hand (for example as 2z —»> o , z < 0),
Condition iii) is trivial if o« ,,..., & are all finite. Whenever
7 n,l n,2n
some ¢
o(n‘,k

tions at z = & as points

are infinite (n fixed) then iii) imposes as many interpolation condi-
an,k , k=1,2,..., 2n, are infinite. The rational
function ng is called the (n—l,n)“‘- multipoint Padé approximmt associated to £
v.:vith respect to « .

When all the interpolation data is assigned to z = & (an,k = o, nE‘]N',
k = 1,2,..., 2n) we obtain the main diagonal sequence of the classical Padé apéro-
ximants associated to f at z =& and we write {trn}, n€ N, instead of {ni},

n€ N. There are two classical results concerning the uniform convergence on each

compact set for the main diagonadl of the Badé table. They are :

MARKOV'S THEOREM. If u € S[0,1], £ =1 (r30) and m, = w (1), then

n () 3 u(z), Ket < [0,1], 0 - .

STIELTJES' THEOREM. Let U E S[0,+xo] be such that the moment problem for the

sequence {C\J} , VEN, is determined. If f = 1] and m_ = n‘n(ﬁ), then

nn(z) : fx(z), Kt ~ [0:,_-!-00{.

Obyiously,Stieltjes’' theorem contains that of Markov since in a finite
interval the moment problem is always determined (has a unique solution). A well

"known sufficient condition for the moment problem to be determined was given by
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Carleman. It says

CARLEMAN'S THEOREM. If L L then the moment problem for the sequence

w1 2V
{c.}, VEN, is determined. v
v ¥ b4

Reference to the proofs of these results may be found in [1].

In the present paper, we wish to point out several extensions of these
result's in two directions. The first, considering meromorphic functions in D
obtainedVadding to ﬂ either real or compléx r's . The second, considering multi-
point (n-1,n) type Padé épproximants. We will not consider other types of exten-
sions as for instance consider sequences parallel to the main diagonal or weak
convérgence fesults. We will also discuss results concerning the asymptotics of
the ratio of orthogonal polynomials because of its intimate relation to one type

of proBlem considered here.

§ 2. CLASSICAL PADE APPROXIMANTS.

Trying to widen the class of functions for which strong convergence of
the main diagonal sequence of Padé approximants took place, A.A. Gonlar considered
functions of type 1 + r, u€S[0,17 . His idea was the following :

Let @yyeeesdy $e.the distinct poles of £ in D =€ ~ [0,1] whose
multiplicities are m s Myyeve, M, Tespectively, Let m=m, + m, +...+ m, and

. 12 ™) % 17 ™M %
tm(z) =1 (z-ak)mk . From the definition immediately follows that

k=1 .
- 0= { van(x) :m(x) du(x), v=20,1,..., 1. ¢))

From these equations we obtain (we remind that Q, is supposed monic), for each

n such that deg Qn =n {(n normal), the following

(t Q) L L
mn . _ntm n+m-1

L (z) = L (z) + kn,l L (2) + oo+ 7\n,Zm (2)
n-m n-m n-m

where Lk denotes the kP monic orthogonal polynomial with respect to u .
The problem consists of finding a suitable system of equations on An 1o ln 2m
b ’

which allow us to find the limit in (2), as n +e . He was able to do this under the

-condition that u 1is such that
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L .
:*l (2) ::i 9%52 , KD, ; (3)
n

where @ 1is the conformal representation of € ~ [0,1] into [lwl > 1] such
that @fe) = o and @'(=) > 0.

More precisely, in [2] A.A. Gontar proved the following :

THEOREM 1. Let u € W[0,1] be such that (3) is satisfied, £ = u+ r where r

is complex and U nn(f). Then
[ - 2m,
oy T O - 0@)
. . n k=1
i) lim LD = = -
n n ﬁ tm(z) ¢ (z)
P prara ) I./Zn 1 . ] g ) X | »
ii) 1im Hf - “J!k‘ f.gzis , KecD' = D‘s{ar,w.,, az} , where H.{&; is

the sup-norm on K and p(K) = H%}!K .

It's well known that (3) is satisfied in particular if y - satisfies

Szego's condition. That is, if

[ 195?21&52 dx > ~.
Vx(x) )

E.A. Rahmanov gave a much weaker condition for (3) to take place. In a

series of two papers [3,4] he proved that
THEOREM 2. If 1 € W[0,1] then (3) holds.

In [5], Rahmanov éave»examples of very simple measures supported on twe
disjoint segments contained in [O;l] fo% which an analogue of theorem ! is not
true, thus’showing that a complete extension of Markov’s theorem is not possiEle
if ve add to . a complex r (W[0,1] & S[0,}]). Now, if r has real coefficients
then the linear system of equations which givés m can be solved in R. In par-
ticular, Q, has real coefficients and then from (1) can be dedﬁced that at least
n-m zeros of Q lie on [O,i}. Thus; if r 1is real, the number of possible poles
of L in D is bounded above ﬁy m for all n. Using this fact, Rahmanov in

that same paper proved :

THEOREM 3. If yp € S{0,1], £ = ﬁ + v where r is real and T =~nn(f), then

i) for all sufficiently large n, Qn has degree n ; n-m zeros of Qn
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lie on [0,1] and m on D = €~[0,1] ; each pole of £ in D

"attracts" as many zeros of Qn in D as its order of multiplicity ;

. —r— Y/2n 1 L
11i) lim || f - ﬂn”k < m , KeD'.

Whenever property i of this theorem is true with respect to A we will
say that "the poles of m =~ are well behaved on D = C~A".

Based on the same idea but using a different method we obtained a generali-
zation of theorem 3 in the same sense that Stieltjes' resuit'extends that of Markov.
In [1] (see also [6] for a version and proof in terms of determined moment problems)

we proved.

THEOREM 4. If u € S[0, +o[ is such that z 73~l—~* =co , f= ﬁ + r where T
‘ v>1 4 <,
is real and w_ = n_(f), then :
n n
i) "the poles of W_ are well behaved on D = £~ [0,4] ¥ |
. n

ii) : nn — £, KCD', n -~ o ,

Since in this case the interpolation process is carried on at a point where
f 1is possibly not analytical it is natural that a priori a geometrical rate of

convergence cannot be expected.

§ 3. MULTIPOINT PADE APPROXIMANTS.

The results in [1] were extended in [7] to multipoint Padé approximants.
In order to avoid new notation we shall only state a simplified version, when
pe€sfo,1].

‘ - ) a_ _«a
THEOREM 5. I1f p€ S[0,1], £ =y +r where t is real, and o= Nn(f), then

i) " "the poles of ﬂg are well behaved in D " .
Jr— a, 1 /2n ' ,
ii) lim Hf-nnlk <1< 1, KaD', where T 1is a constant that depends
i =tz

on K, ¢ and supp U.

For details about T see [8] where several interesting cases are considered.
When p€S[0,+] and r 1is real, convergence results are given in terms of gene-

"ralized moments and a sufficient condition which reduces to that of Carleman for the
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case of classical Padé approximation (see [7] and [9]). In [10] there are overlapping
results with theorem 5 for the case when 1 = 0.
Following Gonlar's ideas we tried to extend theorem 1 to multipoint Padé

approximation. In this case

0= J xv Qn(x) tm(x) dun(x), v=20,I,...,n-m1

where du (x) = _QESE% . So one gets that
n w, (x)
n
(t._ Q) L . L i
By = LIy An . _E;Eiﬂ_l (z) +...+ A o (4)
n,n-m n,n—m ? n,n-m o
where L denotes the monic polynomial of degree k orthogonal with respect to

n,k

dy, - In order to find the limit in (4) we were precised to obtain an analogue of
theorem 2 for sequences of ratios of orthogonal polynomials with respect to vary-

ing measures depending on U and w,

on * In {11] we proved :

THEOREM 6. If WEW[0,11 and jEZ is fixed, then

L .
a,ntitl oy = to(:) Kecb.
n,n+j

In our proof, we combine several ideas of [4] and [12] (where a simplified
proof of theorem 2 may be fouﬁd) making the necessary arrangements. Using theorem 6
we wére able to obtain convergence results for multipoint Padé approximants to
£ = ﬁ-*r, where t 1is complex for certain type of tables which we define below.

As said, E 1is a regular compact set contained in €~[0,17 whose comple—
ment is connected and is symmetric with respect to TR . Let h be the harmonic
measure of C =C ~ (Ev[0,1]) such that hi[O;l] =0 and hlE =1 and g(.,8)

be the Green'’s function with respect to [0,1] with singular point at £ . The

capacity of the condenser (E,[0,!]) 1is defined as the value C = AL I dh ds,
r

| 2w an
where T 1is an arbitrary contour in G that "separates” E from [0,1], g% is
the normal derivative to I in the direction "from [0,1] to E " aund ds is the

arc element.

We say that « is extremal with respect to the condenser (E,[0,1]) if
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]

n
> I

h(z
70 . g(z,an’k) - ——El, Kect~I[-1,1], n—=>owo,

—_—

1
For more details with respect to this definition see [8], there you can also find
reference to different types of construction of such tables.

We have the following result in [11] .

THEOREM 7. If p€W[0,1], £ = 0+ 1 where T is complex, a is extremal with res-

pect to the condenser (E,[0,1]) and ng = n;(f), then :

T ) - 9la)) ™
Q@ e &

i) lim L (z2) = m m
n n,n 4 tm(z) ¥ (z)

—_— 1 .
ii) lim £ - w]l /2n < exp {- T—(-IS)-} <1, XeD' , and T(K) = inf {h(z) : z€K}.
. n g - C



1.8

Rede&ence&.

1.

G. LéPEZ, On the convergence of the Padé approximants for meromorphic functions
0f Stieftjes type, Math. Sb. 111 (1980), 308-316 ; English transe. in Math.
USSR Sb. 38 (1981), 281-288.

. ALAL GONEAR, On the convergence 0§ Padé approximants for some classes of mero-

morphic functions, Mat. Sb. 97 (1975), 607-629 ; English transf. in Math.
USSR Sb 26 (1975}, 555-575,

. E.A. RAHMANOV, On the asymptotics of the ratio of onthogonal polynomials, Math.

Sb. 103 (1977), 237-252 ; English thansf. in Math. USSR Sb. 32 {1977), 199-213.

. E.A. RAHMANOV, On the asymptotics of the ratio of ornthogonal polynomials 11,

Mat. Sb. 118 (1982), 104-11F ; English thansf. in Math. USSR Sb. 46 (1983},
105-117. .

. E.A. RAHMANOV, On the convengence o4 diagonal Pad?é approximants, Mat. Sb. 104

(1977), 271-291 ; English trhansf. in Math. USSR Sb. 33 (1977), 243-260.

7 . .
. G. LOPEZ, On the moment probLem and the convergence of Padé approximants fon

meromorphic functions of Stielitjes type. Proc. Int. Conf. on Const. Function
Theory, Sofia, 1983, 419-424.

. J. FLLAN and G. LéPEZ, Muwltipoint Padé approximation fo meromorphic functions of

Stieftjes type, Revista Ciencias Mat. 2 (1981), 43-65.

. A.A. GONCAR and G; LéPEZ, On Markov's theorem forn multipoint Padé apphoximants,

- Mat. Sb. 105 (1978), 512-524 ; English transf. in Math USSR Sh. 34 {197§),

10.

11.

12.

449-459.

/ - - . ‘
. G. LOPEZ, Conditions gor convengence of multipoint Padé approximants for func-

Lions of Stieltjes type, Mat. Sb. 107 (1978), 69-83 ; English. Trnansl. in Math.
USSR Sb. 35 (1979}, 363-376. ' ‘

J. GELFGREN, Multipoint Padé approximants converging to functions of Stieltjes .
Lype, Proc. Cong. Padé approximation and its appl., Amsterdam, L. Notes 4in
Math. 888, Springern-Verlag, Berlin, 1981, 197-207. ' ' '

/
G. LOPEZ, On the asymptotics of the ratio of polynomials oathogonal with
respect to varying measures, Lo appearn in Mat. Sb.

A. MATE, P. NEVAT and V. TOTIK, Asymptotics for the ratio of the Leading
coeppicients of onthonormal polynomials on the unit citcle, Constructive
Approximation 1 (1984). '



Exposé 4

LA TAILLE DE CERTAINES CLASSES D'ENSEMBLES MINCES

Russell LYONS

Stanford University
Department of Mathematics
Stanford, California 94305
USA

1. INTRODUCTION
Par "ensemble mince" nous entendons les ensembles d'unicité au sens large,
ou ensemble (UO). Rappelons que ce sont les boréliens E dutore T =R/Z
lim f1(n) = 0O

'n >0
Nous appelons les mesures de R "les mesures de Rajchman". Etant donnée une

qui sont annulés par toute mesure appartenant a MO(T) =R = {u EM(T) ;

classe C c UO, nous allons étudier sa taille selon une notion qui est une combinai-
son du nombre d'ensembles dans la classe et de la grandeur de chacun. Pour préciser,
si C

et C, sont deux sous-classes de Uo, nous dirons que @1 est

1 2
"beaucoup plus grande" que Gz s'il existe une mesure concentrée sur un ensemble
de @1 qui annule tout ensemble de 62, mais pas inversement. Ceci équivaut

1 1
a la condition < % CyH s ol on note

et - fuemir) ; v E€c ul(E) - o} :

Dans ce cas, il n'est pas difficile de voir que toute mesure concentrée sur un
ensemble de @2 est aussi concentrée sur une réunion dénombrable d'ensembles
de @1 .
1 1 . 1 ]
Or pour toute Cc Uo’ on a RcUoc@ . En fait, R=Uo E4 ;

nous nous intéressons ici a voir si certaines autres classes C jouissent de cette
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‘ 1 i A
méme propriété (C =R). Une telle classe est "aussi grande" que UO elle-méme.

Nous nous servirons des produits de Riesz pour montrer que certaines
classes ne sont pas "grandes". On verra a travers les démonstrations que les
produits de Riesz ressemblent aux mesures de Rajchman de plusieurs facons. Tous

les détails non donnés ici se trouvent dans ]_5] .

2. ENSEMBLES DE TYPE H.
On rappelle qu'un borélien E c T est un ensemble (U) sila seule série

w -
trigonométrique I Cne2771nt qui converge vers O pour tout t¢ E estla

série ol c, = 0. _0;1 est bien connu que U C Uo' La premiere classe d'ensembles
(U) non dénombrables a été introduite par Rajchman dans les années 1920 sous le
nom d'ensembles de type Hv. Cé sont les boréliens E c T pour lesquels il existe
une suite {nk}::1 d'entiers positifs tendant vers + et un ouvert non-vide

Ic T tels que n X €1 quel que soit X€EE et k= 1. Par exemple, 1'ensemble
‘triadique de Cantor est un ensemble (H) avec n, = Bk et I= ]1 /3,2/3 [

c 1 .
Rajchman a conjecturé que R =H , mais c'est faux, H n'est donc pas une

"grande" classe. Une esquisse de la démonstration suit.

Soit 4 un produit de Riesz hyperlacunaire :

(1) | g = kg1 <1 + Re{cxk eZWinkXD,

'O‘k ‘ <1 et r1k+1/nk »+°. Sinous prenons o -0, alors u ¢ R. Pour
montrer que ME =0 V EE€H, il suffit de montrer que, étant donnée une suite
m. » 4o, la suite {mjx} est dense pour K-presque tout x. Pour cela, il nous

J
suffit de tirer une sous-suite {m J'} c {mj} telle que {mJ!x} ait une distribution
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asymptotique VX L-p. p. dont le support est plein. Or d'aprés un lemme
fondamental [4] , 1l existe une sous-suite {m}‘} o {mj} telle que pour toute sous-
suite {mﬁ'} c {mj} et pour u-presque tout x, {m}i’x} ait une distribution
asymptotique v _ (indépendante de la sous-suite {m:',i' ). Les coefficients de
Fourier-Stieltjes QX s'expriment en termes du comportement de _,&2 wiinll z ;nfini.
Plus précisément, ax(n) est la limite faible® dans L (u) de e J . Ppar
exemple, pour u€R, onaura V.= A p.p., ou A estla mesure de Lebesgue.
Dans le présent cas (1), on n'en est pas loin : il se trouve que v, a la forme

<1 + Re{a e2w H‘XD XA . Ceci termine la démonstration, le support de vV, étant

évidemment plein.

3. ENSEMBLES DE HELSON ET ENSEMBLES CONNEXES.

Soit A(T) 1a classe des fonctions dont la série de Fourier est absolument
convergente. Son dual est PM(T), Iles pseudomesures. Unfermé Ec T estun
ensemble de Helson si toute fonction définie et continue sur E se prolonge & une

fonction de A(T). Par dualité, E est de Helson si et seulement si la quantité

«(E) = sup {”u HM(T) ; 0# IJ«€M(E)}
Elipm(T)
est finie, ol M(E) désigne les mesures portées par E. Helson a montré que
ces ensembles sbnt de type Uo’ Plus tard, Kahane et Salein en ont donné la
démonstration suivante. Ils montrent que si UER et KE #£0, alors ofE)= +».
Il suffit de prendre MEM(E) de masse totale 1. Alors 1'allure de ﬁ est une

bosse :

3

v
N
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L'allure de e27T11"X“ est la méme, quitte a 8tre translatée. Pour r suffisamment

2mirx

grand et tout a=+1, 1'allure de (u +ae i)  est deux bosses :

-
- >

V4
De méme, si I'yy eeey Ty sont suffisamment grands, si A1y veep @y =1 1, etsi
M .
_ 2WiryX s .
V= Z ame ¢, alors HVHPM§ HI-LHPM+€§ 2. Mais il existe, par un

m=1
lemme général L1, p. 112], un choix de a, tel que HVHM(T)é M/3 H“HM(T):

\/M—/B. Donc HV”M/HV’

il s'ensuit que E) = +<o.

pM 2 VM/3 /2. Puisque vEM(E) et M est arbitraire,

Cette méthode marche également pour [ un produit de Riesz (1) avec
n, +1/ n, =q>5: 1'allure de i consiste en des bosses centrées a +n. La
largeur des bosses croit quand k croft mais elles se séparent de plus en plus.
L'allure de u l E est la méme, et quelques calculs montrent 1'applicabilité du
méme argument. On en tire la conclusion que la classe des ensembles de Helson est
petite.

Si E estunfermé, onnote A(E) larestrictionde A(T) a E. Si
1'image de f€A(E) est contenue dans ]—1 , 1 [, F est continue sur J—1,+1 [,
et E est de Helson, alors Fo f € A(E), bien siir. Mais si les seules F sur
:]-1 ,+1 [ telles que Fof € A(E) pour tout fEA(E) a image dans ]—1 ,+1 l: sont
les restrictions de fonctions analytiques, on dit que E est un ensemble analytique.
La Conjecture de Dichotomie, toujours ouverte, affirme que tout fermé est soit de
Helson, soit analytique. En tout cas, on peut montrer que la classe d'ensembles
non-analytiques est "petite" : elle est annulée par tout produit de Riesz hyperlacunaire.

Pour le montrer, on utilise une condition de Kahane et Katznelson [2] : on dit qu'un

fermé E satisfait a la condition (R) s'il existe K tel que pour tout N =1,
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il existe 0 # VEM(E) et m€Z' tels que

z fﬁ(p—nm)l <K HV“

sup 'PM*

pcZ 'n iSN

Tout tel ensemble est d'analyticité. On voit tout de suite, donc, que tout ensemble
non-analytique est (UO). En pensant des bosses, mais aussi en se servant
davantage de la structure du spectre des produits de Riesz, on peut montrer que tout

E qui n'est pas annulé par la mesure g de (1) vérifie la condition (R).

Nous allons exhiber maintenant une classe proche des ensembles de Helson
mais qui est "grande". Il est bien connu ’:3, p. 16] que E est de Helson si et
seulement si

s(E) = inf { Ru) ., ;éueM(E)}
()

est positif, ol on note R(p) =1lim sup ‘/.t (n) I .  Remarquons que ce critére et

n|
le fait que V<< u€R = VER -,E)o, Proposition 1.5. 1] impliquent immédiatement
que les ensembles de Helson sont de type UO. Considérons la classe de boréliens

E tels que

s+(E)=inf{ Rw) . O;éu€M+(E)}
H ()

soit positif, ot M'(E) consiste des mesures positives portées par E. Puisque
s(E) < sT(E), cette classe comprend les ensembles de Helson. Elle inclut aussi les
ensembles de Dirichlet faibles, ceux-1a étant précisément les ensembles tels que

s+(E) = 1. Comme ci-dessus, c'est une sous-classe de Uo' Cette classe, pourtant,
est "grande". On pbur‘rait noter, par comparaison, que les clasrses {E : s+(E) = c}

sont "petites" quel que soit ¢ > 0.

1
Le théoréme suivant montre que {E : s+(E) > O} =R.

THEOREME. Si u€@R, alors il existe un ensemble E de ‘u’—mesur*e

el

positive tel que s (E)> R( 'u
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Démonstration. On peut supposer que ¢ soit une probabilité. Choisissons

n, —>+> tels que ;}(nk} >wR(u), ol Iw iz 1, et tels que

f(t) = lim e e
K00 1

existe p-p.p. ( [4] ). Puisque R(u) =S @ fdu :B Re{& f}du , il suit que

B = {t ; £(t) existe et Re{ 1(t) } = R(s)}
n'est pas annulé par u.

Orsi VvEM'(E), alors
. K -2min, t
R(u ) ”VHMSS Re{c‘o f}du :Re{a lim g lK $e K dv(t)} |
) E KateVE 1

K <=2rmin, t
- Re {E: lim g 1l ve K dv(t)}
K4+00”T K 1

=Re {& lim

L
Ky+oo K

- MR

v(n )}< Hmsﬁpi Ié I;(n )I
ki)™ Ka-+00 K1 k™

Donc R(v)= R(u)HvHM.

4, ENSEMBLES D'UNICITE.

On étudie les ensembles d'unicité depuis plus de 100 ans. Pendant ce temps,
on a obtenu plusieurs beaux résultats, mais on connait r‘elatix}ement peu d'exemples
d'ensembles d'unicité. Certains théoremes trés astucieux montrent, en effet, que
U estune sdus-—classe assez limitée de U o Mais on dirait qu'encore beaucoup
d'ensembles d'unicité attendent a étre découverts. Comme approche a la détermina-

7.1
tion de la taille de U, 1laquestion "R = U " est particulierement fascinante.
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La réponse n'est pas connue, mais vraie ou fausse, elle serait d'un grand intérét.

Afin d'expliquer pourquoi, il faut d'abord taire mention de quelques faits connus.

. . i . 1 )
Notons que, par régularité, U™ = (fermés (U)) . Il est bien connu qu'un
fermé est de type U si et seulement si il ne porte aucune pseudofonction ; une

pseudofonction est une pseudomesure S tel que AS(n) +0 quand 'n l->+oo.

Les seuls exemples d'ensembles (U) connus sont les réunions dénombrables
d'ensembles de type H(m) et de certains ensembles de Meyer [6_—_] . On peut montrer,
encore a 1'aide des produits de Riesz, que tous ces exemples forment une "petite"
classe. Donc, si R = U'L, alors pour toute 4¢ R, il yaurait un ensemble E
d'unicité qui n'est pas annulé par p. Ceci fournirait une profusion d'ensembles
(U), vy compris forcément des ensembles jusqu'ici inconnus. D'autre part, si
R # Ul, alors il y aurait une certaine M &R qui annule tout ensemble (U).

Cette mesure § (un produit de Riesz ? Jressemblerait trés fortement aux pseudo-
fonctions. La propriété (U) de ne porter aucune pseudofonction impliquerait - a

elle seule - la propriété de ne porter aucune partie d'une certaine u fixée qui,
elle, n'est pas une pseudofonction ! Un tel résultat fournirait en plus un grand nombre

d'ensembles de multiplicité : tout ensemble dont la Md-mesure n'est pas nulle.
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Exposé 5

ADMISSIBLE CONVERGENCE AT THE FURSTENBERG BOUNDARY

Peter SJOGREN

Chalmers University of Technology
and University of Goteborg
Department of Mathematics

S-412 96 Gdteborg (Sudde)

ABSTRACT.- Givenan I.P function on the Furstenberg boundary of a
symmetric space, we show that for p> 1 the generalized Poisson integral of f
converges admissibly to f at almost every boundary point. The proof goes via a
maximal function estimate. This paper is a simplified version of the author's
preliminary report [7:] . More generally, Sjogren &3] dealé with admissible
convergence at each boundary of any Furstenberg-Satake compactification of the

symmetric space.

1. STATEMENT OF RESULTS

Let X =G/K be a Riemannian symmetric space of the noncompact type.
Here G is a semisimple Lie group with finite center and K a maximal compact
subgroup. We briefly recall the general theory needed. See Korényi lj2] and
Lindahl B] for more details.

Via a Cartan decomposition and an ordered system of restricted roots, one
arrives at an Iwasawa decomposition G = KAN. Here A is abelianand N
nilpotent. For g€G, we denote by HO(g) the unique element in the Lie algebra

a of A forwhich g€ K exp Ho(g)N.

The nilpotent Lie algebra E is the sum of the root spaces 8 where
oc€g* runs through the set of pogitive (restricted) roots. As in [2, T.emma 3, 1] ,

we choose a basis X, , i=1,...,d, of n  such that the linear subspace
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spanned by X,..., X, is an ideal in n foreach k=1, ...,d. Moreover,
each X.i should belong to g - for some positive root o, - The nilpotent
= i
d

Lie group Nc G with Lie algebra Q can, as a set, be identified with R
via the canonical coordinates, defined by the map

d;
‘ll exp(xiXi).

(1.1 (Xqseees X )30 =
i=1

n

Then the conjugation At = exp Hnexp(-H) for H€a is given by

d -a.(H)
- O exple * x.X.).
i=1 11

A Haar measure of N is defined by

(1.2) SN o(f)dn = SRn <p<i§1 exp(x.X,) ) dx;...dx .

The Furstenberg or maximal distinguished boundary of X is K/M,
where M is the centralizer of A in K. It has a K-invariant measure dkM.

We denote by o the point eK€X, and write g.o for gKEX. Let

a ca denote the positive Weyl chamber.

Fix X in the dual g* of a, insucha way that A€g+ if g* is
identified with a by means of the Killing form. The A-Poisson integral of
f€L1(K/ M) is a functionon X given by

~(p+X NH (g™ k)

P, f(g.o) =S £(kM) e dkM.
K/M
Here
P =; % € ar.

i=1
Admissible convergence, which here coincides with unrestricted convergence,
of Pkf at the point kMEK/M means the following. Let 1 denote the constant
functionon K/M, andlet Dc X be an arbitrary compact set. Then the

normalized X -Poisson integral Py f(x)/ Py 1(x) should converge to f(kM) as
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X €kexpH.D and H€§+ tends to 4o in the sense that o(H) >+~ for
every positive root «. For teLP (K/M) and p large enough, admissible
convergence holds a. e. on K/M. When X =p, this result is due to Lindahl
and to Knapp and Stein, see [3:[ . Schlichtkrull &:I extended it to arbitrary A.

We shall remove the restriction on p.

THEOREM 1. If p> 1 and f€Lp (K/M), one has admissible convergence
a.e.on K/M.

To prove this, we consider as usual the maximal function
(1.3) sup Py 'f‘(k exp H'X)/Pkﬂk exp H.x).
H€g+,X€D
By means of the Bruhat map, the problem can be transformed to N. We let

200, )
Pn)=e

be the Poisson kernel on N. Tt belongs to 1.PN) tor p> % Set

(1.4) PBf(ﬁ1 exp H.o) = e2p(H)S__ f(ﬁ1n)P(ﬁ—H)Bdﬁ, B> ; )
N

for suitable functions f on N. This transform is normalized in the sense that
P'3 1 is constant. Arguing as in Michelson Elj , we can replace (1.3) by the
maximal function
(1.5) M f(n,) = sup PB‘f’(ﬁ exp H.o).
B Y1 1
Hca
= ‘
Here 8> % is determined by A. Theorem 1is a consequence of the following

estimate.
THEOREM 2., If B>% and p> 1, then MB is bounded on Lp(N').

The proof of this theorem is given in Section 2. Roughly speaking, we apply
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to the level sets of ' P the method of Theorem 3.1 in Korényi [2 _} combined with
a lemma on one-dimensional maximal functions from Carlsson, Sjdgren, :émd
Stromberg [1] .

By C we denote many different constants.

2. PROOF OF THEOREM 2

The following lemma transforms operators defined on LP(R) to LP(X).

LEMMA 1. Let p=1. Assume T is a bounded operator on 1LPR),
commuting with translations but not necessarily linear. Take v€{1 yuon ﬁ,d}.

Define an operator Tu by
T, o(n)=Te (0),
where ©€LP(N), [eN, and o,(t)=o(mexp(tX,)) for t€R. Then T, is

bounded on LP(N), with norm not exceeding that of T.

Proof. Assume first v =d. If (XT, v, X d‘) are the canonical coordina-

tes of n, we set
. d-1
o (t) = m(& exp(x.X.) eX'p('th)D ,

so that (,od(t) = (p*(xd +t). Then

HquoHLp(N) -§ g axg

= Caponaxy y lrotee) [P ax,

To 4(0) P dx g

3 S dx1...dXd__1HTHpS “P*(Xd) P dx 4 = /[P ”@“ip(ﬁ)

For v #d the same argument works, provided we can modify formula (1.2)
for the Haar measure. We must show that the factors .exp‘(xiXi) can be reordered

in such a way that exp(xVXv) appears last. Since N is unimodular, the order
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can certainly be reversed, which settles the case v =1. After that one can reverse
the order of the factors exp(va.V) - exp(X1X1 ), since the integration in

X represents the Haar measure of a (nilpotent) subgroup of N. This

XqseeeiX,

completes the proof of Lemma 1.

It is known that

v
o
P@)=1/T Q,({),
0
where the Qv are non-negative polynomials in the coordinates XqseeesXps and
QO =1. Each Q y is homogeneous in the sense that
—_H LU(H) _ .
Qv(n N=e Qv(n), He€a, neN.

Here Lv is a linear combination of the positive roots with non-negative integer
coefficients. Therefore, it is enough to take in (1.5) the supremum over those
HEa,_ for which «(H) is an integer when o« is a simple root, hence when «

is any root.

Consider the increasing sequence of sets
B = {ﬁeN : P(R) > 2"“}, m=1,2, ...

According to B, p. 42] , P(n) is bounded by some negative power of max ’xi '

at infinity. Hence, the coordinates of a point F1€EmJr1 are no larger than 2Cm.

Therefore, the gradient, taken in Rd, of the polynomial 1/P is bounded by

Cm . , . . =
2 in Em+1 . It follows that the (Euclidean) distance from Em to NN\ Em+1
is at least 27C™,
Now let ¥ >0 anddivide N into a lattice of cubes of side 2-_)/ m’
defined in terms of the canonical coordinates. Let Q;n, i=1, ..., jm’ be those

cubes of this lattice which intersect Em. We can choose the constant ¥ so that

m . .
the Qj are contained in Em+1‘ Then
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’ .

{5 1 . ¥ md
(2.1) jp =2 |Em+1
Let the coordinates of the center of Q;n be (cJ s e .c;.?j). They satisfy
lc’r.]? ]S 2Cm.

N1

~H

Let 0<fe€ LPN). Transforming variables through n »n in (1.4),

we get

@.2) PPt expio) = G, AOPEP di= 228N i,
‘ N ' :

m=1 Em
Clearly,
) : 1 Jm d —oci‘(H) o
2.3) S f(n 7 )dn < 3 f(n II exple x.X.)) daxy ...dx .
= - i%i ‘ n
m J

The integral over an here will be estimated by means of one~dimensional maximal

operators

Py = sup 215 [p(tre™ %) |as.

Here a> 0, TbeR, and z/)€Lp (R). Tt is a consequence of Lemma 4 in [1] that

a,b

M®'®  is bounded on LP(R) with constant at most C(1 + log" f’b i/ a)1/‘ P This

can also be seen from Nagel and Stein's paper [5:} .

With Mi’b defined as in Lemma 1and H as described above, one has

. d -0 (H)
S f(n1 II exple - XiXi))dX

m I <2»—7’m—1 i=1

d
e,

d

m

id d-1 ~o. (H)

£(n, 151 exp(e x,X.)),

a,c,
-Ym
< 27 Md

=Y m-1

where a = . We then estimate the integrals in X19 =009 X4 similarly,

and obtain
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. m m
a,c. a,c.. _
U @ an=27™ 0 o )
m
Q.
J

with the same a. The right hand side here is independent of H. Lemma 1 implies

a,cC.. _
that the norm of M, B on LPX) is bounded by cmP. Thus

Hsup S f(ﬁ1 EH) dﬁ” <C md/p 2-ydefH
H m LY(N)

p —
Qj L (dn1 )

Now (2.2-3) gives

o0

-Bm . _d/p.,-ymd
gt jzc & ooy o srmal]

Because of (2.1), we need only verify that

5 2-Bm d/p |
m

m+1‘<°°‘

1
This follows since PB is integrable for some B' < B. Theorem 2 is proved.

[1]
2]
(5]

5]
6]
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Exposé 6

SUR LES ENSEMBLES DE DISTANCES DE CERTAINS

ENSEMBLES MESURABLES DU PLAN

Chantal TRAN-OBERLE

Exposé de travaux inédits de H. Furstenberg, Y. Katznelson et B. Weiss
communiqués dans une lettre de Y. Katznelson & J.-P. Kahane (avril-mai 1984),
présenté par Chantal Tran-Oberlé comme soutenance de Dipldme d'Etudes
Approfondies le 12 novembré 1984 a Orsay (jury : A. Ancona, A. Brunel, J.-P.
Kahane, J.-P. Thouvenot). |

Cet exposé est publié dans ce séminaire avec 1'autorisation des auteurs,
qui nous signalent que leur résultat principal (théoréme 1 ci-dessous) est la

réponse a une conjecture de L.. A. Szekely [ﬂ .
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On se propose de montrer le résultat suivant

Théoréme 1 : Soit E une partie mesurable de IR? de densité
positive a 1'infini. Alors l'ensemble des distances entre

deux points de E contient une demi-droite (R>R,) .
Rappelons la définition

Définition 1 : Une partie mesurable E de IR? a une densité

positive a 1'infini, s'il existe un réel o > 0 et une suite
(Sn)nelN de carrés de IR?2 d'aire arbitrairement grande tels que
¥ neEIN , m(EﬂSn) Py ocm(Sn)

(m désigne la mesure de Lebesgue de I[R?) .,

Dans une premieére partie, on va voir que 1l'ensemble
des distances entre deux points de E est "dense a l'infini".
Plus précisément, on va montrer qu'étant donné €>0 , il
existe R,>0 tel que pour tout R >R, , on peut trouver x
et y dans E avec

R-egd(x,y)<R+¢e
(d désigne la distance euclidienne dans IR*) .
On obtiendra en fait un résultat plus précis qui

permettra, dans une deuxieme partie, de montrer le théoreme 1 .

On se sert du théoreme ergodique suivant

Théoreme 2 : Soit G un groupe localement compact abélien .

Soit T une action de G sur un espace de probabilité (X,B,u)
préservant la mesure

(1) et telle que g—T(g)f,f') soit une fonction continue
sur G quels que soient f et f'de L%(X) .

Soit (mu)u une famille de mesures de probabilité sur G avec

(2) lim ﬁu(y) = 0 pour tout vy de G~{0} .

>0
Soit P 1l'opérateur de projection orthogonale de L2(X) sur
le sous-espace M des éléments invariants par G :
M ={felL?(X), ¥ g€G , T(g)f =f}
Alors en posant
T, = fG T(g) dm (g)
on a

(3) lim TU =P

oo

au sens de la convergence forte des opérateurs de L%X).
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Remarque : T induit, de maniere naturelle, une opération de
G sur L¥X) (encore notée T) définie pour tout f de L2(X)

et x de X par e
T(g).f(x) = f(T(g).x)

T, est alors défini pour tout f de L?X) et x de X par

Tuf(X)*: G T(g).f(x) dmu(g)

et on vérifie que T, est un opérateur continu de L2%(X) , de

norme 1.

Démonstration du théoréme 2 :

a) Les hypotheéses (1) montrent que T est une représentation
continue de G par des transformations unitaires de LZ(X).
D'aprés le théoreme de Stone, on peut associer a chaque f

de L%X) sa mesure spectrale Ve sur ¢ avec

¥ g€G, (T(g)f,f) = J:.(g)
b) Si f appartient a M alors T f =f =Pf .
c) Si f est de la forme
f = T(godF -F ( g€G , FELAX) )
on a Pf =0 et v ‘
RN

I

[cxc (T(g)f, T(g"S) dmu(g) dm[‘J(g')

H

A 4
jé ]mu(y}]z[} - (90,Y)- (go ,Yﬂ dvF(Y)
L'hy pothese (2) et le théoreme de convergence dominée

assurent que 1im T f = 0 = Pf

u >
d) Soit N le sous-espace vectoriel engendré par
et N son adhérence dans L%(X) . Si fE€N on peut, pour tout

£ >0 trouver fe dans N tel que

If-f_ll<e et ii: T,f.= 0
Alors ' '
I I T = f L+ T Il < e s [FTF |l
et "
lim T f = 0 = Pf
u o u

e) Enfin, on vérifie immédiatement que
L2(X) = MN

d'ou 1'on déduit le théoreme 2 .
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2 sur un espace de

Corollaire : Soit T une action de R
probabilité (Xa39U) vérifiant les conditions (1) du théoreme 2 .
On note encore P l'opérateur de projection orthogonale de
L%X)sur le sous-espace des éléments invariants par R?Z.

Alors, pour O < 6 < 81 2m , on a

o .
f T(Re'®)ydp = P
Bo

. 1
1im 51 -0,

R>+o

au sens de la convergence forte des opérateurs de L2(X) .

Démonstration : Pour R >0 , posons

1
55 Sr(r) @ Ly o9 (6)do

(S désigne la mesure de Dirac au point r =R .)

m, est une mesure de probabilité sur IR? chargeant l'arc
(Re'® ,00 < 0 < 6,). ‘
Pour vy = pei¢ £ 0 , on a o, .

fip (v) = ————ell_ a5 AO elpRcos(B - 0) 4q

et le lemme de Van Der Corput assure que pour R >+
g (v) = O )
R /R

ce qui permet d'utiliser le théoreme 2 pour conclure .

On va construire explicitement un espace de probabi-
1ité (Q,P,u) et une action de RZsur Q satisfaisant aux

conditions (1) du théoreme 2 .

Définition 2 : Une partie F de Z? a une densité positive

a 1'infini s'il existe a> 0 et une suite (Sn)nGN de carrés
de JR2 d'aire tendant en croissant vers +« , tels que
¥ n€iN, card(FTWSn) z.am(Sn)

On considere maintenant une partie F de 272 de densité
positive a 1'infini et on lui associe o et (Sn)nelN comme
dans la définition 2 .

On choisit n >0 assez petit (en particulier n<-%)
et on définit la fonction & sur IR? par

0 si d(z,F)>n
w(z) = | d(z,F)
T
@ prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1] et de 1'inégalité
|[d(z,F) - d(z',F)]| < d(z,z")

on déduit immédiatement que ® est unif ormément continue sur [R2.

si d(z,F)<n
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Le théoréme d'Ascoli permet alors de conclure que l'ensemble
Qo des translatées de & :

QO:{&?;}F,GIRZ avec &')g: z—>p(z - &)

est relativement compact dans \ec(le, R) , 1l'ensemble des
fonctions continues de [R?dans IR muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les compacts .
Notons Q@ = Qy l'adhérence de Qo dans ﬁc(le,lR) .

I.2.b) Remarquons que si G est une partie bornée de IR%Zet
@EQ alors il existe Z€IR? tel que
Yz€G6, wl(z) = ’Cog(z)
En effet, N étant métrisable, w est limite uniforme sur G
:(compact) d'une suite (&')‘g )nﬂN de Qo .
Soit £>0 (e<n) . :
I1 existe n,€IN tel que pour tout n3>n, on ait
<

suE]G)g (z) - w(z)] €
Z€G n
Quitte a agrandir G, on peut supposer qu'il existe z,
. (]
dans G tel que o (z ) = 1
'Sn No
[}

Alors, pour tout n»n,, il existe zn61R2 tel que

B, (z_.) = 1
g, n
et a )
Zn s Zno £ n
Mqls alors, ‘”g et (wg )Z -7 9qui coincident en zZ, s
n Ne N "Ny

coincident également sur le disque de rayonn centré en z

et par suite ( puisque sup [&G. (z)- )
z€EG En EngtZn 7

(z)|g etn<1l)
0 nO

sur tout G .

La suite (zn)n étant bornée, on peut en extraire une sous-

2N,
. - 2
suite (an)k>l convergeant vers ¢ gno+zno€1R .
Par continuité de &)5 , on déduit alors :

No
¥z€G, w(z)=1lim &, (z)= lim ,
’ k++c0 gnk K>+ in°+znk- Zn

o(Z) = &g(z} .

I.2.c) R*agit sur @ par translation :
T: R —> Y(Q)

T: & —> T(§)

ywee , T(E)hw = o
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I.2.d) Q étant muni de sa tribu borélienne J3, on considére
pour chaque n€N, la mesure image U, de la mesure
1 .
3 g (x ,y ) dx dy
n n

par l'application continue Xn de Sn dans Q définie par

Xn 2 g — ULg

L'ensemble des mesures complexes bornées u sur Q telles que
fd]u] <1 étant faiblement compact, de la suite (u_ ) .
on peut extraire une sous-suite (unk)kelN convergeant

faiblement vers une mesure de probabilité u .

I.2.e) Pour E€R? et B€f3 on a

(T2(£).B) - n (B)| € ——m[(S
n n(5, 0 "L,

Soit €>0 ; il existe Kky,€N tel que pour tout k> k, on ait
m(S_ ) > 16|&]|?€?
%

Iunk -‘g) A snk]

et
m{(s -&)a s Jg 4lgl/m(s ) < em(s )
n
k k k k
Ce qui montre que

p(TH(g).B) = Lim u_(TH£).B) =1lim u_(B) = u(B)
) K->+ co k k>+c0 k

et donc que py est invariante par translation .

I.2.7) u étant réguliére, fE€L?(Q) peut étre approché dans
L2(Q) par g€L%2(Q) continue (uniformément).
Comme £—> T(£).w est uniformément continue , indépendamment
de w, ( Q étant muni de la distance usuelle définissant sa
topologie), on déduit que pour €>0, il existe §> 0 tel que
si |£-&"|<6 alors pour tout w€Q on a : ‘
[T(E)g(w) - T(g")g(w)] < €

soit
1T(g)g - T(E")g]] < =

En écrivant alors

I T(e)r - TENF || < [IT(e)F - T(E)gl| +]|T(E)g - T(& gl +[| T(&Ng- T(ENF]]
| < 2llt-gll +[IT(e)g - T(eNg]]

on obtient la continuité, pour tout f de LAQ) , de &>T(EMf ,

et donc celle de &> (T(&)f ,f') pour tous f ,f' de L2(Q) .
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On est maintenant en mesure de montrer le

Théoreme 3 : Considérons une partie F de Z? de densité

positive a 1'infini .Donnons-nous un entier N €N, un réel

e>0 et Bo 911 se + 5 O0ns OinN tels que 0« Bon< B € v o< 60N< 91N\< 2T .

Alors, il existe R, >0 tel que pour tout R>R, , on peut
trouver zy, ..., zy dans F répartis de telle sorte que si

on pose

on ait
[rj—- R| < ¢ et 6., < 0, < 61

pour F =1, ..., N .

Démonstration : On considere l'espace (Q,B,u) et l'action

T de R? sur © construits dans les §2.a)c)d) , en prenant
soin de choisir n inférieur a e .
Les conditions (1) du théoreme 2 étant vérifiées

d'apres les §2.e)f) , le corollaire permet d'affirmer que

T T(Rel?) do

R,5 = Bl -6 Jeh
23 By - 8y J 0

(ou eoj < 953’ < 0,., < 6, ) converge au sens de la convergence

forte des opérateurs de L*(Q) vers P, projection orthogonale

2

de L2(Q) sur le sous-espace des éléments IR®* - invariants .

Prenons f = 1A

A={weEn, w(0)>%} 573

et évaluons u(A) .

m(Sn no)
u(A) = 1lim K
k400 m(Sn )
k .
ou D désigne la réunion des disques de centre un point de F
et de rayon % .
Comme card(S_ nF) > am(S_ )
Nk Ny
et que _
m(Sn nb)y > %]:'rrﬂ;card(s n F)J
k %
on a an
u(A) > 5 > 0
D'autre part, on a pour presque tout w de A :
Pf(w) > 0

(car P est en fait l'espérance conditionnelle par rapport
3 la sous tribu de P> formée des boréliens saturés sous

1'action T ). Il en résulte qu'il existe w€A et R,> 0
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tel que pour tout R> %ﬂ et tout jE€{L..,N} on a

T L(f > 0
\ R,J( J{(w)
c'est-a-dire
~ ) ! ig 1
m( eb[_eoj’ el.;] ’ U)(Re )>§) > 0
J

et en particulier, il existe dpj € [e{,j , ij] avec
1

2

Mais d'apres le §2.b) , il existe EZ€IR? tel que sur le

w(R ei(bj) >

disque (|z]|<2R) w et H)g coincident.
Par conséquent, pour tout R> Ru) et tout jeE{l,..,N}

il existe Zj dans F vérifiant
id. _ n
d(Re *j-¢&, zj ) < >

Or, par définition de A, il existe 1z, dans F avec
d(g b zo) < D’

2
En posant alors pour j=1,...,N
Z.~ Zg= T eiej
, jT T Ty
on verifie que
r. - R| < ¢
J
et
6. € .- .
3 € [o5- 0,05+ 0]
ou ¢ est tel que sin ¢ :% .
- c
Pour R > Ry> Rw ’ [d)J 0 ’¢j+ (b] [eoj s elj]

et les conclusions du théoreme 3 sont satisfaites .

Démonstration du théoreme 1 :

Soit E une partie de IR? de densité positive a 1l'infini.

On lui associe o et (S ) comme dans la définition 1.

n ‘neEN

On note Qk (keIN) la partition de I|R*> en carrés de coté Kk

dont les sommets sont les points de 2l I

Définition 3 : On dira qu'un réel B>0 est admissible pour

Qk si l'ensemble des carrés Q de Qk dans lesquels la

mesure relative de E dépasse B , a une densité positive a

1'infini .

On note Qk 8 l'ensemble des carrés de Qk dans lesquels la
’

mesure relative de E dépasse B .
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Lemme 1 : a) Si B est admissible pour ()k , 11 1'est aussi
pour ()k+2 , quel que soit QLEN .

b) I1 existe kE€IN tel que ,% est admissible pour()k.

Démonstration : a) Il est clair que tout ¢ deQkB contient
2

au moins un sous-carré Q' appartenant a ()k+2 g
b4
Soit II 1l'ensemble de ¢es sous-carres .

Alors T a une densité positive a 1'infini .En effet, si a

cs s S e s -2%-1
et (Zn)nelN sont associés a ()k,B par la définition 1, a.2 %
et (Zn)n>n peuvent étre associés a II . Précisément, posons

]
1 _
n, = {Q€0Q 5, 0=z}
2 _ 1
n: = {QE€ Qk,B ~Toho, 0Nz + 0}
pour n€N . Alors
1 24,
m(Iinz )g 2¥mmnz)
m(I20 2 ) < 4/?.2‘k./m(zn)
Pour n assez grand (n >ng,), on a,
m(zZ ) > DfIZ_k+E]2
o m(INZ)> z"zg[m(o ng_) - m(I2nz_)]> 221z
“n 7 k,8 “n n ’n a. men *
b) Soit k€N tel que 27X « inf (/m(5 ) ) .
On va montrer que n
T={0€0Q 4 ,3InEN, QcS_}
Ly n
a une densité positive a 1'infini.
S'il n'en était pas ainsi, pour £>0 ( €<:% ) il existerait
une sous-suite (Snj)jﬂN de (Sn)neIN formée de carrés
d'aire arbitrairement grande et telle que
¥ jEN , m(HfﬁSn ) < enn(Sn )
J J
Or si
o' = {Qer\Qk,.; s EIjGIN N QCSnj}
et si j est assez grand on a
m(s, ) > (1.7 5 4/ p
et J
mENS ) <m(ENT'NS_ )+m(ENT N S, )+ m(ENS_ NIN 1')
J J J J
s%m(sn) + m(IIns_ )+ 2_k.4f2—./m—(§n—)—
§ J J
< gm(S_)
n

ce qul est absurde ., J
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I11.2. On définit
‘ B* = sup( B ;3 IkEIN , B admissible pouer )

D'apres le lemme 1.b) , on a

B¥ 33> 0

La propriété suivante est essentielle :

lemme 2 : Soit R €IN ;3 alors il existe BE,<8*’ tel que
pour tout BQJBQ,B*[ et tout k€N tel que B est admis-
sible pour Qk s on peut trouver un sous-ensemble Qk,B& de
Qk,B de densité positive a 1'infini et dont tous les
éléments ont la propriété suivante :
tous leurs sous-carrés pour la partition Qk+£ appartiennent
é’ Qk+,'l,§f :
Démonstration : On prend

82 = (1-2

, « .
et pour les carres de tels que dan
et p Qk,B,SZ, Qk,B que dans tous leurs
sous~-carreées pour la partition ka, s la mesure relative
de E est inférieure a B* ., Par définition de g%, Q;‘; 8,0

i N ’ , ’
est bien de densité positive a l'infini et vérifie la

propriété énoncée.

IT1.3.3) On choisit maintenant :

‘N = [{33—992] + 1 3 LEIN avec £2>» logN B€]B£,B*[ et

k€ IN tel que B est admissible pour ka .

On considére le sous-ensemble F de 2 522 formé des
sommets, situés aux coins inférieurs gauches des carrés de
Qk,B,SL (défini dans le lemme 2) .

Si a et (I ) ¢y Sont associés a Qk,B,% par la
définition 1 ,alors, des que

m(z ) > (at2t M ayz)z
on a

card(F n 1) > 2%5m(Q, , o nz ) - w25E/mE)

2k-1

> 2 am(z )

Donc F est de densité positive a 1'infini dans 272 .

IT.3.b) _ En appliquant alors le théoreme 3 avec €>0 choisi

tel que e « rk

et .
i 1 . 1 .
B .= "g‘rﬂl" NZ (J:l: ---:N) 5 elj = ‘%r‘l%‘*‘ NZ (J:la ---,N"l); Bin = —g"'
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on constate qu'il existe R, >0 tel que pour tout R>R, ,

il existe zgs..., 2, dans F répartis de telle sorte que
si on ecrit

i@,
€ J

on a .
, n
s - R] < € et ]ej- §ﬁ4 N7

pOUI‘ j:l,o-tyN .

Fixons R > max(R, ,1+c) et appelons Q,,...,0y les

carrés de (?k 8,1 correspondant a Z,,...,zy (figure 1).
? b

Qs

Q2

figure 1

Posons pour j=0,...,N
E. =EnNnQ.
J QJ

Dans la suite on remplacera la mesure m par ékm .

Comme
m(E,) > B

il suffit maintenant de montrer que l'ensemble des points
de 0, qui sont a distance R d'un point de E;U ... UEy a
une mesure supérieure a 1-B pour conclure qu'il existe

deux points de E a distance R .

Posons
G, = {xéQo,Ely€Ej » d(x,y) = R}
pour j€{l,...,N} et divisons Qj en ses sous-carrés pour
la partition (?k+£ . Dans chaque sous-carré, la mesure
relative de E dépasse R*/2 d'apres §II.2. et §II.3.a) .
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Ceci entrafne que dans chaque sous-carré situé sur la
premiére diagonale de Qj » on peut trouver un sous-ensemble
de E. , contenu dans un segment horizontal de longueur 2“2
et de mesure (linéaire) relative dans ce segment égale a B*2.
Notons E} ces sous-ensembles .

Notons G} le sous-ensemble de Gj correspondant a E% .

On vérifie immédiatement que G! est une réunion, disjointe,

d'arcs de cercles (figure 2) .

Le lemme suivant va permettre d'évaluer m(G%)

et m(GiﬂG});mmr iti.

figure 2

Définition & : On appelle bande Bs zle de IR?, le produit
b b

L

cartésien d'un ensemble mesurable de mesure 8§2° (0<6&<1)

contenu dans un segment de longueur»Z&'du segment [O,l] de
l'axe des x avec une droite d'angle polaire 0+ %- .

Lemme 3 : On considére un systeéme S, (i=1,2) de 2* bandes

de IR? avec 0 0 < O < %-, l'écart entre deux bandes
1 7 I'd
de Si etant suppose constant .

On note Si l'intersection de S, avec le carré unité [0,1]x[0,1].

Alors 8 .
a) m(Si) iﬁ:{gﬁg- (1_1,2}
b) m(S'N S') = m(S Im(S?) +e(R) avee lime(Q) =0

Qoo

‘Démonstration : a) Soit P, le parallélogramme de sommets

, i
(-tg ©, , 1) 5 (1,1) 5 (1+tg 9, ,0) ;(0,0) (dans le repére ou
Q, est le carré unité (figure 3) )., Alors

: . 8 ,
lLa proportion des bandes de Si dans P; est 1+ tg 07 °

Cette proportion étant la méme dans Q, , on déduit a) .
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b) La mesure de l'intersection d!'une bande

86,52,,91 avec une bande 86,2,92 est

. co0S &y X cos Oy
(6277 sin |0 - Oy

J 1 _ 1
Fixons une bande BS,Q-,Gl_ 85,2,@1n Q, de S¢ .

* "
Soit 86,2,@1

diculaire a la direction des B

sa projection orthogonale sur la droite perpen-

5,9 ,0, et passant par une

” - ’ ]
extremite de 86’2,91 .

B"

rencontre autant de bandes de S, que B}
§,%,6

6’23@1 *

.......

. P

y \\\ 2
A A
, \

\
\ € Y
Al AY
\‘ "
X Ay
LY LY
3

.....

figure 3

L'écart moyen e, entre les bandes de S, étant donné par

_ = 2
l"th @2»— COS(E
la longueur de BY o o, étant égale a sin|0;- 0,] fois celle de
b b4
Bé 2,0, ° la somme 7; des longueurs des bandes de Sy étant
’ ’
S .- « 1
1+tg 6 24.8.cos O
il y a :

fginl@r@zl Zl] + 1
€2

rencontres entre les bandes de S{ et celles de S .

D'ou | }

0S5 @y Xcos & siniO- 6| I)
sin|0;- 6| € + e(2)

=m(Sy)Im(S)) + (2)

1im ¢(2) =0 .
g>a00

m(Sf NSs) =(52%p S

avec

On déduit du lemme 3 que pour i,j=1,...,N

_ B* . .
m(G"i)_ 2(l+tg‘®j)+aj(ﬁ,ﬂ)a\./eo lim ej(ﬂ,,R)z()

1ﬂ++m
i | 1 .
m(G;N Gj y=m(G{ )m(G}H eij(ﬁ,R)avec gjiin;oogij(m )=0

Car lorsque R et ¢ sont choisis suffisamment grands , on peut
en introduisant un terme correctif dans les estimations,
assimiler un arc de G' a un segment de droite et considérer

que l'écart entre les "bandes" constituant G} est constant .
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N
On peut alors minorer m(|
=1 .
Lemme 4 : Soit (X,‘ﬂf,)\) un espace de probabilité.

Soient A; 5 ...5 Ay (N31) dans & tels que
i €{l, e, N} , A(Ai)>0

'
GJ)

¥(i,3) € {1,..,N}?, X(Ain/%j)z )\(Ai))\(/\j)+ €13

Alors, en posant a:ir.xfx(Ai) ; b =sup A(Ai) ; E=supe,.

i . g 1]
on a N * 143
b &
}\(.U Ai) Z' 1 - NaZ— aZ
=1
. . N c N
Démonstration : Posons fi = MAi) - 1, . Sur U A , S f.
s \ i i=1 i=1 1
est constante supérieure a Na.

D'ou EN: . N
”i:l finz N“a“ ) (igl A§: '

D'autre part, e si i47j

(f‘i,f‘j) = MAinAj) - A(Ai)A(Aj)s {b

sii=j
D'ou [|N - f.]]2¢ eN2 + Nb

=1 1
et le résultat en découle .

n L 7 _ |30

que pour £,R assez grands et tous i,J de {1,...,N} on a

B* B*
21473y smE') s 5

et
VA
38+ (2(1 +*3)> e (R < 8

on obtient

N
m(,U, G!)> 1-—2—(%{@‘/;-)3— (B-58%) > 1-8 .

[1] I.. A. SZEKELY "Remarks on the chromatic number of geometric graphs’,
in Graphs and other combinatorial topics, Teibner, Texte zur Mathema-
tik, Band 59, Leipzig 1983, 312-315.
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