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4 1986. Ils paraissent aujourd'hui dans les "Publications Mathématiques
d'Orsay". Le Secrétariat est assuré maintenant par Monique Le Bronnec.

H. DABOUSSI



TABLE DES MATIERES

J.—P. ALLOUCHE.
Taws e Hanai o automates finis
M. BALAZARD
S coraines fonclions additives
J.—~P. BOREL
Sudles ef meswoes Waéd forafnitdés
& awla— somilesits
G. GREKOS
| E enmarits, mayennes, donsits, dacunes
D.R. HEATH-BROWN
Van dor €arpud Bownds for the Dedehind
Z dla—Funclion
A. IVIC
Les yeras o do fonclion fétn de Rdomann
swt la dhalte orligue
M. LANGEVIN
C alenls axplicites de conslantes de Lebmer
M. NAIMI
Les ontins dans factuns camé <X dond
lowed Wd Sremionns <Y
M. PATHIAUX-DELEFOSSE
R esultnt de € antorn of Shaus s o
cwy.’%é%e ae SLetmer
‘M. PATHIAUX-DELEFOSSE
Prafnitls fdomaé nambres o Pisal
A.J. VAN DER POORTEN 7
W numdbeors
B. ROUSSELET
JW&W&W—.%WMmW

15

39

44

47

52

69

77

84

89

91



O. SALON
Subslitbions, aulomates of stries forvmelles
velabefs aur sulles & mulli—indices
C.J. SMYTH
Y enonalised S alom numbors
C.J. SMYTH
G angruences for ome Sunclions
B. VALLEE
des nombies © Sa sduckon dbs réseanx. SMulowr e

/'a@m‘%u % Jm.ffmofwadj

124

130

136

144



TOURS DE HANOI ET AUTOMATES FINIS

Jean-Paul Allouche

Cet exposé résume un travail effectué avec F. Dress, sur le probléme
classique des tours de Hanoi, que nous rappelons briévement : on dispose de
N disques de diamétres respectifs 1,2,...,N, percés en leurs centres, et
de trois piquets disposés verticalement. Au départ les disques sont empilés
sur le premier piquet, dans l'ordre (le disque N au-dessous), et il faut
les transporter sur un autre piquet, les mouvements permis étant de prendre
un disque au sommet d’un piquet et de le déposer sur un autre piquet, a
condition que ce soit sur un disque plus gros.

L’algorithme classique, archétype des algorithmes récursifs, permet de
transporter N disques du premier au deuxiéme piquet si N est impair, du
premier au troisiéme si N est pair : supposons par exemple N pair,
alors on commence par déplacer les N-1 plus petits disques du premier au
second piquet, puis le Niéme du premier au troisiéme piquet, et il ne reste
plus qu’a transférer les N-1 plus petits disques du second au troisiéme
piquet.

Le lecteur courageux peut essayer d’appliquer cet algorithme pour N=5,
mais nous lui déconseillons formellement cet exercice terrible. S'il essaie
malgré tout, il retrouvera vraisemblablement un des résultats de "périodi-
cité" connus dans le folklore et plusieurs fois retrouvés, qui lui simpli-
fiera la tache.

Nous montrons dans [1] d’une part qu’on peut supposer la pile initiale

infinie (et que les (2N—1) premiers coups permettent de déplacer les N
plus petits disques), ce qui était déja connu, mais aussi d’'autre part que
la suite infinie de mouvements ainsi construite est engendrée par un auto-
mate fini 4 14 états que nous reproduisons ci-dessous. Cet automate permet
de retrouver les résultats de "périodicité” et de montrer quelles proprié-
tés arithmétiques de l’entier n déterminent le niéme coup. De plus le
calcul de ce niéme coup peut alors se faire uniquement & partir de 1’'écri-
ture binaire de n et ne nécessite de connaitre ni les coups précédents,

~

ni 1’état des piquets a4 cet instant.

Le détail et une bibliographie se trouvent dans [1], on pourra aussi
consulter [2] pour d'autres types de résultats inspirés par la démonstra-
tion de l'automaticité de la suite infinie des mouvements évoquée ci-
dessus.



Un automate & lecture inverse minimal pour jouer aux tours de Hanoi :

On a noté a le déplacement du disque du sommet du premier piquet au

second piquet, de méme pour b, ¢, a, b, ¢ :

a b a
— — e e
— e —_———

c
Pour calculer le 23éme coup, on écrit 23 en base 2 : 10111, on entre ce
mot lu de droite a gauche dans 1’automate, ce qui donne c¢, le 23éme coup
consiste donc (dans 1l’algorithme classique) & prendre le disque situé au
sommet du 3éme piquet et de le poser sur le premier piquet.



[1]

2]
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SUR CERTAINES FONCTIONS ADDITIVES

Michel Balazard

I - Introduction

1. Cet exposé présente les résultats obtenus au cours de la préparation
d’une thése de doctorat & 1'Université de Limoges. Il s’agit de travaux de
théorie probabiliste des nombres portant principalement sur le probléme de
la répartition des valeurs de fonctions additives comptant, de diverses fa-
cons, le nombre de facteurs premiers d’un entier. Le lecteur intéressé
trouvera la totalité des démonstrations dans [3], et des apercus sur diffé-
rentes étapes de ce travail dans deux exposés précédents : [1] et [2].

II - Etude locale de la fonction QE'

2. Soit E une partie de l’ensemble P des nombres premiers, p1<p2<...
la suite ordonnée des éléments de E. Pour tout entier n2l, QE(n) est

le nombre de diviseurs de n qui sont des puissances d’éléments de E. La
fonction QE est complétement additive. Le théoréme suivant (cf. [8] et

[13]) montre que, pour 1<{n¢x, elle suit approximativement une loi de
Poisson : :

Théoreme A (G. Halasz, 1972; A. Sérkﬁzy, 1977). Pour x23, on pose :

(1) E(x)= 2 1
p<x, pEE p
Soit 6€70,1[. On a :
K
(2) P (Qp(n)=k) K, o "0¥) B

pour tout E, tout x2>3 et tout entier naturel k tels que

k+1 < (2-6) E(x);

- k-1
(3) P, (2(n)=k) >, e E(x) %

pour _tout E, tout x23 et tout entier mnaturel k tels que
1<k<(2-6)E(x), E(x)2¢c(8)., ou c¢(8) est une constante positive ne dépen-
dant que de 6. et PX la probabilité uniforme sur {n/1<{n¢x}.




Observons que la valeur moyenne E(x) est toujours inférieure ou égale

a =3 %-: log log x + O(1), alors que QE(n) prend, quand n décrit

p<x
[1,x]., toutes les valeurs entiéres k, O0<k<{log x/log Py Il est donc

intéressant de se demander ce que deviennent les estimations (2) et (3)
lorsque k est supérieur ou égal & (2-86)E(x). On dispose principalement
du résultat suivant (cf. [11]) :

Théoréme B (K.K. Norton 1981). Pour x réel 21 et k entier 20 on.a :

(4 P (Og(m)=k) << P exp((p;~1)E(x) WIFE(R).

Les relations (2), (3) et (4) montrent un changement de comportement
pour la loi locale PX(QE(n)=k) ! pour les valeurs moyennes de k on a une

loi de Poisson et pour les grandes valeurs de k une loi géométrique. Nous
avons pu montrer que pour la totalité des valeurs de k, cette loi locale
se comporte comme la convolution d’une loi de Poisson et d’une loi géomé-
k

trique. Soit Sk(X)= 1+X+. . .+ éT la k-iéme somme partielle de la série

exponentielle et :

(5) El (X): z
P <p<x
PEE

1
5 -

Nous avons le :

.Théoréme 1. Il existe une constante absolue K>O telle que :

-k
Kp,loglog(1+p,) _, -E,(xp;") R
(6) P (k) ' Ve U s (pyE, (x0]).

pour tout E, tout x21 et tout entier naturel k;

-k
-Kp,log p o “E(xp,) -
(M PUpm)=ke ' ' pFe 1Tlg  (pE (x0]).

pour tout E, tout x>1 et tout entier naturel k tels gue

;k Kplloglog(1+p1)
1<k<log x/log p; et El(x Py ) 2 e

Nous pouvons ici faire quelques remarques :

(o]
1) Lorsque dans (6) on majore le polynéme Sk par la série exponentiel-

le, on obtient :



Kplloglog(1+p1) oy X
(8) P_(2(n)=k) < e p] “exp((p,-1)E, (x P )

ce qui améliore (4). On peut d’ailleurs supprimer ici le loglog(1+p1), et

c'est probablement aussi le cas dans (6).

20) Quand k{(2-6)E(x), (6) et (7) sont moins précis que (2) et (3)
respectivement, car dans ces derniéres inégalités les constantes implicites
ne dépendent que de & et non de Py

o
3) 11 serait intéressant de donner une analyse aussi fine que possible du
phénoméne de décalage d'exposant que l'on observe entre les relations (2)
et (3). Si E est un ensemble infini de densité a<l par rapport a
1’ensemble de tous les nombres premiers, on a :

X
(9) P (2 (n)=k) 2 ¢ E(x) E—%?— .k fixé,  x — +m,
alors que

k-1
(10) P_(0g(n)=k) X & =(X) % Lk fixé d1, x — 4%,

si E=P (cf. [4]).

3. A la fin du chapitre 21 de [6], P.D.T.A. Elliott mentionne un résultat
non publié de G. Halasz précisant (2) et (3) au moyen d'une formule asymp-
totique. Dans [3], nous donnons la démonstration compléte de ce résultat,
sous la forme suivante :

Théoréme C (G. Halasz, 1975). Soit 6€]0,1[. On a :

k5 (n)
(10) P_(0(n)=k)= E%),— oKyl 3 o E

-172
140 E
2 e, EGT%)

ou r= E(x)’ pour tout k, tout x23 et tout E vérifiant :

(11) 5 E(x) < k < (py-8)E(x).

Si E est un ensemble de densité a>0 par rapport & 1’ensemble de
tous les nombres premiers et si k= rE(x), ou r est une constante,
r€j0,2[, (10) et le Satz 1 de l’'article [16] de E. Wirsing donnent :

1, (1-r)/p
-av(r-1) (1—=)e -E E k
(12) PX(QE(H)=k) ~ TTT:ET;:TTT‘peE =75 ¢ E(x) —LE%—, X —> +0o,

ol v désigne la constante d’Euler.



4. Dans le cas de E=P, on note QE=Q. On dispose de formules asymptoti-
ques précisant les théorémes A et 1 (cf. [14] et [9]) :

Théoréme D (L.G. Sathe, A. Selberg , 1954). Soit &6€]0,1[. On 2 :

(13)
k-1
1 ' 1,r, ., r\-1 -1(loglogx) -1
P (2(n)=K)= Ferrry 1‘)[2(1-5) (1) (logx) (ﬁ! (1+0,4((loglogx) "))
uniformément pour x>3 et O<r= T—Ji——-g 2-6. Le produit_infini porte
- oglogx

sur les nombres premiers.

Théoréme E (J.~L. Nicolas, 1984). Soit 6>0. On a :

-k

(14) P_(0(n)=k)= C 27 log X + 0,(27(log 3—1’:-)°(5))
2 2

uniformément pour x23 et (2+8)}log log x < k { log x/log 2, ou

= LIT (1+1/p(p-2)), et 0O<c(8)<1

4 p23
Comme précédemment, c’est la notion de produit de convolution qui
permet de comprendre la transition entre la loi "de type Poisson" de (13)
et la loi "de type géométrique” de (14) :

Théoréme 2. On a uniformément pour x réel et k entier positif tels que

= -l{' 2 3 :
y 2k
(15) PX(Q(H)=1{)= f(r)2—k(log Y)_lsk—-l(zloglOgY)(1+0((loglog y)-1/3))

1-z
X . k-1 2 1,z,, z,\~1 ,
ot r=min (2, TGQTS——O et f(z)= TTE;TT';JB (1—59 (1—5) (c’est une

fonction holomorphe de =z pour |z|<3).

Si l'on remplace dans (15) r par la quantité plus compliquée
Sk_2(2loglogy)

Sk_1(2loglogy)’

Le théoréme 2 contient et précise (13) et (14), eu égard aux estimations
asymptotiques: de la quantité Sk_1(2 loglog y). On retrouve aussi un

2 on obtient un terme reste nettement meilleur (cf. [3]).

résultat non publié de H. Delange :

Théoréme F. On a uniformément pour x>3 et k entier 22 tels que




1+t

-k X [ I
16 P (Q(n)=k)= C 2 "log = (G 0
(16) (@(n)=k) og K (G(t)+0( T )

2
t -
ol t= k=2 loglo et G(t)= 1 e 2 au.
v2 loglogx T V-0

5. La présence d’un produit de convolutioon dans les théorémes 1 et 2
provient du fait suivant : dans 1’écriture

= Vv + N
o= vy + 0

ol vp est la valuation pl—adique et E1= E\{pl}, les deux variables
1
aléatoires b et -QE sont "presque"” indépendantes sur {n/1{n¢x}. La
1 1
premiére suivant une loi 'presque"” géométrique et la seconde une loi
"presque” de Poisson, le résultat devient alors intuitif. Bien entendu, la
méme analyse permet d’isoler dans la loi de QE une composante géométri-
1

que prépondérante de raison Ely mais celle-ci est négligeable par rapport
2

a la loi de v_ .
Py

Pour terminer ce paragraphe, signalons que G.H. Hardy et S. Ramanujan
avaient déja en 1917 indiqué 1’importance des polynémes Sk dans 1’étude

locale de Q. Leur mémoire classique "The normal number of prime factors
of a number n" contient en effet 1'inégalité :

10,-k -1 10
(17) PX(Q(n)=k) < Al(—§- (log x) 6k_1(—§-loglog x+A2)
valable pour %22, k21, ou A1 et A2 sont des constantes absolues

positives {cf. [12]).

III - Distributions conjointes et grandes déviations

6. L’idée générale de ce paragraphe est que l’obtention d’une formule
asymptotique précise pour la probabilité de grande déviation d’une fonction
arithmétique donnée est parfois facilitée par 1’étude préalable de la
distribution conjointe de plusieurs fonctions arithmétiques. Nous illustre-
rons cette idée par la résolution de deux problémes.

T. Probléme 1 (A. Ivic) . f(n) désignant la moyenne des exposants dans
la décomposition en facteurs premiers de 1l’entier n»2, et a étant un
réel >1, estimer Px(f(n)za).

On peut montrer que cette probabilité est o(l) si et seulement si
(a-1) loglog x tend vers 1’infini. Si oo est fixé et x tend vers



1’infini, il s’agit bien d’une grande déviation par rapport & la moyenne 1
de f(n) (pour une démonstration simple de la relation

1
3 f(n)= x(14+0(s—5—=)) on peut consulter 1l'article [5]).
2¢ndx loglogx

Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 3. Si adl est fixé et x tend vers 1'infini, on a

ol™
(18) | P _(f(n)2a)= C(a)(logx) (140 (R(x.a)))
» 21—a 1 21—a 2l—a
ot C(a)= g(a) - TT'(I—EQ (1+—3:§0, le produit portant sur
22 F(Zl_a) ,

1 si a=E est

2q(1-2717% 4 T

fos N . 1 . .
rationnel écrit sous forme irréductible ou 3 Tog 2 si oo est irra-

les nombres premiers impairs et g(a) désiggggt

tionnel; dans le premier cas on a
l-a . 2 l1-a ,1-a
R(x,a)= (q-1)(log x)_2 -2sin‘m/q (loglogx)s/z(logx)3 2 et dans

t
. % él— N 3¢ 1
le_second R(x.a)= Da( aloglogx) ou Da(t)= Da(t) + ;E-J; u Da(u)du.

Da(t)= sup |%- 2 1 - (b-a)| désignant la discrépance a 1'ordre t
0<a<b{1 1<{ngt
al{na}<b

de la suite {na}.

Signalons ici qu’un résultat similaire, et dans certains cas meilleur,
a été obtenu indépendamment par G. Tenenbaum (cf. [15]).

L’intervention dans (18) de propriétés diophantiennes du nombre a est
a priori surprenante. On peut 1’expliquer qualitativement par le fait que
f est a valeurs rationnelles et que presque tous les entiers n tels que
f(n)2a sont tels que f(n) est proche de «.

Indiquons les grandes lignes de la démonstration du théoréme 3. Si on
note o(n)= ? 1, 1la relation f(n)>a équivaut a Q(n)=h, wo(n)=k et
p|n '
h2ak : on se raméne a 1’étude de la distribution conjointe de 2 et w.
La formule de Cauchy nous donne :

(19) P_(Q(n)2aw(n))= 1 x_1 3 zQ(n)zm(n)M(z 1Zo)dz. dz
X . \2 1 2 1°727771772
(2im) |z, |=r,. |z, |=r ngx
17122
ol les cercles sont parcourus dans le sens positif,
M(zl,z2)= 3 zzh_lzgk—l (c’est une fonctioon holomorphe de (21'22) pour

h2ak
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Izzllzlla>1, |z1|>1; on prend donc r1>1 et _r2r?>1).

Un résultat classique de A. Selberg permet d’écrire :

B(z,,z,) z.z,~1
3 zﬂ(n)zw(n)= ———l——g—-x(log X) 2=, reste
1 2 z,—2
ngx 1
-Z,Z
172 zZ.Z Z.Z
. R _ 2 oL 17172 172 .
si Izll<2, ol B(zl,z2)- ffﬁ;i;j'(zl 2 z1z2)11]1 8) (1+e_zl) (c’est
une fonction holomorphe de (zl,zz) pour lzl|<3, zzem).
En prenant 1<r1<2, on obtient donc
zlz2—1 B(zl.z2)
PX(Q(n)zam(n))= (2iw)2 J]‘ (logx) ——E—l--_-_-i——-M(zl,z2)dzldz2
' Izll=r1,|z2|=r2
+ reste

2z2—1
=" 3w { (log 2 = B(2.2)(2.25)d%
|Z2 =r2 )

+ reste

s Y P ~ s s . -
d’aprés le théoréme des résidus, si r2>2 .

Si nous écrivons —B(2.zz)= 2 Ba zg pour tout z2€®. la derniére

intégrale est le coefficient de z"1 dans le produit
b
(log x)—1 b Ba 2. 3 Lglﬂ%%EEEI_ zb. b 2—h_lz_k—1, a savoir :

a20 b20 h2ak

b
-1 (2loglogx) ~h-1
(log x) > B, °b!° s 9™,
a,b20 hda(a+b)

1-a b
= (log )™ 3 B (27N = (2 lg%1°gx) g~{-a(atb)}
a0 b0 :
ou { } désigne la partie fractionnaire.
Pour estimer la somme sur b, on utilise un raffinement d’un théoréme

abélien de G. Tenenbaum sur le procédé de sommation de Borel. Cela four-
nit, pour le résidu cherché, le terme principal :
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1-a l1-a
(log %)~ 3 5,(27) (@) (log x)? = Cla)(log x)°
a2

Les propriétés diophantiennes de a interviennent ici pour estimer la

1-a b 1-a
différence 3 (2 lg}-;]—'oﬁx) 2—{a(a+b) ' g(a)(log x)2
b20 ’

8. Probléme 2 (J. Steinig) : 7(n) désignant le nombre de diviseurs de
1’entier positif n, estimer PX(T(n)Zlog X).

L’intérét de ce probléme est que la moyenne % 3 7(n)= log x + 0(1)
ngx
est une grande déviation par rapport & 1'ordre normal de T(n), 1¢{n¢x,

qui vaut (log X)log 2+°(1). Dans [10], K.K. Norton a observé que l’étude
des grandes déviations des fonctions additives «{n) et Q(n} est plus

simple que dans le cas de la fonction 1—(1)%;'-2@1-, qui n’est pas a valeurs
entiéres. Compte tenu de 1’encadrement conmu : w(n) ¢ log 7(n) < Q(n), il

log 2
obtenait ainsi :

P (r(n)2log x) X (log %) (loglog %)™/

ol 6= 1-(1l+loglog 2)/log 2= 0,08607...
P. Erdos et J.-L. Nicolas donnérent dans leur article [7] une formule
asymptotique die a H. Delange pour Px(w(n)ZAloglog x), M1 fixé. la

démonstration de H. Delange utilisait fortement le fait que . w est a
valeurs entiéres, ce qui ne permettait pas de la généraliser immédiatement
a 1_ogl;§~r_2@l. Dans un travail en commun avec J.-L. Nicolas, C. Pomerance et
G. Tenenbaum, nous avons obtenu une formule asymptotique pour
Px('r(n)_)_log x) ’

Théoréme 4. Pour x2>3, on a :

P _(7(n)2log x)= C K[{1°g1°8 X}] 1+0(1/loglog x)

log 2 (log x)6\/10glog X '
oo c= —YViog 2 T a8 200 L y-0am8... . e
(1-log 2) V2r I(l1+—=) p P p log
log2
_[Mﬂ_g]
K@) —1—5 3 a1 TT (14 s—g) '(log 2) L 198 2 (0¢8<1),
(log 2)" deS p log

pld
S désignant 1'ensemble des entiers d tels que pl|d =>p2|d.
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Ce résultat est en fait un corollaire d’un théoréme plus général con-
cernant les fonctions de la forme f(n)= w(n)+p(n), ol p est une fonc-
tion additive a support dans S (c’est-a-dire vérifiant p(p)=0O pour tout
premier p) soumise a certaines conditions de croissance. L'évaluation
d’'une probabilité de grande déviation pour f se fait ainsi : on écrit

(20) Px(f(n)2z)= i Px(w(n)= k.p(n)2z-k)

et on est ramené a 1’'étude de la distribution conjointe de w© et p.
Cette étude est accomplie par la méthode des séries génératrices, suivant
les idées de A. Selberg (cf. [14]); le résultat est suffisamment précis
pour permettre l’estimation de la somme du second membre de (20).
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Suites et mesures ayant des propriétés d’auto-similarité

J.-P. Borel

1.- Introduction : 1’auto—similarité

1.1. Essentiellement, un objet mathématique est dit auto-similaire (ou
self-similaire) si en regardant un morceau & la loupe, on voit exactement
1’objet de départ, du moins en placant la loupe & un endroit judicieux.

Quelques exemples de tels objets

~

- la spirale p=ee, la loupe étant placée a 1l’origine
~ les objets de type fractal, introduits par Mandelbrot. Ces objets s’ob-
tiennent souvent comme limite, aprés itération d’une transformation simple.

Deux exemples bien connus

2l bk

T /\ M_/\ﬁ\_,\__ o M"&?ﬁéﬂ@‘k

Ces deux types d’objets ont une "dimension" intermédiaire entre 1 et 2
(plusieurs types de dimension peuvent é&tre considérés).

Ici, nous ne nous intéressons pas & ce type de question.

Contrairement & la spirale, la loupe peut, pour les deux objets précé-
dents, étre placée en plusieurs endroits (une infinité en fait) mais quand
méme pas n’importe ou... .
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1.2. En théorie des nombres, on rencontre aussi de tels objets : considé-
rons la suite des parties fractionnaires {nf}, ol § est le nombre d’or

1+V5 :

5 En voici les 13 premiers termes

-1 e i 5 [T b 13

-
;
L E

Y

5.9

Si on place la loupe sur 1’intervalle ]0,a], on obtient :

ce qui donne en reversant 1’intervalle

40 5 43

- 1D
- NS
N o~

]

Lty ko

F Rl

S NS

'S

qui est la reproduction exacte des 8 premiers termes de la suite totale,
1’ordre étant conservé.

De méme, si on place la loupe sur 1’intervalle [a,1], on trouve

exactement les 5 premiers termes de la suite, dans le bon ordre :

En fait, cette propriété est toujours vraie si 1l’on considére les n
premiers termes de cette suite, quel que soit 1’entier n. Cela se montre
facilement en utilisant le développement en fraction continue de §, qui
est §= [1,1,1,...,1,...].
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1.3. Regardons maintenant la répartition de cette suite dans 1l’intervalle
[0,1[, c’est-a-dire les propriétés asymptotiques de la suite des probabi-
lités sur [O,1[ :

=2

2 % mnEy

Z|—

V,N=

Il est bien connu que cette suite est équirépartie modulo 1, c’est-a-dire
que py converge étroitement vers la probabilité uniforme A sur [O,1].

Cela entraine donc que la proportion des {nf} qui sont dans l'intervalle
[0.a] tend vers a, quand on prend O<n¢N-1 et N tendant vers +,

Supposons maintenant connue cette seule propriété (qui s’obtient d’ail-

leurs directement, sans passer par l’équirépartition). Si p est une
mesure adhérente & la suite (uN), on a donc pfa)=a.

Représentons p 4 1'aide de son graphe gr(n). défini par :

(x.y)egr(u) & Fu(X)SysFu(x+0)

i ol Fu est la fonction de répartition de

k. Ce graphe est donc une courbe conti-
nue qui joint les points (0,0) et

(1,1), telle que x et y croissent

Foama . simultanément, et qui s’obtient trés

S/ simplement en ajoutant a la représenta-
,//// tion graphique de F” les segments

verticaux corresponda.nt aux sauts.

La propriété vue plus haut sur la
2 1 suite des {nf} se traduit alors de la
facon suivante :

la mesure obtenue & partir de u par la transformation définie sur le
carré [0,1] x [0,1] par :

2

&

O
RS

H\
o

N
\

N
1]

¥
Nt
AN

>
")
o
2 - O
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(les deux images du carré ABCD sont obtenues par des transformations

affines de chaques coordonnées)
cette transformation étant prise au niveau des graphes, est aussi adhérente

a la suite (uN), par morceaux.

En particulier, si on note T la transformation ainsi définie dans
1’ensemble des probabilités sur [O0,1]

() 2 Tp)

et si la suite {nf} admet une mesure de répartition asymptotique (i.e.
My admet une limite faible) p, on a nécessairement p= Tu.

Une telle mesure a des propriétés d’autosimilarité au niveau de son
graphe, puisque l’on retrouve dans A"B"C"D" la copie (homothétique) du
graphe total.

Il est facile de voir que, dans ce cas, T a un seul point fixe, qui
est la probabilité uniforme A, de graphe la diagonale AC.

1.4. On observe des propriétés tout a fait analogue si 1l'on regarde la
suite de van der Corput, définie par :

L]

[24]

o e s S
u = e, 2 si n s’éerit en base 2 n= e.2
n . i R i

i=0 i=0
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ce qui traduit le fait que si 1’on place la loupe sur 1l’intervalle [0,3[

ou sur 1l’intervalle [% 1[, on retrouve la suite globale :

=
Y
e
e
ts
(3
o
[}
-

0~
YR S
. d

Un raisonnement analogue conduit a la
transformation T' définie par 1’'image
du carré ci-contre. En effet, il est ici
immédiat que la proportion des u .

0<n{N-1, qui sont dans [O.é[ tend vers

1
2:

puisque un<%- équivaut & n pair.

Ici aussi, la probabilité uniforme
est le seul point fixe de T'. Il est en
fait classique que la suite de van der
Corput est équirépartie moduleo 1.

2.- Suites auto-similaires

2.1. On dira qu’'une suite U a valeurs dans [0,1] est auto-similaire, si
elle vérifie des propriétés :

ol 1l’'on a :

I sous-intervalle de [0,1]:

¢ Dbijection monotone (i.e. continue) de [0,1] dans 1’'adhérence I
de  I;
si U= (un)n>1‘ ¢(U) est la suite de terme général w(un) pour mn2l

UII est la sous-suite de U formée par les u
appartenant a I

propriétés vérifiées pour un ensemble fini de sous—-intervalles 1, formant
une quasi-partition de 1’intervalle [0,1] :
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card(INI' )< (donc égal & O ou 1)
card([0,1]- U I)<w»

Les propriétés () sont des propriétés d’auto-similarité (on place la
loupe sur I), mais ¢ traduit le fait que l’on peut avoir une loupe
déformante. Il n’'y a pas déformation lorsque ¢ est affine, et ¢ dé-
croissante signifie que 1'on renverse 1'image (comme cela est le cas en
1.2, pour 1’'intervalle ]O,a]).

2.2. Comment construire des suites auto-similaires, en général ? Le schéma
de construction consiste a découper [0,1] en morceaux, a définir une

fonction ¢ pour chacun des morceaux, et & préciser 1’ensemble des indices
n tels que u est dans ce morceau.

Cela donne le modéle suivant :
e o alphabet fini, en pratique o= {0,1,....,k-1} ‘avec k22

e ¥ fractionnement de [0,1], indicé sur o : %= (Ia)aed avec des -Ia

sous—intervalles de [0,1], formant une quasi-partition. En pratique, on
choisit donc :

0= ao(al(. .. <ak=1

I= Iaa,aa+11 ot I signifie ] ou [ indifféremment

Ay d‘ Nz N.s d“

o @ déformation de support ¥, c’est-a-dire &= (¢a)a€d ou ¢  est

bijective continue de [0,1] dans T;.
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Ces déformations peuvent avoir
certaines propriétés. Nous serons amenés
A considérer les suivantes
& contractante si toutes les P, sont

contractantes, c’est-a-dire qu’il existe
une constante ¢<{1 telle que :

Va€ V(x,y)€[0.1]2 |¢a(x)‘¢a(Y)|S°-|X“YI

® contractante large si le méme résultat
est vrai avec c¢=1 seulement.

® monotone si toutes les applications
¢, ont méme sens de monotonic. On dira

alors que @ est croissante, ou décrois-
sante.

® homogéne si on a :

vx€[0,1], aéa o, (x)-9,(0) |=x

ce qui est vérifié dans le cas particu-
lier suivant

® linéaire si toutes les applications Py sont affines. Elles sont donc

uniquement déterminées par les Ia

et leur sens de variation. Ce cas est

celui observé dans les deux exemples du 8§ 1.

~

e E reégle de partage, c’est-a-dire E= (en)n>1 suite & valeurs dans 4,

et telle que 1’équation e, =@ a une infinité de solutions n pour chaque

a€d.

Définition. On dit que la suite U= (un)n>1 est auto-similaire assoicée &

(2,E) si elle vérifie les deux conditions suivantes :

Va€ UII = ¢§(U) ol w; est la restriction de P, a ¢;1(Ia):

a

Yn21 u €l ou ué¢F=UTI
n e = n

a
n acd

2.3. L’existence, et alors le nombre, de suites auto—-similaires associées a

(2.E) donné n’est pas immédiate.

En s’imposant (et pour toute la suite) la

condition que les uw sont deux a deux distincts, quatre problémes appa-

raissent
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1 ¢a(x)=x a beaucoup de solutions x, pour un a donné.

Si €,=2, il y a donc beaucoup de choix possibles pour uy dans I .
—— non unicité

2 wa(x)=x a peu de solutions x, pour un certain a, soit un nombre

fini m. Si €1=€5= - =€ L 172, on ne peut pas placer a la fois

*i —— non exist e
ul,u2 U1 dans 1’'intervalle Ia o enc

3 [0,1]-F est non vide, on peut donc y placer certains u -

-3 non unicité

4 Ia n Ia' non vide, pour certains couples (a,a') avec aza'. Un L

commun pose alors des problémes. —— non existence

Les problémes 3 et 4 sont des phénoménes de bord. Ils apparaissent
clairement si 1’on cherche a déterminer E associée a la suite {nf}
introduite au §8 1 :

IO= 10.a] Il= [a,1[
et donc : €4 indéterminé car OQIOUI1 (probléme 3)
€, indéterminé car a€I NI, (probléme 4)

€, déterminé pour n22, et l'on voit facilement que :

e =1 - [(n-1)(§-1)] + [(n-2)(§-1)]

ce qui donne la suite :

E= ??01001010010...

et si on remplace les ?? par 01 pour que la formule donnant € reste

vraie, on obtient :

E= 0101001010010...

suite qui est le point fixe commencant par O engendré par la substitu-
tion :

0 — 010
1 —— 10

(cf. [3] pour une démonstration).
2.4. En faisant un certain nombre d’hypothéses (simples mais trés techni-

ques) sur @& et E, on peut éviter les problémes 1 et 2, et faire en
sorte que les phénoménes de bord 3 et 4 se compensent. On obtient alors :
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Proposition (sous certaines hypothéses non précisées ici). Il existe une et
une seule suite auto-similaire U= (un)n>1 associée a (9,E). Elle est

définie par, en posant &= card([O,1[-F) :

si =0 U= u[el] (u[a] désignant le point fixe unique de wé)

si m22 us=e¢, (um)
n

1 ,u2, ISR

si nx+lu = <Pen(um)

v

si k21 u . choisis dans [O,1[-F

fte

ot m s'obtient & partir de n par la relation :

m= 1 + card {lgign--l/uiele }.
n

2.5. Considérons les quantités :

n(n,a)= card {1§i$n/ei=a} a€d, n2l

qui décrivent la suite E.

En supposant vérifiées quelques autres hypothéses techniques, on ob—
tient alors la relation :

m= 1 + card {lgisn—l/uielen}= n(n,en)

qui sera supposée vérifiée dans toute la suite.

Cela revient a dire que les phénoménes de bord n’existent pas (par
exemple, si les intervalles Ia sont deux a deux disjoints, le résultat
ci-dessus est immédiat) ou se compensent : si 1l’on revient a 1’exemple

{nf} du § 1, remplacer les ?? par Ol permet le résultat pour n2.

2.6. Nous allons nous intéresser aux problémes suivants :
dans les bons cas du 2.5, est-ce que la suite (2,E) a une répartition
asymptotique dans 1’'intervalle [0,1] ? Il se trouve que la réponse ne

dépend que de la suite E, et plus précisément de 1’existence des
limites : ’
.1
lim = n(n,a)= 7 (a€d)
o B a

c’est-a—-dire de l’existence d’une fréquence asymptotique de chacune des
lettres dans le mot infini E.

La mesure de répartition est, lorsqu’elle existe, pure. Elle dépend de
propriétés relatives de ® et de E, et son graphe vérifie des propriétés
d'auto-similarité (en fait, elle est le point fixe unique d’une certaine
transformation T du type de celles introduites au § 1).
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Enfin, une formule explicite est donnée, permettant de mesurer l’écart

N
entre la mesure limite pu et les mesures M= %- 2 6u . Cet écart permet
=1 n

d’évaluer la discrépance, dans le cas ou U est équirépartie.

3.~ Mesures auto-similaires

3.1. Soient I et J deux sons-intervalles fermés de [0,1] :
I= [a,a'] J=[B.B"]

obtenus comme image de [0,1] par deux applications ¢ et ¥ :

¢ ¢ [0,1] —— U bijective continue , constante si a=a';
¢ : [0,1] —— J bijective croissante, constante si pB=B'.

On définit alors une transformation T¢¢=T sur l'ensemble & des
probabilités sur [0,1] :

v probabilité sur [0,1] : p€?®

v mesure image de p par ¢ : on a donc v€P, v de support contenu

dans I
Tu "défini par sa fonction de répartition FT =y o0 FD—B.

L
T est donc une mesure positive, a support contenu dans I, et de
masse totale B'-B=|J]|.
I1 est alors facile de voir que l'on a :
w(Fﬁ(¢-1(x))) si ¢ croissante
FT (x)=
u
$(1—Fu(¢—1(x)+0)) si ¢ décroissante

si 1’on note ‘$= y-B.
Si on suppose x€I et y€J, on obtient
-1 ~-1
(x.y-B)egr(Tn) & (¢ (x).¥v "(v))e€er(n)
(¢ et Y non constantes), et dans les cas dégénérés :

si |J|=0, T =0
si |I|=0, T = 1315,



"On peut représenter T -de la facon suivante :

3.2. Soient & et ‘¥ deux déformations, de supports respectifs ¥ et ¢
‘indicés sur le méme-alphabet fini . On suppose que : '

¥ -est croissante;
® et V¥ peuvent étre dégénérées, c’est—d—-dire que certains des inter-
valles associés Ia et Ja peuvent étre réduits & un point. Les applica-

tions associées sont alors constantes.
Définition. On dit que_ la mesure up€¥P est auto-similaire associée a (&,¥)

si elle est point fixe de la transformation de % dans lui-méme définie
par :

T= T(2,¥)= 2 T .
~a€d Pa¥a

‘Si p€P, Tu -est donc une mesure positive, de masse totale :

uTuu':‘} T, , wli= 2 I |=1
acd Pa¥a aed &

et donc TpeP.



26

La transformation T peut se représenter de la fagon suivante, si par
exemple :

_— -
L4

&g &y 3 &, B /3/:/51 [53 ﬁh

. : %
T T +

PUSEEREEREY - e P R E—

4, ¢ 4 Py P ¢, Py

3.3. Ni l’existence, ni 1l'unicité, ne sont assurées dans le cas général
lorsque 1’on cherche les mesures auto-similaires associées a (®,¥) donmné.

® étant choisi, on notera V¥ la déformation de support 4 définie
par : '

A

wa= ¢a si ' est croissante ou constante;

"~

wa= wao s si ¢, est décroissante, s étant la bijection sur

[0,1] : x = 1-x. On obtient alors :
Lemme. Soit a€d, et (x,y)€gr(p). Alors (wa(x),¢a(x))€gr(Tu).

Comme les points (0,0) et (1,1) sont dans le graphe de p, on en
déduit k+1 points du graphe de Tu, et par itération k™1 points du
graphe de Tnu (si 1'on suppose que IIal= |Ja|=0 est exclu, ce que 1l’on
peut faire : sinon, on enléve la lettre a de «...).

Si p est point fixe de T, on peut espérer que tous les points ainsi
obtenus caractérisent la mesure u : c’est ce qui se passe dans les bons
cas. Pour préciser cela, il faut introduire une nouvelle notion : celle de
numération liée a une déformation.

3.4. Une autre approche possible est de considérer T comme une applica-

tion de 9([0.1]2) dans lui-méme, donnée par :
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TA= U {(¢,(x) ,$a(y)) . (x,y)€A}
a€d '

la suite des itérés Tn[O,l]2 décroit vers un ensemble limite L, gqui est
donc stable par T. Si 1'on contient un rectangle vrai {(non aplati ou
réduit a4 un point), il est difficile de conclure. Sinon. L est le graphe
d’'une certaine mesure u€EP, qui est alors l'unique point fixe de T. Cela

est lée cas, lorsque & et V¥ sont contractants, et on peut dire mieux :

Proposition. Si ® et V¥ sont contractantes, T est contractante au sens
de la _distance de Paul levy sur %.

La distance de Paul Levy correspond & la convergence étroite des mesu-
res de probabilité. On peut trouver sa définition dans [12].

T a donc bien un point fixe unique uo, et pour toute probabilité
HEP, la suite Tnu converge étroitement vers uo. On peut donc espérer

obtenir, d’aprés un résultat de Méla [11], un résultat de pureté sur po.

C’est ce que nous préciserons par la suite. Pour cela, nous aurons
encore besoin de la notion de numération associée a une déformation.

4.- Systéme de numération associé a une déformation

4.1. On considére une déformation &, éventuellement dégénérée :

d= {0,1,...,k-1}

v [0.1] —— [, 4]
et on note :
ensemble des mots finis = aa,...a  sur 1'alphabet o (donc
- 0
d= U o«
n=0
4  ensemble des mots infinis = ay8,...8 ... sur 1’alphabet o
%
W= o)
ainsi que
D= {al’a2""’ak—1} ensemble des points communs & deux intervalles.

4.2. Les points de [0,1]-D sont dans un seul intervalle [aa,aa+1]], ou

Ia' Cela permet de définir deux applications S et A :

A: {0,1]D —— o par x€IAx

S : [0,1]-D —— [0,1] par Sx= @Xi(x)



On ne peut itérer S directement,
mais on peut itérer ce procédé, en défi-

nissant S" sur [O,l]—Dn, ot D est

n
Ny défini par @
“ o
7 D= U s
e Tae
:( - e - ,._..\.
s B = - f Ax =4 ©
“ Si on pose D'= U S (D)= limf D_,
n=0
ensemble dénombrable, donc petit, cela
e *
& P g permet de définir sur [0.1]-D le
v ‘ - 9-développement de X, de la fagon
suivante :

[0.1]-D —— o
F

n-1
x — (AS x)n>1

4.3. Soit a= a,a5...a  un mot fini. On pose alors :
P (X)= 9 © 9 o...0¢ (x) (0<x<1)
1 2 n
Soit a un mot infini, et a  son préfixe de longueur n. Alors

Kn= ¢, ([0.1]) est une suite décroissante d’intervalles fermés, et donc a
n
une limite K, intervalle fermé non vide. On notera :

K= Iz_f (pg_([O,l]): [xg,ya] (et aussi L= <pa([0,1]) pour a€sd*)
o= {gesdw/|IQ|=0}.

Cela permet, en identifiant 1’intervalle [x,x] au point x, de
définir une application :

d —> [0,1]

—Esx=ling og o ...0¢ (§) 0gE<1
n—xo 1 2 n
Dans le cas particulier ot @& est contractante, alors d:: d : en effet,

si ¢ est associée a @, on a (pour tout a et n2l) IKn|$cn, et donc

|Ia|=0 pour tout mot infini a.
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4.4. On peut maintenant préciser la notion de ®&-développement de x€[0,1],
généralisant celle introduite en 4.2 :

est dit ®&-développement infini de x lorsque =x€I ;
est dit ®-développement fini de x lorsque x= ¢ (0).

Proposition. Tout x€[0,1] a au moins un &-développement infini
Si ¥ est contractante :

>
tout x¢D a exactement un &-développement infini, égal & [F(x), et
ce développement caractérise x.

Si ® est non dégénérée :

%
tout x€D a exactement deux &-développements infinis

Si & est monotone croissante :

¥ i s .
tout x€D a exactement _un ®-développement fini (qui_le
caractérise...).

Cela signifie essentiellement que, dans les bons cas, on a des bijec—
tions réciproques 1’une de l’autre :

[0.13-0* £ x([o.13-0%).
G

4.5. Lorsque & est monotone, on retrouve une facon de représenter les
nombres réels, étudiée par Bissinger [2], Everett [5] et Renyi [13]. Il
s'agit d’écrire le nombre x€[0,1] sous la forme :

X= f(a1+f(a2+f (3-3"'- .. )))

ot f vérifie certaines conditions.

Le lien entre f et & est donné par :

f : [0,K] —— [0,1]
f(atx)= ¢a(x) a€d, x€[0,1]
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4.6. On retrouve donc les développements classiques. Si & est croissante
linéaire, avec o = % (0<a<k), on obtient le développement en base k

habituel, qui correspond chez Renyi a f(x)=

R

5.- Propriétés ergodiques

2
5.1. Soit p une probabilité sur [0,1], telle que p(D )=1 (c’est par
%
exemple le cas si p est diffuse), D étant associé a une déformation @
donnée.
Si & est contractante, [ définit (presque sirement) une bijection
entre [0,1] et d*. qui permet de transférer . Les propriétés relati-

00
ves de u, S, A peuvent alors s’étudier dans 1l’espace d’arrivée o .

Dans cet espace :

A devient la projection lére coordonnée d —— o
a— al
00 (e 4]
S devient le shift classique f —— o
a — 8 = AgAg. . B 10
. o0 00
' devient l'application o ——— «

a—aa=aaa,...a ;...

5.2. Soient ® et V¥ deux déformations, comme en 3.2, et T= T(3.¥).

Proposition. T a un point fixe unique u°= u°(¢,w) dés que l'on a :

d'= o (2) U (¥)

et le graphe de uo est donné par :

gr(u®)= U, (#,([0.1]) x ¥ ([0,11))
aed® 72 a

la condition est vraiment wutile : s’il existe acd tel que
(pa(x)= \pa(x)Ex sur un intervalle non réduit & un point, T a une infinité

de points fixes.
00
Elle est réalisée si dr(§)= o (ou la méme égalité avec V¥), ce qui

s 3 ol . .
est vrai dés que D (®) est dense dans [0,1], ce qui est une conséquence
de @ contractante.
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Dans les bons cas (par exemple V¥ contractante et & non-dégénérée),

on peut expliciter la fonction de répartition de uo :

F = GoF, sur D (3).

Ho 1 2

La démonstration de ce résultat provient de l’utilisation du lemme 3.3,
et de son itération : on passe des lettres a€d aux mots finis a, puis
aux mots infinis a. Cette démonstration conduite aussi a :

Proposition. Si of = d:(@) U dr(W), et si p€P, la suite de probabilités

. o
Tnp converge en loi vers p .

5.3. Il est possible de construire des exemples (avec des fonctions ' et

. N o . .
¢%. compliquées...) ol u existe, et a une composante absolument continue

et une composante purement discontinue.

Voici deux exemples simples, ot & et ¥ sont linéaires croissantes :
A4

4
!
Lo

4 Lo °
z Dot P = 2
Ff
b . ;.,L_
e
- s
A
- z 1 '
[
e N
/’//5’:3/.,{2.’:/4 |
S 7
C e -
S ! de
4 o Jrl P
H o s ammmnn SLIEEES BRI 49
///'.//:’4,,.;_/‘ ;
)
" T
s
e
s et {
o 4 2 1
3 3

Nous allons voir que ces exemples reflétent bien ce qui se passe.

5.4. Commencons par déterminer les cas ol uo a des masses ponctuelles, et
donc ou 1’on ne peut pas appliquer le principe énoncé en 5.1.
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00
Proposition. 1® n'est pas diffuse si et seulement si dr(W) est stricte-

0
ment contenu dans o . Si V¥ est contractante, cela équivaut i :

Ja€of lIa|=O et L}a|>o.

Dans ce cas, 7 est purement discontinue, de support

s= {#_,(0). acd ).

Le cas Cantor (uo ayant un support Lebesgue-négligeable) se déduit du
précédent par symétrie entre & et V.

5.5. Regardons maintenant les liens entre la mesure uo et la transforma-
tion S. On montre facilement (la définition de homogéne est faite pour

cela) que si uo existe

s o . . . R 5
Proposition. p est S-invariante si et seulement si ¥ est homogéne.

Il n’est pas surprenant que seul V¥ joue un rdle : en effet, dés que
1’on peut passer dans 1’espace image dm, la déformation & n’apparait

plus dans la mesure image »° de po : elle est en effet caractérisée par

vedt  %ad)= [y (1), (0)]= 1J,].

La question qui se pose alors est de savoir si uo est ergodique, ce
qui revient & dire que tout événement S-invariant B vérifie po(B)=O ou
o]
U (B):l .

Théoréme. Si V¥ est homogéne, et s’il existe une constante absolue C
telle que :

Vacd " suplw;| <C inf|¢a|

0 .
alors est ergodique pour S.

L’hypotheése (les Wé existent sauf sur un ensemble au plus
dénombrable) est faite pour pouvoir utiliser un théoréme de Knopp [9]. Elle
est vérifiée avec C=1 si V¥ est linéaire.

Deux mesures ergodiques pour une méme transformation sont étrangéres

& . z ~ - = * z L]
c’est une conséquence facile du théoréme ergodique. Si ¥ et V¥ véri-
fient les hypothéses du théoréme, on a donc :

U v = p0(8,9). 1 u°(8,9).



33

Nous allons retrouver ce résultat, en précisant les supports respectifs.

5.5. Supposons ® et ¥ contractantes non dégénérées. uo est donc

diffuse, et Xn= ASn__1 définit (pour mn2l) une suite de variables aléa-

toires a valeurs dans .

Théoréme. Si ¥ est linéaire (et ¢ contractante non dégénérée), les
variables aléatoires Xn sont _indépendantes, de méme loi donnée par

Vaed w(X =a)= |J_|

ce qui peut s’'écrire sous la forme équivalente :

s )
%= 8 13,16,
n=1 a€y

Alors p° est concentré sur 1’ensemble N= N(®,¥) des nombres réels
x dont le &-développement infini vérifie

Vaed, lim & card {1<m<n AS™ lx=a)= |J_|.
n a
n-x0

Plus précisément, on peut montrer dans ce cas que’ uo est concentré
sur 1’ensemble N= N(®,¥) des nombres VY-normaux en base &, défini de la
facon suivante :

. s s . O o
si Fé(x)_ A3y .2 .. défini p -presque silirement
e O | R _
x€EN & Va€d , ilm = card {1<m¢n, amam+1...am+£_1_a}_ lJal (e=|al).

Les ensembles ﬁ(Q,W) étant deux a deux disjoints, on obtient le
résultat de pureté suivant

Corollaire. Soient & et ¥ deux déformations linéaires.
si 6%, p=;

si =%, uo est purement singuliére.

6.— Répartition des suites auto-similaires

6.1. On reprend ici les notations du §2, dans le cadre simplifié défini en
2.5 : U est auto-similaire associée & (2,E). On supposera ici que &
est contractante (non dégénérée).

Si I est un sous-intervalle de [0,1], on posera :

H(N,I)= H(N,1,U)= card {1<nN/u €I}.
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Les hypothéses faites entrainent que N(N,Ia)= n{N,a) pour tout a€d et

N assez grand (la différence ne pouvant jamais dépasser 1, liée aux
phénoménes de bord).

On peut montrer qu’une mesure de répartition asymptotique de U ne
peut avoir de masse sur les bords des intervalles Ia. Une condition

nécessaire pour qu'il existe une telle mesure de répartition est donc que :

* Va€sd, lim l-n N,a)= ~ existe
N
N a

(cette propriété se lit sur la suite E). Alors z =1, et il existe un
a€d
unique fractionnement linéaire croissant ¥ tel que :
Va€d, |Ja|= T,
¢ étant linéaire, les résultats du &8 5 s’appliquent : T(&,¥}) a un
unique point fixe u°= uo(Q,W), mesure diffuse vérifiant le théoréme 5.5.
6.2. Supposons toujours (%) vérifiée, et considérons les écarts :
&(N.I)= &(N,I,U)= ¥(N.I,U)-u°(I).N
p(N,a)= n(N,a)—ﬂaN.

Les hypothéses techniques faites entrainent alors :

Formule descendante sur les écarts. Soit XGT;, et Nem*. Posons :
-1
y= ¢, (x) Na= n(N,a)
Alors :

2 p(N.a')+p(N.a)F (y)+&(Na,[0.y[) si ¢t
a'<a |

n

2 p(N.a')-p(N,a)F (y)-é(Na,]0.y])

si ¢!
a'<a " a

Cette formule est dite descendante car on a, avec les hypothéses faites
sur E

soit Na<N

soit Na=N=1 et a=el.

Elle provient de formules analogues pour W¥(N,[0.x[) et uo([O,x[).
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Si on pose :
0 {0,1,...,a-1} si ¢, est croissante

[a]= [a]=

1 {0,1,...,a-1,a} si ¢ est décroissante

on obtient alors :

Lemme. Si a€d, Nel™ t x=u  avec n{N, alors y= w;l(x) vérifie

y=u . avec m= nalNa, t :

BOLE0D= 3 p(at () loa) F o (y)e(Ne. [0.9T)
a u

L’intérét de ce résultat est que 1’on peut 1’itérer.

6.3. Cela permet tout d'abord de déterminer la répartition de U dans
[0,1], avec les hypothéses faites précédemment :

Théoréme. La suite auto-similaire U a une répartition asymptotique dans
[0.1] si et seulement si E yvérifie la condition (%) :

Va€d, lim %-n(N,a):v existe
N-xo a

la mesure de répartition étant alors la mesure auto-similaire u°= uo(i,W)
associée.

Si & est linéaire, uo est pure et 1'on a :

e si 7a=1 pour un a€d, p° est la mesure de Dirac 6x’ ol x= GQ(a)

est le point fixe unique de P

e si T = IIaI pour tout a€d, uo est la probabilité uniforme A sur
[0.1];

. s - R o
¢ si aucune des deux conditions précédentes n’est remplie, est pure-
ment singuliére.

Corollaire. U est équirépartie dans [0,1] si et seulement si

® est linéaire
et

E vérifie Va€d lim %-n(N,a): lx |.
N-wo a
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En effet, il est possible de préciser exactement les couples (3,V¥)
tels que po(§,¢)=k.
6.4. On peut faire opérer le semi-groupe d* sur N, en posant :

0Oa=0 pour tout acd;
Na= (Na')a si a,a' sont deux mots finis tels que a=a'.a.

Si a= 'alaz...a,n est un mot fini de longueur n, on pose pour 1<i<n :

a,= aa,...a,= [i] (préfixe de a de longueur i)
i
[ai]= 3 [aj] (nombre d’'indices j tels que ¢, est décroissante,
j=1 J
1<j<1).
Théoréme. Si u1=0, et _si x=u_ de &-développement fini minimal ., on
a pour tout N>n :
|a|
3 [2, ,] [a,]
&(N,[0,u [)= ((-1) 2 p(N ;.a)e(-1) © p(Na;.a,)F (u  )).
i=1 a€la L i

i

La condition N2>n n’est pas pas génante ici, puisque seuls les points
U;.Uy,....u  interviennent dans 1’écart &(N,I). De cette formule "expli-

cite” pour les écarts, on déduit une estimation de la discrépance lorsque
U est équirépartie.

On rappelle que la discrépance de la suite U est définie par (voir
par exemple [10]) :

Dy(U)= sup  |#(N.[0.x[)-xN]
0<x«1

L e s P s % - ' s .
L’équirépartition équivaut a DN= o{(1), et on sait qu'il existe une cons-
tante absolue Co telle que 1’on ait pour toute suite & valeurs dans

[0,1] :

N Dy
limm C

(on pourra trouver des estimations de C0 dans Bejian [1] et Faure [6]).

Corollaire. Si u1=0, si @ est linéaire, et si f est une fonction

arithmétique croissante telle que f(N)= o(N), et :
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VNeW', Vaed, |n(N.a)-|I_|.N| < £(N)

Soit ~= max IIaI. Alors la discrépance de U yvérifie :
a€sd

ND;(U) < f(N)—E#LEETH~—-+ Ce) pour tout e>0.
2 Log T e

Si en particulier, les restes n(N,a)-—|Ia|.N sont bornés, la discré-

pance D§(U) a le plus petit ordre de grandeur possible :

%
— N DN(U) k
lim < T
N-xo g 2 Log b
ot M majore les restes.
Deux exemples :
k v M ——E—M:T lim (connue)
2Logr
. 1+/5 vB-1 | vB-1 | VBl 3 .
suites {nf} &= 5 2 o) 5 STogt Eaiagf-(Dupaln, [4D
suite de van der Corput| 2 L L . —— (Haber, [8])
2 2 2Log2 3Log2 : \
Les résultats obtenus ici ne sont donc pas optimaux ! il y a deux
facons de les améliorer :
si U est auto-similaire associée a (3.E), elle est aussi

auto-similaire associée aux itérés (non définis ici) de (&,E):
si les quantités n(N,a)—lIa|.N sont connues avec précision, on peut

espérer obtenir exactement la valeur de la lim. Si E est périodique, ce
travail a été fait par Faure [T7].
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Convexité, moyennes, densité, lacunes

Georges GREKOS

1.- Contenu de 1’exposé.

L’étude de la répartition des couples ordonnés constitués des deux
densités asymptotiques supérieure et inférieure de chaque sous-ensemble

\

d’une partie donnée de N, a conduit & montrer [1] que ces couples-la

forment un convexe de Rz. Ici, nous présentons des développements récents
de ce travail dans deux directions différentes.

En commun avec Bodo Volkmann [3], nous poursuivons 1l’étude de 1’'ensem-
ble des couples des densités. Nous établissons des liens entre la forme du
convexe obtenu et la répartition des lacunes dans la partie considérée de
IN.

Ensuite, on démontre [2] un théoréme analogue pour les moyennes limite
des fonctions bornées non négatives définies sur R+. ’

2.- Densités des sous—ensembles.

On appelle convexe de type K toute partie C de Rz vérifiant les

trois propriétés ci~dessous :

(i) Il existe deux nombres réels a et B, O0¢B<a, tels que les
points (0,0), («.0) et (a.B) appartiennent & C, et que tout
point (x,y) de C vérifie OLy<{P et y<x<e.

(ii) C est un convexe.

(iii) C est un fermé.

Soit A une partie de IN. Pour n appartenant a m*, on pose :
(1) A(n)= Card(AN[1,n]).

On définit les densités asymptotiques supérieure et inférieure de A :

(2) dA= lim sup n_lA(n) . dA= lim inf n—lA(n).
n-+w N0

Si A est une partie donnée de N, on pose :

(3) S,(A)= {(3B.4B) € K>; B C A}.
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Théoréme 1 ([17).

(I) Pour toute partie A de N, Sd(A) est un convexe de type K,

avec a= dA<1 et P= dA.

(II) Etant donné un convexe C de type K avec afl, il existe une

partie A de N telle que Sd(A)=C.

3.~ Densité et lacunes.

On définit la densité lacunaire d’une partie infinie A= {a1<a2<.

de N par la formule :

(4) AA)= l%m sup (aj+1/aj).
jotw

Alors A(A) appartient a [1,+].
D’autre part, la somme de deux parties A, B de N est
(5) A+B= {a+b;a€A, b€B},
et on pose
(6) hA= A+(h-1)}A, (h entier)2).
Voici les propriétés additives élémentaires de la densité lacunaire.

Proposition ([3]).

a) Scoient A,B deux parties infinies de N. Si 1<A(A)<+®
1<A(B)<+®», alors

A(A) A(B)-1

MAB) < S(R)™(B) 2"

b) Soit A une partie infinie de N.

b.1) On a

max (1, 24y ¢ ac2a) ¢ MAML

)

et

b.2) La limite de A(hA), gquand h tend vers +®, vaut soit

1, soit +o,

Relativement & une partie A de N, on note f la fonction ayant

pour graphe la partie supérieure de la frontiére de Sd(A)

(1) £ : [0,dA] —— [0.dA] : w |— 2= f(w)= max {y:(w.y)esS (A)}.
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Cette fonction est concave et par conséquent elle posséde en chaque point

w€[0,dA[ une dérivée a droite, notée fﬁ(w).

Dans les énoncés qui suivent on convient de ce que (+w)_1=0.
Théoréme 2 ([3]).

(I) Soient A une partie infinie de N et f la fonction correspon-
dente & S;(A). Ona £(0) < (\(A) ™.

(II) Soient C un convexe de type K de Rz avec ofl, f la fonc-
tion associée & C dans le sens de la formule (7)., et Ao un

élément de [1,+»] vérifiant fb(O)gA;l‘ Alors, il existe une

partie infinie A de IN telle que Sd(A)=C et k(A):Ao.

Soient A une partie de IN avec dA>0, et & un réel appartenant a

[O,HA[. Pour n entier positif, on pose
2(A,e.n)= max {k€lN; A(n+q)-A(n)<eq, (g=0,1,....k)}.

et on définit

(8) A(A.e)= lim sup (l+n “2(A.e.n)).
N+

On constate facilement que A(A,0) est égal a la densité lacunaire A(A).
Pour un ensemble A donné, A(A,e) est une fonction croissante de €.
Ceci permet de considérer la 1lim A(A,e). notée A(A,0+0), qui est au
e-0
‘ e>0
moins égale a A(A).

Théoréme 3 ([3]).- Soient A une partie de N avec dAY0, et f la
fonction associée & Sd(A). Alors fb(O): (A(A,O+O))_1.

4.~ Movennes limite et convexité.

On désigne par F 1’ensemble des fonctions définies sur R+, a va—

leurs réelles non négatives, bornées et dont 1’intégrale —- au sens de
Lebesgue - existe sur tout intervalle [O,t]. On munit F de la relation
d’ordre partiel suivante : soient a, b deux fonctions de F; on pose
b{a si et seulement si, quel que soit t20, on a b(t)<a(t).

A une fonction a de F, on associe le couple L(a)= (ita),L{a))emz,

ou



(9)

t t
L(a)= lim sup t—l J a(s)ds, L(a)= lim inf t—l J a(s)ds,
0

t->+ toteo 0

et on pose

S, (2)= {L(b)€R>; beF, bga)

Théoréme 4 ([2]).

(I) Si a€F, alors SL(a) est un convexe de type K avec a= L{a)
et B= L(a).
(II) Etant donné un convexe C de type K, il existe une fonction a
~de F telle que SL(a)= C.
Remarques.

1) L’obtention d’un convexe SL(a) non trivial de type K est bien due

au fait que 1’'on considére les moyennes. Car si 1’'on pose

Ll(a)= (lim sup a(t), lim inf a(t)}),
t>to t>+o

alors, pour toute fonction a de F, 1’ensemble
Sl(a)= {Ll(b);beF,bga} est un trapéze.

2) Si la fonction a€F est la fonction caractéristique d’une partie A
de N, a savoir a(t)=1, si [t]€A, a(t)=0, sinon, alors les limites

L(a)
dA

et L(a), relation (9), deviennent les densités asymptotiques

et dA, relation (2), respectivement. Ainsi le théoréme 1 est un

cas particulier du théoréme 4.

3) L’affirmation (II) du théoréme 4 s’'obtient comme corollaire de la
deuxiéme partie du théoréme 1, compte tenu du fait que si u€R+, alors

SL(ua)= 128 SL(a)-

4) Dans la démonstration [2] de la partie (I) du théoréme 4, la preuve de
la convexité de SL(a) suit les idées de [1]. Pour établir la fermetu-

re de SL(a), nous utilisons un procédé ou l'on s’approche du point

sur

la frontiére par des points de 1’intérieur, et on construit par

blocs une fonction qui correspond au point limite.
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Van der Corput Bounds for the Dedekind Zeta-Function

D.R. Heath-Brown

There is a long standing programme to generalize results already known
for the Riemann Zeta-function to the Dedekind Zeta-function. This has been
carried out successfully for the analytic continuation and functional
equation, and for the zero-free region. On the other hand, for example, we
do not know in general whether a finite proportion of the zeros of CK(s)

lie on the critical line Re(s)= -;—
Here we consider the function
we(0)= inf {E : [ (0+v1t) << f, ©2).

It is easily shown that uK(a) is non—negative, continuous and downwards
convex. Moreover, we have y.K(0)=O for 021, and ;LK(0)= (%—O)n for

00, where n 1is the degree [K:@Q]. It follows that “’K(%) < % For the

Riemann Zeta-function (for which K=Q, n=1) We have the better result

uQ(%) < -é—, which may be proved by van der Corput’s method. It is this

estimate which we wish to generalize. We have :

Theorem (Heath-Brown [1]). If K is an algebraic number field of degree

n over @, then L < Ly
oer L2en Hpls) 2§

This is easily proved if K 1is an abelian extension of @, since
(K(s) then factorizes into a product of Dirichlet L-functions. In gene-

ral, however, an n-dimensional version of van der Corput’'s method is
required. Those forms of the method currently available (Srinivasan [2],
for example) are extremely complicated. A considerable simplification is
made possible by introducing smooth weights.

As an example we consider the well-known bound

1
(%) JQN 28X gy <« A 2, A= inf |g"(x)].
N

To formulate an n-dimensional version of this we suppose that g is
defined on [N,2N]n. Let A be defined in terms of the Hessian of g by
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2
A= inf ldet(ax 6x )151 anl

Suppose moreover that the partial derivatives of g satisfy

1 n 2-r.—-...-r
g g < Al/nN 1 n
ry r 1 Tq
axl Lo Ox
for all non-negative integers ry for which
n
2 r, 2 2.
1 i
Now let w(xl,...,xn) be a smooth weight function with support in
[N.ZN]n, and satisfying
rote.tr ro—. -
d AP N 1 n
1 Tn 1 *n
Ox. ...0%x
1 n

for all non-negative integers r.. The analogue of (%) is then the bound

N 2ﬂig(x1,...,xn) —%+e
ce w(xl,...,x e dxl...dx KA ,
N N n n

for any e>0.
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LES ZEROS DE LA FONCTION ZETA DE RIEMANN
SUR LA DROITE CRITIQUE

Aleksandar IVIC

Soient o<w-1g72s... les ordonnées des zéros de la fonction {(s) sur

la "droite critique"” o= Re's=%- avec Ims>0. On s’intéresse ici a deux

problémes concernant la distribution des différences To1” "o
Probléme 1 : Estimer
. . _ c
6= inf {c20 : T+~ "o K 'vn}.
Probléme 2 : Estimer le nombre de "grandes" différences e PPl

n+l n

entre les zéros consécutifs de ((% + it) pour 'vngT.

Dans le second probléme, bien sir, il faut définir précisément les

grandes différences Toel” "o Si- on suppose que 1’'hypothése de Riemann

est vraie, alors il en découle (voir E.C. Titchmarsh [11], th. 14.13) que

1

’Y I ————————————————————y
log log T

n+1

- <L
n

donc nous cherchons les réponses aux Problémes 1 et 2 sans aucune hypo-
thése.

Dans le Probléme 1, les majorations 0<% 6< g 8¢ 52 = 0,15625
et 6 < 0,15594583... sont dies a Hardy-Littlewood [2], R. Balasubramanian
[1] et J. Moser [9] (indépendemment), A.A. Karacuba [8], et A. Ivié [4],
respectivement. Pour obtenir la derniére majoration de 6, on étudie le

comportement dans les intervalles courts de la fonction
L
. 2,1 . 1. -1 . 7
Z(t)= x (-2- + 1t)§(§ + it),x(s)= f%E%T = 25° s1n(£§—)1‘(1—s),
de sorte que |Z(t)|= l((-é— + it)| et que les valeurs de Z(t) sont réel-

les pour t réel. Les zéros de ((-;—+ it) sont alors précisément les
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zéros de Z(t), et on note que, si Z(u)#0 pour t - %-V Sugt+ %-V.

alors Il(t)= |12(t)|, ol

t%V
L(=]
-3V

2.2
(Z(u) | e—(t—u) ¢ du,

1
t+V 2 -2
I(t)= f Z(u) e tWC gy

t—zv

Tenant compte que |Z(t)|= |§(%-+ it)] on peut minorer Il(t). et en

utilisant 1’intégrale classique

A2

72 exp (Zﬁi (ReB > 0)

Jm exp (Ax-Bx2) dx= (m/B)’

et 1’équation fonctionnelle approchée pour ((s). on peut évaluer et
majorer Iz(t) (voir [4]. [5] Ch. 10, [6], [7]). Les résultats sont conte-

nus dans le lemme suivant :
1 1/6 -1
Lemme. Supposons que TZTO. §-T§th, 500 log TEVLT . G= VL -,

172 -1 .2

L= 10 VIog T. X=T’“ V" 1% Alors I (t) > G et

vV oL . 2 ~2
4 I } n—1/2—1t—1u| e—u G du + 1.

(1) Iy(t) <<

On peut majorer la somme dans (1) et, pour V suffisament petit, en dédui-
re une contradiction avec Il(t)= |12(t)|, ce qui nous fournit une valeur

pour 8. La majoration triviale donne immédiatement le résultat classique
6 < %- de Hardy-Littlewood, mais une estimation beaucoup plus précise a été

faite ([4]. [5]. Ch. 10 et [6]) avec la théorie des paires d’exposants de
van der Corput ([5]. Ch. 2). Le résultat est

Théoréme 1. Si (x,A) est une paire d’exposants, alors

K+A
(2) 0 < W.

Le résultat classique de R.A. Rankin [10] que

(3) inf(k+A) < 0,8290213565. . .
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donne alors que 6 < 0,15594583... . Trés récemment M.N. Huxley et N. Watt
[3] ont établi que

9 37
(x ,)\o)= (%+ €, %+ e)

23 .
oo™ 55 + e= 0,821428571...+e, ce qui

est plus petit que la constante dans (1). La preuve du Théoréme 1 montre en
fait qu’on doit avoir (k,A)= BA(p.q). ou (p.q) est une paire d’expo-
sants arbitraires et :

est une paire d’exposants avec Kk, +A

1. 1
AP.9)= (85 . 5+ 5pg)+ B(R.a)= (4 -5 P+ 3)

sont les procédés A et B bien connus de la théorie des paires d’expo-
sants. Donc on ne peut pas pour le moment utiliser la nouvelle paire
(:co,)\o) directement dans (2). Mais si on forme la paire

2

(k; A)=BAB A3 B A2 B A(x., 612 1179

N)= (3337 + € 1gag * €)-

alors (:cl,?\l) est de la forme B A(p,q) est

10701
(4) Ky * M= 15008

+ e= 0,82902076231... + €,
ce qui améliore la valeur de Rankin dans (3). En rapportant (4) dans (2) il
s'ensuit que

K, +A

g ¢ ——1 1

= 4(K1"+'—‘7\1)+2 = 0,15594578830988... + €.

Je tiens & remercier J.-P. Massias (Limoges), qui a calculé (K.1,7\1).

En ce qui concerne le Probléme 2, on peut utiliser aussi le lemme 1

‘pour 1’étude des "grandes" différences de Tl "o Les résultats, dont

une démonstration détaillée vient d’&tre donnée par A. Ivié et M. Jutila
[7]. sont contenus dans le

Théoréme 2. Soit R le nombre de 7, Pour lesquels o'<~:n§r et
'rn+1-'7n2V pour V>0 arbitraire. Alors on a uniformément
-2
(5) RKTYVY T log T
et

(6) R< TV log OT.
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Une estimation triviale pour R est R KT an. On voit que (6) améliore

(5) pour V >> log 4T. Un corollaire simple de (6) est

. 3 6.
(7) 2 (v, 7. )" <K T log T.
0¢r_<T n+tl n
n
En effet, la somme dans (7) est O(T) plus
[log T]
‘ 3
1/2 s 2 (7n+1— 7n)
V=T'/°279, =1 ~ (T, Vv, —v <2V
n n+tl n
[log T]
<8V ) ) 1
o 1/65-7 . _
V=T"" "2 9, j=1 7n$T’qn+1 anv_
[log T]
&KV ) TV 10g® T << T 10g® T,

v=r/6273 51
ol nous avons utilisé (6) et le fait qu'on a O(log T) valeurs pour V.

En concluant, on peut remarquer qu’on peut généraliser les Problémes 1
et 2 et étudier les zéros d’autres fonctions similaires a la fonction
(s). Signalons seulement qu’une possibilité est 1’'étude des zéros consé-

cutifs de Z(k)(t) pour k un nombre naturel fixé (voir [6]), et qu’une
autre possibilité est 1’étude des zéros des fonctions zéta associées aux
coefficients des formes modulaires. Cette derniére étude vient d’'étre
effectuée en détail par A. Ivi€ et M. Jutila [7], et un résultat analogue
au Th. 2 y est démontré.
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Calculs explicites de constantes de Lehmer

Michel Langevin

Résumé : Soit V un voisinage d’un point du cercle-unité. On étudie
comment expliciter une constante C(V) strictement supérieure & 1 telle
que tout entier algébrique x1¢0, non racine de 1l'unité, dont aucun des

conjugués X{+Xgs.-.2Xy De se trouve dans V, vérifie

(sup(L, g Dsup(1, [ 1) -sup(1, Jxg 1)< 2 c(v)

Mots—-clés : Probléme de Lehmer, mesure de Mahler, diamétre transfini.

Sommaire :
§ 1.~ Introduction
§ 2.~ I.”idée du calcul
§ 3.—- La méthode de Fekete et Szego
§ 4.- Existence de C(V)
§ 5.~ Calculs explicites de constantes de Lehmer C(V)
§ 6.—- Bibliographie
§ 7.- Derniére minute (juin-juillet 1987)

§1.—~ Introduction.

Soit
P(z)= a_(z—x,)(z-X,)...(z-x,)= a zd+a zd—l+ +a
o 1 27" d o 1 M |
un polyndme & coefficients complexes; la mesure de Mahler M({(P) est, par
définition :

(1) M(P)= |a | T sup(1, |x;])
1

(lorsque P est a coefficients réels, en notant k le nombre de racines
de module strictement supérieur a 1 et en rangeant ces racines par modu-
les décroissant,, 1'écriture ci-dessus devient, quitte a changer a, en

-2 ., M(P)= aox1x2...xk).
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Cette mesure de Mahler est une "hauteur” au sens habituel qu’on donne & ce
terme. On le voit aisément en écrivant M(P) sous la forme

1 .
2) M(P)= exp(J; log |P(621™%) |dt

(lorsque P ne s’annule pas sur le cercle-unité, le calcul ci-dessous
donne une preuve facile de 1’identité de (1) et de (2) (plus généralement,
on peut appliquer la formule de Jensen) :

1 .
exp(f log]P(ezlwt)ldt)= limlRes(P.zn—l)Il/n= la | o sup(l,lxil) ).
0 n-+o °

En effet, la forme (2) montre que M(P) est une moyenne géométrique, i.e.
pour la norme "Lo", qu’on peut donc majorer par la moyenne quadratique;

globalement, il vient :

M(P)<M, (P)=
1

1
1 . = =
- (j;|p(e21"t)|2dt)2=  la, %% MACIE Sla, [<m(1+(x, 1) < 2%(P).
i zZ|= i i

Soit x#0 un nombre algébrique. Par définition, la mesure de Mahler de x
est celle de son polyndme minimal. Par exemple, la mesure d’'une racine de
1 est 1. La réciproque est vraie ("théoréme de Kronecker") : soit x
tel que M(x)=1l; c’est donc un entier algébrique dont tous les conjugués

X1= XoXg, o0 XKy sont de module 1; si x n’est pas une racine de 1 unité,

on .a, pour tout entier n>0,

1] 2 1 m [B-1]) 22!

i22

ce qui prouve que le groupe multiplicatif engendré par x est discret et
ce qui contredit donc 1’hypothése.

Le théoréme de Kronecker suggére la question naturelle (o0  R(1)
désigne 1’ensemble des racines de 1) :

(Probléme de Lehmer) A-t-on bien inf M(x) > 1 ?
x¢€R(1)

Ce probléme est maintenant ouvert depuis plus d'un demi-siécle. Nous ne
reviendrons pas sur les progrés réalisés en 1971 par P. Blanksby et
H.L. Montgomery d’une part et par C. Smyth d’autre part, pas plus que sur
ceux réalisés plus récemment, suite aux idées nouvelles introduites par
Dobrowolski, par Cantor-Straus puis R. Louboutin; nous nous bornerons a
rappeler 1’'inégalité prouvée par ce dernier auteur : si x¢R(1) est un
nombre algébrique de degré d assez grand, on a

M(x) > 1 + (974 - e)(loglogd/logd)3 (cf. (Lo)).
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Pour une vision plus générale des problémes de théorie des nombres - et
d’autres spécialités - liés a la mesure de Mahler, on pourra consulter
1’exposé de D. Boyd (mai 85, Sydney) (cf. (Bo)).

Soit V un voisinage donné d’un point du cercle-unité. Le but de ce tra-
vail est d’étudier les mesures de Mahler des entiers algébriques x (x#0,
x¢R(1)) dont aucun (ou du moins presqu’aucun...) ne se trouve dans V.
Pour de tels x, on établira 1’inégalité :

Théoréme 1. M(x) > C(V)dOX (C(V) : constante >1 explicitable en fonc-
tion de V)

et on montrera comment calculer explicitement de telles cons-tantes,
dénommées dans le titre "constantes de Lehmer".

Un exemple ou 1’hypothése ci-dessus sur x est vérifiée est celui des
entiers algébriques totalement réels ot 1’on a démontré :

M(x) > ((1+5172)/2)92

(ce résultat est contenu dans un travail de A. Schinzel de 1973 (cf. (Sc))

et est le premier pas d’'une description des valeurs prises par les M(x)lld

quand x parcourt l’ensemble des entiers totalement réels (cf. (Sm)).

Les résultats qui suivent sont ceux de deux Notes de 1’auteur; la
premiére (cf. (L1)) ol est établie l’existence de C(V), la seconde ol
1’on explique comment calculer C(V) et retrouver ainsi trés simplement le

facteur (1+51/2)/2 obtenu par Schinzel (cf. (L2)). On décrira de plus ici
le role essentiel - en filigrane dans ces Notes - joué par la notion de
"diamétre transfini”. A ce développement prés, ces travaux ainsi que ceux
de R. Louboutin (lesquels relévent aussi des "méthodes transcendantes" par
la forme des démonstrations) ont déja fait l'objet d’un exposé (ICM 86,
Berkeley).

§2.—- L’idée du calcul.

Soient :

Q un polyndme réciproque de degré q (i.e. Q(z)= qu(I/z)),

R(z)= |a(z)|Q,

r= sup R(z).
lz]<1

t un paramétre positif ou nul,

S un paramétre vérifiant 0<s<1,

X 1’ensemble des points z du disque-unité vérifiant |z|tR(z)$s,
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A _..d _ _ _
P un polynéme (P(z)= az +...+a=a (zx;)...(z X3)).

d' le nombre des zéros X, de P vérifiant xi€X ou 1/xi€X.

Y

Avec ces notations, on va montrer comment majorer la mesure de P 3
partir d’une minoration du résultant généralisé :

1 Ix.lt R(x.)
1<i¢d ! i

Pour cela, on partage l’ensemble des indices en deux parties :

- ceux des i pour lesquels lxilgl et on majore alors |xi|t R(xi)

par s si xiex et par r si xi€X,

- ceux des i pour lesquels Ixi|>1, on écrit alors

t 142t t
b | RGep)= g 17425 (17, ) RQ1)

:

ce qui permet de se ramener a l’intérieur du disque-unité et donc de majo—
rer (1/|xi|)t R(l/xi) comme ci-dessus suivant que 1/xi se trouve dans

X ou non. Globalement, il vient donc :

(3) T |x! R(x,)| < (M(P)/]a_[)1*20 4 p4d
1<i¢d i i o

Exemple : On suppose les polyndmes P et Q unitaires a coefficients
entiers et sans zéro commun. Le membre de gauche de (3) est alors minoré
par 1 d’ou

M) » ¢4 44,
Pour que ce résultat soit non trivial, il faut que X ne soit pas trop

petit. Soit V un voisinage d’un point du cercle-unité. On verra aux
paragraphes suivants qu’il existe des fonctions de la forme

z —— IzItR(z) (pour t assez grand)

majorées strictement par 1 sur le complémentaire X de V dans le
disque~unité de sorte qu’il existe des valeurs de s ou le calcul ci-
dessus s’applique.

On décrit maintenant briévement le réle du paramétre -t; supposons
pour simplifier qu’aucun zéro de P ne se trouve dans V; quitte & rédui-
re V, on peut supposer que, pour i= 1,2,....d, xi€V et 1/xi€V; le

calcul précédent montre alors que :
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~1/(142t)\d

(pour t assez grand)

M(P) > ((sup |z|® R(z)) )

z€X

et le probléme est alors celui d’un choix optimal du paramétre t.

Ce qui précéde explique le plan des paragraphes ultérieurs

Au 83, on établit une condition nécessaire et suffisante sur une partie
compacte E du plan complexe pour qu’il existe un polynbéme unitaire &
coefficients entiers Q vérifiant

sup |Q(z)| < 1;
Z€E

Au 84, on verra comment déduire du 83 1’existence de fonctions

t
z —— |z| R(z)
ce qui permettra d’établir 1'existence de la constante C(V).
Au 85, on décrira sur un exemple comment choisir t.

§3.- La méthode de Fekete et Szego.

Soit X une partie compacte du plan complexe. On appelle "diamétre
transfini” t(X) (ou seulement t quand il n’y a pas d’ambiguité) la

borne inférieure des (sup |U(z)l)1/d°U lorsque U décrit l’ensemble des

zEX

polyndmes unitaires & coefficients complexes dont les zéros appartiennent a
X (on pourrait en fait supprimer cette contrainte ou bien 1l’aggraver en
imposant aux zéros de U de se trouver sur le "bord extérieur"” de X sans
changer le résultat, mais c’est la définition ci-dessus qui sera la plus
commode dans le contexte de ce travail; toutefois, les autres définitions
classiques du diamétre transfini - comme limite des bornes supérieures des
moyennes géométriques des distances séparant les points de X ou comme
coefficient directeur dans la représentation conforme de 1’extérieur du
disque-unité sur l’extérieur de X ... - ainsi que les remarques précéden-
tes ne doivent pas étre perdues de vue méme si elles n’interviennent que
ponctuellement dans la suite).

Comme 1’ont observé Fekete et Szegd, une idée de Kakeya suffit pour
établir le lemme suivant :

Lemme 1. On _suppose t(X)<1 et X symétrique par rapport & 1’axe réel

(i.e. X=X). Il existe alors un polyndme U unitaire & coefficients
entiers vérifiant

Ull,= sup |U(z)]| < 1

X z X

(réciproquement, 1’existence d’un tel polyndme pour une partie X du plan

montre que t(XUX)<1).
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On va & la fois établir ce lemme et prouver un résultat plus général
{(sur 1’approximation par des fonctions polynémes & coefficients entiers)
qui prendra des formes bien différentes suivant la position de t(X) par
rapport & 1. Un deuxiéme lemme nous sera utile :

Lemme 2. On suppose X=X et soit t' un réel vérifiant : t'>t(X). Il
existe alors une constante k>0 et une suite (F d) de polyndmes unitaires

a coefficients réels de degré d telle que :

d
IlellX <k.t'.

Démonstration du lemme 2 : La définition du diamétre transfini t(X) et

1’hypothése X=X montrent l’'existence d’un polynéme F unitaire & coeffi-

cients réels vérifiant IIFllx<t:'f ou f désigne le degré de F. Les

polyndémes Fd définis par : Fd(z)z sz(z)q avec d= fq+r, O<r<{f répon-

dent a la question.

On passe des polyndmes Fd aux polynbémes a coefficients entiers en

itérant le procédé suivant :

- Il existe clairement un réel a qu’on peut supposer, ou bien

1
positif (ou nul) et strictement majoré par 1 (c’est le choix fait
dans la suite) ou bien de valeur absolue au plus 1/2, tel que les

coefficients de zd et de zd--1 de Fd+a1Fd—1 soient entiers;

- de méme, on voit qu’il existe a,, (O$a2<1) tels que les
.. d d-1 d-2 .

coefficients de z, z 4 du polyndme Fd+ ale_1+ ade_z

soient entiers ...

On voit donc qu’on peut ainsi obtenir par récurrence une combinaison
linéaire

Fd+ ale_1+. Lotay

telle que le polyndme obtenu ci-dessus soit a coefficients entiers.

Supposons alors que X soit de diamétre transfini au moins 1, le
parameétre t' est alors strictement supérieur & 1 et on a donc :

174

IF pra Py v ld < e Ty cen-1y) e

1" d-1
ce qui établit 1’égalité suivante :

1/doU

Si X=X et t(X)21, ona: t{(X)= inf WUl

UezZl z]
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On suppose maintenant X de diamétre transfini strictement inférieur & 1.
Soit t' vérifiant t(X)<t'<l. Soit do un entier vérifiant

d
k t' °/(1-t')< 1/3

ot k désigne la constante associée par le lemme 2 &4 X et t°'.

Pour tout entier dzdo, soit Gd la combinaison linéaire

Gd= Fd+ ale_1+...+ad Fd (avec O (< a;, a, ""’ad.<1)
o o o
construite par le procédé déja employé ci—dessus a partir des polyndmes Fd
fournis par le lemme 2. Chaque polyndme Gd peut donc étre écrit

Gd= Hd + Hd

ou Hd est unitaire, & coefficients entiers, de degré d,
oar H;

d
d .
o

est a coefficients réels positifs majorés par 1 et de degré au plus -

D’autre part, 1’hypothése faite sur do montre que les normes sur X des
Gd sont toutes strictement majorées par 1/3 et le principe des tiroirs
montre que, les polyndmes Hé étant de hauteur et de degré bornés, l’on a

pour un couple (dl’dz) d’entiers distincts convenables :

IH, - H; ll,, < 1/3.

d1 d2 X
Globalement, on obtient donc, pour le polyndme A coefficients entiers
Hd - Hd ,
1 2
“Hd - Hd ng ﬂGd HX+ HGd HX+ HHd - Hé Hx< /3 +1/3 + 1/3 =1,

1 2 1 2 1 2

ce qui établit le lemme 1.
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§4.- Existence de C(V).

Soient u un nombre complexe de module 1 et V un voisinage de u.
Pour e>0 assez petit, le disque admettant pour diamétre le segment
joignant les points w/(l+e) et u(l+e) est inclus dans V et est stable
par l’inversion de pbéle O et de puissance 1. Par conséquent, si 1l'on
désigne désormais par V la réunion de ce disque et de son symétrique par
rapport a l’axe réel, on voit que les conditions :

veEV et 1/v€EV
sont équivalentes et que le choix d’'un tel V n’améne aucune perte de
généralité pour le théoréme i démontrer, c’est-a-dire l’existence de C(V)

(cf. §1).

Soit X le disque-unité privé des points de V. Pour pouvoir appli-
quer le lemme 1 du 83, on va établir l’'inégalité :

t(X) < 1.

Deux procédés sont a4 notre disposition :

o
1 ) Appliquer a l’enveloppe convexe Y de X 1’énoncé suivant qui précise
la classique inégalité isopérimétrique (cf. (L.3)) :

Lemme 3. Soit Y une partie convexe compacte du plan d’aire A, de péri-
métre L, de diamétre transfini t(Y), alors :

(amy2 < t(y) < Lror.

L’inégalité cherchée se déduit clairement du lemme. L’avantage de ce procé-
dé est de fournir un encadrement, ce qui permettra de situer les limites de
la méthode pour le calcul de C(V).

20) Considérer 1’ensemble X' des points de X de module 1; établir le
lemme 4.

Lemme 4. Le diamétre transfini d'un arc du cercle-unité de longueur £ est
égal & sin(&/4) (démonstration & la fin de ce paragraphe);

~ construire grice au lemme 1 un polynéme unitaire Q & coefficients
entiers vérifiant HQHX.< 1;

- observer qu’on peut supposer le polynéme Q réciproque en formant au
besoin :

Q(z).zq.Q(l/z) (ot q désigne le degré de Q)

puisque, lorsque |z|=1,

[z%.0(1/72) |= |o@) |= le(=)|;
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— introduire un exposant e convenable permettant de passer de

sup [Q(z)] <1
z€X'

ol

sup |2°.Q(z)] < 1,
z€X

ce qui établira 1’inégalité cherchée t(X) < 1.

Ce deuxiéme procédé fournit donc directement la fonction auxiliaire R
introduite au 82; en fait, on n’a besoin d’appliquer le lemme 1 qu’a
1’ensemble X' mais ce qu’on vient de voir prouve que les inégalités
t(X)<1 et t(X')<1 sont équivalentes... . En revenant aux notations du
82, on voit qu’en choisissant convenablement les paramétres t et s, les
ensembles X définis ci-dessus et au 82 coincident. Par conséquent, si P
est le polynéme minimal d’un entier algébrique dont aucun conjugué ne se
trouve dans v, le calcul du 82 établit 1’existence de C(V).
c’est-a—-dire le théoréme 1. On voit méme qu’on peut affaiblir 1’hypothése :
"aucun conjugué ne se trouve dans V" en "presqu’aucun (dans un sens &
préciser en fonc—tion de V ...) ne se trouve dans V". La démonstration
montre de plus qu’on ne peut espérer obtenir pour C(V) une valeur
meilleure que 1/t(X) (on rappelle que X est le complémentaire de V
dans le disque-unité). .

~

Il reste a établir le lemme 4. Un nouveau lemme sera nécessaire.

Lemme 5. Soit X une partie compacte du plan.

(i) Soient U un polyndme unitaire & coefficients complexes, u le

degré de U, U—I(X) 1’ensemble des points z vérifiant U(z)€X,
alors : t(U L(x))= t(x)™

(ii) Soient U/V  une fraction rationnelle dont le numérateur est
unitaire et de degré u strictement supérieur au degré du dénomi-
nateur, Xr 1l’image réciproque de X par la fonction U/V

(i.e., comme dans (i), 1l’ensemble des =z vérifiant U(z)/V(z)€X),
on a alors :

(inf [V(z)]) t(X) < t(X))" < (sup [V(z)]) t(X)
z€X z€Xr

I1 est clair que (ii) est une généralisation de (i) mais qu’il suffit
de prouver (i) pour obtenir sans réelle difficulté une preuve de (ii).

Pour tout polyndme unitaire Ul' on a :

s [U;(U(=) |= swp Uy(2)|  dron e(UTIR) < )N

z€U_1(X) z€X
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Réciproquement, pour tout polyndme unitaire U2 a4 zéros dans U—l(X),

le polyndme transformé Résy(z—U(y), Uz(y)) s’écrit comme le produit des

valeurs prises par U2 en les divers points de U_l(z); en particulier,

lorsque z décrit X, ona :

sup [Rés (z-U(y).Up)| ¢ s [Uy@) " @ron e(x) < e(uTix)Y
2€X zeU™ (x)

On va maintenant déduire les valeurs du diamétre transfini d’un segment
et d’un arc de cercle de celle d’un disque (ou d’un cercle, ce qui revient
au méme). Le diamétre transfini d’un cercle ou d’un disque est clairement
égal 4 son rayon (il suffit de 1’établir dans le cas du disque-unité, ce
diamétre transfini est majoré par 1 puisque la norme du polyndme 2z est
égale & 1 sur le disque—unité, il est minoré par 1 puisque la norme
(sur le disque-unité) d’une fonction polyndéme est toujours au moins égale a
la valeur absolue de chacun de ses coefficients, en particulier 1 dans le
cas d'un polynéme unitaire...). On applique le lemme 5 (ii) au cas ou X

est le segment réel [-2,2], ou U(z)= z2+1, V(z)=z. L’image réciproque

Xr est alors le cercle-unité et le lemme 5 montre donc que le diamétre

transfini d’un segment est égal au quart de sa longueur. On choisit
maintenant pour X le segment réel [2cos(£/2),2] qui est donc de

diamétre transfini 1/2(1-cos(£/2))= (sin(£/4))2 et on conserve les mémes
valeurs que précé-demment pour U et V; 1’image réciproque Xr est

alors un arc du cercle-unité de longueur & et le lemme 4 se déduit
maintenant du lemme 5.

85.~ Calculs explicites de constantes de Lehmer C(V).

On revient aux notations du §2. On voit que se posent deux problémes :

- Construire des fonctions auxiliaires R permettant d’obtenir, pour des
valeurs convenables des paramétres s, t, des parties X du disque-unité
aussi grandes que possible; on a vu que cela était possible sur le plan
théorique par un procédé effectif; en pratique, on utilise des produits de
polyndmes cyclotomiques (et donc réciproques) élevés a des puissances
réelles bien choisies de sorte que la fonction obtenue soit strictement
majorée par 1 en valeur absolue sur une grande portion du cercle-unité.

— Choisir 1l’exposant t de maniére optimale.

En fait, on va voir qu’'une fonction R étant choisie, ce choix optima

conduit 4 un calcul trés simple de C(V), au moins lorsque R satis-fait
a certaines conditions techniques. On va exposer ce calcul sur un exemple.

Soit Q(z)= (z+1)2(zz+1)(22+z+1)2, c’est un produit de polynémes
cyTlotomiques et donc un polyndéme réciproque. Soit Z= z+(1/z), lorsque
z|=l, on a :
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la(z) |= |(z+2)z(z+1)2].

Si, de plus Re z<0, Z reste compris entre -2 et O et donc :

sup lQ(z)|= sup |Z(Z+1)2(Z+2)|= sup Z'(1-Z')= 1/4.
Rez<0, |z|=1 -2£7£0 0<Z'<1
Soit B défini par : |B|=1, ReB= 1/20, ImB>0. B désigne le conjugué

de B. Un calcul facile sur 1’axe réel (cf. ci-dessus) montre que, lorsque
7z décrit l’arc de cercle passant par -1 joignant B a B (qu’on note
A(BB)), ona :

sup _ |Q(z)]= |Q(B)|= [Q(B)|= (1/10)(1+(1/10))2(2;(1/10))= 0,2541>1/4.
z€A(BB)

Soit X la partie du disque-unité bordée d’'une part par l'arc A(BB),

d’autre part par le segment S(Bﬁ) joignant B a B. Soit
1/8

R(z)= la(z)|""".

Le principe du maximum montre que, pour tout exposant t20, la borne
supérieure, lorsque z décrit X, de la fonction =z k———é]zltR(z) est

atteinte pour 2z€S(BB). Le calcul du §2 montre alors qu’il convient d’ef-
fectuer un choix de t pour que

( sup_ |Z|tR(z))—1/(1+2t)
z€S(BB)

soit le plus grand possible.
Soit zZ, le point de S(BB) de module le plus élevé vérifiant

2 ezl loz) D

z |= R(z
Iz, |= R(z,
alors, pour toute valeur du paramétre t, on a

—1/(1+2t)= |Z |1/2S ( Sup_'lzltR(Z))—l/(1+2t).

t
R
(lz,|*R(z,)) e

o]
Par conséquent, s'il existe une valeur du paramétre t pour laquelle le
maximum sur le segment S(BB) de la fonction IzItR(z) est atteint en

|—1/2
o

Z, alors |z est égal a la constante C(V) cherchée et ce calcul

est nécessairement optimal.

E. Reyssat a calculé zZ, et vérifié que la condition technique ci-dessus

est bien valide dans le cas particulier envisagé, ce qui se raméne a une
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étude locale d’une famille & un paramétre réel de fonctions d’une variable
réelle. On a ainsi prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 2. Soient B.B les points du cercle-unité de partie réelle 1/20

et D(B) le disque circonscrit au triangle OBB. Tout polynéme P irré-
ductible & coefficients entiers différent des polyndmes cyclotomiques

¢5(z)= z+1, ¢5(z)= z2+z+1, ¢h(z)= z2+1,

dont les zéros sont :
ou bien de partie réelle au plus épale & 1/20
ou bien & 1’extérieur de D(B),

vérifie :
M(P) > (1.08)¢  (d : degré de P).
Remarques :

10) A l’aide de la plus simple des fonctions auxiliaires, c’est-a-dire
Q(z)= 1-z, on prouve, par le méme procédé :

Théoréme 3 (cf. (L.2)). Soient u__un nombre complexe de module 1, P un
polyndme a coefficients complexes :

d d-1
P(z)= az+az to..tags ao(z—xl)(z—x2)...(z~xd),

r le nombre des indices i vérifiant Arg(xi)= Arg(u), alors :

1/r 172

M(P) 2 27%(|P(w)] 27ty 44T 5

'1/1'

+ ([P aa,

L'inégalité ci-dessus, avec [P(u)]= Iao|= ]adlz 1 et d=r, nous fournit

le corollaire suivant, redonnant le résultat déja cité de Schinzel
(cf. 81) :

Corollaire. Soit x# 1,2 wun entier algébrique totalement positif (i.e.
dont_ tous les conjupgués sont des réels positifs) de degré d, alors :

M(x) > ((1+522)/2)¢  (résultat optimal avec x= (3+5Y2)/2= ((145/2)/2)2).

On notera sur ce théoréme et son corollaire combien intervient peu 1’hypo-

thése, a priori essentielle, du probléme de Lehmer : "P a coefficients
entiers’.
On voit de plus que l’introduction du nombre d’or (1+51/2)/2 dans le

172 N
z
o

corollaire est naturelle; elle correspond a ou z est la racine

~

inférieure a 1 de 1’équation en z, Vue au début de ce paragraphe et qui

s’écrit dans ce cas :



64

2
Zo= (1"‘20) .

20) Le procédé décrit ci-dessus permet donc un calcul explicite de constan-—
tes de la forme C(V) a partir de fonctions auxiliaires convenables et est
assez facile & mettre en oeuvre; cependant, le fait que, par construction,
le maximum de

IzltR(z) lorsque z décrit X

ne soit atteint que sur S(BB) suggére bien qu’on ne tire pas le meilleur
parti du calcul du 82. En fait, le probléme général est celui du choix des
exposants réels (ei) a affecter aux polyndmes réciproques Qi (cycloto-

miques ou autres) permettant de construire de bonnes fonctions

®i,1/
R(z)= (I IQi(z)| ) q avec q= 2 e doQ,
i i

(c’est-a-dire petites sur de larges portions du cercle-unité). Ce probléme
est assez vaste pour qu’'on y intégre le choix du paramétre t sans en
augmenter sensiblement la difficulté. Toutes ces perspectives sont certes
plus techniques mais devraient fournir de meilleurs résultats; des travaux
conduits dans ce sens par G. Rhin le suggérent.
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§7.- Derniére minute (juin-—juillet 1987)...

On signale maintenant quelques développements de derniére minute non
mentionnés dans 1’exposé oral du 19 janvier 1987.

Dans (L.1), est cité sous la référence (6) un résultat de M. Mignotte,
déduit d’'un travail de Erdos et Turan, établissant que les arguments des
zéros des polyndémes (irréductibles & coefficients entiers ...) de petite
mesure et de grand degré sont bien distribués. En fait, comme son auteur
1'obervait & la lecture de (L.1), les arguments domnnés dans (6) (cf. (L.1)
ou ci-dessous) permettent d'établir un énoncé de la forme suivante :

Théoréme (M. Mignotte, & paraitre). Soient u un nombre complexe de module

1 et e un réel strictement positif. Alors, tout polynéme P irréducti-
ble, & coefficients entiers, dont les zéros sont hors du secteur angulaire
de sommet O, d'axe Ou, d'angle e, et de degré d>D(e), yvérifie :

M(P) > exp(c 3 d) (¢ constante absolue).

Cet énoncé demeure exact, comme ceux des paragraphes antérieurs, en
supposant seulement qu’une proposition suffisante des racines de P soient
hors du secteur angulaire. De cette propriété, on peut déduire avec 1’au-
teur précité une évaluation explicite de C(V) (de forme analogue a celle
donnée ci-dessus) par une mise en forme convenable de 1’argument suivant :

Soit V le voisinage de u obtenu par intersection du secteur angu—
laire et de la couromne de centre O et de rayons 1/(1+e'),(1+e') (e’
fonction convenable de e) et supposons seulement que P soit sans zéro
dans V; alors :

- ou bien P n’a que peu de zéros dans le secteur angulaire ce qui permet
d’appliquer le théoréme ci-dessus,

-ou bien P a une certaine proportion de zéros dans le secteur angulaire

mais de modules éloignés de 1 d’au moins €' ce qui permet a nouveau de
conclure.

On revient maintenant sur l’outil principal de la démonstration de
théoréme, i.e. le résultat d’Erdos et Turan, pour en décrire briévement les
liens avec la notion de diamétre transfini.

Théoréme (Erdos-Turan). Seit Q un polyndéme unitaire & coefficients com-
plexes dont tous les d zéros sont de module 1. Pour tout arc A du
cercle-unité, soient d(A) le nombre de zéros de Q appartenant & A et
1(A) la longueur de A. Alors, la discrépance associée aux zéros de Q
vérifie :
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174,172 .
ol

sup |d(A)/d-1(A)/2w| < 10(loglQlt™" ™) IQll= lsup la(z) ].
A

z|=1

La notion de diamétre transfini n'est pas évoquée dans la démonstration
donnée par ces auteurs, ni dans le résumé rappelé par Mignotte dans (6).
Elle est néanmoins clairement sous-jacente (d’ailleurs, M. Mignotte auquel
je signalais ce point m’a dit avoir trouvé la méme remarque dans la litté-
rature sous la forme d’une communication orale de Fekete relative a ce
théoréme). Nous allons en esquisser la preuve. La démonstration d’Erdos et
Turéan repose sur une propriété des polyndmes, de Cebicev (& 1l’intérieur
d’une famille de polynbémes unitaires, est "de Cebidev de degré d pour une
partie compacte XCC" tout élément U de la famille, de degré d, tel
que HUHX soit minimal) qui prennent leur maximum en valeur absolue en un

nombre de points égal au degré ... Or, X désignant toujours une partie
compacte de €, on rappelle que le diamétre transfini de X est égal a

t(X)= inf(HUHX)l/doU

ou U décrit 1’'ensemble des polynbmes unitaires et on a vu que cette
propriété restait valable méme en limitant le domaine de variation a4 ceux
de ces polyndmes dont les zéros appartiennent au bord (extérieur) de X et

donc, si Q désigne un tel polyndme, on a t(X) ¢ (HQMX)I/dOQ

Ce qu’établit quantitativement le théoréme d’Erdos et Turan, dans le
(o]
cas ot X est le disque-unité, c’est que, si (HQHX)I/d Q est assez
N
proche de t(X)=1, alors Q est voisin du polynéme de Cebidev de méme

degré pour le cercle-unité (i.e. (zd—v) avec d= doQ et |v|=1), ce qui
prouve en particulier une "unicité” (a4 isométrie prés) de ces polyndmes de
Cebidev.

On abandonne maintenant le théoréme d’Erdos-Turéan et ses possibles
extensions & des domaines autres que le disque~unité (grace aux techniques
déja évoquées au $§4) pour décrire son application au présent probléme,
toujours en suivant ces auteurs et (6). On commence par un intéressant
lemme dont on va voir qu’il se déduit du célébre théoréme de Ptolémée.

Lemme. Soient

d d-1
P(z)= az +a;z- +...tag=a (z—x ). (z= d) et

Q(P)(z)= (z—x1/|x1|)...(z—xd/lxdl), alors :

1/
(Pl < HPH/(Iaoadl) 2

(I I : norme de la convergence uniforme sur le disque-unité).
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Rappelons 1’'énoncé du théoréme de Ptolémée (démonstration au chapitre
"Inversion” de tout bon ouvrage de géométrie élémentaire ou, en deux li-

LY

gnes, grice au birapport et a 1’'inégalité triangulaire) :

Théoréme (Ptolémée). Le produit des longueurs des diagonales d’un quadrila-
tére est inférieur ou égal & la somme des produits des longueurs des cdtés

opposés.

Corollaire. Soient 2z, x deux nombres complexes, alors :

2 2 2
lz=x|"= |z| |x| ]2/ |z |-/ || |"+(]z]- |x])";

en particulier, si |z|=1,

172

lz—x] < (Ix])""“(lz=x/|x]|]) d’ott_le lemme.
Reporté dans le théoréme d’Erdos et Turan, en remplacant {a]l} par
NPH/(Iaoad|)1/2, le lemme ci-dessus montre qu’on peut s’affranchir de

~

toute hypothése sur le polyndome. Il reste maintenant & introduire M(P) a
la place de |IPll dans 1’énoncé obtenu pour 1l’adapter au résultat cherché.

L’application brutale de 1’inégalité : IIPll ¢ 2d°PM(P) (optimale pour des
polyndmes a coefficients complexes) ne conduit & aucun résultat. C’est ici
qu’intervient 1’'hypothése "P  irréductible & coefficients entiers" qui
permet & Mignotte, grice au lemme de Siegel, de construire un multiple de

P de norme majorée en fonction de M(P). De fagon précise, soit d1 un
entier strictement supérieur & d, alors, il existe un multiple P1 de P

de degré au plus d1 et de hauteur au plus

d. 1/(d

1) +1-d)

(2(d,+1)%(P) 1

On obtient alors le théoréme énoncé au début de ce paragraphe 7 en appli-
quant 1'inégalité générale (i.e. sans hypothése sur le polyndme) d’'Erdos et

Turdn au polyndme P1 dont la norme sur le disque-unité est majorée par

(1+d1) fois la hauteur, cette derniére étant majorée en fonction de la

mesure de P comme ci—dessus.
Références :

(6) de (L.1) : M. Mignotte.- Sur la répartition des racines des polyné-
mes, Journées de théorie élémentaire et analytique des
nombres, Caen, septembre 1980, dactylographié.

Lemme de Siegel: M. Mignotte.~ Estimations é&lémentaires effectives sur
les nombres algébriques, Publ. IRMA Strasbourg, 1979 ou
(méme titre) Proc. "Journées Arithmétiques d’Exeter”,
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Press.
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Théoréme d’Erdos—-Turdn : P. Erdos — P. Turan.—- On the distribution of roots
' of polynomials, Ann. Math. 51, 1950, p. 105-119.

Enfin, une démonstration compléte des résultats qu'on vient d’esquisser
sera publiée par M. Mignotte.

Michel LANGEVIN
U.A. 763 "Problémes Diophantiens"”
Institut Henri Poincaré

11, rue Pierre et Marie Curie
75231 PARIS Cedex 05
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Les entiers sans facteurs carré <x dont leurs
facteurs premiers (Y

Mongi NAIMI

1. Introduction.

On considére la fonction uz(n) fonction caractéristique des entiers
sans facteur carré, et on s’'intéresse 4 la quantité

2

¥y (x.y)= 2 1 (n)
néx

. P(n)<y

et son lien avec

¥(x,y)= 2 1.
n{x
P(n)<y

¥(x,y) a été étudié par de nombreux auteurs dont A. Hildebrand (1985) [1]
qui a montré que :

(1) ¥(x.y)= x p(u)(1 + 0 (LLo8lutl)y,
og X
. . 5/3+ e N Log x
uniformément pour ylexp{log log x) oli u= Tog v et p(u) est la
fonction de Dickman définie par le systéme suivant :
{p(u):l 0<ug1
~-up'(u)= p(u-1) uwl

A. Hildebrand et G. Tenenbaum (1986) [3] ont montré par une méthode analy-
tique le résultat suivant :

(2) ¥(x.y)= x* [(e.y) (1 + O(1/u) + O(J—X))
%,(a.y)

pour x,y22 uniformément ou
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C(s.)=TT (-5
Py

52
,(s.y)= —5 Log {(s.y)
Js

et a la racine de 1’équation Log x= } -I:-Q%—E-.
P&y p -1

A. Ivic (1985) [4] en écrivant p,z(n)= ‘22 p(d) et en utilisant (1) a
d”/n

montré que

6
3) To(x.y) ~ =5 W)
2+e
pour y 2 exp {(loglog™ x)
dans ce méme papier il conjecturait que 1’équivalence (3) est vraie pour
y_>_Log1+ex.

Dans ce travail en reprenant la méthode utilisée dans [4] nous démon-
trons le résultat suivant.

Théoréme 1. Pour y2L0g1+ex et u2(Log Log 2y)2 on a :
(4) ¥, (%.y) * G0 (1+0(1/u))
X,¥)= + u
2 BV 9,(B.7)
od Co(s.¥)=TT (1+p%)
p<y
a2
‘P2(S:Y)= o5 Log §2(S’Y)
d"s

et B la racine de 1’équation Log x= z I._%g_p.
p<y p +1

En comparant les quantités qui interviennent dans (2) et (4) nous
déduisons le résultat suivant.
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Théoréme 2. Pour y_>_Log1+ex

¥(x,y) (1+0(1/0)) < ¥ L y(x,y)(1+0(1/u))

1
®)  FEFyy 2(x) < Foaryy

. +
en particulier pour yZLog2 “x

(6) ¥y(x.3) ~ FEpyy YY)
o

ol B=1- Loglog x (partie principale commune de o et B).
o Log x
On remarque d’aprés (6) que la relation (3) n’est vraie que si

LQ%%ggiz-————e 0 guand x,y — %,

Par une autre méthode et dans un cadre un peu plus général A. Ivic et
G. Tenenbaum [5] ont récemment démontré que

(7) pour y2LogZ*ex ¥y (x.y) ~ ETQ%ST'W(X'Y) et que

(8) pour y$L0g2_ex Wz(x,y) KL ¥(x,y)exp - Log&/3 y.

Notre methode Justifiant ainsi l’introduction du point [ permet d’obtenir

¥y (x.¥)

dans (5) une minoration de W=y et une majoration plus fine que (8),

pour Log1+ex$ygLog2—ex; dans la zone y2Log2+ex, notre résultat (6) est
identique & leur résultat (7).

2. Lemmes.

La méthode utilisée est basée essentiellement sur la formule de Perron.

+iT
(2) E u?(n): §%ﬁ' 52(5 y)——-ds+0(xB E E—L—)--mln(l ——)
n{x B-iT n>1 n T(Log—)
P(n)<y P(n)<y
xsgz(s sY)
le point B est choisi de fagon que ———— so0it maximale dans un

. s
voisinage de f et relativement petite ailleurs, pour cela on prendra g

comme zéro de la dérivée Iogarithmique de xsfs(s,y) ou encore [3 solu-

tion de 1’équation :

Log x= z, LE%—E
ply p+1
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une étude du point PB= B(x,y) permet d’obtenir les résultats suivants :

Lemme 1. Pour y2Log1+ex
(10)  p=1- A8 4oLy + 0(2%EX) 4 o(exp - viog V)
- Log y u Log vy y

ou E(u) est la solution de 1'équation ef(u)= 1+u {(u).

Remarque :
(11) E(u)= Log(u Log u) + O(Lg%aégﬁ—g) pour w20
voir [2].
Lemme 2. Pour y2Log1+ex et uzuo
(12) (B.y)~ u LogX 1<k<3
¢ (B.¥) X u Log™ y kg
(13) 0, (Brit.y) << u Logly £
4 ! = Log y
(14) ¢o(B.¥)= &5(a.y)(1+0(1/Log y))
6k
ol on note par ¢ (s,y)= —— Log ({,(s.y).
k k 2
(8s)

Lemme 3. Pour y2L0g1+ex et uzu0

- 2

exp(-c, t7¢5(B.¥)) |t[<1/Log y

——— e =
(15) 05(B.y)
u t2 3/2-¢
lexp(-cy ——5—3) 1/Log y<|t|exp Log™ “ "y
(1-B)"+t

de telles majorations permettent de montrer que la contribution de 1’inté-
grale dans (9) est dans un voisinage de B et qu’ailleurs la quantité

x°Co(x.y)
SXB§2(B'Y)

est relativement petite.
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3. Démonstration des théorémes

Preuve du théoréme 1 : La preuve du théoréme 1 se résume dans les deux
lemmes suivants :

Lemme 4. Pour y2Log1+e. y2(loglog 2y)2

B
+1T  Co(s.y)x° x Co(B.y)
1 o °2 2 1
(16) v, (x,y)= ——Jﬂ - ds + (— =
2 2l Jpyr oy By)
| 1
ol To= =173
u Tlog y
Lemme 5. Pour y2Log1+e
+it s xBQ (B.y)
1 o X 2
(17) 5o Co(s.,y) =— ds= ——————— (1+0(1/u))
2 gyt "2 S PV (B.Y)

le théoréme se déduit alors des formules (16) et (17).

Indication pour la preuve du lemme 4.

On part de la formule (9) par le choix de

T= (exp-log y3/2—& +exp- cu2)—2
log

terme du reste de la formule (9) est :

et en utilisant (15) on montre que le

xﬁcz(B.Y)
O(———

‘/'Pz(ﬁ.}’)

1/u) pour u2(loglog 2Y)2

de nouveau par la majoration (15) on montre que la contribution de 1’'inté-
grale dans la formule (9) dans le domaine défini par

{B+it, ToélTlﬁT} est aussi

O(XBC2(ﬁ.Y) L
Voo (B.y) "

Preuve du lemme 5 : Pour un développement de Taylor de log(fz(s,y)xs) au

voisinage de B et en tenant compte du fait que log x+<p1(ﬁ.y)=0 on a :
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2

t
- 3
g o(P.¥) £ 4 %
Co(s.9)x%= & C,(B.7)e exp(- £ 9,(B.¥)+0(t%6))
N taJ .
od o = sup o (Brit.y)|  |tI<T
par un développement de
3
exp(- —37— + 0(t7¢,))

[y

' 1 _1 , .
d’une part et de S5 = E{l—itlﬁ) d’autre part on a :

G Loy - a6y L 3
2 .2 2T L I (y)OR(D)))

L2

t 2 4 %
R(t)= 0(55 + t° 92 + t* o))
B

si on prend 1l'intégrale sur le segment [B+iTo, B—iTo] on a

+iTo <5
35T 5 Co(s.y)—5ds =

—iTo
2 2
Lo By) T - e (By) [T - e (By)
24V 2 T2\ 0o 2 T2V
= —_ﬁﬁ—ﬁ__— J:: e dt+JlT e R(t)dt)
(o] 0

si on calcule les intégrales du membre de droite aprés le changement de

variable T= tJ¢2(B,y) on trouve le lemme.

Preuve du théoréme 2 : Le théoréme 2 est un comparaison de Wé(x,y) et
1+e

Wz(x,y). Nous le démontrerons dans la zone y2log x et uX(loglog 2y)2

puisque pour u{(loglog 2y)2 la formule (3) est vraie. D’aprés (2), (4) et

(14) les seules quantités qui restent a4 comparer sont : xﬁgz(ﬁ,y) et

xag(a,y). C’est le but du lemme suivant :
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Lenme 6. Pour ydlog x'*€
&P LBy)  LoB
(18) E@Fy $ Ty S TEay)
en particulier pour y2log x2-f-e
{o(B.y) P loglog x
(19) @y Ty ™ Po= 1™ “legy

Preuve du lemme 6 :

. _ _L(B.y)
On a : cz(B’Y)— T(2B.v)
fz(ﬁ y) 1
{(a,y) €(1B.y) ey
(s, Y)— = log [(s.y)
d’ou
g—%gf%%—-: exp(a-B) 2 1%—2 ot Plcla

2 exp(a-B) 2 —ﬂ- aB puisque log x= z -—g—-E)
psy p’-1 p<y p7-1

ce qui donne la minoration de (18). La majoration se fait de la méme ma-
niére en écrivant

{5(B.y) 1 $(B.y)
{{a.y) C(20.y) ((a.y)

1
= CRD) exp Ji ‘Pl(avY) do

en tenant compte du fait que <p1(B,y)= log x.
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Résultat de Cantor et Straus sur la conjecture de Lehmer

M. Pathiaux-Delefosse

I - Introduction.

Etant donné un entier algébrique, <o, non nul, de degré d, de conju-
gués O algsesaly, la mesure de Mahler est définie par :

d
M(a)= T max(l,lail).
i=1

Kronecker [4] a montré que si M(a)=1, alors a est une racine de 1’'uni-
té. En 1933 D.H. Lehmer a émis la conjecture suivante : il existe une
constante c¢>1 telle que M(a)2c pour tout « entier algébrique non
racine de 1’unité.

Notons C(d)= inf M(a) pour «a entier algébrique, non racine de
1’unité, de degré <d. Etant donné qu’il n’existe qu’un nombre fini d’'en-
tiers algébriques de degré <d vérifiant M(a)$2, on a donc c(d)>1,

Vdem*; la fonction deN" —> C(d) est décroissante; la conjecture de
Lehmer se réduit a montrer que lim C(d)>1.
d->+o

Quelques réponses 4 cette conjecture :

A 1l’heure actuelle, on n’'a pas trouvé d’entier algébrique, non racine
de 1l’unité, tel que M(a)(M(ao)= 1,1762808... , ou @, est le nombre de

Salem de degré 10, de polynéme minimal

zlo+ zg— z7— z6— z5— z4— z3+ z + 1.

En 1977, E. Drobrowolski [3], puis M. Mignotte [8] ont prouvé que :

C(d) > 1 + 100 (loglogd/logd)>.

En 1982, D.C. Cantor et E.G. Straus [2] avec une preuve beaucoup plus
élémentaire on montré que :

C(d) > 1 + 2(1+o(1))(loglogd/logd)>.
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Une faute résidait dans cette preuve; elle a été corrigée [2] par les mémes

: s oA S s 9 .
auteurs. La constante 2 a été améliorée en 3 par R. Louboutin [6].

Nous nous proposons d’exposer la démonstration de Cantor et Strauss, en
y apportant quelques modifications.

I1 - Lemmes algébriques :

Lemme 2.1 (Mahler). Soit o un entier algébrique non nul, «' un conjugué
de «a; s’il existe des entiers naturels r et s, distincts, tels que

a'f=a® alors a est une racine de 1’unité.

Preuve : Soit o un Q-automorphisme de 1’extension galoisienne

Q[al,az,..., d] tel que o(a)=a'; alors (o(a))r=as; d’ou
2 2 2

o (ar )= a(a(ar ))= a(a(ar))r= (a(as))r=aS ; par récurrence on obtient
k rk sk % . k

of(a )=a VKEIN ; soit k un entier tel que o =1, on obtient alors
k k ’

a =]l et a est une racine de 1’unité.

Lemme 2.2. Soit « un nombre algébrique, non racine de 1'unité et p un

nombre premier. Alors si le nombre a® aun degré inférieur & celui de «a,

il existe un entier algébrique B, non racine de l'unité tel que :
i) d°B < &%
ii)  M(B) £ M(a).

Preuve : Si a est de degré p sur Q[ap], on prend B:ap, on a alors

d°p= d°a/p et M(B)= M(a).

Sinon le polyndme XP-oP est réductible sur Q[ap] et peut s’écrire sous

p .
la forme XP—oP= T (X—pla)= A.B ot p est une racine primitive p—-iéme

i=1
de 1'unité et A et B sont éléments de Q[ap][X], avec d°Ad1, d°B>1.
En considérant A(O), on trouve qu’'il existe r€{l,...,p-1} et p' raci-

ne p-iéme de 1’unité tels que p'areﬂ[ap]; or T et p sont premiers
~entiers; il existe donc 2 entiers u et v tels que rutpv=l; alors

p'uarueQ[ap] et p'uaGQ[ap]; on prend alors B= p'u. On a alors

d°<d%P<d%. En outre pP=2P.  Donc Q[BIQ[pP]l= Qq[aP] et degré

Bp= degré f; soit Bl,Bz....,BSr les conjugués de f sur @; le polynéme
s

Q= I (X—B?) est donc le polyndéme minimal de ﬁp=ap sur @; donc Q= P¥

i=1

ot P est le polyndme minimal de a sur @ et (M(B))'= M(a) avec r}2;
d’ou M(B)<M(a).
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Remarque : L’énoncé de ce corollaire figure dans l’article de Mignotte mais
avec une démonstration fausse.

Corollaire 1. C(d)= inf M{(a) ol Qd est_1'ensemble des entiers algébri-
acd

d
ques, de degré dogd. non racine de 1'unité, tels que a?#a? pour tout

nombre premier p et pour tout i et j distincts appartenant a 1'ensem-
ble {1.,2,....d°}.

Lemme 2.3. Soit P un polynéme & coefficients entiers alors

P(xP)= (P(X))® + p G(X) o0  GeZ[X].

Preuve : On utilise le petit théoréme de Fermat.

III - Introduction de déterminants.

Soit m nombres complexes 0:0g, .00 et USRS OYRRRRE S nombres
entiers, on définit le déterminant de Vandermonde généralisé d’ordre
n= T +ryt...tro, noté D(al, 2,...,am,rl,rz,...,rm) par
D(vo(al),vl(al),...,vrl_l(al),vo(a2),...,vrz_l(a2),...,vo(am),...,vrm_l(am))
ou

r 0 b
1 0 0 i
a 1 : 1 d vo(a)
v ()= . |. v,(a)= 2a A CIE o) = :
o : 1 . i 1 il ala
nil : Ci+1a
o ‘n-2 i
(n-1)a .
pﬁ—lan—l—i—
Lemme 3.1. v, (a)1® ¢ (Max(1, |a]))ZPnH*L,
Preuve : C?: k(k—l)i;.(k—(i+1)) < n(n—l).i;(n—(i+1)) < ol
D’od v, (@)1® < nm2lx(Uax(1, o))"
rirj
Lemme 3.2. D(al,a beeea@ T Tou.n.,T )= % H. (ai—aj)
{i<j<m

Preuve : [7]
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IV - Démonstration de C(d) 2 1 + (2+o(1))(loglogd/logd)3.

Soit a un élément de Qd, de degré d'<d, de conjugués a=a,,

Pi= 2,...,p les s premiers nombres premiers, et k un

a2s---» d') s

élément de N*; on considére alors les déterminants notés V(a,d',s,k)
définis par

Py Py P P d'éléments sd éléments
V(a.d',s,k)= V(al,az...., SO R TR ,...,ad.,k...k. 1,...,1)

Ce sont des déterminants d’ordre kd'+sd'= d'(k+s)=n. Le principe de la
démonstration consiste & majorer et minorer ces déterminants.

a) majoration :

Les colonnes de ce déterminant contenant o, par exemple sont
P Pg

vo(al),.... k—l(al)’ vo(a1 ),....vo(a1 ). Le produit A1 de la norme au

carré de ces colonnes, d’aprés le lemme 3.1 vérifie donc

Xk _2(1+...4k-1) 2n(k+py+. . .+p)

A1 < ns(Max(1,|a1|)) De la majoration

d’Hadamard on obtient :

2n(k+p1+...+ps)

2 '
< n(k *s)d (M(a)) avec n=d’'(k+s).

(1) V(@.a'.s.8)[?
b) minoration :

i) On remarque que Vz(a.d',s,k)el car V2 est une fonction symétrique

de @ :0g...-Qq.5 €N outre V2¢0 car le lemme 3.2 montre que les
facteurs de \' sont soit de la forme oy —aj avec i#j et
Py pj Py Pj _

oy —aj #0 d’aprés le corollaire 1, soit de la forme o, —aj avec
pifpj donc différent de zéro d’aprés le lemme 2.1. Donc

Vz(a,d',s.k)el*.

ii) Soit p fixé appartenant A 1'ensemble {pl,pz,...,ps}; d’aprés le

lemme 3.2, V2(a,d,s,k,) contient le facteur

a a a’ a
T n (a?—aj)2k= T P on P(X)= I (X-at,)-

i=1" j=1 i=1 j=1

D’aprés le lemme 2.3 P(a?): (P(a))p+p'7i ol v; est entier algébrique.
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: da’ :
Donc P(a?): Py Or I P(a?) est un entier; il est donc divisible par
i=1
pd. et V2 est divisible par pzkd'. De i) et ii) on obtient donc
s
' 2 2d'k
(2) [V(a.a'.s. k) [2 2 (T p)**
i=1
¢) conclusion :
En combinant (1) et (2) on obtient
] 2 2(k+s)(k+p,+...+p )
(1 pi)2k < n(k +s) M(a) 17" s )
i=1
S 2
2k = log pi-(s+k )log(d' (k+s))
. i=1
D’ou log M(a) 2 2(k+s)(k+p1+. . .+ps) yaeod'
Puisque d’'<d VaGQd, on obtient
s 2
2k = log pi—(s+k Ylog(d(k+s))
3) log C(d) » —i=L vken™.

s
2(k+s)(k+ = pi)
i=1

Pour d assez grand on pose r= log d, on choisit alors k= [r/log r] et

s= [(r/log r)2/2]; du théoréme des nombres premiers on a

s

2 log p;=s log s(1+0(1))
i=1 '

s 1.2

2 log P;=5 S log s(1+o(1)).
i=1

L’inégalité (3) devient alors :

2kslogs—(k>+s)log(d(k+s))

log C(d) 2 5
2(k+s) (k+s“logs/2)

(14+0(1)):

soit

2r3/(logr)2-(3/2)r>/(logr)>
1 ‘ 21,4 3

2.§(r/logr) .Z{r /(logr)™)

log C(d) > (1+0(1));



82

d’ot

log C(d) 2 2(log r/r)3(1+o(1))= 2(loglogd/logd)3(1+o(1))
et

C(d) 21 + 2(1+o(1))(10g10gd/10gd)3.
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Propriété de grands nombres de Pisot

M. Pathiaux-Delefosse

I - Introduction.

Soit ¢ un nombre de Salem; Boyd [2] a montré qu'il existe des nombres
® de Pisot, arbitrairement grands, tels que si P est le polynéme minimal

de 6, alors o est zéro du polyndme 2P+ ou P  est le polyndme
réciproque de P.

Réciproquement Salem en 1945 [4] avait prouvé que si P est le polynd-

me minimal d’un nombre de Pisot alors le polyndme zP+P admet un unique
zéro o dans {z€C, |z|>1} et o est un nombre de Salem. Le but de cet
exposé est de déterminer des inégalités liant ©@ et o. En notant Su

‘ (4]
1l’ensemble des nombres de Pisot dont le polynéme minimal a un terme cons-
tant égal a u. on montre en particulier le théoréme suivant :

Théoréme 1. Il existe une constante C, calculable, telle pour tout uoem*

et pour tout 6€Su , de degré s on ait @
o

G—uoz C (loglogs/logs)s.

On notera P= uo+...+zs le polyndme minimal de 6, nombre de Pisot

g: u tugzt... € Z[[z]] 1la série de Taylor de g- en zéro,
P P
R= zP+P, o le nombre de Salem zéro de R, 0= 91,92,....Gs les conjugués

de 6.

ITI - Inégalités liant 0, uo, ul, o.

Lemme. Si uOS—l alors 6<o, et si u021 alors o0<0.

. 5 1 1 1
Preuve : On a R(o)= P(0)=1, R(g)= 5 P(g): or |u0|= 6]921...|Gs|. Donc
o |
6
dans D(o,%) et P(%ﬂ est du signe de P(o):uo.

Iuol < eleil et |6i| > > %- pour 2<i<s. Donc P n’a pas de zéro
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D=
~
Q=

D'ot u <o entraine R(l9<o et l<l- et u >0 entraine
o 0 cH (o]

Lemme 1.1. Soit 9€Su ou uu>2, on a les inépalités suivantes :

o
i) u, 6
2 ' 2
uo(ul-(uo-l)) uo(ul—(uo—l))
11) s— < B-u_ < 5
(uo+1) (uo—-l)
Preuve : Soit g la fonction définie par g(z)= EJE)- 15?2; g est analy-

P(z)
tique sur D{0.1); en outre |g(z)|=1 si |z]=1; donc |g(o)|<1 et

|g'(o)|§1-|g(o)!2; en déveveloppant ces 2 inégalités on obtient i) et ii).

u
u -1
o

Lemme 1.1. Soit D;= 2=

% 3
z+uo, alors le polyndme zD2+ D2 est _un

dans D(o0.1) et o<ay,.

polyndme réciproque ayant un unique zéro noté 9

b %[

Preuve : La démonstration est due a Boyd [1], p. 1253.

Théoréme 2. Soit 6€Su ou u022 alors

o
. u;-(u2-1) (u +1)”
o+=-2¢ < (8u ) ———r.
o u ~-1. o’ u (u -1)
0 o' o
2
s x T 2 (uo—l) Y %
Preuve : On calcule aisément que zD_+ D= (z+1)(z"+z————1). o©
2" 72 uo—l 2
défini dans le lemme précédent est le zéro >l du polyndme
2 2 a
g (um1)™uy * NV uy-(4y,-1)
Q= z7+z 0_1 +1; or a(ag. Donc Q(o)<o, d’ol o +5-—2 < __ﬁ;:f_——

et en utilisant le lemme 1.1 on obtient le résultat énoncé.

III - Démonstration du théoréme 1 et conjecture.

On utilise le résultat de Dobrowolski [2], affirmant qu’il existe une

constante A= 10—6, telle que pour tout nombre de Salem o de degré d

on ait :
3
o> 1+ A (loglogd/logd)™.

En remarquant que d% < d%6 + 1 et en utilisant le théoréme 2, on obtient
le théoréme 1.
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Remarque : Si la conjecture de Lehmer est vérifiée, du théoréme 2 on peut
alors déduire qu’il existe une constante B>0O telle que B—uozB Vuoem*,

V9€Su ; on peut donc émettre la conjecture suivante, plus faible que celle

o
de Lehmer.

Conjecture : Il existe une constante B>0 telle que G—uozB, Vuoem*.

V9€Su .

o
IV - Propriété des éléments de Su .
o

Soit O0O€S ot u 22. Posons a =u+l b =u -1 et de facon généra—
u o o o o o
le a =det(I+U ) b = -det(I-U ) ou U est la matrice
n n n n n

Uy Upoq +-+ Ug

. - Upoq Upop oo 0
.

LU 0 covnnnn 0

2 2
On a alors a,= ul—(uo—l) b1= u1+uo—1.

On peut alors démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3. Soit 6€Su , ou u022 d%6=s, alors
o)
a >o0 V_ 2 s, a =0 V_ 2 s+l
n n n n
b >0 V. > s-1 b=o V_ 2s
n n n n
et vérifient
{%hbn—2+an—2bn= 2 an—lbn—l (1) 2{ns-2
IP(l) Ibs_3+ IP(_I) Ias_3= 2as_2 (2)

On obtient alors de (1)

%2 %01 (1 + a’n.bn-2-an—2bn <9 %n-1
b , b ab +a b’ %D :
n—1 n-2 n n-2 n-2n n-2
D’ou
a a
s-2 s-3 71
5 .2 ' §
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a
Or (2) domne 3¢ $5°2 car P(1)€Z:
s-3
1 o'
donc 25_2 < E; ‘et ay 2

et du théoréme (2) on déduit que

6-u_ 2 1

(u +1)?

u -1

2s—2

1

(] 2s--2 uo(uo—l) u o 28—2

Cette inégalité est trés mauvaise par rapport a celle du théoréme (1), mais

dans cette démonstration on n’'utilise pas le fait que a

b

entiers et en particulier la congruence a —otd o

et bn sont des

an—lbn+1)'

On peut penser que l’étude du systéme diophantien permettrait d'avoir

un meilleur résultat.
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REMARKS ON THE CONTINUED FRACTIONS OF ALGEBRAIC NUMBERS

A.J. van der Poorten*

Summary: It is well-known that very little is known about the behaviour of the sequence

(z) of the notorious 3z + 1-problem

1 . .
Tpt1 = ;:cn if z,, is even
= 23z, +1) if 2, is odd.
2
In general we do not know whether the sequence cycles, whether it is unbounded... . Of

course it is conjectured (and this is supported by experimental evidence) that all positive
integers = eventually yield the cycle 1,2,1,2,... .

Suppose that the real irrational algebraic number a has continued fraction expansion
a = [co; c1, Co,... | and define the sequence (a,) by a = [co; €1, €2,... , @nt1]. Let
f € Z[X] be a polynomial without multiple zeros (so ged(f, f') = 1) and with f(a) = 0.
Let deg f = r , and write f(X) = ae X"+ ... + a,.

One can show, quite readily, that to an accuracy of =~ ¢, * one has

(= B gy (=) £(E)

(1) Upt1 ~
@ () an 2f'(82)
with, as usual, [¢o; €1, €2,--. , €n] = Pn/qn-

* Work supported by grants from the ARGS (Australian Research Grant Scheme)



Roth’s theorem implies that for n sufficiently large (ineffectively) one has

_ e (@) g
(2) Cnt1 = q% f(gf:—-) dn

recursively. It is little wonder that we know nothing about the expansion, as a regular
continued fraction, of algebraic numbers of degree > 3. We do not know whether the partial
quotients are unbounded, or even whether infinitely many are greater than 2. Of course,
we conjecture that an o of degree > 3 behaves as does almost every real irrational; but
even the experimental information is quite sparse. The formula (1) is accurate effectively
if » < 6 and (2) is correct effectively (for n > N(f,a) ) if r < 4. In particular, if a = /5,
say, and f(X)= X3 — 5 one has exactly , for n > 0

(=)™ 3p2 _Qn—lJ
aw PP-5¢¢ qn

\3/—=[co;cl,c2,...] and cn+1=[

The approximation (1) yields a computationally convenient method for obtaining the
continued fraction of a. My remarks arise, almost entirely, from suggestions of Enrico

Bombieri.

Alf van der Poorten
School of MPCE
Macquarie University
NSW 2109
AUSTRALIE
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INEGALITES DE TYPE BRUN-TITCHMARSH EN MOYENNE

Bruno ROUSSELET

I - Introduction.

La répartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques est un sujet passionnant et difficile. Ici peut-é&tre plus que
partout ail-leurs, il y a un fossé trés important entre les hypothéses les
plus naturel-les et les résultats démontrés. Notant comme d’habitude
m(x:q.,a) le nombre de nombres premiers inférieurs a x et congrus a a
modulo ¢, la forme méme du théoréme de Dirichlet laisse espérer l’énoncé
suivant :

Pour tout e > 0, on a

1-¢

m(x;q.,a) ~ pour q { x

—
e ¢(q)log x
Mais ce résultat, conséquence de 1’hypothése de Montgomery, est loin
d’'étre démontré. Il faut beaucoup réduire le domaine de validité, et suppo-
ser seulement q < (log x)A. pour pouvoir affirmer 1’équivalence, par le
théoréme de Siegel-Walfisz.

La répartition en moyenne est mieux connue, puisque le théoréme de
Bombieri-Vinogradov implique que, pour € >0 et A > 0O, ona

2i x X

2 lr(x:iq.2) - —=7—=|=0_ ,(——)
qul’z‘e ¢(q)log x e.A (log x)A
(a.q)=1

La limite de validité en x1/2--e est conséquence de l’utilisation du
grand crible. Dés que le module ¢q des progressions arthmétiques est de

1’ordre de grandeur de x1/2, 1’hypothése de Riemann généralisée elle—méme

ne conduit (apparemment) qu’a une trivialité.
Nous nous proposons de démontrer ici le théoréme suivant :
Théoréme : Pour tout A > 0, il existe Xq tel que, pour tout x > Xg

on ait

0.85 < m(x:q.1) € 1,48

. S . S
¢(q)log x ~ ¢(q)log x
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pour tout q de [Q,2Q[ avec au plus Q(log xJ_A exceptions, si

% %+10—100
x QX

Dans cet énoncé, on peut remplacer w(x;q,1) par w(x:;q,a) & condi-
tion de n’'examiner que les q de [Q,2Q[ vérifiant (q,a)=1.

D’autre part, au prix de calculs plus compliqués que ceux exposés,
j’ai pu remplacer 0,85 par 0,8607 et 1,48 par 1,4567.

Pour faciliter la démonstration, on ne présentera la preuve que pour

172 . . s
Q= x ", en suivant pas & pas la arguments, on se convaincra qu’on peut

augmenter légérement l’exposant 1/2, de 10_100 par exemple.

Méme avec une valeur numérique moins performante, la minoration du
théoréme n'était pas encore connue. En revanche, des majorations du type de
celle du théoréme peuvent &tre trouvées dans [3], [6]. [13] par exemple.
Mais c’est le travail de Fouvry [7], qui est & 1’origine de ce nouveau
résultat. En effet, s’affranchissant pour la premiére fois de l’utilisation
du crible, il montre la majoration du théoréme avec la valeur numérique
1,73, qui est inférieure & la valeur 2 imposée par le phénoméne de parité
du crible. C’est cette avancée qui lui permet de montrer, par le critére
d’Adleman et Heath-Brown, que le premier cas du grand théoréme de Fermat
est vrai pour une infinité d’'exposants premiers.

Par rapport au travail de Fouvry, le nouvel ingrédient qui apparait
dans la démonstration du théoréme est le lemme 8, issu du récent article de
Friedlander et Iwaniec [9] basé sur la conjecture de Weil, démontrée par
Deligne, et la méthode de Burgess.

IT - Applications.

Il semble que la minoration donnée dans le théoréme 1 soit de
meilleure qualité que la majoration. Nous illustrons cela en reprenant un

résultat de Balog [1] : (on note P+(n) le plus grand facteur premier de
n). ’

. +
Soit m(x.y)= [{p < x. P (p-1) < y}|
alors m(x,y) > X pour y 2 x0‘347.
log™x
La constante 0,347 est ici une valeur approchée de (2

exp((1+1,73)_1))_1 oi 1,73 est la borne de majoration donnée par Fouvry
[7]. Placer ici la nouvelle borne 1,48 conduit au résultat :

X 0,335

w(x,y) > pour y 2 X

log™x-
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On va, pour utiliser la borne de minoration du théoréme 1, modifier un
peu la méthode de Balog et obtenir le corollaire suivant :

X 0,316

Corollaire : On a w(x.y) > pour y 2 x

log™x

On reprend la fonction introduite dans [1],
+
g(p)= [{p-1=m; P"(m) < y N, <n < N,}|

avec maintenant le choix N1= x1/2_25 N2= x1/2-5. Suivant la

démonstration pas & pas, on retrouve

+
g(p)= [{p-1=m; P'(m) <y, N, <n <N}
- [{p-1=mp'&; y <p'. N, <p'& < Ny}

d’ou 3 g(p) 2 Sl—S2, S1 et 82 inchangées; avec le méme choix
psx
T1= N1m+1, T2= min(x,N2m+1) on a, pour & choisi trés petit,

= 2 (1r(T2,m.1) - 1r(T1,m.1))

S1 -
P+(m)$y
T2>T1
. 1 X
> 0,85 —= ———+ 0 (—)
108 % 2/ mex/N, ¢(m) log x
log x X 1 X
> 0,85 (1-log(z-X-))rie +0
& ( og(2 log y))log X N1<n<N2 ¢(n) (log x)
puis
82 = 2 z w(x:8p'.1)
y<p' N; 2
—< 8
P
log x X 1 X
<1 + 0
= og(2 log y) log x N. <<l ¢(n) (log x)
172

par le théoréme de Bombieri-Vinogradov. la condition Sl--S2 >> x  se

traduit alors par
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1 1 \-1,,-1
T§§—§-> (2 exp((1 + 55g) ) = 0.316.

Toutefois, par une technique différente, Fouvry et Grupp [8] obtien-
nent, sur un domaine de validité moins étendu pour y, le bon ordre de
grandeur de la fonction w(x,y), c’est-a-dire

6.—¢
0
pour y 2 x

X
m(x.y) >>e log x

avec  5y= 3/7(7 exp(0,3)) ~ 0,3175.

III - Lemmes.

Nous rappelons les notations du crible, si o est une suite finie

%
d’entiers. % un ensemble de nombres premiers, pour 222 et d€N , on
note

P(z)= I p
PEP,p<z

dd= {a€d, a=0[d]}
S(4,%,z)= |{a€d, (a,P(Z)):l}I.

Le premier lemme s’obtient par itération de 1’identité de Buchstab

[11].

Lemme 1 : Pour Rem*, on a

R
S(4.9.z)+ 2 (-1)**! 2 S C - $.p.)
r=1 Drgpr<...(p1<z -1 T
pi<Di(1$1$r—1)
R-1
- Isd|+§
r=1
r z R z
(-1) I, o D) S(t, . p.rFrp)
p <...<p<z P1’ r p <...<p<z 1 PR
p, <D, (1<igr) p,; <D, (1<i<R)

ou les Py sont des éléments de % et les Di des fonctions arbitraires

de P+ +Py_q-
Supposons alors 1’égalité :

o = %) % + r(at.q)
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avec X > 1 et o(d) multiplicative. Notant alors

V(z)= T (1 - 9&21)
p<z P
pEP
on fait 1’hypothése suivante :
V(w) log z
(H) (z) < Tog W 1+ Tog w) pour 2 {w¢{ z.

On peut énoncer le lemme suivant :

log D

Lemme 2 (lemme fondamental) [12] : Pour D 2 2, z > 2, notons s= Tog z*

Sous 1’hypothése (H), il existe deux suites de coefficients u; et u&

telles que
wi=1, k] <1 D = =0, P 1 px1 i

et vérifiant, si s 2 3

D w9 v queoe e K105 2)7))
d|P(2)
) 84 ) i) (reoce(ree (1o )73

d|P(z)

Les énoncés qui vont maintenant étre exposés concernent la répartition
de certaines suites dans les progressions arithmétiques. Par convention,

am,Bn,... auront leur support inclus dans des intervalles [(M.M'[,
[N.N'[,... avec M' ( 2M, N' { 2N,... et les constantes intervenant dans
les majorations seront indépendantes de M', N°',...

On dit qu’une suite (k est d’ordre K si on a 1’égalité
](kl < TK(k). Toutes les suites (am),(ﬁn),... qui apparaitront sont des

suites d’ordre K. On note K1 une fonction de K uniquement.

par convention,

ln est la fonction caractéristique des entiers de [N,N'[

lp est la fonction caractéristique des nombres premiers de
[P.P'[.

Introduisons enfin, pour (am) donnée, 1’erreur a étudier :
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E 1q.a)= } - 2 .
((e)):q.2) wla] %~ 5(a) (.51 @

Le lemme suivant donne une majoration triviale qui sera fréquemment

utilisée pour la mise en forme des expressions rencontrées.

Lemme 3 : On a, pour K> a et K> 2

' K
3 v, E(Gea.a)= 0 2 L 12 (lg ) )
q | 70
et si Q¢ k%9
~1/2 2 172 Ky
3 v ECea.a)= 0 0072 2 1)V (1og kq) )
q ’ ’Yq;fo

Ces deux majorations sont conséquences de 1'inégalité de Holder, la

seconde nécessitant le résultat classique de Shiu [14].
Ecrivons maintenant 1 ’'hypothése :

Pour tout B > 0, ona, pour d 21, q2>1, (q.,a)=l

-V e D0, (K (@ (log B,
| %ia[§]1 K #(a) (x,qa)m1 ¥ KB (K 1 (d)(log K) 7)
.q)=

On a alors les lemmes suivants :
Lemme 4 : [7]

Si (Bn) vérifie (S.W), si il existe e > 0 tel que

e-1.2 5/6-e ,~4/3

max ((MN)©, (MN)*7'Q%) < N < (MN) Q

alors, pour tout A > 0, pour tout a < (log MN)A

' A
(q.i)=17q E(am* Bn;q,a) = Oe,A,K(MN(log MN) 7).

Lemme 5 : [7]

Si (Bn) vérifie (S.W), si p ¢ exp(log1/4(LMN)) et

impliquent Bn Ae= 0, si il existe e > 0 tel que

p]Bn
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132 ¢ ()¢, 203t ¢ ()% et IN » (LMM)%Q
alors, pour tout A > O, pour tout a < log(LMN)A

« i)=1 7, Ela* B% Nyia.a) = 0, , L (LMN(log )4y,

Lemme 6 : [7]

Si (Bn)= (lp), si il existe e > O tel que

3/8Q3/8

QUMP)® < P < (MP) Cmin((MP) . o)V

alors, pour tout A > O,

-A
(q’i)=1 Tq (E(am* 1p;q.1))= Oe’A,K(MP(log MP) )

Lemme 7 :

Si il existe e > 0 tel que
@)™ > maxqug, L3 1o, v/, w2 %)
alors, pour tout A > O, pour tout a < (log LMN)A

-A
2 7q E(am* ln % Ae;q,a)= Oe’A’K(LMN(log LMN) 7).

Ce lemme fait la synthése des lemmes 6 et 7 de [7]. Nous donnons maintenant
le lemme nouveau, provenant du travail de Friedlander et Iwaniec [9]. La
premiére partie est leur proposition 1, la seconde s’obtient en sommant sur
m et q.

Lemme 8 : Pour Nl’ N2, N3. Q, M > 1, pour tout e > O, pour gq € m*

quelconque, on a

46/75+e ~7/30
E(ln * 1 % 1n :iq.1) q

1 2 3

O_ (N N5N5) )

1+e 46/T5+e 23/30+e
Og, (M (N NoN5) Q )

D E(am* ln 1 %1 ;q,1)
q ¢ 1 T M3

Nous aurons enfin besoin de deux derniers lemmes :



o8

Lemme O : (Identité de Heath-Brown) [10]

Pour tout J 21, y >0 et n < 2yJ. on a
J
A(n) = z (—l)j Cﬂ z u(m)..gu(m(j)) 2 . log v.
J=1 m.m'...m(J) v,v‘...v(J)
m(i)gy m...m(j)u...v(j)=n
Lemme 10 : [7]
Soit w(u) définie par w(u) = 0O sur [O,1[
w(u) =1 sur [1,2[
w'(u) = !ég%ll pour u 2 2

alors, pour tout € >0 et u € ]0,5], ona, pour x > xo(e)

1/u X

H S w) &) g

| (n <{x, pln==p > x

IV - Application du lemme fondamental.

Pour étudier la fonction w(x:q,1), il est naturel de chercher les
nombres premiers dans la suite

D (qre1 < x}

a laquelle nous associons la suite

#(Do (n < x. (n.q)=1}.

Cependant, il est plus commode, comme souvent en théorie du crible, de tra-
vailler avec des suites légérement criblées; c’est pourquoi nous utilise—
rons

~(a) (a) °
A\ V= {a e %, pla=p > x'}
(a) (@) n®
et Vs (b e 'Y, plb=p > %"}
ol m est positif et trés petit.
Appliquons le lemme 1 aux suites _Q(Q) et %(q)' en choisissant

R= [n—2+ 1], de sorte que le dernier terme de la partie droite des
égalités est nul. Les Di seront fixés par la suite, vérifiant seulement
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1-3n
(4.1) Dl""’Dr <x .

On choisit enfin %= 9(q)= {p | q et z=+k.
Ainsi nous avons les égalités
S(E(Q),y(Q),z)= m(x:q,1) + 1

1/2
log X

s@ (D 2) 2(x) + 0(Z—).

L’expression

s@ V.89, 2)- A s@D 8V 2)= w(xiq.1)- ZE 4 0(1)

devient

(4.2)
v ()|

(@)
wuqJ)—i%+ou)+z -1 sl- ))zxmhwmﬂ-¢m))

avec les notations

1 si d=1
(qa) ¢ o
)\d = (—1) si d= pl...pe. X S pe ... P1< Z.Pi < Di (lsise)
0 sinon
S(q)= 2 S(g(q) . gp(q) 'pl‘)

r Py...P
Drgpr<...<p1<z 1 T
pe<De (1<&<r)

qu) représentant la méme somme que Siq) portant sur @(q)' et tous les

P, étant éléments de 9(Q). Notons que (4.1) entraine

d> 3N — Aé‘”: 0.

Pour w(d)= m(q)(d)=1 si (d.q)=1 et O sinon, ona, pour 2 ¢ w¢( z,
1'inégalité :
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Vzﬂﬂh T a-2201 7 o-4
\ q)(z) wip<z P wip<z

pGQ(Q)
et donc Xfflizl log z K )

avec K constante absolue.

Pour D= x", introduisons les suites u: et u; du lemme 2. Il vient

1’inégalité

| (q)| | (Q)|
Doy ), WD Sy ) D, G
N N S D) A D1 ¢ [p(DT
| @y B
q q _
(4.3) < z Al ] (D
(Q) %(Q)
¢ Lo ) b I()I ) D, ur)-lq,?%)l
ANVt e CE T A B D

Un calcul facile nous donne :
() _ e(q) uN
s3] = s X+ 0(x)

et le lemme 2 permet de conclure : pour & > O on peut prendre 7} assez
petit pour que

. 1%(q)|

(4.4) 2 2 - 1) ex
A(q)=i1 PIP(q)(xnz) r "t ¢(q) ¢(Q)log X

Grace a (4.3) et (4.4), pour démontrer que- la partie droite de (4.2) est
petite en moyenne, c’est-a—dire inférieure en valeur absolue a

2 e x
¢(q)log x
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avec, pour tout A > O, au plus x1/2(log x)“A exceptions pour q dans

1’intervalle [x1/2,2x1/2[, pour x > xo(e.A). il suffit de montrer la
majoration
(4.5) ) 7 ) o w- 5%57 ) | n)
x1/2$q<2x1/2 rp;...P, s=1[q] (rpl...pes.q)=1
~A-2
= On’A(x ¢ )
ol les variables T.Py.---P et s vérifient en outre les conditions

2 2
TPy.-.PpS <x, x1¢ pe...< P;. Py < Di (1<ig8), r ¢ xT et rlP(xn ). et

ot ¥= log X, ceci pour & { R et pour toutes suites 1q et *L satis-

faisant a qul 1 et |ur| < 1.

On donne maintenant les valeurs des Di : pour la majoration

_n - J1/3-3n .o 1/6m
Dl_ D2_ X D3_ D4- X
x0,9
(4.6) Vk25 = ——
Dk Py +Pp_y
pour la minoration
1/2-3n
_J12 -n 1/6m x
Dl_ X D2_ D3_ max (x . -——EI——Q
0.9
(4.7) D= XM vy s D, = S
P1 Py
Il est nécessaire de rendre, dans (4.5), les variables de sommation
T.Pjs+---sPp,S indépendantes pour appliquer les lemmes 4, 5, 7 et 8. la

N

- technique employée est celle de [2], [5], et consiste a recouvrir, presque
totalement, le domaine de sommation de (r,pl,...pe,s) par des parallélo-

topes de la forme

[R.RA[ x [PJA[ x ... x [P, P,A[ x [S,SA[

avec

-A

A=1+g ! (A1= AI(A) suffisamment grand)
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2 2
ou R, S, P1 x 1 ,....Pe x 1 sont des puissances entiéres de A
vérifiant
n n2
RA { x', x' ¢ P1<...< PE’ PiA < Di(Pl"'Pi—l) (1£ig8)
et RP ...P,S A%%¢ x
(A1+1)(8+2)
Le nombre de tels parallélotopes est O (¢ ).

La contribution & la somme (4.5) de la partie non recouverte est négli
geable, c’est-a-dire que la premiére partie du lemme 3 donne la majoration

—A+2

Oo(x ¢ )

—A!
car la suite §k du lemme 3 est alors non nulle sur O(x ¢ 1) entiers,

ou Ai est une fonction de A1 tendant vers 1’infini avec Al'

En conclusion, pour démontrer (4.5), il suffit, avec les notations du
paragraphe III, d’établir 1l’'estimation :

4.8 VB>0 I~ E(ux]l
(4.8) Tg Bl 15

x..% 1 %1:q.1)=0 (x £7)
q 1 Py

2
n._n ' .
(4.9) R<{I{x',x'( Pe ... Pl’ Pi < Di (Pl"'Pi—l) (1£ic8)
‘et RP1 . Pe S < x.

V - Démonstration de (4.8).

a) Cas de la majoration.

Les Di ont les valeurs fixées en (4.6). Les cas £€=0 et £&=1 de

(4.8) ne présentent aucune difficulté. Pour £ > 2, on se raméne d’abord,
en introduisant la fonction A, & montrer

-B
(5.1) VB >oO, i Tq E(urx A(nl) 2 A(n2) 3 1p3*...* lpe* ls;q,1)= o(x¢ ™)

ou N1= Pl’ N2= P2, et les Pi vérifiant toujours (4.9).
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On applique le lemme 9 aux quantités A(nl) et A(nz) avec J=2 et

y= x1/6—n, les facteurs log sont éliminés par une sommation par
parties; en conclusion, la démonstration de (5.1) se raméne a :
VB>O0
2 ’YqE(p,r*p,(ml)*y.(ml)*p.(m2)*p(m2)*1h *lh.*lh *lh.*lp *, . .*lp *lszq.l)
qa 1 "1 "2 "2 *3 2
~-B
(5.2) = oB.n x¢7)
R < K" x"zgp< CP, M, MMM < X
avec < , g C---< Py MM LM,LM <x
Pi 4 MiMiHiHi <2 Pi Mi < Mi Hi (4 Hi (i= 1,2)
(5.3) Pi < Di (Pl""'Pi—l) (1£i<8) RM1M1M2M2H1H1H2H2P3...PeS {x

Remarquons que pour parvenir a (5.2) on a rendu indépendantes les
variables, gridce au lemme 3, et que l'on retrouve les expressions j=1 du

lemme 9 en faisant M1= H1= 1 ou H2= M2= 1.

La démonstration de (5.2) est alors une étude soigneuse des inégalités
(5.3) pour construire des variables convenant & l’application des lemmes 4
ou 8. On note que la condition (S.W) est vérifiée par les suites p(m), ln’

1p et aussi par leurs produits de convolution.

On envisage deux situations :

* Si MIMiM2MéH1HiH2HéP3"'Pe a un produit partiel dans l’intervalle

[xn,xl/s—n], alors, en prenant pour (Bn) la convolution des suites
associées, le lemme 4 entraine (5.2).

% Dans le cas contraire, les inégalités (5.3) impliquent qu’on a les
relations

n L] ) L] L] n
R<{x M1M1M2M2H1H2P3...Pe x

et qu’'on est ainsi ramené a étudier 1l'estimation

(5.4) VB> 03I E(urx 1y x 1 %1 :q.1)= 0 n(‘x\’:Q-B)
q 1 2 i

oli u;. est d'ordre 245 et R' ¢ xzn.

Le lemme 8 donne alors (5.4), ce qui termine la démonstration de (4.8) dans
ce cas.
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L’utilisation de ce lemme 8 a permis de porter la valeur de D1 de
x3/10—317 [7] & x1/3--317
de la borne 1,73 de [7].

, ce qui est la cause véritable de 1’amélioration

b) Cas de la minoration.

Les Di ont les valeurs fixées en (4.6). Nous supposons d’'abord

2 > 2, et suivons une méthode proche de celle du paragraphe précédent.

1/6-n

Nous appliquons le lemme 9 avec J=4 et y= x 4 la variable A (nl)

uniquement ; nous sommes alors conduits & montrer

VvVB>0
3 q E(ur*u(ml)*u(mi)*u(mé)*u(mI')* lh * 1 % lh"* 1h"‘* 1p x...lp *
q 1 1 1 1 T 2
1s.q,1)

-B
5.5 =0 . £
(5.5) B (< £)

., n " " . " " ]
ot R<x M1 _<_M1$M1$M1<y H1 ﬁngngHl

P, < M\MM'M?'H H H'HY' < 2P Pi < Di (P

e s i S B i B i 1 <aPe ) (145K8)

(5.6) et RP...P,S<x

Nous envisageons différents cas

* Si M MM MY'H.HH'HY'P P a un produit partiel dans

1717171 17111 27 e
[xn.xlls—n], le lemme 4 entraine (5.5).

* Dans le cas contraire, 1’'étude des inégalités (5.6) prouve la situa
tion suivante

: TERAT ¢ ") n
MIMIMIMI H1 P2. . .Pe {x

car 1’inégalité

X1/6--fn

Hl'l >
1 ES
est impossible, ce qui nous raméne a démontrer

. cq.1)= B
(5.7 VB>O0, 3 Ty Bl Ly % 1% L6 1% 1 5q,1)= Oy (x)

q 1 1 1 P2

ou p,r',. est d’ordre £&+5 et R' _<_x2n.
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Comme nous avons déja exclu la possibilité pour P2 d’étre dans
[xﬁ,xl’ﬁ‘”], supposons tout d’abord que
1/6-m
P2 > x
alors, d’aprés la définition de D2, on a
1/2-3n
P1P2 {x .

Le lemme 7 prouve (5.7), les quantités N,M,L ayant respectivement pour

valeurs 8, H1H1HIP2’R .

Supposons maintenant que l’'on ait

n
P2 <x’.

L’expression (5.7) prend alors 1’'une des formes suivantes

(5.8) VB> 0, 3w EQux L 1 L.x1,a.1)=0y (x ¢ B)
q 1 PRy '
ou u;" est d’ordre &+6 et R" ¢ x3n
ou
(5.9) VB> O, 3 B¢ 1y % 1% 15a.1)= 0 (x ¢ By
a 1 M '

ol p;g. est d’ordre 2+7 et R"' ¢ x4'77

1/6-n

suivant que HI > X ou HI <X,

Le lemme 8 prouve immédiatement (5.9).

Par application du lemme 7, avec les quantités N,M,L. valant respecti

vement S, HlHi,R"HI. on prouve (5.8).

Le cas £=1 conduit uniquement & des expressions de la forme (5.8) et
(5.9), qui ont été prouvées; le cas £€=0 ne présente aucune difficulté.
Nous avons donc montré (4.8) dans ce cas.
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c) Conclusion.

En rassemblant les résultats (4.2), (4.3), (4.4) et (4.8) on a montré
que 1’inégalité suivante :

Ve>0, YVA>O

§ L @) ¢(a)

w(x r- r —&X

(5.10)  In(x.a.1) - K s £ DTS G| < syt %
/2 1

est vraie pour x > X, (e,A), pour tout q de [x1 ,2X /2[ avec au plus
x1/2(log x)—A exceptions.

L’étude en moyenne des expressions

(q)
gla) _ Ir
r ¢(q)

pour r 2 5 ne pose pas de probléme. En effet, pour prouver 1’'inégalité

r(a)

(@)_ _r _ -B
VB>oO, i 7o (87 w(q))_ OB,n(X £ )

on se raméne tout d’abord a

-B
5.11 VB>O0, 2 E(1_»...%1 % ( ;q,1)=0 4
(5.11) 3 g B(l %o 1 X Cgia.1)= 0p p(x €7)

ou (s est la fonction caractéristique des entiers de [S,SA[ dont les

facteurs premiers sont plus grands que Pr et ol

2
n .
x' < Pr ... P1 Pi < Di (Pl""'Pi—l) (1<i<r)

P.2D_ (Pj.....P__,) P,...P S {x

Le produit Pl"'Pr admet toujours un produit partiel dans [xﬁ.xlle—n],

car, supposant le contraire, on trouve

n
PB"'Pr {x

. s 2/3-5n
d’on P1P2P3...Pr { ¥ .
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Comme P 2D s’écrit
r r

0,9
P1P2P3...Pr 2 X

on aboutit & une contradiction.
Le lemme 4 s’applique donc et prouve (6.11).
Remarquons que dans le cas de la majoration on a

S§Q)= Téq)= SQQ)= qu)= 0, ce qui donne, d’aprés (5.10)

Ve >0, Vx> xo(e.A)

( ) T(Q) (@) qu)
;q.1) - Tx), gla + 831 - =
neia 1) - G+ 519~ < + (@ € s(@]log %
pour tout q de [x1/2,2x1/2[. avec au plus xl/g(log x)_A exceptions
(5.12)
De méme, dans le cas de la minoration
Ve >0, VA>O0, Vx>x (e A)
T(q) T(q)
1r(x;q,1) _ __(_l S(Q) (CI) > -~ exX
eo{q) "2 w(q) S4 <p(q) ¢(a)Tog x
pour tout gq de [xl/z, 2x1/2[, avec au plus x1/2(log x)—A exceptions
(5.13)

VI - La majoration : fin de la démonstration.

Nous ne pourrons pas montrer que la quantité

(r=1,3)

est petite en moyenne sur q, mais uniquement en donner des minorations.

Etude de s{¥- 1 _
2) Etude de  §; ¢(q)
Soit

S’;(q)= 2 s((®),5(2) py)
P
1/164n P, 172 1
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et soit

(@), ) s 8D 5 ).
P
x7/16+n<p1<x1/2—n 1

Pour démontrer l’estimation

TT(q)

¢(q)

*(a)_ - -B
VB>O0, E’vq (s 1 )= OB.n(x £7)

q
il suffit, aprés découpage des domaines de sommations, de vérifier

1'égalité

VB >0, ~E(l
q " P

-B
%1 ;q,1)=0, (x¢ ")
q 1 Po B.n

avec %716+, P, < %2 PP, < x

qui est une conséquence directe du lemme 6.
Nous avons donc montré la minoration

Ve >0, VA>O0, Vx> xo(e,A)
r(a) qu)_TT(q)

S(q)_ 1 sy N € X
1 efq) © ¢(q) e(q)log x
pour tout. g de [x1/2, 2x1/2[, avec au plus xl/z(log x)_A exceptions.

Le théoréme des nombres premiers donne un équivalent de qu)— ?(q)’ qui

conduit a la minoration

Ve >0, VA>O0, Vx> xo(e,A),

(@) 7/16
6.1 S(Q)_L_>._ I .d_t+2 —_
(6.1) U s@ 27, wo " 2@l x
14 X
2~ (log S5+ 2€) Sryleg %
pour tout q de [x1/2.2x1/2[. avec au plus x1/2(log x)_A exceptions
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rla)
b) Etude de s{¥)- E%T)'

Notre démarche est la méme que précédemment : elle consiste & évaluer

une Sous—somne Sg(q) de Séq) qui soit sensiblement égale, en moyenne

)
sur ., a4 la somme correspondante ——.
b P ¢(q)

Soit donc

@), ) s@ @
pl’p2'p3

ol la sommation est faite sur les triplets (pl,pz,pB) vérifiant

1/6+7; 1/3-3n 33 3/2+n
X < p3< p2< p1< X . p1p2p3> X ,
172 1/2
PPy C x /e ou PP, >x +n,
3 .3 3/2-3 3 3 3/2+
P;PoPo {x m ou  PiPyP3 > X n
2
et P;PyP5 £ X

3
et soit TB(q) la somme associée portant sur %(q).

On se propose de montrer que

4a)
(6.2) VB>O0, = " (s’;(q)— 3(q))= O(x se'B)
q

probléme que 1’on raméne tout d’abord au suivant :

_ -B
VB>O0, T+ E(1 %1 %1 *f (m);q,1)=0, (x¢)
q @ Py Py Py Py B.m
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X 1/64n 1/3-3n 3.3 . _3/2n
ol x < Py< Py Pi< x PIPSP> X
1/2-n 1/24n

P1P3 { x ou P1P3 >x

3. 3, 3/2-3n 3. 3 3/24n

P1P2P3 { x ou P1P2P3 > X

P.P.P2 ¢ x et P.P.P.M < x

1PoP3 £ 1FoP3M <

et ol fP (m) est la fonction caractéristique des entiers de [M,M'[ dont
3 .
tous les facteurs premiers sont supérieurs a P3.

Nous envisageons trois situations

. 1/2+n 3,2 3/2-n 3,4 2-1
* si P1P3 2 X , on a P1P3 {x et P1P3 (X
(car P1P§$P1P2P§$x) et on applique en (6.2) le lemme 5 avec les quantités

N et L valant respectivement P3 et Pl’

s 1/2-n 3, 53 3/24n
* si P1P3<x et P1P2P3 > x .
On applique le lemme 5, avec
N= P "~ L= x(P,P,P )‘1
2 - 1"2°37 -

La condition NL > x1/2+n est vérifiée directement.

Ona NL3- x3PI3P;1P53, la condition

N2L3 < x3/2+6 est vérifiée facilement.
On a aussi

3722

3 3 -3
ML= 3 (p ) Pr >

par hypothése. On a donc
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Pour P22 x1/4+n. on a
43, 3,-2.-3, 5/2.-2, 2-¢
NLC x P2 P3 {x Pz (X .
L. 52,6 2-e . ez . .
La condition NL7K X est toujours vérifiée, puisqu’'on a
2 2-23-2, 25 -2, 6  2-e
NL% PP P3P K PoPo X X
puisqu’'on a toujours P2< x1/3—n et P3>x1/6_n.
: . 1/2-n 3, o3 3/2-3n
3 si P1P3< X et si P1P2P3 < x ., On trouve

x3/2—317 P—B 174 x1/4~n

3, \1/4 .
Pzg (P1P2) < |( 3 ) < » puis

2,3 ... 3, .3.1/3 , _1/2-n
5 < P3. d'oi PPy < (PIPP)7" < x

On applique le lemme 5 avec N=P3 et L=M. La condition NL>x

P
1/2+7

est satisfaite d’aprés ce qui précéde. La condition

N2L3> x3/2+e équivaut a P?P3P3 2 x3/2—'e

qui est satisfaite par hypothése.

L’autre condition

N5L2<'32_e est une conséquence de 1’inégalité triviale ng p?Pg.
Quant a

N4L3< X2—e, elle se ramene 3

1+e 3
P3x < (P1P2)

mais, par hypothése, (P1P2)3> x3/2+nP51 ce qui termine la démonstration.

Nous avons terminé la vérification de (6.2), et par conséquent nous
avons obtenu la minoration

Ve>0, VA>O0, Vx> xo(e.A)

k]
r(a) Téq)-T3(q) .

3 (@) © " e(@)  e(q)log x
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pour tout q de [xl/z. 2x1/2[, avec au plus x1/2(log x)_A exceptions.

Le théoréme des nombres premiers et le lemme 10 donnent 1’inégalité

Ve >0,

6.3) ]T(q)— (@), _x J]]- w((1-t,~ty=t5)/ty) dt.de.de. |¢ SX
3 3 log x % t1t2t3(1—t1—t2—t3) 17727"3'" log x

pour mn assez petit.
9 est le tétraédre limité par les plans

t t = 1/6, 6t1+ 6t .+ 2t3= 3

1= bt 9= 3. U3 )

) a pour sommets (1/6,1/6,1/6), (5/18,1/6,1/6),(2/9,2/9,1/6) et
(3/14,3/14,3/14). et son volume est 1/20412.

La fonction (l—tl—t2-t3)/t3 est, sur 9, inférieure & 3, et ainsi sur

9, on a

w((l—tl—t2—t3)/t3) <1+ log 2

La fonction tityty (l—tl—tz—tB)

sur 9 en l1’un de ses sommets, plus précisément en (1/6, 1/6,1/6).

est concave, elle prend son minimum

L'intégrale triple de (6.3) est donc inférieure a éil%égg—gl

c) Conclusion.

Les calculs donnent log lg-+ 4 lzégg 2 < 0,48. Gréce a 1’expression

(5.12), on en déduit la forme définitive de la majoration du théoréme.

La clé de 1’amélioration possible de ce résultat, signalée en I, con-
siste en la détermination d’un domaine de sommation un peu plus étendu pour
%*
Ss(q), et d’un majoration plus fine de la fonction w, ceci au prix de

calculs nettement plus compliqués.
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VII - La minoration : fin de la démonstration.

CY
a) Etude de Séq) - ;%T)

1) Découpage du domaine de sommation.

les quantités D1 et D2 ont les valeurs fixées en (4.6). La défini-

* .
tion de S2(q) est délicate a formuler. Pour ce faire, sur le croquis,

nous définissons 11 zones A, B....,K du plan des (tl,tz). Nous notons

2. B...K

1’"intérieur” de chacun des polygones A, B.....K,

c’est-a~dire que 2 est le polygone intérieur & A tel que chacun de ses
cOtés soit paralléle et & la distance 100n du c6té correspondant de A;

§ est dessiné sur la figure.

Soit maintenant

@), ) s @@ ; 5@

PP
PPy 1¥2
ot la sommation est faite sur les (pl.pz) tels que, en posant
log p.
.o 1 . - »
ti = Tos % (tl,tz) appartienne & 1’une des zones _ﬁ_, _&, ﬁ. _13, E‘_, &, ﬁ.

1

On pose ensuite, pour Z 1l’'une des zones B, C, D, E, F, G, H, I,

s*(Q)= 2 S (d(Q) . g(Q),z)
2.2 Py:Py PPy

ot (tl.t2) € Z. et on définit de méme T;(g)-

On veut donc montrer, pour Z =B, C, D, E, F, G, H, I, 1’estimation
T;(%)
| *(q)_ °= B
VB>O0, = S -—) =0 4
Tq ( 2,2 7@ S

q

qui se raméne, comme dans les parties précédentes, a

o(x se'B)

(7.1) VB>O0, 2~ E(1_%1 % f (m);q,1)
q @ P Py Py
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.log P
. i
pour P1P2M { x, et, avec maintenant ti = Tog % ° pour la condition
(tl,tz) € Z
Le lemme 5 prouve directement (7.1) pour Z = B, par le choix des
quantités N et L valant respectivement P2 et Pl'
Le lemme 5 prouve encore (7.1) pour Z = C, par le choix des
quantités N et L valant respectivement P2 et M.

2) Réduction de la forme générale (7.1).

Remarquons que les zones ﬁ, E, E, é, sont situées dans la zone ol

t,+ 3t2 2 1; autrement dit, la variable m de (7.1) est une variable
premiére, ce qui nous permet d’écrire (7.1) sous la forme
(7.2) VB>0, S~ E(1_%1 %1 :q,1)= 0(x € 2)
q P p p
q 1 2
1/2 1/6-n _1/2-3n,-1

avec P1P2P {x, P> P2, X P1> P2> max (x X P1 ).

On utilise la méme technique qu’en V a), c’est-d-dire 1’application du
lemme 9 a chacune des variables P;:Py:P- Le lemme 4 limite 1’'étude a
quatre types d’estimations, (puisqu’on a toujours P2< x1/3—n sur ces
régions) :

-B
(7.3) YVB>O0, 2 wq E(ar* ln % 1n %* ln,q,l) =0 (x¢7)
q 1 2
R 3n -1 ] -n
ou R < x77, Plx < N1< Pl’ P2x (.N2< P2, Px A NP et R NlNzN {x
-B
(7.4) YVB>O0, 3 vq E(ar* ln £ ln.* 1n * ln;q,l) =0(x ¥ )
q 1 1 2
; 3n -n ' -n -n
ou R < x7, Plx < N1N1< P1, Pzg < N2< P2, Px KNP
> kM et RNNINLN < x

NNy 1NN <
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B
(7.5) VB>O0, T Elax1 %1 *x1x1 .,:q1)=0(x¢")
q 1 Dy
N 3n -n -n ~-n .
ot R <M, P NC P, Pox K NyC By, PxKONN'C P
NS ND> =/ et RN < x

12

_ ’ , _ -B
(7.6) 'VB>O0. 3w Elael *1 %1 *1x1.:q1)=0(x¢")

q 1 1 2
377 - ' . -n ] '
o RCxT, Px KN NICP,  Pox < Ny< Py, Px < NN'C P
NS NS 2wy N> %67 et RNLNINLNNG < x.

1771 1'17°2

En revanche, en zone H et I, la variable m de (7.1) est soit
variable premiére, soit produit de deux variables premiéres. On sépare
alors (7.1) en deux expressions

-B
B>0, 2 E(1_»1 *1 ;q,1) =0 4
v 2 g (I, % 1% 1550,1) = 0 (x 47)

P<x, P>P.. x/% P> P> max

1/6-n 1/2-3n -1
2 17 T2 (x 7 x 4 P7)

pu P1P2
-B
»* *x ] % , :d, = ¢
VB>O0, 3 wq E(lp1 1p2 lp lp q.1) =0 (x )
q
172

x> P> P> max (x

1/6n 1/2-3n -1
17 *2 X P

ou vPlePP <x, P'>PB> P2,

Par une nouvelle utilisation du lemme O, ces sommes se raménent aux
types (7.3), (7.4), (7.5) et (7.6), avec les mémes inégalités, grice au
lemme 4, puisqu’on a nécessairement sur les régions H et I 1’inégalité

p< Pr¢ x1737M,

3) Etude de (7.3).

L’estimation (7.3) est conséquence directe du lemme 8.

4) Etude de (7.4).

On applique le lemme 7 avec les variables M et N valant respective

ment N1N2 et N, et (7.4) se trouve démontré pour (t1't2) € E, ﬁ, é, ﬁ

et i. On remarque ensuite que (7.4) n’apparait pas dans le développement
de (7.1) si (tl,t2) € ﬁ.
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5) Etude de (7.5).

Le cas est symétrique : on applique le lemme 7 avec les variables M
et N valant respectivement NN2 et Nl’ et (7.5) se trouve démontré

pour (tl,tz) € ﬁ, _}Qi, _§_, ﬁ et i On remarque ensuite que (7.5)

n'apparait pas dans le développement de (7.1) si (tl,tz) € _ﬁ_

6) Etude de (7.6).

Le cas (7.6) n’apparait dans le développement de (7.1) que si
(t1't2) € f‘_, é_, ﬁ i_ Sur _1?_, on applique le lemme 5 avec les variables

N et L valant respectivement N et NlNi' Sur é on applique le

lemme 5 avec les variables N et L valant respectivement N1 et NN°'.

Sur _ﬁ_, on applique le lemme 5 avec les variables N et L valant
respectivement Ni et N1N2. Sur i, on applique le lemme 5 avec les
variables N et L valant respectivement N' et NN2.

T) Etude de 1’intégrale.

Nous avons en définitive montré que

Ve>0, VAD>O, Vx)xo(e,A)
(a) (q)_p*(a)
S(q)__ T2 _ T2 T2 _ € X
2 ¢(q * ¢(q) ¢(q)log x
pour tout q de [x1/2, 2x1/2[, avec au plus x1/2(log x)_A exceptions.

Par le théoréme de nombres premiers et le lemme 10, on a, pour tout
e >0

w((1-t,-t.)/t,)
lTéQ)_ TZ(Q)_ X J\J‘% 1 2 2 dtldtzl < € X

log x t1t2(1—t1—t2) log x
pour 7 assez petit, et ot = A U (E\_ﬁ_) U (g\ﬁ_),..., U (_I_\i) UJUK.
.y | e
L’intégrale sur A est nulle, car W(T) y vaut 0:
1’intégrale sur (_B_\ﬁ) u...u (I\i) peut étre rendue plus petite que e

par le choix de 7, et on obtient
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Ve>0

1-t -t )/t
IT(Q)_ T*(Q)_ X v 1 2) 2) dt.dt, | < L X
2 2 log x JUK t1t2(1~t1—t2) 172 log x '

pour 7 assez petit.

On calcule alors

Ja/m log( (3-2t,)(2t5)/((1-3t,) (3-4t,)))

w((1-t,-t,)}/t,)
J]‘ t. t (i-tz—t ? deydty = t,(1-t,) dty
J 172 1 72 3/16 2 2
1/4 2 log ((3-6t,)/(1+2t,))
2 2
*J T(1-t.) dty
3/14 2 2
w((l—tl-t2)/t2)
d’on H T (ot o) $ 0-02960 + 0,03776
J 172 1 "2
1-t. -t
Ensuite, en posant u= ——— et v= t2
2
1-t,-t,
W— ) 7/3
” 2 db.dt < J‘ (1+log(u-1))log((2u+3)/(3u-1)) .
t1t2(1—t1—t2) 1772 9 u

. ‘[12/5 (1+log(u-1))log ((4u+6)/(%u-9)) .
7/3 h

+v‘[.13/5 (1+log(u-1))log ((10-2u)/(3u-3)) ,
12/5 :

w((l—tl—t2)/t2)
d’ ol J]‘ dt.dt, < 0,05093 + 0,00848 + 0,01187.
K t1t2(1—t1-t2) 1772

On a donc :

VAY>O, Vx> xyA)

()
slad_ 2 _ 5 _ (0,13864) ——F—r
2 ¢(q) © ’ ¢(q)log x

pour tout q de [x1/2, 2x1/2[, avec au plus x1/2(10g x)"A exceptions.
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r(a)
b) Etude de s{¥)- G%ET'

Soit S:(q) la sous-somme de qu) définie par :

S CV D SO () B C) S
4 P{PoP,P 4
Py:Py.P3.P, 17273%4

1/2 1/2-3n

on x1/6 1/6-n x )
Py

-+ ' -
¢ p4< p3< p2< p1< X . p2< max(x

1/44n 3/16—m

ou p2< < 3/144n

et p1> X ou p3> X

et soit T:(q) la somme associée portant sur %(Q).

On va montrer que

T:(q)

¢(q)

VB>O, 3 (s (@)~ )= 0(x ¢°B)

q

on raméne tout d’abord cette expression a la suivante :

| -B
VB>O0, S~ E(1_ %1 %1 %1 %f ;q,1)= O(x £ )
q @ P Py Py Py Py(m)

ot AU RS XS NS REh om (1270 gy

4< P3< Py . P2< max(x

P,> AL . Py /16 P> o/ 14m

et P1P2P3P4M { x.

On distingue alors trois cas :

% si Pl > x1/4+n,

x1/273n 72 pp ¢ P?Pz pipdp p 5 2

PP, < 3P4 o 1PoPaPy ot

12

5,56,3,3 3

PP PP 2> x3+n; de plus P.P_P_.P, > x donc la variable m est une

172°3°4 = 1'2°3 4

variable premiére. On peut donc appliquer le lemme 5 avec les

variables N et L valant respectivement M et P3P4.
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%* si P2 < 3/16_n, alors
2.3.3 3/2-8n 522 2-n 4 3.3, 2-n 1/243n
P2P3P4 { x . P2P3P4 { ¥ . P2P3P4g X et P2P3P4 2 x
on applique le lemme 5 avec les variables N et L valant respectivement
P, et PP .
2 34
% P, 2 3/14+n. on a
3
3.3 3/2+Tn 1/2-n 3 2.2 14m 3.3
P1P2P3 2 X , P1P2 {x , P3 < P1P2 et x P3< P1P2

et on peut appliquer le lemme 5, les variables N et L valant res—

pectivement P3 et P4M.

En définitive, on obtient

Ve>0, VA>0, Vx> xo(e.A)

T(Q) TgQ)“T:(q)

S(q)_ .....4_ > - —_ X
4  ¢(q) © ¢(q) ¢(q)log x
pour tout q de [x1/2, 2x1/2[, avec au plus x1/2(10g x)—A exceptions.

Le théoréme des nombres premiers et le lemme 10 fournissent 1’'inégalité

Ve >0

1-t.—-t,~t,-t, )/t ,)
(q)_p4(a)_ _x w((d-tmtymtymty )ty . e x
Ty -T, Tog = J]]j; z dt. dt.dt dt3| {

1t2t3t4(1—t1—t2—t3—t4) 1772773 log x

pour T assez petit, et ol

F={1/6 < t < t < t,< t.,< 1/4, t, < 3/14, t

4¢ 83¢ < Ty 3 > 3/16}

2

on remarque que

B C {1/6< £, t5< t,< £, < 174, t,> 3/16)

4" 3" 2" 1

donc
1,1 1,4 1,3 1.4
Vol(®) < o7 (1 - 8~ 33036 ~ &)
de plus la fonction & intégrer sur % vaut

1

£ Eotat, (1=t —t

9 t37ty)
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elle est donc convexe, et un calcul simple montre qu’elle est inférieure a
4880 en les neuf sommets de %P, qui est convexe.

I1 vient donc

w((1-t,-t,~t,~t, )/t,)
H” 1 2 3 47 47 4¢ de.dt.de, < 0,00977.
¥

t1t2t3t4(1—t1~t2—t3—t4) 172734~

c¢) Conclusion.
Rassemblant les résultats numériques de a) et b), on a
0,13864 + 0,00977 £ 0,14841 < 0,15.

Griace a 1l'expression (5.13) on en déduit la forme définitive de la minora-
tion du théoréme.

Comme a la fin du VI, la clé de 1l’'amélioration signalée au I réside
dans une utilisation plus systématique du lemme 5 dans le b).



[1]
2]
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NOTE.
Durant la publication de cet article, Bombieri, Friedlander et Iwaniec

ont donné les premiers résultats en moyenne sur la fonction w(x:q,a)
172, . ‘ '
(2x°7) =

Soit a0 x,y23, y$x1/2 et ngxy, on a, pour une certaine constan
te absolue B 1’égalité

. _lx X log y,2 B
qEQ l7(x:q.2) ¢(q)| K Tog % (log x) (loglog x) .

(q.2)=1

Par une meilleure utilisation de la Kloostermanie et de la dispersion, ils
ont trouvé de nouveaux résultats sur la répartition en moyenne de certaines
formes trilinéaires. L’auteur est convaincu qu’en injectant ces nouveaux
ingrédients dans la méthode qu’il vient de développer, il réduirait & néant
les sommes qu’il ne peut que minoreer par 0O, parvenant ainsi a 1’énoncé
typique.

Ve>0, VA>O0 il existe xo(e,A) tel que pour x > xo(e,A) on ait

1’encadrement

(1-e) < m(x:iq,1) £ (1+e)

—x - X
¢(q)log x ¢(q)log x

[x1/2

pour tout q de , 2x1/2] avec au plus xl/z(log x)_A exceptions.

texte recu le 30/04/86
B. Rousselet

39, rue au Maire
75003 PARIS
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SUBSTITUTIONS, AUTOMATES ET SERIES FORMELLES
RELATIFS AUX SUITES A MULTI-INDICES

Olivier SALON

L'objet de cette note est de généraliser aux suites & multi-indices le
théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy ([4]. voir aussi [1] et
[5]) qui établit 1’équivalence entre les notions de suite p-automatique,
de suite engendrée par p-substitution et de série formelle algébrique sur
le corps des fractions rationnelles sur un corps fini.

Le détail des démonstrations se trouve en [9].
Pour faciliter la présentation, nous ne considérerons que des suites
doubles u= (u{m,n))

(m,n)GIN2
A. (p,p)-substitutions.

Pour généraliser l'opération concaténation, nous utiliserons la juxta-
position de tableaux; considérons par exemple l’ensemble A= {a,b,c,d} et
1’application o définie par :

@)= D o= o= CH e@-CD.

On définit alors az(a)= o(o(a)) comme étant le tableau
az(a)= o(a) | o(b) et 1’on pose, pour tout entier i strictement
o(b) | o(c) ’
positif : al(a)z a(ai—l(a)). ) A
abecacdab
bcacdabec
abca cacdabcd
2 bcac 3 acdabcecda
Ainsi, o7 (a)= cacdl © (a)= cdabocdacl etc. .
acda dabcdaca
abcdacab
(bcdacabc]
et, puisque o(a) 'commence par a", la suite (an(a))nelN converge vers
un tableau &= (£€(m,n)) 5 qui est un point fixe de o (par cons—
(m,n)eN

truction, o(¢€)=2).

Ainsi définie, o est appelée (2,2)-substitution, ((p.p)-substitu-
tion lorsque 1’image par o d’un élément quelconque de A est un tableau
d’éléments de A a p lignes et p colonnes) et, si T
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est une application de A dans un ensemble fini non vide T, la suite
(r(2(m,n))) est dite suite engendrée par (2,2)-substitution.
m,n)elN2

Par exemple, si 1'on considére 1’application Ty de A dans {0,1}
définie par To(a)=0, To(b)=1, To(c)=1, To(d)=0,, et si 1’on revient a

la suite £ définie ci-dessus, alors la suite u= (To(e(m,n)))
m,n)€l]\|2

est une suite engendrée par (2,2)-substitution. Si l’on note e= (e(k))kem

la suite de Thue-Morse, alors on montre en fait que, pour tout couple
d’entiers (m,n), To(B(m,n)) n’est autre que e(mn).

B. p-automates.

Pour définir un p-automate (p est un entier supérieur ou égal a 2)
on se donne un ensemble fini non vide A (ensemble d'états) et un état

initial a dans A, p2 applications de A dans A, notées (i,j).
avec 0<i,j¢p-1 - (i,j)(x) étant noté (i,j).x -~ , un ensemble fini non
vide T et une application T de A dans T.

Pour m et n entiers naturels, on définit (m,n).a de la facon
suivante : ayant écrit m et n en base p et désigné par h+l le plus
grand nombre de chiffres dans les écritures de m et n en base p,
quitte a rajouter des zéros 4 gauche dans 1'une de ces écritures,

i=h . i=h .
(m= 3 e.(m)p et n= 3 ei(n)pl. avec (eh(m).eh(n))¢(0,0)). on pose
i=0 1=0 »

(m,n).a: (eh(m).en(n)).[ ...... [(el(m),el(n)).[(eo(m).eo(n)).a]] ..... 1.

Une suite double t= {t{m,n)) est dite p-automatique
(m,n)elN2
lorsqu’il existe un p-automate tel que, pour tout couple (m,n)
d’entiers, t{m,n)= 7({(m,n).a).

Par exemple, si A= {a,b,c,d} et T= {0.1}, si 1’on pose :

(0.0).a=a (0.0).b=b (0,0).c=b (0,0).d=a
(1,0).a=b (1,0).b=a (1.0).c=c (1.0).d=d
(0,1).a=b (0.1).b=a (0.,1).c=c (0,1).d=d
(1,1).a=c (1,1).b=d (1.1).c=d (1.1).d=

et si T7(a)=0, 7(b)=1, 7(c)=1, 7(d)=0, le 2~automate ainsi défini peut
étre schématisé comme suit :



et la suite (7((m,n).a)) est encore la suite (e(min))

(m,n)eN®

définie au A., qui est donc 2-automatique.

(m,n)elN2

Définition. Pour une suite double t & valeurs dans un ensemble fini non
vide T, on note Np(t) et 1’on appelle p-noyau de t 1’'ensemble

{t(pam+r,pah+s); a€lN, OSP,SSPa“l}'

C. Et voici le théoréme.

Le fait que la suite e= (e(min)) soit & la fois 2-automati-
(m,n)eiN2

que et engendrée par une (2,2)-substitution n’est pas 1l’effet d’'un pur
hasard ! En effet,

Théoréme : Pour un entier p supérieur ou égal & 2 et une suite double
t= (t(m,n)) & valeurs dans un ensemble fini non vide T, les trois propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite t est engendrée par (p,p)-substitution

(ii) la suite t est p-automatique

(iii) le p-noyau Np(t) de la suite t est fini.

Si_de surcroit l'entier p est premier, ces propositions sont équiva-
lentes a :

(iv) il existe un corps fini K de caractéristique p et une injec—
tion I de T dans K tels que la série formelle

3 I(t(m.n))XmYn soit algébrique sur K(X,Y).
(m,n)elN2 ‘
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D. Application.

Une conséquence immédiate du théoréme précédent est une aisée démons-
tration d’un cas particulier important d’un théoréme prouvé par Deligne
([6]), puis par Denef et Lipschitz ([7]) :

Soit u= (u(m,n)) wune suite double a valeurs dans un corps fini K,

telle que la série formelle F(X,Y)= > o u(m.n)XmYn soit algébrique
{m,n)€eN
sur K(X,Y); alors la série formelle "diagonale” G(X)= 3 u(n.n)Xn est
n€lN

algébrique sur K(X).

E. Exemples.
1. Pliages de mouchoir  (d’aprés une 1idée et des formules de

J.-P. Allouche et M. Mendés France [2]).

Si 1l’on plie un mouchoir moitié inférieure sur moitié supérieure, puis
moitié droite sur moitié gauche, et si l’on itére ce procédé sans jamais
s'arréter, le tableau (comportant une infinité de lignes et de colonnes)
des intersections des plis ainsi formés, affectées des coefficients +1 ou
-1 selon leur nature est le tableau des valeurs d’une suite double 2-auto-

matique.

2. Triangle de Pascal.

Dans [3], A. éerny et J. Gruska montrent que la suite
v= ((m;n)) , formée des coefficients binomiaux réduits modulo 2 est
(m,n)GlN2 :

une suite 2-automatique.

Nous reproduisons ici le dessin de la partie des valeurs de cette suite
correspondant & O<m,n{127 qu’en obtient J. Shallit ([10]) en noircissant

s . p N -+
d’un petit carré les cases ol (mmn)=1.

v E::Fp d % F’P E;' 'y F’P E:;P 3 FF'F d % F-Fr
[T

2

:F‘
.

R
T

2 g l.“ I‘l I{q‘*' '." I"Aiqqq'-
] ]

-Iq‘l':
R
v Ii
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3. Entiers de Gauss.

Rappelons (voir [8]) que pour tout couple d’entiers (relatifs) (m,n),
il existe une unique famille (ak)kem de O oude 1, nulle a partir

©

d’un certain rang, telle que mini= 3 ak(—1+i)k; ‘Notons alors
k=0

(4]
S(m,n)= 3 o la somme réduite modulo 2 des chiffres composant m#ni
k=0
dans "la base” (-1+1)K, kem.
On peut montrer que la suite S= (S(m,n)) est une suite double

(m,n)elN2

4 la fois 2-automatique et 5-automatique. En fait, la série formelle

associée 2
' (m,n)elN2

mais méme rationnelle.

S(m,n)X™" est non seulement algébrique sur L op(X.Y),



[1]

[2]
[3]

[4]

[5]
[61]
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[8]
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Generalised Salem Numbers
C.J. Smyth

This talk is concerned with some far from new, but unpublished results
on generalised Salem numbers which were contained in my M.A. thesis [11].
Only the results from the thesis concerning generalised Pisot numbers were
published [12].

I emphasise that the generalisations I am going to talk about are
certainly not the only ones. Pisot, many of his students, and others have
defined many alternative generalisations, which preserve different proper-
ties of the original Pisot numbers (see e.g. [6]).

Let S be the set of Pisot numbers :

S= {6 : 8 an algebraic integer € R, 6>1, and all
other conjugates Gi of 6 lie in |z] < 1)

and T be the set of Salem numbers :

T= {6 : 6 an algebraic integer € R, 6>1 and all other conjugates

6; of 6 liein |z|<1, with at least one on |z]|=1}.

[+
Then [Pisot, 5] for 6>1, 6€S iff 3 INO™I%C ® for some real A. Such
n=1
a A must then belong to @Q(8).
For 6>1, 0 algebraic, 0¢S, a similar result is as follows : O€T

iff for each &>0, IN6™I < e (n=1,2,...) for some real A. For e
sufficiently small such a A must belong to @(6) (this result is well—-
known, though I don’t know a source for it). [Here Il ll= distance from
nearest integer].

Generalisations of S and T. We need these to discuss generalisations of
the above properties of S8 and T. Let K be an algebraic number field,
q a (equivalence class of) valuation on K, Kq the completion of K at

g, A a finite extension of Kq‘ and ﬁq an algebraic closure of Kq'
Define Sq(K.A) by

Sq(K,A): {6€A:8 algebraic over K, |9|q>1, and all zeros in ﬁp of

the minimal polynomial of 6 over K, except 0 and its conjugates over
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|z|p <1 for p an infinite valuation
Kq of p=q, lie in

|z|p €1 for p a finite valuation}.

Collecting ideas of Senge [10], Bertrandias [1] and others, I showed
that Sq(K,A) is closed in A, for K a J-field. This generalised

result of Salem [7] for S (Q,R)= SU(-S), Kelly [4] for S (@.C),
Chabauty [2] for Sp(Q.Qp), p finite, and Grandet [3] for

S, (Q(V-D),C)= {6€S_(@.C) : v-den(o)}.
Now S,(Q.R) N Z= {+2,43,14,...}. More generally, define

Sq(K): Sq(K,Kq)ﬂK. Then, like rational integers, Sq(K) is discrete in
K in the sense that there is a cq)O such that if 9¢B'€Sq(K) then

q
6-8"] > c_.
q q
Denote by U the exceptional set

{0,£1} if K=Q@ and q is infinite
U= 1{0} U {absolute units of K} if K quadratic imaginary, q infinite
{0} otherwise

(U is the set of 6 in K which satisfies all the conditions for belon-—
ging to Sq(K) except the condition |9|q> 1).

Then there is another constant Cq: Cq(K.q) such that for any in Kq'
there is some 6€Sq(K)U U with la—ﬂlq( Cq. Furthermore, generalising

Pisot’s results for S, we have
Theorem 1. An element 66A,|9|q> 1 belongs to Sq(K,A) iff there is a
A€A and a sequence {cn} in Sq(K)U U satisfying

s ]

2 |trq)\6n—cn|(2l< o if q infinite
n=0

Itrq?\Gn—cnlqgl (n=10.1,...) if q finite

[+ 4]

2 lcnl§‘< © for each infinite valuation p ({except q).
n=0
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Further, such a A must belong to K(8).

Here trq denotes tqu(B)/Kq'

Generalisations of T. We define analogously Tq(K,A) by

Tq(K.A): {6€A : algebraic over K, |6|q> 1 and all zeros in ﬁp of the
minimal polynomial of 6, including 8 and its conjugates over Kp if
P=q, lie in Izlpg 1 for each valuation p, with at least on conjugate

on Izlp:l for some infinite p}.

The corresponding generalisation of the result for T is as follows :

Theorem 2. An algebraic element 6€A\Sq(K,A), with lGIq) 1, belongs to
Tq(K,A) iff for each e>0 there is a AN€A and a sequence {cn} in
Sq(K)U U with

|tr A6 | <e (n=0,1,...) if q infinite
q nq

|tr xen—cn|q <1 (n=0,1,...) if q finite

lcn P {e (n=0,1,...) for p infinite, excluding q.

1f e 1is sufficiently small, such a A must belong to K(8).

We next look at inclusions among the Sq(K,A) and Tq(K.A).

Theorem 3. Let K be a subfield of L. Then

Sy(L.4)= {0€S_(K,A):[L,(8):K (6)
To(L.A)= {68€S_(K.A):[L (8):K_(6)

[L(8):K(8)1}
[L(6):K(€)1}.

While the sets Sq(K) are non-empty and discrete, the sets
T()=T (K.K)NK
()= T (KK)

may be empty. For q real, Salem [8] proved that if Tq(K) was non-empty,

then it was of the form
Tq(K): {:l:a'n ‘n=1,2,...} (q real)

for some o in Tq(K). For q complex, Samet [9] generalised this : if
Tq(K) non-empty then
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Tq(K): {ean : n=1,2,... for certain roots of unity e€K}, (q complex)

for some o in Tq(K). However, there is one exceptional class of fields

K overlooked by Samet for which his result is not valid. If [K:Q]=6, the
lowest degree for which Tq(K), q complex, can be non-empty, then Tq(K)

may have two (complex) conjugate generators. Let us look at an example :

Example : Let xa- x - 1= (x—a)(x—az)(x—aé). a real, and K= Q(a,az).

[K:@]=6, K normal over Q. Put 6= a/az. Then, applying the six auto-

morphisms of K/Q, we obtain the following table of conjugates of 0
and © :

(1) (22) (12) (12) (122) (122)
- - -1 — —
6 6 a2/a2 0 a2/a2 0
- —1 — -1 —
6 e 0 a2/a2 6 a2/a2
(here e.g. (12) denotes the automorphisms « ———e»&é.&é — a). We see

that 6 and 6 both belong to T,(K). They cannot, however, both be of

n n
the form e.o 1, €00 2, nl.n2>0 as [(12)6]=1 and [(12)8]|<1 vhile

1

n n
|(1§)(ela 1)] and [(12) Y 2] are either both >1, both =1 or both
<1.

The reason for this exceptional case is that for [K:®]=6, q complex
and 9,9‘€Tq(K), 8/76' need not have any conjugates of modulus one. The
following lemma is needed for proving Samet’s result : it does not hold for
[K:Q]=6.

Lemma. Let Tq(K) be non-empty. Then, except when [K:Q]=6, K 1is totally

complex and q is infinite, there is a unigque valuation q' of K such
that |6] .= |8] L.
- q q

Proof. It is easy to show that for BETq(K), |6|p=1 for all valuations

P#d, g where |9|q = |9|;1<1‘ Further, all infinite valuations except
6
possibly q and g must be complex. We must show that g is indepen-

dent of ©.

Take, 6, ¢ETq(K). If there is a p infinite with p#q, EPY q¢
then |9|p= |dﬂp= |6dﬂp= 1. Hence there is an automorphism taking
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op — (6¢)~1. and so a valuation q' with |6¢|q.= |9¢|;1 This is
possible only if q9=q¢.

It is only in the exceptional case in the statement of the lemma that
suich a p does not exist : if q is non-complex, then so are g and

q¢. s6 p must exist, by the definition of Tq(K). If on the other hand
q 1is complex and [K:Q]>6 then K has at least four complex valuations.

Using this lemma it is now almost trivial to prove the following gene-
ralisation of Salem’s result :

Theorem 4. Let Tq(K) be non-empty, and K,q not the exceptional case of
the previous lemma. Then there is an element aeTq(K) such that

Tq(K): {ean (n=1,2,...)., e a root of unity in K}.

For the proof one takes (following Salem and Samet) aeTq(K) with Ialq
minimal, 6€Tq(K) and n such that Ialg < |6|q < Icrll;-l, and shows that

6c © 1is a root of unity in K.

For example, when K= Q(V-1), qu 1(mod 4) a rational prime, q= atib

where q,= a.2+b2 then

T (K)= {(J—T)k(g)n i k= 0,1,... ; n=1,2,...}.
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Congruences for Symmetric Functions

C.J. Smyth

We start by giving a proof of Fermat's Theorem : aP = a mod p, for

a€Z, and p prime. This proof, very similar to [3, p. 8], goes as fol-
lows : write 1-az as

@ kP
(1) l-az= I (1-z)
k=1

where the equality is purely formal. Then it is clear inductively that
bl’ YRR obtained successively by formal expansion, must be integers.

Taking logs, differentiating and multiplying by -z we get

X

az ® kbkz

Taz = .2 %
kel 1-z

a Lambert series. Expanding zk/(l—zk) and interchanging summations we
have

(04 [04]
3 a%% 3 (3 kbk)zn.
n=1 n=1 k|n

Then b1=a and for n=p prime, aP= b1+ppr a(mod p), giving Fermat's

Theorem. However, we obtain more : for general n,

a 3 k. 3 a’u(3)=nb_ so that
k|n 2|n
(2) 3 2%(3)= 0 (mod n)
eln

a generalisation due to Lucas, Pellet, etc. =~ 1880 (see [2] for referen-
ces).

Another Generalisation. Schonemann (1839) showed that

(3) sp(@) = s (a) (mod p)
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vhere S,= se(a)z af+a§+...+ aﬁ, and o is an algebraic integer with
conjugates @= .0y, ....0- In fact both (2) and (3) can be generalised
to obtain
. n. _
(4) b seu(g- = O(mod n).
eln

d kP

This is readily proved by putting 1T (l—aiz)= o (1-z") and proceeding
i=1 k=1

as in the above proof of (1). For another proof of (4)., extending

Petersen’s proof of Fermat’'s Theorem, which used a colouring argument, see

[2].

Improving the Congruence Modulus. We now look for congruences like (4),
which are monic with constant coefficients, i.e. of the form

n-1
(5) s+ f

cy8
i=1

i = 0 (mod N(n))

where the integers ¢, are independent of «. How big can N(n) be ?

i
Can the modulus n 1in (4) be improved ? The answer is no in general, as if
o has minimal polynomial

xd- xd—l_ d-2 _
a, axX ay

then (Newton's identities)
(6) s =a;s | tass o+ ... ta s, +ona,
taking ak=0 for k>d. So if $1:8g.---.8 | are given, a,.a,,....a
are determined, and so s, is determined mod n by (6), say
s = f(sl""’sn—l) mod n. Conversely to any s satisfying this congruen-
ce there is a value of a making (6) true, so that we can make two choi-
ces s'= f(s;,....s. ,) and s"=s'+tn for s_. Then both sequences

n 1 n-1 n n n
Spvee-a8S 40S) and Sqs--+»8 .S must satisfy (5). Subtracting these,

we get n = O(mod N(n)), so that N(n){n (note in passing that (6) does
not give a congruence of the type (5), since its coefficients ay.89..

depend on a).
Congruences for fixed degree. When we fix the degree d of a, however,

better congruences may exist. We look first at the simple case d=1. Here
the congruence (2) to modulus n can be vastly improved by

a(a-1) ... (a—n+l)= (i)n! = O(mod n!)
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Furthermore n! is the largest possible modulus. For if

n n-1 n-i
a+ 3 c.a = O(mod N(n))
i=1

then, replacing a by at+l, subtracting the two congruences and dividing
by n we obtain N(n)/ged(n.N(n)) < N(n-1), N(n) < nN(n-1). Since
N(1)=1 this gives N{(n) { n! .

For d=2, however, the situation is considerably more complicated, and
seems to be essentially as difficult in the case of general fixed d. Let
x2~ax—b= (x-a)(x-a'), a,b€Z, s = o+a'®,  and S(z) be the Z-module

generated by all linear or quadratic sequences {sn}. Any congruence which

is satisfied by such a sequence is also satisfied by any sequence in S(z).
Further, suppose that 0...0M2)...e @) with ¥(®)0 the n™ term of

the sequence. Then if (5) holds for {sn} linear or quadratic, we have

M£2)EO(mod N(n)), N(n)|M£2).

R . 2
For convenience we truncate sequences in S( ) to n terms, and

denote this set of n-tuples by ng). It would be nice to have an expli-
cit basis for S£2). The following theorem shows how to obtain the next

best thing : a finite spanning set for Sﬁz). For any fixed n, row

reduction of this set will of course yield a basis.

For the theorem it is useful to write Al,...,An€S£2) as a polynomial
2 n
A1x+A2x +...+Anx.

Theorem. The set S£2) is spanned by the vectors (= polynomials) cij

where 120, j20, 1i+2j<{n, defined as follows :

let P be a rectangular lattice-path from (i,j) to (0,0) with both 1
and j non-increasing. Put Aij= (l—ix—sz)—l. and AP the power series
for I Ai . » truncated to terms in xn—(1+2j). Then

(i .3) ‘odo

0’0

on P

(1) cyy= 113! T A
all P
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vhere
2 if P hits j-axis first
€p= _
1 if P hits i-axis first.

The theorem gives a spanning set of = n2/4 sequences for Sr(xz)°
The idea of the proof is to write s, asa function of a and b, in
a different way. The standard formula, expressing s, as a polynomial in

a and b, is

[ 51
(8) s=a+ 3 av 21'Lbk n—k—
n k——1
k=1
readily obtained from the generatmg function 3s x = (ax+2bx )/(l-ax—bxz).
Instead, we write s, as
s= 3 c(i,j)a.b.,
n i+2j<n n 1J
the range of i and j being clear from (8). Here
a .
a,= (i)i!= a(a-1) ... (a-i+l)
(bj similarly). Define
Aaf(a,b)= f(a+l,b)-f(a,b)
Abf(a.b)= f(a,b+1)~f(a,b).
3 i it i=l
Then Aaai= ia, ;. Aaai=i!’ Aaae Ia_0= . Hence
B 0 i#e :
A Aj( E SpX )l a=0~ ( 2 Ck(l J)X yitj!
k=1 k=1
b=0
i Kk
so that for any 1i,j the sequence (series) 013— > ck(i,j)x lies in.
k_..
(2) 3 oK
S**7. Conversely, since {sn}-_- {0,0,...} if a=b=0 any 2 s X can be
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written as an integer linear combination of the cij’ using Newton's

two-dimensional interpolation formula. Thus the cij span Sﬁz).

We can calculate a recurrence for the ck(i.j) as follows :

axa,=a, + ia,
i i+l i

(and similarly for bxbj), so from s, =as, .+ bs, , we get
Ck(i .3)= Ck(i—l s J)"'ick_l(i s j)+ck_2( 1,J-1)+j Ck_2(i .J3)

with ck(i,j)=0 if k<1 or i<0 or j<O. Thus

2 2,
cij— X ci~1j + xicij + X Cij—l + X Jcij,

2 s e 2
iy~ (xci_1j+x cij_l)/(1—1x—3x ).

From this recurrence, and 01(1,0)=1, 02(0,1)=2 we readily obtain the

result of the theorem.

The theorem can readily be generalised to S(d), generated by {sn}
corresponding to a of degree <d. Returning to the case d=2, we can
use the theorem to obtain an integer-reduced echelon form basis for Sgg)

(and thus also for all n<l12), wusing a computer. The basis is

~

J

1 1 1
"2 0
3

wON =
OCOO O
HDOOWN =
QOgOOOH
-
w

DOCOOMON -
N

gt
COONNMOO L WN R~

AOOOOOWO
(o] N

COOCOOQOON+
[y

w
DOOOWOPOLOOO~

(ii) 120

From this basis, it is easy to obtain congruences of the type (5) for

(o2}
o

[\
s

sequences in S(2). Note that except for n=10, in every other case N(n)

th
n

is the leading term M§2) of the row. The congruences are
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S = sl(mod 2). Sy = sl(mod 3). sy = sz(mod 4), sg = sl(m§d 10),
sg = 53+s2—sl(m0d 6), s, = 755—6sl(mod 42), sg = s4(mod 8),
Sg = sB(mod 36), S10 = sz(mod 60), 11 ¥ —44s7+1155+34sl(mod 660),

Sio = 2s1l—s10+958—6s7+56—2s4—652+4s1(mod 24).

Applications : 1. Irreducibility testing : we can show that a polynomial
cannot decompose into only linear or quadratic factors by finding one of

the above congruences which the sequence {sn} for the polynomial does not

satisfy.

Example : x -2x°-2x%-x-1 has {s,}= {2. 8. 23, 68, 192, 851, 1577,...}.

But So 3 7s5— 6s1(mod 42), so the polynomial must be irreducible, or have
an irreducible cubic factor. Since it clearly has no linear factor, it is
irreducible.

2. Lehmer’'s Problem : Recent methods of attack on Lehmer’s problem (see
e.g. [1]) have used determinants of Vandermonde type. One part of the
method is to bound the determinant from below in modulus. For this purpose
it is useful to have determinants which can be shown to be large.

In this context it may be useful to consider determinants of the form

(1) (n)
5] cee 8]
s s
n n
where monic integral polynomials Pi have root powersum sequence
{sgl),sél),...}, (i=1,....n). If d is the largest degree of any irre-

ducible factor of any Pi’ it follows that the modulus of the determinant
7 u@ (d)

is either O or > T Mi . Here the Mi >0 are the leading terms of
i=1

the integer reduced echelon form of the basis for Sﬁd). the generalisa-

tion of ng) to a of degree <d.

3. Reducible polynomials differing by an integer. If two monic integral
polynomials of degree n both have only linear factors over the rationals,
and differ by a non-zero integer kl(n), then it is certainly known that

lkl(n)l2(n—1)! (this can be proved without difficulty using (6)). One can
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extend this to show that if the polynomials have only factors of degree
{d, and differ only by a constant kd(n);éo then Ikd(n) IZMr(ld)/n.



[1]

[2]

[3]

143

BIBLIOGRAPHY

D.C. Cantor and E.G. Straus.- On a conjecture of D.H. Lehmer, Acta
Arithmetica, 42 (1982), 97-100.

C.J. Smyth.~ A coloring proof of a generalisation of Fermat's
Little Theorem, 93 (1986), 469-471.

J.H. van Lint.- Introduction to Coding Theory, Springer 1982.

C.J. Smyth

Department of Mathematics
James Clerk Maxwell Building
The King’s Buildings
Mayfield road

Edinbourgh EHS 3JZ

ECOSSE



UN PROBLEME CENTRAL
EN GEOMETRIE ALGORITHMIQUE DES NOMBRES:
LA REDUCTION DES RESEAUX.

AUTOUR DE I’ALGORITHME DE LENSTRA LENSTRA LOVASZ.

BRIGITTE VALLEE
Département de mathématiques,

Université de CAEN, 14032 CAEN, FRANCE

Nous rappelons d’abord le cadre général de la Géométrie des Nombres, tant clas-
sique que algorithmique; nous définissons les principaux problémes des réseaux et

insistons sur leurs nombreuses applications.

Nous définissons ensuite les différentes notions de réduction, et décrivons en
particulier ’algorithme de Gauss qui résoud le probléme parfaitement en dimension

2. Puis nous précisons la notion de réduction au sens de Lovisz.

Nous décrivons alors Palgorithme dii & Lenstra, Lenstra et Lovdsz qui con-
struit en temps polynomial une base réduite au sens de Lovdsz et nous analysons
précisément sa complexité. Puis nous mentionnons d’autres algorithmes, qui en
sont Issus et qui permettent de calculer aisément dans les réseaux. Nous Insistons

enfin sur la simplicité de 'implémentation de tels algorithmes.

Nous continuons en présentant le champ d’application trés étendu d’un tel
algorithme, d’abord interne & la théorie des réseaux. Nous terminons en insistant
sur des applications externes a la théorie et en décrivant des thémes particuliers :

théorie des nombres, algébre ou cryptographie.

Cet exposé veut juste décrire Pampleur des problémes posés, aussi bien que
la qualité des réponses qui y sont apportées. Pour plus de précisions, on pourra se
reporter aux références bibliographiques finales.

Citons ici une référence générale, qui contient une bibliographie exhaustive sur le
sujet et ol la technique des problémes est abordée de maniére plus détaillée qu’ici:
R.Kannan, Algorithmic Geometry of Numbers, & paraitre dans Annual Reviews in

Computer Science
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i. LA PROBLEMATIQUE GENERALE DES RESEAUX.

RP est muni de sa structure euclidienne canonique, et on désigne par |v| la norme de v et par
(u|v) le produit scalaire de u et v. v

Par ailleurs [r] désignera I’entier le plus proche du réel r.

Un réseau de RP est 'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients entiers de vecteurs li-
néairement indépendants de RP: c’est un sous-groupe discret de RP. Un tel réseau est dit entier
s’il est inclus dans ZP.

Si b = (by, b2, ...,b,) est un systéme de n vecteurs linéairement indépendants de RP?, (n < p), le
réseau engendré par b, noté L(b), est ensemble { Yoy Xibi [ A; € Z} et n est appelé rang ou

dimension du réseau.

1.1 . Le déterminant d’un réseau.

Soient (b1, b3, ...,0,) et (c1,c2,...,¢,) deux bases du méme réseau, et B et C leurs matrices
(n X p) dans la base canonique de R? . Il existe alors une matrice unimodulaire U ( matrice

entiére dont le déterminant vaut +1 ) vérifiant C = U B.

On remarque donc que le volume n-dimensionnel du parallélépipéde construit sur une base
quelconque du réseau est indépendant de la base: c’est un invariant du réseau, noté d(L), et
appelé le déterminant du réseau. Cette quantité est aisément calculable: si G(b) désigne la

matrice de Gram de la base b, c’est-3-dire la matrice B*B de coefficient général (b;]b;), on a

det G(b) = det B*B = d(L)*.

1.2. Les minima successifs des réseaux.

Il existe, dans un réseau, d’autres objets qui ne dépendent que du réseau et non d’une base
servant a le définir; en particulier, les minima successifs...

Pour un réseau L de RP de dimension n , on définit le ¢-éme minimum A;(L) comme étant le
plus petit réel positif ¢ pour lequel il existe ¢ vecteurs v linéairement indépendants de L vérifiant
[v]? < t.

11 est clair que les n nombres A;(L) sont bien définis et vérifient
Ay(L) < A(L) < ... < AL(D)

et qu’il existe un ensemble - non nécessairement unique - de n vecteurs linéairement indépendants

de L , appelés aussi minima successifs, notés A;(L) vérifiant
pour tout k, 1< k<n, [X(L)|® = Ax(L)

En particulier, A, (L) désigne un plus court vecteur du réseau L.
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1.3. Les problemes théoriques et pratiques des réseaux.

Les problémes théoriques sont de deux types:
1. .Chercher & relier les quantités intrinséques d’un réseau, en particulier les A;(L) et d(L).
2. Construire, exhiber, au moyen d’algorithmes, les objets intrinséques d’un réseau, en parti-

culier ses vecteurs minimaux successifs A;(L).

Il arrive parfois que, en voulant résoudre le premier type de problémes, on trouve une méthode
explicite qui résolve du méme coup le deuxiéme type de problémes. Ce n’est jamais le cas pour
cette théorie, et c’est ce qui explique la nécessité et 'importance de Palgorithmique en Géométrie

des Nombres.

Dans la pratique, on se pose d’autres sortes de problemes, qui sont essentiellement des problemes -
de calcul dans les réseaux entiers; citons-en quelques uns:
- Soit un réseau L donné par une base b et un vecteur v. Décider si v appartient au réseau
L(b)
- Soit un réseau L engendré par un systéme ¢ de vecteurs non nécessairement indépendants.
Trouver une base b du réseau.
- Soit b = (by, bz, ..., b, ) un systéme de n vecteurs de Z?. Trouver le réseau L des relations,

c’est-a-dire ’ensemble

{v=(v1,v2,...,0) €EZL" / Zvi b; =0}
=1

1.4. Les résultats théoriques non constructifs: Hermite, Minkowski.

Il existe [7] une constante v, dite constante d’Hermite, ne dépendant que de n et vérifiant

Ai(L)

= Mex gy

/ L réseau de rang n}.

On a aussi:

f[ Ai(L) < y3d*(L)

Les preuves de ces résultats sont non constructives, et la premiére majoration connue de «,,, due
a Hermite, assez peu fine. Puis Minkowski a obtenu les inégalités suivantes:

2 . . 1 . . .
In < §n si n est pair et v, < —-n s1 n est impair

Seules les huit premiéres valeurs de cette constante sont exactement connues;
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1.5. Les problémes algorithmiques des réseaux.

Un réseau entier I étant donné par son rang n et une base b de longueur M = Max; |b;|, on se
pose les problémes suivants:
1. Déterminer A1(L) , un plus court vecteur du réseau L

2. Déterminer les A\;(L), une suite de vecteurs minimaux successifs du réseau L

L’intérét porté & ces problémes est di1 & la conjonction de trois facteurs:
- ce sont des problémes probablement difficiles
- qui admettent pourtant des solutions approchées v
- permettant la résolution d’autres problémes, variés et essentiels, en théorie des nombres,

-
en algébre ou en cryptographie.

Nous allons décrire, tout au long de cet exposé, le second pdle, dans les sections 2. et 3., puis le
troisiéme pole, dans la section 4.

Attardons-nous un instant sur le premier pdle:

1.6. La difficulté probable de ces problémes.

Le second probléme est NP-dur en la donnée (n,log M) [17].
Rien n’est connu sur la “facilité” du premier: on ne connait, & ’heure actuelle, aucun
algorithme polynomial en (n,log M) qui résolve ce probléme, & premiere vue plus facile que

29

le second. L’opinion courante semble croire aussi en sa “dureté”, en vertu de trois arguments
principaux:
- ce probléme est NP-dur pour la norme sup [21];
- le probléeme non homogene associé, qui consiste & chercher le point d’un réseau L le plus
proche d'un point donné de Q", est lui aussi NP-dur, méme pour la norme euclidienne [21];
- les inégalités de Minkowski ne sont pas plus fines pour le premier minimum que pour la

moyenne géométrique des autres minima successifs.

Deux points de vue différents mais complémentaires peuvent alors exister pour tourner cette
difficulté presque siire :
1. Chercher des algorithmes approchés polynomiaux en la donnée (n,log M).

2. Chercher, d dimension n fizée, des algorithmes ezacts polynomiaux en la donnée log M.

Ce ne sont pas d’ailleurs des points de vue divergents.

Le second point de vue est fructueux en petite dimension: Palgorithme de Gauss est un
algorithme polynomial qui trouve les deux minima d’un réseau de dimension 2. Sa complexité
est parfaitement connue, et il admet une généralisation totale en dimension 3 [19].

Le premier point de vue utilise alors en procédures des aigorithmeé de ce type -exacts
en petite dimension- pour construire en dimension supérieure des algorithmes approchés. On
obtient alors ce qu’on appelle une base réduite: c’est une base formée de vecteurs “assez courts”
et “assez orthogonauz” qui permet de bien décrire le réseau et donc

1. de donner une bonne approximation des objets intrinséques du réseau.



2. de pouvoir calculer facilement dans le réseau.
Nous verrons, dans la section 4., comment une telle base peut résoudre, de maniére étonnament
satisfaisante, la totalité des problémes algorithmiques, tant théoriques que pratiques.

Nous décrivons maintenant plus précisément les notions de réduction des réseaux.

2. LA REDUCTION DES RESEAUX.

On cherche donc une base formée de vecteurs assez orthogonaux; remarquons qu’un réseau ne
posséde pas, en général, de base orthogonale. Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
associe bien 4 une base b d’un réseau de R? une base orthogonale 4* du Q-espace vectoriel

-
engendré par b mais cette derniére n’appartient pas, en général au réseau L(b).

2.1. Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
Il associe & un systéme ordonné b = (by, b, ...,b,) le systéme b* = (b}, d3,...,b},) et la matrice
m = (my;) qui exprime le systéme b dans le systeme b* définis comme suit:
(i) 81 =01
(ii) b} est le projeté de b; orthogonalement au sous-espace H;_1 engendré par les s — 1 premiers

vecteurs de b. On peut donc écrire

_ (559)

arre. * . * N .. A 3 1 .. ——
b; = b; + E m;; b; ol my; est défini par la relation m;; = B
i<i 3

. . . , .

ce qui permet de calculer facilement les b} et les m;; par récurrence sur 1.
La matrice m est donc une matrice triangulaire inférieure, possédant une diagonale de 1.

Remarquons que d(L) est égal au produit des longueurs des vecteurs b;.
Si b est un systéme de n vecteurs de Z?, de longueur M, le calcul du couple (b*,m) est polynomial
en la taille de la donnée (n,log M). Soient L; le réseau engendré par les ¢ premiers vecteurs de
b, et d; = d(L;)? le déterminant de Gram associé.
L’inégalité d’Hadamard permet d’affirmer que
i
d; < H IbJ|2 < M2t'
i=1
D’autre part, les rationnels intervenant dans b* ou dans m ont comme dénominateurs les d;
plus précisément:
d; . .
16X|% = 5 pour tout £, 2<i<n
i-1
d;—1 b €ZP pourtout t,2<i<n
d; m;; € Z pour tout couple (£,7) 1< j<i<n

Remarquons donc que la quantité
n—1
D=1]] d;
J=1

représente un dénominateur commun a tous les rationnels intervenant dans le couple (b*,m).
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2.2. Les défauts de longueur et d’orthogonalité,.

Les deux conditions cherchées -vecteurs assez courts, vecteurs assez orthogonaux- sont heureuse-
ment compatibles en vertu des résultats de Hermite et Minkowski.

Soit b = (b1, b3, ...,bs) une base d’un réseau L; les deux parametres suivants mesurent la qualité

de la base :
L | g T by .
e rapport p(b) = —Z(LTz—— s’appelle le défaut d’orthogonalité de la base b.
|b:]? - ,
Le rapport p;(b) = A_(L-)_ s’appelle le i-éme défaut de longueur de la base b.

Les résultats de 1.4. permettent de montrer la liaison entre ces deux paramétres, qui vérifient

la double inégalité:
- < —————np(b) < T
n! =1 l""‘(b)

2.3. Les différentes ‘notions de réduction.

Il n’existe pas une réduction; historiquement, il s’est dégagé principalement quatre notions de
réduction.

Celle de Minkowski privilégie la recherche de vecteurs courts.

Les trois autres privilégient la recherche de vecteurs presque orthogonaux, et se décrivent
donc aisément sur la matrice m, qui exprime le systéme b en fonction du systéme b* : ce sont

les réductions au sens de Korkhine-Zolotarev, Siegel et enfin Lovasz.

On peut montrer que la réduction au sens de Siegel est la plus générale [7]: toute base
réduite en un des trois autres sens est réduite au sens de Siegel. Cette réduction, qui est aussi la
moins fine, est suffisante dans beaucoup d’applications, car la base réduite obtenue est d’assez
bonne qualité.

Les deux premiéres réductions

celle de Minkowski, qui est la meilleure possible pour les défauts de longueur,

celle de Korkhine-Zolotarev qui parait étre la meilleure pour le défaut d’orthogonalité,
ne peuvent pas étre obtenues -semble-t-il- en temps polynomial. Nous privilégierons alors les

deux autres réductions, et nous montrerons qu’elles sont obtenues “facilement”.

Si ces réductions different quelque peu en dimension quelconque, elles coincident toutes en
dimension 2 avec la célebre réduction de Gauss que nous décrivons maintenant, avant de préciser

ces différentes notions de réduction.

2.4. La réduction de Gauss en dimension 2. [4]

Les minima successifs forment toujours dans un réseau un systéme de vecteurs indépendants,

mais n’engendrent pas en général le réseau; c’est cependant vrai en petite dimension:

Les minima successifs d’un réseau de dimension n < 4 forment une base du réseau,

appelée base minimale du réseau : c’est alors la “meilleure base” du réseau.
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En dimension 2, I’algorithme de Gauss construit en temps polynomial une base minimale du

réseau; il généralise, en dimension 2, Palgorithme d’Euclide centré :

a=bg+ravec —=<r<+

| o
| o

Algorithme de Gauss
Donnée: une base (u,v) d’un réseau L.
Résultat: une base minimale (u,v) du réseau L.
Répéter
1. Echanger éventuellement u et v pour que |u| < |v|
2. Translater v parallélement & u de maniere 3 le raccourcir au maximum:
plus précisément, choisir dans I’ensemble { w=¢(v—mu) / e= %1, me Z}
(vl 1
(ulu) ~ 2

ce dernier est aisément calculable en fonction de r =

le vecteur w qui vérifie 0 <

(vv).
(ufu)’

on choisit m = [r] et €= signe(r — m)
jusqu’a ce que |v| > |u

On peut modifier le test d’arrét, en le changeant en un test moins fin:

Si t est un nombre réel vérifiant la double inégalité 1 < ¢t < +/3 , on obtient ainsi un algorithme
dit de t-Gauss qui “tourne” un peu moins longtemps , mais qui posséde une configuration de
sortie comparable: le triangle construit sur la base contient les deux minima du réseau.

Algorithme de t-Gauss
Donnée: une base (u,v) d’un réseau L.
Résultat: une base “quasi-minimale” (u,v) du réseau L.
Répéter
1. Echanger éventuellement u et v pour que |u| < |v]
2. Translater v parallélement & u

. s 1
jusqu’a ce que [v] > -t-|u]

2.5. Etude de 1a complexité de 1’algorithme de Gauss.

Soient k(t) et k le nombre d’itérations des algorithmes de ¢-Gauss et de Gauss sur la méme base
(u,v) de départ de longueur M . Il est clair que 'ona k(t) < log, M +1.

On peut montrer aussi que, pour 1 <t<+v2,ona: k{t)<k<k(t)+1

ce qui démontre la complexité polynomiale -non tout a fait triviale- de I’algorithme de Gauss.
Une étude plus fine du plus mauvais cas de l'algorithme de Gauss [19] permet d’exhiber la

meilleure borne possible: on obtient
k< Iogl +\/-2'M +3

qui est une borne similaire & celle obtenue dans ’algorithme d’Euclide centré (3].
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2.6. L’effet de 1’algorithme de Gauss sur Iorthogonalisée (u*,v*).
A la sortie de P’algorithme de Gauss, le vecteur v vérifie les deuk conditions
i) Jo] > Zlol
i) 0.< (o]u) < 2 (ulu)

La projection de v orthogonalement & u, égale par définition a v*, vérifie donc

412

7= Pous obtenons donc  |u*| < sjv*|

[v*]? > (}2 - i—)lu*|2 . Posant s =

. 4
Remarquons quesil’lona 1<t < V2 ,ona 3 <s?<4

2 . . . cp
La valeur s% =2, correspondant & la valeur t = 7_5 est usuellement choisie pour simplifier

les calculs.

2.7. La propreté d’une base.

L’idée la plus simple, pour rapprocher b de b* est de diminuer les coefficients de la matrice m
sans modifier ni b*, ni le réseau L(}) ; cela justifie la définition suivante qui reprend les notations
de 2.1:

Une base b = (b1, b1, ...,b,) est propre si la matrice m associée a tous ses coeflicients m;; .

pour j < { inférieurs, en valeur absolue, & 1/2.

Explicitons géométriquement cette condition: chaque vecteur b; se projette orthogonalement
sur I'’hyperplan H;_; a lintérieur du parallélépipéde rectangle construit sur les b; pour 5 < ¢ et

défini comme étant ’ensemble des vecteurs

(IR

—1 . 1
Za,- b; pour — 5 <9 <
J=1

Il existe un algorithme Totalement-Propre qui, étant donné un systéme b = (by, b2, ..., b,), le rend
propre; c’est une succession d’appels & Propre(t) qui généralise la seconde étape de ’algorithme
de Gauss ; cette procédure translate b; parallelement & chaque vecteur b; pour j < ¢ et ne
modifie donc ni b} ni L(b).

Algorithme Propre(1)
Pour 7 allant de¢i—1 4 1 faire
rj = {myl s
b,‘ = b,‘ - Ty bj';
Algorithme Totalement-Propre
Pour ¢ allant de 2 & n faire Propre(s);
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2.8. La réduction au sens de Siegel.
Le fait qu’une base soit propre ne garantit pas le fait qu’elle soit presque orthogonale; on sait
seulement pour le moment que la projection de chaque b;4 1 sur H; est assez petite. Pour pouvoir
minorer P’angle 8;11 que forme b; 41 avec le plan Hj, on a besoin de minorer en plus la projection
de b;11 orthogonalement & Hj, c’est-a-dire la longueur de b7 ;. C’est 'objet de la condition de
réduction de Siegel:

167,41 > % |bf| pourtout f§, 1<i<n-—1

Une base propre qui vérifie de plus la condition de Siegel pour le paramétre s est dite
s-réduite au sens de Siegel.
Cette condition est suffisante pour assurer la qualité de la base et pour majorer les défauts de

longueur et d’orthogonalité. On obtient les résultats suivants: .

sin(4;)| > et donc |b;] < [b¥| &' pour tout 1, 1<:i<n-—1
;]

i1
On en déduit

p(b) £ s*P=1/2 epaussi 720N < py(b) < 21 pour tout §, 1<i<n

2.9. La réduction au sens de Lovasz.

1l reste deux questions essentielles
i) Tout réseau admet-il une base réduite au sens de Siegel? Si oui, pour quelles valeurs du
paramétre s 7
ii} Si oui, existe-t-il un algorithme qui, partant d’une base quelconque b de longueur M d’un
réseau L de rang n, construise une base de Siegel du réseau L en un temps polynomial en
la donnée (n,log M)? Toutes ces questions vont recevoir des réponses positives. Puisque
P’existence et la constructibilité d’une base propre ne posent pas de problémes, la question
se résume ainsi:
Comment assurer la condition de Siegel ?
On va chercher & assurer une condition un peu plus forte : la condition de Lovasz. Nous avons
remarqué en 2.6. que P’algorithme de Gauss -en dimension 2- permet d’obtenir une inégalité sur
les orthogonalisés proche de la condition de Siegel ; précisons:
Soit P; orthogonal de H;_; dans H;;1 et B; le systéme (la “boite”) formé par les projections
u; et v; de b; et de b;yy sur P;. Par définition de b7, ;, on a b}, ; = v} . Si donc, on applique
’algorithme de t-Gauss aux systémes B;, nous obtenons, & la sortie, les trois conditions suivantes

valables pour tout 7, 1 <1< n-1:

. .y . 412
( les parametres t et s sont liés, comme en 2.6., par la relation s = - )

, 1
) 0< (vifws) < 5 (uilus)
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i) Jusl 2 7 Jod
i) Jui| < s v
La premiére condition est une condition de propreté; la troisieme est la condition de Siegel; la
deuxiéme est appelée condition de Lovasaz.
D’aprés le paragraphe 2.6. ,ona: i)+ ii) = i)+ iii} . Tout ceci justifie la définition suivante:
Une base propre qui vérifie la condition de Lovédsz pour le paramétre t est dite t-réduite au
sens de Lovasz.

et permet d’affirmer

. . [ 4t? (y
Soient s et t deux paramétres liés par la relation s = YT Une base t-réduite au sens

de Lovdsz est s-réduite au sens de Siegel.

3. ALGORITHME DE LENSTRA LENSTRA LOVASZ. [14]

Cet algorithme construit, & partir d’une base b de longueur M d’un réseau L de rang n , une
base t-réduite au sens de Lovédsz , en un temps polynomial en la taille de la donnée (n,log, M).
Pour t = 1, cet algorithme se termine sans qu’on sache, & I’heure actuelle, préciser davantage sa

complexité.

3.1. Les principales phases de 1’algorithme.
Cet algorithme se compose de trois phases principales :

- une phase d’initialisation; elle consiste essentiellement & calculer le systeme &* | la
matrice m et la liste £ formée des éléments & = |b}|?, par la procédure d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt décrit en 2.1. Ces deux derniers objets vont d’ailleurs &tre essentiels tout au long

de Palgorithme.

- des phases de translation des vecteurs b; parallélement & H;_1 qui s’effectuent par les
procédures Propre décrites en 2.7. Rappelons aussi que ces phases ne modifient pas le systéme
b*.

- des phases d’échange des vecteurs b; et byt afin de réaliser,

1) sur le systéme B; la condition de t-Gauss.
ii) et donc sur le systéme b* la condition de s-Siegel.
Le triplet (b*,m,£) est modifié lors de cet échange et nous devons en recalculer une partie, au

moyen d’une procédure Nouvortho que nous décrirons plus loin.

Le choix -translater ou échanger- se fait en effectuant le test de ’algorithme de ¢-Gauss sur

le systéme B; défini en 2.9 et ce choix est répercuté ensuite sur les vecteurs (b1,b2,...,5,) de la

base b.
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Remarquons d’abord que les vecteurs u; et v; du systéme B; se lisent sur la matrice m: ce

sont les vecteurs-ligne de la boite B; visualisée par un encadré ci-dessous.

b b, ... B PR

b [ 1 0 .. 0 0 .. 0)
bz may 1 o 0 0 e 0
m = me1 m;s ... 1 0 ... 0
bivr | Mit11 Miy12 ... Mipis 1 ... 0

b,-, \ mMnpg Y] PN My My 41 - 1 }

En particulier, nous avons les relations suivantes:

*

et donc les trois quantités intervenant dans l’algorithme de Gauss effectué sur B; se calculent

facilement en fonction de la liste £ et de la matrice m:

(vifus)

lwil> =& , |vif® =g +mi ;& et aussi =M1,
(uslu)

3.2. La description générale de 1’algorithme.

Algorithme LLL (t) ;

Donnée : une base b d’un réseau L de rang n de RP.
Résultat : une base b de L t-réduite au sens de Lovész.

Gram;
1=1;
Tant que ¢ < n répéter

1. Translater v; parallélement & u; et donc b;y1 parallelement & b; : calculer
ri = [mig1,5] et faire v := vg —ry w5 bipn == b1 — ri bi ;

2. Testersi |v;|® > 7 lus]? ;
Si oui la boite B; est réduite au sens de t-Gauss; faire:
Translater alors b;y; parallélement aux b; pour § < f au moyen de
Propre(i + 1);
Modifier I’indice ¢:=1+41;
Sinon faire:
Echanger b; et b;41 ;
Recalculer par la procédure Nouvortho le triplet (b*,m,£) ;
La boite B;_1 n’est plus nécessairement réduite:

Modifier éventuellement I’indice s8i f#1 alors s:=¢—-1.
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La variable t désigne un indice, I'indice courant de ’algorithme qui va varier de 1 & n — 1: c’est
le plus grand indice k pour lequel le systéme (b1, b2, ..., bx) est t-réduit au sens de Lovdsz. La
matrice m; formée par les ¢ premiéres lignes et les ¢ premiéres colonnes de la matrice m et la

liste formée par les ¢ premiers termes de la liste £ ont déja les formes souhaitées.

On considére alors la ¢ + 1-2me ligne de m, représentant le vecteur b;; 1 et on effectue les
opérations de translation ou d’échange suivant le résultat du test de t-Gauss.

1l reste & préciser maintenant la procédure Nouvortho.

3.3. Les modifications de 5* de £ et de m effectuées dans la seconde étape.

Si le test est positif, ni * ni £ ne sont modifiés; seule la ¢+ 1-&8me ligne de la matrice m est
remplacée par une combinaison linéaire de la ¢ + 1-éme et des lignes précédentes, conformément
4 la description de la procédure Propre(i + 1) .

Si, par contre, le test est négatif, I’échange des vecteurs b; et b;1; dans le systéme b modifie
les deux vecteurs b; et b}, ;. Soit (5,5‘,7‘7‘1) le nouveau triplet recalculé par la procédure
Nouvortho :

v; est la projection de b; = bi+1 sur P;: on adonc 8: = vy 5:-+1 est' la projection de I;,-.H = b;
orthogonalement & H; et donc la projection de u; sur 'orthogonal de v;.

On a donc le schéma suivant:

i+1

On obtient aussi les formules suivantes:

Mit1,i = Mip1 oil?

Tx A A *
( i+1> _ (—m,-ﬂ,,- 1- mMitys m.‘+1,i> b¢+1
b 1 Mit1,s b

qui permettent de recalculer les colonnes § et § 4 1 de la matrice m et les éléments ¢ et 1+ 1 de
la liste £,

et aussi
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3.4. Le nombre de tours effectués par ’algorithme.

L’indice ¢ est un indice qui croit si le test en 2. est positif et qui décroit si ce test est négatif.
On va d’abord majorer en fonction de ¢,M,n le nombre de fois k_ oit 'on passe en 2. avec
un test négatif; Cette majoration suffira & conclure car le nombre de fois k. ol 'on passe en 2.
avec un test positif vérifie : -

k+ S k_+ﬂ—-1

Le nombre total k d’itérations de Valgorithme vérifiera donc k < n -1+ 2k_

Comme dans I’étude de la complexité de la procédure Gram étudiée en 2.1 | c’est la quantité

définie dans ce paragraphe 2.1 qui va jouer un rdle essentiel. Remarquons qu’a chaque passage
en 2, avec un test négatif, avec une valeur de ¢ donnée:

- les réseaux L; pour § < ¢ et pour 7 > ¢+ 1 ne sont pas modifiés; donc les d; correspondants
non plus.

- par contre le réseau L; est modifié et son déterminant de Gram également;

$ t—1
On avait précédemment: d; = H (62 = |usl® H [67]% ;
7=1 =1

i i1
On a maintenant : d; = H 132 = |vsl? H b2
=1 i=1

Le test de t-Gauss étant négatif, on en déduit que

- 1 A 1
d,'<2-2—d,‘ et donc D<2—2—D

D’autre part, lors de chaque passage en 2. avec un test positif, aucun des réseaux L; n’est
modifié. Donc D reste inchangé lors de cette étape. Finalement, D décroit tout au long de

Palgorithme, et:

au départ,ona : D < Mrn-1)

a larrivée,ona: D>1

n{n—1)

On obtient donc la majoration : k_ < log, M
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3.5. La complexité de Palgorithme.
1l reste & borner la taille des nombres apparaissant dans I’algorithme en fonction de la donnée
(n,log M) .

11 est clair que les nombres £; sont des rationnels dont numérateur et dénominateur décrois-
sent tout au long de I’algorithme.

Par contre, la situation est moins claire pour les entiers |b;|? et la matrice rationnelle m :
en effet, tout se passe bien en projection sur les plans P; , mais, lors du relévement, méme choisi
de maniére minimale, on ne peut affirmer que la taille de ces quantités décroissent.

Un peu de technique, que nous ne développerons ici, permet de montrer que les majorations
suivantes ont cours tout au long de l’algorithme -y compris dans les phases de reléevement- :

On a toujours :

[mij| < fbel\/;i-,' et aussi |b;] < V2n M

et donc |my;| est un rationnel dont la taille des numérateur et dénominateur est majorée par
une quantité polynomiale en (n,log M).
Les opérations effectuées sur ces nombres sont trés simples:
calcul d’entier le plus proche ‘
élévations au carré.
On déduit de tout cela le théoréme suivant:
L’algorithme de Lenstra, Lenstra, Lovdsz, associé au paramétre t construit, & partir
d’une base b de longueur M d’un réseau L de rang n, une t-base réduite au sens de

Lovész en un temps polynomial en (n,log, M)

3.6. Le cas particulier de la valeur ¢t = 1 du paramatre t.

On ne sait pas prouver la complexité polynomiale de I'algorithme LLL(1) . On conjecture
actuellement que le nombre d’itérations de cet algorithme est encore polynomial en la taille de
la donnée (n,log M). Plusieurs arguments plaident en la faveur d’une telle conjecture :

- Lagarias et Odlyzko [12] ont effectué une étude expérimentale de cette conjecture : en
pratique, le nombre d’itérations de LLL(1) ne dépasse pas trois fois le nombre d’itérations de
LLL(t) pour 2 = 4/3 , valeur usuelle du paramétre. |

- Nous avons montré en 2.5 combien le nombre d’itérations de 1’algorithme de t-Gauss

dépendait faussement du parametre ¢.

3.7. La pratique de I’algorithme.

Le succes de l'algorithme provient aussi de la simplicité de sa mise en oeuvre : cet algorithme
est plus simple & programmer qu’a comprendre , ce qui n’est pas si usuel pour un algorithme !

Toutes les opérations de l’algorithme s’effectuent sur le systéme b ou sur le triplet (6*,m, £);
il est d’ailleurs facile de se convaincre que b* doit &tre seulement calculé lors de Pinitialisation,
et qu’il n’est plus nécessaire, ni de le conserver, ni de le mettre a jour ensuite. On peut donc

seulement travailler sur les trois données b, m, £.
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Nous montrons maintenant comment des adaptations simples de I’algorithme LLL permettent
de résoudre de maniére satisfaisante des problémes pratiques de base:

- trouver une base d’un réseau

- trouver des relations linéaires entieres.
On peut conéulter [20] si on veut avoir une idée plus précise de la pratique de toutes ces implé-

mentations.

3.8. La recherche d’une base d’un réseau donné par un systéme de générateurs. [5]

Soit b = (b1, b2, ...,bs) un systéme de générateurs d’un réseau L de rang s; on veut trouver une
base du réseau, pour pouvoir calculer, par exemple, le déterminant du réseau. L’idée est de faire

“comme si” les b; étaient indépendants.

On peut en effet généraliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt & un systeme
de vecteurs non indépendants : on obtient un couple (b*, £) et une liste I formée des indices ¢
pour lesquels b} et donc & sont nuls. Par définition , le réseau L' est le réseau engendré par
le systéme {b; /i & I} qui, par définition est un systéme de vecteurs indépendants : les deux
réseaux L et L' engendrent bien sfir le méme espace vectoriel de dimension s et L’ est inclus
dans L; on a donc d(L) < d(L')

L’idée est alors de faire décroitre les indices ¢ € I, jusqu’a ce qu’ils soient tous au début; alors,
les deux réseaux seront les mémes et le systéme des vecteurs correspondant aux indices finaux

sera le systéme cherché.

Pour cela, on utilise un algorithme LLL modifié, dont la structure générale est proche de

celle de Palgorithme initial:

Algorithme Construction de base ;

Donnée : un systéme générateur b = (b1, by, ...,b,) d’un réseau L de R?.
Résultat : une base b de L.

Gram,;

g:=0;

Pour 1 € I répéter
g:=q+1

Pour j allant de ¢ — 1 & ¢ faire
1. Tant que £; # O faire
Translater v; parallélement & u; et donc b, parallelement a b; ;
Echanger b; et bj41 ;
Recalculer par la procédure Nouvortho le triplet (b*,m,¥) ;
2. Translater alors b;;; parallélement aux bx pour k < 7 au moyen de Propre

(G+1).

Dans la procédure d’initialisation, on calcule les colonnes d’indice 1 ¢ I de la matrice m comme
H
précédemment. Les colonnes d’indice ¢ € I seront, par convention, égales & celles de la matrice

identité correspondante.
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Puis on procéde 14 aussi par une succession d’échanges et de translations, mais uniquement sur
les boites B; associées a un indice ¢ vérifiant 141 € I; pour ces indices-13, ces boites contiennent
deux vecteurs u; et v; colinéaires: puisqu’ elles sont “aplaties”, ’algorithme de Gauss y coincide
avec l’algorithme d’Euclide centré, et la procédure Nouvortho est juste un échange entre u} et
v}. L’étude de la complexité de cet algorithme est assez proche de I’algorithme classique. La
quantité qui décroit ici tout au long de Palgorithme est la suivante :
Do=]]2" [Tmi=]]2 «z)
el gl i€l

Lors de chaque boucle interne, la partie I n’est pas modifiée, mais L', lui, est modifié par
I’échange des vecteurs de la boite et d(L’) est divisé par 2. Lors d’une boucle externe, L’ n’est
pas modifié, mais, par contre, un indice ¢ € I diminue d’une unité: c’est au tour de la premiére
quantité d’étre divisée par 2.

Nous remarquons donc que le nombre d’itérations de I’algorithme est une fonction linéaire de n

- a s fixé, alors qu’il était quadratique dans ’algorithme classique..

3.9. La recherche d’une relation linéaire courte entre n vecteurs de ZP.

Soit y = (y1,Y2,.--»¥n) le systéme formé par ces vecteurs, Y la matrice dont les colonnes sont
les y;. Soit z = (z1, 232, ..,z,) le systéme formé par les lignes de la matrice Y et L le réseau de
Z"™ engendré par z qu’on suppose de rang q (¢ < p). On veut construire un vecteur court de ce
qu’on appelle le réseau des relations c’est-a-dire le réseau R des vecteurs v = (v, vg,...,v,) de
727 vérifiant "
Zv; yi =0 et donc (v|z;)=O0pourtout { 1<¢<p
i=1
On procéde de la maniére suivante:
1. On construit une base b = (b1, b2, ..., b,) du réseau Z™ tel que les ¢ premiers vecteurs de
b engendrent le méme Q-sous-espace vectoriel H que z. '
2. Les derniers n — q vecteurs de la base ¢ = (cy, ¢3, ..., ¢,) duale de la base b sont alors une
base du réseau des relations.

3. Il reste alors & chercher un vecteur court de ce réseau.

Il est clair que LLL résoud ’étape 3. Il est vrai aussi qu’un algorithme assez semblable a celui
du paragraphe précédent permet de résoudre la premiére étape:
Partant de la base canonique b de Z", nous définissons

1. le systéme b* formé par les vecteurs b} , projections des vecteurs b; orthogonalement aux
sous-espaces K;_ 1 = H + H;..;

2. le couple (m, £) et la pértie I correspondant dont le cardinal est ¢, dimension de H
Travaillant alors sur le triplet (b*,m,£), nous cherchons par une succession d’échanges et de
translations a faire décroitre les indices 7 € I jusqu’a ce que I = {1,2,...,,¢} : nous avons ainsi

obtenu la base b cherchée.
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4. LE CHAMP D’APPLICATIONS DE L’ ALGORITHME

1l s’agit de montrer ici comment I’algorithme LLL permet de résoudre de maniere satisfaisante
les problémes internes a la théorie des réseaux mais aussi beaucoup d’autres problémes externes.

Les applications internes, les trois premiéres, permettent de résoudre polynomialement, a
dimension fixée, les problémes difficiles de la théorie.

Les applications externes, au moins les trois premiéres d’entre elles, sont si essentielles en
algorithmique qu’elles ont été un moteur puissant pour I’élaboration méme de I’ algorithme
LLL.

Les derniéres ont agi aprés coup en utilisant ’algorithme déja existant.

Cet exposé ne prétend pas & exhaustivité sur ce sujet : on veut juste donner un apercu de

Pimportance de 'utilisation de cet algorithme.

4.1. Le vecteur le plus court du réseau.

Le premier vecteur b; de la base réduite obtenue est assez court, grace a la majoration du
premier défaut de longueur d’une base s-réduite au sens de Siegel. Pour les valeurs usuelles des

paramétres s et £, on obtient:
ba* < 2°7MA(L)

Nous verrons plus tard comment ce vecteur b; peut jouer, dans les applications, le méme role

que le vecteur A1 (L), méme s'il est en général plus long que lui.

Ici, nous nous posons la question:

Comment, & partir d’une base réduite au sens de Siegel, trouver A{(L) ?

Rappelons qu’a ce jour, aucun algorithme polynomial n’est connu pour résoudre ce probléeme. 1l
existe essentiellement trois algorithmes de complexité décroissante mais de complication crois-

sante, tous trois essentiellement diis 4 Kannan.

Le premier opére une simple mais longue recherche systématique. Exprimant A;(L) dans la base

b, sous la forme Ay(L) = Z [:b; , les formules de Cramer donnent :

=1

ﬂ' — det (bl,bz,...,b,‘_l,Al(L),b,‘_l.]_,...,bn)
! det (bl,bg,...,bn)

En utilisant Pinégalité d’Hadamard, et la définition de A;1(L), on obtient: [8;| < p(b)
Puisque b est de Siegel, le défaut d’orthogonalité p(b) est majoré et on obtient:

p(b) < on(n=1)/4 4n en déduit : 18] < 2n(n—1/4 pourtout 1 1<i<n

On en déduit donc un algorithme qui doit calculer la longueur de 27° vecteurs du réseau.

Le second procéde de maniére récursive en utilisant un argument géométrique assez simple: la

longueur |b},| mesure la distance entre deux hyperplans consécutifs du réseau paralléles & H,_1.



Or, puisque b est s-réduite au sens de Siegel, ces hyperplans sont assez “espacés” et on a, d’apres

le paragraphe 2.8:
1

sn—l

1 .
1bn] > = |bn| et donc |bn| > A (L)|

Par conséquent, A;(L) ne peut se trouver que dans un petit nombre d’hyperplans de direction
paralléle 3 H,_; ( ce “petit” nombre est de 'ordre de 2s"~! ) : on projette successivement
dans ce nombre fini d’hyperplans affines, et dans chacun d’eux on peut utiliser le méme genre
d’arguments car P’inégalité précédente est vraie quand on remplace n par n —1 et Ay (L) par ses
projetés dans ces hyperplans.

On obtient ainsi un algorithme qui considére 2*s"("=1)/2 vecteurs du réseau. Du fait que cet
algorithme est affine et non pas vectoriel comme les deux autres, nous y reviendrons dans le

paragraphe suivant 4.2.

Le troisieme [9] construit, & partir d’une base réduite au sens de Siegel, une base réduite au sens

de Korkhine-Zolotarev : nous y reviendrons dans le paragraphe 4.3.
4.2. La recherche du vecteur d’un réseau L le plus proche d’un point donné N.

Rappelons que 'on sait que ce probléme est NP-dur.

Il existe pour le résoudre un algorithme dii & Babai [1], qui reprend les mémes principes
que le second algorithme de la section précédente et qui a l]a méme complexité.

Par contre, si on cherche seulement un point “assez” proche, on posséde un algorithme

polynomial, fondé aussi sur les mémes principes, qui trouve un point A du réseau vérifiant

d(N,A) < 20*~V/2 (N, L) ob, par définition, d(N,L)= Min { d(N,A)/Ac L}

4.3. Les autres réductions.

Nous avions mentionné dans la section 1. les réductions au sens de Minkowski et au sens de

Korkhine-Zolotarev.

Il est prouvé que la premiére réduction est NP-dure. Helfrich-Just [6] a cependant con-
struit a dimension n fixée, un algorithme polynomial, qui, partant d’une base réduite au sens de
Siegel, détermine une base réduite au sens de Minkowski. En dimension 3, on peut également
construire un algorithme polynomial qui, généralisant exactement I’algorithme de Gauss, con-
struit directement une base réduite au sens de Minkowski, sans réduction préalable au sens de
Siegel [19].

La seconde réduction a la méme “dureté” que la recherche du plus court vecteur. Bien
que cette réduction soit donc moralement NP-dure, nous avons déj2 mentionné en 4.1 qu’un

algorithme de Kannan [9] résoud le probléme polynomialement & dimension n fixée.



4.4. La factorisation des polynémes a coefficients entiers.

L’idée fondamentale est la suivante :

Etant donné un polyndme f(X) & coefficients entiers de degré n et de longueur M(f) =
max |f;| et une assez bonne approximation d’une racine  de f on peut déterminer k le polyndme
minimal du nombre algébrique a qui est par définition un facteur irréductible de f
L’approximation & de « sera

soit complexe et obtenue par ’algorithme de Newton [10].

soit p-adique, et obtenue alors par I'algorithme de factorisation mod p di & Berlekamp suivi
d’un relévement par le lemme de Hensel [14].

Si Papproximation est suffisamment fine, on peut alors appliquer un principe de séparation qui
affirme : il existe § dont la taille est polynomiale en la taille de la donnée (n,log M) tel que les
deux propositions soient équivalentes :

i) g est multiple de h

i) |g(a)] <& (la valeur absolue est archimédienne ou p-adique selon le cas envisagé)

Dans le premier cas, la proposition ii) incite donc & chercher un vecteur court du réseau L

engendré par les lignes v; ( 0 <7< n) de la matrice

¢ 0 0 1 O
o C 0 ... 0 ﬂ]_ 1
0 0 0 ... C fBn 7n

ol B; = R(&*) , v = ¥(&*), et C est une constante dépendant polynomialement de M(f) et de
8.

On montre effectivement qu’en appliquant l'algorithme LLL a la matrice ci-dessus, on peut

construire exactement h: le premier vecteur de la base réduite obtenue, mis sous la forme

n n
v = Z h; v; permet de construire le polyndme h sous la forme h = Z h; X*
i=0 i=0

Dans le second cas, on considére un nombre premier p, et on détermine, par ’algorithme de
Berlekamp, un polyndme ¢ de degré m vérifiant les deux propriétés:

i) g mod p est irréductible dans F,[X]

ii) g mod p divise f mod p dans F,[X]
On choisit alors une puissance de p, suffisamment grande, de la forme p et on “reléve” g mod p
en un polyndme g mod p®. Nous cherchons alors un polyndme h € Z[X] de degré inférieur ou
égal & ¢ tel que:

i) h soit un facteur irréductible de f dans Z[X]

ii) A mod p* soit un multiple de g mod p*
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Nous travaillons donc dans le réseau
L={¢eZX] de degré q / ¢ = p'b + ag pour a et b€ Z[X] }

qui admet la base V = {p%, pX,p*X?,...,ptX™ 1,9,9X,9X2,..,9X9 ™} . Remarquons donc
que si p? est suffisamment grand, en fonction de la hauteur de ¢ qu’on sait borner en fonction
de celle de f, les vecteurs courts de L auront, dans la base V, leurs m premiéres composantes

nulles et seront donc des petits multiples de g.

4.5. Les approximations diophantiennes simultanées.

Le probléme & résoudre est le suivant:
Soit (ay, 0z, ...,,) un n-uplet de nombres réels. On cherche n nombres entiers (p1, pz, ..., Pn)
et un nombre entier q tels que les n nombres rationnels (pi1/q,p2/q,...,pn/q) soient de

bonnes approximations des nombres donnés.

On connait une réponse & cette question, due a Dirichlet, fondée sur le théoréme de Minkowski,

et donc non constructive:
Pour tout n , pour tout n-uplet (oy,0s,...,a,), pour tout couple (¢, Q) vérifiant € > O et

Q@ > €7 ", il existe des entiers (p1, p2, ..., pn) et un entier ¢ vérifiant
0<g<Qet |ga;—p;| <€ pourtout i, 1<i<n

Lagarias {11] a pu donner une version approchée mais constructive & ce théoréme en appliquant

Palgorithme LLL au réseau L engendré par les lignes v; de la matrice

1 0 O 0 0
6 1 © 0 0
0 0 1 0] 0
A=1 . . . .
0 o6 o ... 1 0
) Qg Q3 ... Qpn G/Q

La encore, le premier vecteur de la base réduite obtenue , mis sous la forme

n ’o '
v= Z P v; +q'vay1 permet de construire une bonne approximation (%, Z—f, .y %’,—'-)

=1
On peut préciser le théoréme constructif obtenu avec ’algorithme LLL associé & la valeur usuelle
du parameétre: _
Pour tout n , pour tout n-uplet (a1,az,...,a,), pour tout couple (¢, Q) vérifiant € > 0 et

2 . . . , e
Q@ = 2™ €™, on peut construire des entiers (p{, p, ..., p},) et un entier ¢’ vérifiant

0<q¢ <Qet |go;—p;| << pourtout ¢, 1<i<n
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4.6. La programmation linéaire en nombres entiers.

Le probléme principal est le suivant:
Etant donné un polytope P de R™ de volume non nul, déterminer les points de coordonnées
entiéres situés & lintérieur de ce polytope.
On sait que ce probléme est NP-dur en général. Mais, 14 encore, on peut chercher un algorithme
qui soit polynomial quand la dimension n est fixée. C’est la démarche de Lenstra [15], assez

analogue au second algorithme de 4.1.

On commence par considérer que P est un ellipsoide, puis on se rameénera a ce cas, en
coincant un polytope entre deux ellipsoides.

Soit f la transformation linéaire qui transforme P en une sphére unité S. Soit L le trans-
formé du réseau Z™ par f. Le probléme est alors transformé en le suivant:

Déterminer les points de L situés a 'intérieur de S
On réduit le réseau L en lui appliquant Palgorithme LLL: on obtient ainsi une base (b1, b2, ...,b5).
Puis, on procéde de maniére récursive, en bornant le nombre d’hyperplans affines paralléles &

H, 1 qui rencontrent la sphére S.

4.7. L’attaque du systéme de Merkle-Hellmann.

Le systéme de cryptographie de Merkle-Hellmann est fondé sur la difficulté du probleme dit du
“sac & dos”
Soient n entiers positifs a; -les paquets- et un entier M -le sac-, trouver un élément X =

(zi)1<i<n élément de {0,1}" solution de I’équation

n
E a; Ty = M
=1

Quels paquets doit-on mettre pour pouvoir remplir exactement le sac ?
Ce probléme est facile quand la suite a; est super-croissante : a; > Za,-.
i<t
On peut P'utiliser dans un systéme de cryptographie dont la clé publique est le systeme des a;:
étant donné un message formé du mot X, on le code en M. Alors, de deux choses I'une:

- si la suite n’est pas super-croissante, personne ne peut décoder

- si elle est, tout le monde pourra décoder!

On utilise une suite super-croissante, dont on cache la super-croissance en lui appliquant une
transformation @ — va mod u : le couple (u,v™!) sera alors la clé secréte qui permettra le
décodage.

Cependant, ce systéme n’est pas sfir: Shamir [16] a montré qu’on pouvait retrouver cette clé et

donc briser le code, en utilisant un vecteur assez court d’un réseau bien choisi.



4.8. La prédictibilité de la suite des bits produits par le générateur congruentiel
linéaire.

Le générateur pseudo-aléatoire le plus célebre est sans doute le générateur linéaire congruentiel:
on choisit un module m et un multiplicateur a, premier avec m, et une donnée z; de départ;

puis on considére la suite (z;) définie par
Ziy1 =a z; modm

Stern [18] a montré, en améliorant les résultats de Frieze {2] que, m&me si aucun des paramétres
n’est connu, la suite y; formée par une proportion “assez grande” des bits dominants des z; est
prédictible et donc que le générateur n’est pas cryptographiquement sfir. On travaille dans les

réseaux X et Y engendrés respectivement par les vecteurs

iyl — T¢ Yit1l — Ys
Ui = | itz — Zi41 et vi= | Yit2 — Vi41
Ti43 — Tig2 Yit3 — Yit2

Les k premiers vecteurs v; étant donnés, on trouve, par I’algorithme 3.9 une relation entiére

courte entre eux de la forme
k
E )\,‘ vy = 0
=1

k
On déduit de cela que le vecteur Z A¢ u; est un vecteur tellement court du réseau X ... qu’il
=1
est nul.

Si k est bien choisi en fonction de la taille présumée des données, on construit ainsi un polyndme
k

P défini par P(t) = Z ); t* et vérifiant P(a) = 0 mod m
=1
Si on réitére cette construction, on détermine ainsi une suite de £ polynémes P; qui appartiennent

tous & un réseau L de base
q0o(t)=m et ¢(t) =t'—a* pourt 1<i< k

Le réseau L a comme déterminant le nombre m cherché. On peut, par algorithme 3.8, trouver
le déterminant /i du réseau engendré par les P; . 1 est un multiple de m qui décroit rapidement

quand £ augmente; on déduit done la valeur de m puis ensuite une valeur trés probable de a.

4.9. Quelque autres applications...

Kaltofen (8] a utilisé I’algorithme en dimension 4 pour écrire un algorithme qui détermine le
pged de deux nombres d’un corps quadratique principal mais non euclidien.
Landau et Miller [13] ont utilisé I’algorithme pour résoudre algorithmiquement la solvabilité par

radicaux d’une équation polynomiale.
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