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Je tiens & remercier Monsieur M. Raynaud pour

1' aide constante qu' il m' a apporté dans ce travail,



Ce travail consiste en deux -parties portant sur des sujets
entiérement distincts.

Dans la premiére, on améliore un théoréme de T. Matsusaka et
D. Mumford ([8]) sur la spécialisation des variétés polarisées,
puis on montre par des contres exemples que 1l' on ne peut plus guére
améliorer ce résultat.

Dans la seconde, on généralise un théoréme sur la contraction
de certaines courbes'd' une surface minimale de type général, du cas
oﬁvla base est un corps algebriquement clos de caractéristique zéro

au cas d' une base réduite connexe de caractéristique zBro quelconque.

1- Spécialisation des variétés polarisées

Dans 1.1, on rappelle la théorie des transformé& quadratiques
d' un anneau local r&gulier le longAd' une valuation de son corps des

fractions, selon S. Abhyankar ([1]).

1.1~ Transformés quadrafiques et extensions réglées

Définition 1. Un corpsKest une ertension réglée d' un corps k

s' il existe un corps T compris entre les deux, tel que Tsoit une.

extension de k de type fini, et que K soit une extensidn transcendante

pure de T de dexré de transcendance strictement positif et fini,

Dafinition 2, Soit R un anneau loczal intégzre de dimension n

M son idéal maximal, Ksoncorps des fractions, v une valuation sur K

dont 1' anneau RV contient R et a nour idéal maximal Mv tel aque va1R =‘M,

Soit enfin d le degré de transcendance.de RV/Hv sur R/M. On dit gque

v est un diviseur premier pour R si d = n - 1.

Définition 3. Avec les notations de la définition 2, supposons

..eX, une base minimale de M. -Supposons

n

R régulier , et soit x ’ Xé,
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par exemple v(xl)<§ v(xi), pour tout i tel gque 1 < i < n., Soit alors

A=R [xz/xl, x3/xl, ...,xn/xl], p=ANM ,-et S = Ap. Alors, S est

appelé premier transform& guadratigue de R leilong de v,

Lemme 1. Avec les notations de la dé&finition 3, si.1l' on note

n 1' idéal maximal de S, Sest un anneau local régulier de dimension

m<n, tel queESCRVJ,MVr\ S =17, et si d est 1le degré de transcendance

de RV/Mv par rapport & R/Mj; d' celui de RV/Mv par rapport 4.S/m, on a

n-n=d--4a',

<< Soit &K = R/M [x2, XB, ...,Xn], od X5, ...,X sont des indé-
termindes. On a unisomorphisme A ceA/(xl A). Soit p = p/(xl'A). Alors,
Kﬁ est un anneau local régulier de dimension h < n-1. Soient §2, "”§h+l
engendrant .1' idéal pdans Kﬁ , et soient des'y, (i=2, voey h + 1)

~appartenant aux classes résiduelles des ii déns.S. Alors, X990 Yor eeenVy g

engendrent n dans 5, et la dimension m de S, qui est égale 4la hauteaur
de m, est &gale élé hauteur de p plus ‘1, soit h + 1. Par cOhséquent,
S.est‘régulief et 1' on a ‘m=h + i'ﬁln -1+1-= n., Puisque n N\ R = M,
on a : R/Mf: S/n C.RV/MV; Or, le degré de transcendance de S/n par
rapport 4 R/M est &gal au degré de transcendance du corps des fractions

de X/p par rapport 4 R/M soitn -h - L = n - m. >>

Lemme 2, Soit R un anneau.locai-régulier de dimension n

(n>1), M son idéal maximal., Soit K son corps des fractions et v

une valuation discréte de K qui est un diviseur premier pour R. Alors, la

suite quadratigue le long de v partant_de'R est finie, i.e. si 1' on

‘pose R = RO’ et si 1'on désigne par Ri+lAle premier transformé gquadra-

tigue de Ri le long de v, alors pour un certain h, Rh est de dimemsion

1l et &gal & R_.
v
<< Tout d' abord, si la suite est effectivement finie, Rh est

un anneau local de dimension 1 ( Lemme 1 ), donc un anneau de valuation



discréte. Or, Rhc: Rv et Mv(\ Rh = Mh. Dgnc, Rh = Rv'
Supposons maintenant la suite infinie, RyCR,C ... CR, C...
Alors, d' aprés le lemme 1, il existe un entier s tel que 1' on ait

t
la dimension a de,RS est strictement supérieure & 1, car Rs admet un

i = j = . . R = -
dim R dim R, = a et deg. tr Rt/Mt v/MV = a - 1 pour t > s. De plus,
transformé quadratique. Par conséquent, le degré de transcendance de
RV/MV par rapport & RS/MS, soit a - 1, est strictement positif.
Soit maintenant S = UR., et ¥ = U, ( ot M. est 1' ideal
71 I i i
maximal de Ri ).Alors, S est un anneau local d4' idéal maximal N,
et de plus, pour tout i, Ri/Mi = S/N. D' aprés lellemme 1, si t > s

R est algébrique sur Rt/Mt.~Par conséquent, S/N estvalgébrique

t+l/Mt+l
sur Rs/Ms' Donc, si 1' on prouve que S = Rv, on aura obtenu une contra-

diction.
i = =V' :U = i i
Puisque M_NS Mv(\( v Ri) i( Mv(\_Ri) Yy M, =N, il suffit
pour cela de montrer gue S est un anneau de valuation discréte. N est

engendré par des éléments x eeey X.y o..que 1' on peut choisir

1t %20 j

parmi les générateurs.des Ri utilis&s dans la démonstration du lemme 1.
De plus, puisque v est une valuation-discréte,_qn des xj.est de valuation
1 Par conséquent, par construction de 3, Xj/xl
et est principal. De plus, S

minimum, disons x appar-

tient 4 S. Donc, N est engendré par Xy
n' est pas un corps car R.C:S'Cijtg K, ofl K est le corps des fractions

de R. Donc, S est un anneau de valuation discréte., >>

Proposition 1. Soit R un anneau local régculier de dimension

n {(n>1), et M son idéal maximal. Soit K son corps des fractions

et v une valuation discréte de K qui est un diviseur premier pour R,

So0it enfin Rv 1' annezu de la valuation v, et Mv 1' idéal maximal de

Rv. ﬁ_LJ_:ors,'Rv/MV est une extension réglée de R/M.

N.B, . En fait, on peut montrer que v, &tant un diviseur

premier pour R, est obligatoirement une valuation discréte. ([1])

<< Soit R C R, C ... CR_JCR = Rv’ la suite quadratique



btudiée dans le lemme 2. On note Mi 1' idéal meximal de Ri' Soit

T = Rh—l/Mh—l’ et soit d la dimension de R Alors, on a 4 > 1.

h-1°

Soit Xl’ x2, erey Xd une base minimale minimale de M

-1, telle que pour
tout j > 1, on ait v ( X, ) <v ( xj ). Soit A = Rh_l[x2/xl, ceey xd/xl]
et p= AN M _. On a encore A/(xiA):: T[YZ’ ceos Yd] =k, Soit p = p/(xlA)
Alors, la hauteur de p est égale 4 la dimension de R, moins un, soit

‘4 zéro. Par conséquent, P est égal 4 (0). Ainsi, Rv/Mv = KE/(EKﬁ)

est isomorphe 3 T(Y2, ...,Yd). Rv/Mv est donc bien une extension
transcendante pure de T de degre de transcendance strictement positif

et fini. De plus, T est une extension de R/M de type fini, comme on

le voit par récurrence, en remarquant que , si S, d' idéal maximal =,

est le premier transformeé quadratique de R, le degré de transcendance

de S/m par rapport & R/M est fini., =

Définition 4. On dit gu' un schéma algébrique intégre sur

un corps k est réslé si son corps de fonctions rationnelles I est

une extension réglée de k.

1.2.—- Spécialisation des variétés polarisées normales non

réglées
Dans 1.2., on améliore le théoréme 2 de [8].

Lemme 3., -Soit S un trait 4' anneau R, 1 et s respectivement

les points génériocue et fermé de S, et L le corps résiduel de R, Soit

X un S-préschéma localement noethérien, plat sur S,Vde type fini, &

fibres réguliéres en leurs points génériques. Alors, 1l'anneau local

du point générigue 4d' une composante'irréductible de la fibre spéciale

Xsest un anneau de valuation discréte plat sur R.

<< ©Soit z le point générique d' une composante irréductible
de la fibre spéciale, Il suffit de montrer que OX 2 est régulier,
b4

de dimension 1, et »lat sur R. D' aprés E.G.A, 0 16.3.9., on a:



dim OX Z'S dim OS s = dim R = 1.  Comme z n'est pas point générique
? - ’
de X; on a de plus : dim .0, _ > O, Par conséquent, dim O, = 1,
X,z K42

De plus, la fibre spéciale XS est réguliére en z, S est régulier

en s, et ona ! 1l=dim O =1+ 0=4dim R + dim O Donc,

X,2
d' aprés E.G.A, OIV 17.3.3.,

X ,2°
S’

OX z est régulier et R-plat. >>
4

Notation ¢ Dans toute la suite du paragraphe 1, on

considérera un trait S d' anneau R, et on notera n et s respectivement

les points générigue-et fermé de S, et k et L respectivement les

corps des fractions et corps résiduel de R,

Proposition 2. Soient X et Y deux S-schémas noethériens,

irréductibles, propres et ayant la propriété (Rl) ( E.G,A, IV 5.8,1.).

On suppose les composantes irréductibles des fibres spéciales XS

et YS non réglées sur L. Alors, si les fibres générigues Xn et Yn

sont birationnellement é&quivalentes, il existe un ouvert U de X

( respectivement un ouVert V de Y ) contenant les points générigues

de XS ('respectivement'de_YS ) , et un S-isomorphisme de U dans V

gui prolonge 1' isomorphisme donné sur. les fibres généricues,

<< Soit Tﬂ ' Xn ﬁ anle graphe de la correspondance
birationnelle entre Xn et Yn? T 1' adhérence schématique de Tn dans
X % Y, et TS la fibre spéciale de T. Soit Y le point génériqu¢
d' une composante irréductibleide Ys' Puisque Y posséde la propriété

(Rl)’ OY est un anneau de valuation discreéte, d' aprés le lemme 3.

?
o
T ¢tant un fermé de X % Y, puisque X est propre suxr S, T est propee

' . De plus uisgue
Y!yo Y:.Yo p b p q

Tn est le graphe d' une correspondance birationnelle entre Xn et Yn,

sur Y, et T % Spec O est propre sur Spec O

sur Spec O est

Y,yo , Y,yo

birationnel. Comme il est aussi & fibres finies, c¢' est un isomor-

le morphisme projection de T % Spec. O

.phisme d' apreés E.G.A, III 4.4.2.. I1 y a donc un point générigue

et un seul de TS au dessus de Yor Que nous noterons to. On a donc



un .isomorphisme de OY,y sur OT,t . Soit xola projection de to sur X.
0 o

Supposons que 1' on ait prouvé que la dimension de OX X est
14
_ o
égale 4 un. Alors, on en déduira de la méme fagon gque O

X,x est
o]

, donc 4 O . En effectuant le méme raisonnement
Tyto . Y’yo

pour tous les points génériques des composantes irréductibles de Ys’

isomorphe & 0O

‘on déduit que toute composgnte irréductible de Ys est birationnellement
¢quivalente & une composante irréductible de Xs. Le méne réison—
nement appliqué & X achéve donc la démonstration , puisqﬁe.XS et YS

n' ont qu' un nombre fini de composantes'irréductibles, et que

X et Y sont séparés. Il reste donc &montrer que la dimension de OX
14

o}
est égale 4 un.
Posons n = dim ( Oy ). D' aprés le lemme 3 et
, .
0 .
E.G,A, IV 6.3.3., OX x est de Cohen-Macaulay, donc universellement
. ? o) :
. ' L] . — - — _ .

caténaire et 1' on a. dim (OT,tO) = dim (OY’yo) =1 = dim (OX,x ).

. (o) _

- a4 trk(xo)k(yo).

Donc, v est un diviseur premier pour O . D' aprés la proposition 1

X,X -
0
et la définition 4, si n > 1, 1l'adhérence de Y, dans Ys est donc une

variété réglée, ce qui est contraire & 1! hypbthése. Donc n =1, >

Théoréme 1. Soient X et Y deux S-schémas noethériens,

irréductibles, normaux et projectifs. on suppose gue les fibres

spéciales Xs et YS sont irréductibles et non réglées sur L, et

qu' il existe un isomorphisme h de Xn sur Yn. De plus, on suppose

que X et Y appartiennent & la méme classe de polarisation, i.e,

gu' il existe deux faisceaux inversibles S-amples F et G respec-

. | - | .
tivement sur X et Y tels que F g O_X =h™( G =m OY ). Alors, il

X “m Oy *n
existe un isomorphisme 6 de X sur Y dont la restriction & X

est &zale &4 h.

<< Tout 4' abord, d' aprés lia propisition 2, les fibres



spéciales sont birationnellement équivalentes, et si 1' on note

x et y leirs points génériques, O est isomorphe & OY v De

o] o) X,xo, o
plus, quitte & les remplacer par une de leurs puissances tensorielles,

oh peut supposer F et G trés amples. D' autre part, puisque F est
ample sur X, d' aprés E.G.A4. II 4.5.2.a', il existe un recouvrement
affine de X en ouverts Xf , ol f est un élément homogéne de

2o ~( x, P, De olus, d' aprés E, G. A, II 4.5.4.,, on peut supposer

que tous les X . contiennent le point générigue de XS, soit X -

£
a
Par restriction de fa a4 Xn,'puis,en appligquant h, on obtient une-

143
)s

section homogéne non nulle de o [ ( Yn, G quise prolonge en

une section homogéne de o. 7 ( Y, ¢®), On a donc construit des

n>0
ouverts affinevag , ol 8 est un élément homogéne den_gO rey, ¢
o a
tels que h induise des isomorphismes de Xf n Xn sur Y 0OY.
a a
Appelons v la valuation de 1' anneau de valuation discréte OY ’

o

ml\

1 une uniformisante de R, et e 1' indice de ramification de OY ¥
. ? o)

sur R, de sorte que v( n ) = e, De plus, en rqstreignant GER 4

~, on obtient un sous O ~ module du corps des fractions
1y, - Ly, <

de OY , de sorte que si g est un &lément de [~ ( Y, 6= ), cela
9

a un sens de parler de v( g/ Spec 0

Spec O

) que nous noterons v( g ).
Ly,

Ainsi, quitte 4 remplacer 8, par gze, ce quli ne change pas Yg ’
' a
on peut supposer que v( &, ) = k.e, o k est un entier relatif, et

quitte & rempiacer g, par n-kga, ce qui ne change pas‘la fibre
généfique de Yg , on peut supposer gque v(_ga_) = 0, c' est & dire

a

que y appartient & Yg . Posons Xf = Spec Aa et Y = Spec Ba’
‘ a lod Co '

Puisque les seuls points de hauteur 1 de X et Y n' appartenant pas
aux fibres génériques sont X et Yo On voit que chague localisé
en un idéal premier de hauteur 1 de Aaest iéomorphe 4 un localisé
en un idéal premier de hautegr 1 de Ba’ et vice-versa, Puisque Aa
et Ba sont intégralement clos et noethériens, ils sont isomorphes

( Bourbaki Algébre commutative Chap. VII § I coroll. du th. 2 et th. 4)



On a donc un isomorphisme Ga de Xf sur Yg dont la restriction &
a a
1a fibre générique est égale &4la restriction de h & Xf f\Xn, En re-
a

collant ces isomorphismes, on obtient donc une immersion ouverte 8
de X dans Y. D' aprés E.G.A, II 5.4.3., puisque X et Y sont propres

sur S, 0 est un morphisme propre, donc un isomorphisme de X sur Y. >

Remargue . Si, dans le théoréme 1, on suppose de plus

X et Y localement factoriels, et si 1' on ne suppose plus Xs et YS
irréductibles, la conclusion devient la suivante . Soit FX le
ferme formé des points'de Xs appartenanf 4 au moins deux composantes
irréductibles de Xs, et Ux le complémentaire de Fx dans X, Soit de

méme Uy dans Y. Alors il existe un isomorphisme 6 de UX dans Uy dont

la restriction & Xn est h,

2 A
£, ““‘%ﬂ

<< En effet, si 1' on note X,, X coey Xn, ( respectivemen

1’ 2’

Yl, Yoy eeoy Y, ) les composantes irréductibles de XS ( respectivement

YS) €% X1y X5y eeey X ( respectivement yi, y2,b.,., yn) les points

génériquesvde ces composantes, de telle sorte que-OX X soit
» X,
i
isomorphe a OY y ( proposition 2 ), on peut recouvrir Ux en ouverts
’ 3 ’
i
affines Xf tels que chaque Xf contienne un et un seul des Xi5 a' a-
a a

prés E.G.A., II 4.5.4., car tout point de UXJW XS appartienf 4 1' un

des Xi et & un seul. On peuﬁ donc construire les Yga de‘fagon que
Yg contienne Vi si de contient X; en appl?quant le raisonnement
deala démonstration du théoréme 1 & la valuation vy de OY,yi° Ainsi,
tous les points de Xf de hauteur 1 sont &es points de hauteur 1 de
Y . Par conséquent, gvec les notations de la démonstration du thé-

a

éme 1, B = . 0 est inclus dans A = 0
OTERE &1 Pq yecx’?l)an Y,y o« “x&in X, Kx ’
o a

ot X(1) et Y(1) sont les ensembles de points de X et Y de hauteur 1.

On en déduit une application 8 de X dans Yg qui est une immersion
a a

ouverte d' aprés le théoréme de Van der Waerden ( E.G.,A, IV 21.12.13 )



En recollant ces applications, on construit une immersion ouverte 6
de UX dans Y dont 1' image est incluse dans Uy' Le méme raisonnement

en interchangeant X et Y prouve que 6 est surjectif. >>

l.5.- Minimalité des hypothéses du théordme 1,

Dans ce numéro, nous montrons par deux exemples que 1' hy-
pothése de polarisation d' une part, et 1' hypothése "-Xs et YS

irréductibles '' d' autre part sont indispensables dans le théoréme 1.,

Soit X un schéma sur S, régulier et de dimension trois, et

Ll et L2 deux droites de X se coupant en un point x de la fibre

spéciale., Soit Spec A un voisinage affine de x. Supposons que dans
Spec A, 1' idéal de L, soit engendré par (v, v ) et celui de L,
par ( u, v' ), celui de x étant ( w, v, v'), ob u, v et v' sont des

¢léments de A, Soit Xi le schéma obtenu en faisant éclaterALl dans X,

et Xl celui obtenu en.faisant &clater le transformé propre de L2 dans

X]. Soit de meme Xé celui obtenu en faisant éclater L, dans X, et

X2 celui obtenu en faisant éclater le transformé'propre de Ll dans

Xé. Soit enfin X3 celui obtenu en faisant éclater LlL)L2 dans X,
Les trois schémas le( X - Spec A ) sont clairement isomorphes
entre eux ( si fi est le morphisme canonique de Xi dans X; i=1,2,3%).

Etudions donc les trois schémas f;l( Spec A ).

— Btude de fgl (_Spec A ): Dans Spec A, le ferm¢ L, U L,
correspond & 1' idéal ( u, vv' ). fgl ( Spec A ) est donc recouvert

par les deux ouverts affines Spec A[ uw/vv' ] et Spec A[ vv'/u ].

- Etude de fll ( Spec A ). L' idéal de Li_daﬁszSpec A é&tant

(u, v), 1' image réciproque de Spec A dans Xi est recouverte par

les deux ouverts affines Spec Al u/v ] et Spec A[ v/u ]. Puisque

Spec A[ v/u ] est isomorphe & Xiu et que u appartient & 1' idéal

de L,, la transformée propre de L2 dans X'l ne rencontre pas

2’

Spec Al v/u ]. Dans Spec A[ w/v ], ona I u=u/v. v, de sorte que
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les composantes irréductibles du fermé correspondant & 1' idéal ( u, v )
correspondent aux id¢aux ( u/v, v' ) et ( v, v' ), le transformé

propre de 32 correspondant clairement & 1' idéal ( w/v, v' ). L' i-
mage réciproque ce Spec A[ u/v‘] est donc recouverte par les ouverts
affines Spec A[ p/v, vv'/u ] et Spec A[ u/v, w/vv' ] = Spec A[ -u/vv' ].
Finalement, le( Spec A ) est recouvert par les trois ouverts affines
Spec A[ v/u ], Spec A[ uw/v, vv'/u ] et Spec A[ u/vv' ].

-~ Etude de f;l (,Spec'A ) . Une‘étude analogue montre

2
Spec A[ v'/u ], Spec A[ w/v', vv'/u ] et Spec Al u/vv' ].

que T l’( Spec A ) est recouveft'par les trois ouverts affines

Recherchons maintenant si les schémas Xi ont des points
singuliers.

- Régularité de Xl et Xz_l Xl et X2 ayant été obtenus en

faisant éélater des préschémas réguliers dans des preéschémas réguliers

sont eux aussi réguliers.,

- Btude des singularités de X Nous noterons k le corps

3»&
résiduel du point x dans X. Les points od X3 peut étre singulier

T(x) N spec (AL w/vv'] )

xS8pec ( Al w/vv'] 8 k ) =Spec ( A[T]/( vwW'T = u, u, v, v' ) )

sont les points de fBl(x), Or, on a : f;

= Spec ( &[T])/ (v, v, v' )) = Spec k[7T].
On a de méme fgl (x) N Spec A[vv'/u] ~ Spec k[T], et aprés
recollement, f;l (x) ~ Pl(k).
Supposons pour simplifier k algébriquemerit clos.
L' idéal d' un point de fgl(x) N Spec A[u/vv'] s' &crit
donc (u, v, v', u/vv' = a). Or, on a! u = (W/vv' - a).vv' + avv',
de sorte qﬁe 1' idéal est engendré par (v, v, w/vv' - a ) et que
tous les points considérés sont réguliers.
;l(x)(\Spec Alvv'/u] s' é-

crit (w, v, v', vv'/u - a ). S8i a # O, on al u = -1/a [(vw'/u - «)u - vv'],

De méme, 1' idéal d' un point de f

de telle sorte que le point considéré est régulier (on le savait

dé¢ja ). Mais 1' idéal (u, v, V', vv'/u ) ne peut étre engendré par
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trois éléments, comme on peut le vérifier par le critére jacobien.

Ainsi X, est partout réguléér sauf en un point que nous désignerons

5 A
par y . ( I1 est clair que par changement de base fidélement plat,
on aurait pu se passer de 1l'hypothése k aigébriquement clos, )

1 3 et X2—4>*X3;

et h, respectivement

—~ Existence de morphismes canoniques X,-—> X

Construisons donc des morphismes hl

et de X, dans X _rendants'le'diagramme suivant commutatif.

2 3

h h
1 oy 2
Xl /»X5\ , X2
b il
£ l? _
X

I1 suffit clairement pour cela de construire un morphisme

de X, dans X

1 3

-;( Spec A) dans f_l( Spec A). Or, celui ci se déduit de 1' iso-

1 3
morphisme A[u/vv'] = Alu/vv'] et des inclusions A[vv'/u] = Alw/v, vv'/u]

de f

et A[vv'/u] —= A[v/u], car ces trois applications induisent trois
morphismes de chacun des ouverts affines recouvrant fll( Spec A)
dans f"l( Spec A) et ces trois morphismes se recollent.

3
- h

1 &st un isomorphisme en dehors de hziiyo)_;

En effet, il est clair que la restriction de h, 4 Spec Alu/vv']
est un isomorphisme. Il ‘en est de méme de la restriction de-hl au
complémentaire de fil(x). Or, y, est le éeul point de fgl(x)"

n' appartenant pas & Spec A[u/vv'], ce qui.prouve 1' assertion

précédente,

- Etude de hzl(yo)_L On a hil(yo)fWSpec Alu/v, vv'/u]

o~ Spec A[TnY])/(vT-u, w¥-vv') = k(yo) Spec A[T,Y]/(vT-u,uY=vv',u,v,v',Y)

= Spec k(yo)[T].
De méme, hil(yo)(\Spec Alv/u] ~v Spec A[T]}/(uT-v,u,v,v',v'T)

~Spec k(yo)[T]. Aprés recollement, on obtient donc: hil(yo)g:Pl(k(yo)).

— Etude de h De méme, on voit que h2 est un isomor-

2L
phisme en dehors de hgl(yo) et que hgl(yo) est isomorphe & Pl(k(yo)).

- X, et X

ne sont pas isomorphes .,

1 2
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Puisque X, et X2 sont séparés, pour montre que X et X

1 1 2
ne sont pas isomorphes, il suffit, d' aprés ce que nous avons vu,

de montrer que 1' un des anneaux locaux de hil(yo) dans X, n'est

1
pas un anneau local de hgl(yo) dans X,. Considérons par exemple
1' anneau local B = A[u/v’vv'/u](u,v,v',vv'/u,u/v)‘ ¢' est un an-
neau local de dimension 3, dont 1°' idéal,ﬁaximal est engendré par
(v,vv'/u,u/v) caru=uw/v.vet v =vw'/u.uv. Supposons que
u/v' appartiénne & B. On aurait alors v =vv'/u . u/v', de sorte
que 1' idéal maximal de B serait ehgendré par deux éléments, &
savoir vv'/u et u/v, ce qui est impossible. Donc, si B est isomorphe
4 un anneau local d' un point de hgl(yo), ce ne peut étre qu' 1
celui du point de hgl(yo) n' appartenant pas & SpecfA[u/&';vv'/u],
§oit Q = A[v'/u](u,v,v',vv'/u,v'/u) = A[V'/u](u,v,v'/ﬁ)' Orf'u/v,
qui appartient & B, n' gppartient pas & C, sans quoi 1' idéal maximal
de C serait engendré par v et v'/u, puisque 1' on aurait u = uw/v . v,
et cela est impoésible puisque C est un anneau local de dimension 3.
Ainsi, Xl et X2 ne sont pas isomorphes.

Deplus, si.1l' on suppose X noethérien, irreéductible et
projectif, X et X dnt les mémes proupriétés., De plus, si la fibre

1 2
spéciale XS est irréductible et non réglée, et si Ll et L2 ne sont

pas incluses dans Xs’ Xls et X2s sont aussi irréductibles et non

réglées. Enfin, comme on 1' a vu, les fibres génériques Xln et in

sont isomorphes. Ceci prouve bien que 1l' on ne peut se passer de
1' hypothése de polarisation dans le théoréme 1.
Si dans 1' exemple précédent, on suppose maintenant Ll

et LZincluses dans Xs’ Xl et X2 appartiennent 4 la méme classe de

polarisation au sens du théoréme 1, d' aprés E.G.A.II 8.1.7 et II 4.4.10ii

puisque Xln et X2ﬂ sont tous deux isomorphes & Xﬂ' De plus, 1les

fibres spéciales Xls 28!

irréductibles réglées, sont birationnellememt équivalentes puisque

et X bien qu' ayant des composantes
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h;l(y ). et h;l(yo) sont de codimension 2, Ceci prouve gu' on ne peut
)

se passer de 1' hypothése "' Xls et X2s irréductibles '' dans le

théoréme 1.

2- Surfaces relatives de type général en caractéristigue zéro.

2.1- Theoremes preliminaires

Dans ce paragraphe, on rappelle gquelques théorémes plus ou moins
classiques.

Théoréme A, Soit X une surface algdbrigue propre non singsuliére

sur un corps de caractéristique zéro, D un diviseur effectif sur X,

connexe et tel que (D)2 > 0, Alors, Hl(X,O(—D)) = 0,

Le théoréme A est du & Ramanujan. On en trouve une démons-
tration dans [5] p. 178.

Théoréme B. Soit X une surface algébrigue propre non singuliére

sur un corps de caractéristique zéro, L un faisceau inversible tel

_ &n . . - . .
gue-pour n assez grand, L soit engendré par ses sections et @it trois

1

sections algébriguement indépendantes. Alors, on a. Hl(X,L_ ) = 0,

Le théoréme B est du & Mumford. C' est le théoréme prin-
cipal de [9] (cf. p. 95).

Rappelons la démonstration . du théoréme B dans le cas oh
L = 0(D), D étant un diviseur effectif sur X (le cas général s' y

raméne aisément).

<< Montrons tout d' abord que D est connexe. Nous notons ¢
le morphisme associé & L& , n étant pris assez grand, Y 1' image
@(X) et M le faisceau inversible trés ample sur Y tel que LB @i(M).
Soit H une section hyperplane de Y.dans 1' injection définie par M.
Alors, puisque dim Y > 1, H est connexe et Q-l(H) aussi. Mais puisque
le morphisme iop de X dans Pp est défini par le faisceau 128 , le
diviseur mD est égal & @x(H) pour uiie section hyperplane H de Y,

D est donc connexe.
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De plus, on a la suite exacte O L_l OX >-OD—€> 0, et donc

HO(OX)—%> HO(OD) —_— Hl(L_l) — Hl(OX) —ﬁ>le(Ob) . De plus, puisque
D est réduit et connexe, HO(OD) est de dimension 1, et 1l'application
de HO(OX) dans HO(OD) est surjective., I1 suffit donc de montrer que
'1' application de Hl(OX) dans Hl(OD) est injective. Notons « cette
application. Si 1' on identifié Hl(OX) et leBB) aux espaces tangents
de Zériski 4 1' origine aux composantes connexes de 1' origine Pibo(X)
et Pico(D) des schémas de Picard de X et D, a est la différentielle
de 1' homomorphisme canonique B de'Pico(X) dans Pic®(D). Supposons
que o ne soit pas injectif. Alors, puisque laicaractéristique est O,
le ﬁoyau de B est réduit et est doné de dimension positive.Or, tout
sous schéma en groupe non tr1v1al a des p01nts non triviaux d' ordre
fimi. Donc, il existe & appartenant 4 PlC (X) d' ordre fini n; n>1,
tel que B(é) = 0. De plus, 6 définit un revétement galoisien non ra-
mifié X'-%> X, avec Z /nZ pour groupe. De plus, puisque g(8) = 0,
nnl(D) est la réunion de n diviseurs disjoinfs et isomorphes &4 D,
Soit I' = ni(L)._Aloré, X' et L' satisfont aux conditions imposées

4 X et L. Ainsi, le raisonnement utilisé pour montrer que D est
connexe, montre que D' = n-l(D) est connexe, ce qui est une contra-
diction., >>

Théoréme C: Soit f. X —> Y un morphisme propre de schémas

noethériens, o Y = Spec A, et F un faisceau cohérent plat sur Y.

Alors, il existe un complexe fini K° 0> KO—> Kl€> ... =K 0

de A-modules projectifs de type fini et un isomorphisme de foncteurs

Hp§X§Spec B, FﬁB) = HPLK'E B)inz 0, sur la catégorie des A-algébres B.

Corollaire. Soient X,Y,f, et F comme précédemment’ (sauf que

Y n' a pas besoin d' é&tre affine). Supposons Y réduit et connexe.

Alors, pour tout p, les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) y = dim )H (ky oF_) est une fonction constante,

k(¥

(ii) Rpf,x F) est un faisceau localement libre B sur Y, et pour
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tout v, 1' application E 5, k{y)
' Y

Le théoréme C et son corollaire sont dus & Grothendieck.

> Hp(Xy,Fy) est un isomorphisme.

On en trouve une démonstration simple dans [12] pp.47-51.

Théoréme D ( de 1' index): Soit X une surface algébrigue

propre sur un corps k, et D et E deux divisenrs sur X tels que

()%> 0 et (D.E) = 0, Alors (2)% < 0,

Ce théoréme classique est démontré par exemple dans [11]

Lecture 18,

2.,2— Surfaces minimales de type général sur un corps

Dans ce paragraphe, nous rappelcns la démonstration du
théoréme 2 de [5].

2.,2.1- Définition et caractérisation des surfaces

minimales de type général sur un corps de caractéristigue zéro.

Définition 5% Soit X une surface algébrigus, propre et~ non

singuliére sur un corps k de caractéristique zéro. Soit K son fibreé

canonigue et mK 1a m-&me puissance>ﬁehsorielle de X. Soit P 1! ap-

)
plication rationnelle associée & mK, ¢ { X=>P Fo (x), ol _

Pm = dimk HO(O(mK)) est le m—éme plurigenre de X. Alors, X est une

surface de type général si, pour m assez grand, @m(X) est de dimen-

sion supérieure ou égale &4 2., X est une surface minimale si elle ne

contient aucune courbe exceptionnelle de premiére espéce.

Dans la suite du paragraphe 2.2, nous considérerons une sur-
face algébrique minimale de type général X et nous conserverons les
notations de la définition 5.

Théoréme 2. Une surface minimale X est de type général si

et seulement si (K)2 > 0 et P2 > 1.

Le théoréme 2 est démontré dans [7] et est du & Kodaira.

2.2.2- Courbes de degré zéro sur une surface de type

général,
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La proposition suivante est due & Mumford ([10]).

Proposition 3. S5i C est une courbe irréductible sur X,

alors (K.CZZZ‘OJ et si (K.C) = 0, alors (6)2 = =2 et C est une

courbe rationnelle non singuliére, De plus, les courbes irréductibles

E telles que (K.E) = O sont en nombre fini et sont numériguement

indépendantes sur X.

Nous .appellerons les courbes telles que (K.E) = O les
courbes de degré zéro, et nous désignerons par W 1' ensemble de ces
courbes.

2.2,5= Cycle fondamental

Dans ce numéro, nous suivons Artin ([2], [3])

Définition 6. ‘Soit W une composante connexe maximale de

A
W, W= El + E2 + ,..‘+'Er. On appelle cycle fondamental associé
: i ] i 4 o & o | ) .-_"!: - >
é_wx le plus petit lelseur m, El + +m, Er Z (7ml 0 )

tel gue (Z.Ei)-g 0 pour i = 1, eoy, re On dira gu’ un diviseur 7

sur X est un cycle fondamentai sirc' est le cycle fondamental

associé & une composante connexe maximale de W,

Les cycles fondamentaux sont caractérisés par la propo-
sition suivante.

Proposition 4. Un diviseur'effecfif Z sur S est un cycle

fondamental si et seulement si c' est un cycle maximal tel gque

(K.Z2) = 0, (z)2 = =2,

2.2.,4- Quelgues lemmes technigues.

Lemme 4, Si D est un diviseur‘effectif linéairement dguiva-~

lent 4 mk (m>0), si D=D +D,, alors (D .D,) > 2, sauf dans

le cas oW (K)2= 1, m =2, D et D, étant tous deux linéairement

1 2
equivalent & K. ( les D, sont supposés effectifs).

<< $i (K.Dl) = 0, d' aprés le théoréme de 1' index et le

fait que (K.Dl) + (Dl)z'est pair, on a. (.Dl)2 < -2, On a alors

(D)D) = (D).mk~D ) = ~(D )2 > 2, On peut donc supposer (K.D.) > O,

1 i
i=1, 2,
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Posons F,:.(K,Dl) K - (K)2 D.. Puisque (K.F) = O, d' aprés le théo-

1
réme de 1' index, on a:‘(F)Z'g 0, 1! égalité ne pouvant avoir lieu
gue si F est linéairémentbéquiéhlenf 4 zéro. On a donc:
((K.)2)2 (Dl)2'f (K.Di)2 (K)2<§ 0, ce qui s' &crit encore, d' aprés
la relation m (K.Dl) = (Dl)? + (Dl'D2)’ et aprés simplification. par (K)2,
n ()% (K.D)) - (K.0))° £ (K)? (D}.D,), soit (K.D;) (K.D,) = (K)?(p.D,),
ce qui s' scrit encore m(K.Dy)(K.D,)/(K.D))+(K.D,) < (D .D,).

Ceci prouve dans tous les cas que”(Dl.D2)Iz 1, et néme que
simx2, (Di;Dﬁiji‘z’ sauf dans-le_cas oﬁ m =‘2; (K.Dl) = (K.D2)
ét'F est linéairement équivalent & zéro; ce qui est le cas 4' excep-

tion annoncé. Enfin, si m =1, le résultat. découle de ce que

2 A .
(Dl.D2) =2 (K.Dl) - ((Dl)_+(K.Dl)) est un nombre pair. >

Lemme 5. Soit Z un cycle fondamentel de X. Si D est

linéairement équivalent & mK - Z,m >0, et si D = Dl+D2,_Ql et D2

étant effectifs, alors (Dl.D2)2> 0.

<< Supposons que 1' on ait soit (K)2 # 1, soit m # 2, soit
Dlet D, tous deux non linéairement équivalents & K. Alors, d'aprés
le lemme 4, on a: (Dl.(D2+Z))22 2 et (D2.(D1+Z)) > 2, Le résultat

s'obtient en ajoutant ces deux inégalités et en utilisant le fait

que d' aprés la proposition 4, (D.Z) = - (Z)2 =2, >

Lemme 6. Soit 1 ¢ X'-==X 1' é&clatement de X en un point

fermé x de X n' appartenant pas & W, et soit I = n*l(x)_la courbe

exceptionnelle de premiére espéce'deAX‘. Soit D un diviseur effectif

sur X' linéairement &ouivalent & mniK - 2L, m > 0, aslors, si D = Dl+D2,

Dlet D2 ¢tant effectifs, (Dl'DZ) > 0, sauf si (K)2= 1, m=2, et si

Dy et D2-sont tous2linéairement &guivalents érnXK - L.

<< Pour i =1, 2, posons,Fi = Di + (D1°L) L. Les Fi sont

encore des diviseurs effectifs, méme si (Di.L)”< 0, et on a: (Fi-L) = 0.

Par conséquent, il existe des diviseurs effectifs C. sur X tels que
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ni[Ci] = [Fi]. Puisque P, + F, est lintairement équivalent 4 nnK,

C1 +.C2 est lineairement équivalent 4 mK, et si Cl et Cz_sont non

nuls, le résultat découle du lemme 4, de la relation (Dl.L) + (DZ.L)=2,
et de 1' égalite (Dl.D2) =(F1.F2)-(D1.L)(DZ,L)=(cl.02)-(Dl,L)(D2,L).-

Enfin, si Cl= 0, D —(Dl.L)L, et(DloDZ) = -(Dl‘L)(D2°L):§ 3, car

l=
(D;.1) <0, et (Dy.L) + (D,.L) = 2. >>

2.2,5- Diviseurs pluricanonigues engendrés par leurs

sections globales

On note pg le genre géométrique de la surface X, et g son
irrégulafité.

Théorénme 3. Soit X une surface minimale de type général.

Alors,(m+l) K est engendré par ses sections globales si:

(i) m=>3

(ii) m=2, (K

)253 ou (K)° =2, p

ny

4

g
(iii) m =1, (K)225, ngB ou ng‘_B, qQ = 0.

<< Soit x un point fermé& de X n' appartenant pas & W, et
IX son faisceau d"idéaux, On a la suite exacte
0 = O((m+l)K)ﬁIX = 0((m+1)X) = F = 0, o& F est un faisceau
de support x et de fibre k(x) en x, et il est clair que x n' est pas
un point de base de [(m+l)K] si et seulement si dimkHo(X,O((m+l)Kme))
= Pm - 1. Soit nl X' = X 1' éclatement de X en x, et soit L = n—l(x).
On a alors la suite exacte O0—= O((m+l)ﬁ§K7L)ﬁ> O((m+l)nxK)€> 0, =0
et la suite de cohomologie associée & cette suite montre que x ne
peut &tre un point de base de [(m+l)Kj si Hl(X',O((m+l)n*K—L)) = 0,
Si x est un point de W , soit Z’lé cycle fondamental.
de la composante connexe contenant x. Puisque (K.Z) = 0, et gue
ies faisceaux inversibles sont classifiés par le degré d' aprés [3],

on a 0,80((m+1)K) = 0,, et donc la suite exacte!
(

0 = 0({m+1)k~2) = O((m+l)K) == 0, =0
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De plus, HO(Z,OZ) = k puisque Z est connexe d' aprés [3] Lemme 3,
Par conséquent, x ne peut étre un point de base de [ (m+1)K] si
HY(X,0((m+1)K-2)) = O,

Supposons qu' il existe un diviseur effectif D appartenant
4 [mnxK-ZL]. D' aprés le lemme 6, D est connexe sauf dans le cas
(K)2= 1, m = 2, et on & aussi (D)%> 0 pourvu que m2(K)2f§ 5. Ainsi,
si m2(K)2I§ 5, on peut appliquer le théoréme i, et on obtient:
Hl(X',O(-D)) = 0. Le fibré canonique de X%t étant n§K+L, par dvalité
1 (x',0((m+1)n¥K-1)) = O.

Un argument similaire montre que s' il existe un diviseur
effectif D appartenant & [mK-Z], alors Hl(X,O(m+l)KfZ) = 0, pourvu
que m2(K)2iz 3 ( on utilise ici le lemme 5).

Pour étudier les conditions d' existence du diviseur D,
on peut supposer, en raisonnant par 1' absurde,que_le point x est
un point de base de [m+1)K], sans quoi il n' y a rien & prouver.

Si x n' appartient pas & W, puisqﬁeO(mn#K)ﬁOL'z 0;, on
é la suite exacte: 0 = HO(X‘,O(mniK-ZL))ﬁ>HO(X',O(mnxK))ﬁ>Ho(2L,02L)
et puisque dimkH°(2L,O2L) = 3, 1' existence de D est assurée dés
que Pm 2-4, Supposons maintenant pg > 0, S0it s une section non

1 est une section non triviale de (m+1)K, donc

triviale de K, s"
s' annule-en'x, et donc, si m > 2, st appartient & HO(X,O(mK)mli)
de sorte que (nfs)m est une section de mm K s' annulanf sur L & 1' or-
dre au moins 2. sinsi, D existe si m 2-2, pg.>-O.Un raisonnement a-
nalogue prouve 1' existence de D si m = 1, Py > 2.

De méme si x appartient & W, on obtient 1' existence de
DsiP >2, etsim=1,p >O0.

Enfin, le théoréme de Riemann-Roch et 1' inégalité X(O) >0

(qui résulte de la classification des surfaces [13]) montrent que

Pm >1/2 m(m—l)(K)2 + 1 sim>1l. Ceci compléte la démonstration. >



2.2.6- Evaluation des plurigenres.

Proposition 5. 5i m> 2, le m-éme plurigenre Pm de X

l-—)
L]

- 2
est donné par la formule Pm =1/2 m(m-1)(K) + %(0), et X(Ql:z 1.

<< Le fait que y{0) > 0 découle de la classification des
surfaces (cf.[13]). Puisque X est de type général, mK a trois sections
algébriquement indépendantes si m est assez grand. Par conséquent,
d' aprés le théoréme 3, on peut appliquer le théoréme B, et on
obtient Hl(X,O(—mK)) = 0 pour m > i, et par dualité Hl(X,O(m+l)K) = 0,
sim> 1. Le résultat découle alors du théoréme de Riemann-Roch. >>

2.2.7- Isomorphisme modulo W,

Definition 7. On dit gu' une application f de X dans une

surface Y est un isomorphisme modulo W si la restriction de f &

X - W est un isomorphisme et si f—lf(z) = W, ,_pour tout z appartenant

W

s

)\_'..
Théoréme 4. Soit X une surfazce minimale de type général,

Alors, l"application'wm est un isombrphisme modulo W si.

(i) m>5

(ii) m = 4, (X

v

) > 2

(4i1) m=3, 0> 6, ou (10°>3, p

> 4.

&
La dénonstration de ce théoréme se fait selon la méthode

de la démonstration du théoréme 3 (cf. [5] p. 188)

2.%- Surfaces minimales de type général sur une base

connexe de caractéristigue zéro.,

Dans .ce paragraphe, on considére un schéma S connexe
et de caractéristique zeéro. Soit X une surface lisse.sur S, £vle forphisme
canonique de X dans S. On note, pour tout point § de S, XS la fibre
f-l(s), et on suppose que pour tout s, XS est. une Surface minimale

de type général sur k(s). On note WS 1' ensemble des courbes de
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degré zéro de X et W la réunion des W°.

2.3.1- Spécialisation des W°,.

Proposition 6. Soit s un point de S, et s' une spéciali-

. [ 3 \S g
sation de s dans S. Alors, 1' -adhérence de W~ dans AS' est contenue

]
dans WS .

<< Nous désignerons par K_ le fibré canonique de Xy.
n
Soit C une courbe de degré zéro de XS et C! :igl miCi son adhérence

dans XS . I1 faut donc montrer que les Ci_sont des courbes de degré

'
zéro dans Xs" Or d' aprés la proposition 3, bn a. (Ci.KS,)fg o,

- = c! s = = 1
et (C.KS) ( .KS,) T m, (Ci.KS,) 0. Puisque les m; sont tous

strictement positifs, on en déduit que pour tout i, on a

(Ci,KS,) =0, >

2.%.2- Diviseurs pluricanoniques relatifs engendrés.

par leurs sections globales.

Theoréme 5. Avec les notations précédentes, et si 1' on

note K le fibré canonigue de X, alors‘(m+l)K est engendré par ses

sections globales si.

§i2‘ m=>>

(ii) m =2, et pour tout s appartenant & S, (KS)EJE'QQ

ou (KS)2 =2, pgixs)'i'l

(iii) m = 1, et pour tout sappartenant & S, (K

2> 5,

1AV

S

pg(Xs) 2 3.

<< D' aprés le proposition 5, si m > 2, on a la relation
N2 | . ' 2
Pm(XS) =1/2 m(m—l)(Ké) + X(OXé)' Or, puisque (KS) et X(OXS) ne
dépendent pas de s, il en résulte que Pm(XS) est une fonction cons-

tante en s. Houc, si-S est réduit, 4' aprés le-corollaire du -theoréne C,

Rofi(mK) est un faisceau localement libre E sur S, et pour tout s,
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1' application E m, k(s) — HO(Xs,mKS) est un isomorphisme. Dés

0]
lors, pour regarderssi mnK est engendré par ses sections globales,

on peut le faire fibre par fibre et le résultat découle du théorime 3.
Si B8 n' est pas réduit, on remarque que d' aprés la démonstration
du_théoréme %, pour tout point fermé X de X et tout point fermé s

de S, on a Hl(Xé’-O((m+l)Ks)ﬂOX IX) = 0, ce qui implique d' aprés

S

E.G.A, III 7, que 1' on a: Hl(X,O((m+l)K)mO Ix) = 0. On en déduit
comme dans la démonstration du théoréme'3 q§e 1' on a une surjection

de H(X, 0((m+1)K)) dans k(x), ce qui prouve le résultat, =>>

2¢305— Contraction des courbes de degré zéro.

Théoréme 6. Avec les notations précédentes, 1' application

@m associée & mK est un isomorphisme en dehors de w; et pour tout s,

I . .
contracte chaque composante connexe de W en un point si

{i) m>5

(ii) m = 4, et pour tout s appartenant & S, (KS)EI>

ino

(iii) m = 3, et pour tout s appartenant 4 S, (KS)E
N2 .
ou (K)_ >3, pg(Xs) > 4.

De plus, sous ces conditions, ¢m(x) est plat sur S.

ny
jon

<< La premiére assertion du théoréme découle des théorénmes
4 et 5. Enfin,_mm(X) est plat sur S car c!' est le spectre homogéne

. Algébre plate. >>

de T = n_gol"(}{,o(mK) B qui est une Og

Remarque, On pourrait déduire la proposition 6 du thé-

oréme 6 au lieu de faire une démonstration directe.
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