N* 29

LES SEMI-GROUPES

ET LES EQUATIONS D'EVOLUTION

par Philippe BENILAN
Jacques DENY
Francis HIRSCH

Deuxiéme année 1971-1972




SEMINAIRE

N° 29

LES SEMI-GROUPES
ET LES EQUATIONS D'EVOLUTION

par Philippe BENILAN
Jacques DENY .
Francis HIRSCH

Deuxiéme annfe 1971-1972

o W



Exgosé n°l

Exposé n°2

Exposé n°3

Exposé n°4

Exposé n°s

Exposé n°6

oo

o
e

oo

TABLE DES MATIERES

A, DAMLAMIAN

Opérateurs maximaux monotones et
équations d'évolution,

JoPo ROTH

Opérateurs dissipatifs invariants par
translation,

A, DAMLAMIAN

Méthode de monotonie dans certains problémes
d'évolution non linéaires dépendant du temps,
Un résultat de H, Brézis,

H, ATTOUCH

"Rafle" par un convexe variable, d'aprés
JoJs Moreau,

Te ée GROMARD
Espaces BV(Q) .

Ph. BENILAN

Equations d'évolution du second ordre.

(19

(15

(16

(09

(27

(19

po)

po)

Po)

Po)



Séminaire sur les semi-groupes I.1

et les équations d4d'évolution

Orsay 1971-=1972

(Ne1) .
Exposé de Alain DAMLAMIAN

"OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

ET EQUATIONS D'EVOLUTION"

Im

. .
pérateurs (multivogue:!

Définitions. On dit que ¢ est une multiapplication ou un opérateur

multivoque de E dans F , de domaine D(¢) si et seulement si ¢
est une application de E & valeurs dans §(F) . On identifie toujours

¢ avec "son graphe"” dans ExF et 1°6n écrit indifféremment :

vye4(x) ou [xby]e;¢ o On définit D(¢) par D(¢) = {x:6x # @} »

On définit également l'image de ¢ par R(¢) = U ex o
xekE

o Opérations Bur les multiapplications,

Par définition ¢=1 est une multiapplication de F dans E &
domaine R(¢) et & image D(¢) . Son graphe est le symétrique du
graphe de ¢ ., Si F est un espace vectoriel, on définit de maniére

évidente l'opérateur multivoque ‘¢, + u¢, lorsque et ¢, sont

¢
1
des multiapplications de E dans F , avec la convention suivante 3

@ + P
0 . 9

[}

# pour tout Pe4d(F)
{0} »

o On appelle section de ¢ toute application univoque ysD{(¢) o F
telle que vy(x)e ¢(x) , VY xeE.,



II - Opérateurs monotones dans un espace de Hilbert H réels
On note la norme et le produit scalaire de H par |.| et (op0)o

2,1, Définition. On dit que A est un opérateur monotone dans H , gi

A est une multiapplication de H dans lui-m€me et si on a ¢
£xi,yi]eA » i=l,2 =) (yl—y2,xl,x2) >0 o

2,2, Définition équivalente. A est monotone dans H si et seulement

si on a, A0 , [xi"yi]e A, i=l,2 =
(2.2,5) le-b--kyl - (x2+>\y2)| > [xl-x2[
( = A est dit dissipatif).

Démonstration : elle provient immédiatement de 1l'égalité :

an €6 «p 0 %0 o 0D oe G« .. .. oo

2 2 2 2
!(xlmxa) + A(yl-yz)l = x =x, %+ ATy -¥,)7 + 2x(y =y 0%, -%,) .

Corollaire. Si A est monotone, Ji = (I+AA)"1 est une application

univogue contractante pour tout A positif défini sur son domaine,

Démonstration : (2.2,5) implique 3 i=1,2

e an en e ex & oz «D @ @

-1 _
Z; € D((I+xa) 7)) &= H[Xigyi]eﬁ. 0 xi”‘?i = 2z, et

-1
(I+24) 2, = x; =3 |zl==22| > |xl—x2[ o

D’0oU l%univocité de (I+>\A)nl o

2.3, Définition., Un opérateur A est dit maximal monotone s87il est

maximal parmi les opérateurs monotones, ordonné par 1l'inclusion de leurs

graphes dans HxH .

2.4, Exemples :.Graphes monotones : f : R =3 R croissante définit un
- ~ - + o
opérateur f 3 x = [f(x ,f{(x )JNR qui est monotoneo

.Sur un Hilbert H : Si J est une contraction de Dc H

alors I=J est monotone.



.51 A est monotone, il en est de méme de A"lD AA (A20)

de la fermeture de A au sens des graphes, dans H x Hv ainsi que celle

de A dans HwxH § de l'opérateur A dérini par Ax = conv Ax .

.S0it A un opérateur multivoque sur } espace de
Hilbert, Soit 3¢ = L2(OBT;H) o L'opérateur <& suivant appelé prolonge=-

ment canonique de A 3 g8

Hu = {ved, v(t)e Au(t) Popoté est monotone sur Jt d&s que A

est monotone sur H o

.81 ¢ est une fonction convexe s.c.i., propre sur H ,

son sous-=4différentiel 3¢ est monotone,
3¢({x) = {zeH : Yye® : ¢(y)=o(x) > (y=x,2)} &
Caractérisation des opérateurs maximaux monotones,

2,5, Théordme de Minty. Soit H un espace de Hilbert (réel). Sont

équivalents 3
e e L )

1) A est maximal monotone dans H

2) Ji = (I+=>\A)"l est une contraction partout définie de H pour

tout A positif ow nul,

3) A est monotone et il existe A positif tel que (I+rA) est

surjectif,

Pour une démonstration, voir [2] exposé n°3,

Exemple d’opérateurs maximaux monotones : les graphes maximaux monotones,

Propriétés é€lémentaires des opérateurs maximaux monotones.

2.6, Proposition, Si A est maximal monotone, le sont aussi ATT,AA 220

et 1%cn a A = A = A (fermeture de A dans H x Hw) donc A est a

valeurs convexes ferméeg, et est fermé dans HxHw et Hwx H ,

2.7T. Proposition., D(A) est convexe et VY xeH Llim Jix = proj X o
ANo D(A)
Démonstration : Soit xel , X, = Jﬁx s« C = conv D(A) &
: X=X
= ¢ -d=4dil = =
3 y,€ Ax, tel que x,+\y, x , c'est-d-dire vy, = chAx, o



Ioh

X=X
Soit [xo,yole:A , on a alors (—i—w - X xx-xo)z«o o Donc en particu-
lier
(2.8) | x |2 < (x,x,=x ) + (x.,x ) = MMy ox.=x_)

DL 2 o A°%o o®"x o
En majorant les produits scalaires, on voit que IXAI est borné,
Soit donc An une suite décroissant vers O telle que X, =x x"' ,
n

Il est clair que x'e C car un convexe fermé est faiblement fermé,

Passant d& la limite dans (2.8) on obtient :

Ixolz.s limlxA |2 < (xgx'—xo) + (x“,xo) pour tout xoe:D(A)
n

et par continuité et convexité pour tout xoe:C o Ceci montre que x°*

est la projection de x  sur C , donc X, =?f~ x' . Faisons alors
. N0

x = x' dans (2.8) on obtient
. 2 . 12 0N
lim suplxkl < [x | d’ou la convergence forte de x

vers x? .

D(A) o

e

Mais alors comme xle:D(A) o X'« D(A) et donec C

Notation 3 S1 C est un convexe fermé, c® représente la projection
de O sur C et Jc|] = [c°| .

Définition. On note A° 1'cpérateur x t= (Ax)® 4aéfini sur D(A) .

2.9. L'approsimation Yosida. Ainsi que dans le cas linéaire on associe

A 1la famille résolvante J et l'approximation Yosida

A
_ 1
= A(I-JA) o

Py

A

L’équation résolvante est remplacée par
= B A=
Agu>0 = ka = Ju(xx+=73 Jxx) 0

2,10, Proposition., On_a 3

i) AAC AJ

A

ii) A,

iii) (AA)u = AA+u our A,u positifs




iv) Y xeD(A), A\O = |A>\x| 7 |a%x| et Ayx = A°x

v) ¥ x'dp(a) , [ax| 7 += (XNO) .

st e sy e s

Démonstration ¢ i) i=1,2 ,%on a x. = zi"-)\yi avec [zi,yi]c—:A par

définition de z. = J,x. donc y. = A x.<dAz. :
i i i i

(‘_Axxl"AAx2°x1"x2) = (A)‘x,l_-uAszaJ)‘xa-J)‘xl) + (A)‘xo-Akx2°>‘A)\xl‘°)‘A)\x2) o

Comme A)‘xieAJ)‘xi » €t que A est monotone on a
(A, x,~A, x x«=x)>'Jle->A:x|2
ATl Tat2tty T2t 7 .\l ATl TaTa

(JFEN - - o . ey
d%od le le > )‘lAkxl A)‘xgl Donec A, est lipchitzien de rapport 1/X

AA est monotone car I-J}‘ l%es8t .

Enfin A)‘ est maximal monotone car pour y dans H on peut résoudre

~

(I+AAA)x =y &> 2x-J,x =y o En effet ceci revient & dire que x est

point fixe de l1l'application x == %(nyxx) qui est une contraction

de H de constante de lipschitz %5 X existe donc et est unigue.

iii) est évident car [x,yjeA)‘ = [x-kyay]eA o

iv) si xeD(A) on a A}\xeAJ)\x donc

(on-A}\x,x=ka)>,O d'ol puisque x=J,x = YAAAx 2

A

]A)‘xles (on,AAx) et ]Akxl,s |a°x| = |ax]

Substituant A, & A on a YVxeH : |A | < lAux] o Y a,u>0 ,

A+u¥
(donc IAAxI est décroissante en A et convergente dés qufelle est

. . 2
majorée) et IA}‘+ux| < (Aux,A donce

A+ux) 9

' 2 2 2 2 2
IA“_uanuxI = |Aux| + [A“_uxl 2(Aubex+ux)\< |Aux| - ]A)‘_’_uxl o

En conséquence si |[A x| est majorée {A,x} est de Cauchy et donc

convergente vers un élément y . Mais

x-JAx=XAAx =3 (0 donc J}‘x =3 X

AxxeAJAx = ¥y
et comme A est fermé [x\,y]eA o xeD(A) , ye Ax

Mais alors |y|s¢ |A°x| implique y = A%x .



I°6

2:.11, Proposition. Si Int(conv D(A)) # ¢ , on_a

1) 1Int D(A) = Int 5?Z5 = Int(conv D(A)) # &

2) A est borné sur tout compact de Int D(A) .

Ce résultat valide dans le cas général est démontré pour dim H <+e ,

Démonstration 3 1) Soit C = conv D(A) = D(A) et C" = Int C o

On suppose donc C' # ¢ . Montrons que C'c D(A) . Soit en effet xeC°

° el a l
Si A,x est borné, x e D(A) . Supposons donc Y,

= A,x non borné et
Y A
soit A une suite telle que ==&=| =z , |z| = 1.
y
‘n

Montrons que 2z=0 pour aboutir & une impossibilité :

Soit x'eC' , x3 J.x' , x J,X o ¥} = A,x" o Comme C'c D(A)

A A A
x§ =+ x' , x, => x lorsque A => 0 (par 2,10). On a
[ . ? o ! —x? * a3
yAELAxA et yuc Axu o Donc : (yA yu, X, xu)> O . Divisons par lykl
faisons A = An et passons & la limite : on obtient :

(zgxmx;);.o . Passons d la limite w = 0 o,
(zyx=x")>0 ., Ceci a lieu pour tout x'e C’ o

Mais comme C' est ouvert, il existe un t>0 tel que. x+tzeC' o
On en déduit avec x' = x+tz

(zy=tz)>0 d'od 2z=0 &

Ceci démontre que Int D(A)c D(A)c D(A) et donec 1Int D(A) = Int D(A

L

egt convexe comme intérieur d'un convexe.

2) Supposons que A nfest pas borné au voisinage

du point Xq intérieur & D(A) : il existe [xngyn]e A tels que
a
X =+ x_, |y | = += — z avec |z| =1,
n (¢] n IYI
n
Y-y
»/[x,yje;A on a (| | » xn-x)z-o et 4 la limite (zoxonx); 0 »
y
n

Comme précédemment on en déduit 2z=0 , d'od l'absurdité.

Application. Majoration de |Ax| pour xeD(A) :

si A° est borné par M sur une boule B(xo,p) on a

.}



V [xovlea, YueB(x_ o)

(y-Aou,xuu); O ce qui sécrit
. o ) o .
(yguaxo) < (y9x=xo) « (A u,x-xo) - (A u,xo—u) < onx=x°) + M'x=x°| + Mp

Passant au supremum du membre de gauche, lorsque u varie dans

B(xogp) on obtient

(2.12) plyl & (yox=x ) + M(|x=x_[+p) o

III - Résolutions d'équations d’évolution associée & des opérateurs

maximaux monotones,

%% + Ausf (I) au sens suivant

La fonction u continue sur J[O,T] est solution forte de (I) s.s.i.

On veut résoudre ici l1l%équation

a) u est absolument continue sur tout compact de TJO,T[ -et donc

presgque partout différentiable sur jOOT[
b) u(t)e D(A) pour presque tout t de JO,T[
c) %%(t) + Au(t) » £(t) pour presque tout t de JO,T[ o
On notera % 1l'opérateur multivogue "solution forte" de Ll(OgT;H)
4 valeurs dans Q?([O,T]gﬁ) . On notera % l'opérateur dont le graphe
est l'adhérence de celui de % ;, on appellera 5 l?opérateur "solution

faible" clest=d-dire [f,u]eF se dira s u est solution faible de (I)

associée & f o

Propriétés des solutions forte et faible,

301 Proposition. Si [f,u] et [g,v] sont dans ¥ ou T on a

t
1) ¥ ogscteT |ult)-v(t)]| ¢ [uls)-v(s)] +J |£(o)-g(a)| do
ii) V ogsstsT , YV [x,y]eA o °

t
(u(t)nu(s)ou(s)-x)s%’-‘u(t)-xle-%lu(s)-xlzsJ (£(o)=y,sula)-x) do o
. 8

Démonstration : Il suffit de vérifier ces relations pour &F , elles

passent & &% par continuité, il suffit également de les vérifier pour

O¢sgt<T par continuité, La fonction lu=v|2 est absolument continue et

l%on a



I.8

(3.15) 3 Splule)-v(e)|? = (B(e)-SE(e) ult)-v(t))s(e(t)-g(t),u t)-v(t))

par la monotonie de A o

On en tire : Slult)-v(e) | < |£(t)-alt)] ,

d'od on déduit i), L'inégalité ii) s’obtient a4 partir de (3.15) avec

vsx=cte , g=y , la premidre inégalité de ii) étant é€lémentaire,

3,2, Corollaire. Il y a unicité de la solution forte (resp, faible)

. < . 1 oy o e s, s
associée & une fonction f de L (0,T;H) avec condition initiale
imposée.

Démontrons l'existence de solutions fortes,

303, Théoréme., Si uoe.D(A) R fezWIDl(O,T;H) il existe une solution

forte unique de %% + Ausf , u(0) = u o Plus précisément u est

caraqtérisée par
i) u(t)en(a) , YVt el0,T]

ii) wu(t) est lipschitzienne sur [0,T]

iii) u est dérivable & droite sur [OﬁT[

iv) %%(t) + Au(t) >sf(t) pour presgue tout t de Jo,T[

v) u{o) = u, o

: +
De plus on a Y t<s[09T[ %?g(t) + (Au(t)-£(£))% = 0 &

t

Démonstration ¢ Soit A A=f(t) qui est aussi maximal monotone

0 - e @n oo @ en = e - .-

Ji = (1+2a%)"1
(At)x = Ak(t) = %(I-J:) (2 ne pas confondre avec (AA)t qui ne sera

d'ailleurs pas utilisé par la suite).

Alors Ax(t) est continu en x et t , lipchitzien en x de rapport

1/ (et maximal monotone) : en effet on a

Jix = JA(x+Af(t)) et

Ax(t)x = Ax(x+xf(t)) - £(t) o



On peut donc par la théorie classique trouver uy de classe C
du

solution de A+ (t)u,(t) = 0 , u, (o) = » Remarquons gque
dt A A Aiv Yo
v,(t) = u,(t)+rr(t) est solution 'de ??é + A v, = £(t) + 2Lt (t)
v,(0) = u  + a£(0) &
du
a) Majoration des |5t=| on a
14 2 _ :
5 gpluy (s+n)-u, (£) % = = (A, (t+n)u, (t+h)=A, (t)u, (t)u, (t+h)=u,(¢))

= - (3(u,(t+n)=u, ()),u, (t+h)-u, (¢))
+ 2(3, (u, (t+n)+A£(8+0) )=, (u, ()42 (), u, (t+h)-u, (t))
< - %qu(t+h)=ux(t)|2 + %IJA(uA(t+h)+Af(t+h))uJA(uA(t)+Af(t)))|

xlux(t+h)=uk(t)l

/A

= Slu, (s+n)=u, (£) ]2 + 2(|u, (s+n)=u, () [+1]£(t+n)=2(£) |) |u, (t+n)

-u, ()]
= |f(t+h)-f(t)|luA(t+h)-uA(t)|
On en déduit Ogs<tgT=h
Iuk(t+h)—uk(t)| < luk(s+h)~ux(s)| + j [f(o+n)=f(c)| do
s
d'ou
dux du t
(303,1) |2 (6) | < |52 (s) | + f |22 (o) do o
‘ 8
4 - t
Conclusion te [0,T] == | (t)l < ldt (o) + J £ (s)] do o
Q
duk - o _ o
or |??=(o)| = IAA(O)uOI s |A (O)uol = I(Auo-f(o)) |
par 2,10.(iv), donc
t
IAA(t)uA(t)[ = I—Ea(t)] |(Au°=f(0))°| + Jolf'(o)l do = C constante



b) Convergence dans L2(O,T;H) des dérivées %%é °

On a

% %?[uk(t)auu(t)|2 = - (Ax(t)uk(t)-Au(t)uu(t)Dux(t)=uu(t))

= t t
= - (Al(t)ux(t)nAu(t)uu(t),ul(t)-Jkuk(t)-(uu(t)-Juuu(t))
- (A, (t)u, (£)=A (t)u (£),3%u () = Jou (t)) »
A A M u PTATA TR
Ce dernier terme est négatif ou nul par la monotonie de AA(t) s donc

(3.352) qu(t)-uu(t)lg $ - (Ax(t)uk(t)-Au(t)uu(t)akAA(t)uA(t)m

L4
2 at
~uAu(t)uu(t)),

ciest=d=dire :

l d

> E’giuk(t)-uu(t)l2 < = (ui(e)-ui(e)uui(t)-ruli(e)) o

Or ¢ (u'=u’,yu'=)u? u' 2 ¥ V12 ? ¥
(wi=ulopui=aul) = ulu | Aull (A+u) (u?yu)

- 2 A 2 A+ 2. 1..12 . ’
BT+ FEGT - SR Pl 54 2 Gaga)))

- A 2 2 A 2
52 (lar®-upl®) « 255 [ui-uy |

Intégrant sur [O0,t] , on obtient :
2 ¢ 2 2 t 2
(3:3,3) luk(t)nuu(t)l < (A-u)j (luL(c)[ -|u;(o)] )do - (A+u)j lu;-ui do
o o "

A fortiori pour (Axu)

(3:3,4) luy=u 12« =) (Jug|® ) € (a=w) c®r
we ' 5
L°(0,T;H)

De (3.3,3) on déduit en prenant t = T

est une fonction décroissante en A (qui croit

12 (0,T;H)

lorsque A\0) et majorée par C2T » donc convergente lorsque A™MO0 .



weut 2 < B Lar]® o qur)® p e [ut]® - [uf? |
WA o o Arut e, AR L Moo
L L L L L

done ui est convergente dans . L2(O°T;H) lorsque ) tend vers ot

gsoit w(t) sa limite,

c) Convergence des LI
t

Il est clair que ul(t) = u  + J ui(d) do converge alors unifor=

mément (voir 3:334) vers une fonction u qui vérifie
t

u(t) = ug + j w(o) do - Donc u est pop., dérivable de dérivée w o
o

Par ailleurs comme les u; sont bornées par C dans L~ , il est

clair que u est lipschitzienne de constante inférieure ou égale & C o

En extrayant une sous-suite 'xn » on a w(t) = u'(t) = 1im uj (t) »
PoePo n
Plagons-nous en un point ¢ od' u'(t) = lim u] (t) o
: a
On a : u(t) = 1im ul(t)
t i .
et comme [J) u,(t) - u,(t)] = a]a, () u,(t)] & ac
. t )
lim J, ux(t) = u(t) .
A Yo
n
De plus = ui (t) = A, (t) uy (t) e At JZ oy (t) converge vers = u'(t),
n n n n n

Donc, comme le graphe de A est fermé (puisque demi-fermé),

- u'(t) = At u(t) c'est-da-dire que pour presque tout t

on a
%%(t) + A% u(t) >0 ou. %% + Au(t) = £(t) .
Par ailleurs on a JA (t)u,(t)lsc , V¥ t e[0,T] , V>0 (3.3,1) et

lukft)?u(t)l < ACZT (3.3,4). Comme A est lipchitzien de rapport i

A A
(2:10,1i)) on a
|4, (6) w(e)] & |a,(6)u (8)] + Pz« € + c®n

Donc par 2,10.iv et v), on a 'u(t)ezD(At3 , Vte(0,T) , c'est-a-dire
u(t) eD(A) &



d) Propriété de la dérivée a droite de u o

Soit & tel que %%(s) + Au(s)> P(s) ait lieu, et soit ye Au(s) ,
y

11

la proposition 3.1.i) donne avec v(t) = u(s) , g(t)

t
|u(t)=u(s)]| < J |£(a)=y|do , d'ol
s

%%(s)| ¢ |£(s)-y| V ye Au(s) donc
|%%(s)| < |(£(s)=Au(s))®] . Or %%(s)e;Au(s)_f(s)
donec %%(s) =(f(s)—Au(s))° PoPe  JO4T] o

. _
Par suite u(t)=u(s) = J (£(g)=Au(o))® do et pour montrer que VY te [0,T[
s

+ +
gﬁ%(t) existe et satisfait a da:(t) + (Au(t)=£(t))° = 0 il suffit

de montrer la continuité & droite de

(Au(t)-£(t))° fqui est majoré par C).

Soit alors y wun point limite faible de (Au(t)-£(t))° 1lorsque tNO

comme u(t) == u, , par la demi fermeture de A on s
yehAu - £f(0) , donmec
(3:3,5) Iyl » [(au,-£(0))°] -
Par 3.3,1 d'autre part, on a

t
lug (6)] < [a%(0)u | + j |£7(o)] do »
)
t .t
wy ! = (=4
Or uk(t) Al(t)ux(t) A unk(t) 6
Lorsque V0  comme Jiuk(t) =3 u(t) on en déduit (toujours par la

demi fermeture de At) que

t
I(Atu(t)ol < 1im|u{(t)| < I(Auoaf(o))oi + J [£°(a)| do »
ANo o
Faisant alors tNXO on obtient
lim|Mu(t)]| < |(Au -£(0))°] o
o
tXo
Tout point limite faible y de (Au(t)-f(t))° satisfait donec
[y] < I(Auo-f(o))°| . Comparant & 3.3,5 on voit que y est unique égal

a (Auo-of(o))o et que la convergence a lieu dans H fort donc

?
gﬁ%(O) = (f(O)nAuo)o . Par translation & droite et unicité on déduit la



. a'u o
relation —gp = (f(t)-Au(t)) pour t quelconque de celle pour t=0 ,

304, Théoréme, Si uoe:D(A) o fe:Ll(OsT;H) o 11 existe une solution

faible unique de %% + Ausf , u(0) = u_

Démonstration s Il suffit d'appliquer le théoréme 3,3 en remarquant
que D(A) est dense dans D(A) . Wl°1(OaT;H) dense dans Ll(OaTBH)
et que par 3.1.i) appliqué avec s=0 , la convergence des conditions
initiales et des seconds membres de l’équation %? + Ausf implique
le convergence des solutions fortes,

30.5. Proposition. Si A°x est borné par M sur la boule B(xogp)

toute solution faible de (I) est & variations bornées. De manidre plus

précise si [u,f]e ¥, on_a pour Os¢sstsT

t t
(3:6) plu(t)=u(s)] < pj |£(o)+M|do + J Iu(o)-xol(lf(o)|+M) do
o 8
+ Z[[u(0)=x_]2~Ju(0)=x_|?] .

Démonstration : Il suffit de démontrer la propositiom pour [u, ]

dans % , 8=0 ; mais alors f = 4y e Au(t) presque partout et par

dt
(2.12) on a :

plf - %% < (f-%%,u~xo) + M[u-xoi + Mp donc
d
91?%! < o(|f|+M) + [u(t)mx [C(]£]+M) = 2 dt,u(t) X [
d’ou (306)0
Par 3:1.i) on a

t
]u(t)-xol < !u(O)-xol + J (]f(g)l+M) ds d'ol avec

o

(3.6) |
v, ([0.7]) < (el +ur) %lu(O)oxol(”f”l«bMT) + %:»(l[f|'|;1+M'13)2

+ %?(lu(0)=x°|2 - Iu(T)-xola) o



IV -« Identité entre les solutions faibles et les solutions fortes en

dimension finie,

Nous allons démontrer le théoréme suivant

b,1, Théordme. Si H est de dimension finie, A maximal monotone,

l'opérateur & admet un graphe fermé dans

L1 (0,T;8) x €([0,T].H) -

Il s’agit donc de montrer qu’une solution faible est forte pour (I)

du

<z * AuafeLl'(OoT;H) avec u(0) = u < D(A)

4.2, Remarque. On peut toujours se ramener eu cas Int D(A) # ¢ .

Soit en effet H, 1le sous-espace affine fermé engendré par D(A) ,
on a D(A)C:Hl et projettant l'équation %% + Ausf sur H, et H
I s'écrit
S, 5. A 5. f ' A j .t
< Projy u3proj, s Proj., Ausproj ,f o
1 1 Hl Hl

Or, il est aisé de voir par la maximalité et la monotonie de A

que Ax + H., = Ax ., Donc la deuxidme équation est identiguement vérifiée

1
RS - . du <
7 == Y 1
et la premiére s'écrit —¢ + Ajusf, dans H, , ol A, AN (Hlx Hl)

b
est trivialement maximal monotone dans Hl (considéré comme identifié

& son espace vectoriel des translations).

On est alors ramené au cas Int(D(A)) # § d'aprés 2,11 car
Int(conv D(A)) # § (Intérieur relatif d'un convexe non vide), Donc
en particulier A est borné sur tout compact de Int (D(A)) .

~

Pour préciser cette majoration, on utilise le lemme suivant du &

Ph. Benilan :

4,3, Lemme géométrique, Soit H un espace de Hilbert réel de dimension

finie, C wun ouvert convexe non vide de H , et K un compact de C .
rmeTecre—Tray —cte=r

Il existe alors k>0 tel que lon a V xek , 3 zeC

i) aist(g,9C) > k|x-g|

ii) VzetT |z=c|2 - lx-clz S |z==x|2 (ou de manidre &guivalente

(zexyg=-x) > 0) o



Démonstration : Soit x dans C ; on désigne par TI'x le cdne de

sommet x défini par (z-x,z=x) > O pour tout 2z de C , c’est-=d~-dire
l%ensemble des ¢ vérifiant la condition ii). x=Tx est le cdne

conjugué & C et C en x .

On va montrer

(b:3,5) sup.gi,sré_(;fisg= sup diﬁf;‘r”)
T zeC N rx ¢

dist(z,9C)
[x=1 |

est scColo

il en résultera, puisque la fonction x &> sup
teC

0 .

que k = Inf  sup ‘“frz(‘i*ac) >
‘ xeK zecNrx -
Pour simplifier la démonstration de (4.3,5) on prend x=0 fixé

dans C . Soit c, = \_J AC <cBne engendré par C en x=0 ,
Azl

'I1 est immédiat que si § est fixé dans C , on a

dist(g,9C) < dlsté§5“°°) te]0,1]

est décroissante en

par la convexité de C , donc t ‘= dIStitg“ac)

D’autre part par homothétie de rapport t on voit que

t dist(c,&%C) = dist(tz,aC)

dist(tz,5C)
t

dist(tz,3C)

T existe

donc < dist(;.acl) et par suite 1lim

t¥o
et est inférieure ou égale & dist(z,3C) . Mais 1l'inégalité inverse a

lieu

Soit en effet p~<dist(c,acl) ; B(z,p) ©boule fermée-est incluse

dans }%ﬁc = C1 » €t est compacte, donc il existe Aoal tel que
v
Blzyp)c A,C et donc dist(c,ROBC)> P

dlst(:;aagl > p » On a done

mais alors dist(2=,3C) > &= et 1lim
P X
o) o t¥o
en définitive
dist(caacl)

sup I ]
ol
cecl

dist(z,3C) _
K

sup
teC

(resp C OPO) resp(clf)Po)



On est ainsi ramené a prendre pour C un cdne ouvert de sommet O .

-=I‘° est le cOne conjugué de C et l'omn veut montrer

sup dist(£,3C) _ sup dist(z,9C)

LeC Iz zeCc Nr_ 2]

Soit teC , ¢  sa projection sur T_ . Z-f  est dans -C qui est le
cOne conjugué de +T % done zeC , g ,-% € C donc {,eC + C=2¢C,
soit finalement § €COI_ . On a évidemment |£°]$ fz]| o

On va montrer pour achever la démonstration que
dist(;o,ac) > dist(zg,aC) .
Soit p < dist(g,3C) ; l1a boule B(z,p)cC , donc
(g+pz,v) >0 V ve Ty s VzeH avec |[Z]|<1l &
Mais (Z_+pz,v) = (& _-z,v) + (g+pz,v) » O VvaI‘o s Vz [z]<1

donc B(co,p)c_c_ done dist(coaac)>/p o

bL.4, Majoration portant sur les solutions faibles de (I).
Appliquons le lemme 4.3 avec C = Int D(A) , K = u([0,T]) ,

x = u(t) o Il existe alors k>0 , tel que

te [0,T] == ] t,eC vérifiant

——r—

(ho5)  Jz-g | - fule)-c,|% ¢ |z-u(e)]® , V¥ zeC = B(A)

t

et dist(;t,,ac) > k(u(t)-:t) . Soit
(4.,6) o, e [Flult)-g ] , aist(z,,0C)[

la boule B(ct,pt)clnt D(A) et par (2.,11), A y est borné ; soit Mt
cette borne., Utilisons alors (3.6). On obtient : OssstsT

t t
(1£0o)[+M,)ao + J (lulo)=g, 1) (] £(a){en, )ao
8

(k1) o futt)ule)] < oy |
8

+ 2(Jule)-z |- ]ule)-g %) &



Or par (4L.5) avec z = u(s) on obtient
t t

(Wed) by fute)ule)| < oy [ (Ir(o)[suy)as + [ (Julod=z )(Ie (o) e, )do
] 8

+ 2 Juls)-ule)|? o

Par la continuité de u , 1l existe Gt tel que

he[ogﬁt[ =3 |u(t)-u(t=-n)| < p, et

par (L,8) V Se]t,-ﬁt,t:l .
1 t t
(3.9) 2o, lult)-uls)|co, Js(lf(o)ﬂ\dt)da . L|u(a)-;t|(lf(a>g+mt)aa .

Puisque %lu(t)nCt|$ p, , par (4.5) on a

t

lu(c)-;tl2~s Iu(t)—ctl2 + Iu(o)-u(t)l2 donc
L 2
Iu(c)-ctla < :? oy + pi = pix.ki d'ou

denz (4,9) aprés simplification par Py s hez[Ogst[

t
(k10)  E|ul(t)-u(t-n)| < (J’ (2o lem a0) x (1+k,) .
. t-h

Loll, Proposition. Sous les conditions précédentes u est absolument

continue sur [O,Tﬂ o

Démonstration : Si on montre que u est scalairement absolument
continue, comme u est 4 variations bornées par (3.5), absolument
continue sur [OBT] par un résultat de l'exposé n®°l (d'ailleurs comme

dim H <+~ , scalairement Absc.continue.et Abs.continu sont équivalents)

Montrons en effet que u est scalairementtabsolument continue 3
scient wel , |w|=1 et g(t) = (u(t),w) - K jolf(o)lda °

Pour K = l-kkl g satisfait &

(b.12) Y teJo,T] , 36,50 , et =m_ tels que

he[oadt] = g(t)-g(t-n)smh .



bo13, Lemme, Si geVB([0,T] satisfait & (4.12) alors VY te [0,T]

t
s(t)mg(o)‘s‘f g'(o) do

o

ol g' est la dérivée ponctuelle,

ey

Démonstration : Si geVB[0,T] on sait que g'ec Ll[O,T] » et gt

-5 C5 ms D e @ e E» o ap e an

est définie presque partout. Il suffit de prouver le lemme pour t=T ,

Soit f£(t) = 1lim (t)‘h(t"h)

n\o”
partout, done f est mesurable et intégrable.

<m,_ , £(t) égale g'(t) presque

ot

Il existe alors par le théoréme de Vitali-Caratheodory, pour tout

€>0 , une fonction fe semi-continue inférieurement telle que fsfe

T T
et J fe(t) dt < J £(t) dt + € &
o o %
Mais la fonction ¢E(t) = g(t) = J fe(o) do qui est continue
' o
vérifie partout :
¢ (£)-9¢_(t=n) ,
lim g f(t) = £ (%) car f est BoColo
h € €
hXo
donc on a pour tout te |O,T]
— ¢ (t)=9 _(t=n)
lim 5 < £ (t) - fe(t) £ 0 , donc par le théordme des

h\o

accroissements finis

¢(T) - ¢(0) €« 0 c'est-da-dire

T T
g(T) - g(o0) « J £(t) dt + ¢ = j g'(t) at + ¢
o o
Ceci ayant lieu pour tout ¢>0 » on a donc
T
g(T) - g(o) <« j g"(t)dt .
| ° t
Appliquons ce lemme & g(t) = (u(t),w) - K J (o) do
o

g (t) = (SR(t),w) - kl£(t)| et donc

t t

t t
(u(t)=u(0),w) ¢ J K|f(o)]dao + J g' (o) do ¢ j (%%(c)sw)do = (J %%(c)doow) o
o )

o Q



Remplagant w par -w on obtient 1'inégalité renversée, donc

_ t
(u(t)=u(0),w) = J (%%(o),w)dc , donec u est scalairement absolument
o

continue,

La proposition suivante achéve la démonstration du théoréme 4.1,

L,14 Proposition, Une solution faible absolument continue est solution

forte-.
1 t+h
Démonstration : Soit te[0,T] tel que 1im & j f(o)do = £(t)
h¥o t

{on sait que ceci & lieu presque partout par le théordme de Lebesgue).
Soit a = %%(t) o On a (proposition 3.1.i)) V [x,y]e A

t+h

(u(t+h)=u(t), u(t)-x) < j (f(o)—y)pukq)-x) dos

t

Divisons par h et faisons nhXO . On obtient
(a,ult)=x) < (£(t)=y,ult)=x) V [x,vy] € A &
Par suite [u(t),f(t)=-a] €« A (par la maximalité de A) et donc

u(t)e D(A) , f(t)=aechu(t) , ceci s’exprime par u(t)eD(A) et

%%(t) + Au(t) » £(t) pour presque tout t , donc u est solution forte

du
de ﬁ? + Ausf .
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Séminaire sur les semi=groupes IT.1

et les équations d"évolution

Orsay 1971-1972

(n°2) Exposé de Jean-FPierre ROTH

"OPERATEURS DISSIPATIFS INVARIANTS PAR TRANSLATION"

I - Théoréme de Godement-Plancherel,

Préliminaires ¢

Définition. Une algébre stellaire A est une algébre de Banach sur (

. . Lo - . 2
munie d’une involution x => x" telle quion ait “x“ = ”xx*" pour
tout xeA (on rappelle qu’une involution sur A est caractérisée

par les relations
(x*)* = % 3 (x+y)" = x"+y™ 5 (Ax)" = Xx* ; (xy)* = y*x™)

Exemple, E espace de Hilbert sur € ; A = f(E) est une algébre stel=

laire pour u =2 u® (opérateur adjoint de u)

Définition, x €A est hermitien si x = x*,

Théordme de Gelfand=Neumark., Soit A une algébre stellaire commutative

savec élément unité e # 0 .

Le spectfe Sp A (ensemble des caractdres de A } est compsct,

Lapplication g qui, & tout élément xeA 0 associe la fonction

x #*=> x(x) continue sur Sp A ; est un isohorphisme'isométri%ue de A

sur «€(Sp A) tel que, pour tout xcA on ait ¢§x* =03x o

Pour la démonstration, cf., Dieudonné - Eléments d'analyse, tome 2, P.30L

ou Bourbaki - Théories spectrales, chap.l et II, Po6To



II.2

Définition, Une algébre unitaire A est une algébre A sur € (en

général sans élément unitéi) munie d’une involution x == x¥* et
d%un produit scalaire (x,y) (non nécessairement séparé) vérifiant les

axiomes 3
1) (xy,z) = (y,x%z) (x,5) = (y¥pex™) &
2) Y xeA, L(x) s y = xy est continue,
3) 1les sommes finies Exiyi sont denses dans A .

Dans ce qui suit, on supposera A commutativeo,

Un caractére de A est un homomorphisme ¢ de A sur € +tel que 3
Vxea, |zx)]<clnx)] o

z est dit hermitien si VYxeA, r(x*) = g(x) .
L’ensemble 2 des caractéres hermitiens sur A , muni de la topologie

faible, est un espace localement compact
A
Vxea, (%x = xe.‘eo(z) o

Théoréme de Godement-Plancherel, Soit A une algébre unitaire commu-
’ A

tative, Il existe un sous-espace S de 2 dont 1’adhérence dans C

est S ou SU{0} , et une mesure positive unique m sur S tels gque

les fomctions X ¢ § == C forment un ensemble partout dense de

ﬁz(sgdm) et vérifient

Vx,yed, (x,3) =J5€(c) $(z) am(z) o

De plus {J'EIS9 xe A} est partout dense dans ceo(s) o

Démonstration ¢ On se placera dans le cas ol (090) est séparé (ce qui

suffira pour la suite), Lorsque (.,.) n’est pas séperé, on prend le

quotient de A par 1'idéal des scA tels que (s,8) = 0 ,

Soit H 1'espace de Hilbert complété de 1l’espace préhilbertien A
L(x) ¢ A =+ A se prclonge continfiment en U(x) ¢ H = H

£(H)

Soit U= {U(x), xe A}
4, est une algdbre commutative, fermée dans <(H)

Y est autoadjointe, en effet on a :

(U(x))™ = u(x*)

et Mo [l = Ju(x)] = Jo(=x®) ] = Jux*)] .



II.3

Donc U(x) = U(x*) se prolonge continiliment & W .

Soit d=U+ C IdH o« ot est une algdbre commutative, autoadjointe,
fermée dans S(H) (car ¢ IdH est de dimension finie), avec €lément
unité ¢b est donc une algdbre stellaire, commutative, avec &lément
unité,

On notera %a. lgisoniorphisme de Gelfand-Neumark de ¢ sur <(Sp A) .
a) L'application x =+ U(x) est un morphisme d’algébre involutive

de A dans & . U est injective 3 en effet :

soit x tel que U(x) = 0 alors Y yeA, xy =0
Yyszeh, (x,y2) = (xy*,2) = 0

comme l’ensemble des yz est total dans A , on a x = O ,

b) Si x est un caractdre de Jb, xo U est un ceractére hermitien

de A (8'il n'est pas nul) et on a

Ix o Uu(x)] = [x(u@x)) ]« llutx) | = Jlutx)] -

On notera A 17application ¥ =2 A oU de 8Sp & dams 2 U0} o
A est injective : soient en effet x et x'e Sp ¢t vérifiant
xeU= y'oU . x et x° coincident sur les U(x) donc sur U , et
on a x(IdH) = x"(IdH) = 1 , donc x = x' .
A est continue (c’est évident) ; soit S = A(Sp &) ;, A est un homéo=
morphisme de Sp ¢ sur 8° ., On en déduit un isomorphisme T de
<4(sp &) sur <€(s?) .,

a) et b) se résument dans le diagramme suivant

s
Jt - > ¢ (Sp ob)
UJ v o lr le diagramme est commutatif
% (vérification purement formelle)
A cceccllocacs @(89)

(X = > J?Isv)

Lorsque S' contient O on a XxX(0) =0 o
Notons S = S'\{0} - On a gA(A)'cho(S)
{U(x) + a kd, /]x <A} est partout dense dans b
donc {(gd;(U(x)) + A [xeAl est partout dense dans «¢(sp o)
donc {I‘(gut(U(x))) + A [ xe A} est partout dense dans ©(S°)

donc {;EIS" + A /xe A} est partout dense dans €(S?) .



II.h

Desux cas se présentent :

ou bien, Id €U ; alors les constantes adhérent & ({X|;,} et on a la
densité des Q{S dans. <€(8) (s=87)

ou bien, IdH¢U s alors U est un hyperplan fermé et un idéal de b
donc un idéal maximal, Il existe alors goe Sp & s'annulant
sur U , donc O S' ,
"On a encore la densité des §HS dans ceo(S) (s* = suU{0}) .

forment un ensemble partout dense dans

Dans tous les cas : les QI'S

€, (8) o

Notons [B] la sous-algébre dense de A engendrée (algébriquement)

par la partie B= {ye Al]yleyze Ay =yy,}

Soit yeB ; il‘-s-?'m’. (x,y) est bien . définie et est continue, car on a
(x| =[xy v,) ] = [ GyTow,) | = (L) (D) or < L= lfTy iy, |
[Ceoxd | < My iy M,

done Vye:-[B] ;Els => (x,y) est.définie et continue,

Fixons ye [B] ; il existe une mesure bornée dmy sur S telle

que 3§ A
Vxea, (x,5) = Jx(c) dmy(c)

‘ ~A A ) : 4
) ! [ = *e
v::ye [B],VzeA,szdmy=<zx y> = <zy¥* x¥>
S

]
k“"\
w

nd>
|
[ o}
2]

ao

Les 2'

g sont denses dans % _(S) ; on a donc

' ~ -
(1) YV x,ye[B], % dmy =y dm

Soit 2 = {zes , X(z) # 0}

oo

d.mx est concentrée sur Qx ; en effet

J dm_ = J X dmn = 0 ,
s\Q SR y
_ X X

(¥ | ye [B]}> {2122 | oz et z_.,€ A} qui est dense dans ceo(s) (petit
a

<>

1l 2
partir de la densité de {z|ze A} dans € (8)) -

Donc dm est portée par Q_ o
b4 X

dmx/ﬂx

v ~ ¢ -~ L3 ° k3 3 -

D’aprés (1) les mesures ==;73: vérifient la condition de recolle

ment., Les Qx recouvrant S , on peut recoller en une mesure dm sur S,

calcul facile



II.5

On a Ver:B:l, dmx = % dm ., en effet les deux membres zont des mesures

portées par QX et elles coincident sur Q.

Donc Vxe[B], ﬁegl(s,dm) o

Donc YyehA, freiz(sadm) o

On a donc ¢
(2) VxeA,Vye_[Bj, (xay)=5§§dmo

I1 nous restera a4 &tendre cette formule au cas xecA et yecA o

dm est positive : VY x,yecA (xy|xy) = j|§|2|§|2dm>,o o

x @étant fixé, Iﬁlzdm est une mesure bornée., D'aprés la densité des
l§|2 dans %€ (5,R) (facile & montrer) on voit que Y xeA , Ii]zdm
est. une mesure positive., D'aprés la densité des [55]2 dans ‘6°(SQLR)

on voit qQque dm est positive.

les X pour xeB sont denses dans ie(sadm) ¢ Soit FeH(S) 'g il

o - A = o
existe un é€lément u = E :xi ?;i qui ne s’annule pas sur Supp F
1

done il existe GeR(S) tel que F = Gu

B o A €
Orell existe yeA te} que Y xes | IG(X)"’y(X)IS’ﬁ;’T‘{f‘)‘ (N2 norme
de £°(s,dm)
Donc f'F‘X’ 2007 (0 |2amix) < (o=Serr) Jiﬁ(x)lzdx = &?
E =] \ o
| W, (8)

dm est unigue : c’est une conséquence de la densité,

Prolongement de. 1la formule (2) : Soit ye A ; il existe une suite

d'é€léments {yn}e[B] convergeant vers y damns A , La suite {yn} est
de Cauchy ; d'aprés-la formule (2) {?ﬂ} est de Cauchy dans ‘la(sadm) 3

golt f sa limite, Pour tout x<A on a

(x,y) = jﬁ f dm

D’autre part pour tout xeB on a (x,y) dm , comme {%|xeB}

est dense dans ‘ﬁz(sadm) on a

n

L_\
)
|

=

£ =73

finalement on a bien 3 ngy edA ; (x3y) am

I

'h‘_c"
%)
<]
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I1.6

II - Fonctions sphérigues.

Introduetion, Soit G un groupe localement compact unimodulaire

(as = d(sEl)) o Soit K sous=groupe compact de G . Soient u et v

deux mesures sur G o

On définit la convolée de yu et v , quand elle existe, par 3

Voeenlc) , (uxv)(s) = j o(yx) du(x) av(y) o
G

Si f et g sont des fonctions, on a en particulier 3

fxglx) = J £(y~tx) ely) ay -
G

. ' -1 . . . .
On a aussi fsees(x) = f(s "x) o On a les notions d’invariance & droite,

& gauche, de biinvariance par les éléments de K .

8i % est un espace de fonctions ou de mesures sur G on note 3

.

hg = {ae® ; Yxek , ax&, = a}

k
'Sh=v{a.€'& 3 VKGK 0 ekk a = a}
h"g&u,(ae‘& s ¥ kek 4 g, *a=ax»e =a} o

On note L = X(G) .

Dens tout ce qui suit on supposera que la convolutiom x est commutative
hy §

gur L o

Définition., ¢ est une fonction sphérique sur G si ¢ est continue,

non nulle sur G et vérifie
14 X,y G , j ¢ (xky) ak = ¢(x) ¢(y)
K
oi dk désigne la mesure de Haar sur K .

Théoréme 1, Si [ est une mesure sur G biinvariante, non nulle, et

si 1l%application f == g(f) = jf(s) dz(s) est un homomorphisme de
th sur € alors il existe une fonction sphérigue ¢ telle que

t = ¢(s) ds . Réciproguement pour toute fonction sphérigue ¢ ,

¢(s) ds & les propriétés de ¢ .

Démonstration 1) Partomnms d’une fonction sphérique ¢ o

Soit x, tel que ¢(x°) # 0

o(x_) o(ky) = o(x_) ¢(y) = ¢(yk) ¢(x))
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donc ¢ est biinvariante par K o
=> ¢ = ¢(s) ds est une mesure biinvariante par K
¢ comtinue # 0 ==¢ # O

£ et geHL'ﬂ o £ wgl(x) = J £(y~1x) aly) ay
G

j (j £(y~Yx) gly) ay) ¢(x) ax
G ¥YG

fe(f’*S)(X) ¢(x) dx

j j £{z) gly) ¢(yz) dy d=
¢ JG

J f J £(z) gly) o(ykz) dy dz dk
G G K

(J £(z) ¢(z) dz)‘f gly) o(y) ay) o
G G

2) Partons d’une mesure ({ biinvariante sur G ,
vérifiant les conditions de 1°&noncé,

Soit geL notons h’gkl ia. fonction telle que
hgh(x) = JI g(kxk?) dk dk’

Kx K
soit £ LY . on a Bireg)T = £xtg et

r(rxg) = c(P(e=g)") = c(£+5™ = ¢(£) zla) o
D°aprés le théordme de Fubini on a z{(fwg) = J;(f‘*es> g(s) ds

Soit f’ehhh telle que <z (f) # 0 o
g(r=e_)

Posons ¢(s) = ==?T?T”= °

& est continue et on a r(g) = J g(s) ¢(s) ds
G
¢ ee8t non nulle car ¢ ¥ O

¢ est biinvariante par K (car f et ¢ le sont)

Ve,g L jj £(y) glz) (J o(ykz)dk) dy dz
GxG K

- JJ £(y) glz) ¢(y) o(z) ay az o
GG

Cfest encore vrai pour tout f et tout g de L  donc
(J' $(ykz)dk) dy dz = ¢(y) ¢(z) dy dz ; a'ol
K

J ¢(ykz) dak = ¢(y) ¢(z) o
K

Théoréme 2, Si G est un groupe de Lie, les fonctions sphérigues sur

G sont les fonctions ¢ sur G telles gque
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¢ est biinvariante par K
$(e) = 1

¢ est fonction propre de tous les opérateurs différentiels biinva-

riants sur G

Démonstration : voir Helgason (on ne se servira paes de ce théoréme dans

la suite),

Théoréme 3, Soit ¥ 1'ensemble des. fonctions sphérigques sur G bornées

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G

Soit 2 l’ensemble des caractdres ¢ #0 sur

tels gque
le(e)] < Jlf(s)lds muni de la topologie de la convergence faibleo

Soit § ¢ F = Z ,
BLE = ¢ )

¢ Pl f = Jf(s) ¢(s) ds

j est un homéomorphisme de F sur 2Z o

e =]

EEESEEEESEiSE ¢ 1) j est bien une application ; en effet la relation
fonctionnelle entraine que, si ¢ est bornée, on a [¢]=1 , da’ol

lc<f>|\<j|f.(s>tda .

2).) est continue : e¢'est évident,
3) j est injective 3 ¢, et ¢2€@ tels que Vre"LP
Jf(s) ¢l(s) ds = jf(s) ¢2(s) ds ; c’est encore.vrai.pour tout f dans L
domnc ¢l = ¢2 o

L) j est surjective ¢ soit reZ , ¢ 8e prolonge en

une mesure ¢° sur G , biinvariante, non nulle.d’apr@s le théoréme 1

z'"(fxe_)
soit ¢(s) = 5 ,on a ¢" = ¢(s)ds et ¢ est sphérique bornée
] <t (£)
1
par L .
lz(£)]

S5) continuité de jml s ¢z = j(¢) o Soit refL? tel que

g{f) # 0 , w={c",z°(f) # 0} est un ouvert de 2Z .
G = LY(G)

} est continue o
8 =3 f = Es

Soit K compactcG , {f « €y se K} est un compact de Ll o 2 est

équicontinue sur Ll(G) . La topologie de la convergence simple coin=

cide avec la topologie de la convergence compacte,
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Done [t (f nes) converge uniformément pour se<K vers ¢{f xes)

lorsque ' -—> r dans W . Donec

$' = ¢ uniformément sur K lorsque ° = ¢ dans W ,

Bibliographie :

HELGASON : Differential geometry and Symmetric Spaces,

GODEMENT : Séminaire Bourbaki 56257, exposé 1lhk,

‘Théoréme de Plancherel -~ Transformation de Fourier,

ot ]
4
ad}
8

Mémes notations que dans les chapitres précédents:

Définitions On-dit que la mesure ¢ sur G est de type positif si
Vf'eL, n(f'*?)zo , ol ?(’s) = f(sml) o
Propriété. Si ¢ est une fonction sphérique de type positif, alors

. ‘-
¢le) =2 , ¢(s) = ¢(s l) 0 |¢(s)|<€1 , pour tout éiément s < G*.

Théoréme de Plancherel. Soit M une mesure_de type positif sur G ,

Alors il existe un soussespace. 4 de l'ensemble, des. fonctions sphé=

rigues de type positif sur G gui est localement compact pour 1la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G et 11l existe

- o A o o
une mesure positive y unigue sur S telle gque, 81 on note

?(¢) jf(x) o(x) dx pour ¢e€ ¥, on ait
1) {f,re’L }L (8) _ p2(n)

2) Ve,ge"LY, u(£=g) = wa) 2(s) afi(e) -

Remargues : » si yp = Ge on obtient le théoréme de Plancherel propre-
ment dit
» s8i u = ¢(x)dx avee ¢ continue de type positif, on

obtient le théoreéme de Bochner,

Démonstration du théoréme : On se place dans le cas ¢ = Se (c’est le

D €0 €D @ oD an e B A D £ &0 €D Gp CD 6D a0 6 €O TD o C G a5

cas quwi nous est utile dans la suite).
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Seit th muni de =x et du produit scalaire (f,g) = Ge(f*'é') et de
l7involution f =+ £ o LY est:une algébre unitaire commutative :
~ TN
o (f*gbh) = G-e(f«-gﬁh) = § (£xh=xg) = (fbh»fgv)
_ e
o (£,8) = 8§ (£xE) = 8 (Ex1) = (E,F)
s Soit J 1'espace hilbertien complété de BLY (BLH est séparé)
f,g LR L{g)(f) = g=«f¢
fxg = (fnes) g(s) ds (intégrale vectorielle)
Iex el s [lewe, llats)las = 2] jrg(s)laa :

Donc L(g) est continue et "L(g)llsjlg(s)lds

. Les f xg sont denses dans 9L ,
On applique alors le théoréme de Plancherel abstrait & 9L , On obtient:
;s sous-ensemble de caractéres de e,an s 8 1localement compact
lm mesure-positive sur S

zesS == lc(f)|\<”L(f)“sjlf(x)ldx R

Done Scz ,

Posons ’ 5‘3 jml(S)
Vi = i Hm)

En fait, les f‘ohcfeions de 4 sont de type positif ; en effet :
soit ek, j(o) = ¢ o

I1 s’agit de montrer VYgel , Jgng(x) ¢$({x) dx 30 , c’est=8~dire
(MEgxeg)N o .

o L(h(g* g)h’) ‘est hermitien positif:
¢ L9
(L(E %)) (0)50) = ((Ev)et»F de) = (o (Exe)Tn F)le)

"o Erag*d) (e) 20 o

. fe Lk , L(f) hermitien positif == ¢(f)> 0 3
Soit ® 1%algdbre fermée engendrée dans < (¥) par les L(h) pour
heh ; Jom) <L) .

Posons &(L(h)) = g(h) . &€ se prolonge contintment sur B en un

caractére hermitien, On a le théoréme suivant 3
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Si une algdbre fermée d'opérateurs d'un espace de Hilbert contient

un opérateur hermitien positif, elle contient aussi sa racine carrée

une démonstration élémentaire est donnée dans le livre : Analyse fonc=
tionnelle de Riesz et Nagy,

2

Donc IBeB® tel que B hermitien positif et B° = L(f) , On a

alors 3
?) = €(BB*) = £(B) £(B)

> 0

z(f) = g(L(f)) = £(B

Théoréme (transformation de Fourier) 3 Soit G un groupe localement

compact unimodulaire, K un sous=-groupe compact, = &tant ‘commutative sur

5.5 Alors il existe un sous-espace localement compact <$ de 1l'espace

des fonctions sphérigues de type positif sur G . muni de la topologie

de la convergence uniforme sur- les compacts-de G et une mesure d4d¢

positive tels que 3

il existe une isométrie hhe(G)q e L2(§9d¢) vérifiant 3
£ —» 7T

1) Ve Ltieyni(e)]® o) = jf(x) ¢(x) ax
1) ¥ Fert(H)n ¥« £(x) = [£(e) oTx) ap
iii) v rehLs , Vg e_hIaZ(G)hi f/;\g = f g

Démonstration : i) et iii) sont immédiats,

1) £e"12% > Ferliginii(¥)
notons F(x) = J§(¢) 6(x) d¢ . Soit -geh'[:hl’((‘:)(\Lyz(G)]‘a

f?(d:) E(s) ae

;ff(x) 5713 dx

[rix) G ax = [[£(e) %) &0x) ax ae = [F(e) F(o) ao

donc 3 f = F dans hhz(G)h

Bibliographie 3

GODEMENT : Séminaire Bourbaki 56=57, exposé 1uh,
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IV -~ Opérateurs invariants par translations.

G groupe abélien localement compact unimodulaire, K gsous-groupe compact
de G .

T
G = G/K . Notons §& = T(g)

~

% une fonction F définie sur G et invariante & droite par K , on

associe la fonction f obtenue 84 partir-de F par passage au quotient.,

Proposition. F =+ f est une bijection de H(c)® sur H(G/K) ,

%(G)h est stable par convolution, donc on peut définir la convolée de

deux fonctions de H(G/K) . On a (£=xg)(8) = J'f(yglﬁ) g{yeé) ay .
Y G
Supposons gue la convolution soit commutative sur "H(G/K) c'ested-

dire sur 9R(G)® .

Condition suffisante pour que la convolution soit commutative :

Il existe o automorphisme involutif de G tel que 3

VxeG ,JkekK , IpeG, x=%kp , oflk) =k , alp)=7p"",
Pl ° h h g v ml
Démonstration : Pour Fe K(G) on a F%=s F (o(x) = kx k)
¥ A 4 —_—nN
P»vG =G =xF 5 a

. d’cd F*G = G«F pour F,Ce R(G) o
F°»c%= (Fxg)?

Exemples : 1) la sphére S, = 50(3) o Notons T le& symétrie par rapport
Lxempies 2 S0(2)

au plan diamétral invariant par S0(2) .
On prend pour ¢ l'automorphisme R F=> Mo R oMo

2) Les sommets de l'octaddre considéré comme quotient des

-déplacements de lfoctaédre.

3) m3\{o} congidéré comme quotient du groupe des similitudes

laissant 1l%origine invariante.

Théoréme, Soit A un opérateur non partout défini sur <€(G/K) , ol G

egst compact, tel que :

1) D(A) est dense dans €(G/K) ;

2) A est dissipatif ;

3) A est invariant par G o

Alors Im(I-A) est dense dans <¢(G/K) .
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Démonstration : On parlera indifféremment de F ou de f ,

0 @ €D ¢ €D & OO €0 €D T D eD =

a) Soit A le plus pe prolongement fermé de A , on a

Vfgch(A) ° :K/(i*g)= )*S=f*A(8) »
V£,8 <"D(R) , A(£)g = f A(g) o

Donc il existe une fonction unique § continue telle gue Vee"D(R) ,
£(f) = 5F .
soit & (6/k) = {f < L®(a/k) , Feh(s)}
F_(G/k)e<€(c/K)

F(G/K) = 1'espace engendré par les ng o

b) Lemme, Il ex1ste une base {V } de voisinages compacts_ de &
invariants par K et des « ch‘G(G/K) telles que 3

ai»O o J'ci(x)dx =1 ’ Supp a; eV, o
Ei fe€(G/K) , a; ¥ £ == f dans <%(G/K)

ADemonstratlon s Soit V un voisinage ouvert relativement compact de &

Supposons que - m kV ne soit pes un voisinage de &
keK

Ik )eck , x;¢V ,  k.x. =3 &,

On prend la limite suivant:un ultraf’iltre plus f£in 3
k: =+ keK donc X, = x¢V , do0 & = kx ,

done k~1a = & = x&V , d’ol contradiction (l%existence des a; est

facile & montrer).,

Soit fe<(G/K),
o =1, A - el o ’ “lo
(a; » £=£) (&) =J [a; (v™1a) £(r8) = £(8) a;(v"Ha)] @y
G
f est uniformément continue ==) g ~==- v,
y‘l& eV, = &eyvi et yée yV; domec
[(ay» £-£)(8)] <c &

e) ‘3-’0(G/K) est dense dans 9¢(G/K) :

£ e"¢(G/K) p Oy ¥ £ = f dans <%(G/K) d’aprés le lemme ,
o % f = a fef' , JhecB4(a/K) tel que heW(s) et [a.F-B Iy <€ s

alors [la;« f=h| e
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F(G/K) est dense dans <(G/K) :

fe€(G/K) , a, « £ <=+ £ dans €¢(G/K) . Soit Bs eT (G/K) tel que

"0 -8 . "°<€ o Alors l|a » f = B » £l Jlf(y)ldy o d“autre part
Bi f(B =€y ) £(y) dy einG/K)

a) p(R)>F(6/K) .
I1 suffit de voir D(A) :32((}/1() ; fehLz(G/K) tel que FeX(8) °
3 fn ehD(K) tel que Supp ?ﬁ et Supp fcH compact fixe et tel que

P A - ”’
fn == f uniformément.

n->-oo
A

En effet : soit h e "L2(G/K) tel que heR(H) et h f=f , soit
g €%D(A) tel que Mé‘ - fll ¢* . On prend f =g =h , On a
n u “ n . n n

n

f =g, h et | =T,

On a alors :

£
n

£  daans %l} £ —= £ dsns %(G/K)
=

—_
3f = 3T dans ¢!

n Af =g dans <¢(G/K)

Diod feD(A) .

e) Soient ¢ et P e<X:

¢ »p(t) J¢(x—lt) p(x) ax o(t) I¢(x¢l) p(x) ax

v(t) jw<x‘°l) o(x) ax

si ¢ # ¢ alors. Jq,(xnl) vix) dx = $(9) = (E)\ 0 3 d'autre part
$(3)>0 . Donc de<f ==> ¢eD(R) et on a A(¢) = T$ = &E(F)} -
Donc A(¢) = E(3)é (¢ est fonction propre de A) , ceci est vrai pour

tout opérateur A préfermé, 4 domaine dense, et invariant par trans-

lation,
£) A étant.dissipatif :

A(¢)(e) = TF) o(e) = B(F) et Re A(p)(e) <0 , donc YopeS Re F(s) <0,
g) F(G/K) ¢ Im(I=-%) :

Il suffit de montrer ‘37 (6/K) c Im(I-A) d'aprés 1l'invariance de A par

translation, Soit f eh'L (G/K) tel que feH(s)
? -~ ~ ~ —T—
ﬁiem(s) done Jg e‘.Fo(G/K) tel que f = (1-3)g , f = (I-A)(g) d’ou

£ = (1-4)(g) -
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Remarque 1, On a le méme résultat avec A codissipatif,

Remarque 2., Yfe D(X) , Jf A(r) ax = fﬁ |f|2d¢ o

(Re §<0) <> (VY £eD(X) Re Ji" A(f) ax <o)

(et on a un résultat analogue dans le cas A codissipatif),

Remargque 3., Si A est injectif on a T(¢) # O pour tout ¢ , d’ol
i1 résulte que Im A est dense ; ceci est vrai pour A préfermé, a

domaine dense, invariant par translation,

Bibliographie :

Le point de départ de cette &étude est 1l'article de 3

FARAUT et HARZALLAH : Semi=groupes dfopérateurs invariants et opérateurs
dissipatifs invariants (Université de Tunis),



Séminaire sur les semi=groupes III.1

et les équations d'é&volution

Orsay 1971-=1972

(N°3) Exposé de Alain DAMLAMIAN

"METHODE DE MONOTONIE DANS CERTAINS PROBLEMES D'EVOLUTION
NO¥ LINEAIRES DEPENDANT DU TEMPS. UN RESULTAT DE H. BREZIS .

Soit H un espace de Hilbert réel, de norme [.}, et de produit

scalaire (o,0), (A(t))te[pgT]

gur H . On s'intéresse au probléme (P) suivaent 3

une famille d’opérateurs monotones

Etant données f dans un LY(0,T;H) et u, dans H , peut-on
trouver u dans ‘@([OQT];H) absolument continue sur tout compact de

Jo,T[ , telle que presque partout sur |O,T[

L2(t) + A(L) ult) = £(¢) u(0) = 0 ,

I - Etude fonctionnelle.

I1 s’agit ici de voir dans quelle mesure les méthodes fonctionnelles
utilisées dans le cas quasi-autonome (A(t) = A indépendant de t)
[voir i ce sujet [2] chapitre III ;3 voir aussi [h]] peuvent s'étendre

au cas dépendant du temps.
1) "Prolongement canonigue"” & L2(OQT;H)" d’une famille d’opérateurs

(A())y 0,07 *

(L,1) Définition. Soit A(t) wune famille d’opérateurs (multivoques)

de H , définis pour presque tout t de [O,T] , on appellera prolon=
gement canonigie de (A(t)) & Lz(OeTgH) (en abrégé : P.C. de A(t)

a L2) l'opérateur fonctionel 4 ainsi défini par son graphe :

A= ([u,v] e (£®(0,138))% 5 v(t)e A(t) ult) peped .
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(1.2) Remarque 1, Il $%'agit d°une généralisation immédiate du cas

indépendant du temps., Il est clair que b peut avoir un domaine vide,

Remarque 2, On pourrait définir un prolongement canonique de A(t)
depuis Lp(ODT;H) dans. Lq(OQTQH) , Toutefois.il n’aurait d'intérét

que pour % + % =1, (p#l,») , situation dans laguelle on peut utiliser

les propriétés de monotonie. Nous nous restreindrons ici au cas p=q=2
pour lequel L2(OBT;H) est encore un espace de Hilbert (réel). Nous

noterons son produit scalaire (.,.) o o

On a le résultat &vident suivant

(1.3) Proposition. Si A(t) est monotone_dans H
t de J0,7] , 4 est momotone dans L2(0,T3H)

(Lob) Corollaire., Si A(t) est monotone dans H pour presgue tout t

de [ODT] s il y a unicité de la solutionm du probléme (P)

%% + A(t) u(t) » £(&) u(0) = u, pour tout f dans L2(5§T;H) 0
Démonstration s Si u, et u, sont solution du probléme ci-dessus,
du du du, du
1 2 A 1 2 .
£ - == eéﬁul et f = sr~edu, domc = (dt =TT 0 Yy u2)52 > 0 .
Pasons u = Uy =u, o

2
T 1 d 2 1 2 2
. 5 3Tlu(t)] dat = E(lu(T)l = Ju{0)]®) &

Oor u(0) = ul(O) - u2(0) = 0 . On en conclut que ul(T) = uz(T) o

Ceci a lieu aussi pour tout te [0,T] , d’od 1'unicité.

(1.5) Remargque., Le méme raisonnement montre que l’opérateur B défini
ci-dessous est monotone :
du

I3 oi D(B) = {uewlf’z(oo'r;ﬂ

Bu )(g) 3 u(0)=uo} 0

Voici les conditions de maximalité de ot .

(=) Wl°2(0 T3;H) = {ue<€(0,T;H) ; u absolument continue et GL (0,T3H)}.

ef, [1 dt
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(1.6) Proposition. Supposons que A(t) est maximal monotome pour presque
tout t de [0,T] . Sont éguivalents 3

i) & est maximal monotone

ii) 3 »o , YxelH , (t = Ji‘(t)x) c LZ(O,T“,?,'H‘) P

(Jﬁ_ est la résolvante d’indice A de A),
iii) Va0 , Yuel?(0,T3H) , (t 1= J’f(t") u(t) e L2(0,T3H) .
De plus, la résolvante d%indice A associé & <t est le "Prolongement
cancnique"” de la famille JA(t)

A °
. . s Y ) A(t)
Démonstration : i) == ii} (En effet t = Iy

- = Y an
t = J{x o En effet si v(t) + 2A(t) v(t) 3x popo On & Pops
v(t) = (I+AA(t))“’lx °

est égal a

ii) == iii) . En effat il existe un 1 positif

tel que Jx(tbx) = Ji(t)x

(puisque contractante en . x pour presque tout t)

satisfait aux conditions de Caratheodory

Donc pour tout u mesurable,

'
t = Jl(tau(t)) est mesurable,

De plus, lorsque u est dans L2(0,TgH) on a, en fixant x dans H ,

pour presque tout ¢t
|7, (tex) = I, (t,u(s))] « |x=u(t)| aone
t = J,(t,u(t)) est dans L2(0,T;H) o

Enfin, puisque <& est monotone, l%existence d°un A positif pour
lequel J, est une contraction partout définie implique Que céci est
vrai pour tout A positif,

iii) == i) . Car alors pour tout A positif Jf

est une contraction partout définie,

2) Prolongement canonique d%une famille de fonctions convexe 8.Coio

(¢(t)) définie sur H .,

(1.7) Définition, Soit (¢(t))t€[o 7] une famille (presgue partout

13
définie) de fonctions convexes s.c.,i. sur H , On appelle "prélongement
canonique" (P.C.) de la famille (4(t)) a L2(ODT3H) la fonction 3

aingi définie :
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T
} J p(t,ult)) das 51 @(mfu(t))e;ngogT)
u.‘-'“é‘@u: e
z + oo ginon .

Cette notion ne présente aucun intérét =i pour presque tout £ 1n
fonction ¢{(t) n'est pes propre {c'est-~d-dire ¢ non identiquenment

+o) , Ceci ne garantit toutefois pas que 3 so0it convexe,

On peut se poser la guestion du rappor:t de % avec ot prolongenent
- ionique de A(t) = 8(t) & LZ(0,m;H) .
{(1.8) Proposition. Scit (é(t))tero o] une famille de foncitions (precque
LY o - J
partout) convexe s.c.i. propre sur H s telle gue pour teut u de

iz(O,T;H) o t = ¢(t ,ul(t)) est mesursble, Sci* ot le proicmgement

~

agsocié d la famille (3¢{%)) On suppcse que & egt maxipal

tefo,T] °
monotone, et que D(3)ND(A est non vide,

Alors ¢ est convexe s.c.i. propre et b est son scuu-différentiel,

Démonstration 3 L'hypothése de mesurabilité aszure que § ort

- o e D WS 0 e .- -

(34

convexe ; 1l'hypothése sur le domaine non wvide implique gue 3 a@a=w

propre,
MBntrons que § est s.colo. : so0it u dens D{(3) et moit ¢ = linm &{v).
V-1
o L2
Il existe u tendant vers u dans L {C,T3H) et presque partocut,

&
avec p = lim §(un) o Il suffit de montrer gue 1lim §(mn):>§(u}

On soit o eD(&) ND(A) et soit Beda , on & alors pop.t

¢ltovitd) 2> ¢lt,altd) + (vitl=alt),p(t))

=

donc d(t,v(t)) = (vit),B(s)} 2 é(t,aft)) = (a(t) 6(5)) o

Par suite ¢(t,v(t)) = {(v(t),B{(t)})) est minorée par une fonction de
1
(0,T)

er le lemme de Fatou, on a donc :

(Lim ¢(tyu (t)) - (u(t),8(t)) ¢ im{gle J=(u 8} )} = 13n g(u J-{u,e) ;.

n++es L L
Or popot 1im(¢lt,ou (£)) - (u {t),8(t)) > ¢ltouit)) = (uls).8lt)) -

Puisque ¢(t,u(t)) est mesurable on en déduit donec gque
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On en déduit aussi que §(u)=(u,8) , > ¢(a)=(a;8) , o Ceci momtre bien
L L

que B< 38(a) , c'est=d=dire que 38 prolonge ¢ , Par la maximalité
de b , on déduit &= 3% .

3) Un théoréme d’existence sans aucun intérét,

Pour résoudre le probléme (P) on-peut l'écrire sous la forme
Bu+ dusf od B a été défini dans (1.5)

L'opérateur (B+#) est maximal monotone sous certaines conditions et

surjectif sous certaines autres, Voici un exemple d°utilisation de ces
conditions .(pour plus de détails sur ce type de condition, se référer

& [2] chapitre II). |

(1.9) Proposition. On suppose les hypoth&ses de (1.8) vérifiées, On

suppose de plus unil exigste une constante C telle que pour tout A
positif et tout de 'LQCO,T;H) on a

>[i=

T —t/2 t _ t=1
{1.,10) J ¢(t9u° e + J u(t) e A dt) a4t
o

(o]

T
< Ch # j p{t ult)) at o
[o]

Alors B+X& est surjectif et maximal monotone, En particulier pour tout
£ de L2(O,T3H) il existe u solution unique de
2B(t) + A(t) ult) > £(t) popot u(0) = u_ .

Démonstration s L'hypoth&se 1,10 exprime que §(J§u) < 3(u) + acC

@ a5 6 a0 «f) €D I €D O €D D O

ol J? est la résolvante d'indice A ‘de B . Cette conditiom impliqgue

que B+33 est maximal monotone et que |Bu}s /€ + |{#B)%u] .
|
(ef. [2] poII.30=31, proposition 2.17).

or ]%%lba > |u=»u0|L2 YT par 1'inégalité de Schwarz, donc
IBu] == <¢o loOrsque [ul -3 <+ , Doncg ](JWB)ou! b b lgrgque

Ju| =—> 4= .

Ceci implique (ef. [2] P-II-13, théoréme 2.3 et corollaire 2,3) que
A+B  est surjectif,

Remargue, Comme on le voit, la condition (1.10) implique que B+% est
bijectif donc univoque, donc ¢t est univoque., Donc cette condition est

trés stricte, En fait, elle n'est intéressante que dans le cas ¢(t)
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- indépendant de t (voir d ce propos [2] p.III. 20-24, théoréme 3.6),

Il - Un résultat de Brézis : Un théoréme d’existence,

On suppose que A(t) = 3¢ + oI ou (K(t))te[o 7] est une
?

K(t)
famille de convexes fermés de H dépendant de t o
Nous noterons ¢(t) = ¢ + IK(t) (ou IK(t) est la fonction imdicatrice
de K(t) , égale & O sur K(t) , & += ailleurs) et A = 3¢

Nous utiliserons des hypothéses supplémentaires que nous allons

expliciter,

Hypothése
(2.1) Il existe a(t) dans L2(Q°T;H) tel que popot

(I+A(Aw&(t)))m% K(t)c K(t) » Ceci s'écrit aussi

(1 + xA)“l (K(t)+ra(t)) cK(t) o

Conséquence de (2,1) : (par [2] proposition 2,17, p.II 30=31),
PoPoty, A - a(t) + BIK(t)
X = ¢(x) - (a(t),x) + Ig(s)* © et donc pop.t, A(t) = 3(¢+IK(t))
est maximal monotone., De plus D(¢)NK(t) = DZ¢5(}Kzt) pour ces

valeurs de t o

est le sous-différentiel de

Hypothése
’ . R + + P
(2.2) Il existe une fonction w de R dans R bornée sur les

bornés telle que 3

Vonelo,r[ , Vvew,l"z(o,,T;H) on a
2
JT“h lP(t+h)u(t) = P(t)u(t)]| dt < wz(lulw) 0
h

o

(o P(t) est la projection sur K(t) ; c‘est aussi la résolvante

I
7 K(t)

A pour tout A positif),

De plus, si w n'est pas bornée sur r' o 11 existe b dans
Wl°l(O°T;H) (i.e. absolument continue et & dérivée dans Ll(OngH))D

et ¢ dans Ll(OeTgh) tels que PpoPpot

b(t)e D(A)NK(t) et c{t)e A b(t) Dpopoet o

(2.3) Remargue.l. La condition (2.2) implique, en particulier que pour
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tout z de H , la fonection t +=> P(t)z est dans Wl°2(09T33)

et I%? P(t)zlL2 < w(]z]) (efo f1])

2. De plus elle exprime une certaine "continuité" de

la famille KXK(t) au semns suivant

Pour tout t'b de [Os,T] on définit K(to) = {xeH 3 ] zeH avec

x = lim P(t)z} . Il est clair que K(to) est convexe, De plus si
t+t '
o

K(to) est défini (K{t) 1l’est a priori seulement presque partout),
L’ensemble des t_  tels que K(to # K(to) est de mesure nulle
(cfe la remarque 1 ci-dessus). On peut donc supposer K(t) partout

défini sur [O,TJ et ayant la propriété de continuité

K(t ) = fx :] zeH 3 x = 1im P(t)z} .
[o] .
t+to

C’est ce que nous supposerons dans toute la suite de ce paragraphe,
Enfin, si on suppose @ bornée par une constante C , la dépendance
de K(t) par rapport & t devient h8lderienne lorsqu’on la mesure

par la distance de Hansdorff :

§(K(t),K{(s)) = sup (sup dist(x:K(s)), sup dist(x,K(t)) o

xekK(t) xe K(s)
Or daist(x,kK(s)) = |x = P(s)x]| = |P(t)x = P(s)x| 1lorsque x est
dans K(t) . Or I%? p(t)x[L2 < w(|x]) ¢« C donec
|P(t)x = P(s)x]| ¢« V/|t=s] l%? p(t)x]| p € C /lt=s| o
L

Donc 6(K(t),K(s)) ¢« Cc V|t=s] &

3, Sous la méme condition (2.,2) pour toute wu de
Wl°2(O,T;H) , la fomction t = P(t) u(t) est (presque partout

égale a4) un élément de wl°2(09T;H) o

En effet supposant que K(t) est défini comme dans la remarque
2 ci-dessus, il est clair que t +=> P(t) u(t) est continue si u
l%est, Il suffit alors de vérifier (cf, [1]) qu’il existe C{(u)
indépendant de h tel que '

JT°h IP(t+h) u(t+h) = P(t) u(t)lzdt g C(u) < +o ,
h
o .
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Or |P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t)]| ¢ |P(t+h) u(t+h) = P(t+n) u(t)]
+ |P(t+n) u(t) = P(t) ul(t)} .

Utilisant le fait que P(t+h) est une contraction, on en déduit que

|B{t+h) u(t+h) - P(t) u(s)) . jult+h) - u(e)) . lP(t-e-h) u(t) -~ P(t) u(t)
h h h o

h
Puisque u€:W1°2(0nTBH) on a I“(t+hg =ult) 2 ¢ I%%I 2
L°(0,Th) L°(0,T)

donc

clu) = |38 + w(lul ) o
at ' 1200,1) ®

Voici le résultat de Brezis que nous allons montrer,

(2.4) Théoréme., Sous les hypothdses (2.1) et (2,2), pour toute f de
LZ(OOTBH) » tout u_  de D(¢) NK(0) , il existe une unique fonction u

. du
de €([0,T]3H) , solution de 3T+t d¢u + aIK(t)u > f avee u(0) = u s

De maniére plus précise, il existe une fonction 2z de L2(09T;H) 0
telle que po.p.t on a f(t) = %%(t) - z(t) « Au(t) et (z(t),v-u(t)) < 0
Y vex(t) . |

De plus u(t)e D(A)NK(t) popot, u(t)edD(®)NK(t) , ¥V t>0 et
/TS e1f(o,miH) .

Enfin, si u_eD(¢)nk(0) , &2 c1®(0,m5m) .

La démonstration se fait en plusieurs étapes, chacune concernant
un passage & 1la limite d°une régularisation Yosida,

;;%Lil approximation Yosida de

3¢ & L2(09T;H) s B 1le
. .2 ,
te[0,T] & L°(0,T3H) . Ces deux

opérateurs sont des opérateurs maximaux monotones, le premier par suite

Notons B(t) = aIK(t) ° Bu(t) =
B(t) , & le prolongement canonique de A

prolongement canonique de (B(t))

d'un résultat classique, le second d'aprés la proposition (1.6) : en
effet 1l°hypothése (2.,2) implique que (1.6)ii) est vérifiée, Par la
proposition (1.,8) on vérifie également que ® est un sous différentiel;
le m@me résultat pour ot est encore classique. Nous utiliserons en
particulier la propriété de demi-fermeture de & et ®

Soient A et u positifs 3 on note u,, la solution (dépendant aussi
de ) de
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(]
-
o
O

du
4 =
(2.5) It Ay w, o+ Bu(t) u f

uu(O) = u, .

(2.6) Lemme, (2.5) admet une solution u, dans Wl°2(ODT;H) o
t

En effet, soit g(t) = j f(t) dt , et v(t) = uu(t) - g(t)
o
v doit vérifier %% + F(t,vi(t)) = 0 on

F(t,x) = A, (x-g(t)) + B (x-g(t)) .

Or F(t,x) est lipschitzien de rapport % + % par rapport &4 x et
continue par rapport & t (en utilisant le fait que g est continue,
et AA et Bu lipchitziens)., Par le théoréme classique de Cauchy, il

existe donec v de classe Cl répondant & la question 3 g étant dans

Wl°2(O,T;H) » 11 en résulte que du ést aussi dans w1°2(09T;H) 0
du
Nous allons obtenir des estimations sur -I==¥ + A, u ] °
dt Ao L2

Nous utiliserons & cet effet deux lemmes

(2,7) Lemme. Sous l'hypothé&se (2,1), pour tout =z de H on a

L)

(4,2, Bu(t)z) > - Ia(t)llBu(t)zl o

+ (AA P(t)z,z=P{%t)z)
y  F(P(8)2=03 (P(t)z+ra(t))+I5(P(t)z+ra(t))=07 (P(t)2),2=P(t)z) .

Or J‘;"‘(P(t)zna(t))ex(t) car P(t)eK(t) , donc
(P(t)z-Jﬁ(P(t)z+Aa(t)),;-P(t)z)) 50 et
(A,z,2=-P(t)z) » - %lJﬁ(P(t)z+Aa(t))=Jf(P(t)z)lIz-P(t)zl

- $1ra(e)[]z-P(t)z] = = |a(t)]]z-P(t)z] »

v

(2.8) cCorollaire,

T
fo(AA 2, (803, (6) w,(6)) > = Jal 5 13,080 w] 5 ¢

g1e2

(2.9) Lemme., Sous l1l°'hypothése (2.2) pour tout u de (0, T3H) on a

T
jo(%%,u(t)-P(t) u(t)at » lu(m)-p(1) w(m)|? - $|u(0)-r(0) u(0)|?

- m(ju]m),u-P(t)ul P °
L
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Démonstration : Par (263)03 P(t) u(t) est absolument continue et

T e oM e o M o

, donc en dérivant t = Jlu(t)-P(t) u(t)l2
J (22, u()-P(¢) u(t))at = E|u(m)-P(1)]? - F|u(0)-r(0) u(0)|?
T .
+ J (2P () u(t)),ule)=P(t) uls))at .
o]

Il suffit donc de montrer que

J ($5P (%) u(t),ult)=P(t) u(s))at » = w(lul ) (u-P(t)ul ,
L

Or %? P(t) u(t) est la limite dans L2(09T5H) , lorsque h tend vers
0 ae Z2Ltxh) u(teh) - P(t) ult) (5 L(y) et P(t) ult) ont &té

h

prolongés en t<0 et en t>T de manidre constante),

o u(t)=P(t) u(t))dt

JT(P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t)
h

u(t)-P(t) u(t))dt

- JT P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t+h)
h 9
O

T
. J (BLt) u(t+h) - P(s) ult) (4)_p(t) u(t))at o

h
o

or (P(t) u(t+n) - B(t) u(t), u(t) = P(t),w(t)) €« 0 donc faisant h<O

on obtient :

T
J (& P(t) ul(t),ult)-P(t) u(t))at
Qo

> lim jT (R{e+h) u(ten) - P(e) w(eth) oy p(e)u(e)at
h+o-Jo h
_ liB[P(t+h) u(t+h)h- P(t) u(t+h)l 2|u(t)-P(t)u(t)i »
- L L
Or
P(t+h) u(t+h) = P(t) u(t+h) P(t) u(t) = P(t+h) u(t)
lim| = | | = |
h=+o~ L2 h-»o+ L2

est majoré par o(lulg) .

T du ,
(2,10) Corollaire, Jo(ﬁ?gg B, uu(t))dt > - m(luulm) IBh u |

©
u L2

En effet, par hypothdse u_eD(¢)NK(0) donc u, (0) - P(O) up(O) =0 ,

m-gwmn---n--nnnm--m--m—nmnm=~-u
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du
multipliant (2.5) par 3?3 + Aju, et en intégrant sur [o,T]
du 5 ' duu ’
| gt + A S |f§L213?= eyl s [5,u unl p(lel pralluyl))

c’est-a~dire

du du
2
(2.11) Igg® + ayu,l70 ¢ Igg® * Ax“ulha[lflLa‘*lale*w‘l“l°° )]

+ |£] ,( o (Ju | ))
1 pClal g+ Clu,l,

D’aprés l'hypothése (2.2) ou bien m(luulm) est borné indépendamment
de A et u , ou bien 'qulm est borné indépendamment de A et
comme on va le voir ci-dessous, ce qui montre alors que m(luu|w) est
aussi borné indépendamment de A et u o Par (2,11) alors, on Vvoit que
du _ ,
+ A, u est borné indépendamment de A et yu o

|==£
dt AuL2

(2.12) Lemme, Si w n'est pas borné sur m+ » 1L'hypothése (2.2)

impligue gue u est borné indépendamment .de X et p -

u
du
14 , 2 _ 4b
En effet on a 5 gglu (£)-p(t)[” = (u -v, 33 %)
_ AR -}

or (u -P(t)u Y ub)z.o car b(t)eK(t) pop.t, et

(Akuug u mb(t)) (A b(t), uumb(t)) par la monotonie de A, , donc

A
5 Sl (6)=p(0) ]2« Ju (£)-v(£)[[£(6)] = (A,b(£)s wy=b) = (5, u,=b)

lu (£)0(e) [ (I 2(0)l+ [ G2 [+]a,0(e) ) & ox
IAAb(t)l < [2%(t)] s ]e(t)] a‘od

5 Sxlu, (6)-v(0)]% ¢ Ju ()-v(e) | ([£le) [+ |R]+]e(e)]) &

On en déduit que u, est uniformément borné en A et u o

On en conclut donc qu'il existe une constante M indépendante
de A et u (et aussi de u, dans D(¢)NK(O)) telle que

du

(2,13) lﬁ?ﬁ + AAuHI , S M et IBuuul 5§ Moo

L L
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~ o o +
ler passage 4 la limite ¢ u == 0 ,

Avec des simplifications d°écriture évidente on a

2
1|
u

qumu - (AxuuuAAu 1s¥,=u 1) - (Buuu=B 1Y pov,-u )

H 7] u ¥ u
1 1°“ -u )
u
1
uul,uBuuu=u Buluul) - (Buuu-Buluul°J
(),
1l 1
u u

1

A

- (B u =B
pou

(t)

u

- (B u =B
(B u -B ,
u

(+),
u

Or Buuu(t)e_B(t) Ju donc pdar la monotonie de B(t) , on obtient :

1l d 1 5 1
2 dt 1l s - (Buu=B gu g euB u -uTE qu ) s 200 (uhT)

u poow TR

Iu -u

Donc u, est une suite de Cauchy dans <(0,T;H) , de limite u dans
©%(0,T3H) . (Nota : ieci u dépend de A et sera noté ultérieurement
ul) ° .
Comme A est lipschitzien, A

A
du
Idtla
du

L
du 5 ’
—* == dans L“(0,T3;H) faible,

b
dt dt
du
£ + A, u, ) =8 u e:@J U o, Or le premier membre
dt 'R} u

(4u
qt

u, — A.u uniformément, donc

A )

reste borné dans L2(O,T;H) 1S Clagsiquement alors,

On a donec f = (

converge faiblement vers f = + Axu) dans L2(O°T;H) o Quant &

. il converge fortement vers u dans L2(0°T;H) car
u - J8y = u® u et |8 u | £ M o Par la demi fermeture de @
u uou oM woulp2

(g-‘--: + Axu)eQBu 5

JBu
M

on en déduit que f -

Concluons : JM , Y x>0 s 11 existe une solution

(2.1k) u, dans Wl°2(0°T;ﬁ) a
duk
T + Alux + ngzaf u(o) = u, et ]===+A uxl » < M
du L
lf - mdt - A uX|L2 £ M

(2,15) Remargue. On aurait pu montrer que Buuu converge dans L2(ODT5H)

fort et utiliser uniquement la fermeture de ® en utilisant le lemme
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élémentaire ci-dessous :

dans un espace de Hilbert E

II1.13

9

A = 0+)

Lemme., Soit z, une application de r*
telle gue (zkﬁzu° Azkjhzu)€§ 0 , Ya,u>0
Alors IZAI est décrérssante en A (ecroit lorsgue
sz| est borné, la fonction A > 1z,
+

1 = O o
2¢éme passage 8 la limite 3 A\ == ot

On se raméne d'abord au cas ¢ positive 3

étant minorée par une fonction affine contin
lg(x) = ¢(u)m(a,x)~8 20 o Alors 3¢

f f+a pour se ramener & une &

¢
tels que

de changer

(]

en

avec

admet une limite lorsque

a et
3%+a . Il suffit donc

ue, il existe

8

quation du méme type

positif ou nul, De plus les hypothéses (2.1) et (2.2) sont

vérifiées par ¢ et K(t) si elles le sont par ¢ et K(t)

dansv D(¢)NK(0)

Supposons maintenant u
du
© ©° ~ A ——
u, satisfait & P~ + 3¢,u, = p, lpx]chsM
ol ¢,(x) = inf (£=]xqz|2+¢(i)) » (On sait que
A zecH 2X

Par le théoréme 3.6 de [2] (page III.20) on a

[}

AA =3¢x ) o

du
A ——
13?“|L2 < lpAng + /6, (u )« M+ Jo (u ) s M+ Yoly ) o
duk
Donc |===| est borné indépendamment de )\ ; il en est alors de
at L2 du
meme de IAAuAIL2 o Comme f = I - AAuA€(BuA on en déduit que :
a du
A 2 ) ( )
( : s UW,=1 s - (Aju,-A u  ,u ~-u ,
dt at A A‘ A A A‘ A A A"
< - (Alu <A u (J u=J ,u.)
AT R AA A' 2!
- (A u,=A . _,AAu,=A"A ,u ) .
A A A‘ AO A A Aq Ao
Per la monotonie de A s °puisque AAuAGEAJAuA on obtient :
(2.,16) Y g-==(u -u )2 ¢ = (Aju,=A u ,AA u ~A'A u .) < 2(x+1')sup|A u
2 dt""a v OO AT s L et i Le T AN
A AT AA
Donec u, est de Cauchy dans €(0,T3H) « Soit u sa limite,
De (2.16) on tire que :
(A u,=A u pAA U =ATA u ) s - %|uA(T)-u ,(T)|2 <0
At At L A"

et si
[

2

°
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Par le lemme (2.15) on en déduit que A u, converge dans LZ(ODT}H)

(On pourrait aussi, sans utiliser le lemme 2,15, démontrer que Au,

converge faiblement dans L2(09T;H) .

on voit que

Al

Conme Aku)‘e:ctJ)‘uA et que [unl-uxl = Aleu

Jkuk converge vers u dans LZ(ODT;H) et par la fermeture de b
(ou sa demi fermeture) la limite v de Ayu, est dans du
du)‘ duA du
Comme L§?=|L2 est borné, classiquement <= = g dans
2 du du
L°(0,T3;H) et donc f = <t - A,u, converge faiblement vers f - == - Vo
du
Or f = o - AxuA est dans (BuA o, donc par la demi fermeture de @
f - %% - veBu , c'est-d-dire qu'il existe vedu , wveBu tels que
du du
(2.17) g+ v+w=1>F, et [+ vlLes M, |w|L2.sM.°

Prenons malntenant L dans D(¢)NK(0) et soit xne:D(¢)(\K(0)
telle ‘que xn e u dans H , Soit u, la solution de
du

_ n _
=+ v, +wv, =1¢f,ul(0)=x

: v.,edu , w_eBu_l,
n n n n n

n
Par la monotonie de b et ® on déduit que

- - 0 cd~di
Iun(t) um(t)l < ]xn xm] » c'est-d-dire que wu_  est de Cauchy donc

convergente dans <€(0,T;H) . Soit u sa limite, on a u(0) = u, o
De plus, par le théordme 3.6 de [2] (p.III.20) on a : .

dun du 1 1 ’
[VE =] <« 2/T |=e= + v | , + == div t(x_j¢ ~(min ¢)) <« 2VT M + cte,

dt 2 dt n'_2 i~ n

L L V2 .
dun

On en déduit donc que ]/f'?fml , est borné indépendamment de n et

' du, du L2 . |
donc /€'§T= —_— /;'E? dans L“(0,T3;H) faible. De méme si w est

un point limite faible de {wn} dans L2(O°T;H) et g un point

limite faible de |§;§ + vn] dans Le(OBT;H) atteint simultanément
{(w et g existent par (2.17)), on en déduit, par la demi fermeture
de A et de B que we®Bu , et que v = g = %% e Au (de maniére
plus précise utiliser la demi fermeture de ot sur [GOT] pour tqut
§>0) . '

Par suite on a %% + v+ w=17F, u(o0) = ug od we®Bu et pop.t

v(t)e Au(t) (/t v(t)eL2(0,T;H) , mais il n'est pas vrai que v(t)
soit dans L2(0,T;H)) N ‘
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Les propriétés régularisantes des équations d’évolutions associées
& une sous différentielle indépendante du temps s'appliquent alors &

du
dt

supplémentaires du théoréme (2.4},

+ 3¢u:3f=ViEL2(0°T;H) s, u(o) = u,6 ce qui donne les propriétés

Application. Soit Q¢R® un ouvert borné de frontidre réguliére et
Q = ax]0,T[ ; soit we:Lz(O,T;H2(Q)) avec %%eaLz(Q) et ¢20 sur
f X]OST[ ©

Pour tout f de LQ(Q) et tout u, de La(ﬁ) o tel que
Osu_(x)sw(x_) i1 existe une fonction wu(x,t) dans ‘€([O,T];L2(ﬂ))

u(t)e:Hg(Q) pour >0 , vérifiant Jt u(xst)e.Lz((OoT)He(Q))

t %%(xat)ezbz(Q) o Osulxst)s ¢9(x,yt) pope sur @ x]0,T[ et pop. sur

Jo, T[ j (24 (x t)=A u(x t)ef(x,t),vix)- u(xot))dx 0 pour tout v de
L2 () tel que Ogv(x)syp(x,t) popo sur Q o

5i de plus u_ e H;(Q) alors ue¥([0,T] ;H;(n))an(o,T;Hz(n))' et

au

at€L (Q)

On applique le théoréme précédent avec A = 3¢ ol

0 A
J grad u| dx si ueH (2) et ux0 sur @
¢(u) =
+o ailleurs
K(t) = {uel®(a) ; u(x) < v(x,t) pepet sur Q} o

On a P(t) v(x) min(v(x),9(x,t)) et la condition (2.2) est satisfaite

2
avee w = cte = ]%% > ®
L°(Q)
La condition (2.1) est vérifiée aveec a(t) = -aAp(x,t) et grice au

principe du maximum : en effet

I+ A(—A+Aw(t))-l K(t)c K(t) exprime que

si v -y = A(veyp) £« 0O alors v-ys0 .
Comme de plus projectionc K(t)c K(t) c'est-d-dire
o )
(I+Aalc )=t K(t)cK(t) on en déduit que
)

(I+.>‘(-A+Aw(t)+alc ))“’1 K(t)c K(t)
(o]
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Séminaire sur les semi-groupes IVv,1

et les équations d'évolution

Orsay 1971-1972

(N°L4) Exposé de Hedy ATTOUCH

}

" "RAFLE" PAR UN CONVEXE VARIABLE, DYAPRES J.J. MOREAU "

Introduction,

On se propose d'étudier dans un espace hilbertien réel, 1'équation
d’é&volution
du

Tt A(t)u(t)=20

od pour chaque t dans [0,T] , A(t) désigne le sous-différentiel de
la fonction indicatrice d'un convexe fermé non vide C(t) . On reprend
ici une technique due & MOREAU [3], qui, moyennant des hypothéses de
régularité sur la dépendance du convexe c(t) en fonction de t ,
énonce un théordme d'existence et d'unicité (pour une condition initiale
dans C(8)). Cette méthode a &t& généralisée par JoCo. PERALBA [4], au
cas plus général ol A(t) est le sous-différentiel d'une fonction

convexe S.C.i. propre ¢(t,.) o

1. Préliminaires :

o Soit H un espace de Hilbert réel,

o Etant donné un convexe fermé& non vide C dans H , on note Ic sa

fonction indicatrice :
0 xe C
Ic(x) = g ’
+o x4 C

et 1l'on désigne par Y, S8 fonction duale (ou fonction d*appui du
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convexe C) .

yc(x) = SUP<X,¥> o
yeC

. On notera Bic( le sous=différentiel de la fonction indicatrice

t)

du convexe fermé C(t) »
o On considére l'ensemble E des convexes fermés non vides de H |

que l%0on munit de la métrique de Hausdorff § (métrique au sens large,

car prenant éventuellement la valeur +o )

sup [sup d(x,C?) ; sup d(x,C)]
xeC xeC?’

s§(c,cv)

inf [p/CcC® + Bp 3 C°c C + Bp]

ol d(x,C) désigne la distance du point x au convexe C et Bp 1la

boule fermée (par exemple) centrée a4 l'origine et de rayon p o

Montrons comment la distance de Hansdorff de deux convexes C et

C'! s'exprime en termes de leurs fdnctions d%appui Yo et yé o Tout
d'abord de fagon évidente, CcC' + Bp et C°< C + Bp entraime que

pour tout x dans H yc(x)s ch(x) + plxl et Y¢v(K)"Yc(X) + plxl o
Réciproquement, soit p tel gque pour tout x dans H on ait ces

deux inégalités, Montrons par exemple que CcC? + Bp ., Supposons qu’il
existe X daps C n'appartenant pas & C? + Bp . On sépare alors X,
du convese fermé C’ + Bp par un hyperplan et donc il existe Y, dans

H tel que <y_,x_> >ycq(y°) + p]yO[ o Puisque x = appartient & C ,

o
ceci entraine gque Yc(y°)> Yco(yo)'+ plyol » d’ol la contradiction,
Done 6(C,C’) est fini seulement si fc et Yoo ont méme domaine D

et 1%on a alors ¢

(1.1) §(c,C’) = sup ch(x):=,y Ax)] .
xeD ¢

]2
On remarque d’autre part que si 6(C,C?) est finie alors les ensembles
C et C' ont méme cSne asymptotique, (Cela tient au fait gque 1%adhé-

rence du domaine de Yo est le c¢One polaire du c8ne asymptotique de C).

g

Soit t <=+ C(t) une multiapplication de [0,T] dans H , &
valeurs convexes feriées non vides, Pour décrire cette multiapplication

- ” a
on peut avantageusement considérer C(t) comme un élément de l’ensemble
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E (muni de la métrique de Hausdorff).On peut alors parler de variation,

absolue continuité ... du convexe C(,) sur [O,T] o

Si c(.,) est & variation bornée, la distance §(C(s),C(t)) est
finie quels que soient s et t dans [0,T] et donc le domaine D de
la fonction d’appui +y(t,.) du convexe C(t) est indépendant de t o
I1 résulte de (l.1) qu’en désignant par v(t) 1la variation de C(.) sur

[Oat] s On a
(1.2) ¥ xeD , ¥s,te[0,T] , [v(tox)ev(s,x)]| s |x||v(t)=v(=)]| &

Notons d’autre part que la multiapplication t =+ C(t) est absolument
continue si et seulement si sa variation v est absolument continue

(& valeurs numériques), Suivant la terminologie de MOREAU on dira que
av

<7 ©st la "yitesse numérique" du convexe "mobile" C(.) -

2, "Rafle"” par un convexe absolument continu.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant

Théordme, Soit t = C(t) une multiapplication de [ODT] dans H

4 valeurs convexes fermées non vides, et absolument continue (au sens de

la métrique de Hausdorff)., Etant donné u, dans c(o) , i1 existe wu

mnigue, absolument continue de [Oaiﬂ dans H solution de

o S %% + 2L,y u(t)=0
p
} u(0) = u_ o

De plus &) Vtelo,T]1 , u(t)ec(t)

b)  pop.t €]O,T[ |%%|~$ %% ol %% désigne la "vitesse numé-

rique” du convexe. C(.)

L'unicité résulte immédiatement de- l1?argument classique utilisg@ pour
les équations d%évolution régies par un opérateur monotone, On va &tudier

le probléme (P) par la méthode d’approximation de Yosida. Rappeloms que

#i 1%0n pose A' = 23Ig(y) o OB @ J;'('x)~= P(t)x et A';(x) = aémx‘?kt)x

oi P(t)(,) d4ésigne la projection sur le convexe C(t) .
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On- considére donc le probléme approché

& Y =0

5» du, ulfﬁ) = P(t) uk(t)
(p,) ?
ux(o)_= u o
Pour dppliquer le théoréme d"existence de Cauchy au probléme (PA) il
suffit de montrer que pour 2z donné dans H , 1'application t == P(t)z
est continue de [ODT] dans H . En fait on a beaucoup plus, Clest

l%objet de la proposition suivante :

Proposition 1, Soit C(,) un convexe "“mobile"” absolument continu, Pour

tout 2z dans H , il existe une constante M(z) telle que l'om ait 3

(2,1 VYtelo,7] , ¥V selo,T] |P(t)z - P(s)z]|2 ¢ 2M(z)|v(t)=v(se)]| .
AR

De plus l'application 2z == M(2) est contractante, RGN

1 o =y
i -

. , o ., ve &
Démonstration ¢ On se fixe 2z dans H . Considérons la fonctionelley, oS/

e oD 6 & £ D 0D 6D €D D T O

1 2

a(t) : Y = 3|z=y| + y(tgy) o

Cette fonctionelle est strictement convexe, s.coi, et tend vers
1infini quand ]yl tend vers 1°%infini, Elle atteint donc son minimum
en un unique point y(t) qui vérifiera (le théorime d°additivité des
sous=différentiels s’appliquant ici s e¢f: par exemple [5])
y(t) = z + 3y(t,y(t)) > 0 ,

D0l en tenant compte que 3y(t) = (BIc(t))al (cfo [1], chapitre II
P.23 par exemple) on obtient y(t) = z = P(t)z . Ecrivons alors que

z = y(t) appartient & a3y(t y(t)) o

Yeen y(t,8) > y(t,y(t)) + <g=y(t),z=y(t)>
Yeen y(8,E) 3 v(s,y(8)) + <E=y(s),z=y(8)> o

Prenant £ = y(s) dans la premiére inégalité et £ = y(t) dans la

seconde, on obtient en ajoutant :

[v(toy(s))=v(s,¥(s))] + [v(s,y(t))=y(t,y(¢))] > ly (£)=y(8)]|% &

Soit en tenant compte de (1.2)
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ly(t)=y(s)|2 ¢ [lyt)|+]|y(s)]|]c]vit)=v(s)]

d'od 1°0n déduit immédiatement que t = y(t) est continue et en

posant M(z) = sup l|2=P(t)z] on obtient :
tefo,T]
|P(t)z=P(_s)zl|2 s 2M(z2) ]v(t)=v(s)| ce qui achéve la démomnstration.

Revenant -au probleme approché (Pkgqul admet donc une solution unique

ux (de classe ‘8 ) su1vant le méthode classique on cherche & &tablir
une estimation sur ‘dt | °
' _ ' duk
Multipliant (PA) par gg- o©n obtient
‘dui 2 1 duA
|??a + 3 <u, (£)=P(t) u,(t), gp=> = 0 o

On est donc amené& & considérer 1l’application

£, 0t = £|u (£)=P(t) u (8)]?

Si comme dans l'exposé précédent, l'absolue continuité de £, découle
de 1l'absolue continuité de 1l'application t — P(t)_ux(t) » 11 n'en

est plus de méme ici, On a cependant :

Proposition 2, Seoient C(.) un convexe mobile absolument comtinu et u

une fonction absolument continue de [OQT] dns H . Alors l%application

£ 3t =¢—-%[u(t)=P(t) u(t)l2 est absolument continue de dérivée

(2:2) £7(t) = <%{=9 u(t)=P(t)uls)> - y(t,ul(t)=P(t)u(t)) (ed +(t,£)

désigne la dérivée au point t de 1l'application t == y(t,£)) o

Démonstration : Posons c'(¢) = c(t) = u(t)

oo e

On a alors f(t) = %‘-[d(u(t)gc(t))]2 = %[d(ogc°(t))]2

Le convexe mobile C?(t) est encore absolument continu ; en effet

ch(tex) =2 Yc(tox) = <1 (t)9x> et donc
[y oo (tox)ay o (b ox) | < [y (Eox)ey (t ox)| + |x|o]ult)=ult )]

[ver (Esx)oy o (8 ox) | < |x| [|v(t)=v(t )]+ |ult)-uls )]
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ée'qui exprime que 6(C'(t),C’ (%)) < lv(t)nv(to)|+|u(t)=u(t°)| o

Désignons par z(t) 1la projection de O sur C'(t) , c'est=d-dire
z(t) = P(t)u(t)=u(t) - On a donc £(t) = %|z(t)|2 o

Considérons l%expression

£(6)=1 (v )43 2(6)=2(t )% = [2(2)]% = <2(s),2t )

<2(t),z(t)-z(t_)>

Que nous allons majorer ¢

Le point z{t) projection de O sur C°{(t) est caractérisé par
z(t)ec'(t) ; Yuec(t) <u-z(t),z(t)>>0 et done
Yoo (to=2(t)) = <=2(t),z(t)>

D'autre part, d'aprés le définition de la fonction d’appui
Yco(togaz(t)) b4 E’(z(to)gz(t)) o

D’oll £t)=2(t ) < v ot o=2(t)) = v ,(t,=2(t))

cO

et en é€changeant t et t, on obtient par conséquent la double imnégalité:
Yoo (tgo=z(t M=y o (to=2(t )) « £(t)={t ) « v _o(t o=2(t)) = v ,(t,-2(¢)).

Tenant compte de la continuité de 1%application t = 2z(t) , on

déduit d'une part que f est absolument continue puisque

HEERIE ( sup |z(t).:90['|v(t-)w(to)|#|u»(t)¢u(t°) 1
te[0,T]

et d'autre part on obtient pour dérivée de f au point to $
o - . du
(=¥ oo (E o=2(t ) = =y (£ oult )=P(t ult )) + <gelt ), ult =Pt Jult )> .

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le théoréme,

De (2,2) on tire, compte tenu de la définition de u,
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.2
A.qul 14 2 | _:
el ¢ 5 Spluy (0)-P(8)u (0% = =¥ (5,0, (£)=P(t)u, (¢))

d’ol, d'aprds (1.2)

2
u du
A 1l d \ 2 A dv
(2.3) Izl aF @i =rle)u () % < gl gl

a) Dans une premidre étape, on va supposer le convexe mobile C(.) &

vitesse numérique dans L2(09T) o

Intégrant (2.3) et appliquant 1’inégalité d'H3lder au second mem.b!__'eD

on obtient

[T au, 2 N » T du, 2 1/2 (T dv, 2 1/2
] 5?§“| at + 37|uA(T)=P(T)uA(T)| < (J l5=! at) O(J =1 at)
o] ‘d O o
du
Soit (2.b4) l?TAI < ¥%%J o
L2(0,T;H) ' L2(09T;H)

On termine alors la démonstration par une argumentation classique ; on
peut se référer 4 la démonstration donnée .dans l'exposé précédent, On
trouve donc une fonction u absolument continue de [0,T] dans H ,

‘solution de (P)s Dé plus par passage 4 la limite sur (2.4) on obtient

aun dv
I3z ) < gl (2.5),
L"(0,TsH) L°(0,T;H)

D7autre part; wu(t) appartiént & Cc{(t) pour tout t puisque la
fonction t =+ |u{t)=P(t)u(t)] est continue d’aprés la proposition 1,
et est égale a4 zéro presque partout, u &étant solution de (P)., Soit tq
un point de [0,T[ o La fonction u est solution sur [t_,T] de

L%quation du ., 51 u(t) » 0 avec condition initisle u(to) 5

at c(t)
Appliquant (2,.5) on déduit que L%%l < I%% et plus
2. 2, ;
L (tégT;H). L,(tODT)
2 2 du. dv
généralement on a donc : Y Ossst<T I3 < Iﬁ?' o Par
Le(sgtgﬂ) Lz(sgt)

conséquent, presque pour tout t de JO,T[ , F%%Is L%%l (2,6) »
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En particulier si C(.) est & vitesse numérique dans L“(0,T) la
; . ) 9

solution u du probléme (P) est lipchitzienne.

b) On se place & présent dans le cadre initial, & savoir on suppose
seulement C(.) absolument continue. On pose alors C(t) = r(v(t)) ,
ol T est donc une application de [0,v(T)] dans E -(cela a un sens

puisque v(tl) = v(ta) entraine C(tl) = C(tz)) o D'autre part T (,)

est 3 vitesse numérique dans L (0,T) ; en effet.
s(r{v(t)),r(v(t,))) = s(c(t ),0(t,)) « |vlt,)=v(t,)]| o

D’aprés la partie a) il existe donc une fonction ww , contractante,
solution sur [0,v(T)] ae

dw
(2.7) § =?+ aIP(e)wso
1 (.0(0) = u °

Pogons alors u(t) = w(v(t)) . La fonction u est absolument continue

(car w est une contraction) et sa dérivée epst égale presque partout 4
p .
%%(v(t))ov“(t) (ce qui se démontre simplement ici en utilisant la rigle

de dérivation d°une fonction composée et-le fait que v est croissante ;
on peut se référer plus généralement 4 [2]). Prenant @8 = v(t) dans
(2.7) que 1l%0on multiplie par v'(t) (positif ou nul); et remarquant que

3lp(v(t))w(v(t)) est un cdne convexe, on: obtient finalement

du .
— u{(t) > O
at T ot (t)

u(0) = u,

{cette relation ayant lieu presque partout par le méme argument que pré-=
cédemment ).

dv dv
D’autre part pour presque tout t de JO,T[ |%%| = ]%%(v(t))loﬁﬁSﬁ?

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Exemgleo Prenons H.= L2(Q) oi o est un ouvert de m“ o

On se donne ¢ une application de [0,T] dans Lz(ﬂ) 4 valeurs
positives et 1%on pose : C(t) = {u€:L2ﬁQ) ;3 Osu(x)sy(x,t) popo x€8} o

C{t) est un convexe fermé non vide de Lz(n) et étant donné ¢
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dans L2(Q) on a P(t)e(x) = Inf[g+(x);w(x,t)] { on en déduit simplement

les inégalités

2

Wltyo)=p(5,o0) > 6(c(t),C(s)) > =|v(tyo)=t(s,0) o
I 8 !LZ(Q) 5 2' ] s 'L,z(ﬂ)

On voit donc que 1l'hypoth@se de régularité faite sur le convexe C(.)
revient dans ce cas particulier important, & supposer l7application
t =+ 4¢(t,.) absolument continue de [0,T] dans Lz(n) o
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(n°s)
Exposé de Thierry de GROMARD

"ESPACES BV(Q)"

La notion de fonction & variation bornée de plusieurs variables

2 ¢%é étudiée - conjointement avec celle d'ensemble de périmétre fini

£}

n ' . . .
33ns R~ = par De Giorgi, Federer, Miranda, Vol'pert, etce.os ; sa
pyemiére application est 1'étude des surfaces minimales. Une autre
applicatidn est la recherche de solutions & variation bornée pour des

équations quasilinéaires du premier ordre.
Dans la premidre partie, on expose les premiéres propriétés des
]
fonctions de BVI{Q) en reprenant partiellement [Ml] et [ngo
La deuxiéme partie est consacrée 4 la formule de Green pour les
ensembles de périmétres finis généraux d'aprés [DGl] et [DGej 5

on démontre enfin un résultat relatif 4 l'hypographe d°une fonction de

BY(Q) .

I - Espaces BV(Q) ; premidres propriétés.

1. Notatilons et définitions.

Définition 1, Soit ® un ouvert de R® o

~

. 1 R o .
Une fonction ue:Lloc(Q) est dite & variation localement bornée dens &
51 ses dérivées partielles au sens des distributions sont des mesures

(de Radon) sur § ., On note BV(R) 1l'ensemble de ces fonctions.



Notations. On note BV(92) 1%ensemble des fonctions ue BV(Q) dont les

dérivées partielles sont des mesures bornées sur & o

Si uwueBV(Q) , on note Du = (Dlu, Du.5 - ocoy Dnu) la mesure
(vectorielle) ayant pour composantes les dérivées partielles DluB 066
DnuD de u o On note |Du| 1a mesure variation totale associée, la

. o n
norme |.| &étant la norme euclidienne sur R: ,

Définition 2, Soient A un ouvert de Q et uesLioc(n) o

On appelle variation de u sur A et on pose :

fAlDul = Sup{fu dive ax; ¢e2(A),|¢] <1} &

Remargueso

1) On sait que ueBV(R) si et seulement si, pour tout’ A appar=
tenant 4 l'ensemble <£(R) des ouverts d’adhérence compacte contenue

dangs 1 , on a jA]Dul<w o

Cette notation désigne alors la variation totale sur A de la

mesure Du également notée |Duf(a) .
2) Si A est un ouvert borné et si uéﬁﬁl(A) , on a

JAlDuI = fA]Du(x)iax o Du(x) = (Dyulx)yecs,D u(x))

A
Démonstration : Par Fubini et intégrations par parties, on a

@D D 60 60 4 €0 aD & ad D ad oo

(i)JI 2 n o= 2
Du| = Sup{J§:: $.(x) D.ulx)dx 3 ¢=(d, 0,06 )eD(A)?, ZZZ $.5< 1}
A i 1 1 n 3

1=1 1=1

On a dune part

;Zn (x) Dyulx)axs [(3 45 )2)1/2<t 02y
I $.(x Dgxxdxsj $.\X D.uix
i=1 * * i=1 * i=1 :

a’ol JAIDuI < fAIDu(x)Idx o

2
du.sleu(x)ldx

D’autre part, dans la borne supérieure ci-dessus (i), on peut remplacer
la condition ¢<9(A)® par la condition : ¢ mesurable (4 valeurs dans

R®) et nulle hors de A 3 en particulier, on peut prendre :
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0 si |pu(x)|=0"

D.u(x) = ‘
¢i(x) = § lu x 8i IDu(x)l#o 9 ¢ = (¢19°°°D¢n)

|Du(x)]|
ce qui montre JAIDula fAlDu(x)Idx et en fait 1%égalité.

Définition 3. Soit E un ensemble mesurable de & ,

On appelle périmétre de E dans & et on note PQ(E) = jnleE| o Ol

Xg est la fonction caractéristique de E .
si a =R" s P(E) = P n(E) est appelé périmétre de E

si er:BV(Q) (respo er:EV(Q)) , on dit que E est de périmétre

localement fini (resp, de périmdtre fini) dans & o

'Remaggue s Cas nil, On montre facilement que dans le cas n=1 , la

. . . 1 : o .
variation d’une fonction ue:Lloc(]a°b[) (=»ga<bgs+w), coincide avec

la varidtion totale (au sens usuel) de u sur I = ]a,b[ 3
(i) | J |Du| = v (u)
I

(VI(u) désigne la borne inférieure des variations totales VI(f) des

fonctions f égales @8 u pop. ¢
n
v () = sup(z :If(ti)af(tial)l i as<t <t <ooo<t <b}).
i=1

a) Cas : -=»<a<b<+», On sait que les deux membres de (i) sont simultané-
ment ou finis ou infinis (voir Schwartz: Distributions, chap.2). On

peut donc les.supposer finis tous deuxo

Des propriétés de 1'intégrale de Stieljes, on tire 3 jIlDuls VI(u).n
3 x+h
Pour 1%inégalité opposée, on prend f(x) = lim ETy j u(t)dt et onmn
' h-+o X=h
pose e(t))= sgn [f(t.)=f(t, ;)] si telt; ot [
n
e(t) =0 i telaw[N (D6 D) -

n
On a JeoDu = Je(t) ar(t) = 2 Ilf(ti)ef(tiél)l pourvu que les t.
1=1

soient des points de continuité de f ., Or, la fonction f vérifiant
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£(x=0) <« f(x) s £(x+0) , sa variation totale peut &tre calculée en se

limitant & des partages ou les ti sont des points de continuité,

On en conclut :
vI(f) < Sup{J¢°Du; ¢ borélienne sur I, [¢]<l} =

< Sui){fcboDu; 6 (1), [¢]s1}) = J‘IIDul °

Et en résumé : VI(u) = vI(ﬁ) = JIIDuI
x+h
avec uf(x) = lim == J u(x)dx .
Xx=h

h+o 2h

b) Enfin la formule (i) s'étend au cas : -wga<bg+o en posant

<o
I-= k“l Ik s les Ik étant dels intervalles ouverts borngs emboltés,
k=1

et en remarquant qu'on a par définition : Sup |Du| = [ [pu| et
4 ko JI, J1
Sup V"I (ul) = VI(U-) »
k k
2. Propriétés d’approximation,
Proposition l., Soient ue:Lioc(ﬂ) AT une suite convergeant vers

1
u dans Lloc(g) . On a

|Du| ¢ 1im f Du
ja ¢ h+w QI hl

Démonstration :

D 0 € o oW O @ e . . - -

Pour toute ¢cP(n)” , 1’application u r= jnu div ¢ dx est
continue sur Lioc(n) o L’enveloppe supérieure de ces applications

pour ¢ variant dans @(Q)n » €8t donc Se.Coio

oy s . 1 . P
Proposition 2. Soient uesLloc(Q) s Aed(qQ) et (rh) une suite régu-

larisante. L’application u o =u=srt, est définie sur A pour
h> aist(A,R\q)tet 1%n a
(i) fAlDuhls‘fA [ Du]
h

(ii) lim JAIDuhls J_IDul

h-+» A
(iii) jA[Du[4= lim lim J LNPu | = 1lim  lim j ~1Puy |

+ h+o A + h+eo JA
r-+0 r+0

ou l°on a posé




A = {xeR® ; dist(xjA)<%} : AT = {xe®R” ; dist(x,R"=A)> r}

et pour tout fermé F , comtenu dans @ 3

f [Du| = Inf{j |[Dul 3§ vV ouvert, Fc Vc Q}g +w
F v

‘Démonstration :

(i) On peut supposer JA [Duf <= , sinon 1%inégalité est évidente ;
""h

alors la restriction de la distribution Du & l°ouvert A, est une

mesure (bornée) ; en utilisant la remarque du paragraphe 1, on a donc

JAlnuhl = jAl?uh(x)Idx = JAleh(yex) Dg(dy)ldx
s J (Jrh(Y=XHDu|(dy))dx - J(j v, (y=x)ax)|Du|(ay) .
A A

La fornction y+—>JA Th(xny)dx est majoréevpar l_et eat nullé hors de A .

h
Dol
[ ool « [, 0wl
A .Ah

(ii) On peut encore supposer JKiDul <o

Alors la restriction de Du & un voisinage de A -~ qui contient évie
demment A, ~pour h assez grand - est une mesure (bornée) -~ les en-
gsembles Ah forment une suite décroissante d'ouverts d’intersection A,

Diaprés Beépo«Lévi on a donc

lim J |[Du| = f | Du ce qui donne avec (i) s
h+= JA A
h
lim J ID“h|~S J_lDul o
h»e JA A

(iii) De (i) et (ii), il rédsulte, pour tout =r>0 :

b < o D
e [ owle [ Ioule um [ oul s
A A A

r - ., P 9
Les ensembles A forment une famillecroissante d’ouverts de réunion A,

D’aprés la définition (§.1), on a donec :

1imf [pu| = J |Du|
#+0 AT A
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On obtient

iiz iim pu, | < J |Dul ¢ lim l-imj |Du, |
r+0 h+w Aral A ‘ AT ‘

d’ol 1'égalité (iii).

Remarques. 1) Dans les propositions (1) et (2), on peut remplacer

Lio@(a) per 9°(RQ) en posant pour TeP'(Q) :

[alor!

Sup{<T,div ¢> ; ¢e§D(9)ng|¢|$l‘}

et pour un fermé FcQ 3

JFlDT] = Inf{JVIDTI 3 V' ouvert, FcVc@Ql} .
2) En faisant = A = R® dens les propositions 1 et 2(i),
oen trouve pour ueLioc(!Rn) et u = u=sT, 3
Jlnul = 1linm JID“hI .
h3e

3) Avec les notations de la propositiom 2, il résulte de (i)
. H

Du| < =
A |
J he

alors les distributions Du, qui convergent vers Du dans 9 "(A) ,

comvergent vaguement (comme mesures sur A) vers Du .

que, si en a

4) Dans tout ce paragraphe, on aurait pu remplacer D par

' . . a . .
un opérateur de dérivation D = (Di pooopDy ) ¢ associant & une dis-

tribution T la distribution (vectorielle) D®T = (Di TpooosDy T) »
1 k
On conviendra d'appeler, dans la suite, un tel opérateur p® P

un opérateur différentiel d’ordre 1, Naturellement,:on pose

jﬂlDaTI = Sup(<¢,D%T>; ¢ cD(2)5,|s]<1}
k

<$,D%T> = = <div ¢,T> = - z : <Dy ¢ ,T>

q=1 Q 1

k 2
lol =505 -
=1 ¢
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5) La définition suivante, utilisée au paragraphe suivant,
se dégage alors :

Définition., Soit Seaﬁ“(ﬂ)k o On appelle masse de lasdistribution S. et
on note j |s| = sup{<¢,8> ;¢ efb(n)kolcb,lsl} e
Q

6) Soit 1 wune contraction, i.e. une application de IR
dans [R vérifiant 1T(0) = 0 et |t(s)-t(t)| < [s=t] (s,tem)
Soit uwell () ., on a '

lqc
J ID%(tou)| < J 1%
Q Q

Démonstration : Soit Aed(Q) ; montrons d’abord que :

@ @D D e an o ey ap 6 6 a0 e o

,j Ip% (s ou)| « j iD“u] soit u, ~ une régularisation de u 3.T ouy
A . . x .

est lipschitziehne sur A et (popo xe:A)IDa(rc>uh)(x)| < ID“uh(x)1 o

JAlDauhl [

En remarquant gque tTeu tend vers Tou dans Lioc(A) o On a

Donc jA!Da(K(Duh)I = JAlDQ(T(auh)(x)]dx < JélDauh(x)ldx

J‘A[D“(foun < ginj"gn“(muh)( < Iim JlD“(touh)] < jAIDaul .

“bow h+o

=g

Scit maintenant (Aj) une suite croissante dans &(Q) avec U Aj = Qo

Il résulte de la définition que :

j [Daul = Sup j ]unl = Sup‘f_ |D°u|
Q J 'Aj J Aj

(et de mé&me pour To u) .

D'aprés ce 1 écéd
qui précéde, on a

J [D*(t o u)] sj_ ID"\';] 6
A, A,

Jd Jd
Diou

f D%(1 o u)| = Sup j [D%(x o u)| < sup J_ %] = f [D%u]
Q 5 Ja, S JA, a

Codséquenceo L'espace BV(Q2) est invariant par les contractions.
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3%

Caractérisation par les sections,

V.8

Notations. Si u est une fonction définie sur un ensemble Q de
+
RmPTE = g° s, on pose pour yemr® : a(y) {xeR? (x,y) e 2}
pour xef2(y) 3 u(x) ulx,y) o
On suppose & ouvert dans R° ., Alors 9(y) est ouvert dans R? ,
On note dy 1%application qui & ¢eO(R) associe ¢ ep(aly)) .
Lemme 1. Soit Teﬂ)“(n(y))k o Alors 8 = Toéyeﬁ)'(ﬂ)k et on a
j()ITI=JlSIa
Démonstration : ny ! K
Clest immédiat : si ¢; tend vers O dans () , ¢§ tend
k . . .
vers 0 dens .$(Qy) et T &étant une distribution, <¢i,S> = <¢§°T>
tend vers O . Done S est une distribution.

Par définition,; on a Jn(y)]T];,JQISI o De plus,

si ved(aly))®

avec |y|¢1l , il existe ¢<;$(Q)k avee |6]<l , telle que ¢ = ¢ ;

en effet : soit aedD(R) , Osagl , a = 1 sur (Supp ¥) x {y} o

On pose ¢(x,2) = P(x) al(x,2z) .

Proposition 1, Soient ueLl (8) et D* = (D, s0009D: ) 5 1. <ecs0<i €D o
: locg — 11 1 1 k

La fonction y ‘= Jn(y)IDduyl est mesurable sur R' et on a

(i) p® =(dJ‘ p¢
> Jnl ul J m d ﬂ(y)l ol

(si a(y) = ¢ , on_pose f |p*uw¥| = 0) &
aly)

Démonstration

O D I D €D 0 @0 ) €3 @ @ & €

(a) Mesurabilité. D°aprés le lemme, on a JQ(Y

05 D(a)"

par définition, il existe une suite

J [p%uwY e &_|
0 J

On obtient une suite

Or,

= lim
j-tmn

Ju(xoy) div ¢j(x9y)dx o

o

de fonctions de

Leur limite est donc mesurable,

JnlDauy@ Gyle

telle que

)lDauyI

Y , mesurables d'aprés Fubini,
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(b) L'inégalité J [p%u] « j ay J |p*w¥| résulte de Fubini :
m
Q R aly

si ¢<2(2)® , avec |¢]|€1 , alors ,¢ye:m(9(y))P avec |o¥ <1 ,

et Ju div u = de Ju(xgy) diva¢(x9y)dx's jdy Jg(y)ln u |

(c) Montrons J D%l » J o8y J %Y | .
Q R a(y)

Soit u

, une régularisation de u . D'aprés §.2, prop.2, on a

j |[p%u] = 1lim 1lim J D% | o
Q 4+ h»e JQ r
r-+0

Or, pour u_ , 1°égalité (i) résulte de Fubini 3

h
J lDauhI = J IDauh(xsy)ldx dy jdy J |unh(x,y)|dx
a¥ of af(y)

de j lD“(uh)yl o
b:o

a” (y)

Par Fatou, on en déduit :

h+o ho>w

lim f rID“uh! > de lim j ] % ()Y
Q o (y)

Pour presque tout y (tel que a(y) # @) , (uh)y converge vers "4

dans loc(ﬂ (y)) - Donc, d'aprés §.2, prop.l, on a
lim f |D°(uh)yl > J | p*u¥ |
= e (y) 2% (y)

. r . . .
Mais les ouverts Q (y) formant une suite croissante de réunion

U ﬂr(y) = Q(y) il résulte de la définition (§.1) que
r\o

j |D"uw¥| tend en croissant vers j |p*u¥| (quand ryo)
r .
2 (y) 2(y)

En appliquant encore Beppo-Levi, on obtient
lim de J |p%u¥| = jdy J |p%uY| .
r+o" a¥(y) (v)

Dol 1'inégalité (c) et la proposition.



Remargueso

1) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction

ue:Lioc(ﬂ) appartienne & BV(f) est que :

Pelo

x
(Pour i=1,2,.0.,0n) (a) peDps x;e(Rngl o U e:BV(Q(xi))
(en notant x = (xiaxi)eIRlen=l>)
x!
. 0y = 1
(B) 1a fonction Ni(xi) J \ 'Diu I
Q(xi)

(prolongée par 0 si ﬂ(x%) = @)

vérifie N.e @) .
. n
Si1 2 est de la forme Q = I I; » Ii intervalle ouvert de R ,
i=1

cette condition 8°écrit (pour i=l°25ooobn)

x°,)

(a) pepo xfe 1 I, , V. (u < w
sis J I,
J#i i
)
(B) 1a fonction. .N.(x') = V. (u* ) vérifie N.e Ll(.n I.)
, 1 I. b s g d
i J#i
2) Pour un ensemble mesurable E de @ o On a, en terme de
périmétre
+oo -
JQIDX XEl = Jm;Pn(y) (E(y)) ay (en notant D, = (Digoooannal)).
B, On note K(R) l'ensemble des fonctions réelles continues &

support compact dans QJQ(Q) l°ensemble des mesures de Radon réelles
sur Q Gy l°application de K(Q) dans K(f(y)) <telle que

5,(6) = o7
8i wed(aly)) et ¢<ck(a) , on note wod (¢) = u(s¥) .

On vérifie sans difficulté le lemme suivant :

Lemme 2, Soit ueDR(n(y))k ; alors v = u<>6ye3R(Q)k et on a

1l =
) vl = lules,

2) f est dans Ll(v) si et seulement si 7 est dans Ll(u) et
dans ce cas Jf dv = jfy du o

On .a alors la proposition :



., e . . 1
Proposition 2. Soit wueBV(q) (ou simplement ueLloc(Q) avec

p%u eoi(a)®) . Alors, p.P. yeR" , D% uyem%(n(y--))k o
Et, si fe Ll(Dau) , On_8
1)  pop. yeR® , 7 e 11(d® W)
2) jf’ p%u = J dy Jf(x,,y) p%* w¥ (ax)
.

3) Jfln“ul =J'

R

(avec la convention D* u¥ = 0 si a(y) = @) .

dy Jf(x,,y)[Da uyl:(dx)
m

Démonstration : La propo. 1 appliquée & une suite exhaustive Aje.o%(ﬂ)

anen e an e oD e D G @ B o &v

0% uw¥ e3al(y))E (pop. ¥y €B™)

x y ° [+ ] y a k
PosoDns . 5D wo s, si D wu e (n(y))

v lo si D% uy¢ a(y))E .

D'aprés le lemme 2, Ayve}R(Q)k » Pour tout yezmm-o

Pour ¢ e:K(Q)k o l%application y > )‘y(tb) "est mesurable ; en effet 3

solit d’j e ﬂ)(ﬂ)k une régularisation de ¢ o

On A = lim A .) . Or : _— A L) = div Ax,y) ulx,y)dx
8 y(e) = Tima (s)) y y(65) = [ divg o50xiy) ulxay

est mesurable (par Fubini)., De plus, l'application y => IAy|(¢) o

rour ¢<K(Q) , est mesurable car =

+

= = = 1 - . o K t

[ag 1Ce7) 'lezit 12y, (v ?izlly(wa)l avee y,eK(n) , e
yekK(Q)

+ -
I H®) = 2 [T 1 ™)
D’aprés le lemme 1 et la proposition 1, on a
(1) Yaesk(a), Jnylm ay = [p%ul(a) < = .

Done, pour ¢<K(2) ;, les applications y = Ay(¢') et y > |Ay|(¢)

sont intégrables sur R&" s et

A(e) = j Ay1(¢) dy ; o(¢) =,j|kyl(¢) dy

s +
définissent des mesures sur § : Ae')’ix(.(ﬂ)k , o0&t () .
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D'aprés ([B] s ¢choVe §c3. Théoréme 1), y t=> |ly| étant une
famille de mesures 30 sur f scalairement dy-intégrable, (ce qui
entraine qu”élle est aussi vaguement dy-mesurable d°aprés ([B] cho.VI,
§:1. Prop.l)), pour toute fe:Ll(c) o l'ensemble des y tels que
f¢:Ll(|Ay]) est dy-négligeable, la fonction y k= jf dlkyl est

dy-intégrable et on a 3

do = Al .
jf o jdyjf dlyl

En particulier, si Aedt(R) , on a :

o(a) = f‘llyl(A) ay
d’od o(A) = |D%u](A) d'aprds (i) ci-dessus et
g = lDaul °

En rassemblant ce qui précéde on obtient les affirmations 1) et 3) de
la proposition.,

Pour démontrer le 2), on remarque d’abord que d’aprés Fubini :

jxy(¢)dy =‘de j¢y %Y = njdy jdiva¢(x9y)u(x9y)dx

ujdiva¢(x,y) u(x,y) dx dy = j¢ p%u

Veed()E | J¢ ax

P © a
On a donc l?egallté des mesures : A = D u

D’autre part, d‘aprés la definition d'une mesure & valeurs dans

k - .
R™ , on peut ici supposer k=1 , en considérant chaque composante,

Pour ¢eK(Q) , on a démontré que les applications

A e Xy(¢) et y === |Ayl(¢) sont intégrables sur R"T ;
les applications y > 1;(¢) sont donc aussi intégrables sur [R" ,

et on peut appliquer le résultat d'intégration de [B] énoncé ci-dessus
+

aux famlilles de mesures 20 3 y b= A; o



Posons, pour ¢« K(Q) : Al(¢) =.jk;(¢)dy 3 k2(¢) = jk;(¢)dy 9

on a évidemnment :

A= ag-d, 3 LY () nitay) .

D'autre part : iA,so0 (i=1,2) ; d'ou Ll(Ai):>L1(c) et comme on a

montré que o = |[D%u] , A = D%u , on &
Y (o) = L1 (%) = LF(2) =‘L1(11)0L1(12) o

Soit fe1*(2) - On a feLl_(A;)nLl(x;) (pepe yeR") 3

Yy = (jf dk; s'jf dx;) = jf dAy est dy-intégrable et

Jf dx = jf ar, - jf ar, = de(jf d)\; - ff’ dx;) = de If ar,

CoQoFoDo

4, Premiéres relations avec l'hypographe.

Définition, Soit wu une fonction définie sur Q o L'hypographe de u

est l'ensemble de QXR défini par G = {(x3y)e@xR : ul(x)>y}
On note p la projection de QxR sur 0 : pl(x,y) = x
U 1l'application de @ dans QxR : U(x) = (x,u(x))

m la mesure de Lebesgue sur Q

D, x; 1la distribution (vectorielle) (D, XgpeoesD %) (8i G
mesurable)
D, Xg = Dy Ag

D%* = (Diloooognik) (il<oca<iksn) une dérivation dfordre 1 par
rapport 4 la variable Xx

Proposition. Soit u&iL%oc(Q) et G son hypographe. Alors :

1) La distribution -Dy

Xg est toujours une mesure 20 et l'on a

-pgDny=m (1);,-Dny=Uom (2)

2) Pour tout ouvert Acf , on a

(i) |p%u] = J | p® xGl ; et en particulier J }Du| = f |D Xg
A AXR A Axg X




(ii) ueBV(R)=> VAecH) , | D | < =
x
AxR
(iii) si ueBV(R) ;, on a la relation 3
poDx XG=Du (lq) °

3) Si u est continue sur 8 , alors (1) est vérifiée au sens

des distributions ; u appartient & BV(Q) si et seulement si G est

de périmétre localement fini dans QxR o

Dans ces conditions on a D, Xg = UoDu (2%)

Demonstratlon de la proposition 3

1) On montre d'abord la relation (2),

Soit ¢ecP9(Q@xR) o On a, par Fubini
u(x) .
-1¢ D_ A = D ¢(x9y) dx dy = ( D ¢(xoy) dy) dx = ¢(XDU(X))dX°
y ©G ¢ Y Q

On en conclut que -~ Dy Xg est la mesureuimage ¢ Uom o
La relation (1) se déduit de (2) : on a fe L]'(Dy XG) 81 et seulement si
" fo UeLl(m) et dans ce cas 3 -njf Dy Xg = ffo U dm o

Soit ¢<k(R) . Si on pose : £ = ¢op o, On a
foU=¢a

l,. X
On a donec ¢ opel (Dy IG) s et wj('top) Dy Xng&b dm o

Ce qui montre que = D admet m comme image par p o

vy Xc

2) (a) On suppose que VY Aedt(n) , j le XGI <o D_x, est
JA xR

donc une mesure sur QxR qui, de plus, admet une image per p .

Montrons 1'égalité dans 9°'(Q)

13

PoD_ x; = Du (1°)

Note 3 8o u désigne l'image de la mesure u par l'application 8 , si
elle existe.




1 81 -e<yc<e
Soit ¢<92(2) . On pose ne(y) = { et on prolonge n.
0 si |yl|»e €

continlment en une fonction linéaire sur les intervalles [-e=19=e] et

[ege+lj ¢ On a

f¢(x) D; xg(ax ay) =,e}j1: jne(y) ¢(x) D; xg(dx ay) .

or [ (r) #(x) by xglax av) = =[o0(x)(n (r)xg(xaw)ey)ax ce qui peut
se déduire du §.3 Prop.2 ou plus simplement du lemme ci~dessous,

Le nombre (jne(y)xG(x»Y)dy-e=%) vaut u(x) pour e3> |u(x)]| et est

majoré en valeur absolue par 1+2]u(x)] .

Comme on a évidemment jDi ¢(x)[mem%]dx = 0 , on trouve :

j¢(x) D, xg(ax ay) =‘-ju(x) Di¢(x) ax

par passage & la limite quand € =2 += , ce qui prouve (1') dans
Q' (a) .

Mais (po D_ XG) est une mesure, donc Du aussi et ue BV(Q) ,

En posant k(x,y) = ne(y) ¢(x) , £ = Xg » OB & utilisé 1le

Lemme, Si k est une fonction continue & support compact dans QxR ,
admettant des dérivées partielles D.k (i=1,2,c0:4n) continues, et si
fe BV(axM®R) , on a

Jk D.f = =jDik(xa}') fx,y) dx dy s

Démonstration : Soit £, une régularisation de f .
On a jk Dif = lim Jk Di fh o
h+e

¢ = = o
D'autre part Jk D,f, jk(x,y) Difh(xsy) dx dy th(xgy) Dik(xgy)dx dy.

Enfin lim -ffh(xoy) Dik(xny) dx dy = —jf(x,y) Dik(x,y) dx dy .
h+ o

(b) Montrons que pour tout ouvert Ac @ , on a

j’ 0% x| \<J' |D%u| (avee D% = (D, go00,D; )) o
"AxIR A 1 k

Soit ¢e£))(Ale)k o |ol€l o et Be#(A) tel que p(supp ¢)cB o

Soit u

, une régularisation de u et G_ = {(x,y)eBxR 3 uh(x)>y}

h



-1
(h> daist(B,R*2)7"). On a J. [ Xp=x~ | = -[ |u, ~u| ; done
BxR © On B B

f divu¢ = limJ’ div(Jl ¢ - Par la formule de Green classique on a
G G

h-+o h
K k ‘ - 1/2
J' cli,vu ¢ = z_: 95 (xguh(x)) D, uh(X) dx < J(z : ¢ (X.'ouh('x)) )
G Q=1 "q Q =1 "q
h > 1/2
(Z D, uh(x) ) dx
q=1 q
< | |Ip%u (x)] ax = J D% |
jB uh B uh
Et, d’aprés le §.2. Prop.2 : J diva ¢ < lim J‘ ID“uhl < J IDaul s,j |D%u|
G h+= JB B A

ce qui établit 1'inégalité désirée et montre que si ueBV(Q) , alors
vAe&m),.f o, xgl < =
AxR x °G

(c) On vient d'établir (ii) et (iii) du 2) de la proposition.

1l

Pour montrer (i), il nous reste 4 voir que si ue Lloc(Q)- o, On a

J [D%u] < JA |p® xgl (A ouvertca).
A % ’

Cas 2 u Dbornée
]

Supposons |u{x)|<M pour tout xeA et soit aec9(R) telle que

aly) =1 si JyleM, |aljs1 o
+M

On a évidemment u{x) = M +J xG(x,y) dy o
: -M

soit ¢€9(a)* , ols 1, et ie{il,,ou,,ik} R

M
ju(x) D; ¢i(x) dx = J(M + J-ch(xoy)dy) D, ¢ (x) dx
M
= J'Q .,MXG(xoy) D ‘bi (x) ay ax o

Posons Y(x,y) = ¢(x).a(y) . On a weﬁ(Ale)k o J¥ls1 5 et

Ju(x) D, ¢; (x) dx =J D: ¥ (x,y) dx ay o
G ,

Car

[ o= jlYl>MxG(x°y) D, ¢, (x)aly) ay = (Jnni 05 (x)dX)(J|y|>M°(y)dy) = 0



On en conclut en sommant de =1 & q=k et en passant au sup H

J D% < j 0%, |
A AxR

et en fait, d'aprés (b) :

j |D%u] =.j 0%, |
A AxR

Cas général
: u(x) si Ju(x)]|<N

Posons pour N>0 “N(x) R si |u(x)|>N
et Gy = {(x,y)e xR s u(x)>y} o
On a
¢ Bl1 y<.N
6y (y) = G(y) si Jyle<n
Q si y>N °

D'aprés le §.,3. Prop.l, on a

+N
a = x = d Da
ijmlD XGN| jmdy JAlD XGN(V)I J-N Y JAI e (y)]

et

< oo
—a a
D%l = [ ar [ 19y -
ijm G - A G¢ly)
On en déduit J lD“Xgl = lim J ID“XG | et cette limite est croissante,
AxR Nao JAxR N
D’autre part, u, tend vers u dans Lioc(A) o D'aprés le §.2,

Prop.l, et en résumant ce qui précéde, on a

[ 10l ;;g_j D%, |
A A

N

J IDauN| = J lDaxG | qui croit vers J lDaxGI (Naw)
A AxR N AxR

D’oll le résultat j D% < j |D°xG| et 1'égalité (i), avec (b),
A Ax[R

Remargue, Notons au passage qu’il résulte de cette démonstration que

[l < [ 1%l

A A
lim | |D%uy| = j [D%u| &
A A

N+



Si on interpréte la yiene

troncature comme une contraction, on
retrouve que, pour cette contraction particuliére, la semi-norme
j |D%u| est diminuée pour tout D® dlordre 1 (voir §.2, Remarque 6)).
2
3) On suppose maintenant u continue sur @ , Montrons 1'égalité
dans 9°(Q)

PoDx 7(G=Du (l')

La distribution image Do Dx X; est bien définie car le support de 1la
distribution Dx Xg est contenu dans le graphe de u sur & , soit L ,
dont l%intersection avec toute bande KxR (K compact de Q) est

compacte dans QxR o

Soit ¢e9(0) , u, une régularisation de u et G comme en

2)b), et Lh le graphe de w,oosur Qo On pose S = Supp ¢

Comme u est continue, uy converge uniformément vers u sur S ,

et il existe un voisinage V de 'L{\p-l(s) contenu dans xR tel

que, pour h assez grand : Lh(\pgl(s)tzv o
Soit ve9(axR) , tel que Y zeV , ¥(2) = ¢op(z) &
On a <¢,peoD; x5> = <¥pD; x> (i=142,0ce9n) o

Or d’aprés la formule de Green classique, on a

Jw(X.uh(X)) D, uh(x)’dx

<¥,D, Xg > = nJ Dy v(x,y) dx dy
h Gh

[ot) oy w(x) ax = -fu, () Dyptmiax .

De plus lim <¢,DiGh> = <¢,DiG>
h -+
lim Juh Di¢ dx = ju Di¢ dx
hoe )

d’od la relation (1°7),

Alors, si G &est de périmétre localement fini sur QxR , on a

ueBV(Q), La réciproque résulte de 2) (ii).
Reste 4 montrer la formule (279),
On suppose u continue sur 9 et ueBV(Q) .
D'abord, 1'image de Diu par U est bien définie puisque pour ¢
continue 4 support compact dans QxR , ¢(x,u(x)) est continue & support

compact contenu dans p(supp ¢) o



Soit ¢D(@xR) , BeA(Q) , Bop(supp ¢) o Soit u une régulari-

h
sation de u sur B (h> dist(B,Bn\Q)”l)

G, = {{xyy)eBxR 2 u (x)>¥y} o

On a, comme en 2)b) ,

lim D.¢ = D.¢ o
h+oojch 1 JG i

Comme u est continue, uy tend vers u uniformément sur B ,

donc ¢(x°uh(x)) tend vers ¢(x,u(x)) uniformément sur Q o
De plus les mesures Diuh convergent vaguement vers Diu

{(on & la majoration : |D.u | < |ID.u|l 4 h>h_ , Aed(Q)) o
A 1 h A 1 o

By

Cn en déduit

lim j ¢(x,uh(x))dx = j p(x,u(x))ax o
Y] Q

h+e

La formule de Green classique permet dfécrire

(xyu (x))ax = D.¢
jg¢ xpu, (x x th i

ce gui achdve de démontrer la proposition,

Exemple, L'assertion 3) de la proposition ci-dessus permet de donner

i'exemple d'ensembles ouverts de m2 de périmétre infini 3

La fonction wu(x) = x2 sin i? (xe ]O0,1[) est continue et non &

x
variation bornée sur 1]0,1[ .~ Son hypographe G est donc de périmétre

infini dans JO,1[xR et a fortiori dans R’ .

Corollaire 1., Soit ue:Ll (@) et A ouvert dans f o

loc —

L'’application y J lDaxG(y)l est mesurable et 1%on a
A _

+ oo
[l = ] av [ gyl ¢

| Dul

4+ co

81

j PA(G(y))dy et ueBV(Q) si et seulement
A - )



+ oo

Y Aed(a) , j P,(G(y))ay < =

Démonstration : Cela résulte du 2) de la proposition ci-dessus et du §.3

e o a0 o en oo an en w0 E oo SO -

Exemple., Soit @ = B(0,1) boule unité de R® (n>1) . La fonction

u({x) = |x|=l/2 (xe Q) est dans BV(Q) , car
2(1-n) o5 451
Wnal ¥ ¥y
= . 8 a o
Po(G(y)) { o si yg1 ® b n'est pas bornée
(o _, = aire de la sphdre unité de R?)
Corollaire 2, Si ueBV(R) , on a p oIDaxGI = lDqu et si _on_ pose
v = (DluQQOOQDnu”am) o on a

PoDx; = v 3 PolDxgl = Ivl -

Enfin, si on a seulement ue:Lioc(Q) ,» 1la distribution v vérifie

¥ acct(n) , JAleleGl =JA|V( :

Démonstration : Supposons ueBV(Q) . D'aprés 2)i) de la proposition,

o an o= oo e Ao an o 0 e w0 @ .o

Vaed(a) , [p%u](A)

cela implique : |p%u] = p<>|D°xG| o

(p o [D%g|)(A)

La relation po Dy, = v , résulte des relations (1) et (1°) de la
proposition,
On en déduit |v|¢po |DxG| + En reprenant le 2)b) de la démonstration

de la proposition, on a
Yaed(a) , [v](a)» (po |Dxg|)(A)

Dol 1l°&galité
vl = polDxgl -

Enfing, si u est seulement dans Lioc(n) , et 81 Aed(Q) , on a

J|v|=~<e_->j|uu|=~<-_=>j |nxxG|=~<E>j IDxgl = =
A A AxIR AxR

puisqu’on a toujours m(A) = lDnyI(A>rm) <@ o



Et si f [v] et j leGI sont finis, alors ueBV(A) et ces
A A xR

nombres sont égaux d’aprés la relation p °|DXG| = Jv]

Remarque, Dans [M2] on montre que si ueBV(R) , u continue, si
AcA(Q) , et A de frontidre |v|-négligeable, alors |v|(A) coincide
avec l1l'aire de Lebesgue de la surface non paramétrique définie par u

au-dessus de A , i.e. 3

[v](a) = Inf{lig.f (l+|Duh(x)|2)l/2dx 3
A

he

f eﬁ€ (A), 1lim £, =1 uniformément sur A } o
h-+es

Corollaire 3. Soit wueBV(R) . §i fe L (d%) , alors feLl(D°'7LG(y))

(popo yelR) , les applications y = Jf(x) p® XG( )(dx) et

y ff(x)ID Xa(y )l(dx) sont intégrables sur IR et on s

jf p%u = dey jf(x) DaxG(y)(dx)

jleaul = J%dyeff(x)lDaxG(y)l(dx) o

Démonstration : D’aprés le 2)(iii) de la proposition, fe:Ll(Dau) si

et seulement si fo pe:Ll(DaxG) et on a jf p%u = J(fo p)DaxG ®

N

D'aprés la proposition 2 du §.3 appliquée & la fonction xGe:BV(ﬂxIR) o
on a .J(fo p) DGXG = j dy Jf(x) DaxG( )(dx) N
R Y

a .
On opére de méme pour |D u| ; d’aprés le corollaire 2 3

JfIDauI = j(fo p)fDaxGI et d'aprds la proposition 2 du §.3
£fop|D%x.| = J dy Jf(x)IDax [ (ax) »
J G IR G(Y)

Remarques sur la proposition : 1) On peut aussi montrer ([MZ]) que si u

est une fonction mesurable sur Q , la condition

Y aek(a) , fomlexGl < -

entraine que u appartient & () . La démonstration repose sur

loc
une inégalité isopérimétrique dans la boule.



2) La formule D A, = UoDu , valable
lorsque u est continue et ueBV(R) , admet une généralisation lorsgue

u est seulement dans BV(l) . C'est l'objet d'un paragraphe ultérieur,

S, Une caractérisation par les translations,

Proposition, Soit uesLioc(Q) o Une condition nécessaire et suffisante

pour que ueBV(R) est gue;, pour tout Aedt(n) , il existe C>0 et

a>0 tel gue ] |u(x+k)=u(x)|dx ¢ C|k] (i) pour tout keIR" tel que
A

Ikl‘(G °

Cela résulte de deux lemmes :

Lemme l.Soit ueLioc(R) o AcHh(Q) et k eR® tel que Arkc

Alors _j lu(x+k) = u(x)|dx < Ikl‘f |Duj o
‘ A Ak

0

Démonstration : Soit (uh) une régularisation de u

1
gh(x+k) - uh(x) = Jo koDuh(x+tk) dt

n

1
A[Aluh(x+k)uuh(x)|dx |k | jA(jolnuh(§+tk)dt) ax =

A

1
|k ] j dt j |Duh(x+tk)l ax
o) A

k Du, (x)]dx = |k .f D °
iljmiuhxlx el [, Iow

A

On obtient

J (u(x+h)=u(x)|dx = 1lim J Iuh(x+k)=uh(x)|dx < |k] 1im f IDuhl
A A A+k

h-»>o h+o

< || j_lnul
A+k

(d'aprés le §.2, prope2,(ii)).

1

Lemme 2, Soit uéaLloc(Q) o Aek(a) et >0 et >0 vérifiant la

condition (i). Alors J |pu| « n C &
A



Démonstration : Soit 6e9(a)® , |v|sl . On a

. (x+te.)~¢(x)

ju div ¢ dx =111.m z :ju(x - tl. - dx

ulx-te;)=u(x)

= 11mZJ¢/(x) ey dx

par passage & la limite dans une intégrale et changement de variable

- r(el)l 1 désigne la base canonique de (Rn]

u(xatei)wu(x)

Pour tout t tel que [t]|<a , on a f du £ C . D'ou
A

ju div ¢ dx ¢ C Z : I“’ilm et
[, Ieul
) A

Remarques, 1) Si n = 1 9j |Dul est 1la plus petite constante C
A

t

vérifiant (i) o

2) si uell (B®) on a jlu(x+k)nu(x)| delklfIDU\'

loc
(pour tout keR").

3) Comme conséquence immédiate de la proposition, om retrouve

que BV(Q) est invariant par les contractions 3 em particulier, si

an

ue BV(R) , il en est de mé€me de u’ o u et |u| 3 de plus si u et v
appartiennent 4 BV(Q) , il en est de méme de Sup(u,v) et Infl(u,v) .
Enfin, s8i E et F sont des ensembles de périmétre fini relativement
& f , i1 en est de méme de ENF et EUF 3 11l y & évidemment
stabilité par intersection et réuniom finies, mais pas en général par

intersection ou réunion infinie,

Traitons 4 titre dexemple le cas de l’intersection infiinie.

On pose : u(x) = %2 sin -l=2=- » X€]0,1[ « G 1'hypographe de u o
x

Soit (xi) la suite décroissante des maxima de u,

ui(x) = u{x) si xg]xial[: 0 ui(x) = u(xi) si xe]a,xi]
Gi l1'hypographe de us oo ona G = 0 Gi ®

On sait que G est de périmétre infini et que les G, sont de périmétre
fini (dans JO,1[xR) »
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6, Propriétés de compacité. Application.

Proposition 1, Soit o et y deu cti >0 définies sur A(Q)

Alors l'ensemble & des fonctions uebioc(n) gui vérifient

V ac cb(a) gj lulx) |dx.< o(A) ,j IDu| < v(a)
A A

' 1
est compact dans Lloc(ﬂ) o

Démonstrgtion s D'aprés le critére de A, Weil E»I pc>52-==51&_‘]° et la

on CD e 0 0D S a@ &b @ a0 a0 & o

proposition §.4 , F est relativement compact dans Lioc(ﬂ) o Enfin &

est fermé dans Lioc(fz) daprés le §.2, proposition 1,

Remarque. Une condition plus fine de compacité dans Lioc(n) figure
dans [Ml] 8

Proposition (1), Soit nj la suite (finie ow non) des composantes

connexes de £ o Soit- Ajeaﬁ(ﬂj) o oJ.>,O et y une fonctiom >0 sur

gla) .
1

L’ensemble % des fonctions ueLloc(Q) qui vérifient :

(Vi) JAj [utx) [ax < o5 5 (V Acb(a)) JA‘inuax ¥ (A)

1
est compact dans Lloc(n) o

Si 1%on admet également 1°inégalité "de Poincaré” ;

Inégalité de Poincaré : Pour toute u,c—:bioc(ﬂ) et tout cube cartésien

(1)

Qet(Q) , de cOté s , on a

n
lu-aldx < s J#]DQuI
jQ 2 8

1=1

avec o = -=JE=-=-J u(x)dx ¢
la] Ja

On obtient la proposition 3

Note (1), Un cube cartésien de c3té & désigne pour nous un ensemble

: o o o o
Q = {(xlgoochn) : X; <Xy, <X +8} ol x_ = (xlaoo”xn) est un

. n :
point quelgonque de R~ o



Proposition 2, Soit (Qj) la suite (finie ou non) des composantes

connexes de o, Soit (Qj) des cubes cartésiens tels gue Qjagﬁ(gj) R

-

et soit y wune fonction >0 définie sur &(Q)

ueL]_ (a)| Ya=Ha) , JA|nu|\<y(A)}

Soit &F

———we——x

F

» ' " 1

{@)Juedm, ulx) = ulx) - J |Du| pour xeQ.} o
IQJl Qj J

Alors l'ensemble 3 est compact dans Lioc(n) s

Démonstratiog\s S1 Q

est de cOté s; on &, par l1"inégalité de

Cao

Poincaré :

n
En posant 65 = Z : ,Diul pour un ensemble Bjeyﬁ(Qj) tel que
) - B.
is=l J

Bj:>Qj , on peut appliquer la proposition (1) & &F ,

Comme conséquence immédiate, toujours en suivant IMl] o on a

Théordéme, Toute distribution dont les dérivées premidres sont des

mesures est une ‘fonection, Plus_g:écisément H

Soit TeD'(a) tel que DT soit une mesure ; alors il existe
1 =
u'eLloc(Q) tel que V¢e,‘b('9) s <b,T> = j‘p(x) u{x)dx

Démonstration : Soit 1

, une suite régularisante. On a d’aprés le §.1,

pouxr r>0

V;Ascﬁ(ﬂr) . j lD(th* )| < JQrIDT| (pour h> %) o

A

Soit (95) la suite des composantes comnexes de R o

D'aprés la proposition 2, il existe des comnstantes (céJ)) , telles

h >=
T
que la suite {Th* T = céa)} 1 soit relativement compacte dans
h>=
1 r r
Lloc(ﬂj) .
Comme la suite t,* T converge dens 9'(2¥) vers T , on en déduit que
la suite {c(J)} est bornée ; et donc la suite {1 % T} est
h h>}= ) h - h>=
r r
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relativement compacte dans Lioc(ﬂg)° soit dans L

1

loc(ﬂr) o par procéadé

diagonal.

Soit urezLioc(Qr) une valeur d'adhérence de cette suite, On a

(V ¢€$(Qr)) <¢$,T> = J¢ ur dx o

On en déduit : urn(x) = ur(x) PoDo X €0° 8i r'<r et l'existence de

1 .
ue Lloc(n) tel que
r
u(x) = ur(x) PcPo X<

et u vérifie 1'égalité du théoréme,

Remargues 3

1) Des résultats analogues sont établis pour Q = R® dans
Schwartz : Distributions, chap.VI, 3é8me &dition,

2) Le théoréme ci-dessus peut-&tre précisé ainsi : toute fonction
weBV(R) appartient & Lfoc(ﬂ) avec = :%T o La démonstration de

~

ce résultat, du 4 Federer, utilise en particulier une inégalité isopé-

rimétrique pour les ensembles de périmé&tre fini,

3) La proposition 1 de compacité - d'ailleurs démontrée directement
par De Giorgi dans le cas ou les fonctions u sont des fonctions carac-
téristiques d’ensembles - est utilisée dans l’étude des ensembles de

périmétre fini, qui est l'objet de la deuxiéme partieo
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Séminaire sur les semi-groupes

et les équations d’'évolution

Orsay 1971-=1972

(N°6)

Exposé de Philippe BENILAN

"EQUATIONS D'EVOLUTION DU -SECOND ORDRE"

Nous &€tudions le probléme de, la forme

2
gﬁ%(t) e A(t) u(t) 5, u(0) = u_ , u borné sur [0,+=] |

dt °©

oi (A(t)) est une famille d'cpérateurs.

te‘]09+m[
Ce probléme a &té notamment &tudié par V. Barbu [1] et H. Brézis [2]

dens le cas d’un opérateur maximal monotone d°un espace de Hilbert

indépendant de t . Dans une premiére partie, nous développons pour ce.

probléme une théorie d'approximation type "Yosida" dans un convexe

fermé d’un espace de Banach gquelcongue., Dans une deuxiéme partie nous

étudions le probléme pour une famille d'opérateurs monotones d’un

Hilbert dépendant de t ,

I, Etude dans un espace de Banach,

X désigne un espace de Banach de norme |.| , de produit <epo>,
2 2
[x,7] e X x X &= <y,x>_ = lim lx+)\y|2k-= | =]~ o
Avo ‘
d’application de dualité F ,
F: xeX =+ F(x) = {(wveX' ; lxl = le9 SWyXx> = |w||x[} o

Démontrons d’abord le lemme général suivant 3



Vi.2

Lemme 1, Scit ¢ n_co X ehs
goit ueﬂel([b,T];X) tel que g=% et (0,T3X) o Alors la fonction

dt

t —=> ¢(u(t)) est dérivable 3 droite en tout t<=[0,T[ et
+

dt ¢

+
(uft)) = sup {@%%(t)aw> s we 9a¢(u(t))) ;3 la fonection t &= %7g(u(€»
est 4 variation bornée et 1

+ + t +
L ogtule)) - & oluls)) > Js L&

pour tout

Ogsgt<T ,

+
te]o,T[ ou %? ¢(u(t)) et wu’(t) sont dérivables, on a

2
%? &(u(t))) «::u(t)9w> pour tout we 3¢(u(t)) .

Démonstration : Soit te[0,T[ . On a u(t+h) = u(t) + hu’(t) + helh)

oD an e e o oo I CD D e "o -

dvec €(h) == O 1lorsque h == 0

¢(ult+h)) = ¢(u(t)) _ ¢(u(t))+hu’(t)) = o(u(t))
h h :

Donc

+ $(ut)+hu’(t)+ne(n)) - ¢(ult)+hu®(t)) -
h

D°une part, on sait (cfo. MOREAU [3]) que

pluft)+hu’(t)) = ¢(ult))

: =3 sgup{<u’(t),w> ; we 3¢6(u(t))} 1lorsgue heO
h

d'autre part ¢ est localement lipschitzienne, donc il existe k et
§>0 tel que pour lhl$6 N

s ] .
[¢{u(t+h)) = ¢(u(t)+hu (t))ls kle(h)| == 0 1lorsque h => 0 , Dol

h
la premiére partie du, lemme,

Soit maintenant Ogs<t<T , Choisissons we 3¢(u(t)) et

vedd(u(s)) tels que
+

(u(t)) = <u'(t),w> et %?¢(u(s)) = <u'(s)y,v> o On a

a* at
Soe(ult)) = 3pe(uls)) = <u'(t)-u’(s),w> + <u’(s),yw-v> o
t
Oor u(t)=u(s) = (t=s) u’(s) + I (t=t) u" (1) dt , d’ol par monotonie de
3¢ s

t
1) uw(t) dtv, w=v> > °lw“V| J lu"(T)fdx .
-]

<u9(3)°w=v> >
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a’ a’ . o
Donec §?¢(u(t)) = ﬁ?¢(u(s)) > = 3|ul = js,u (z)|dr , ce qui
¢

démontre la deuxidme partie du lemme (cf, [4], Appendice),

+
Enfin si %?¢(u(t)) et u'’(t) sont dérivables en t , on a

4
So(8ze(t)) = 1im Llulein)) v 9(ulton)) = 2e(u(s)) o

ht+o ch

u"(t) = lim \A(t+h) + U(tmh) = 211(15)
5 °

hto 2h

Or pour we 3¢{u(t)) fixé,

¢{u(t+h)+¢{u(t=hn))-2¢(u(t)) > <ul(t+h)+u(t=-h)=2u(t),wv> pour tout h ,

d’clil la derniére partie du lemme.
Rappelons qu’un opérateur A de X est ¢-accrétif si

V[xlgyl:IeA v Vixjov,]ed g Yaso olx,=x,) < o llx +ay )=(x,+2y,)) o

Corollaire 2., Soient (A(t%)) - famille d"opérateurs ¢-accrétifs
te]O0,T[

) 5
de X et wu, v des solutions fortes de gm%(t)e‘A(t) u{t))
. 1 d2u dt 1
(i.eoc ue¥(fo,T]sx)x€¢ (Jo,T[Xx) , == e LT (0,T73X) et
dte loc =
2
gw%(t)ezA(t,u(t)) PoPo te;]O,TL) . Alors la fonction

at
t =2 ¢{u(t)=v(t)) est convexeo

Proposition 3. Soient C un convexe fermé de X , J{t,x) une applica=-

tion de JO,+w[xC dans C vérifiant :

PePe t& O+ , x > J(t,x) est contractante

YeC ; & = (tux)‘ est mesurable,

On suppose de plus que l°une des deux condiitions suivantes est

vérifiée

(1) C est bornée,

{ii) il existe x € C tel gue Jot]xonj(tcxo)fdt < to

Alors pour tout u e C il existe ue¥([0,+=[;C) wunigue tel que

) 2
a 1
22 e L] o (0p%=3X) 4.1 2(£) = u(t) = J(t,u(t)) pope teJO,+a]
at ‘ as

u(0) = M, s u Dborné.
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De plus pour tout te[0,+=[ , on a

. .=t ¢ s=t *e B=T
u(t) = e u, * j e e J(tou(x)) ar das
o s

o~

i @ est solution correspondant 4 Y la fonction t = Ju(t)=t(t)}

est décroissante,

o

et sous 1'hypothése ii) , “u—xo”Lms Iuo-xol + Jotlxo-ﬂ(t9x°)|dt o

Démonstration de la Proposition 3 : DPaprés le corollaire 2, si u et

o D e e O AT D AT S0 ED €T 60 B0 W e e ap eD GE GO GO M D 5D o o oD £ 6D &0 Op D en

=

i sont des solutions correspondant & u, et U, , la fonction
t == |u(t)=f(t)| est convexe ; étant bornée elle est décroissante,

En particulier on a unicité.,
Pour tout: u : [O,+=[ +=> C continue bornée,
=t t s=% + S§=T
Tu(t) = e L J e j e J(reu(tr)) dr est bien définie et
) s ‘

continue de [0,+=[ dans C . On a de plus [[Tu ~Tu o SEfu -u

I I
2 L 2 L
ol k est un rapport de lipschitz commun & tous les J(ty0) , et
a2 1 a2
—===({Tu)e L (0,+23;X) avee =—==(Tu)(t) = u(t) = IJ(t,u(t)) DpoP.to
2 loc 2
at A4t
Utilisant le lemme 1, on a =—p|Tu(t)-x | > =|x =3(tex )| popc.t et
it o o o
donec J|Tu-x | <« lu -x [ + J t|x =J(tex )|dt o On en déduit lorsque
LR o "o ° ) o

k<l , l'existence (et 1°unicité) d'une fonction ueﬁeb([09+m[;c) telle
que Tu = u o
exo + J(tax)

Considérons alors pour ¢€>0 J (tyx) = ' ol x est
Pt i+ € o

le point sélectionné sous l'hypothése ii) et un point quelconque de C
sous 1l°hypothése i). La fonction Je vérifie les hypothéses de la
Proposition 3 et est de rapport de lipschitz T%? <1 , Il existe domnc
2
d u

I, . €
uge‘e {[o,#=[,C) wunique tel que ”" = u; - Se(°°ue) 0 ue(o) = u oo

u, borné,

Compte tenu. du deuxiéme paragraphe, u_ est uniformément borné,

soit “ueﬂ LM o Utilisant le lemme 1 ,
L
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2
%51ug(t>=uev(t)1 > lu ()=u_s ()] = |3_(t,u (8)) = 3, (t)ug,(t)]

> = |e=e’|}x_ | et la fonction

t = lue(t)mueq(t)l + leweﬁllxoi %x est convexeo

t
On a donc Iue(t)mueo(t)] £ flue(b)mue,(L)[ + le=e’[[x [t L pour tout
OgtgL<+® goit en fixant T>0 , "ueauévﬂ - < 24, T(xo)(e=5°) L
. (0,T)
v L>T ., Donmc u_ converge uniformément sur tout compact. Par passage
& la limite dans

+ +o ex +J3(x,u (x))
- =%t s=1 BT 0 L
t) =
ue( ) e uo + Jo e js e { Tie } dtr ds

on obtient la Proposition,

Corollaire 4, Soient C convexe fermé de X a(A(t))tejo so [ BRE
- ) o —

famille d'opérateurs accrétifs de X tels que

T TR

(1+2a(8))(Cc) > ¢ VYo , popotls]09+“[

t = (I+>\A(t))mlx soit mesurable ¥ A>0 e VxeC .

On suppose de plus que l'une des deux conditions suivantes est réalisée:

i) C est barnée,

s s : e ()
. . LX)
1i) Il existe x eC tel que jotIA(t)xoldt < o

Alors pour tout uoec et tout A>0 , il existe uy e6( [O°+m[:;C)

unigue tel que

2 ' 2
7 € Lloc (0p+=3X) 4 2(t) = A(t)x ux(t) PeDot € |0, ¢
at at
uk(o) =uy o, v borné,

© A~
De plus sous l'hypoth&se ii), "ul-xouhaf.luomxol +AJOtIA(t)x°| dt o

Il suffit d’appliquer la Proposition 3 & la fonetion vk(t) = ux(tfr) o

(#*) On pose |Ax| = sup{ [A, x| , x>0} .
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Remarque 5, Lorsque A(t) = A indépendant de t , 1l°hypothése ii)
exprime que A“l(o)f\c # @ 3 étant donné xoe:Aal(O) NnC (I+AA)“1

laisse invariant le convexe {|x-x_|s< [u,~x |} NC et on est ainsi

ramené & l'hypothése i) 3 lorsque X est uniformément convexe
l°hypothése i) implique Ato)nc £ 6 .

Lorsque A(t) = A + £(t) , 1°hypothése ii) est enm particulier
vérifiée s'il existe Yo A(C) tel que j:t|y°+f(t)|dt < += , Nous

avons dans ce cas l°approximation

Corollaire 6, Scient A un opérateur m—accrétif de X et
f 3 Joy4»[ =+ X mesurable tels gue O R(A) , et ]:tlf(t)Ldt +o
A>0 , il existe u,e€([0,+=[;X)

Alors pour tout u e X et tout

unigue tel que

2 2
d7u, 1 d u,
5= € Lloc(og+ng) . 5=(t) = Akul(t) + £(t) poepot €0 +w[
at at
uA(O) = u, , u, bormé.

,Pe plus alors ”ulmxonhw <€ !uomxok + jctxf(t)i at V’xoe A
GA est solution correspondant 4 T et ﬁo 0

Yo et oai

lay-iy ) . < Dug-gg |+ qu(t)aﬂtu at .

Mis & part le cas hilbertien, nous ne savons démontrer la convergence

de’ u, que dans des cas trés particuliers,

Proposition 7. Soit C wun convexe fermé de X et A s JO,+=[x C = X.

On suppose 3
=

PepPot e JO,+=[ , x +> A(t,x) est accrétif, uniformément continu sur

les bornés de C et pour tout A>0 , (I+AA(t9o))ml(C)3 c

Yxec, Y A>0 , 1a fonction t t=b (I+AA(too))°lx est mesurable ,

il existe M : [O,+=] = [0,+=] continue telle gue |A(t,x)| <M(]|x])

PoPot, Y X, enfin 1l'une des deux conditions :

i) C est borné,
ii) Il existe x eC tel que jot[A(tpxo)ldt < +o

Alors pour tout u ec il existe ue‘@([onfm[gc) unigue tel gue




VI.T

2
1l d " u
SSF ey (0rmix) o S5 ) = Alegule)) pepete]Ote[,u(0)

u bormné,

Démonstration de la Proposition 7. Posant Ax(t) = %(I=(I+3A(t))gl) 5

D e e @0 & =D ED o0 =D D BP WS B ED E0 OO £D €O 4D €0 £ €3 @0 &P 40 a D S0 D @0 W@ ©

d’aprés le corollaire 4, il existe uxexﬁ([0°+m[;C) unique tel que

d2u

(t) Al(t)ux(t) » ul(O) = u_ , uy borné. De plus u, est unifor=-
dt

mément borné,

D'aprés le lemme 1l et llaccrétivité de Ax(t) 0

2
Sgluy(ed-u, (0] 5 = 14, (803, (4] = &, (6)u, (0)]
on a |A (t)u,(t)] < [A(t,u (t))] « M = M(sup (u,(%))) »
¥ A Aot

Domc ‘Ju(t)“x(t)\ < \u)ﬂt)\ + MA est uniformément borné et
3, (8)u,(8) = Jlelu,(e)] ¢ (epdu o

Etant donné €>0 , il existe donc 6>0 tel que pour A,usT on ait
IAA(t)u (t) - A, (t)u (t)] s 2¢ et donc la fonction

t = |u (t)=u (t)l + et®  convexe, Reprenant le méme argument qu’d la
Proposition 3, uA converge uniformément sur tout compact de [Q°+w[ o
La limite est évidemment solution du probléme. L'unicité de la solution

résulte dﬁ corollaire 2.

Proposition 8. Soit <A 1le éénérateur infinitésimal d’un semi-groupe
linéaire équicontinu de classe (Co)’o Pour tout uoe,D(A) s il existe
ueﬂ@e([oa+w[;x) unique tel que 'u(0) = u o u borné, u"(t) = Au(t)

Ytel[o+=][

Démongtration : On peut toujours supposer, en renormant l'espace,

A m=accrétif, Posant SA(t)uo la solution de

d2u

A _ . _ .
=2 = Ay, ul(O) = u, , u, Dborné, on a Sk(t)Au Ausl(t) : en effet

2 2
d d
Z‘E‘T(Au_“x(t)) = Au(-;:=2= u, (t)) = Au(AAuA<t)) = AA(Auu)\(t)) R Auux(o) = Au
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et Auuk torné, donc Auqk(t) = Sk(t)Auu° o

On a alors en utilisant l’accrétivité de A, et le lemme 1,

d2

a:?lul(t)uuu(t)' > - lau,(¢) - Auu)‘(t)l = -[sx(t)A)‘uomsx(t)Aqu{,
> -»lAAuo-’Auuol °

Supposant uoe.D(A) » Ayu, =# Au_ lorsque A => 0 et domc u,
converge uniformément sur tout compact de [0,+=[ ; soit
u(t) = S(t)uo sa limite,

On a AASx(t)u° = Sx(t)Axuo — S(t)Auo uniformément sur tout compact

2
de [0,+=[ . Donc ue<@2([o,+«»[;x) et -‘=1==-2‘ﬁ(t) = 5(t) Au o Mais on a
at .

ARS(t) = S(t)AA et donec S(t)A = AS(t) ce qui achéve la démonstration.

Remargue 9, On peut trouver simplement ce résultat en utilisant la

théorie des puissances fractionnaires d'un opérateur ; cependant cette
démonstration semble un moyen de développer d'une autre manidre cette

théorie.

II, Etude dans un espace de Hilbert,

Dans toute cette partie H désigne un espace de Hilbert réel de

produit scalaire (.,.) et de norme Iol °
Nous nous donnons (A(t)) femille d'opérateurs monotones
te] O +=[
de H de domaine contenu dans un convexe fermé C . Nous supposons
(H1) popet e]O,o] , YV a>0 , R(I+AA(t)) > C .
(H2) Il existe K : [Oy+=[ == [0,+»] croissante telle que pour
tout ues@l([ob+w[;C)f\Lm(Oaw;C) s, pour tout A>0 , la fonction

t SA(t)u(t) = (I+AA(t))"lu(t) soit mesurable et

J (1+42) 3, (t+n)ult)-3, (t)ult) |at « ARK(fu]) o ¥ B0 .
Q

@«

(H3) Il existe x,€C tel que J -tlA(t)oxoldt < +o
o
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Remarquons que la condition (H2) implique que pour tout xeC et

tout A>0 ; t = JA(t)x est 4 variation bornée. Posons

-~

3i(t)x = 1im ess,jx(t+h)x . La fonction t == Sx(t)x est continue &
h+o

~ ,
droite ; UA(t)x = 5A(t)x P.Dot et donc pour ue¥€([0,+=[3C) ,
3k(t)u(t) = Uk(t)u(t) pspot et Y A>0 ; par passage a4 la limite 1la
famille Jx(t) vérifie :

-~

3,

(0)x = J (1) (Bx + 232 T (6)x) V30 , Va0, ¥xec

~ ~ ~ ~ 2 )
(J,(8dx = 3, ($)y,x=y) > |J,{¢)x = I, (£)¥]" Vis0 , Yas0 , VY x,yec

o d ~ ~ ey
il existe donc A(t) monotone unique tel que Ux(t) = (I+2A(%)) 1,

La famille (A(%)) vérifie (H1,2,3) - enfin si ue<d([0o,+=[3C),

te[0 4]
A(t)u(t) = A(t)u(t) popot e |O,+=] o On peut donc supposer, sans
restreindre la généralité, A(t) défini pour tout te [0 +=] , Jl(t)
défini pour tout te:[ob+m[ et t (=> Sl(t)x continue 4 droite pour

tout e G,

Remarquons enfin que la condition (H2) implique aussi que pour
tout xeC , tout >0  [A(t),x - A(s),x| < K([x]) Vsytz0
et donc que D(A(t)) est indépendant de t ; nous noterons D ce

domaine.

Théoréme l. Sous les hypothéses précédentes, pour tout uo‘ss 1l existe

uve<€([os+=[3C) unique telle gue

d2u 1l d2u

S8 el (0,4=3;H) , =2(t) e A(t)u(t) popote O ta]
2 loc 2

at dt

u{o) = u 6 o borné.

2
De plus /T 5 et /o3 L2 e 12 (0,4=;5H)
at

2
. du d u 2
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Démonstration du th&oréme 1. On peut toujours supposer x, = 0
D'aprds le corollaire I.4t, pour tout A>0 , il existe uxewe([00+a[;c)
- d2u
solution de A{t) . u, , u,(0) = 0 , u, borné, Nous savons de plus
dt2 AT A A

-]
que "“A“a < Ju | + jotlA(t)Ax°|dt s M= Ju [+ j.t|A(t)°x°|dt 5

(o)

Dlaprds (H2), |A(t),u,(t)] « |A(s),x | + |A(s),u, (t)=A(s),x | + K(qu(tﬂ)
et donc utilisant (H3), "“;"m < K(M) + % i en particulier u; est

continue sur [09+@[ ¢ Enfin u; est continue a droite sur [ba+”[o

L a2 1, 2 _ 992
Estimations de uj o On a ::3 ?Iukl s |§?=] + (A(t), u,,5u,)
dul 2
> L??=! + (A(t)AxoguA) .

2
. d 1 2
On en tire ] 3]ul|

> - MlA(t)oxol et donc
dt

t e
%[uxlz - M J j IA(T)oxoldT ds est convexe; é€tant bornée elle est
o Js

. te
2 . d 1 2 _ o
décroissante et donc =% 5'“%' = (uiguk) < M Jt |a(T) xoldr,e.En
particulier 1lim t(u;(t)auk(t)) € 0 o
t e

Donnons-nous Y [b9+m[j —> [p9+m[ croissante de classe C2 °

T 9 o T o T 2 1 o g
On a yft)'ux(t)l at ¢ M| y(£)[A(e) x| + | v(¢) == §|ukl , dlol
o] o o dt

en intégrant deux fois par parties

T T
Joy(t>|u;(t>|2at < Mjoy(t)IA(t)oxol + (D) (ul (D) u, (7)) v(0) (ul(0),u,)
T

iy YL 2 1 2 P 2
- v (?)5|u, (T)]" + vy (0)zlu |7 + Joy"(t)lux(t)! at.
Prenant y(t) = 1 , on obtient

2 ® o 1 2
(1) Joz|u;(t)| at < MJot|A(t) x lat + E[u |2 = u

l o

Prenant y(t) = t , on a

(2) J:lu;(t>|aat < MJZIA(t)Oxoldt - (ul(0)yu) = M, - (ui(0),u,) .
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od M, = MJmlA(t)ox lat <:M( °°tlA(t)°x lat + xK(0)) &
] 1 (o}

2 o
Estimations de u; . On a
£i= é|u (t+h)=u (t)|2 = |uv¢t+h)-ul(tf|2 + (A, (t+h)u, (t+n)=A_(t)u, (t)
dt22 A A A AV ’ A A R § X o

u, (t+h)=u, (£)) > |ul(t+n)=ul(4)]?
+ (Ax(t+h)ul(t)—Ah(t)uk(t)Dux(t+h)-ux(t)) o

Multipliant par Yy et intégrant par parties, on obtient :

T
f y(e)ul (esn)-ui (6) [2at « k(1) sup. XLy (sen)on, (0)]
o [o,T] 1+t2

+ v (T) (ul (T+h)=ui (T) u, (T+h)=u, (T)) = v(0)(uj(n)=ui(0),u,(n)-u,(0))
= v (1)F]u, (rn)=u, (T) % + v1(0)F|u, (n)=u, (0)]?
+ J:y"(t)%luk(t+h)mux(t)|?dt .
divisant par h° et faisant h+0 , on obtient domc

T
J y(£)t(6)[2at ¢ K(u) sup X ur (6] + v () (ul (D) sul (1))
o [0,T] 1+4°

0 0 g 2 Tn 1y 2
- v(0)(a(0) u_sul(0)) + 3y?(0) Ju(0)]? + J Y (0% [u (6)[Zat .
o

Prenant d'abord y(t) = 1 , on obtient puisque 1lim (u"(t),u (¢))=o0
ey
® 2
car u;e:L et u&e-L s
® 2 luj (¢) ]
J |uf (t)]|“at « k(M) _ sup ———5— - (4(0),u_,u}(0)) .
[0,+=] 1+t

4 o 400
or Jui(t)]? « 2f u'(r)|2dt)l/2( lu (<) |%a0)2/2 | aton
A A & A

lug 12 « €00V g 1272001372 - (a0) ugsul(0)) et

2
(3) lutl, < vy ko3 Jar2/® ¢ (a0 u ,us (0))]2*)

1/6
ol No est une constante numérique (No = 2 (/7+l)) °

V173
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Prenons vY(t) = (1+t)a avec a>0 , On a
! “u"(t) [%at & K(M) L8)7 )50 (8)] + (14T) % (u" (7)o (1))
o(l+t) ul (t)|7dt & [Stgj Let2 v A o=
T
- (4(0),u_,u3(0)) + (ul(0))? +J alozl) (344)%2 [us () |%at
[0}
1/2 2

‘Puisque (1+t) u&(t)eL o

2

on a (1+t)“‘3/2u;_(+.)e1. =2 lim (1+¢)%(u](t),ui(e)) « 0,

+>o

d’autre part
& o <+

(1+t)““2(u;(t))\<fz‘(J (1+t)|u;(t)|2dt)1/“(j (1+£)32°3/2 1 un (1) 2ae) /Y,
t t

)u

2

donc (1+t)a°3/h

2 __ (1=+t

u;(t)EL
1+t

[us ()] eL” 3 enfin

— (T a(a=1) a=2; , 2
a3 ==> lim e (1+¢) qu(t)] dt < +o
T+ Jo

2 2

a=3/2 = ('l+t)u/2u'>"(t)€L o

En définitive si as3 , (1l+t)
a/2

u;(t)eL
On en déduit . (1+t) uie:L2 pour tout a<3 .
On a alors (1+t)°=2|u;(t)| < /5"(l+t)l/2u§";/2"(l+t)a/2u;H;/2 et donc
"(l+t)u/2u;”2 borné indépendamment de a . On en déduit
(l+t)3/2u';\ e’ o

Estimons alors "t3/2w;H2 . Prenant vy(t) = t3 , ONn a

T 2 - nl/2y.3/2 Wy l/2 - . 2
Jot T (e)]%at « k() V20 vEusl, " “Ne wtll 27+ J°3tluk(t)| dt .
et donc

(s) "t3/2u""2 < M ne dépendant que de K(M) et M

A 3 1
2
_ 1/3 ,1/2 1/5,° .
(My = (N K(M) MyTT o+ M)
on a elut(e)l ¢ 2)/Tul 372 63/2ur 2/2, et aonc
(5) tlul(t)] « M, avee M = Mi/h - Mgla o

Faisant y(t) = t , on a
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-~

(6) J elu)(e)[Pat ¢ k0w, + Z|ui(0)]?
. .

Estimation de u;(o) o On a

Iu;(0)|2 < 2“u;"2”ug"2 o d'old utilisant (2) et (3),

[(0) |« M+ lug o) | fuy 1)M* (m k()3 (uys [ul (o) | |u, )2/12
+ [a(0) uy [M ¥ Jur (o) MY

et denc si u €D

(1) luj(0)| < M, dépendant de M,, K(M), |u | et [A(0)%u | .

5

Passage & la limite, On a

2 a2

2 2

' 2
. IuA(t)-uu(t)I > (A(t)A“A(t)'A(t)u“u(t)°ux(t)'“u(t))

> (A(t)xuk(t)—A(t)uuu(t)gXA(t)AnA(t)qu(t)uuH(t))

3‘A%gEIA(t)Auk(t)-A(ﬁ)uuu(t)|2+!A(t)lul(t)|2

2
=|A(t)uuu(t)| ]
d‘ou

t +w
uy (6)-u (]2 € (a-n) Las JS ate) u () 12=[Al0) u, (1) ]2

_IA(1)AuA(1)=A(t)uuu(T)iz}df

et donc pour Azu>0 ,

LU A 2 = 2
(8) ]uk(t)-uu(t)l2 & (A=yu) J ds JS |A(t)uuu(r)| dt s (A=y) JotIuX(t)l at,

o

Supposant u €D , on a donc d'aprés (6) et (7)9>u converge unifor-

o A
mément sur [O,+=[ sa limite,

D'autre part on a pour tout +t>0 ,

+o

t
J ds J IA(T)AuA(T)l2dT 4 lorsque ¥
o s

et pour A2u>0

t <+ ao 2 t
Jods JB lA(T)A“A(T)-A(T)ﬁuu(T)I dt « J

o 5
ds J |A(e),u, (1) | 2ar
Q

8
' - f:as J; late) u () ]%av
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d%ou faisant tendre t =—> +« et divisant par t et faisant t =3 O,

Ja(l+t)|A(t)Aux(t)12dt 4 lorsque A+0
o

et pour A>u>0

J (1+)|a(e) u, (£)=A(5) u (8)]%at < J (1+6) |ale) u, (¢)]2at
o] (o]

= 2
- Jo(1+t)|A(t)uuu(t)| at .

[--3

Lorsque u_ &D , (l+t)|A(t)AuA(t)|?dt est borné d’aprés (3), (6), (7)
et donc V(l+t)AA(t3uA(t) converge fort€ment dans L2(0°+q;H) o

Donc VTIIESu;(t) — V(1+#t)u" dans LZ(0,=3H) o

Enfin IJA(t)uA(t)auA(t)l < A|A(t)AuA(t)| et donec J,(t)u,(t) = u(t)
dans Lioc([oe+w[gH) o Ceci montre qua u"(t)e A(t,u(t)) popote O +=[,
car l%opérateur A(t) est fermé dens H

Considérons alors uoefﬁ'o Etant donné ﬁoe-f et ﬁA la solution

correspondante on a fu-uf_ 61uo-ﬁ°| 3 donc u converge uniformément

sur [O,+=[ 5 soit u sa limite.

Soient 6>0 et X +0 . Il existe d’aprés (b4) toe{]oas[ tel que

|a, (t ) u, (t )] soit borné et donec u(t_)eD . Considérons
A o A -] °]
n n d2v
A =
v,e€(lt o*=[:C) tel que —3 (¢) = a(t), v, (t) ;5 v, (¢ ) = uls )

v, borné, On a IVA(t)““A(t)' < Iu(to)mux(to)l Vtaxo s et donc

v, =% u uniformément sur It°,+°[° D’ou puisque u(to)e:D 5

A
u”e:LQ(toa+°;H) et u"(t)eA(t,u(t)) pepot €]0,+=] , ce qui achéve

la démonstration,

Remarque 2, On obtiendrait le méme résultat en prenant & la place de

la condition (H2) la condition :

(H27) Il existe K 3 [09+w[ e [b,+wt croissante telle que pour
tout xe«C , tout A>0

T = ﬂxft)x est dans wl°2(ooagg)
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ad

et J (%) S 3 (6)x| at < & (]x]) o
[o]

Corollaire 3, Soient A un opérateur maximal monotone de H avec

Oe<R(A) , et f 3 [0,+»[ +—> H mesurable vérifiant

J t{f(t)]|dat < +=
o]

J (1+t2) [£(t+n)=£(t) |dt < += Y n>0
Qo

—

Pour -tout uoeD(A) o i1 existe u<c¢([0,+=[;H) unique tel gue

d2u 1 d2u
— e L (Op+=3H) , ==x(t)eAu(t) + £(t) popot e]O +=[
2 loe 2

dt dt

u{0) = u, s u borné .
_ 2
On a de plus Vvt -%E et u/t3 g-__g dans L2(09°”5H)
du daudt 2

et si u €D(A) , = et == 1L ('ogea;H) o
e 0 dt = dt2

Remarque 4. Etant donné A maximal monotgne avec O €R(A) et
f 3 [0, = H mesurable vérifiant J t|£(t)]dt < +» , on peut
o] 2

définir une solution faible au sens de [5] du probléme mdém-geA + £
dt

u{0) = u 6 s u borné, D'aprés (1) cette solution vérifie

du 2
cf{f&’g € L°(0,=:H) .

Corollaire 5. Soit C convexe fermé borné et A un opérateur monotone

de H telle gue pour tout A>0 , (I+xA)(C)>C . Alors pour tout

u € D(A)NC , il existe ue€([0,+=[3C) unigue solution de

2
%eAu o u(o) = u, o, U borné.,
dt
Suivant [1] et [2] étant donné A maximal monotone avec OeR(A),
2
nous noterons S (t)u la solution de <=2 cau o u{o) = u_
1/2 o at2 o

u borné.
Slia(t) est un semi-groupe de contraction sur D(A) , on note A

son générateur,

/2
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2
- i) . d
Posant Da = {uoe:D A) ¢ zj= 81/2

des estimations de la démonstration du théoréme 1, les inclusions

(t)u°€:L2(00+m;H)} . On a a partir

suivantes ¢

- D, croit lorsque o croit de 0 & 3/2 et D3/2 = D(A) .
= D(A)c D, o
- U »p e D(A )< D
= D = {u eDd(a) ; 2t & g (t)u G:L2(O w3H)} Y a>1/2
o o » dt “1/2 o b 0 ¢
Considérant 5, l/2(t) le semi~groupé éngendré par (Ak)l/2 AA;1/2 .

on & cbtenu les convergences @

2
| d
= WZZ? Slel/2(t)uo" T " 5172

(t)u lorsque A+ O , Vlﬂ)e D(A)

ola

2
(/% S S

(t)u
22 Asl/2

§

(t)u, ? "/—.d lorsque A+0 VuoeaD(A)
t

1/2 0"2

_ t3/2 a2 s 2
dtz A,l/2

3/2 4
at?

(t)uo b (t)u dans L2(O,m;H) lorsque

1/2

X e O o

Sxalfz(t)“é =hn Sl/z(t)uo uniformément lorsque A =3 0

et si u eD(4), ISA91/2(t)uo"81/2(t)u | < J&IA u, ﬂdlst(u oA” 10) o

Y ts0 , ¥aso .

= 8, ,,(t)u (A, ,) , Vt50 et A (t)u | < 2 aist(u_,a"%0)
1/2 Q- 1/2 1/2 1/2 I o? °

- Akal/2uo borné == u & D(Al/z) o

Il serait intéressant de démontrer la réciproque. Notons qu'elle est

vraie lorsque A = 3¢ avec ¢ convexe 8o.Coi. propre- positive, car
alors lAA 1/2% | /2¢A(uo) 4 lorsque A+ . On a alors
Ay.172% AS /24 ¢

Theoreme 6, Etant donne R un espace métrique, C un convexe fermé de
EH, (4° (t))(t

famille d'opérateurs monotones de domaine

o0 )e[0,+=[xR
contenu dans C vérifiant ¢
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-V¥o , Yt , Y0, R(I+raP(%))>cC .

= il existe K : [094-“[ =+ [0,+=] croissante telle gque

Yao, Yo, Vue€t([o,+=[3¢) nL"(0,=3C)

t = ja(t) u(t) est mesurable et continue & droite

Jm(l+t2)|3§(t+h) u(t) = 35(¢) u(e)]at <"an x(full,) , ¥V n>o
o

et donc D(AP(t)) est indépendant de t ;3 on le notera D‘> o

o}

= 11 existe p => xg borné et Ko constante tels que

) VD

J t]4° (£)%x% |at < K _
o

- \7’)\>0 b Yt ° Vpr-==>- x? continu avec xpeq pour tout op

on_a p = ;“;\(t)xp continue,

Alors pour tout p => ug continu avec uzefp pour tout op ,

P
les applications p t=> w’ et p = %% sont continues de R dans

€([0,+=]3¢c) et <«(JOo,+=];C) respectivement muni de la topologie de la
p

convergence uniforme sur tout compact, oli wm est la solution de
2.9
u'ila%el\p(t)w.lp , w(o) = uz , u¥ Dborné.
at

Notons tout de suite le corollaire compte tenu des résultats de [6].
Corollaire T. Soient A" ; A opérateurs maximaux monotones de H
vérifiant : O« R(A) , 0 e R(A") . et ((An)al)o(o) est borné,

n
A

)al

p(a) ¢ O D(A") , 7hx == I,% Y0, YV xeD(a) o

—

Alors (I+2Al/ x = (I+7A Yo, ¥xeD(A) »

)lx '
2 1/2 °

, P
Démonstration du- théoréme 6. Soit p, —> P, o Posant A%(t) = A P(¢) °

p e o}
A(t) = 4 °(t) n n x o) n n .go
Fixons T>0 ,

Fixons ie ]0,1] et soit v: = (1+24%(0)) tu ’; » Vo = (1+2a(0))~1



VI.18

Considérons wu, u , Vv, Vv, les solutions respectives de 28 A(t)u °

2 2 dt

4 “n n d2v d’Vn n
—=g= e A (t)un s =5 = A(t)Av 0 5— = A (t)kvn qui sont bornées et
dt dt at

prennent les valeurs respectives Ugs u2° vo9 vg pour =0

n i.n .n n n _n
on & fvy-xll, s [Bexl] v k)4 fu-Rf € Juledl] 0 K,
. n _n n .n n

ﬂvcxoum < Ivo-xpl + K, o Par ailleurs |v°~x°| < Iuoaxol + AK([xOI) 0

donc il existe M indépendant de n et ) majorant toutes fonctions

lals, lunle Iv]s Ivnl °
D'aprés (8), (6) et (7) on a

1/2 o 1/2)

Hunwvnu“ < lunavgl + A (Cl+02lAn(O) vﬁl

1/2

/2
fu-v]_ « luo-vol + A (Cl+C2FA(O)°v°| / )

ou C, et C, sont indépendants de A et n o

2
D'autre part on a S=s|v (£)=v(t)| > =[A%(%) v=A(t), v »

dt

Fixons L>T et posons M_= sup |An(t)xv=A(t)xv[ } remarquons que M

n OoL]

dépend de A et L , mals que pour i et L fixés, Mn =2y O

lorsgque n =p» =  On a

|vn(L)-v(L)]T

v =¥l s |viev | + ¢ LI
n Lm(OQT) o o L 2
n 2MT LT
< Ivb-vol rEE AN 5=
Utilisant toutes ces estimations on a
1im flu_-ul ¢ 2|u -v_| + 2A1/2(C +C,|A(0) v Il/z)
n ® = o o 1 72 o

n-e L (0,T)

car ]An(O)ovgl < lAn(O)AﬁZI - IA(O)AVOI o

Ceci étant vrai pour tout A>0 et tout L>T ;, on & u_ =>

mément sur [0,T] .

u

L

+ 2MT

unifor-
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