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Introduction

La théorie des groupes formels se présente sous deux formes différentes : soit
on fait des calculs (fécheux) par la méthode directe, (Lazard, Lubin, Prchlich,
Honda, Hill, Hazewinkel) ~, soit on fait des calculs (fAcheux) par la méthode indi-
recte ou hyperalgébrique, (Dieudonné, Menin), En tout cas on devrait se méfier
dtune méthode, qui ne saurait pas donner les démonstrations des théorémes de classi~

fication de Cartier, ceux-ci généralisant les théordmes classiques de Dieudonné,

Dans ce travail, qui résulte d'un cours des groupes formels, donné par 1'auteur
& 1'Université de Paris-Sud, Orsay, 1974, on se propose de démontrer les théordmes
de Cartier en utilisant la méthode hyperalgébrique, De cette fagon ce travail doit
8tre nécessairement complémentaire au livre prochainement & apparaitre de Lazard,
parce que malheureusement, les bourgeons n'apparaissent pas ici (razard, {1] p.281),
La méthode suivie n'étant choisie que parce que la loi du groupe formel universel
non commutatif ntest pas encore déterminde de facon suffisamment explicite, bien
que son hyperalgebre soit bien connue : elle est l'algebre de Hopf universel des
puissances divisées, Le résultat principal de classification est une classification
des lois des groupes formels plutdt que des groupes formels (th, ITI.%.6). En
faisant les raisonnements indépendants d'une base choisie on trouve la classifica~
tion de Cartier, L'idée de démontrer un théoréme de décomposition (th, II.6.4), gqui
généralise la notion "S~typique” de Cartier~Lazardkau cas non commutatif ainsi
qu'un théoréme de Campbell~Haussdorf~Dieudonné (th, II.6.9) sur un anneau de base
arbitraire était suggéré par lLazard [1]. on donne deux applications : une démons-
tration des conjectures d'Atkin-Swinnerton Dyer (th, V.1.4) sous une forme diffé-
rente de celle, énoncée par Cartier [3] & Nice 1970, peut-dtre méme contradictoire

4 cet dnoncé,

L'autre application touche les rudiménts d'une théorie générale, encore em-
bryonale, -des composantes fantbmes (th, V.,2.9), Avertissement : ce théoréme se dé-
montre & l'heure actuelle par les arguments originaux de Witt (Crelle, 176,

p. 126-140, 1937), une fois les points de départ étant convenablement (méme tri-

vialement) modifiés, Pour plus de détails sur ce point, ainsi pour un résumé non-
abstrait des résultats exposés ici, on pourrait consulter : Formale Gruppen, die

Vermutung von Atkin-Swinnerton-Dyer und verzweigte Wittsche Vektoren, notes

miméographées, Gottingen, 1975).



ii)

Finalement, ce travail donne les démonstrations des résultats, annoncés anté-
rieurement dans Comptes Rendus, Série A, t 268, p 580~582, (1968), t 275, p 251-254
(1972), t 276, D 531-534, (1973), * 2719, p 405-406, (1974) et + 279, p 443-446,(1974).

L'auteur remercie vivement tous ceux, qui en prodiguant leurs efforts -~ soit
de caractére mathématique, soit de caractére extramathématique, (les musiciens
d’Orsay sous la direction sage de Mme Suzanne Schuhl et de maftre Roger Roche)
ont créé une atmosphere cordiale et enéouragéante. En particulier il tient & expri-
mer sa recomaissance sincére i Mme Bonnardel, qui a accompli sans moindre plainte

la téche ingrate de faire apparaitre ce travail,



Chapitre T : Les catécories fondamentales

Ie but de ce chapitre sera de rappeller certains faits connus ainsi que de fi~-
xer les notations; Pour plus de détails (et pour les démonstrations) on se référé
aux livres de

M. Demazure p-Divisible Groups Lect, Notes in Math, 302 (1972)
A, Prohlich Formal Groups Iect, Notes in Math., 74 (1968)

cités [D] et [F].

§1. Lois de groupes formels

1.1 Soit k un annecau de base, unitaire et commutatif, On renvoie & [F], Ch.I
pour ce quil concerne les anneaux de séries formelles kh en n indéterminées
X = (X1,...,Xn) a coefficients dans k , ainsi pour la notation vectorielle qui
rend les formules plus transparentes. On notera (kh)m la somme directe de m co-
pies de kn .
On rappelle que P = F(X,Y) € (an)n est une loi de groupe formel, (bref :

une loi) de dimension n sur k si

a) F(x,0) =x , #(0,Y) =Y

b) F(F(X,Y),2) = P(x,7(Y,2))
b) se justifie par a), qui implique que chaque Fi est sans terme constant, On dit

encore que F est abélien, si P(X,Y) = #(Y,X) .

1.2 Scient F et ¢ deux lois sur k de dimension n et m ., Un morphisme

f : P -G ‘des lois est un élément £ ¢ (kn)m sans termes constants tel que

£(r(x,7)) = a(£(x),£(1)) (1)

On obtient de cette facon une catégorie FG(k) des lois sur k . On notera
FG(n,k) la sous—catégorie pleine des lois de dimension n sur k et encore
F(n,k)_ la sous—catégorie pleine des lois abéliennes, On notera Homk(F,G) 1l'en~-

semble des fldches dans Pe(k) . si p ¢ k—> k' est une extension de base, alors



2,
en appliquant ¢ aux coefficients des séries formelles P = F(X,Y) € FG(k) , on
obtient de fagon naturelle une loi ¢, F sur k', dfoll un foncteur covariant

9, @ Fa(k) - Fa(k'),

1.3 I1 existe des lois dans la nature :

a. Soit k € {R,C} et soit G wun groupe de Lie de dimension n sur k.
Alors il est bien connu, qu'il existe un voisinage V d'élément neutre e € G ,
un voisinage Q@ de (0 dans k? et un homéomorphisme p ¢ V—>Q tels que si
X,Y € V, alors le produit Z = XY appartient & V et en posant

9X = (X1’°°"Xn) » QY = (y1,...,yn) y Q7 = (21"“’Zn> alors

I\

Z. =Z.(X ,oo.’Xn9y1’oov,yn) pour 1 <i a ’

i it
ce qui définit de facon naturelle une loi de dimension n sur k .

n N

b. On pose Gn =X+Y avec Gn =X, + Y. poﬁr 11gn, Clest une loi
a a,i i i
abélienne de dimension n sur un anneau quelconque., Si n =1 on appelle

¢ =G 1a loi additive.

a a

C. Gm =X +Y+ XY € F(1,k) R Gm sera appelé la loi multiplicative., Noter,

que si k =@ on a un isomorphisme log(1+X) : Gm-» Ga , qui admet eX-1 comme
inverse,

T1 importe d'introduire des lois qui sont de dimension infinie sur k , ainsi

que des lois qui ne sont pas triviales, de dimension zéro,

§2. Co-algebres, co—algdbres en groupes

k sera un anneau de base, On notera & =(8% et 1 toute application Identiité,

2.1 Définition : Uné co--algebre sur k est un k-module C , muni d'une applica—
tion k-linéaire dC =d : ¢ > C®C , dite diagonale, satisfaisante aux conditions
suivantes :

C1 : & est co-associatif,

g2 + d est co-commutatif,

C3 3 Il existe une application k-lindaire e = ¢ ¢ C —» k , dite counité, de fagon



3.

unique déterminée par : e®10d =1 Q®eo0d =1 sur C=2kRC=2CRQk .,

Un morphisme de coalgebres f (C,dc) - (D,dD) , bref, £ : ¢ =D

sera une application k-lindaire f : ¢ = D , qui satisfait & f @)f(}dc = dD<>f

et gD<>f = €, (compatibilité avec les morphismes structuraux). De cette facon les

coalgebres sur k constituent une catégorie, Dans ce qui suit on notera Ck la

sous—-catégorie pleine des coalgtbres sur k , qui satisfont & la condition supplé-
mentaire (F)

(F) : 0 ¢ C, est réunion filtrante croissante d'une suite {Ci |ie1}, o I

est un ensemble dénombrable d'indices, ol les Ci sont des coalgébres sur k ,
libres et de type fini sur k en tant que Lk-modules et ol chaque inclusion

_Ci C:Cj se prolonge en une suite exacte de k-modules libres

0= 0; = =C,/C; = 0 (1)

11 en résulte en particulier que (¢ est un k-module libre, Noter que, lorsque k

est un corps et ¢ est une coalgdbre sur k , alors ( satisfait & (7). [D}, 1.6 .
2.2 C, admet un objet final, a savoir (k,1) et des produits., De fagon explicite:

(C,dc) x (D,d_) = (E,dE> L E=C0® b et dE se donne par le diagramme

D

dCQQdD 1 Qc®1
dT: CRD === RCRIDAD ~———————> CR®DRCXD

{
kw)

ot ole®d) =d®c . oma e = e ®e, ef C®D satisfait 3 (r).

E

31 k - k' est une extension de base, on a un foncteur évident Ck - Ck‘ y
induit par C e Céékk' . Cette extension de base commute avec la formation des pro-

duits et avec les objets finaux.

2.3 Soit C une catégorie, On dit que G € C est un objet groupe dans C si
pour tout :X €C ltensemble Q(X,G) est muni d*une structure de groupe et si
pour toute fleche X - Y dans C ltapplication induite Q(Y,G) - 9<X,G) est un
homomorphisme pour cette structure., ¢ sera dit commutatif, si tous les groupes

: g(X,G) sont commutatifs.

Lemme : Soient € une catégorie avec produits finis et un objet final e , alors

les deux énoncés suilvants sont équivalents



1. G est un objet groupe dans C .

2. G est muni d'un morgphisme structural mG =m?!GxG~>G dans ( , dit
myultiplication, satisfaisant aux trois conditions suivantes :

a, m est associatif,

b, Il existe un Mg =nie=6 dans ( , dit wnité, nécessairement unique,
tel que HIO(T]X1) =mo (1 xn) gsoit 1tidentité sur ¢ ﬁ’e;<G =~ Gxe ,

c. Il existe un CG =C:G—-G dans C, dit antipodisme, nécessairement
unique, tel que mocxtod =noe .
(1ci, & : G- GxG est le diagonal et e : @ —» e la fldche unique).

Dans cette situvation encore, le produit fg de £ et g dans Q(X,G) se

donne par

fg:X—E’—g-)ﬁGxGLGO

De fagon duale on a la notion d'un objet cogroupe dans C ainsi qufun lemme

évident, si (¢ admet sommes finies et un objet cofinal, On définit la catégorie

des objets groupe dans € , GC en prenant pour fléches £ : G1-e G2 dans. GC

celles de C qui satisfont & mG of =1 xf<>mG et fc>nG = nG . De facon

2 1 o1 2
duale on construit la catégorie des objets cogroupe dans ( .

2.4 On dira, que @ € Ck est une coalgébre en groupes si ¢ est un objet groupe

dans C Les coalggbres en groupes constitueront ls catégorie GC La sous-—

k° k*

catégorie pleine des coalgtbres en groupes commutatifs sera notée Ab les objets

k ’
de laquelle s'appellent encore bigebres, La situation de 2,3 rendu explicite pour

Gck donne

Lemme ": Soit G € GC, > alors

a, m et n définissent sur ¢ wune structure d'algébre unitaire, associa-
tive sur k , qui est commutatif si et seulement si ¢ € Abk .
b. Pour cette structure d'algtbre, d et ¢ sont des morphismes et

¢t G—-G est un anti-isomorphisme, c'est-a~dire on a c(xy) = c(y)e(x) pour

X,y € G et ¢ est bijéctif dans Ck .



2.5 Exemples

a) Soit J wune algdbre de Lie sur k , libre et de rang dénombrable en tant
que k-module, Alors l'algdbre universelle enveloppante U(J) de J est muni,

dfune structure d'objet dans GC Si la caractéristique de k , X(k) , est un

K °
nombre premier p et si en outre J est une p-algébre de Iie, alors 1'algebre

universelle enveloppante restreinte Up(J) se trouve dans GCk

b) Soient Xk un corps et Ac, = la catégorie des groupes affines commitatifs

k
sur k , alors le foncteur M — Spec M dinduit une anti-équivalence des catégories
Abk e.Ack .

c) On utilise ici 1lfopportunité dfintroduire une coalgébre en groupes, qui.
jouera un r8le fondamental dans ce qui‘va suivre, Soit dtabord 8 un ensemble dé-
nombrable, On notera k<S> 1'algébre associative non commutative lipre, engendrée
sur k par les éléments de S , dits indéterminés, Bn prenant le qugtient’de
k<s> par 1'idéal bilatére, engendrée par tous les.commtateurs [x,y] = xy=-yx
pour x,y € k<S> , on obtient 1'anneau libre coﬁmutatif k[s] .

Soient maintenant § = {7 |m ¢ N} et (k) = k<S> . Soit NAlg, la catégo-

rie des algebres unitaires associatives sur k ., Alors on définit un diagonal

d : Z(k) - z(k)(9 z(k) dans Nalgk en posant pour zm €S

dzm = § Za<8 Zm—b avec ZO =1 .
ogagm

On attache a zm le poids m , Bn prenant les sous-espaces Hn dans Z(k) , en—
gendrés par les éléments qui sont isobares de poids ¢ n , on voit sans peine quton
a une structure de coalgébre sur Z(k) , qui satisfait & (F). De plus la structure
d'objet de NAlgk sur Z(k) fait de Z(k) ‘une coalgebre en groupes, On 1aisse
la vérification & titre d'exercise,

On notera encore z(n,k) le sous objet dans GC dev Z(k) N engendré'par.

k

{21’°°°’Zn} . Alors on a : zZ(k) = lim %(n,k) dans ¢, . Si k restera figé,-on

n .
écrira 7 et z(n) au lieu de Z(k) et Z(n,k) . On notera ZC = k[S] et

Zc<n) = k[z1,°,°,zﬁj » alors on trouve de fagon analogue que Z_ , Zc(n) sont des



6.

bigébres et que Z = 1lim Z (n) dans AD
C —-'n—> (¢]

x ZC(K) est 1l'objet gui figure dans

cartier [2] cor, 2,

§%, Algebres profinies et cogroupes formels

On notera Mfk la catégorie des algébfes commutatives sur l'anneau de base k

qui sont libres et de type fini en tant que k-modules,

3,1 On appelle prosystéme strict libre dans Mf, <tout systéme projectif

k

i3 s 1,3 € s} o Ai € Mfk et ou S est un ensemble dfindices filtrant

et dénombrable tel que les morphismes fij : A, —» A, soient surjectifs et se pro-
e

longent en une suite exacte de k-modules libres

O=Ker f.,, »A. > A, =0, (1)
ij 3 i

~

Chaque fols quton a un tel\systéme A ony associe lfalgebre ' A = %ig E , que
1'on munit avec la iiﬁetopologie, 3 savoir, la topologie ia plus faible qui rend
continues toutes les applications canoniques A~ Ai , les Ai étant supposés dis-
crets, De cette facon, A est muni d'une structure de k-algebre topologique sépa~
rée, complete dans laéuellevles noyaﬁx des applications canoniques A - Aiv consgti-
tuent un systéme fondamental d'environ zéro,

81 A et B sont deux prosystemes stricts libres dans Mfk et si

A =1limA , B=1im B on définit un morphisme f ¢ A - B comme un morphisme con-~'
R e

tinu de k-algebres, On obtient de cette facon une catégorie, notée Alk .
Lorsque k est un corps on définit Alk simplement & &tre la catégorie Pro-Mfk .

Puis on montre que tout proobjet de Mf. se définit par un prosystéme strict libre,

k

Lorsque k est une limite projective d*anneaux artiniens, on se reporte & SGAD,

BExposé VII B,

3,2 La catégorie Alk admet un objet_cofinal, a savoir k et des sommes direc~

tes, S1 A,B € Al la somme A ® B est le complété de A ® B pour la topologie

k ?
évidente indmite. 8Si A et B sont définis & partir d'un certain systéme A, B,

d'anneaux dans Mfk , alors il revient au méme de définir A ®B en partant du -



T
systeme, défini par les Ai @)Bj . St k- k' est une extension de base, on ob=

tient un foncteur évident Alk ».Alk, , en partant d'extension de base _Mfk - Mfkv°

%.%3 On dira, que X € Alk est un cogroupe formel si X est un objet cogroupe

dans Alk . Alors en copiant le dual de la situation de 2,3 on arrive & :

Temme : X € Alk est un cogroupe formel si et seulement si X est muni d*un mor-
phisme structural d = dY s X erX(g X dans Alk , dit codiagonal, (comultipiica~
tion), tel que :

a, 4 est coassociatif,

b, Il existe un morphisme, nécessairement unique, Ny =1 : X =k dans Alk s
dit counité, tel que 1é»nod=né1od dans Xﬁxékéﬁk@}(,

¢, Il existe un morphisme, né¢essairement unique QX =c¢ : X=X dans Alk s
dit antipodisme, tel que, si (m,g) définissent la structure d"algébre sar X ,

~

alors on alt mo&a®1od:=¢co0nq ,

Dans cette situation encore, le produit fg de £ et g dans le groupe

Alk(X,Y) se donne’par le diagramme

¢ » f‘ Bt can
fr 1 X - @K 28 v Y 2,y

De cette fagon on obtient la catégorie (Al des cogroupes formels sur k .

k
3.4 Exemples
a, Mfk stidentifie & une sous catégorie pleine de Alk H
b, On munit l’anneau k = k[[X1,e,.,Xn]] de la topologie (X1,¢63;xn)_
adique, Pour cette structure, kh € Alk .

¢, 8oit P une loi de dimension n sur k ., On définit

o(F) = k[[X1F’°“’XnF]] , muni de la comultiplication d , défini par
aZip = Fi(x1F ®1eesXn @1, 1 @K pyevesd ®nF) pour 1 <1 ¢ n - bref ¢

dXE = F(Xf ®1,1 XF) . On obtient de cette fagon un foncteur contravariant
0 : Fe(k) > cAL,

En parlant des lois, on dira que X, est le systéme des générateurs canohniques de
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F . On notera qu'd partir d'une loi, on arrive a un objet, qui se définit de fagon
intrinséque, c'estwdsdire par aide des diagrammes,
d, Soit k un corps et goit: Gi un groupe algébrique sur k , En complétant
ltanneau local de 1torigine ee pour la topologie me~adique, ol m, est 1'idéal

~

maximal de ee , on obtient ee € Alk . Le morphisme structural GXxG - ¢ induit

"~ oH n ~ n
un morphisme ee-e ee><e = ee ® ee , clesterd~dire on obtient un foncteur & valeurs

dans CAlk -

$4. Dualité de Cartier

* ’ '
3i M est un k-module, on notera M le kemodule des formes linéaires sur
M. Si M estun kemodule topologique, on notera également, lorsgue aucune con-
: * :
fusion ne sera possible, M le k-module des formes lindaires continyes sur M,

On rappelle.

4.1 Lemme : Seit (¢f la sous eatégerie pleine de ¢, formée des toalgebres fi-

k k

nies, ctest-d~dire de type fini en tant que k-module, Alors
* 4 -
? .ka Mfk

est une antiéquivalence des catégories,
On rappelle également que la structure d'algdbre sur o* pbur g€ ka. se

définit par la relation <fg,c> =<F Q¢g, dc(0)> .

dans C alors la suite exacte (1) du §2 donne une

4.2 Soit maintenant ¢ = UCi
i

suite exacte
- * o 0% o (% -
0 (Cj/bi) Cj Ci 0

c'est-a~dipe on obtient un prosysteéme strict libre {Gfﬁ}«dans Mfk . Dtautre part si
lton se donne un prosystéme strict libre A dans Mfk , alors la suite exacte (1)

du §3 donne une syite exaote
0 = A% » A% ~ (Ker £ _)* > 0
€ J 1]

ce qui munit lim A§ dtune structure dtobjet de ¢ Si A =1lim Ai , alors :

k° —



Lemme : On a C¥ = lim C* et A¥ = lim A¥*
- «— i — i
La démonstration est connue : les inclusions Ci - ¢ induisent des surjec-
tions C* - ¢* , d'ol une fldche canonique C¥* - lim ¢*¥ . Soit £ = (g.) un é1é-
i &~ 1 i
. % % e % _ .
ment de lim Ci avec gi € Ci , on définit g € C par g(c) = gi(c) , 81 ¢ ap-
partient a Ci « Bn vue de C = UCi on obtient une fléche inverse, De la méme fa-
gon, les applicafions canoniques A -~ Ai induisent A? - A% , donc 1lim Ai - A¥
Si f € A*', alors f étant continue, se factorise & travers un Ai , ce gqui rend

la fl&che inversible.

De la méme facon on observe que 1l'on a des fldches canoniques inversibles

Lim ¢, (c;,p) ¢= ¢ (Lin Ci,'_D) (1)
lin AL (a;,B) =21 (lin 4,,B) (2)

En ramassant ce qui précéde, on arrive & :

4.% Théoréme (cartier)

a. Le foncteur contravariant o* : Ck-—> A1 est une antidquivalence des ca-

k

tégories, qui admet le foncteur 9% : Al - C

X x comme un foncteur quasi inverse,

b, 2% transforme objet final (cofinal) en objet cofinal (final).et transfor-

me produits (sommes) en sommes (produits), d*ol une antidquivalence
%k -
: GCk CAlk
c. 9*¥ commte avec l'extension de base.
Pour la démonstration : cf, aussi Cartier[1]Exp. 2.

4.4 Bxemple & titre d'exercice qui servira plus loin : On note pour O & < o,
L0+ . . spao s : '
= t = = =
T k[ [t]]/( ) et T T, k[[t]] = lim T, » ce qui définit T € Al pour
tout 0O n e,
i

soit {ti | 0¢1ig¢n} la base duale de {t7 | 0 ¢ i ¢ n} avec

v Jo _ _ .oy .
<ti,t > = 6ij (Kronecker), alors dti = ag%;i ta(® tb . 3i lton prend ericore
dt =t ®1 +1®t , alors titj = ('j_:'.,_j)ti_‘_j , ou (i,j) dénote 1'image de

(i43)1/i13! dans k.
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§5. Schémas formels et groupes formels

On rassemble ici un peu toutes les catégories qui vont 8tre définies ou dont
on aura besoin, Soit k comme toujours un anneau de base, Alors, on prend

Mk : catégorie (pas trop grosse) des k—algdbres commtatives

MRE,: catégorie des foncteurs covariants Mk - Bns

_MfKC» Mk le foncteur évident, qui donne le foncteur
“:MkE-e MfEE évident obtenu par restriction & Mfk , appelé encore complétion

Grk : catégorie des schémas en groupes sur Xk , considérés comme fonecteurs dans

Mk, . cf. [p], 2.1

Ack : sous—catégorie pleine de Grk des groupes affines commubtatifs,

5.1 On copie [D] 1.6 : Soit 38pf : Mfk~+ Mka le foncteur contravariant défini

par (Spf R)(S) = Mfk(R,S) . Alors le lemme de Yoneda donne gue Spfl eét:pléine_

ment fidéle, On dira que F ¢ Mf

kE "est un schéma formel sur k , s*il existe un

prosysteme strict libre A dans Mf, et s'il existe des isomorrphismes, foncto-

k

rieis en R € Mfk

F(R) = {1im spf A, }(R) = Lin ue, (a,,R) = AL (&,R)  (ver §4 (2))

~ o~

si A = lim Ai est défini par A .

On notera Schfk la catégorie des schémas formels sur k .

5.2 lemme : On étend la définition de Spf & la catégorie Alk en posant pour
R € Mfk :
Spf(A)(R) = {Morphismés continus d'algébres A~e‘R} = Alk(A,R) .
Alors :
3pf = Alk - Schfk

est une antiéquivalence des catégories, transformant lfobjet cofinal en objet fi-

nal et sommes en produits, De plus Spf commute avec l'extension de base,.

5.3 On appelle groupe formel sur k tout objet groupe dans la catégorie Schfk_.

Les groupes formels constitueront la catégorie Grfk , celles de gréupesAfprmels

commutatifs la catégorie grfe, .
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La dualité de Cartier permet donc de définir une équivalence des catégories

*% . e
Spf* ¢ Ck SChfk

- Grf et

en posant Spf*C = spf(c*) » Spf* dnduit encore des équivalences GC X

k
Abk-e Grfck .
‘D’aprés ce qufon a vu, il revient donc asu méme de donner
a; Un groupe formel ¢ sur k.,

b, Un objet A = Ai dans GAlk et un isomorphisme @ & SpfA , Cet A ,

lim
€ g
noté désormais o(q) sera a?pelé ltalgebre affine de @ .

c, Un objet ¢ € GCk et un isomorphisme G = Spf*C . Cet objet C , noté .

abusivement le plus souvent par G* sera appelé 1l'algdbre des disirdibutisns sur @,

5.4 Exemples de groupes formels

On note pour R € Mfk , nil(R) le nilradical‘de R .
1. QGroupe formel multiplicétif sur k , &k . &k(R) = 1-£nil(R) , muni de sa

structure additive. On a gpf G(Ga) = 0 o OQ&k) = x[[t]] , at =1tv@§ 1+ é§ t.

k

Le dual s'identifie & T¥ G'Abk (cf,.4°4)b

2. Groupe formel additificly sur k ﬁk R ﬁk(R) = 1-+nil(R)_, myniudé S8,

. . A A o
structure multiplicative, e(ﬁk) =k([t]] ,dt =t ®1+t @t +1Q®¢t

3, 81 k est un corps et @ ¢ Gry alors G € Grfk . 8i k. est arbitraire

il en est ainsi si 6(@) € cAl, soit si (@)* € @C, . Par exemple &"1et,vﬁk

k k k

sfobtiennent par complétion du groupe additif et multiplicatif pkv.

4. 81 k est un corps, la dualité de Cartier s'exprime encore en complétant

un autre foncteur,De fagon précises Soit G € Ac On pose

K

) pour M € M_ alors on a le diagramme eommutaﬁii,’cf,[D]

n(g)(m) = or (6@ .

’MM
2.4 th.,1 :

Spec

3 *
Ab _§££_+ Grfe



12,

Soit f : ¢ ->H dans Grf On définit Kerf ¢ Mka par

k °

(ker £)(R) = Ker {f(R) : ¢(R) - H(R)} pour R € M,

Ker f appartient & Grfk s'il est représentable : Bxemples
~ » A N N n
nte = Ker{n : by uk} ; n“k(R) = {1+x € pk(R) ] (14x)" = 1}
o i) = k[[£11/((148)"=1) .

8i k est un anneau de caractéristique p , premier, on définit n&k par son
r A A .
s . P . P
algtbre affine k[[t]]/(t" ), dt=t®1 +1®t . si ¢ ¢ Grfok , on note pour

n ¢z par [n] 1'endomorphisme donné par [n](R)(X) = nx dans G(R)°

5.5 On résume les fldches importantes :

k k
Spr )
e v v
Fel(x) = CAL, Ak D
iC
*I * --Spec

b

5.6 Définitions de certains types de groupes formels,

Soit @ € grf k anneau de base,

k @
a, @ sera dit constant s'il est de la forme ¢ = Spf(kﬁ) ou B est un en-

semble et ol kE est muni de la topologie produit,

b. G sera dit fini, s%'il est de la forme Spec M avec W € Mfk o

¢. Pour tout groupe formel ¢ on note I, = Ker {e + 6(G) »~k} et

Wy = Ié/IZ . Soit encore T H IG W ltapplication canonique, G sera dit con-
nexe si tout systéme {Xi € IG I i€ S} tel que {nG(Xi) ] i€ S} engendre le
k~module topologique We 2 engendre lui-méme 1l'algébre topologique G(G).

3i k est un corps, on définit simplement : G est connexe si et seulement

si (k) = {1} pour tout corps X € Ml . [p] 2.7 .

d, ¢ sera dit infinitésimal s'il est fini et connexe,
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e. (G connexe sera dit lisse, ou de Dieudonné, si e(G) est de la forme
o(a) = [[X ]] R’ ou E est un ensemble dtindices dénombrable, totalement or-
donné et ol en cas que Card E =~ , on a l%m Xi = (0 dans la topologie de o(a).
Si Card E < o, on appelle Card B la dimension de G . of, [D] 2.10. si
? ¢ re(k) , alors spfe(R) est de Dieudonné,
£, G € Grfck sera dit p-divisible, ou de Barsotti-Tate si [p] t G -G

est un épimorphisme et si @ = lim Ker[pa] avec Ker[pq] fini et dans orf, pour

tout i, cf, [D] 2.11.

5.7 Il va de soi que les catégories Ck et Alk se généralisent de fagon évi-
dente : on commence avec les Lk-modules projectifs de type fini, Pour une étude
de cette situation encore généralisée cf, Morris-Pareigis : Formal (Qroups over

discrete rings Bull A M.S. ? Toutefois, les catégories introduites ici seront am—

plement suffisantes pour une étude des courbes dans un groupes formel,

Chapitre TI : Courbes dans un groupe formel

§1., Opérateurs invariants & gauche et algdbres de Lie. Rappels.,

1.1 Pour A € Alk on note End (A) le k-module des endomorphismes

k-linéaires continus de A . Soit maintenant ¢ ¢ Grfk . On définit
e * -
w(e) @ o* > mnd . (6(c))
par le diagramme':
d f ~
u(@)f ¢ G———-—->G®G—'—§’—>k®c

et
. : 5 (1%
ole) : Bnd . (e(e)) — ¢
par le diagramme :

s(a)eg : ola) == o(a) > k.
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Alors on a :

Proposition : a) p(G) est un morphisme injectif de k-algebres, fonctoriel en G.
b) o(G) est un morphisme k-lindaire, fonctoriel en G .

¢) ola)op(@) = identité sur * .

Pour la démonstration, qui se fait & l'aide de. nombreux diagrammes : cf, par

exemple SGAD VII A 2.2 et 2.3,

1,2 Exercice : On définit le sous-module TInv(q) de Endlin(e(c)) par 3

1nv(e) = {f € Bod ), (6(c)) | e(c) 4, e(‘G) ® olc)

£ l1er
o(e) - o(e) ® o(c)

est commutatif}o Montrer que Imv(G) = Im p(G) . Les éléments de Im-p(G)_z Ihv(G)

stappellent opérateurs invariants(i gauche)g

1.3 Soient @ € Grf

42 = 0 . Le morphisme structural k - k[t] admet une rétraction p : k[t] -k,

K et k[t] 1talgebre des nombres duaux sur k , ctest-&-dire

p(t) = (0 ., On définit 1'algebre de Lie de ¢ par
Lie ¢ = Rer{a(p) : ¢(x[t]) - c(x)}
clest=t~dire, on a une suite exacte
. . TN
{1} — Lie G-—-—»G(k[t])-—we(k)-——yh} (1)

La structure d'algébre de Lie sur Lie G , ainsi que sa structure de p-algébre de
Iie, si 1'anneau de base est de caractéristique p , premier, résultera des pro—

priétés des courbes, cf, 3,2 cor, 2 ci-dessous.

§2. Courbes dans un groupe formel

on considére comme dans I.4.4 les anneaux T = k[[t]]/(tn+1) pour

0

I\

n { o, Bn particulier, T1 est 1l'algébre des nombres duaux sur k ., On notera

™, G Tn-e To =k 1le morphisme dans Alk tel que nn(t) =0 et on cons1§ere 1la

généralisation de (1), §1 pour n arbitraire :
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{1} — Ker G(nh) —— G(Tn) —ar;f79 (k) — {1} (1)

(1) est une suite exacte des groupes SCindée,.qui fait de G(Tn)’ un groupe pro-

duit semidirect de G(k) avec Ker G(nn) , fonctoriel en G ¢ Grfk .

2.1 Définition : Soit O ( n { o et soit ¢ € Grfk'f On appelle groupe de courbes
de longueur n , ou d*ordre n dans G , le groupe Ker G(nn) . On obtient un

foncteur covariant, dit foncteur courbe dfordre n (ou : de longueur n) ¢

i : f - R
L:Len Gr X Grouypes

On a donc pour n =1 , Lie1 = Lie,
2.2 lemme 1 : lLe foneteur courbe d'ordre n est représentable dans Grfk pour

Remarque : I1 faut donc trouver un couple (Gn,gn) - avec Gn € Grfk et

g, €Lie (@) telle qu'il existe des bijections, fonctorielles en X ¢ Grf,
orf, (G ,X) - Lie (X)

ol la fleche T : Gn - X dans Grf. correspond & Lien(f)§n sous 1ltapplication

k
induite Lien(f) 4 Lien(Gn) - Lien(X) . Malheureusement on ne connait la structure

explicite de Gn gque dans le cas commutatif, c'est-a&-dire 1'objet Gcn‘ gui se

donne par e lemme : (cf. également Ch, 1I, 7.6 lemme 6 pour n=co),

Lemme 2 : Ie foncteur courbe dlordre n est représentable dans Grfck pour

Onge,

On connaft toutefois de fagon explicite GE et Gén et il s'avérera que les

foncteurs qu'ils représentent dans Gcki resp. Abk sont les foncteurs “pulssances

divisées", ce qui est la motivation & introduire les foncteurs covariants

Hn : GC, - Groupes , Cn : Ab. — Groupes abéliens

k k

en posant Hn(X) Lien(X*) pour X € GC

k

I

Cn(X) Llen(x*) pour X € Ab

k °
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Par dualité de Cartier on a des bijections fonctorielles en X
— i *) X * fat ] i . fad
Hn(x) = Llen(X ) Grfk(anX ) GCk(szX) ainsi que pour Cn(X) Abk(Géan) ,

donc il suffira & montrer
2.% Lemme 3 s Hn est représentable pour tout 0 ¢ n o,
Lemme 4 3 Cn est représentable pour tout 0 ¢ n { o,

Démonstration : On procédera de telle facon quton obtienne le plus possible d'in-

formation en ce qui concerne la structure explicite,

a., 3o0it dtabord (¢ € Grfk » On pose pour f € G(Tn) = Alk(e(G),Tn)

n . n .
i i
2() = 1 £, (08 = (0 1,8)() (2)
i=o i=0 :
On vérifie aisément que les fi sont des formes linéaires continues et que lton a:

(PD) : Une suite P = {fi ! 0 ig n} < g% définit £ € Lien(G) C;G(Tn) par (2)
si et seulement si elle satisfait & une des trois conditions équivalentes suiVantes

1) oma £ o=¢:6(e)>k et £ (x) = a%}{ £ _(x)f, (v) opour o < ig¢gn.

il

2) Ona £ e: 0(g) »k et dfizz:faébfb dans G* pour O i n.

a+b

3) F est une suite de puissances divisées de longueur n au~dessus de ¢ o
Parce qu'il existe plusieurs définitions de la notion "puissance diviééé"
(cf, Berthelot, Sweedler), on emploiera ici en méme temps 3) comme définition de
puissance divisée,
b, Avec les notations de I.4.4, sous la bijection canonique

!‘.lk(e(G),Tn)i"9 Ck(TK’G*) , qui envole f sur f* on a
f*(ti) =f, pour 0 ¢ ign : (3)

donc, en écrivant f,g. ¢ G(Tn) sous leur forme (2), le produit fg dans le grou-
pe G(Tn) correspond avec le diagramme

£*Q

d *
(fg)*:T;——)Tzfl@Tz €15 % @ (¥ ——> ¥

donc avec (3) :
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T ()t - 50 (3 £ et )

‘i=0 a+b=i
¢, Soit Z(n,k) = z{n) comme dans I.2.5.c, alors l'application T - 7(n)

dans Ck , qui envoie ti sur Zi %Pduit une injection, fonctorielle en X € GCk

w(x) = e, (2(n),x) & ¢ (%,%)

dont 1l'image s'identifie canoniquement & 1'ensemble des puissances divisées de

N

longueur n au—dessus de 1 E X . Bn observant que ¢ € G¥ stidentifie & 1 € G*,

on tire’'de ce qui précede ¢
d, L'image de Lien(G) dans 'Ck(TE’G*) coincide avec l'image de H(G*)

dans (TE,G*) , ce qui donne une bijection, fonctorielle en @

Ck
H (6*) = ie (e) =+ac (z(n),e%) . (5)

n .
De plus, l'application f F>Z:: fitl de Lien(G) - 14—tG*[[t]]/(t%tJ)u donnée par

i (2)

. 1=0 .
est un homomoryhisme injectif xn c pour la structure du groupe multiplicatif
?

(non abélien) de 1~+tG*[[t]]/(tg+1) NS Gﬂieétniohctoriéloen G,

(5) montre que Hn est représentable, Si G* € Ab lTapplication:icanonigue

k b4
7(n) - Zc(n) induit

= = %
c, (%) = ac, (z(n),0%) = av, (7 (n),6*)
ce qui donne le lemme 4,
2.4 Bn pratique on identifiera le'plus souvent les groupes
3 — — 5 ¥ —
Lie (¢) = (%) = ¢c (z(n),6*) = In Mo,

dont les éléments seront dits courbes dtordre n dans ¢ (ou @*%) et 1l'on écri-
ra f =% fﬁxtn: pour une courbe de longueur connue. Lorsque f est une courbe,

on emploiera désormals sans aucune référence le symbole fﬁ_ , défini par

f=xf
n:

Bn considérant une courbe f d'ordre n dans @G € Grfk comme wun morphisme

b e(G).a Tn , on a donc f(x) =7 fm(x)tm ; 8i 1'%on consideére ~f comme un mor-

phisme £ Z(n) - G% on s f(zm) = fm pour 0 ¢ m ¢ n , La fonctorialité impli-
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= m - m i m
que que f=3ft =% f(zm)t = Hn(f)(g 7t ) (6)

. c ; m
autrement dit, Hn se représente par le couple (z(n),gn) avec in =:2%;L zmt .
gn sera dit courbe canonique dfordre n , On notera H = H ,C=C_, &=k

.
L TO0

2,5  On définit pour a ¢ ot ,» G € Grf

_ £ ¢ Lien(G) le décalage Va par aide

du diagramme :

: f a
vE o(a) — T, —> Ta(ni1)_1

ou g, est la fl&che dans Alk déterminde par ga(t) =t

De méme, si A € k on notera N\ 1le morphisme cdmposé dans Alk donné par :

Af e oe(a) L -fﬁa T (t) = At
© '__)n n’g)\ “—‘)\, ©

Alors, on vérifie sans peine
Lemme : Soit X € aCy .

a, Va : Hn(X)<»‘H (x) estun homomorphisme de groupes, fonctoriel

a(n+1)—1

b, As Hn(X)-»,Hn(X) est un endomorrhisme de groupes, fonctoriel en X .
ﬁ VA _ 'ai . ot _ s ‘
c. VaVb = Véb H AVar— Va§ 5 Aep = 3ﬂ§f VT =1 =1d ,

On écrira encore (par abus) la courbe Af comme )\ ., Noter qu’on n'a pas

M + uf = (Mp)f . Pour n € Z, on notera [n]f la courbe T

2,6 la relation T = lim T entraine pour X € GC, la relation
= n k

2H(X) = lim Hn(x) , ce qui munit le groupe H(X) d'une structure de groupe topolo-

gique sépard éomplet.zL'inplusion A : GCK(Z,X)‘* 1+tx[[t]] = x[[t]] est

, X*

continue pour la topologie (t)-adique sur X[[t]] , noté désormais X _, et son

t

image est fermée, Si m ¢ n on note Oy ¢ Hn(x)-» Hm(x) 1l'application canoni-
. v , :
que,‘dite restriction des courbes de longﬁeur n & celles de longueur_bm . On
dira que f ¢ Hm(x) stétend 3 une courbe.dlordre n si f € Em_pn ﬁ .. 8i
) : 9

(£) = p, ()% on écrire £ =g mod t"" . Pour X € GG, on note P(x) Llen-
9 .

pn,m k

semble de ses éléments primitifs, clest-~dire x € P(X) si dx = x Q1 +10x,

P(X) est muni d'une structure naturelle d'algdbre de Lie, (p-algdbre si
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x(k) = p, premier),

2.7 Exeuples
a. Soient k€ Alg, , G €Grf, et 0 ¢ P(e*) alors expdt € H(e*) . Plus
généralement si {ai | 1€ 0} < p(a*) et {Ai | i €N’} ck alors le produit
ordonné I expé%ti =’¥ v expéat est une courbe dans G ,
1 1

b, soit y(k) = p , premier, alors Cn(p¢f) £ 0 pour tout n < e,
L) =0 .
C(pak)

¢, Soient A = G(a

. ) = zp[x] , X ¢ P(a) dans Ab, , alors la courbe

Y

p .
t¥ ne s'étend pas & une courbe d'ordre ) p . On a

d'ordre p-1 , exp Xt mod

exp pXt € c(a) , donc c(a) # {0} .

2,8 Les exemples montrent quten général une courbe dtordre finie ne s'étend pas
& une courbe dfordre plus grande. Dans le lemme suivant on ramasse quelques pro-

priétés qui seront utilisées désormais sans référence,
Lemme 3 Soit X € GCk R

a, Qoient n >m et f,g ¢ Hn(X) telles que f = g mod tm+1

, alors

f . -8 € p(x) .

m+1 m+1
b, Ltapplication 1 +0t +~ 0 induit une bijection H1(X)~S P(x) .

¢, Chague courbe dans X s'étend & une courbe infinie si et seulement si

1'application canonique H(X) - H1(X) est surjective,

Démonstration : a et b résultent immédiatement de (D), 2 dans 2,3, La condition

de c¢ est évidemment nécessaire, Démontrons qu'elle est suffisante. Soit f une

courbe et suppose que

8_1 m S
f = 1_11 Vmg(m) =h=1ht .mod +

avec s » 1 et g(m) ¢ 1(x) ; s=1 est trivial parce ' que 1 € X est une courbe
infinie, 81 s=2 on utilise les données, donc soit s > 2, 81 f ¢ Hs=1(X) il
n'y a plus rien a prouver, 3i f ¢ Ht(X) , £ > 8-1 on a par a, que

fs-hs € P(X) , donc par b, on peut trouver une extension irfinie g(s) de
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S+1

1+ (fs—hs)t . On voit que f = hovsg(s) mod t ce qui démontre le 1emme,

2.9 On posera encore E(k) = H(Z(k)) = EndGC (Z(k)) et
k

E (k) =c¢(z (k) *mEnd.. (2 (x)) . Bk) et B (k) sont munis de deux opérations
c c Abk c : ¢

3 savoir celle induite par groupe des courbes et celle induite par composition des

'

endomorphismes, On vérifie que ces opérations induisent sur Ec(k) une structure
dfanneau unitaire associatif topologique séparé complet, Lorsqu'il est clair que
certaines propriétés de R(k) induisent des propriétés tout & fait analogues pour
Ec(k) sous lfapplication canonique Z(k)-é Zc(k) , on se restreindra & les for-

muler pour E(k)'. Sinon, on convient de noter les différences,

Une courbe f € E(k) sera dite m~isobare, si fm est isobare de poids rm
pour tout m , Les coﬁrbes r—isobarés‘ constituent un sous-groupe Isor(E(k)) .
Les courbes 1{-isobares seront appelées isobares et on écrira Isoq(E(k))::Iso(k),
31 f est r-isobare, alors Vrf est isobare., 8i f ¢ B(k) on écrira parfois

~

f 1‘endomorphismevde z(k) défini par £ , BEn particulier on notera ﬁ;ﬁ = va .
Noter que pour chaque sous ensemble S de l'ensemble . nombres premiers,

tous les f avec f ¢ B(k) , qui commutent avec vp pour p € S constituent un

“sous groupe H(S,k) . I1 en résulte : T €‘H(S,kﬁ @::;V'(f )= f /3 si pim
. pm o m/p
o} sinon
pour tout m ¢ N+ , tout p € 8, ce qui s'écrira encore sous forme abrégée

Vp(fm) = fm//p .

§3. Quelques outils techniques

I1 imporite & voir comment les coefficients des courbes opérent sous 1'appli-

cation p : G* o Inv(e) de §1. On posera p(f) =F .-

%.,1 Lemme : Soient G € Grf et ¢ € G*¥ avec dg X @1(2 ¢£ (somme finie).

k

Alors on a

2. olxy) = £ g, (x)g., (v) pour x,y € o(@) .

b. Supposons X(k) =D , premiérvet supposons que 1lfon ait une relation

@(Xp) = ai{¢i(x)}p avec ¢i,@ € G*¥ et s €Ek; x¢€ e(G) . Alors on a :
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5(Xp) =X aifai(x)}p o

Démonstration : a. Soient dx = Z: x ® X:x et dy = > : vy ®y' , alors
o .

BB
B
olxy) = e @9} x g ® x&yé) =) e(XayB)(: cPi(X&)q)i(Yé))
s p o, B i -oh
=12 Q2 elx g, (=) 2 e(yB)cp'i(Yé)) =1 9. (x)e, (v) .
i o B i

b. se démontre de fagon analogue,.

%.2 Corollaire 1 : Soient G € Gxf et f ¢ Hﬂ(G*) pour n , 0§ n e, Alors

k

les fm satisfont aux relations de Leibuiz

Fooid ; F(wy) - 1O (), (v) pour 0 ¢mgn .
a+b=m

BEn particulier, f1 est une dérivation invariante & gauche de o(a) .

Corollaire 2 : Soit G € Grfk , alors Lie est un foncteur covariant

Lie : Grfk-+ {Lie algtbres sur k! (ou p-Lie algdbres sur k , le cas échéant).

En effet, on a l'application

2.8b
(@) : Lie ¢ = H1(G*) —= p(ax) < nv(a)

et on voit d'aprds le corollaire 1, que Im j(@) est une algdbre de Lie des déri-

vations invariantes (p—algébre de Lie), ce qul montre le corollaire,

3.3 Définition : Soit @ ¢ Grf Soit 8 un ensemble dénombrable, totalement

k e

ordonné, Soit F wun ensemble des courbes, finies ou non, dans G , indexées

par 3,
h(n) 5
F=ff@) =121, st | ness 1¢nm) ¢el. (1)
1=0 ’
On pose B(F) 1'ensemble de tous les produits ordonnés de la forme I fn
8 nes 20y
avec O ( o, £ h(n) pour tout - n € 3 et les o, presque tous nuls, Alors on dit

que F est un ensemble fondamental des courbes dans ¢ , si B(F) est une base
du k-module 1libre @* (libre, parce que G* € Ck) . Dans ce cas on dira encore:

G est engendré par ses courbes,
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%,4 S0it P un ensemble fondamental des courbes dans G . L'ensemble B(F) ad—

met une bijection canonique sur le produit restreint T = £€é 'In ou In est

restr,
lt'intervalle des entiers In = [O,h(n)] . On écrira donc de facon évidente

p € B(F) sous forme ¢a , avec o € T , On écrit o« ( B pour o, € T si

Bn—an » O pour tout n € 8, ce qui permet dfécrire B = a+y si Bn_an =¥, >0
pour n € 8 . Il suit de 1& que les éléments de B(F) constituent une base struc-
turale de G¥, c'est-a-dire on a

dp. = ) . ¢ B (2)
P a+y=B * ¥

pour B € T . En particulier, (2) entrafne que les éléments spéciaux fn : pour
9

n € 8, constituent une base de P(a*) ., Cette base sera notée
o |nesi. (3)

3,5 Théoréme : Soient @ € Grfk ‘et F comme ci-dessus. Alors les deux condi~
tions suivantes sont équivalentes :
a, F est un systéme fondamental des courbes dans G .
b, 1) T1 existe y € e(G) pour m €S *t.q. f(n)(y ) =8 t pour tout
m = m n,mn
n,m €S .
2) 81 Card 8§ = , alors 1lim ym = (0 dans la topologie de e(G) o
S e
3) Ltapplication d'algébres k[[Tm]]/(Tﬁ(m)+1)m€S - o(@) qui envoie T

sur ym est bijective,

Démonstration : Soit dfabord P fondamental et soit B*(F) = {eal o € T} dans
6(¢) 1a base duale de B(F) . Soit de plus {zml m € 8} le sous ensemble de

B*(P) avec <bm,zn> = én pour n,m € 8 ., G¥ , en tant que objet de Ck , est

!
réunion filtrante croisssnte d'une suite de sous co algébres {G; | m € B} avec

E dénombrable, qui sont libres et de type fini; Soit Im = Ker{e(G)-» Gﬁ*} ’

alors on voit que chaque Im contient presque tous les Z s ce qui entraine que

il

lim z =0 . Pour les courbes f(n) on a de.plus f(n)(zm)

3

=8 1t mod t2 . Supposons donc qu'il existe x , m €8 avec limx =0 et
n,m _ m g B

1 + <ényzm>t =
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T -+ _ . .
f(n)(xm) = 6n,mt + xn’mt mod t , v 32 (avec — 0 si r > h(n)) , soit
™ r
y =X =) A X
m m 53 k,m "k
alors lim ym = (0 pulsque Iim x; =0 pour tout  r » 1 . De plus :

S S

T
fin = f(n - fin)x
(B)ly,) = £ (s) = T2 v ey
r r
® 6n,m * }\n,mJC - e 7\]:{,m(én,l«:t)
=5 tmod t T
9
ce qui démontre 1 et 2,
a
Soit B¥ = {ya - 1 yﬁn ’ o = (an in £ s) € T} , ou T est comme dans 3.4,

nes
On appellera une pariie {xr lr € E*} c:e(G) pour un ensemble convenable dtin-

dices ER* une base topologique de e(G) , 8i e(G) - I er en tant que
reg!

el

kemodule, Alorg.on a

Lemme 1 3 Soient G ¢€ Grfk et P, donné par (m) un ensemble des eourbes, On sup-
pose 1 et 2 de la condition b, du théoréme vraie, alors on a 3 B¥ -est une base

topologique de G(G) gi et seulement si B{F) est une base de @* ,

Noter que le lemme implique immédiatement le théoréme,
On pose pour o € T , [al‘z X % s alors le lemme résulte de facon évidente

du lemme 2

;émme 2 it Sous les conditions du lemmg {1 on a : Si ¢«,B € T, alors

 [Cep L= el
<(Pa7y>= (4)

o si fof < gl
On railsonne par réou;rence sur ja{ ;;Si la] =0 , (4) est vrai, parce qué

<€,yB> =1 si et seulement si |g] =0, ¢ i 6(¢) » k s!identifiant & 1 € G* ,

Si Ia] =1, (4) est vral en veriu de la relation f(n)(ym) = 6n mt . Soit donc
} b e

(4) vrai si |o| <, avec ™y 2.

si |g] ylal =72, 5P stéerit yPY avec pwveT, [p v, v 31

et on a



24.

» (2) R
G 3 =<YD o ®g, » "> = elyMg (yv)-+¢a(y“)e(yv)-+ 29 (Me (57) .

o i Y= Y o . Yfééa XV .
e (5)
&#a
Les deux premiers termes sont nuls, si ]B] > ]a{ = lyf + lét‘, alqrsu.fpl < ]yl
et lv’ £ ]61 entralneraient :IBl = lp[ " lVl < lY! + 16! =:lal ;Q§1Qﬁi est con-
traire a 1'hypothése lﬁl > ]al . I1 suit que chaque terme de: la somme dans (5)

est nul, On a donc <¢a,yB> = 0. dans ce cas, comme il faudrait.

On raisonne de fagon pareille.si  lBl,=n‘a1., le théordme en résulhe.
3.6 Le théoreme entrafne les corollaires :

Corollaire 1 ¢ 31 @ € Grfk est engendré par ses courbes, alors G est connexe,

C'est bien évident,
Remarque ¢ La converse n'est pas vraie : on pose : k uyn corps nou. parfait,

A 2
x(x) =, o € =k, o(e) = K[x,v]/(x"-at®,x¥ ) aveec X,Y primitifs,

Corollaire 2 : G € Grfk est de Dieudonné si et seulement sif.G.-ééﬁaﬁg,gﬁdré par
un ensemble de ses courbes infinies,
Dans cette situation mentionnons une forme affaiblie\duwSGAD~W%EfB§%h; 542

¢ est infinitésimal sur un corps parfait k , y(k) = p > 0, si efsénlefent si

¢ est engendré par un ensemble fini de ses courbes finies,

§4. Exemple fondamental : Algebres sur 0

Convention générale : Soient P 1l'ensemble des nombres premiers et
SUS*¥ =P une partition, Chaqug S.iengendre,un sous—mQHOid;pulfiniiéafiﬁ~pdinté
w(s) de W' tel que N se Qéqgmpdse en produit de deux monoids
B = n(S) x N(8%) . En effet, m ¢ w(g) , (resp. m € N(é*))¢=$;sifép € P divise
m, alors p €S (resp. p € 8%) .

S

é1éments de W(s*) sont inversibles dans Zé . 81 k est donc.un‘amneaw de base,

ompose 2, = 07y b SAAF) ot Zy= . Cool ontrate mus tous les

i1 existe un unique S = s(k) ;qﬁi»est minimal tel que le moﬁﬁ@ismé §$mueﬁural

9 2 Z—>k s'étend & Zé -k ,'h sav6ir on ‘prend pour s(k)-‘lajpﬁﬁ@iéyb@mplémen—
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taire dans P de 1l'ensemble {p € P | o(p) inversible dans k} .

Dans ce §1 on étudiera le cas 5(k) = {g} , clest-d~dire k ¢ Ang .

On pose % = z(k) et £ =12 zmtm , la courbe canonique, On dira encore que

X € 7 , isobare de poids s > 1 , contient Zs sl x = Zs mod {z1 Seee= zS ;= ol.

81 s=1, x ne contiendra Z1 que si X = Z1 .

4.1 Théoréme (Décomposition) : Il existe une famille unique
X = {x; |1c¢ wl cp(z) t.q

a. Chaque Xi est isobare de poids i et contient Zi .
[o]
b, E= I V, exp Xit dans TIso(k) (produit ordonné),
i=1
c, v (x.) =X pour tout i,a € N
*oTai i//a ’ .

Démonstration : Soit W = kKX> € GO, défini par X < P(W) . On attache & X, 1le

poids 1 , donc exp Xitl = Vi exp Xit est une courbe isobare, dfoll encore :

<o

i) Vi exp Xit est une courbe isobare dans W , nécessairement de la forme

i=1

H(f)s avec f :Z->W. On a f(zi) = X, mod Ky =eee=X; =0, donc f est un

isomorphisme ce qui permet d'identifier 7 avec W . L'unicité est évidente, On a

al
Vag = ‘H Vai exp Xit = °H exp Xit _ (1)
=1 1=1
< i
= H(v )E = 0 H(v ) exp X.t (fonctorialité de VvV )
a . a 1 a
i=
m o
i
= I expv (X.)t (2)
i a1

Z . - o + T iy 7 .
(1) et (2) démontrent que va(Xi) = Xiﬂ@' pour tout di,a € W , d'ou le théoreme,
4,2 ‘Le théoréme entraine :

Corollaire 1 : Soit @ € Grfk , alors l'application

IN+
e : P(e*)" - H(G*)
o0 .
définie par e((bii icg m+)) = Il exp éitl
. j’_=1
est bijective, ce qui permet d'écrire ¢ € H(G*) uniquement sous la forme :
[
¢ = II exp i
i=1

! ci(@)ti avec ci(Q) € pla*) . (3)
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o0 l . )
En effet ¢ = H(@)C = ‘H1 V exp ¢(Xi)tl . On pose donc Gi(Q) = 1<p(Xi)e
. . i= .

Corollaire 2 : Les Xi sont a coefficients dans @ . On note E = exp Z1t .
Corollaire 3 : Z = K<X> est somme amalgamée de Card N+ copies de ImE . L'al-
gebre de Lie P(Z) est 1l'algébre de Lie libre (en tant qutalgebre de Lie) engen~

drée par X .

Corollaire 4 : Imk est l'unique sous objet minimal de Z dans lequel 14-Z1t

se prolonge a une courbe infinie,

Corollaire 5 : Notons U(k) = Im(E) = k[z1] . Alors il existe une unique kt-

dérivation de U(I{)JC telle que
dE = Bt . (On rappelle : X, = x{[t1]).

Tous les corollaires sont triviaux, sauf le Corollaire 3, pour 1equel on
renvoie & Serre [1] TA Ch, IV, On ne les a donné ici que pour compatraison plus

loin avec le cas d'un § arbitraire (cf. §6).

4.,% TUne autre conséquence du théoréme de décomposition est =
On considére Z, = z(k)[[t]] comme coalgdbre en groupes sur k[[t]] . si

u € tzJC , alors expu € 1+’CZJG o

o .

Théoréme :(Campbell-Hausdorff): Il existe une unique Y = X:: Yitl € P(Zt) tel
=

que § =exp Y.

by

Démonstration : On identifie 2 & k<X> (4.2 cor, 3), donc

m
F(n) = exp (X1+°'°+Xn>t =y L.

est une courbe dans Z , On écrit de facon unique Pn - E ) Fn " comme somme
’ 2 P PRt}

(finie) des parties F , isobares de poids p .
‘ n,m,p

o0 00 .
Définissons @(n) = P tP = ¢ 1P ou ce qui revient au méme
) s D, ) T, @

e(n) = eXp(X1t+°.u+Xntn)

a(n) est une courbe si et seulement si {e, 0 | p €N} est une swite dés puis-
C Ly,
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Corollaire 2 : 7
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sances divisées au—dessus de 1 € Z , condition que 1l'on vérifie &tre satisfaite,
tenant compte que le diagonal d de Z est un morphisme d'algebres graduées, De

plus, par construction, G(n) est isobare, G(n) = G(n+1) mod. tn+1 , dfol

o0 K3
¢ = 1im G(n) = exp z:: Xitl
n o i=t

existe et est une courbe isobare, De plus Gi contient Zi dtapres le th, 4.1 a.

soit ¢ = H(@)r , alors G -est un automorphisme de g dans GC, , done o

existe dans GCk et H(Gf1)g est une courbe isobare dans 7 , Posons

G~1(Xi) = Yi , alors Yi est primitive, isobare et contient zi . On trouve :

(o]

B < ° o
g=u(@ oa)g =H(g ') expy Xt =exp) | V.t
i=1 i=1 =

ce qui démontre le théordme,

4,4 TLe théoreme entralne :

Corollaire 1 3 Soit @ € Grf, , alors l'application

k

e, P(G*)N+ - H(ag*)

t

= i
fp o s s + ‘ . - . . -
définie par et((bi‘ iemw)) = exp ;_1 éit est bijective, ce qui permet d'é

crire ¢ € H(G*) uniquement sous la forme

9 = exp Zfi i1 si(@)ti avec Si(¢) € p(ax) (4)
i=1 . _

Bn effet P

H(¢) exp X:: Yitl = exp E:: ¢(Yi)tl o
i=1 i=1 .

. +
k<> et_ vaYi = YiA&z pour tout a,i €N .

oo . 5] .
ai - i
Bn effet Vag = exp ;_1 Yit = exp §_1 Va(Yi)ﬁA .

Corollsire 3 : Soit B = QU,W> € G, avec U = {U#|i ¢ o'},

W= {Wi Ii ¢ N+} C:P(B) . On attache a U; s LA le poids i , Alors il existe pour

un unique z; = zi(U1’°’°’Ui’W ,..O,Wi) dans P(B) , isobare de poids i , tel

1
que pour tout G € Grfk et tout o¢,¢ € H(g) on ait

51 (g0) = 7, (2, () uvr9,(9),5, (0], nurn, (0)) )

co . o0 .
BEn effet, la courbe isobare prodult exp(g_: i*1Uitl)exp(z:: i~1witl) dans
) i=t i=1
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B est une courbe, donc d'aprés leé cor, % de forme unique
exp(Zfi i_? ziti) avec Zi € P(B)'; Le éof, en découle aisément, En posant
Ui =1;l = 0 dans 2, on arrive au point de départ pour calculer de fagon expli-
cite la formule de Campbell-Hausdorff classiqueiSerre [1] LA. Ch, IV).

4,5 A titre d'application aux groupes formels nous indiquons comment se démontre

de fagon courbigue :

Théordme (Cartier) : Soit k wun corps, k € Ang et soit ¢ € Grfk connexe,
alors l'application canonique P(G*)ce-G* se prolonge en un isomorphisme

v(p(a*)) - ¢* dans GCk , autrement dit le foncteur covariant

Lie : {Groupes formels connexes sur k} — {Lie algtbres sur k}
de dimension dénombrable

est une équivalence des catégories,

Démonstration (abrégée, cf., SGAD VII B th. 3.3) @

a, On prend une bése B de P(G*) que l'on prolonge en une base B1 de

G* . Soient‘ BT la base topologique duale de B1 et B*'C:BT le sous ensemble
Qui constitue une base topologique duale de B , Soit donc B = {bi li 3 N+} ,
B = {yilti en'y .

b, Ies courbes f(i) = exp d;t dans G* satisfont & f(i)(yj) - 6ijt
mod t2 . Bn raisonnant comme dans le th, 3.5 on trouve {xi [i € N+}<: G(G) t.q.
1lim X, = 0 et f(i)(xj) = 6ijt R

‘¢, la connexité de ¢ implique que 6(@) est engendrée par l'ensemble
{Xi | i€ W'}, d'ou : tout élément de o(@) s'éerit sous somme simplement con=
vergente- z xaxa ol les % sont des monBumes de ltensemble {Xil iew} . Le
~lemme 2 du §3.5 montre qu'il n'existe pas une relation non triviale I xax“ =0 .
Le lemme { montre que l'ensemble F = {exp bit l i€ N+} est fondamental,

d, Dlapres Serre [1] LA Ch, III, la base B(F) de @* est aussi une base

de u(e(e®)) , ce qﬁi entratne que U(p(g*)) = ox .
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e, On définit g : {algébres de Tie sur k de dimension dénombrable} —
{Groupes formels connexes suf k} en posant 8(J) = spf*(u(5)) . Alors on a
Lie 05(J) = Lie o spE*(u(J)) = Lie{spf(u(3))*} = p(u( P** = P(u(s)) = 7 d'apres
Serre[1],loc. cit, De la méme fagon, S()Lie(G) = S(P(G*)) = Spf*(U(P(G*>)> =
spf*(e*) d'apres d,, ce qui est encore canoniquement isomorgphe & Spf (gx*) =

spf(e(@)) 2 ¢ . Ie foncteur U & valeurs dans GCk étant pleinement fidéle, le

théoréme s'ensuit,

§5. Sur la structure de 7* et 7%

5.1 La courbe Vag définit un endomorphisme va de z(k) dans GCk gqui sa~

tisfait & v (2 ) = 2 . L'action de v est étroitement lide & ltaction de
a ‘m m//a. a

Frobenius P : x> ¥ en caractéristique p . De fagon explicite -

Lemme ¢ Soit B : x — ¥ 1le Frobenius de Z(Fp)* , alors vp = B¥%

pémonstration

e

gi £ =73 fmtm est une courbe dans Z(Fp) , on trouve
f(xp) = f(x)p = ¥ fm(x)ptmp =3 fm(x)tmp =% fm(xp)tm .

La comparaiéon.des coefficients de tn donne

<fn//p yX> = <fn,FX> = <F*fn,x>

dtol F*fn = fn%Vp pour n € N , F*¥ étant un morphisme de coalgebres en groupes,
est déterminé par ses valeurs F*(Zm) ce qui donne le résultat voulu en prenant

f =& , la courbe canonique,

11 résulte en particulier que vp(x) = 0 pour tout x € P(Z(Fp)) 4 en
d'autres termes, vp induit un morphisme vp H ]E’(Z(Z))-—> pP(Z(Z)) . 11 semble en
ce moment—ci peu opportun de donner des démonstrations des théoremes 5.2 et 5.3
ci-~dessous. Comme Cartier l'a observé, la démonstration de 5.2 qui figﬁre dans
Ditters [1] a 1'air d'&tre trop optimiste, Une démonstration de 5,2 .figurerait tou-i .
tefois dans la thése de Brian Shay, qui devrait contenir également des théoréﬁes

concernant la structure de P(z(Z)) . la démonstration de 5,3 a, qui est tri-
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viale dans le cas commutatif (lemmeST.Z a et 7.5 0i—dessous), qui figure dans
Dittéf&i@% utilise les familles de P, Hall es£ beu éénstructives I1 impoxrterait
de trouver des résultats explicites dans le cas non commutatif, qui redonnent les
résultats du §7 ci-dessous, Le rdle du th. 5.3 a dans ce qui suit est de nature

secondaire, mals devrait se justifier un jour dans une étude approfondie du re-

lévement de Frobenius & caractéristique zéro.
5.2 Théoreme : Soit k arbitraire, alors zZ(k)* et Zc(k)* sont de Dieudonné,

5,3 Théoréme 3 a) Soit n —»n 1'application canonique Z — k , k anneau de

base arbitraire, Alors les morphismés induits
v+ P(z(k)) - nr(z(x))

v_ : P(z _(k))- np(z (X))
. . n c c
sont surjectifs,
b) De méme fagon, 1l'application canonique P(z(x)) - P(Zc(k))
est surjective. On posera dans le reste de ce §, Z = 72(k) et Zé = Zc(k) » On

n'énonce que les résultats pour Z , le cas zC étant tout pareil,

5.4 Corollaire : Soient Y = {Yi li € N+} et z* = k[[Y]] . soit pour i € wt,
¢, = 1+u.t mod t2 la courbe définie par ¢.(Y.) = §..t . Alors :
i i . it ij

a, F {pi !i € N+} est un ensemble fondamental des courbes dans Z .

1l

Ml

b, u {ui |1 ¢ N+} est wne base de P(Z7) .

Démbnstration ¢ On raisonne comme dans le th, 3,5, lemme 2,

5.5 De fagon inverse :

Corollaire : Soit v = {vi[ i€ N+} une base de P(7) , alors les courbes
1-+vit stétendent aux courbes infinies N dans 2 fef on a
a, B =‘{¢i 'i € N+} est un ensemble fondamental des courbes dans Z .
b. Il existe X = {Xi i€ bt} < 2% tel que z* = k[[x]] et

q’i(Xj) = 5.t ‘pour i,j €W .
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’

Démonstration : On prend la base u du cor, 5.4 b,, alors on a v, = X Kijuj

dvolr 1-+vit =1 xij¢j mod t2 . Le membre droit se compose de courbes infinies, ce
J : '

qui nous donne les ¢i . Comme dans le th, 4.5 a on se choisit Xi € 7% 1q

<Xi,Vj> = éij . Comme dans le th, 3,5 on construit les Xi tels que

¢i(Xj) = éijt , ce qui montre b ce qui entraine & son tour c,

5.6 Corollaire :

a, Chaque courbe finie f dans Z s'étend & une courbe infinie ¢ .

b, 8i encore f est r-isobare on peut prendre ¢ r-isobare,.

Démonstration

a, Dlaprés le 1emme'2.8 ¢ il suffit de montrer que si x € P(Z) , alors
1+xt st'étend & une courbe infinie, Avec les notations du cor, 5.4 b on a
X =2 xiui , d'oll 1 +xt = g ki?i mod t2 ce gui domne a,

b, Soit = m. minimal tel que ¢, Be soit pas isobare de poids rm , Alors
¢ﬁ = @&-+6 ou ¢£ est la partie homogene de poids rm de Pp o I1 en résulte
qﬁe 0 € P(Z) . Soit ¢ ﬁne extension infinie de 1-0t , alors eh,considérant la
courbe ¢°Vn¢ on gagne,

5.7 Soit P = {@i] ic¢€ Nf} un ensemble fondamental des courbes dans Z , t.q

@, = 1-+uit mod t2 et Uy soit homogene de poids ¢(i) . On suppose ¢ : N+-» N+

o+
monotone, Soit de plus k(N',2) = {x = (Xij) ¢ Wt xH | Pour chaque i on a

Card{j lxij # 0} < o} , Alors
Corollaire 3 L'application f : k(w',2) - m(z) , donnde par
£(x) = E ﬂ ViXijmj (produit ordonné) (1)
13
est bijective, De plus f(x) est isobare si et seulement si f(x) svécrit sous

la forme

£x) = 111 Ty (1)%1% (2)

Démonstration : Noter que le membre droit de (1) définit bien une courbe, Il s'en-

suit que f est injective, Soit maintenant ¢ wune courbe et supposons que
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S=1

p=29t =1 TVx o

m S
‘ TV %5505 = ¢ =3 ¢mt mod % (3)
1=1 ]

J
- miti A - — : A a
alors P ¢S est primitif, d'on Py ¢S z Xs,juj (somme fln:l.e)° On a donc

s S+
=V Q X s 95 = 1+ (¢s—¢s>t, mod t

J ?
En considérant la courbe ¢y on voit que (3) est vrai mod ts+1 ce guil montre

(1) par récurrence, Pour (2) on notera que ¢S~¢S est homogene de poids s si et

seulement si x ; £ 0 implique ¢(j) =s , ce qui donne (2),
?

5.9 Soient Y = {Yil iew}, x= {x, |iew"} et B=x[Y,x] . Avec les nota-
tions de 5.4 on pose Z* = k[[Y]] et 2z*® z* = k[[¥,Xx]] B . Alors le morphisme

structural d de Z%¥ se donne par les deux relations

MV \Yop, T Vo \&g. = I V (\Fo. (4)
iy (i) %1 i o(1)%H%1 it (i) i7i

dy. = Fi € B pour 1 € N+ . (5)

En effet le membre gauche de (4) est un produit de deux courbes génériques sur un
anneau de base convenable ¢ , donc est une courbe dans Z(C) avec Fi € C

d'apres (2). Soit x = (xi li en ) ca,

alors on vérifie qu'il existe U = {U, |1 € N} < z(c) telle que z(c) = c[[u]]
et telle que

(3)

TV ,.yxe )(0.) = x, t¥
ERARTRICREES
Eerivons (4) sous forme fg =h , alors on a

n(v.) _p 0d)
1 1
= fg(Ui) =mof ®godUi
= coefficient de t¢(i) dans dUi o

. 2 3
Exemple : Soient w,o=2, 0, =22,-7 , U =,[z1,z2] ) u, = 323—3z1z2+z1

2
1 + s = = — 4 = Y""XY"ZXY
alors on trouve : ¥, X1-+Y1 s Fyo= X+, X1Y1 ’ F3 X3'+ 3 1 271’
2 2
F =X +Y -X Y -XY .
4 T Mt T M T Y
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§6. les théorémes fondamentaux dans le cas non commutatif

On reprend ici la situation du §4, mais pour un ammeau k arbitraire, Soient

1l

S = S(k) et Z Z(k) . £ est la courbe canonique°

n
6,1 Définition : On dit qu'une courbe isobare B = Z ' Emtm = 1-+Z1t mod t2 dtor=-

dre n dans Z est une courbe pure si ImE est la sous algebre (nécessairement

libre) de Z engendrée par les Em avec m € N(S) .

6,2 Motivation : 8i k = Zb alors on a vu que la cqurbe _exp Z,t mod +¥ ne
s'étend pas daﬁs k[Z1]<: Z(k) , mais s'étend & ﬁne courbe .infinie ¢ dans 7(k)
dtapres le ?or; 5.6 a., La condition que ¢ mod tp -1 est pure signifie que cette
cour%e est dans k<@1,¢§> . Dans ce § on démontrera que telles courbes pures exisf
tent et que 1a.notion "pure" est lide & la fagon la plus économique afinvd“étendre

1-+Z1t & une courbe infinie dans une sous algébre aussi petite que possible de

z(x) .
6.3 On posera généralement

vy =B si memn(s)
m m

0] sinon

de sorte qu'une courbe pure B d'ordre n s'écrit sous Ia forme

n
m
E=§ Em(Y1,a.a,Ym)’C (1)

n
donc si ¢ € 1(z) , on a H(¢)E = z:: Em(¢Y1,ooe,@Ym)tm_, ce qui donne lieu & :
m=1 N

Définition : Soit E wune courbe pure dfordre n dans Z et 'soit r ¢ n . On dit
que n = (hmAI 1 {mgs nm'= 0 si nlﬁ N(S))vc:G'e Gok est un ensemble pur

pour R si
- I
%n;: Em(nT,,M,n,m)t (2)
est une courbe dfordre r dans G . Soit maintenant T(f) > r mnminimal tel que

x(r) € N(S) , alors il suit de (1) gue la courbe (2) s'étend de fagon naturelle &

une courbe d'ordre min{ﬁ,r(r)—1} . Cette courbe sera notée RB(n) , et on dira en-
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core que E(n) .est une courbe pure pour R .,

6.4 Théoreme (Décomposition) : Soient k wun anneau et § = s(k) . Alors il
existe une courbe pure E = § Em(Y1’°°°’Ym)tm dfordre infini dans Z et pour

chaque m = (n,n*) e m(s) x W(s*) il existe un é1ément isobare Yn € 7 unique~

’n*

ment déterminé par les propriétés suivantes
a‘ﬂ Y
n’

b. Pour n* € N{(s*) , 1l'ensemble {Yn 0% [ n € N(S)} est pur pour E et
b

contient 2 .
n¥ i n

rd o o - m
Koo =
définit la courbe n¥isobare Hn* z En(Y1,n*’°°°’Ym,n*)t o
c. £= TT7T Vn* Hn* dans TIso(k) (produit ordonné).
nx e (s )

o I _ _ . t
d, si m emn(s), alors v Yh,n* = Ynﬂﬁhn*' et v En = EnA@1 pour tou

nent,

Remargue : 81 S =¢ , on retrouve le théoréme 4,1.

Démonstration : On procéde par récurrence, Soit pour =n € N+ ,n 32, P(n) 1thy-
pothése suivante :

P(n,1) : I1 existe une courbe pure E(n) dfordre n-{ .dans 7% .

P(n,2) : I1 existe un ensemble S(h) = {Ya’

et tel que pour tout

a* ¢ N(s*)} , tel que T, soit isobare et contienne 7

a¥ aa¥

H

a* € W(S*) 1le sous ensemble 8(n,a*) = {Yb,a* | b ¢ m(s)} soit pur pour E(n) .

seit b € N(S) maximal tel que Y%,a*- éppartienne 3 s(n,a%) alors d'apres
6.3, ltordre de la courbe B(n)(s(n,a*)) est égal & min{n-1, t(B)-1} . Supposons
que le minimum est x(B)—1 , alors d'aprés 2.5¢, 1l'ordre de la courbe
Va*E(n)(S(n,a*)) est donc égal 3 a*{x(%)-1} ; a¥ = {1 = a*g(b) = 1 $ n-1 , parce
que si b est maximal on & : a¥b est maximal, tel que a*b  n-1 et puisque
<(b) > on a a*g(b) > n-1 , ce qui entratne a*¢(b)-1 3 n-1 . Si le minimum
est égal & n-1 , cette courbe est d'Ordré a¥n-1 3 n~1 ., On notera donc W(n,a*)
la restriction de ‘Va*E(n)(s(n,a*)) 2 une courbe d'ordre n-1 .

P(n,3) : g =0 W(n,a*) dans Iso(z(n-1)) .
a¥

N1

P(n,4) : si mew(s) , alors vaé’a* = Yézﬁm,a* et vE, = Erﬁﬁl pour 1 Lrn—-t,
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On voit tout de suite que P(2) est en effet vrai : Prendre
E(2) = 1-+Z1t = 1-+Y1,1t . On suppoée done  P(n) vrai, Soit n = (m,m*) la décom-
position dg¢ n € Nt . On considérera les trois éituations suivantes :

Cas A :m=1, clest-awdire n = m* ¢ wis*) .

Onvétend la courbe W(n,1)‘ d'ordre n-1 & une cpurbe isobare F dfordre n
(cor, 5.6).»Si P =win,1) + Fntn et si Fn contient azn avéc al¥ 0 , alors
d'aprés le théordme 5,3 b et le lemme 7,2 b'Gi*déésous qui est indépendant de ce
§, il existe -0 ¢ P(z) isobare de péids n>, qui cgntient —azn , puisqﬁé n est
inversible dans Z . Alors la courbe = W(n,1) + (Fn+©)tn esf encore une ex—
tension de’ W(n,1) mais maintenant dans Zﬁn—i) = k<Ya,a*>aa*<# . Soit o le

morphisme dans GC

» K de Z(nf1)_ qui_QnVQiei Yé,a*_ sur :Ya’1 . On poée‘
E(ne1) = Hh(¢)(F') = W(n+1,1) qui ést«en;effet'une cqurbe d'ordre n dans
InE(n) .

On considere S(n,a*) pour 4a > 1 aveg les notations de P(n,2) . Alors
a*g(b) » n = m* entralue que a*m(?5 > n o, parce‘queA a¥g(b) = n = m* implique
1(5) =1 ce qui est impossible, De plus si. a* > 1 . alors a¥n-1 ) n=1 ,'soit

donc pour a* > 1 , W(n+1,a*) la restriction de Va*E(n)(S(n,a*)) % une courbe

dtordre n ., P(n,3) donne maintenant

. o
- - m _.n
g o= TT wlnet,a¥) c =} 16+ mod t (1)
n>a¥y1
Posons Zn—Gn = Y1,m* = Y1,n qui est primitif et isobare de poids n ., On

pose également W(n+1,m¥) = T*'Yi'm*t
?

S(n+1,m*) = {y et-.S<n+1,a*) = S(n,a%)'«si‘ a¥ {m*

1.m%}

Alors {1) donne :

g = T unet,e%) dans Iso(z(n))
- nda* |

aton P(n+t1,1), P(n+1,2) et P(nt1,3) . De plus pour P(n+1,4) il suffit de con-

sidérer v Y et v

: . S L : . % a0
S S— bEm* qu;\sonﬁ_nulles puisque ;sobargs Qe pg;ds m.AVb 0.
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Cas B ¢ m* = 1, c'lest—-&-dire n =m € n(s) .
On prolonge W(n,1) & une courbe isobare F . Si a* > 1 on considdre la
relation a*g(Db) yno. a*g(b) =n ¢ m(s) é&tant exclu,dn a .a*m(B}"> n . ce qui
permet également de poser W(n+i,a*) égal & la restriction de Va*E(n)(S(n,a*))

3 une courbe dtordre n ., Avec P(n,3) on voit
2 m n
e =F T7T w(n+1,a*) T = Z:: Gmt mod t (2)

n 1<a¥<n .

ce qui entraine qué Zﬂ—Gn =0 est primitif et-isobare;
on pose W(n41,1) = F-+5tn ce qui implique que P(n+t1,3) est vrai,
n : -
m
® . — —_
L'ensemble des courbes f _.X:: fmt dans Z(n) , telles que vbfm = fnbe
pour 1 ¢ mg¢n et b € N(S) constitue un sous—groupe qui contient -gn et les

W(n+1,a*) avec a¥* > 1 donc contient nécessairement W(n+1,1) . On pose Yn 1
. b

le coefficient de +t  dans Ww(n+1,1) . Les autres modifications sont évidentes,

Cag C:m=mm* , m >4 , m¥ > ,
On étend maintenant deux courbes, & savoir W(n,1) 4 une courbe isobare M
dtordre n et W(n,m*) % une courbe isobare F d'ordre n ., D'aprés le 4h..5.3a:
't. = = . e
on peut. supposer que vaMn Mh/%a et vaFn FnA&x pour tout a € N(S)

BEn vue de v F =T on voit que F_ contient Z =97 , de sorte que
mwn : n mm¥ n

m*

l"onvait

Z(n) = k<Y >

a,a*’Fn aa*<n
On définit ¢ d'abord comme un endomorphisme de 1'algdbre 7(n) par

(Y ) =Y ’ q>(Fn) =Y

a,a% 2,1 et on notera.qu’en effet ¢ est un morphisme dans

21

GCk . soit EB(n+t) =wln+,1) = Hn(w)M , alors parce que ¢ et v, commuitent si

. B b T PN v
a € n(s) , on voit que E(n+1) =7 Ert satlsfalt‘a vaEr = Erﬁ%, .
si a* ¢ {1,m%} , on voit comme dans les autres cas que a*p(b*) » n , donc

pour ces valeurs de a* on pose w(n+1,a*) 1a‘restrictioh de Va*E(n)(S(n,a*))

4 une courbe d'ordre n , Il suit que

g, = TT ulnst,a%). . TT wlnst,a*)i= 2 ¢ t° mod t°
a*im¥* a¥d>m*
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N . —_— N = n = n
atoh : Z,-G, =0 € P(z) . on pose Wlnrt,mk) =F4+0t =uln,m) 4y 47,

s(n+1,a%) = 8(n,a*) si a* £ m* et s(ns1,m*) = S(n,m*lLI{Ym x| - Perce que
b
1+étn appartient au centre de Hn(z) il suit que

£, = TT w(net,a*) moa 1 |

a*in

Le fait que tous les gn et w(n+1,a*) pour a¥% % m¥* commutent avec v, pour
a € W(8) , entrafne immédiatement que W(n+1,m*) aussi commute avec tels v,

d*ol en particulier v T =Y =7 . + um*(z1"°°’zm*- ) , clest-d-dire

m, m¥ 1,m¥ m¥ 1

Ym,m* contient Zn .
I1 résulte que P(n) est vral pour tout n ., Parce que W(n,a*) = w(n+1,a*)
nod t ,, 1la limite Va*Ha* = 1im w(n,a*) existe, On prend & = H1’ comme courbe

-pure lgobare ce qui achéve lé théordme,

6.5 Les courbes pures ne sont pas uniques dans le cas non commutatif, Les sous
objets de Z qulelles déterminent sont toutefois uniques & isomorrvhie prés en vue

du.

Lemme : Solent B et P deux courbes pures telles que vaEm = EmA%a et

+ Lad
vaFm = Fmﬂél pour a € N(S) et m €N { alors TuE = Juf dans GCk'°

Démonstration : Les données entrainent que pour a € N(S) on ait,

_ _ . 7 3 . -
Ea = Za + ua(Z1,.°.,Za_1) et Fa = Za + va(z1’°°°’za- ) . Considérons ltapplica:

1

tion composée

g ey 7 < Tow

N P . . . _ _
ot j est ltinjection canonique, Alors Fo J(Ea) = F{Za-i-ua} = Fa +_ua(F17,9°,Fa_1),

donc Poj applique l'ensemble des générateurs libres de ImE Dbijectivement sur

1'ensemble des générateurs libres de Imf .
6.6 Dans ce qui suit on fixera une courbe pure B et on posera

(k) = ToB = k<Ya>a€lN(S)

v, = ), B, ®E ; (Y =B vpour a€m(s)).
m+n=a » .
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On a les endomorphismes vy de u(k) , définis pour a € m(s) , satisfaisant &
. . , _ + . .
vaYb = YbA&L“ De plus : vaEn = Enﬁ%. pour n €N , Il est clair que si @ € GCk ,
alors l'ensemble GCk(U(k),G) stidentifie canoniquement & 1l'ensemble des ensembles
purs pour E dans G , Dans le cas commitatif, lfobjet correspondant sera noté

par Uc(k) . 81 @ € Grfe on note CS(G) = Abk(Uc(k),G*) ce qui stidentifie

k ?
canoniquement au groupe abélien des courbes pures pour FE , encore appelé groupe

des courbes S=typiques, ou des courbes typiques,

6.7 Comme dans 4,2, le théoreme de décomposition entrafne les corollaires sui-

vants :

Corgllaire 1 ¢ Soit G € Grfk , alors l'application

>NGS*) - g{g*)

e : GCk(U(k),G

4 4 1 a g . F . . . a*n
définie par e((ga’a* ]a ¢ n(g),a* € m{s*)) ==;1 (z Eﬂ(§1’a*,owo,§ )t )

est bijective, ce qui permet d'écrire o ¢ u(g*) uniguement sous 14 forme

n,a*

o= TT V.,H (o).
axa(se) & &

Corollaire 2 : % = k<Y > est somme amalgamée de Card W(S¥) copies de

s

B = u(k) ,
On conjecture :

Corollaire 3 : U(k) est un sous objet minimal de 7 dens lequel 1-+Z1t» stétend

& une courbe infinie,

corollaire 4 : Les propriétés dtisobaricité entrainent un théoreme de décomposi-

tion pour les sous objets Z(n) de Z et pour les courbes finies,

Corollaire 5 : Il existe une kfmdérivation > de Ulk), , telle que OE = Bt .

Démonstration : Soit (k) = k<Y > et soit {Mal « € T} une base de:mos

aGN(S) ‘
nénes dans les indéterminés T . On prend {Na[ « € T} < u(k)* 1la base duale.
En particulier on mote = N 1'é1lément de cette base tel que <N,Y1> =1,

@)

Soit & 1'application composée
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o ¢ u(x) - (k) @ u(k) -3V, 4(k) ® x = vlk) -

Alors on vérifie que 4N = N®1 + 1Q®N , ce qui entralne que o est une dériva-
tion et on a bien
— _' 1 AT ; -"\
éEn’— 1 ®N( Z Ea®Eb) = En—1 , d'ol le corollaire,
. a+b=n ~
6.8 Afin de déduire le théoréme de Campbell-Hausdorff (4.%) on pose pour

¢ € cxf,, cs(e) = (Jcc,z;)m(s).° si m=(n |2 cn(s)) ¢ cs(a) alors

oo

B(n) =) 2 B (nseeesny)

n=0

est bien défini et appartient & 1-ptG¥ R

soit L(a) = 60, (0(k),e*) et soit I (2) = {£ = (g |a €w(s)) € 1(z) |
vbga = gajﬂ) pour tout a,b ¢ N(?)} » De plus, si E = (gal.a en(s)) ¢ u(g) , on
g _ n : _ v : ' b
pose E(g,t) = % En(§1,o.e,én)t . 080it D= k<Xa’Ya &GN(S) ltobjet de GCk
défini par la condition que X = {X_|a € n(s)} et v =1{y |ac w(s)} appar-

tiennent a L(D) , C'est=a~dire X et Y sont des ensembles purs pour B , alors

le théoréme de -décomposition entralne que

B(X,t)B(Y,t) = T T

H . .
* *
axan(s*) 2 °

Soit donc H1 défini par l'ensemble pur pour E , noté
XxY = ((X* Y)a I a € lN(S)) , alors on voi¥ que
(Xx7), =X +71 + ga(x1,e.ofxa_1,y1?eos,ya~1)
g, (X seeerX, 4505000,0) =0,

Ltapplication U(k) - D dans GC définie par Yar» (XaeY)a induit une

k b

loi de composition, fonctorielle en G € Grfk

x : L(e) xu(e) » () .

Bn général, x n'est pas une loi associative, Dans le cas commutatif, x din-
duit la structure du groupe abélien sur nie) .

0n a vu que 2 = k<Y et pour chaque

a,a*>a€N(S),a*€N(S*)
a* , y(a*) = {Ya a*lla ¢ N(S)}.G Lv(z) . On définit par récurrence S(n) € L(Z)
b

par
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s(1) = v(1)
s(ne1) = {s(m si net £ m(s%)

s(n) x Y(n+1) si nst € wW(s%) .

I1 n'est pas difficile de voir que s(n) appartient en effet LV(Z) pour tout

n , De plus, si s(n) = {s(a,n) |2 €m(s)} alors

)

a,n = °0a .
sa,n41) San * Tane ga(s1,n+1’ *Yam 1,041

(Ya,n+1 =0 si n+i f w(s*)) . Parce que Yé,n+1 ne contient que des termes de

poids..y n+1 , on voit

sa,n+1 = Sa,n + ﬁermes de poids ) n+1 .

On définit ¢ : 2 - zt par ¢(zj) = zjtj et on pose g(a,n) = ¢S(a,n) ,
alors g(n) = (g(a,n) |a e w(s)) € cs(z) et E(g(n)) est uné courbe dans Z .
Cela se voit de la méme fagon que dans la démonstration du théoréeme 4,3, ol 1l'on
a construit la courbe G(n) 3 partir de la courbe F(n) . On voit‘de la méme

fagon que
B(£(n)) = B(g(nt1)) mod ™!

et en posant E(r) = lim E(gn) on voit que B(f) est une courbe isobare qui dé-
n

finit un automorphisme de 2 dans GC De la méme fagon que dans 4.3 on déduit

k -]
6.9 Théoreme (Campbell-Hausdorff-Dieudomné) : Soit E 1la courbe pure, alors il

existe un unique 1 € CS(Z) tel que pour la courbe canonique - on ait :
g =Bn) .

6.10 Comme dans 4,4 on en déduit les corollaires :

Corollaire 1 ¢ Soit @ € Grfk , alors chaque courbe ¢ dans G s'éerit de fagon

unique ¢ = E(n(cp)) avec n((p) € CS(G) N

Corollasire 2 s Comme dans 4.4 Corollaire 3 on construit des séries universelles n

telles que pour chaque @ € Grfk et chaque couple des courbes ¢,¢ dans G on

ait
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E(n(cp))E(n(t{»)) = E(n(qp:ﬁb)) o

Noter que 1'isobaricité permet de trouver aussi un théoreme de Campbell-Hausdorff-—
Dieudonné pour les courbes finies, Les résultats trouvés ici généralisent ceux de

Dieudomné V & un anneau de base quelconque,

§7. Le cas commutatif. Frobenius et annesux de Cartier

7.1 Soit d'abord l'anneau de base k égal & Z . On pose Ab =.AbZ . 51 @ €Ab
on identifie C(@) avec son image canonique dans C(G<8 Q) o

Donc, si ¢'€ C(G) on g par 4,2 cor, | soit par 4.4 cor, 1 3
. 0 ' © 1 n
‘ E (pnt = ¢ = exp Z n 5n<go)‘b (1)
n=14
avee cn(¢) € P(G(8 Q) , uniquement déterminé par P .

n .
BEn posant Bn,m = {(a1"°°’an) [\ 1 z lai =1 ; pX a = m} on trouve en

prenant le logarithme dans (1) :

o, o
n m+1 (P1 ooocpn

Gn(¢) =7 " (-1) (m=1)tn J =TT (2)
m=1 Bn n 1°°°°"™n’

Parce que (m=1)!n/a1!ugoan% €Z si (a19q°°,an) €B, .

on voit donc que
i .

oh(¢) ¢ p(c) . on pose o, = cn(g) o & est la courbe canonigue,

7.2 Lemme : a, o est isobare de poids n et {Gh |n ¢ "} est une base de

»(z) . (2, = z,(2)).

=000=Z =0 °
1

n
b, o, =nZ - (_==z1)_ mod 7 »

2

Démonstration : b se déduit immédiatement de (2). Pour a g, est évidemment
isobare, Soit x € P(ZC) que 1l'on peut supposer en outre isobare de poids. t ,
On écrit

X = %;g xizn avec xi € zc(n—1) y Kr % 0.

Alors en considérant le.terme xr<8 Zi dans dx on conclut que r=1 et x1 €Z ,
d*ol n=t , Bn passant a zc<® © on peut appliquer le méme raisonnement & 1°?é1é-

ment primitif x - po, avec € @ choisi tel que x -~ uo

4 -
A tGZC(tﬂ1>,Ilsen
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suit que x - wo, =0 mais dans ce cas on a nécessairement p € 7, sinon x
%

ntappartiendrait pas & P(Zc) R

7.3 Soient maintenant k wun anneau de base quelconque et G € Abk . On considére

o € c(@) comme un morphisme

9+ 2(k) =G . (3)

On notera encore o, ltimage de o, € P(ZC(Z)) sous l1l'application canonique

ZC(Z)A» Zc(k) et en particulier, par abus de notation on pose
— L] -
oﬁ(¢) = 1'image de 9, € Ze(k) sous (3), (4)

En observant que la courbe canonique ¥ s*éerit

x>
o o, n
£ = exp 2 f n 1qnt
o= ,

on voit que pour Ab_ , (1) ntest autre que la relation H(¢)§ =@ .

4

Lemme : Soit k arbitraire et G € Ab, . Il existe pour a € N+ un endomorphisme

k
Fa , dit de Frobeniué, de cla) , fonctoriel en G tel que

5 / + ,
om(Fa¢) = gam(¢) pour tout m € I et tout o §C<G)°

Démonstration : Par fonctorialité il suffit de vérifier que FE est une courbe
dans C(zc(k)) . Bn effet, F o = FaH(¢)g ='H(¢)(Fa€) . Bn outre on peut prendre

(o]
L _ — =1 n : (o
k=2 et dans .Zc(Q> on a Fag = exp 2_1 n Oént , ce qui est évidemment une

courbe dans C(ZC(Q)) en vue de 4.4 cor, 1 . Fag =3 F £

1+0 t mod t2 R
a,m a

1

Soit done n > 1 minimal tel que P, , appartienne & ZC(Q) mais non & zc(z)o
, | ons
i £ t i igsob d - P £ dans
Soit, par le cor. 5.6 b, I Dm une extension a-isobare de Z:: a,m

ZC(Z) . (Noter que Fag est bien a—isobare).
I1 suit que Fa,nf—Dn = xcan avec A\ € @Z . Bn effet, la différence est

isobare de poids an et primitive, donc dfapres 7.2 a,une multiple de Oy tan—

dis que A € Z entralnerait que L

€ zc(z) , contrairement & 1'hypothése, Par
¥

7.2 b on voit que le coefficient de Z?n dans Fa 1 ntappartient pas & Z , ce

’

gul permet de raisonner modulo zi =0 pour i > 1 . Or, dfaprés 7,2 b on voit



43.

FE = exp z: (=1)(- an%_ expolog(i-(-z,)%) = 1- (-2,)%

on a donc obtenu une contradiction, Il en résulte que Fag est une courbe dans

ZC(Z) ce qui démontre le lemme,

7.4 Soit maintenant k arbitraire et sqQit S = S(k) . 31 B est une courbe pure,

définissant Uc(k) (cf. 6,6) on a dans le cas que 1lfanneau de base est Zé(k) :

oo -

-1 n -1 a
T =exp) 0 ot = Z:% V_, exp X:; (aa*)" gt (5)
§;§ B axfilsx) aflils) ae

ce qui montre que la courbe pure E est unique et s'écrit

E = exp Z; aﬁcata (6)
» atl S)
A m  m . B . _
Bo posant B =IE% =3 Em(Y1,,..,szr ,ob B =Y i oac N(s) et Y, =0
si b g N(S ,oma U, (2 s (k ) ( [Y ]a€N (s) et Uc(k) s'obtient en appli=-
cant 1e morphisme -canonique %, (k) -k , On troyve donc une généralisation de la
construction de la série hyperexponentielle de Dieudomné III, §5 qui‘correspond au

cas 8(k) = {p} , p premier, On s également 1'endomorphisme v.opour m € w(s)

de Uc(k) , défini par vm(Ya) = Ya Jn et satisfaisant a ‘van = En Ja®

On a une injection cénonique Uc(k)°» Zc(k) ainsi qu'une injection du groupe

des courbes S(k)—typiques OS(G) dans (@) pour G € Ab_, On trouve sans peine

k
que {cml‘m e ti(s)} est une base de P(Uc(k))<: P(zc(k)) . Noter que si

¢ € CS(G) alors F,p=0 si b g n(s) et que pour a ¢ N(S) , alors F g , qui
se trouve dans C(G) d'apres 7,3, est encore S-typique, De méme, V a® € C (G)

pour a € {N(S)°

7.5 On va ramasser les opérateurs fonctofiels agissants sur le groupe des courbes

S-typiques Cq (¢) powr @ € Ab. , k arbitraire,

k k4

a, Les Frobenius Fa pour a € N(8) , définis par
o, (P 9) = o, (9)
b, Les décalages Va’ pour a ¢ N(8) , définis par

cm(‘Vacp) = a9/ (g)
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¢, L'action de k , définie par
m
Gm(?\(p) =\ cm(cp) o

d, ti d:
Une action du Zé(k

) définie & partir du :
Lemme : Soit n € N(s*) , alors l'endomorphisme ¢+ [n]¢ = tooot @ (n fois) ae

CS(G) est inversible,

Démonstration : Parce que chague courbe typique P dans G correspond de facon
canonique & un morthisme ¢ : Uc(k) - ¢ dans Abk et parce qu’on a la relation
évidente ¢ = CS(¢)E , il suffit de vérifier que la courbe pure [n]E définit un
automorphisme de Uc(k) . Or, on a

[n]E Y - np”
n (soit) n

et pour m € N(S) on a Fm E\nYm mod Ym_1 =°°°f Y1 =0 , Le lemme en résulte

parce que n est inversible dans Z’S(k)°

On obtient l'action voulue en pesant pour b € Zé(k)
s ([blg) = Do (o) .

. .
eo‘L action de Zs(k)

vante : Soit kG = {X €k l pour toute courbe typique ¢ on a : Ap avec

s'étend encore & un sous anneau kG de k de la facon sui~-

- 3 - .v.
Gm(Kw) = Kcm(¢) est une courbe typlque}, alors kG contient 1'image de Zs(k)

dans k , comme il se voit par d, et est en effet un sous anneau de k o

I1 se peut que k@ contienne de facgon stricte 1'image de ) . Noter que si

zS(k

9, 9 sont deux courbes typiques, alors on a cm(¢1+¢2) = cm(@1) + Gm(@z) .

On notera désormais indifféremment { ou [}\]o
7.6 Avant de déduire les relations mutuelles des opérateurs de 7.5, on rassemble

ici les résultats explicites qui se déduisent des §§ précédents :
Lemme 1 : L'ensemble des courbes {FaE | a € N(s)} est fondamental pour Uc(k)°

Démonstration : A titre dexercice, en identifiant Uc(k) 3 un sous objet de

‘zc(k) et en utilisant 5.5,
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Fs) o mi(s) oo

On pose comme dans 5,7 : k(N(S),2) 1le sous ensemble de
des x = (x,. ] Xij € k pour (i,j) € N(S)2) tels que pour tout 1 , on ait
card{j | x5 # 0} <o, Alors on a :

Lemme 2 : L'application f : k(n(s),2) - CS(UC(k)) , défini par

Z——-‘.VllJJ

1,3

est bijective, BEn outre, f(x) -est isobare (ce gui a un sens parce que

CS(Uc(k)) c:C(Zo(k)) , si et seulement si

f(x) =) JV.xFE,

- Démonstration : On raisonne comme dans 5,7 tenant compte du lemme t, Ce sous

groupe des courbes isobares se notera encore Iso(Uc(k))°
' Bn vue du lemme 2, on écrira désormais les courbes typiques dans Uc(k> sous
forme ¢ V. X ..
1133
On écrira dtaprés Lazard (1], p. 282 encore CS(UC(k)) = Carts(k) et cart(k)

si 8=P , Noter qu'on a ici § = s(x) , ce gui n'est pas une restriction essen-

tielle, cf, lemme 5 ci=dessous,
lemme 3 : Soient x,y deux courbes typiques dans Carts(k) , donc uniquement de

la forme Cs(ﬁ)E ’ Cs(ﬁ)E avec X,¥ les endomorthismes de Uc(k) , définis par

X,y . Alors on a CS<§‘0§) = yXx , c¢'est-d~dire on a un isomorphisume

Ab (U (k) PP o Cart (k) .

Démonstration : En effet, on a Cs(x:oy)E = CS(X){CS(y)E} = CS(X)(§:§ VlylgFgE) =
?

- ' . N .
Z:: VlleFJ(CS(X>E) E:: Viyiij o ‘- ViXiijE . Le produit se calcule & partir
des régles de commutation entre les Vi , Fj et les scalaires, donc correspond

bien au produit yx ,

Lemme 4 3 Iso(UC(k)) est un sous anneau commutatif, canoniquement isomcryphe &

Ws(k)o (Lazard, [1] p. 283),
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Démonstration : Ecrivons I ViXiFi =x , Alors appliquant e on voit avec 7.5

que cm(x) = E%: dxg/dcm . I1 sl'ensuit sans peine que lton a
dim

1l

o (xy) = (x) o (y)

il

o (x7) = ¢ (x) + o (v)

Temme 5 : On prend maintenant k[X,Y] comme anneau de base, Alors, XB+YRE étant
une courbe isobare, est nécessairement de la forme I VisiFi avec s, € k[X,Y]
(lemme 2), et on a :

et =TT e/ (7)

tio= d
d‘m

Fn effet, il suffit dtappliquer o, et 7.5,
Jemme 6 : Tout & fait analogue & 5,9, quli en est un cas particulier, on a : la

structure de Uc(k)* se donne par les relations :
£+7 = S V.LF. + L V.Y.F. = 2 V.P.(X,Y)F. =F
ititi i7i i ii i
ou encore, en applicant Gm :

7 a( Ylg/d) =3 dFd(X,Y)m/d

d!m , a dlm
Ies Fd(X,Y) sont en effet b coefficients dans Z .
Noter, que 1liintégralité des coefficients des Fd(X,Y) suit directement du fait
que 8% = (J est le cas correspondant & lfanneau de base Z , ce qui donne déja
tous les Fd(X,Y) 4 coefficients dans ltanneau de base, c'est-&~dire dans Z ,

si m € nN(8) , alors m n'admet que des diviseurs 4 ¢ w(s).

7.7 Les relations entre les opérateurs de 7.5 se rassemblent dans la liste sui-

vante : cf, Cartier[2],(2)-(7)° Pour m,n € N(S) et A,u €k ona:

a APp = Vos (h,pF avec s. donné par (7) et o @ mnote 1'addi~-
adils d d d d ;

tion dans Carts(k).
b Aol = Ap

v s PR O=F
m ' Tmn mn

Il

c vy
mn
n

’ n
d Vn7\. =v7\Vn, anz)\.F
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e VF =F7V =i (m,n) =

n nm
£ F =[] 5 [1]=v = F,
g X € ch(k) est dans le centre de Carts(k)o

h Les opérateurs Fn et Vn laissent stable le sous anneau Ws(k) de

Carts(k) . Bn effet, il suffit de vérifier cela pour n=p , premier,et dans ce

cas on a, si x = Z:% ) VR F

FPx=F V. x.F + Yy Vv, x F
P p {(d§%§=1 ddd dEN(S) dp dp dp}
= Vor P o+ Y v [plx, FoF (8)
aad d dp d
(&, 5=t P ads) e
= X(p)Fp , avec x(p> € ws(k) parce que (8) s'écrit sous Ta forme

(p) ]

(a+b)Fp avec a,b e,ws(k) . Avec les mémes notations on voit que XVp =V x

7.8 (Comme dans Cartier‘[1]‘p, 51 on trouve la description suivante de l'anneau

Carts(k) : Soit 8 £ ¢ et soit H, = Ws(k)[Fp]pes , soumis aux seules regles de

commubation pr = x(p>Fp pour p €S et x € Ws(k).

- _ . 1 ! I . ~ . .
301t Sk = gk[[vq]]q€s ,  1'anneau de se;les formelles & coefficients dans Hk ,

(q)

dont les régles de commutation se domnent par : xV =V x , PV =V P si
‘ q q g qap
n/d . 4
q;ép s, PV = E : dedFd € Ws(k) , avec d yg/_ =P et finalement.
PP dan(s) /o

oy o S _ te
VﬁFp =2z = %%%S) dedFd € ws(k) avec zd = éd,p . Alors Sk n'est autre que

Carts(k)o

7.9 Ce qui précdde définit done un foncteur covariant CS : Groupes formels com—-
mutatifs sur k - modules & droite sur End Uc(k)-» Modules & gauche sur Carts<k)
(d?aprés 7.6 lemme 3), On vérifie sans peine que si ¢ est une courbe typique

dans @ € Grfck et x =3 Vixiij € Carts(k) alors, la structure de module sur

CS(G) se définit par
X, ¢ =2 V

11;] Jq)

De la méme facon C éYinterpréte comme un foncteur a valeurs dans la catégorie de
Cart(k)-modules a gauche On procede de facon analogue pour 1es modules des cour-
bes typiques finies, Il 1nterv1ent des problemes de nature arlthmethue, & cause

du fait que tandis que gn est une courbe dans 7(n), Faan nten est plus 3121%1,
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Chapitre IITI : lois abéliennes de dimension n

§1, Généralités

On reprend la situation de I,3.4c¢ s solent k wun anneau de base arbitraire et
" E F(n,k) , clegst-8~dire P est une lol de groupe formel abélien de dimension n
b ' \ .
sur k., onavu : o(F) = k[[XF]] ou X, = (X1Ff“°°’XhF) est le systime de gé-
nérateurs canoniques de F ., On notera encore F¥ = e(F)* et

t Y . N
op = (¢1F’°°°’¢HF) € c(p$)* 1tensemble des courbes qui satisfont &

( ) ’ pour 1 ( i,j n

JF XlF 1

I\

I1 s'ensuit sans problémes que Pp est un ensemble fondamental des courbes et si

1+ éiFt mod t° , alors éF = t(©1F,°oo,an) constitue une base du

k=module P(F*) . On notera le plus souvent C(F) resp. CS(F) au lieu de ¢(Fx),

Pip =

CS(F*)e

1.1 Lemme : Soit F ¢ P(n,k) , alors

a, Si ¢j est une courbe dans F¥* , alors ¢j sécrit de fagon unique

oo n
= Zj: Z:: Vm%(j’i’m)¢iF avec A(j,i,m) € k (1)
m=y 1=

3i de plus k = kF* (II, 7°5e), alors ¢j gtécrit de fagon unique

o il ’

Pamn S .
= : : v }Jf(jai9m)cp~ avec M(J’l’m) € k, (2)
- m ip :

:1 l:’
b, L'ensemble ¢ = t(¢1,o°o,¢n) € C(F)n est fondamental, avec ¢j comme dans
(1) si et seulement si la matrice A(1), & coefficients A(j,i,1), est inversible,

c, Si ¢ € C(F)n est fondamental, il existe Y € e(F)n tel que

t =% .
Y= a1) Xg mod deg 2 et ¢i(Yj) = 6ijt pour 1 < i,i ¢ n.

Démonstration : Ia topologie sur ¢(®) fait de (1) et (2) une expression bien

définie, Supposons que

n -
n s m s
2 : q)j,mt = J = S VmX(Jslym)CPiF = z : 'X,mt mod t

m=] 1=

n
_ % - _ _ - )
alors ¢j,s g € P(F ) , diou ¢j,s Xs Z:: x(q,l,s)éip de facon unique avec
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A(3,i,8) € k. Il suit que

ce qui démontre (1), I1 va de méme pour (2),
Soit»maintenant ¢ un ensémble fondamental, 8i ¢j = 14-gjt mod t2 alors
= Z:j x(j,i,1)éiF pour 1§ 3 < n', ¢lest~a~dire g'= x(1)af , éfiparce que &
doit c;nstitﬁer une base de P(F*), il suit’que (1) doit &tre inversible, De
facon inverse, soit A(1) inversible et posons Y.= tx(1)_1kﬁmo

si A1) = (u(4,3) , alors

¢j(Yr)< (E:: S r)X )

ﬁﬁ

k(J,l 1)@ (2:: p(s r)X )mod t

i

1l

1

= i
[‘]s

AM3si,1)uls,r)s, _t mod 2
“%is

1l

8=1
t mod t

Il

i
= 8. 2

Js

Supposons donc quton.a Y(m) € o(F)" t.q. Y(m)

S - i m m+1 Y - n
¢j(Yr(m)) = 6j,rt + ar,jt' mod t . On pose YrCm+1) = Yr(m) %;; ar,j Yj(m) R

il

t -1 '
A1) mod deg 2 et t.q,
$)7"xg mod deg

alors on trouve

0,1, (1)) = 4, (1, () = T2 a0, (2 ()"

m+1

1]
(og]
ot
+
K
b
=
-
=
133
~~

_t)m mod &
5 S
S=1

5. + mod +7

?

1N

on cpnclqt‘qu”il existe ¥ € o(F)" t.q. T = t}\(1)'“1}(5‘ mod deg 2 et

¢ (Y ) = &, jt . 'I1 s'ensuit que o(F) = k[[Y]] mais alors il se vérifie aisément

que ¢ € C(F) est un ensemble fondamental,
1,2 lemme : Soient F ¢ F(n,k) et 8 = S(k) . Alors

a, Il existe Y ¢ G(F)n et il existe un ensemble fondamental des courbes typiques

' ) Y = » = £ ituation 1a on a:
o € CS(F)jt°q° Y X% mod éeg 2 gt @i(Yj) 6i,jt . Dans cette situa Oﬁ ia ona

b, Une courbe typique ¢j € CS(F) stécrit de fagon unique
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Z{: E v A(3,1,m) avec A(j,i,m) €k (3)

N(s) i=1
i ds k= -1 t
8i de plus » k?*, ¢J stécrit encore

q Ev u(a,l me,  avec p(j,im) ek (4)

¢, Lfensemble ¢ = (¢1’°‘°’¢n) est fondamental avec ¢; comns dans (3), si et

seulement si la matrice A(1) & coefficients a(j,i,1) .est inversible,

d, 8i ¢ est un ensemble fondamental dans CS(F)n , alors il existe U € 6(F)n

t.q. 6o(F) = k[[U]] ’ Uig t}\(1)_1XF mod‘deg 2 et ¢.(U.) = 6. .t s

Démonstration s Soit %p = 5*%%%3*) Va* a*(¢1F) la decomp031t10n de Pip en

courbes typiques (II.6.7), alors.. {H, )l 1¢i¢n}e Cq (F)" est un ensemble

¢1F
fondamental en vertu du lemme 1,1.h,Par le lemme 1.{,c on conclut que a est vrai,
Pour b on note dans (1), (2) si les ¢, 5P sont typlques, alors ¢j est typique si

et seulement si m ¢ N(S) entratne que x(g,l m) = 0 , Finalement, ¢ et d sont

des cas spéciaux du lemme 41,1 b et ¢,

1,3 En retournant & I,1,2 soit f : ® - ¢ un morphisme de lois ol dimkF =n et

dimkG =m ., Alors on peut écrire
f = J(f)X mod deg 2

ol X

it

t(Xt,o..,xn) et 3(f) ¢ Mlmxn,k) . la matrice J(f) s'appelle la ma-
trice de Jacobi de .f , Soif mainténant m=n , alors on ditnque. f est un iso-
morphisme, si J(f) est inversible et un isomorphisme strict si J(f) =1 , la
matrice identique. 8i f est un isomorphisme, c'est-i-dire J(f) € Gl(n,k) ,
alors il existe bien un morphisme g:G-F f.q. fog = 1G et gof = iF o
On éerit F~G s'il existe un isomorphisme f : P -G et P 2@ s'il existe
un isomorphisme strict £ : P -G, Alors ~ et ® définissent une relation d'é-

quivalence sur l'ensemble F(n,k) dont les quotients seront notés @(n,k,~) et

@(n,k,z) . Avec ces notations les lemmes 1 et 2 entrafnent :
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Corollaire 1 : Soit P € F(n,k) , alors il existe une correspondance biuniGOque

entre : classe de F dans @(n,k,:) et 1'ensemble de ¢ € C(F)n t.q.

¢ =)V aln)e, avec A(m) € m(n,k) et (1) =1 .
m=1

Corollaire 2 : Soient P € F(n,k) et 8 = s(k) , alors il existe @ ¢ F(n,k)
t.4. QG € Cs(G)n et t.q. F % ¢ . Si maintenant ¢ , H € F(n,k) sont telles que
9, » ¢. se composent des courbes typiques et G X H , alors ¢, = \ p(m>@
G H m G
mENLS
avec }l(m) € M(Il,k) ’ M(1) = In o
Dans ces corollaires on a fait opérer Vm et u(m) , x(m) de fagon natu~

relle sur C(G)n ’ CS(G)n . 51 k= kG on a naturellement des corollaires ana-

, A P ,
logues avec opérateurs p(m) et a(m) , opérant de fagon naturelle,

1.4 Avec la terminologie de Lazard[1],p. 284 et dtaprés II.7.9 on voit que si

F ¢ P(n,k) alors C(F) est un Cart(k)-module réduit. De la méme fagon, CS(F)
est un Carts(k)—module réduit. @F est une Vébase pouxr C(F)v. On appellera

F ¢ F(n,k) une loi typique, si Pp € CS(F)n avec 8 = S(k) . Dlaprés 1,3 Core2%
chague loi dans F(n,k) est strictement isomorphe sur X & une loi typique., En
faisant opérer Fa de fagon naturelle sur C(F) et CS(F) il suit des lemmes

précédents :
.Corollaire 1 : Soit P € F(n,k) , alors pour a €N on a
(o]
P o = g;; v G(a,m>9F (5)

avec c(a,m) € M(n,k).

L'application o : NA'XN+ - M(n,k) sers dite le type de P,

Corollaire 2 : Soit F € P(n,k) typique, alors pour a € N(3) , 8 =s(k) , cn a
Foo, = v G(a,m)cp (6)
a'p m%S) m B

L'application o : N(S)><N(S)-» M(n,k) sera dite le s(k)—type de P ,

avec ola,m) ¢ M(n,k),

Chaque loi (typique) a donc un type (8(k)-type) bien défini. En vue des

on ne peut pas attendre que chaque o : [L\T-l_xll\f*---> M(n,k)

lati =
relations Fa?b Fab
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sera le type d'un F € F(n,k) . Le but de ce chapitre sera d'étudier les applica~-
tions o : N xNT - m(n,k) qui définissent les lois de dimension n sur k ., Noter

que si k = k? , alors (5)'et (6) g'écrivent encore sous la forme’

ZEi v {Z;:;)@ (1)

n=1% F

i

Fa¢

-

F o= ) (a,m) (8)
acp m%ES) Vm A CPF 8

1.5 Soit k un anneau d'intégrité de caractéristique zéro, de corps des frac—

tions X , Soient T ¢ F(n,k) et F la loi obtenue sur K ébpartir d'applica~

*
tion canonique ke X ., Le théortme de Cartier II.4.5 implique qgue  Spf e(F*) est
isomorrthe sur K & la somme directe de n copies de &K- (1.5.451), parce qutil
n'existe & isomorphie prés qu'une seule algdbre de Lie ébélienne de dimension n
sur K . Il s'ensuit qu'il existe un isomofphisme f:F, - 82 (1.1.3 b), clest-

d~dire J(f) est inversible. D'autre part, le théoreme de Cartier IT.4.5 montre

en méme temps que End(&%) = End (Gn) = M(n,X) , ctest-d~dire il existe un isomor~

K a
. ~ - 1 A
phisme zF : P, f:rGE 3(r) > GZ qui est strict. En raisonnant sur G(F*) et

e(Gz) , 11 n'est pas difficile de voir que 4 : F, - GZ est uniquement déterminé

T
par la condition qu'elle soit une isomorphie stricte., Ce zF , & coefficients dans

K, sera appelé le logarithme ou encore d'apres Honda[2], r.219, le transformateur

de T , Pour un exemple : I.1.3 ¢,

§2, Une loi de logarithme générigue

il

2. On pose B i,3 . ) e 1'on fait encore un objet de AD en
1 P o[ z( ’J)]1<1<n;gem+ qu a 3 g

posant az(i,3) = ) 7 z(i,a) ®z(i,0) , (2(3,0) =1 pour 1 ¢ i n). Domc B
a+b=j
stidentifie & une somme directe de n copies de ZC(Q) dans AbQ . On définit

1'ensemble {c(i,j)|1 igny; je N+} c P(B) par les relations suivantes des

courbes

1

6, =T 2(1,0)8 = exp T w7 o{d,m)t" ()
=1

(ef. II.7.1). Soit maintenant ¢ = @[v(k,2,m)] avec 1 ¢ k,2gn et my»2 .

1
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On considére dans C®QB 1'idéal g engendré par

n
olk,m) = 3 ¥k, 3,m)o(3,1) , 1 <k¢ny my1 (2)
J=1

ou on convient que Y(k,j,1) = 6k i Alors on a :
9

Temme : N = C@QB/Oc est un C-module 1libre et appartient & A_bC .

Démonstration : Notons que o est engendré par des éléments primitifs de sorte
que M soit muni d'une structure naturelle de bigdbre sur ¢ . Soit

£ CQ§QB-» M 1llapplication canonique, Comme algeébre sur C , M est engendrée
par tous les f(Z(i,j)) , ou encore par (1) par tous les f(o{i,j)) , ou encore
par (2) on voit que M’ est engendrée par les f(c(j,i)) = éj pour f £ Jgn .
I1 n'est pas difficile de voir que les gj sont linéairement indépendants sur

n
C,doncsi J= @ C¢,. ona Je P(m) diou U(I) - U(P(M)) - M lesquelles

- J
deviennent isomorphismes en passant & corps de fractions x(c) de ¢ en vertu
du théoréme (IT:4.5). . . Il n'est maintenant plus difficile de voir qu'en

effet U(J) 3 M est déja un isomorphisme sur ¢ ce qui entrafne que

C[g1’0001an] = U(J) = M € AbC .
2.2 L'isomorphisme M = C[£1"‘°’gn] fait voir que

¢ = {¢k = exp gkt ‘ 1 ¢ kg n}

est un ensemble fondamental des courbes pour M . Ceci entrafine encore, si

o = ()0, = oxp T 5! (olim)$® = o ok, m) " (3)
m=1

soit

alors ¢ = {¢k ] 1 ¢ kg n} est un ensemble fondamental des courbes pour M , En

~

effet en dualisant‘ M par aide de ‘¢ , on voit que M* = e(GZ) , done M* Pro~—
vient d'unerloi de dimension n sur k .LOn:a,:,¢k Eu?kfmgd t% ,-donc d'apres le
lemme t1.1.,b on conclut que ¢ est fondamental,

Soient B = " et pour o = (a1,...,an) € B soit o¢(a) =1 ¢(i,ai) et

a. i
g =1 gil alors on voit que ‘

B1 = {g“ ‘ a € B} et B2 = {¢(d) | a € B}

sont
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des bases du C=module M et en particulier, 32 est une base structurale, On en

tire des relations

ola) =) . P(a,B)gB (somme finie) (4)
B
avec P(q,B) € C . soit e = (0,..0,1,0..0) € B . on définit X () pour
o~ |
i
1.¢ig¢n, B E€B par
6a,ai = %_j p(a, )X, (8) | (5)

Parce que B1 et B2 sont des bases, Xi(B) est uniquement déterminé et élément

de (C , Finalement on pose

R, (a,8) =} Pla,y)P(B,8)x, (y+6)
¥, 0

ce qui encore est une somme finie d'apres (4);
D'ailleurs, soit ¢ = (aij) ¢ M(n xn',k) , alors on note %y = w(i,3)e . Si
(m)

m € N on notera encore € M(nd<n',k) la matrice telle que

n(i,j)a(m> = a(i,j)m . Avec ces préparations on a :

2.3 Théoreme de logarithme générique : Définissons F € C[[X,Y]]n »

% % '
X = (X1,.o.,Xn) , Y = (Y1,O,Q,Yn) par

F, = ﬁ Rl(Oﬁ’B>XqYB

i
o,f

alors :
“a, F € F(n,c)
b. soit Y(m) € M(n,c) avec gx(i,j)v(m) = v(i,j,m) , alors le logarithme

t .
ﬁF = (£1F,o.o,£nF) de F est donné par

by = Zfi i Sy ™)

m=1
* o
Démonstration Prénons Xi €M ¢ CAlC t.q. @k(xi) = 6i,kt , ce qui est possi-
ble en vertu du lemme 1,1, Il s'ensuit que <¢(a),Xi> =8 , par conséquent on a
Gy €.
i

_ ! _ B
6a,€i = <pla),x,> = Z%: P(a,B).<§ X >

d'ol par unicité
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_ B
xi(s) = <g%,X.> .

L'ensemble ¢ = {@k ! 1 ¢k n} étant fondamental, lemme 1,1 donne que

m* = C[[X1,...,Xn]] et la structure du co-groupe formel sur M* se donne par :

<o) ®<p(ﬁ),dXi> <qJ(oc)(p(B),Xi>

<Z: P(a,v)B(8,8)2""0,x, (6)
Y’

Ri(a,ﬁ)

i

ce qui donne a, parce qu'il est évident que F est telle que o(P) = m*x avec

Xp = t(x,,.v.,xn).

Pour b il faut calculer un peu, Posons

W = E q)(a)qJ(B)XaYs

= n (E o(i,a, )x )n Ecp(l,s )Y D)

i=t ay =0 =1 1—0

= I exp(Z:: ! f(d(i,m))xf);; exp(zfi o ! f(c(i,m))Y?)
_ — .

i=1 m=1 i=

= exp X:: EE& mf1 f(c(i,m))(Xz-fYﬁ)

= exp i: Zf: i m Y(i,j,m)gj(X?+YI;) (7)

(2)  1I=1 33 n
D'autre part, définissons w : M* - C[[X,Y]] comme application (-linéaire con-

tinue en posant

w(x) = 2% <pla)o(p),x> XQCYBQ.

o,

le fait que ]32 = {cp(a) [ a € B} est une base structurale entraine que w méme

est un homomorphisme d'algébres, qui satisfait &

| 7
w(x.)= 7 <pla)e(p),x;> X ¥P = P, (8)
asB
De la m8me facon, soit ‘
n n

=0, pla)r® =exp ) ¥ 7 nf’ v(1,3,m) EJF? (9)

=1 j=1 o=t

alors on voit que y : M* - C[[X,Y]] , défini par
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x(x) =3 <pla), x> 7°

est un morphisme continu d'algébres qui satisfait &

(%) =7 <ola)x> #* =7, (10)

Il suit par (8) ét-(10) que w=y , c'est-a-dire (7) et (9) donnent, parce que

les gi sont linéairement indépendants sur ¢ :

n =] 0 i
Z IIl Y(l,J,m>(X +Y Z: ! Y(iaj’m)Fif
i=1 m=1 : m='

ce -qui ntest autre que zF(F) = zF(X) + zF(Y) ce qui démontre 1é théoreme,

2,4 Remarque : Soit n=1 et pcsons Y(1,1,m)

Il

ym . Alors un peu de calcul

—yo -
Vs =20, m Yo=Y,

(2 2) = 4y y3—~7(5y -+3y ) , ctest-3~dire T n'est pas définie sur Z[y ]

I

donne : R(1,1) = -y_ ;3 r(1,2) =y2-y ; R(1,3) y

2
isiye °
2,5 8Soit k wun anneau d'intégrité de caractéristique zéro, de corps de frac-
tions X ., Soit f : N - M(n,X) wune application telle que f(1) = In . On ‘congi-
dere K comme une algdbre sur C & moyen du morphisme structural f : ¢ - X

qui envoie Y(i,j,m) sur x(i,j)f(m) =£(i,j,m) ; Dtaprés I,1.2 on obtient une

loi f,F , noté fF avec F comme dans le th, 2,3, On note £, € K[[X]]n

t 7 yd Ve
X = (X1’°°°’Xn>’ 1'élénment, donné par

(e}

n
(fZF>i = E : m—1 f(j,i,m)X? ’ 1< i £ n,

m=1 j=A
Alors il est clair que sz est le logarithme de fF et on a
Proposition : Soit f : w - M(n,K) t.q. f(1) = In . Alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :
a, G € F(n,X) a le transformateur fﬂ
b, ¢ € F(n,K) et 9 = OXP X:: m f(m £,

fF

(o]
°
[ep]
it

Dans ce cas on g encore s O¥ & K®Q‘B /acf ol o

- est 1'idéal engendré par

tous

G(i’m) - 2: f(l937m>0‘(391)
J=1
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de plus ajG = o(j,1) mod o
BEn ou’bre, sl @ € F(n,K) il existe un unique £ : IN+ - M(n,K) taq.

£(1) =1, et G =1F .

Démonstration : Il est évident que @ € F(n,K) est déterminée par son transforme—

téur et par son ensemble canonique des courbes Pa ..De plus chaque G € F(n,x)

a un logarithme (1,5), Le proposition résulte du théordme 2,3 par spécialisationm,

2,6 Considérons maintenant la somme directe de n copies de Uc(zs) (IIQ7°4),

soit U' = ZS[Y(i,a)] . On pose U = U’@Z Q et on fait de C®QU
, %

un sous objet (ainsi qu'un objet quotient) de C@QB' en posant

1\<i<n;a€l\T(S)

P(C@QU) = {c(i,m) l 1 {ign;mé¢€ [N(S)} (cf., également II.7.4). Supposons

maintenant que f : ot - M(n,x) de la proposition 2,5 a la propriété que

f(m) =0 si m ,@ IN(S) , alors il est clair qutavec les notations de 2.5 on a

gx = K®QU/azf o o, est 1¥idéal engendré par tous

n
G<i’m) - Z: f(i,j,m) 0(j’1) avec m € IN(S) °
=

Cette remarque nous servira plus loin quand il s'agira des domaines de définition

des loils, Noter en effet, gque dans U on a

ay(i,a)

Yo B (v(5,1), 000, 7(4,0)) @8 (1(4,1),...,7(1,n))

m4+-1=8

E( Em,i ®En"i (so0it)

i

ol les E . sont & coefficients dans 2 .
m,1 S

§3. Sur les domaines de définition des lois
- . t .
3.1 Soient ¢ € F(n,k) et ¢ ¢ o(e)™ 9 = ((91"’”’(’)11) , alors ¢ stinter—
préte de fagon canonique comme un morgphisme § : B.@Qk’f-’—‘e ey
lol s s . 3 (o s
= = A A ] défini~
Bn effet on pose (p(Z(l,J)) cpi,j si 95 E cpl,j_ Alors, la défini

tion de 1l'opérateur S, de II.7.3 s'étend & cette situation-ci en posant

i

'Gm((P) image de t(5(1,m),.”,g(n,m)j sous § (1)

il

Tm‘((P)GG
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ol1 mm(¢) ¢ M(n,k) . Bn faisant opérer F .V, , \ €k de fagon naturelle sur

C(G)n , on trouve facilement les relations

; fcm(Facp) = Tam((‘P> Tm(\(_a__cp) = a'cm//a (cp) (2)
’cm()\cp ) = Xm'vm(cp) 'cm({ p) = AT (o)

pour a,m € N, (En supposant pour Ap , que A € kG)°
De plus, si l'on a une relation ¢ = 2:: de(d)¢G dans c(a)® avec
d

x(d) € M(n,k) on a

o) =0 @™ o () (5)

d‘m

ol comme dans 2,2 i, x(d)(m/d) est la matrice obtenue en élevant chaque é1é-

ment de A(d) % sa puissance m/d-idme,

3,2 On pose pour S arbitraire, FS la loi abélienne qui admet

By = kg = ; ) n ! tY(m)X(m) (1)
na (s

S

comme logarithme, En prenant f : ¢ - ¢ , définie par f£Y(i,j,m) =0 si
m € w(s) , on voit que FS = fp , done FS est définie sur C ,

De plus on a

¢p = ©XP z:% m ! Y(m)éF " (2)
s né(s)

c'est-a~dire ¢, € C (p )n .
FS ST S
On définit par récurrence pour a,m,d € ot les matrices ola,d) par

(m/d)
Y(em) =) | do(a,d) Y(m/d) . (3)
dlm

Alors les c(a,d) € M(n,C) . Bn particulier 0(1,1) = In o
Y(n) si m € w(s) (4)
Noter que Tm(¢FS =‘{

0 sinon

Proposition : Soit 8 = T 4L T* wune partition arbitraire de § , alors :

. —~
=1
a. @ = V__, &% s(a*,a)e _ (5)
Pos a%fn) aa P
axen(T*)

b, F o, = z:%‘ V. ola,d)e si a em(s) . (6)
aFy  gamls) ¢ L
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Démonstration : Noter d'abord que P_ S ®_ sur C . D'aprés le cor, 2 de 1,3 on

S T

peut donc ﬁoser éF = OF . Bn appliquant 1'opérateur T de (4) on voit
S T

Y(m) si m ¢ n(s) . Pour le membre droit.de (5),
T (o, ) =
o FS- { 0 sinon

s0it md , on trouve

rm(md) = z:: aa*aa*—1.6(a*,a)(nvyaa*?1 (7)

(¢ ) ©
e m//aa* Py

Si m R[N(S) , alors il est clair que mm(md)_= 0 , on peut donc se restreindre
3 menN(s) . Soit done m = bb* avec b € N(T) et b¥ ¢ w(T*) , alors
m//aa% = bb¥ /aa* se trouve dans N(T) si et seulement si a*=Db* et alb ,

clest-d~dire (7) réduit &

(o) = 7 o alor,) /e, g )

a‘b T

- Z%: a,c(b*,a)<b/é>'Y(b/a) par (4)
alb : v

= 7(b*b) = v(m) ~ d'aprés (%),

b va de la méme fagon : en applicant T, O voit tout de suite que (6) est vrai,
3,3 Le point crucial de ce § est :

Proposition : Si S = {p} , alors FS est définie sur 1l'anneau

°

Z(p)[G(Pp Pi>]

ido

Démonstration : Celle-ci se fait en plusieurs étapes.

Posons d'abord K = Q[Y(i,j,pr)]1<i sen,r30
N PASAS ?

a, On applique 2.6 afin de trouver ng = KQQQU4ﬁf , ol %f est 1'idéal engendré

n
. I : .. I . . r
par tous o(i,p ) - é_; v(i,3,0 )o(j,1). De plus, U = o[v(i,p )]1<i<n;r>o avec
. r . . m . . n
av(i,p) = ), B (v(i,1),...,3(1,p)) ® B (v(i,1),...,7(i,07))

min=p*
(soit)

i
=

B

l_l
&
=3

s

o1 les B .
m,1i

sont & coefficients dans Z .
, (p)

b, On a
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S ity (50
9p =exp) ;0 T(p)X (2) de 3.2
S i=0 v

est un ensemble fondamental des courbes dans F§ , et dfapres toutes les conven—

tions faites, on voit que si 1'on note g(m,r) 1'image de Y(m,pr) dans ¥ |

S
alors on a
.co o
O p = 20 By(E(mt), e glma))t” = T B o7
S n=o n=0
avec R , = g(m,r) . De plus, en attachant a g(m,n) le poids pn , on voit que

p,m
B o est isobare de poids n , On sait déja donc que l'ensemble de tous les pro-
H

duits (ordonnés, ce qui n'est pas trés relevant, parce qulon se trouve dans le cas

commutatif) gquton peut faire avec les En o

, & coefficients déja dans Z ,
, , (p)

constitue une bése du ¥-module Fg R
¢, La proposition résulte évidemment du lemme suivant s

Lemme : Tous les E(m,r) constituent une p-base du K-module F§ , soilt
B = {ga [ a € T} pour un ensemble d'indices T convenable. De plus on a : chaque

g(m,r)p stécrit comme une combinaison linédaire d'éléments de B & coefficients

iso °

dans ZKP)[G(p’p;)]

d, Afin de démontrer le lemme, on considere d'abord le cas ol FS/ est de dimension
1, ce qul permet de simplifier les notations :

cr o AN _ m s .
Soit B =23 Em(ao’f’ﬁ’gm)t =7 Emt la courbe Pp o 11 stagit d'aboerd de

‘ (=<3 o. S .
montrer que B = {ga . gil | 0« a; < P, presque tous les a nuls} est une
, , ] , o
. - * =
base du Q[ym]m>o module, FS . (ym Y(1,1,p )) . Notons pour n €N , G{n) 1e

.

= A (soit), de base Eo,ooo,En . Soit P(n) ,

sous-module sur 'Z(p)[c(p,pl)]i>;

pour n € I 1'hypothdse .de récurrence suivante, satisfaisant & P(u,1) et P(n,2)
ci~dessous :

o o S . :
P(n,1>,: {goooooir% ‘ 0« a, <P, E:Z'aipl ¢ n} est une base du A-module libre
i

a(n) .
Pour X,y € G(ﬁ) Qﬁ éerit x = y mod G(m) avec m < n , 81 =y € G(m) R

alors 3
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P(n,2) H Si P {n , alors gf € G(n) et gf = aii. mod G(p1+1,1) avec a

i+ 1

dans (P)Z(p) .

Maintenant P(0) et P(1) sont visiblement vraies, Supposons donec P{n~1)

vraie avec n=1 3 1 ., On considére deux situations

a Q.
) . R 1 n
° 2 —
Cas A 2 n n'est pas une pulssance de p ., Soit En(Yo’“°°’Yn) =3 ca YO '°°Yn ,

isobare de poids n et'soit B=2=x Bipl le développement p-adique de n , Alors

. - N R , . fs s . . =1
on sait d'apres Dieudonné soit par vérification directe que cB = (H Bi!) , donc
4 .

o o

: . C o g o . n

inversible dans Z(p) . Considérons un autre terme ¢ go oeegn avec a#B dans
‘ o

En(io,ooo,gn) . S0it j » 0 minimal tel que aj > p , alors par isobaricité on a

certainement que p‘]+1 L n, dtod
a S a a, a.~p a. ,+1 o, a
o n ¢ J=1 J J+1 J+2 n
c =c vosl . . a, . . hees mod -
0 Bo ooy =0 By eeeB iy B0 wa B0 £ 5. med 6ln-1)

avec aj € pZ<p) . BEn itérant cette construction, on voit que 1'on aboutit i

o a B
o} n o n
oo = voa a - u encere :
ca go o gn Ca,B go gn mo G(n 1) avec c%B € pz(p> f ou encoere
Fs By ' ‘
En(go,o;o,gn) = cé go °°°§n nod G(n~1) avec oé inversible dans z(p> . Parce

que {E} est un ensemble fondamental pour FS , on voit que P(n,?) est vraie,

Si n n'est pas une puissance de p , alors P(n,2) est la méme condition que

P(n—=1 92) e
Lag B s n= §r+1 avec T » 0 , Alors puilsque En = §r+1 , on voit tout de suite
que P(n,1)/ est vrai. Il stagit de montrer que gﬁ = argr+1 mod G(nm1) avec
a € pZ N
r © P(p)

R R Lame e
Soit U = Z(p)[Yi]i)o avec B = % En(YO,...,Yn)t la courbe pure, Notons V.

et f 1tendomorphisme dans Abz correspondant avec les courbes VPE et FPE .

(p) | |
Alors, de II,7.3 on voit que vY, = Yi“1(Y;1==O) . De plus on a FéVpE = [p]E , ce

qui montre que

£fY = pY__ + a¥®

. et o+ gr(Y",.”,Yr) (1)

avec gr isobare de poids pr+1 et gr(o’°°"O’Yr> =0 . De plus, en réduisant
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med p , on voit que fo = Yf ce qui veut dire que a =1 mod pzyr> , done a
r \B

est inversible dans Z(p) °

Notons d'autre part que la formule (6) de 3.2 pour a=p s‘éerit
-~
FE=) _o: Vpi olp,» B (2)

" - — \, W
=Y B (FY ,..., 77 )t

P
W
N

ol f?i est 1'image de in dans F§ . On en tire que le coefficient de %
dans (3), qui n'est autre que f?f , appartient & G(pr)<: G(n~1) , comme on le
volt en explicitant le membre droit de (2) comme somme des produilts de

Em(Y1,..,,Ym) , & coefficients dans zﬁgﬂ I1 s'ensuit que (1) se réduit &

. p _ _
PE. .y Tat gr(§1"'°’gr) = 0 mod ¢{n-1) .
o« «,
En écrivant g (Y, ,...,Y. ) =2 c¢c Y ...Y on voit comme dans le cas A, que
r 1 r a O T .

a,
T ot YP
a T

It

o
chaque terme c¢ Y °,,.Y
& O

- mod G(n—1) avec c; € pZ(P) . Il s'ensuis que

el
PE.,, +a't,

= 0 mod G(n—1) avec a' inversible dans Z ce qui dounne
T+ (p) .

P(n,2) , donc ce qui montre le lemme si la dimension de FS est égale a1,

e, 8i la dimension de FS est n , on procdde avec les En n de b de la mEme
b .
lfagon que dans c, avec maintenant g(m,a) au lieu de ga , mais pour w fixé,
1 {mgn ., Il est clair que la propriété d'étre un ensemble fondamental ces cour-

bes permet de réduire les calculations au cas de dimension 1, donc le cas général

s'ensuit directement de ce quton a fait dans ¢, ILa proposition en résuite,

3.4 Soit S # ¢ et soit pour a,d € N(8) , f(a,d) une matrice dont les coeffi-
cients sont des indéterminés, Soif A(s) 1tamneau polynomial engendré sur Z par
tous les éléments de tous les =(a,d) . On fixe p € S de sorte que n £ N(S)
s¥écrit sous une forme unique n = apr avec soit (a,p) =1 soit a=p et on

définit Y(n) & coefficients dans A par récurrence par
~ =, i NG T ()
¥(n) =) . v (a,p) W(p ) (1)
i:O

Soit <ns 1'idéal dans A(S) engendré par tous les éléments de
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Ham) = T axle, ) D(n/a) (2)

, dlm
pour a,m € N(S) . Soit L(S) = A(S)A%s et notons que L(S) ne dépend pas du

nombre premier 7p , choisi dans (1)° les images de g(m) et T(aad) dans L(S)

seront notés par Y(m) et c(a,d) . Alors on a
Proposition FS est défini sur I(s) si s #£¢d. F¢ est défini sur Z .

Démonstration ¢ Solt dfabord 8 =P et choigissons p € P, Alors la proposition

3,2 donne les relations

9p = (a%;: ) ™! G(a,pl)goF (3)

1 iz ap {p}

op = 2,V c(p,pi)ch (4)
{p} iz p {r}

La proposition 3.3 entraine que F{p} est définie sur Z(p)fa(p,pl)] C:L(P)ngkp)°‘

ido

Le cor, { de 1,3 ainsi que (3) donnent que F est strictement isomorphe avec

. ) o Il s'ensuit
130, (a,p)=t  LIB) @ Z(y o I1 slensu

que P est définie sur (BL(P)_@ Z(p) = _L(P) .

E{p} sur l'anneau Z(p)[ﬁ(p,pi),a(a,pi)]

Soit maintenant § < P . Considérons ¢ : A(P) - A(S) , le morphisme d'algé-

S

qu'on obtienne $ : L(P)n» L(s) . Parce que FS = §* Fp , on voit gque la proposi-

bres défini par ¢r(a,d) =0 si ad [ N(S) . Observer que @(mp)<: &. » de sorte

tion en résulte,

3.5 D&finition : Soit k wun anneau. d'intéerité de caractéristique zéro, On dit
qﬁe £ N(S) - M(n;k) avec f(1) =fIﬁ.west S-admissible s'il existe

lop

" s W(s) x w(s) - m(n,k) tel que pour a,m € N(S) on ait

£(am) = 2%: ¢ o,(a,0) ™ e (n/a)
dim

On dira que f est B8S=lexoide, s'il existe )\

o n(s) x m(s) - m(n,k) tel que

pour a,m € N(S) on ait

f(am)

il

% a A (2,d)f(m/2) ,

of(a,1) . L'ensemble des fonctions S~admissibles

il

Noter que f(a) = xf(a,1)

(s~lexoides) & valeurs dans - M(n,k) sera noté Adm(S,k) resp. Lex(s,k) . si Xk
est arbitraire, on dira que le couple (f,c%) (resp. (f,xf)) est S~admissible
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(resp. S-lexcide) si ces conditions sont satisfaites.
Noter qufil existe une bijection évidente Ang(L(S),k) 2 pan(s,k) .

%,6 Soient k un anneau et G € F(n,k) . On associe & (¢ 1la fonction
£(c) : 01(p) » mln,k) en posant £(a)(n) = v (g,) . (cf. 3.1).

Le résulitat principal de ce chapitre est :

Théoreme : £ induit une bijection F(n,k) - Adm(P,k) . Si de plus k = kG pour

tout ¢ € F(n,k) , alors f induit une bijection f : P(n,k) —» Lex(P,k) ,

Démonstration : En appliquant T, aux relations (5) et (6) de 1.4 on voit bien

que f(G) est P-admissible (resp° P~lexoide, le cas échéaﬁt)a Soit de fagon
inverse ¢ wune fonction P-admissible, qui se voit encore comme un morphisme dfal-
gébres ¢ : u(p) » k , alors P, F € P(n,k) comme il résulte de la proposition 3.4,
Ia proposition 2.5 montre que ces deux applications sont l'inverse l'une a lfautre
si k est un anneau d'intégrité de caractéristique zéro, Le cas général s'ensuit

facilement de 13,

3.7 Dlaprés 1.3 cor, 2 1fétude des lois abéliennes se réduits & isomorphie preés a
celle des lois typiques. Soit Ftyp(n’k> 1l'ensemble des lois typiques dans

F(n,k) . Alors le théoreme de décomposition des courbes donne : Soit G € Ftwénﬁaa
On associe & ¢ 1la fonction f(G) : N(S) - M(n,k) , avec 8 = S(k>,9 en posant

£(¢)(n) = Tn(@ ) pour n ¢ w(s) . Alors, comme il est évident :

G
Corollaire : £ dinduit une bijection : Ftyp(n,k)-e Adm(s(k)9k) . 8i de plus

k = kc pour tout G € Ftyp(k) , alors £ 1induit une bijection
£ Ftyp(n’k) - Lex(s(k),k) .

3.8 On a associé & chague @ € F(n,k) 1le couple {C(G),¢G}’ ou ¢(@) estun
Cart(k)—module muni dfune V~base P o Le corollaire 2 de 1,3 montre qu'on ob-
tient ainsi un foncteur covariant : C : {Groupes fbrmels commutatifs de Dieudonné
de dimension finiel} — cart(k)-modules réduits admettant une V-base finie,

En effet
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Théoréme (Cartier) : Le foncteur ¢ est une équivalence des catégories,

Démonstration 3 Dtapres 3,6, C est certainement surjectif sur objets,

. 11l reste donc & montrer qu'il est pleinement fidéle, En prenant V-bases, 11 re-
vient au méme de mentrer : Soient F(n,k) et (¢ € F(myk)_, alors il existe une
bijection ‘
_ - Hom!
Hom (F,0) = ab (F%,0%) > Homg 0y o 4(0(8),0(0))

J0it _f s B* —» g% dans Abk , ce gul donne C(f)v: C(F} - (@) et encore
c(f) C(F)n - C(G)m et ¢(f) est déterminé de fagon unique par
~ t
— t .y !
C(f)¢F = (C(f)¢1F,°no,C(f)¢nF) , et on a dtapres le lemme 1,1a

Hedgy =TV, 2(2)g, avee £(2) ¢ u(nxm,x) (1)
3

Le fait que 1l'opération de Cart(k) sur le module de courbes est @éfinie de fagon

fonctorielle entraine que

i

~ o= 1.4 7 = , e
F o(f)g, = C(f)Fa@F =% o(f) %;; Vjc(a,g)¢F _%;; Vjo(aga)C(f)¢F

ce quil entraine en particulier que

(2)

li
o

o ) ~

(F, -3 vjc(a,a))c(f)ch :
=1 :

Le fait que les relations pour les Fp donnent exactement les relations dans les

algébres F* et a*x cf, (1), (2) et (3) de 3.3, entratne que (2) est la condi-

tion nécessaire et suffisante afin que (1) définisse un morphisme F* — G*lg a

savoir ce qui envoie le coefficient de £ dans Pip sur le coefficient de 1.

de la jrene courbe du membre droit de (1)°

Remargue : Il résulte du théoréme %.6 que P(n,k) & Ang(L(P),k) , en dlautres
termes, L(P) s'identifie 3 1'anneau universel de lLazard [2], th, 2, Dans un
livre & paraftre, lazard démontre le théordme de Cartier sans conditions de

finitude ‘et méme sans hyperalgdbres,.
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3.9 On notera j(F,q) 1tapplication injective

3(®,¢) : Hom (F,c) « c(a)"

k
qui fait correspondre & f : F — ¢ 1l'ensemble des courbes g(f)¢F . Diaprés (2)
de 3,8, j(F,G) est_une bijection de Homk(F,G) sur le sous enéemble

{g € c(a)® | (Fa - Z?? Vjc(a,j)¢ = 0} ., On notera jS(F,G) 1fapplication corres—

pondante dans 'CS(G)n , le cas échéant,
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Chapitre IV : La classification des lois sur certains anneaux de base

§1. Lois de dimension 1 sur un corps séparablement clos de caractéristique p > O

Soit k wun tel corps, fixé dans ce §, et soit T € 7(1,k) . Par définition
méme on a une injection canonigque Endk(F)e» k[[x]] . soit
[p](x) = arxr mod deg r+1 , alors la relation [p](F) = r([p](x),[p](Y)) donne

ar(X+Y)r = arX? + arYr mod deg r+1 ce qui montre que T = ph pour un certain

h €N . Ondit que h = ht(F) est la hauteur de F . Si [p] =0, on dit que F

est de hauteur infinie, Soit § =8(k) = {p} . Il est connu, ce qui se vérifie

dtailleurs sans peine, que Fp et VP commitent si X(k) =p>0.

1.1 Lemme : Les deux assertions'suivantés sont équivalentes pour P € F(‘l,k)a

a, P est isomorphe & @ .,
“a

. [p]=0.

Démongtration : a ==>Db évident, b =3a . On a A[p]gF = FPVP¢F = VPFPmF =0,

dfol FP@F =0 . De plus, on peut supposer F typique., Il suit que

*z : p o ¥ N . . . ! § AN
F Uc(k>/(Yi)i>o ce qui est l'algébre de distributions | Ga , d¥ou a,

1.2 (On considére avec [F] ch, III, §2 les trois théoretmes fondamentaux

h
" Théordme 1 : Soit h € W' , alors il existe F € F(1,k) tg [r] = ¥ .

Théoreme 2 : (Dieudonné—Lazard), si P 5

) .

T’FZ £ F(1,k) alors : E1 7 sur k 8i et

seulement si ht(F1) = ht(F2

Théoreme 3 : (Dieudonné-Iubin), Soit F.€ F(1,k) avec htF < «. Alors

E = Endk(F) est isomorphé a4 1l'ordre maximai du corps gauche D dfinvariant

~1 et de rang h2 sur Qp o

h

Pour la démonstration par aide du lemme fondamental de Iubin-Tate on renvoie

& Frohlich loc, cit, On donne ic les démonstrations du point de vue des courbes,
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1.3 On définit F ¢ P(1,k) , typique, par son type FP@F =V net9p (r est
- b
défini sur Fp , méme : F s'obtient par réduction mod p dtune loi définie sur
Z), On a [p] = V F = | diol si. =% B t* | alors
° CPF CP hch ’ b4 CPF m ?

[p]ch =X E htm . Soit epF) k[[xF]] dtou ch(xF) =t , alors

. h
<E X > =1 si n=p .
n/Vﬁh & {O sinon
h

XP , ce qui démontre le th. 1.

<E, [p](XF)> <[p]E X

I1 en résulte que [p](x)

i

1.4 Démonstration du théortme 2 1 Le cas de hauteur infinie est celui du lemme

1.1, Supposons donc G de hauteur finie, ht(G) =h ., I1 suffit dtétablir un iso-
morphisme sur k avec la loi P de 1.3‘qui est de hauteur h ., D'apres ITI.1.3
cor, 2 il suffit de montrer que CS(G) contient une courbe fondamentale ¢ telle
que Fp¢ = Vph_1¢ 5
Berivons F et V au lieu de FP,Vp o _
Supposons que ¢ € CS(G) soit fondamentale avec F¢’5 Vhf1p¢ mod. Vh et
p € k¥ cf, IIT lemme 1,2 b, On suppose -en ce moment que h soit la hauteur de

¢ .{Cela en effet en résultera), On pose y =Xy avec X € kx 32 déterminer plus

. " p o he . - - - n
loin, Alors Py =FX¢ = XBF¢ = x¥ Vh ! ud = x° v Vh 1 px mod Vo,
: h
k étant séparablement clos, on peut prendre X tg Xp =1 @51 . On peut donc

supposer que ¢ est fondamentale et que lton ait

T

h-
Fo =7V 1¢ + er¢ mod V avec ) € k.

Soit x = ¢ + Vr_h+1X¢ avec X € k , & déterminer plus loin,
Alors By = Py + T2 1xP
= Fo + VR "1 4 v g moa v
r b r+1
=P + 7V x¥ ¢ mod V . (1)
Dtautre part :
VWl e VP VTR = P - VA + VX mod VT (2)
I1 suit de (1) et (2) :
h—1 r p 49 r o R
PV gy = V{22 ¢ - X+ ap} mod V= vT(xP ~x+a)p, moa vV,



69,
h
On prend X € k¥ comme racine du polyndme séparable Xp -X+A . Il stensuit bien

que CS(G) contient une courbe fondamentale ¢ t.q Fy¢ = Vh_1¢ , et d'aprés

1039 h :htG' @

1.5 Démonsgtration du théoreme 3 : D'aprés ce qui précéde, on peut supposer que le
h"" N\
S-type de F se donne par Fg =V 1@ . D'apres III 3.8, (2) on a
(o)
. i ] het . :
End (F) = {o = g_; v, | a €k (Fev T g =0}, done € Endk(F) si

et seulement si

[o] (=] o]
— 1 - h=1 i _ h4di=1 /
Fl oV aoe=V  J oV Ne=Y 7 g, (3)
i1=0 . A= i=0
Dtautre part
= 1D — i . p b — h+i-t P
_ _ oy _ + )
F) = é_é VAl P = 2_: LAR I SR ézg N9 (4)

clest-d~dire (3) et (4) donnent : » ¢ Endk(F)<==§> Ai ER p bour tout i 30,

iy : 3
Considérons 1'application Z(p) = W(Fp) - CS(F) qui envoie T lei]a"'L sur

i3 i _(h=1)i hi ) s et P
v kiF Pp = 2V AV Pp = v xi@F . Il se voit que 1l'image de cette appli-

cation est confenue dans 1'image B de Endk(F)- et en effet est un homomorphisme

injectif dfanneaux, ce qui munit E dJd'une structure de Z(p)—module topolegique

séparé complet, De plus 7B = FV(E).= Vh(E) , dtou : B/pE stidentifie &

h} de dimension h° sur . Soit f €E,
P
fPV mod VE . On renvoie done & Prshlich loe, cit.

. =1
e i
Pb-vectorlel {E:O VoA i A EF

1

alors 11 est clair que Vf

pour les détails de nature algébrique, qui achévent la démonstration du th, 3,

1,6 Soient T,¢ € ¥(1,k) , de hauteur différente, soient n, et h, . Soit de

<o

plus £ ¢: P - (G et posohs j(F,G)f = Z:: Vlf:.L . On prend les types de F et G ,
=0
© h,-1 © ho=1 ’
définis par F@F =v 1 O s FQG =V 2 9 - Alors, il suit facilement de la rela-
tion
. h, -1

. . h =1 ith_ -1 2 h -1 .

1P i.p., 2 ) 2 P 1 i
FIVEg =XVIiFp, =LVEVT g, =27 £ gy =V LV g,

i+h1-1
=V fi'@G

que tous les fi sont nulles, dtol Homk(F,G) = {0} . Le théordme 2 montre qu'en

général Hom (F,G) = {0} si F et G sont de hauteur différente,

k
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1.7 8i A=) leiFl et si ¢ ¢ c{e) pour G ¢ Fln,k) , alors la définition
i=0 v :

S - 3

Ap = z:: leiFl¢ fait de ¢(¢) un w(k)-module & gauche, ou W(k) est 1'anneau
i=0 ' :

de vecteurs de Witt & coefficients dans k . Soit B(k) 1le corps de fractions de

W(k) et posons

F(a) =,.C(G)®W(k>3(k) .

Alors F(G) est un B(k)-vectoriel et parce que FV =VF = p , on peut
oublier l'action de V sur F(G) . Autrement dit, F(G) est un F-espace au sens
de [D], ch. 1Iv.

G,H ¢ F(n,k) seront dits isogenes si F(G) = F(H) en tant que PF-espace, ce

qui donne une relation dféquivalence sur l'ensemble F(n,k) L, et 1ton note le

quotient par Isog(n,k)t(et Isbg(k)si 1'on part de g F(n,k) = F(k)),

Les résultats 1.6 et 1é'th; 2 donnent que Isog(1,k) est classifié par la

h—1

notion "hauteur" ou encore par la relation F =7V pour h €_N+ U{eo} . A partir

du lemme fondamental on déduit le résultat de Manin

Théordme : Si k est algébriquement clos, alors Isog(n,k) est représenté par

des lois Gn g avee (n,m) =1 telles qu'il existe un ensemble fondamental des
¥ .

1

courbes de la forme {@,F@,.QQ,FH_ o} et Fn¢ =v" .

§2e Groupes formelg infinitésimaux sur un corps %k, X(k) =p>0

Le but de ce § est dtindiquer, comment la théorie des courbes (déformées)
s'applique & la théorie des groupes infinitésimaux sur un corps de caractéristique

> 0.

2.1 On appelle algébre tronguée sur k , toute k-algdbre A de la forme
hii ,
P() ] /. .
A = k[X1,.sa,Xn]/(Xi ). avec 0 < h{i) < o , Dans un anneau polynomial
: 1<

in o o
x)=sex ...x"
se0 09 n = o o e o0 n

k[X1,a°,,Xn] on appelle p-polynbme tout élément £(X ,

1

ol °, #0 implique O oy < p pour tout i . on appelle algtbre semi-tronquée

sur k toute kyalgébre de la forme A = k[X1,...,Xn]/bL, ot 1'idéal des rela—

2 2lin)  e(n) ,
- f ¢ ) pour 1 ¢ i¢n avec :

tions & est engendré par X! XS
i 1Y n
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chaque fi est un p-polyndme et g(j) » n(i) »1 pour i+t ¢ j ¢ n , Soit

—00

Y

k = k° , alors il est clair : si A est seni tronquée sur k , alors Aé@kk

est tronquée sur k ,

2,2 8oit maintenant ¢ € grf infinitésimal. On notera A = o(@) et

k
. . 2 o
m=ZKer g : A -k, Soient X1,,°,,xn ¢ m tels que leurs images mod m sont une

base du k-vectoriel m/'m2 . Soient maintenant aussi pour 1 ¢ j(n
2 2
9yt A/m - k[+]/(t%)

les courbes d'ordre 1, définies par ¢j(xj) = 6ijt . Alors la théorie des courbes

pures montre que chaque ¢j stétend & une courbe dtordre p-1 ,; soit

A
R T - B A e 1)
¢J o Os4d « il (P~1)! (
ST |

On pose b(“) = —o2d ?’2 = lo,n pour 0 < a, <P . De la m8me facon soit

"0, cs00 - .

1 n
e o ' N

%= x11,anxnn dans A ., En observant que les o %/ sont produits des dériva-

tions invariants & gauche de A (ef, IT §1), on déduit sans peine 3

b(a)(xﬁ)_z 0 si I B; > I ay (2)

6&,6 si X Bi = 2 (Xi

ce qui nous dit que les X1,.°.,Xn sont une p-base pour un sous vectoriel L1
?)

de A . Scit m{p} 1'idéal de A , engendré par (xf,qo,,xn , alors on a une

décomposition

AL @m{p}/m{p}m @m{p}m . {3)

2.3 8oit dfabord m{p}/m{p}m =0 , ce guli veut dire que

n
P _ < b
x5 _.z:: xinj avec Aij € m
J=1
pour § i n,
n
Y ,

ou encore 0= Ao = 0. L)X 5, . de Kronecker),

- g(lzl 1,3)3 _ v(lsa )
G étant infinitésimal, il s'ensuit que la matrice & coefficients xijanéi 3 est

) it

{r}

inversible ce qui entraine que m =0 , ou encore que A est de hauteur ¢ 1 .
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Dans ce cas~cl, l'ensemble des courbes ¢1’°'°¢n est fondamental et on retrouve
de la méme facon éue dans le théoréme»de Cértier I.4.3 que ltapplication naturelle
Lie G<eAG* se prolonée en un isomorphisme» Up(Lie G)Aﬁ G% et que tels groupes
infinitésimaux se classifient par aide de leurs p-Lie alg&bres, (Up signifie
le foncteur : algébre enveloppante restreinte, cf, SGAD VII A).

BEn excluant ce cas, soient, aprés renumérotation éventuelle Xf,,a,,xﬁ1 tels

que leurs images dans m{p}/m{p}m sont une base,

n
Temme ¢ Soit Z:: x,x? + £ =0 mod m{P}m une relation dans A avec £ €1 ,
— g id 1 : 1 1
alors £1 =0,

(@)

Démonstration : Ies , qui forment une partie lindairement indépendante dans

. )]
¢* , stannulent sur m{psm , et stannulent également sur m{p} . Bn appliquant une

(@)

convenable, on voit que z1 =0 .

11 en résulte, que les relations dans l'algeébre A sont de la forme

k
1
P _ P {p} . o
Xr = Z “r,i Xi mod m*~’'m ; k1 <rgn \3)
1=1
(k =n signifie 1'absence de telles relations),

1
2.4 Scit T1 1talgebre quotient de k[t1,¢,.,tn] modulo 1'idéal @b engendré
par 1%§ é1léments suivants : 8i I = (t1,,.,,tn) , alors I{p}l C g . De plus

1
£ - Z:: a, 4 £ € & avec les ¢ ; comme dans (3). Il est bien évident que les
i=1 ’

T i r,
mondmes
B B1 n .
t7 = t1 o,,.tn avec 0By <p pour 11 < k1

0« Bi < p pour k1< ig¢n

constituent‘une base B1 = {tp lB € 31} de T1 . De plus, il est clair qu'il

existe un homomorphisme évident de k—-algébres
via-n, olx) =t

Posons pour a € A, ¢(a) = X:: ¢ (a)ta , alors les ¢a appartiennent & % ,
oS, * ‘
Soient ey = (0y0049051,0,..0) € 5, et e .= (0y00050,9,0...0) , alors de la

[ PJ [V———
J=1 J=1



relation

o(af) = Y ¢ (aM)t% = =7 (a)P P

ocES1 oc€S1
on déduit s
b = 1Y
v, (&) = o, P+ T o slo, W] (4)
PJ J r=k1+1 ’ T
pour 1 € J £ k . Posons . . =4 pour 1 ¢ J <Kk
1 1,3 £_. 1
PJ
éo,j = ¢€u pour {1 Jgn .
J
I1 est clair que les 0 3 sont ceux de (1),
’ v
o, ok, By B,
(a,b) 61 1“"61 ky ao 1°°°©o n ) :
On posera o'’ = -t -2 - L si 0 ( o ’Bj < p Dpour (5)

! ! i 1
a‘@ﬂ.a o ° L N o
1 k1_ Byt Bn,
toutes les valeurs 1,j considérées,

a Q

2.5 Lemme : Les mon8mes X11...Xnn = x* , avec 0 ( oy < p2 pour 1 € i( k1

et 0K oy < p pour k1 < ig¢n sont lindairement indépendants dans A et sont

donc une base pour un sous vectoriel L2 de 4,

Démonstration : Soit oy =0, -+pY le développement p-adique de a, pour
i
11k .
1
On applique S(a’b> sur x° s Le fait que les 50 5 stannulent sur m{p}
. , i
entraine que 1'on a :
_« Oy _B By
(a.5), o 5111.\”@”’{ Y, e Oy eaon .8,
=0 (%) = =2 2 (x x_ 1)} ——inm—u————(x veoX )
leeotr, ! R - T Bilees n
% "k, ! 1 ByteesBy!
= BT(XYP) Sg(xé) (de fagon abrégée) (6)

(2) domne les valeurs GE(Xé) , i1 reste & calculer 5?(X¥p) .

(4) donne 3

61,j(ap) = {o_ (a) + E o ; ’i(a)}p

ce qul encore entraine d'aprés le lemme II.3,1 b

5, (D) = 5, (e e, B, (@) . (7)
1,d Qsd K +1 r,1 0,
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Bn prenant g = X avec 1 < m< k1 dans (7), on voit par (2), en utilisant

que les indices, intervenant dans la somme de (7), sont k1+1 , que ¢

P . 1Y
o, . = {0 .\X = 8.
1’J<Xm> { O,J( m)} Jym
ctest-a~dire (6) se réduit &

S = Sg(xy) 5§<X6) mod Ker g

ce qui entrafne le lemme en raisonnant de la méme fagon afin de déduire les

relations (2).

2,6 On décompose A en somme directhe

ERPRES NP
A=1L, On /Y n @'t Ym o, (8)
Les relations (3) se prolongent en relations
P i P {x°)
X - E @, j%; * 4y = 0modm” m (9)

avec ZZ € L2 . Bn supposant qutil y a un terme =% dans z2 a coefficient non

nul et dont les puissances o qui interviennent ne sont pas toutes des puis-

(a,b)

" sances de p , alors par choix d'un O avec b convenable, non nul, on
arriverait & la contradiction 0 # ¢ =0 , ce qui dit que les relations (9) en

effet sont relations dans laquelle interviennent p-polynfmes. Le raisonnement

fait & partir de (%) pour arriver & (8) se généralise, On en déduit :

2.7 Propesition : Si k est un corps, X(k) =p>0 etsli G € Grfk est infini-
tésimal, alors e(G) est semi tronquée. 3i de plus k est parfait, alors G(G)

est tronquée,

Corollaire s Si G € Grfk est infinitésimal et si k est parfait, alors G est

engendré par un ensemble fini des courbes finies,

2.8 Soit E 1la courbe pure, alors le théoreme de décomposition entraine que

B = 1 v BP) et H1(Ep) est défini par un ensemble pur pour B de la
(ayp>=1 D p
forme (0,£Y ,fY,,...) = (0,7 ,...) ob £Y, =¥, mod Y =...= ¥, , =0.De

méme, si F est une autre courbe pure générique, on a
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BFE F ' = T VEH .
(a,p)=1

SH p;éz , on voit que H2 est définie par un ensemble pur pour E de la forme.
(0¥ X Jooees (Y58 )500e) o (Y,%) = T.X =X Y, +8(X ss00,X,5Y 5000,7,) avec
g(o,m,o,xi,o,.,o,o,Yi) =0 . A partir de 13 il est possible, en principe de

(p)

généraliser 1'spplication =x w x et le crochet dans une p-algebre de Lie &
ensembles purs, ou encore aux semi dérivations dans une coalgebre en groupes,Cela
devrait dommner une théorie par exemple pour les groupes de hauteur 2 sur un

corps parfait de caractéristique positive, une théorie qui toutefois est encore

loin dt8tre établie,

2,9 Soit encore G € Grfk infinitésimal et commutatif, Soit
m

= j it
Uc(n,k) k[Yo,eo.,Yn] le sous objet dans Abk tel que T Em(YO,faO,Ym)t soi
une -courbe pure d'ordre pn dans UC(n,k) . Alors, l'ensemble des courbes pures
d'ordre pn dans ¢ , ctest-a-dire Abk(Uc(n’k>’G*> est de fagon naturelle un
module sur l'anneau En@Ab (Uc(n,k)) . Le morphisme Uc(n+1,k)~e Uc(ngk) ,

. ‘ ‘

(A dans Ab, induit un systdme inductif {Abk(Uc(n,k),G*} et on se

retrouve dans la situation connue de [D] Ch. I, §5. De cette fagon, la théorie de

modules de Dieudonné s'interpréte comme une théorie de courbes, ou plutdi, le
converse,

§3, Une digression

3,4 Soit (¢! 1tanneau polyromial commutatif, engendré sur 7Z par des in-
déterminés A(n,1) , B(m,1) pour ny2 et m>1 3 n,m€ N+ ., Soient P 1l1l'en-
semble des nombres premiers ef ¢ 1ltanneau quotient de (!, obtenu en faisant
commuter A(pi,1) et A(qj,1) pour p#q ; P,q € P et 1,j 50 et en posant

ACr,1) =1,

‘Lemme : Soit m,b € 't , alors il existe un unique A(b,m) et B(b,m) dans C
Lemme : ¢ > y al

tels que si m = a§r+1 avec (a,p) =1, p€E€P, on ait
T
A(p,ap ) = a(bp,ap’) - A(b,a)alp, v ) (1)
B(b,ap’ ") = B(bp,ap’) - B(b,a)A(p,0") . (2)
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Démonstration : Il suffit de montrer (2) et on procdde par récurrence sur le nowm-
bre o(m) des p € P avec plm , v comptant multiplicités, Parce que

41 T T . . ' [ .
G(ap ) > max {c(ap ),G(a),c(p )} ) (2) affirme 1ltexistence d'un B\b,m) , mais
celui-1a peut dépendre du p choisi, Donc soit (2) vrai pour tout b et pour

toutes les décompositions m = apr+1 si olm) < k . soient o{m) =k et

t ' .
m = apr+1 q + avec p;éq dans P , (a,p) = (a,q) =1 , Si1 on suppose B(b,m)

construit & partir de (2) avec p , alors

% % b
B(b,m) = B(b,ap" 'q" ") = B(bp,ap'q 1) - B(b,aq  )a(p,p")

£ % t - % r
= B(bpg,ap q ) - B(bp,ap Jalg,a ) - B(ba,aq JA(p,v ) + B(b,2)a(q,q )alp,p ) .

De plus A(p,pr) étant un polyndme dans les A(pl,f) aveec 0 1 rset , com
mute avec A(q,qt) , donc en combinaisant les 1er et 3¢ termes ainsi que les 2@
et 4% termes on trouve : B(b,m) = B(bq,apr+1qt) - B(b,apr+1)A(q,qt) , ce qui dit

que (2) est vrai pour q .

3,2 On définit pour a € N 1'endomorphisme d'algébre Fa de ¢ par

FaA(n,1) = A(n,1) et FaB(n,1) = B(an,1) . Alors il suit de (1) et (2) que 1'on

a s
FaA(b,m) = A(bym) et FaB(b,m) = B(ab,m) o
o, o
8i m=1 p,” , on pose c(m) =1 A(pi ,1) dans ¢ (produit ordonné ), Alors
' i
on a 3

Temme: 3 B(rm,1) = z:: B(r,d)C(m/d) dans C pour =r £ N+ -
d!m

Démonstration : Quitte & appliquer Fr , on peubt supposer gue r =1 , de plus il
suffit évidemment de démontrer : 8i (a,p) =1, pE€P etsi beEN, ky 0,

alors

k . : .
B(op,a) = ¥ B(b,ap A(p<T,1) . (3)

i=0

(3) est vrai si k=0, donc soit (3) vrai pour k , En appliguant va 3 (3) on

a
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k1 k- i k=i
B(a,bp ') =) . B(bp,ap JA(p ,1)

1=0

< 141y, o k-i . X iy, k-i
=) B(b,ap ™ )A(p ,1) + B(b,a) ) . Alp,p )A(p 1)

i=0 - i=0

k41 i kyi-1 =
= Z: B(b,ap )A(P 71) + B(b,a> Z: (Ci—ci+‘]) (4—)
1=1 - =0

k
N keq-i 1 . k+1 k+1
o e, =A(p ,p) . T1 suit que g (e;-0e;.,) =A(p " ,1) = al,p ) =
=A(&}u1),pm@e@w a=b=1 dmm(b)mmmmamw Aﬁ,ﬁ}w =0, ctegted~

dire (4) réduit & (3) avec k}1 au lieu de k ,

3,3 Soit maintenant D 1'algébre polynomiale non commutative engendrée sur 2
par des indéterminés A(n,0) pour n € wt , B(n,0) et c¢(n,0) avec n €W .
on pose A{0,0) =1 . Soit X wun anneau muni d?ﬁn endomorphisme c . Alors, en
considérant f € D comme une fonction définie sur un produit convenable de X
a4 valeurs dans K , on noters £® 1a fonction obtemue f oo . On définit par

récurrence pour f,n € [N

£+ :
Aln, £+1) = A(n+1,2) - a(n,0)°  a(1,4) (52)
A+1
B(n, 2+1) = B(n+1,4) = B(n,0)°  a(1,2) (50)
S, 21) = olaet, 2) = 0(1,2)° An,0) (50)
D(n, 4+1) = d(ne1,2) *’A(‘I,,E)GnA(n,O‘) (5d)

D(H,O) = A(l’l,O) -

On définit les endomorphismes A et V dfalgdbre D par AB(n,0) =
B(n+1,0) et V¢ (n,0) = c(n,1) , en convenant que A et ¥ sont les applica-

tions identiques sur les autres générateurs,
3.4 Les propriétés de D qui serviront apres, se résument dans

Proposition : a. A(0,£+1) = c(0,2+1) = (0, 4+1) = 0 ; A(1,2) = 0(1,£) pour
L e

b. aB(n,2) = B(n+1,2) ; voln,£) = c(n+,4)

i

n n—7j

oo B(n,0) =3 5(0,3)°  (a-3,0)

j=o
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n Gn—j

d. clns1,0) =3 > ¢(1,3)° alo-j3,0)
=0 -

n n-j
e, A(n#1,0) =5 7 a(1,3)°  aln-3,0) .
3=o0

Démonstration : b se vérifie sans difficultés, d est vrai si n=0, soit donc d

vral pour 0 £ n , alors :

c(01,0) = c(m,1) + 0(1,0)° A(n,0) (5e).

Yo(a,0) + ¢(1,0)° A(n,0)

n—1 5&—3—1 6n
=3 o c(1,3+1) Aln=3=-1,0) + ¢(1,0)° a(n,0)
3=0

n Gn-j Gn
=) ,¢(1,3)° a(n-j,0) + ¢(1,0)° aln,0)
j=1 . .
Les autres assertions se montrent en méme temps, ¢ est vrai si n=0, On sup-

pose donc ¢ vral si 0 ¢ £ n ., Alors

n =7
B(n+1,0) = aB(n,0) =Y B(1,3)° a(n=3,0)
5=
n oot Sd
=) . {B(0,3+1) + B(0,00° a(1,3)1° aln-j,0)
J=0
n+1 6n+1-i On+1 n Oﬁ“j
=3 B(0,i) A(n41-1,0) + 3(0,0) Y oal1,3)°  ale-3,0) .
i=19 : J=0

En appliquant (5d4) on voit gue la deuxitme somme est égale &

Zf: {p(n41-3,3) = D(n-3,3+1)} = p(n+1,0) = p(0,041) = A(n+1,0) - D(0,n41) ,

j=0

ce qui démontrerait c si
p(0,n41) = 0 . (6)

So0it h1 1'endomorphisme dtalgébre D , défini par h1c(n,o) = A(n,o) ,
h1 étant 1’app1ication identique sur les autres générateurs, Il suit que

h1c(n,z) = D(n,£) pour tout n,£ , donc en appliquant h1 a d , déja montré,

on voit

A(n+1,0) = Z%: D(1;j)0n-JA(n—j,O) . (7)
j=o0
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soit dtautre part h2 1l*endomorphisme d'algébre D , défini par
th(n,o) = A(n+1,o) , h2 étaﬁt l”application‘identique sur les autres généra=-
teurs, Parce que c est supposé vrai pour 0 ¢ £  n , et parce qu'on a généra-

lement : hZB(n,z) = A(n+1,4) , on déduit, en appliquant h2 ac :

| ‘ 3
a(er1,0) =¥ 2 a(1,3)° A(#3,0) si 0g 2¢m (8)
J=0

(7) et (8) donnent : A(1,3) = D(1,3) pour 0 j < n . Mais (5d), en prenant

n=0 donne :
GO
p(0,£+1) = 0(1,2) - A(1,2)° A(0,0) =D(1,£) - a(1,2) =0

si 0 2 ¢n . Il suit que (6) est vrai, d*olu encore ¢ pour £ = n+l ce qui

prouve la proposition,

§4, Classification des lois abéliennes sur 2

4.1 Scit @ #sSc P . Parce que pour zé =k ona: k= kG pour tout
G € F(n,k) et parce que zé est un anneau d'intégrité, on sait que G €P (n,Xk)

typ
est déterminée par son logarithme

) - R YC) (1)
G ﬁ%%%s) . ¢

avee T : N(S)-» M(n,k) S=lexoide, De plus

g = XD mé%s) n ! 2(m)o " . (en, 111, §2) (2)

Soit ¢ € G(G)n un autre ensemble .des courbes, alors on'a

_ () | (3)
& m%%s) v, wnlg, |

avec p(m) € M(n,k) , ou encore, en posant Tﬁ(¢> = g(n) , on trouve
g(m) =) ap(a)f(m/a) . (4)

dlm :

Supposons que 1'on ait p(1) = 1, et g(s) € m(n,2) si s < m, de plus,

supposons que O ¢ n(i,j)g(s) <s 8i 1 <s<m et 1gi,j { n . BEcrivons

(4) sous la forme g(m) = Z:: + mp(m) = x 4+ mp(m) . Parce que pour ¥ € Zé il
d<m -
existe un unique y € Z tel que O ( § <m et y=ymdm, soit y =y+ny,
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on peut ¢hoisir u(m) de fagon unique tel que ali,3)x + mn(i,j)p(m) €7, a
savoir on pose m(i,3)ulm) =‘nleJjX . Soit done d(n,s) = {f ¢ Lexn(s,z) |

0 n{i,jflm) <m si my» 1 et 1 ¢i,j( n}., alors le raisonnement ci-

dessus montre

Lemme 1 : Chaque loi G P (n,k) est strictement isomorphe & une loi, détermi-
typ.
née par un élément de -¢(n,s)f¢

4,2 BPEn restreignant les‘dqmaines-de définition, on obtient une application

naturelle

@.(nzs)‘"" 1 @(HJ{P}) (5)
. PGS N N
qui envoie f € &n,s) sup Gfﬁ l,P ¢ s) 2 fp(Pl) = f(Pl) .

Théoxdme ; L'application (5) est une bijection,

Démonstration : T1 est elair gue (5) est injective, Soit donc

(ﬁy | pes) ¢ 1 on.p}) et supposons qu'il existe des relations
pEs

glav) = I7

" daphe, 1) &(n/a) (6)

pour a,b € N(s) , a,b < m avec qf(a,pl) € M(h,z) chaque fois que apl <m

J < m, et ol encore

et (a,p) =1 et on g(p’) =.gp(j) si pes et p
g(s) €Mn,2) si s<m avec 0 n(i,i)els) < s et 1< i,5<s.si

m ¢ N(s) , il n'y a rien & faire,
0. -0,

Soit done m =11 pil avec Pi € S . Notons m, = mp, T ot considérons le
i 0
systeme d'équations
g(n) = glm,p, ™) *'§;§ 9 oplm,p;) gl ) (7)
o ' a.
reer L M L
I S

Ie théoréme de reste chinols appliq@é‘é (8) montre qu'il existe un unique
o, .
cf(mi,pil)'€ M(n,2) et up wnique glm) ¢ M(n,2) t.q 0 < n(i,i)s(m) < m pour
chague 0% i,j < o , Il s'ensuit qufon a une fonction g : N(S) — M(n,Z) . Soit

G € E(n,Q) définie par son logarithme



-1t (m)
L, = m (m) .
. m%T:ES) g(m)x

8cit de plus ¢ € FPin,7 ) la loi définie r ., On pose = R
P D (n, (p)? par &y P ¢ T %

P
Alors en prenant T = {p} et T* =g~ {p} dans la prop. III 3.2 a, on voit

sans peine que 1l'on

w

oo

9, = %: v e Gf(awi)@p
ael(5-{p}) i=0 ap

ce qui montre que ¢G est isomorphe sur Z(p) avec Gp , parce que a est
inversible dans Z(p) o (III 1.3 cor, 1), en particulier, G est définie sur
z donc sur 0 = clest=bidir t s-lexoide et mé

(p) ? el Z(p) ZS . est=a e g est S-lexoide e me

dtaprés la construction, g € @(n,S) o

4,3 Dfaprés le théoréme 3,2, la structure de &(n,S) est essentiellement dé-

terminée par les &(n,{p}) avec p £ S . Pour celle-1i on a

Proposition : Soit S = {p} et soit #p : N(s) - M(n,Z<P)) , arbitraire,

alors £ : n(s) - M(n,z(p)) définie par

I ) = (1= 1 Puld) 5 0e) (9)
1=0 j=0

est S-=lexoide, et on a

£(s™1) = T ohuGh e () = T st G e’ (10)
=0 1=0

De plus, chaque fonction S-lexoide s'obtient de cette fagon,
. o~

. i , k
gi £ d4éfinit ¢ € F(n,z ) , alors ona F o, =1LV .p(p )¢ o
G G
(p) D .

Démonstration : En multipliant les deux membres de (9) avec ltinverse du membre

droit on voit que

Z?: £(p)p ™ s T p(\i)j)f(pi)pa(i+j+1)s

i,j=0
ce qui donne tout de suite (10). et le fait que f soit S-lexoide,
4,4 Dtapres 4.3 et 4.2, chaque G € aﬁn,Zé) est strictement isomorphe & une
: yp ¢ :
loi définie par une fonction S-lexoide, qui admet pour chaque p € S un fac-
teur local de séries de Dirichlet (9). I1 y a une situation, dans laquelle ces

lois admettent des séries de Dirichlet globales :
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Théoreme
= i iy ~(i41)s\=1 Py =i
. - Sy= 2y =18
soit pour p € P, L (s) = (1 -] 7 olp,p)p T Y T ATy
i=0 ' i=0 (11)

avec c(p,pl) € M(n,z) . On suppose que c(p,pl) et o(q,qa) commutent pour

p#£q dans P et pour chaque 1i,j > 0 ., Soit

11 (e) = I Al (12)
=1 ~

P
et

IR (m)
£x) =3 m " oa(m)xt
m=1 _
Alors : A : N+ - M(n,z) est P=lexoide, donc 3-1(Z(X)-+£(Y)) € F(n,z),.ce gui

redonne le théortme 8 de Honda [2].

Démonstration : I1 faut établir les relations

Alam) = ; an(a,d)a(n/d) ; a,m €W (13)
dim

avec x(a,d) € M(n,z) . Définissons l'homomorphisme d'algebres ¢ : C — M(n,Q) ,

o (¢ est l'anneau du paragraphe précédent par
R -1
(!)(A(m91)) = ¢(B(m91)) =m A(m) °

Alors en appliquant ¢ au lemme 3.2 on voit avec r=a

(ma) 'a(am) = T 48(a,a). (w/a) 'a(m/a) .

dlm
(Noter que ¢C(m) = m 'a(m)) , ou encore s

A(am) = %_j d,a¢B(a,d).a(n/d) (14)
dim

ce qui entralne par (13)

8(2,d): = ¢B(a,d) = a 'A(a,d) . (15)

Notons encore a(a,d) = ¢A(a,d) . Supposons que si (a,p) = (b,p) =1 , alors
B(bps,apr) = B(b,a)B(pS,pr) si le nombre de facteurs premiers dans apr est
moins qu'un entier m fixé, 8i m=1 , alors (12) montre cette hypothése vraie.
T1 sfensult par récurrence :

8(op°,ap 1) = (bp®*!,ap") - B(bps,a)oc(p,pr_) - g(v,a) {(x"*,17) - (9,1 )alp, v )}

+1)

_ 8(b,a)8(s°, 1" drapres (2) du §3. (16)
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Bn multipliant avec bps , on voit donc avec (15)
x<bpsyapr) = K(bra)K<pSypr> si (a,P) = (b,P) =1, (17)

T1 reste donc & démontrer que x(ps,pr) € M(n,z) pour s,r » O .
Mais en multipliant avec ps+1 , on voit de (16) et (15)

S+1

AT, = (0%, 00 4 A%, 1A, T) (18)

le cas s=0 é&tant trivial, (18) montre que 1'on a gagné si x(p,pl) ¢ 1(n,2)

pour tout i P 0 ., Mais (9) et (10), appliquées & (11) montrent que lfon a

A = 77 07 ol ptale™ ™)

ou avec (13) : x(p,pl) = c(p,pl) , ce qui appartient & M(n,z) , donc ce qui mon-

tre le théoréme,

Remarque s Le fait que &(n,Z) =1 @(n,{p}) ainsi gque la prop. 4.3 montrent, que

; Y
le théortme n'épuise pas les lois abéliennes de dimension n sur Z .

4,5 Corollaire : Soit F € F(1,Z) , alors P est strictement isomorphe & un
¢ € ?(1,Z) provenant d*une fonction lexoide faiblement multiplicative, clest-&~-

dire encore qui sfobtient de la maniére du théoréeme 4.4,

Démonstration : On a vu, (4) de 4.1, que si g et f sont deux fonctions

lexoides, définissant des lois qui sont isomorphes, alors

glm) =) au(a)r(m/a) . (19)

d‘m
Supposons que g(ab) = g(a)g(b) si ab < m , La relation

g(ab) = Z:: dc(a,d)g(b/d) montre que c(a,?) = g(a) et c(a,d) =0 s&i Aad < m

dtb oy -y
et d>1 , 801t m=1I p. et m, = mp. o
;01 i i
a. . .
- = *md, BT
On considere g(m) = %;; P c(mi,pi )g(pi )

Il

ai ai ai
g(m )elp ™) + p; d(mi?pi )

I

ai ai ai
Ij--[g(pl ) + pi G(ml’pi ) @
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oy a :
T1 s'ensuit : x = g(n) - O g(pi ) = 0 mod 1 pour tout 1, done x = 0 mod m ,
. ' 1 7
goit x =mn ., 8i (19) correspondvavec la relation @G = Z%: Vdp(d>¢F avec ?G
flfondamental, alors on pose Py = QG-—me¢G , ce qui donne par induction le résul-

tat voulu,

4.6 Homomorphismes de lois sur zé : Solent @ € F(n,zs) et H € F(m’zé> dé=-
terminées par les fonctions gs-lexoides g et h ,:S0it de plus f : G—-H un
morphisme dans F(Zé) , alors apres tensorisation avec @§ , on voit que

£¥ : ¥ - H* est déterminé par

m
t /. .
f*(ajG) = E oli,ro,  wour 1<Jigm (20)

d'ou par une matrice ¢ = (o(p,j)) € M(m><n,Zé) . Ceci est clair, parce que les
éjG et arH engendrent les algébres G* et H¥* , la conditioh que les
C(f)¢iG appartiennent & c(H) s'éerit

n t =7
“tday = T2 v Wley

avec u ¢ n(g) - M(n,zs) , ce qul s'éecrit encore
4 3 ' o ;
g(n) ¢ = Z:: a p(d)h(n/d) pour n € N(S) . (21)
din ,
. t —s~1l t, ~S=-1 . <
soient D(@) = & “gln)n et p(H) =2 hin)n , alors on voit aisé-
ment que (21) équivaut i

op(e) = p(H). p(lfl)nmS .
" néN(s)

On laisse & titre d'exercice que les ¢ ainsi définies, sont en effet des homo-

morphismes, on trouve donc

Hom,_ (G,H) = {p € M(nxn,Z ) |3 p(n)n™® =, & coefficients dans
Z ST na(s

M(n,Z’s) s t.q. ¢d(G) = D(E)p} . (22)
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§5. Sur les groupes formels de Honda

Dans Honda [2], §2, 1'auteur développe une théorie générale des lois abé-
liennes ainsi que leurs homomorphismes, de dimension arbitraire sur un anneau

d*intégrité p-adique., Rappelons ici les théoremes fondamentaux 3

5.1 Soit p wun nombre premier et g = ph . Soient X wun corps muni d*un auto-

moryhisme o et v wun sous anneau de X , stable sous o . On note Ko[[T]]

a

(resp. VG[[T]]) 1%anneau de Hilbert par rapport & o , c'est-3~dire 1l'anneau
non commutatif des séries formelles & coefficients dans X (resp, v) soumis &
une seule condition de commutation Tx = x°T .

Soit encore Bm n (resp. Am n) le module de mxn-matrices a coefficients
s » .

dans Kc[[T]] (resp. vG[[T]]) . On notera B = Bn,n et' A = An,n . K[[x]]?

sera la somme directe de m copies de 1'idéal maximal de

k[[x]] = K[[x‘l,...fxn]] et on définit une opération de oc,13 so S K[[X]]I;l a
£ . ’ Y
valeurs dans K[[x]]] de la fagon suivente, Pour u = g;g o’ €B, et

f € K[[x]]? on pose

uxf (x) = i cvfdv(xqv)

V=0

v
(xq = (x? ,.;,,xi )) . On suppose désormais que K soit muni d'une valuation
discrdte, d'anneau des entiers v , d'idéal maximal m = (m) et de‘cdrps rési~

duel k de caractéristique p .

Définition ¢ u € An sera dit spécial si u = nIn mod deg 1 . Si u est spécial

et si P € @l(n,v) alors on dit que f ¢ K[[x]]ﬁ' est de type (P,u) si
%
f(x) = Px mod deg 2 X = (x1,...xn)
et si uxf(x) = 0 mod m ,

On en déduit que si wu - est gpécial et si i est la fonction identique, alors
u-1ﬁ % i(x) est de type ‘(In’u) .bref, de type u . les deux propositions sui-

vantes donnent des caractérisations :
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Propesition 1 (1oc. cit, Prop, 2.5) ¢ £ est de type (P,u)¢==?f est de la

forme (u_1n*i)f)@ avec ¢ €AV[[X]]2 t.q. @

i

Px_mod deg 2 .

’

Propogition 2 (loc. cit, prop. 206) : Soient £ de tyype (P,u) et v ¢ Am n
. ’ ?

alors : vsf = O modm <= Jt € A, tea. v=tu.
b4

On dirs encore que X satisfait a la condition (F) si pour tcut « € v on

c
o socqmodm, o

Alors les groupes formels de Honda ainsi que le module de leurs homomorphismes se

décrivent comme suit

Téoreme 1 (loc., cit, th, 2) : Supposons que K satisfait a (). Soient f
resp, g dans K[[x]]g de type (P,u) resp, (Q,u) . Alors :
P = p(x,y) = £ (£(x) + £(y)) , donc aussi ¢ = a(x,y) = & (g{x) + &(y)) sont

dans F(n,v) et F~@¢ sur v, Si P=Q, alors F=2¢.

Méoreme 2 (loc, cit. th. 3) : Supposons que K satisfait & (F). Scient

f ¢ K[[x]]n de type u et g € K[[x]]i de type w , définissant F € F(n,v)
resp., G € F(m;v) . Soit C ¢ M(m><n,v) , alors gf1 ocf € Homv(FgG) si et seu-
lement s'il existe + € Am 0 tel que wC = tu , d'ol un isom@rphisme canonique

2

~ -1
Homv(F,G> S p(nxn,v)Nw Am .

]

5.2 Ces deux théoremes sont & la base d'une théorie qui épuise dans beaucoup
de cas les lois abéliennes qui existent, de plus l'auteur ne croit pas qu'on
trouver

pourraifvagg_aémonstrations plus directes et élégantes que celles données par
Honda dans loc, cit, D'autre part, on considere les trois faifs sulvants
?t, Le cor, 3,7 du ch., III donne une bijection entre Ftyp(n’v) et les fonc-
tions {p}madmissibleg/ a4 valeurs dans M(n,v} . Les lois de Honda sént typiques,
Alors il se poée ia gquestion : laquelle est le liemn ?
P2, Afin de démontrer qué dans certains cas on obtient toutes les lois, Honda

utilise des arguments cohomologiques, Pourrait—on trouver des arguments qui

établissent qu'on obtient toutes les fonctions {p}—admisSibles, ce qui revient
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au méme,
F3, Prenons n=1 et ¢ : N - v arbitraire, On définit f : N({p}) -V par

récurrence en posant f£(1) =1 et

£(p™) = ) Pt c(i)pn— £(p") si nyo (1)

o . . i
alors f est {p}—admissible, donc z(x) = Z:: p—lf(pl)xp est le logarithme

. 1=0
d*une loi sur v .

Soit maintenant (p) = (ne) , et avec les notations de 4.1, soit

W=+, T mod T° , alors wln=1 4 (—ﬂ71c1)T mod T° , dfoll encore

(u_1n)*i(x) =X = ﬂ71C1XP mod Xp+1 , Ou 1'on a posé q=p ., Berivant
=) . . i _

(u‘1n)*i(X) = Z:: P_ f(pL)Xp s, on trouve donc f(p) = pu 101 , Cclest-&~dire
i=o0

f(p) € (ne_1) . D'autre part, (1) donne : £(p) = o(0) peut étfe prise arbi-
traire dans v ., anc, si e > 1, les groupes formels de Honda ne donnent cer—
tainement pas toutes les lois qui existento

Tenant compte notamment de F3, il semble que F{ pose une question bien mo-
tivée, Il se révélera toutefois, que la réponse est de caractére assez fhcheux,
Parce . que les groupes formels de Honda serviront plus loin, on donnera dans le

reste de ce § le point de vue p-admissible des groupes formels de Honda,

5.3 Soit u = %;g CVTV.€ AIl , clest-a~dire Cv ¢ m(n,v) pour tout v . On
supposera C_ € ¢1(n,v) et on pose u_1CO =5 B ™ dans KG[[T]] . la rela-
"
tion ueu_1n = ¢ entraine
n n—i

c. 8°. =0 sin>0 B =1I. (1)
1 QN=1 [e] n

i=0
Soit D 1'anneau introduit dens le §3 et définissons le morphisme ¢ sur

la sous algébre de D , engendrée par les A(n,0) , & valeurs dans W(n,K) par

%
¢A(n,0) = B .

on écrira gA(n,f) = a(n,ﬁ) et ¢d(n,2) = 6(n,4) .

On pose pour (f €N , gz = 1 81 2 % 0]
0 si £=0.
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Lemme :
al A 1
a. 8. n>1 etsi 0g¢ £<n, alors g;% _Ci &(gyn~p-1) + e, =0, (2)

—‘l .
b, alt,n=1) =~C_"c 81 n 1.

5 1 1 R
c. Bn+1 - %;; * (_Co Cj+1) Bnﬁj ’
d, 81 ¢ 021 € M(n,v) , alors nmé(m,r) € M(n,v) pour tout r,m , Bn particu-

lier na(1,m) € M(n,v) pour tdut m o,

1

Démonstration : Solent n=1 et £=0, alors

t ot t % t t .
Co 8(1,0) + Cf 8(0,0) + 0 = COB1 + C1 =0 en vue de (1), Soient donc n

arbitraire et £=0 , alors t6(n—i,o) = Bn 5 et €, = 0 , donc dans ce cas a

est vrai, Scit encore a vrai pour £ et supposons que Jf+1 < n , On consi-—

N fo=1

dere (1) avec n > n-fg-1 , multiplié & droite avec ta(1,£)0 , ce qui
donne

n-g-1 , i N~ f=1

t t . t
T oe, a(eg1-1,00° Ya(1,2)° =0 (3)
i=0
(2) et (3) donnent
n—= f=1 i i n— f~1 n-4
t t . t . t t t
Y . Ci{ 8(n=g=1,2)° - “aln=t-1-1,0)° “a(1,42)° b+ Crm s 8(0,£)°  +
i=0 :
tC =0
e, 0, =0.
n—-4
P 1 t o t 3 t ,

On vérifie que Cn—ﬂ 6(09Z) + ez Cn = €£+1 CIl et la déf, de D(n,g}
donne

n— =1 i

2t % . o v,
%;; C; &lnmpm1-i,241)" + €y, Cp =0 o

Pour b, on considére (2) pour £ = n-1 , ce qul donne

t % t b, s t
o, 8(1,n-1) + ¢ "8(0,0-1)" + ¢ C =0

En tenant compte que 6(1,m) = a(1,m) et 6(O,m) 0 si m> 0, on trouve b,

¢ résulte de la prop, 3.4 ¢, Pour 4 on observe que nmé(m,r) € M(n,v) si

r+m = 0 , Soit donc ¢ vrai pour r+m < n , De (2) on obtient

n=—-1
£t % t % . t
CO s(n~r,r) + é_ﬁ Ci 8(n-r-i,r) + ErCn =0,
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N NemT= 1 _ n-r-1 t_ % .
Bn multipliant avec g ‘on trouve g CO 6(n—r,r) € M(n,v) si

. t . .
rem <n et 0 r<n,Si r=n, alors 6(0,r) =0 si >0, ce qui

démontre 4,

5.4 On considére f : W({p}) - M(n,K) définie par la relation

5t ) s ) o)
V=0

i=o

ou les Bv sont ceux de 4,3, (1), On a : f(pm) =0 si h]m et

(™) = e (¢™) = 7B .

Bn particulier, si n:1CO € M(n,v) , alors le lemme 4,3d donne que
quIIl = quC(m, O) = qmé(mso) € M(n,v) (2)
ctest-d~dire f : N({p}) - m(n,v) . on écrira N{{p}) = m(p) .
soit g : N(p) - M(n,K) avec

am_zpuﬁm”mmm (5)

On en déduit que g(p ) = A(m) =0 si hTm . Bn posant q g(q ) B(n O) et

= a(hn) , on voit avec.(2) que (3) se réduit &
CR
p(n,0) =3 ] &; aln-1,0) . (4)
i=0
La condition que f soit p-admissible s'exprime par une relation

£ (571 - zp ()@ gt (5)

et (5) est nulle sauf si h]n+1 , soient n+ = h(mse1) et n-i = (mrj)h ,
dfout 1 = n—(mﬁg)h = h(mtt )=-1- (m~3)h Jh+h=1 , On éonstate que p(i) %'O

entraine hii+1 . Avec g'(pn) =f(p n) et gj = u(jh+h—1) , (5) réauit &

: m . _ Ty s
e (p™1) _ 77 b 1§§q )f(q@ 3

3=

ou encore, avec B(m,0) = qum~1g'(pm+1) et alm,0) =q "£(g")
’ (@)
B(m,0) =y ;-7 alm3,0) (6)
: 1 &5
j=o °
ce qui est de la forme (4), On étend la définition de ¢ dans 4.3 (apres (11)

en posant ¢B(m,o) = B(m;O> ) @B(m,z) = B(mgﬂ) . Noter que dans la gituation
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(6)von a B(m,o) = pa(m+1,0) , ou encore plus généralement :
$p(n, £) = palmet,2) o (1)

5.5 Théoréme : Supposons que K satisfait & (F) . Soient ma(1,~) : 0 - m(n,v)
et B(O,—) s N - M(n,v) alors f est p-admissible et gi € M(n,v) pour tout

i>0.

Démonstration : Soit pour k 3 0 , H(k) 1'hypothese :

i, g-i
H(k,1) : 81 0¢ i<k, alors p(1,0) =Y ggq ) alizs.0)

j=o
avec gj ¢ M{n,v) pour 0 j < k.

H(k,z) : Si (r;m) % (0,0) et r+m ¢ k , alors pm‘1na(m,r) € M(n,v) R

I1 est évident que H(1) est vrai : B(0,0) = 50. et na(1,0) € M(n,v) et
ﬂ;a(o’1> = O °
(¢™)

7 o n ’ N\ 4
On écrira E = ™(q ,Ej)’e Alors, le théoreme sera une conséquence du :

J
Lemme 4 : Soit 1(x) vral, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes: .
a, Il existe gk ¢ m(n,v) tq B(k,o) = z%: T(q?hj,ij)a(kﬁj,o) o
j=0
. k4 k- 4-3 & .
by 81 0¢ £ ¢ k alors s(kez,z) = %;g T(q ,Zj) alk=t=3,4) ‘ (8)

o 1'on a écrit x =y dans M(n,K) si xz-y € M(n,v) .

i

c. glQ,k) =0 .

Démopstration du lemme 1 : On démontrera d'abord que si 0 ¢ £ < k , alors (8) est

vral pour la valeur £ =si et seulement si elle est vraie pour f+1 . Qbserver que

k= f=1 ke g 3 G£
Bll-2,2) = § . (g 85)° alk=t-3, 1) (9)

j=o

si £>0, 81 £=0, alors (9) est équivalent & (8) si Ek € u(n,v) .

Remarquer, que si £ € M(n,v) et m €N , alors
£ £+1 ‘
m - -
(q"%2) - 2(¢" ) € o7 auln,v) (10)

en effet, il suffit de prendre n=1 et £=0, Si m=1 on a

Eq - EG € wv d'aprés l'hypothese (®) .
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m . m=1
- Soit done gq = gq + P 1nc avec ¢ € v , alors
m49 Mg : m-+1

a Q@ ¢ 1= q

m
£ = (g + P 1nc)q ce qui implique §E 40

- € pmﬁv . On écrit (9)
ke f= 1 . £+1 :
K g §m :
T @) alkegg,) +
7= ,
ke -1 n £ . £+ :
s K g 51 .
+ Y {r(q g J,Ej)c - (g ,Ej)c ta(lep-3, 2)

j=o

= Z:: + Z:: (soit), (11)
1 2
' . b4 . £+1 .
— fmn k= - Yo foo o .

Dans X:j on a s T{(q y; J’aj)c - (g - 1’gj)6 ¢ p £=] 1‘nM(n,v) avapres

2
(10), ce qui entrafne par H(k,2) que z:: =0 .

2

i}

k-2, )

H(k,1) avec i = k-f=1 , donne

A g
B(k-£-1,0) = Y 1(qg ,Ej)a(k-ﬁ~3=190)
j:O

dtol

1 Ly e BRI L A
B(k=0-1,0)° al1,2) = . Tq ,gj) a(k=2-3=1,0)7  a(1,4) (12)

j=o
(11)=(12) dorment en wvue de 3.% (5b) :

' k= f=1 K g i 1 Ay
Blk=g=1,4¢1) = } . (g ,gj) ok 4= 3=1, £+1)

J=0
ce qul en effet n'est autre que (8) pour la valeur f+1
Soit a domné, clest-i~dire (8) pour la valeur £=0 . Alors, (8) est vraie
pour les valeurs O £ { k¥ , en particulier, si k=4, (8) donne B(O,k) =0 .
Soit inversement, ¢ vrai, donc (8) pour £=k , Il s'ensuit que (9) est vraie pour
0¢ £ <&k mais (9) implique pour £=0 1lfexistence d'un gk € M(n,v)°

‘Te théoréme résulte évidemment du lemme suivant :

Lemme 2 s 81 H(k) est vrai et si gk =0 soit si B(k,o) = 0 alors H(ks1)
est vrai,
Bn effet, a du lemme 1 donne H(k+1,1) . On applique (7), ce Qui donne dans

(8) :8i 0 £< k, alors

k- .2
pa(k-£41,£) =) 7(q "”’J,gj)“ o(k=t=3,2) . (13)
7=
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Bn multipliant (13) avec pk-£=1n on voit avec H(k,Z) si 0¢ £ ¢k, alors

e

pkfzn a(k~z+1,£) € M(n,v) , c'estmt~dire p 1n a(m,r) € M(n,v) si m4r = k+1 et

r { k. Mais a(O,k+1) =0 ce qui donne H(k:+1,2)°

la converse du théoréme n'est pas vraie : prendre q=p , f(pl) = 1 pour
tout i 3 0 ce qui définit une fonction p-admissible en dimension 1., On a

n(1,0) = np £(p) =m0 ' v si p=(2) avec e > 1.

5.6 On en tire :

(o]
Corcllaire 1 : Supposons que K satisfait & (F). Soit u = E CVTV avec
[+<] V=0
e wlp=Y B¢ i
Cv € M(n,v) et ¢ = nIn » On pose w | = BVT dans l'gnneau de Hilbert

© u=0

K [[1]] et |

oo oo i

(a”) -1t o 1y (p7)
n(x) =) 7 B x =1 . flp)x (ef. (1))

=0 1=0
alors, h&1(h(x)+h(y)) € F(n,v) o
Démonstration : D'aprds le lemme 5.3 b on a qa(1,m) = ndﬂ1C = C € m(n,v) ,

o “mi m4q

donec d'apres 5,5 f est p-admissible, et & valeurs dans M(n,v) parce que

dtaprés le méme lemme nmé(m,r) ¢ m(n,v) donc en particulier

t
T 6(m,o) = nm th € M(n,v) , d'oli a fortiori qm Bm € M(n,v) o

L

L'éncncé du cor, { est le point crucial dans la démonstration du 5.1 du

théoreme 9, qui s'achéve & 1l'aide de la prop, 1 de 5.1.

o o0
. . -1 v =1 Y, .
Corollaire 2 : Socient u = TR % = B!T telles qu'elles dé-
n g JIoet W E a q
finissent F € F(n,v) et .¢ € F(m,v) , alors

Hom (7,6) = {c ¢ M(mxn,v) [t ¢ By, tea WO =tu}

Démonstration s Soit ¢ ¢+ F~ (G ouencore ¢*¥ : FP¥ - G¥ , Comme dans 4.6, ¢¥

indui’d

. .t A
¢*(ajF> =3 c(j,r)orG pour 1 ¢ J§n

d'olt ¢ € M(mxn,v) . Les images de sous Cs<f) doivent appartenir a

Pip
CS(G) , ce qui donne
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m
t_ 0t m-it_ \t_, t
Bm ¢ = Z : (g , gi) Bm—i avec gi € M(m><n,v)
4 1=0 . :
L Gm—i :
= ;_é u(i) B! ;, d'aprés le th. 5.5 avec

(i) € mlmxn,v)

ce qui est équivalent a
1 1 i 1
Cu nm=w n'Ep(i)T t=w  mwp'
1=0 .

clegt=a~dire wC = tu avee t =qu' = 1 ., Le corollaire en résulte parce que
W

5.7 Le but étant plutét de donner des liens avec les différents points de vue
vouloir
que deVtraduire tout en termes de courbes, on s'abstient d'entrer de fagon plus
détaillée dans les groupes formels de Honda [2]. Noter toutefois, que III.4.2
dorne toutes les lois de F{n,Z) & isomorphie stricte pres, ce qui généralise le
th, 8 de loc. cit. Observons en passant que IIT.4,2 donne également que les grou-
pes G de Dieudonné, qui figurent dans § 5,2 loc, cit, se relevent aux lois
[

définies sur Z .

Dans ce qui suivra on aura besoin du

Théoreme (Honda 1, th, 2) : Soit v 1'anneau des entiers dans 1textension

Qp-» K de degré n , Soit m 1'idéal maximal de v et soient e et d 1'in-
dice de ramification et le degré de m , On pose v/m :IEB‘q avec ¢ = pd . Scit ¢
1l'anneau des entiers dans 1l'extension maximale non ramifiée dé X .

On prend une uniformisante g de v et a ¢ N+ . Soit

ay

£(x) =7 Y 2 (1)

et P = f_1(f(x)+f(y)) . Alors :
a, T ¢ F(1,v) 5 End&(ﬁ) est l'anneau des entiers dans l'extension non ramifiée
de degré a de X,
b, Secit F € F(1,Fq) obtenu par l'application canonique V'—>Fq-, alors
+*

ht F, = an , Soit S = {p} , alors, dans le diagramme commutatif (ef. ITI.%.9

pour les fldches horizontales)
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Endv(F) —s CS(F)

l | (2)

Bnd, (F,) > C.(F,)
q

¥4 ] ad —
1'image de g € Endv(F) dans CS(F*) est 'V ¢F* (V = Vp) .

c, Soit G € F(1,v) t.q, m € Endv(G) et 1'image dans (2) est Va¢F s alors
) *

P23 sur v,

Démonstration : Blle se fait dans loc, cit, Remarquer toutefois, que X satis-—
fait & (F) avec ¢ = identité et que f est de la forme u—1n» avec
u=q-1" ¢ Kc[[T]] = k[[7]] , d'oh aussitdt le fait que P ¢ F(1,v) . Le théo-
reme 2 de 5,1 donne aussitét. que Endv(F) =V pulsque ux = Xu four tout
x€v, (Cet argumenf ne s'utilise pas pour Ende(F) , parce que @& ne satisfait
plus a la condition (7).

on a évidemment Ve =V, dlol : chaqué courbe dans CS(F) s'écrit de fagon

unique
T 2
i
v ad) g (T =v)) (3)
avec u{i) € v . On vérifie que le S~type de F se domne par

d=1p 4 =1
ad= -
qu)F = .V [p] k1" ch

. ~
donc apres réduction mod m on trouve : [p]¢F = Va%[p](n71> ce qul donne
*

%
*
‘b. De plus on a [p]* = [C’Iﬁe]* = G*Ei = é’*vade .

Dtapres §1, la hauteur de F, est ade = an .
5.8 Avec les notations de 5,7 on a
Corollaire : L'image de EndV(F) dans CS(F*) est égale a
i=0

(=]
adi .
§ v Ay 9, | A, €F pour tout iy 0}

N d . .
® correspond & Va . L'ensemble des représentants de Teichmiiller dans v

stidentifie au sous-ensemble Fq_C:CS(F*> y %.k»Vox o
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Chapitre V : Quelques applications

§1. Applications aux courbes elliptigues sur @

t.1 Soit F € F(1,7) de logarithme g =1 2 le(n)x™ , alors on a vu, (ITI.3.6)
que T : N>z est lexoide, Chaque courbe dans a(p) s"écrit de forme unique

=2V, A

i M g et en posant 1m(p) = g(m) on obtient la relation

g(m) ,:dj:ﬁd )\df(_m/d) . : | | (1)

C'est-a~dire on obtient une bijection de C(F) avec 1'ensemble T(f) des fonc~
tions g Nt z qui satisfont & (1) avec tous les Kd € Z ., Cecl permet de trans—

poser les opérateurs Va , Fa , M=m et M sur T(f) en posant

(Vaf)(n).=saf(n/a) siv a|n (Ef)(n) = mf(n)
‘0 sinon
(F,£)(n) = £ (an)  (#)@) = nf(n)

" :
dtor ™) = {%;; Vi;if [ A, € Z‘ pour teut i} o‘si g¢mt) et gl1) =31,
alors T(f) = T(g) . Ceci résulte de TIT.1.1..

De plﬁs on avu s T(f) contient g ‘avec g(mn) = g(m)g(n) si (mn) =1 et
g(1) = f , (1v, 4.5), c“esﬁbé#dire on peut suppeser que‘ fv esf faiblement multi—
plicative,

Iemme : Soit f lexoide et donnée par la relation

(=]

Lo . R .
Y (™ = n( = T 5 olp,pt)p )8
(cf, IV.4.4), alors dans - T(f) on a les relations
Ff=3 7 olp,p)f (2)

clest-3-dire dans C(F) , o P € F(1,2) est défini par f , on a

P,

P op =2 ¥ 3o(p,0 gy, (3)
P "i=6 p

Démonstration : (9) et (10) de "F¥.4.3 donnent aussitdt

) = T phe(mpe () | (4)

i=0
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1V, (17) et (13) montrent que si f(am) = 2:: do(a,d)f(m/d) , alors o est faiblement
d|m »
bimultiplicative, de plus c(1,m) =0 ﬁi m>» 1, 81 donec m= pn+1b avec

(p,b) =1 on a
£(n) = £(p.pd) = T do(p,a)e(s" b/a) _z: p o(p, p0)e (5" ) (5)

d|p b

parce que o{p,d) =0 si d £ wN({p}) ce qui suit des propriétés'de c , mention~

nées ci-dessus, Par conséquent

(F f) m) = Z:: v c(p,p )£} (m) .pour tout m . cqfd
P

# 7 définie par

1.2 lemhme : Soit £ : [

hX f(n)n—s =TI (1-—ap p-s-+bp p1_2s)—1

bY

avec ap’bp €2, alors f est lexoide et définit une loi F dans 7(1,2) .
Soit F, € F(1,Fp) obtenu de P par réduction mod p , alors on a dans
‘ . ~

End, (F,) , (avec F'= P,V = vp}

F'2— a™m+Db =90 (6)

P ‘p
p-aV+bV =0. (1)
Y 1Y

Démonstration : Dlapres IV.4.4 on voit aussitdét que P € r(1,2) . Observant que

l'application canonigue F'Q-F* commute avec l'action de Z sur le groupe des

courbes ; (3) domne

= - b 8
o = [a Jon - Vb oy . (8)
L“application de ™, V sur (8) donne aussitdt (6) et (7), tenant compte que |

VF'= F'V= [p] =i 1'anneau de base est Foo Observer qu'en effet PV € End, (r,)

- P
parce qu'elles commutent avec A € Fp ((2) de 1II.%3.8).

1.3 So0it maintenant ¢ une courbe elliptique sur @§ , disons de modele Weiefgtraﬁ

(affine)

Y2 AT + W = x + ax2 + BfX + ¥

avec \,p,0,B,y € Z et de discriminant minimal, On sait que la réduction
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Cp = C mod p est une courbe irréductible pogr tout nombre premier p , D'aprés
Weil on sait également comment définir la I~série 11oca1e L?(s) de C, qui se
donne par :

1"28)—1

a., Si le genre de Cp est égal & 1 alors Lp(s) = (1-aps-+p si

1 - apX + pX2 est le numérateur de la fonction ¢ de Cp .

b, Si Cp a un point double p-ordinaire, on note gp =1, soit ap = =1 selon

le cas dans lequel les tangents a P ‘sont rationnels sur Fp ou non, et dn pose

- =]
LP(S)=(1-spP ) .

e, 8i Cp a un point de retroussemeit, :on: pose Lp(s) =1 .

Oon sait également que dans le cas b, la réduction de la loi du groupe de Cp
est le groupe multiplicatif sur F 5 et est isomorthe au groupe multiplicatif sur
Y

P si et seulement si gp = 1, Dans le cas ¢, la réduction de la loi du groupe

est le groupe additif,

On prend t = x/y comme paramdtre local & 1l'origine et d'apres Shimura-
Taniyama, . . t est un paramétre local,é' ltorigine de Cp pour
téut_ P . On a également que la complétion de € au long de la section unité dé-
finit un grou@é formel, en particulier, le choix de t , avec @, = Z[[t]] donne
une loi T € 7(1,Z) tel que F(té1,1ét) =dt , ou dv est le morphisme struc-

"~ N A

tural d ez - ezcg ez . Avec Honda [1] , Po 211 , on dit que G € F(1,Z) est

un modéle formal minimal de ¢ si G *PF sur Z.
1.% On rappelle le résultat fondamental de Honda
Théorgme (Honda I,IT) :

Soit € wune courbe elliptique oU . la série L(s) se .donne sous la forme
du lemme 1,2, ce qui définit une loi @ € F(1,Z) . Soit dlautre part t wn ﬁara—
meétre local 5 ltorigine de C , t = x/y comme ci-dessus, w = zfi B(n)tnﬁ1dt une
forme de premitre espéce sur ¢ avec B(n) € Z et 5(1) =1 n:l F €'F(1,Z)

obtenue par complétion de ez , alors :
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a, P et @ sont strictement igomorphes sur Z ,

1

(o)
b. Le logarithme de P est donné par z:: n B(n)tn R

n=1

Ia démonstration repose sur le falt qutapres réduction mod p,F et G ad-
mettent les mémes équations caractéristiques pour les Frobenius, ce qui suffit
pour affirmer que_lés lois sont isomorphesf d'abord sur 4Fp ’ puls Zp et fina- k
lement sur Z., Il est.clair que tout générateur dans vez définit un modele

formal minimal de- ¢ ,

1.4 Ie but de ce § est

Théordme (Atkin-Swinnerton Dyer-Cartier) : Soit 1L(s) =1 (1--appms-4-bpp1‘='2s)m=1
la série 1 d'une courbe elliptique C sur @ comme ci-dessus et
W o= X B(n)t“n_liﬁ comme dans 1,3, oii'. &' : engendre eﬁ , alors
. =1
plap) - apﬁ(n) + pbpﬁ(n//p) =0mod p* si n=0mod p* ' , (9)

Remarque : Les congruences (9) ont été conjecturées par Atkin-Swinnertén Dyer en
1969, Cartier était le premier & démontrer = ces conjectures (cours de groupes
formels, Notes de J,F., Boutot), ufilisant 1t'opérateur de Cartier, lLes relations
(9) toutefois suggerent sussi un lien de ces coefficients avec les fonctions
lexoides, c'est pourquoi on domne ici une autre démonstration, qui aboutit &. une
déterminaticn du membre gauche de (9) en termes descoefficients définissant la

fonction lexoide B .

Démonstration : On considdére ' : ti'» Z comme une fonction, alors le fait que F
et ¢ sont des lois strictement isomorphes sur Z s'exprime avec les notations

de 1.1 par

T(g) = 7(£)

si X f(n)n_s = L(s) . O a vu que T(f) = {2 Viﬁif ] By € Z pour tout i} s
clest-&=dire en particulier il suit du fait que AFaB € T(f) pour tout a € IN+

que 1%on a
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o0 e '
EEB=§;\HMaJﬁ' (m)
avec A 3 lN"’x[l\T"~ - 7Z
ou encore B(am) = dk(a,d)f(m/d) . (11)

d’m

D'autre part on a également
<o P~——
P L= Z ) Vic(a,i)f
1=1 :
avec ¢ [N+><1N+_> Z . Dtapres IV.4.4 (15) on voit que si 1l'on définit @ éur la
sous algébre de C , engendrée par les A(n,1) , ob C est 1lalgdbre de IV §3,
par @A(n,1) ='n_1f(n) et i 1'on pose @A(n,m) = a(n,m) , alors
aa(a,d? = cj(a,d)
et le lemme 1.1 montre notamment que ¢ , donc ¢« est faiblement bimultiﬁlicative
et (3) du 1.1 montre encore que
pa(p,1) = a

b (12)

Il

palp, D)
i o
alp,p)=0 si i>1,

On étend ¢ & C & un morphisme d'algdbres en posant @B(n,1) = n_15(n) et

¢B(n,m) = B(n,m) . Alors, le lemme IV,%3.2 donne
rp(r,a) = alzr,d) . (13)
Soit maintenant
g(np) - apB(n) + Ppr(nAfp)= g,

cltest-a-dire :

B(ap,1) = alp,1)8(n,1) = alp,p)Bln//p,1) = (np)_1an . (14)
Par définition (IV.3.1) on a
B(np,1) = g(n,p) + g(n,1)alp,1) (15)

ce qui donne avec (14) :
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3(n,0) - alp,D)p(e//p,1) = ()" (16)

On a par définition

8(n,p) = pln/p,0°) + 8(n//p,1) a(p,p) (17)

ce qui donne avec»(16)
B(a/p,07) = (np) g . (18)

ma oo, v°) = Blo/i",0°) + g(n)p°,1) alp,°) = pln//p°,p°) a'aprds (12).

1

En itérant, si n =p* 'm avec (m,p) =1 on voit

B(n//p,5°) = ln/",2")
ce qui donne avec (18):
(np) g, = 8ln/2",5")
ou g, =np B(n/p"",0%) = p"np(m,0%) = p"n(m,p%) drapres (13).

la propriété d'8tre lexoide entraine par définition que x(m,pa) € 72 ce qui

démontre le théoréme,

1.5 Remarquons que la combinaison du IV th. 4.4 et Shimura [1],th,3.21donne que
les opérateurs de Hecke sont lexoides, On donne encore un autre exemple 'que l'on
ne ‘salt pas interpréter :

Soit f : N' — Z défini par
2" = n(1-a g v p ) (19)

avec k y 1 et a ,b €Z.
P r
Alors f est lexoide, T(f) est isomorphe avec le groupe des courbes dans
le groupe formel défini par f . Il suit également que f est P-admissible, ce

qui entralfne l'existence d'un ) ;'N+><N+-+ Z t.q. pour tout a,m on ait

£(am) = 77 anla, @)™ (n/a) | (20)
d|m
On se demande comment interpréter (20) pour les I~séries des courbes ellipti-

ques sur § ou encore pour la fonction ¢ de Ramanujan,
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§2, Applications aux composantes fantdmes

2,1 Socit 8P et soit k wun anneau, On consideére ici les foncteurs cova-

riants
J Algk-» groupes abéliens

qui sont tels que l'ensemble sous Jacent de J(K) pour K € Algk s'identifie &
w(n,k) m(s) pour wn n e .
On dira que J admet des composantes fantmes s'il existe une famille

{jm! m € N(s)} des homomorphismes
3,(x) ¢ 3(K) - uln,x)

fonctoriels en X , ot M{n,X) est munie de sa structure usuelle de groupe abé—
lien et ou pour x = (xa la € N(S)) € J(K) . jm(x) ne dépend que de X1’°°°’Xr

avec T {m,

2,2 Les exemples les plus importants
atk=2,8=1{p}, IJ=W , le foncteur en groupes abéliens des vecteurs de
Witto E Ici n=

38 s w(x) - x

m . n=1
se donne par jm(K)(X i'l i3 O) = 2:: pl Xpi (1)
p =0 P

W méme est un foncteur en anneaux,
b:k=%, 8 arbitraire , J = WS , le foncteur en groupes abéliens des

vecteurs de Witt généralisées, Ici n =1

jm(K) 3 WS(K) - ‘K

se donne par

(0, | & en(s) =72 /o (2)

J
m dlm d

WS est . également un foncteur en anneaux,

2.% Soient n €N et Xy » Yy , 3(d) pour d ew(s), s # (g, des matrices

carrées dlordre n aux coefficients qui sont des indéterminés,
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il

On pose T {n(i,j)Xdl)n(i,j)Yd | 1¢i,3<n; den(s)] et

U

It

{n(i,j)a(d) | 1 ¢i,i3¢n; dem(s)}.

Soient k wun anneau et f : Z[P,U] - k[T] un morrhisme d'algdbres qui est

l%identité sur l'ensemble T , On consid®re le systéme d'équations
d d a v
- a(el™@) | w/2) /)y e (aa)= 0 (5)
dim

pour m £ N(S) , et ol en général f : A - B dans AlgZ induit

M(n,f) : M(n,A) » M(n,B) . £ sera dit admissible, si M(n,f)(8(1)) = I etsi
(3) admet une solution, d'ailleurs nécessairement.unique,

‘ fw,| @ en(s)} c M(n,x[7]) .

Notons, que si n=1%1 et f(ﬁ(d)) =1 pour tout d , alors (3) décrit de fagon
générique la loi du groupe W(K) dans (1).si S = {p} et de WS(K) dans (2)

si 8 % ¢ o

2.4 Soit IL(P) 1'anneau introduit dans III.3.4 et soit ¢ : 2[T,U] - L(P)[T]

le morrhisme tel que M(n,)(8(d)) = v(da) pour 4 € o, alors on a @

Théoreme : ¢ est admissible,

Ta railscn dté&tre de ce théoréme est son corollaire suivant g

gorollaire : Soit k un anneau arbitraire, £ : IN(S)-e M(ngk) S~admissible, in~
dulgant ; : Z[T,U] - k[T] tel que M(n,g)(a(d)) = f(d) , alors g est admis—
sible au sens qué (%) admet une solution & coefficients dans Xk[T] .

Le corollaire se déduit aussitdt du théoréme en vue de Algz<(L(P};k) =

= Adm(s,k) (III,3.5).

Démonstration du théordme : Soit S=P et soit F € P(n,L(P)) (III.3.4), donc

F est définie sur L(P)[T] . On considére sur L(P)[T] le groupe Cn(F) dans

dlequel se trouvent les deux éléments

o0 (o]
E V.oX. o et V.Y o, o
aXq. Y Vs Yy
g F a= OOF

Leur somme dans Cn(F) est donc un élément S :
d=1

o v ’—
dWﬂgﬁ‘° Bn appliquant 17opé
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rateur 7 (1I11.3.1), on voit que

; d(X((lm/&) N Yém/d) )¥(n/a) = Z: dwém/d)Y(m/d)
dim

dlm

pour m € wh , ce qui démontre le théoreme.
2,5 soit 8o s8(k) .,

Théoréme 3 Soit f : N(s) —» M(n,k) admissible, alors il existe un foncteur Wf
en groupes abéliens, uniquement déterminé par les trois propriétés suilvantes

, ' . | wis)
a, Pour R € Algk , ltensemble sous Jjacent de Wf(R) est M(n,R) o

b, si R' ~¥3R est un diagramme commutatif dans Algz et si f° :0(s)-m(n,¥)

o

k' —£5 k est telle que f = M(n,¢)<3f“ , alors l'application naturelle

induite § s va(R")-» Wf(R) , qui envoie (Mal a € (s)) € WfB<R’) sur

(M(n9¢)Ma l a € N(s)) ¢ Wf(R) est un homomorphisme de groupes abéliens,

¢, Pour chaque m € N(S) , 1'application jm(R) s Wf(R) - M(h,R) , définie par

jm(R)(x) = z:: dxém/d)f(m/d) est un homomorphisme de groupes abéliens foncto-
dlm

riel en R, (ITci x = (Xd | 4 em(s)) ¢ Wf(R)) . Autrement dit, W, admet des

composantes fantdmes,

Démonstration : Si on élimine la terminologie des lois dans la description de

Cg(F) , si P est la loi définie par f , on tombe sur 1'énoncé du théoreme,

gréce & la description générique de 2.4,

2,6 Il va de soi que Wf(R) est muni d'une structure de groupe-abélien topo-
logique séparé complet, On a les endomorphismes continus de Frobenius ‘Fa , de
décalage Va pour a € N(S) , ainsi qu'une action de R sur Wf(R) , foncto-

riels en R et définis par

il

3, (R)(F_x)

3, (R)(=)

I

3, (R)(v_x)

ajm /fa (r)(x)

i (R)(Ax)

3, W5 (R)(x)
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ce qui définit sur Wf(R)’ une structure de Carts(R)nmodule é gauche, On pose
x+> [x] 1'application de Teichmtiller mM(n,R) - wf(R) , & savoir
[x]:{xd]dew(s),x1=x,xi=0 si i>1},Alorson'a;xewf(R)

stéerit sous la forme unique

x= ) V. [x.] , noté encore x = ) VX, .
d d
aen(s) ¢ dats) ¢

On définit

E,(R) = Bnd (i, (R) PP

CartS(R)=mod

alors III°3.9 induit un homomorphisme injectif des groupes abdliens, fonctorisl

en R
i.(R) ¢ B.(R) - w.(R)
défini par 1.(R)(g) = o([1 1) . (5)
2.7 Soit maintenant § = {p} . Posons A& = Z["i]i;o et définissons & € A
par récurrence -
n 5 :gkl
GO =1 et Gn+1 = E p Csj_ Gnmi

' N - - n ~ N, ' o °
clestra~dire la fonction ¢ p o, @ valevrs dans A est S—admissible,

I1 résulte que les relations

noo pn--i pn—i noo pn-ni
Z:: p (Xi + X )Oh—i = Z D L S, 1 (6)
1=0 1=0 .
pour n » 0 admettent une solution
Wi :Wi(XO,OQé’Xi’YO’ooagYi, Goaoeosai) B i > 0 (7>

a coefficients dans 7 .

2,8 On va utiliser ceci afin de construire de facon explicite les composantes
fantbmes pour les schémas de Greenberg, Reprenons la situation de IV,5.7 et

TV.5.8, Soit f : W(p) - v 1la fonction p-admissible, définie par

- [ B N
Tom o xt =y o e(pt )t (1) de IV.5,7
V=0 i=0 : .

alors f définit par passage au quotient une fonction p-admissible



P :[N(p) —£->v —C?—Il-—ME‘
et les lois abéliennes P ¢ F(1,v) et F, € F(T,Fq) o

On a une suite de fléches injectives des groupes abéliens

(x)

- ’ A
v = End (F) === Eng, (F,)

Itinjectivité de (*) résulte d'un lemms connu de Lubin~Tate, (Honda [1], lemma, 3).
Soit ¢ s ve W (Fq) 1'application composée, alors ¢<X) se calcule comme
¢ .

suit : On pose

x(5) =70 o (0P 26", w0 (8)

w 3
avec pi(x) € v , de 1l'image “i<X$ dans Fq , alors ¢(x) = E leg\x, , ce qui
.:O Lo .
est de la forme, donnée dans IV.5.8 parce que f(pm) # 0 entraine adlm . Ila
structure d'anneau commutatif sur Im¢=v se donne par les composantes fantSmes

de W¢(Fq) , Ou encore : On pose
i

P =T P £(FT) , ny o (9)

A\

alors on réduit les polynbmes (7) mod p puls on remplace les o4 paf les oli)
en obtenant

cmae

W, = %E(Xo,m,xi I SN L0 ) s 000,001)) {10)

et on a

i S | i
Y SV ) VY, =T T, (11)
i=0 i=0 i=

Ia structure multiplicative sur Im¢ est celle, induite par les opérateurs V et

A pour N\ € Fq», Noter que ceci définit une structure d'anneau sur

g adi '
g ®F = {zv A | A €F ] (12)
q ' q
ou Fq.4>F a est llextension de degré a , parce que si x € F , ona
4 ad d
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Vails on a mieux ¢ on a f(pl) =0 s1 adfi, ce qui entraine dans (9) que
c(i) =0 s8i 1 n'est pas de la forme J ad=1, j € N+ . Soit ;i le polynme
bhenu 4 . d = =- 81 i 3]
obtenu de Wadl e (9) en posant Xi Yi- 0 =i adim dans le polynbme Wédi

et X .. =vX§ s Y . = Yi , et T, = c(iadn+adu-1) , alors

e

Iemme 3 vV, = v.(X',...,X' , Y',.. ' oo ne dépend pas 4 * choisi
L i 1( " s &y 0 X0 “’Yo’ Ty a,zi> P P v a €M hoisi,

Démonstration : Le lemme suit facilement de (6) de IV.5.4, le seul point embarras-

. ad
sant‘étant la puissance qm'-“‘_J qui intervient, mais on a x = x¥ pour x € Fq »
donc apres réduction mod(x) on a ce qufon veut,
Ie lemme permet donc de définir pour tout k ¢ Alg1F 5
q
=, di
Jcp(k) = {z;z Vo |y € x)
que 1l'on munit d'une structure d'anneau par les relations
=z, ai L di =, dd
1 - -
N e I NN A (A MW (13)
i=0 i=0 i=0
d d _
Vx = xV pour X € k , (14)

Si 1'on voulait on pourrait exprimer la structure additive par les composantes
=, di

fantlmes, 81 A = Z v Ay s oD 2
=0

m 5 q@wi _— qm
3, (B)(0) = Z;g Ay oela ) =l .

Tenant compte du th, IV.5,7 on trouve :

2,9 Théoréme : J est un foncteur en annecaux topologiques séparés complets :
Al%F - Alg , J admet des composantes fant8mes, J (F ) =v . 81 F ~F est
v % ‘ ¢ q 4 a

q q
ilextension de degré a , alors J (F a> est l'anneau des entiers dans l'exfen=

q
sion non ramifié de X de degré a .

On pourrait donc considérer les formules (7) comme formules universelles qui
donnent aprds une spécialisation convenable les composantes fant8mes pour les
schémas de Greenberg ou encore qui permettent llextension du corps résiduel dans

les extensions ramifiédes,(Serre : Corps Locaux),
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2,10 Ia construction faite dans 2,8 se tradult encore en termes de polyndmes
d'Risenstein : Soit zb-» A—->v avec Z - A non ramifié de degré d et
. .~ 5 \ o
A - v Ftotalement ramifié, Soit E : ciX = u(X) le polyn8me d'Eisenstein de

i=0
1tuniformisante g , On considére u(T) € AG[[T]] , ou o est le Frobenius de

A . D'aprés le théordme de Honda du §1, um1(T)co.*i(x) définit une loi ¢ sur

A , donc apres extension des scalaires sur v, On a EndA(G) = A et

4 € (n)

Endvﬁg) =7V , Le dernier énoncé se vérifiant en observant que x-x

d . . . . s
pour x € vV , (q ='p ) donc on peut prendre ¢ = id afin de satisfaire a 1la

condition (F)o
‘ (o)

. . i
B -1 . -~ i
301t u (T)CO«*l(X) = E : q f(q )Xq -

1=0
Oon étend f vpar zéro & f : W(p) - A , ce qui est une fonction p-admissible,

d'olt une fonction p-admissible ¢ : N(p) mi»‘A gigqu . On cbtient de la méme

fagon que dans 2,9 un foncteur en anneaux topologiques séparés complets

J¢ H Alg@ e.Algv o

q
Dfaprés le th, 5,7c J¢ et Jcp (du 2.8) sont iscmorphes sur v , mais J¢ a
1l'avantage d'8tre défini sur une extension non ramifide de Zé . Si 1'on prend

le polyndme d'Bisensiein par excellence wu(X) = P~X sur 2Z , alors on voit fa=

cilement que J¢ =W , le foncteur usuel des veclteurs de Witi,

manuscrit regu juin 1974
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