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Introduction

La théorie des groupes formels se présente sous deux formes différentes : soit
on fait des calculs (fécheux) par la méthode directe, (Lazard, Lubin, Frohlich,
Honda, Hill, Hazewinkel) -, soit on fait des calculs (fcheux) par la méthode indi-
recte ou hyperalgébrique, (Dieudonné, Manin). En toutbcas on devrait se méfier
d'une méthode, qui ne saurait pas donner les démonstrations des théorémes de classi-

fication de Cartier, ceux-ci généralisant lés théoremes classiques de Dieudonné.

Dans ce travail, qui résulte d*un cours des groupes formels, donné par liauteur
a 1'Université de Paris-Sud, Orsay, 1974, on se propose de démontrer les tﬁéorémes
de Cartier en utilisant la méthode hyperalgébrique, De cette fagon ce travail deit
étre nécessairement complémentaire au livre prochainement & apparaitre de Lazard,
parce que malheureuéement, les bourgeons n:apparaissent pas ici (1razard, {1] p,281),
La méthode suivie n'étant choisie que parce que la loi du groupe formel universel
non commutatif n'est pas encore déterminée de fagon suffisamment explicite, bien
que son hyperalgebre soit bien connue : elle est 1l'algeébre de Hopf universel des
puissances divisées, Le résultat principal de classification est une classification
des lois des groupes formels plutdt que des groupes formels (th, III.3.6); En
faisant les raisonnements indépendants d'une Base choisie on trouve la classifica-
tion de Cartier, [*idée de démontrer un théoréme de décomposition (th{ 11.6.4), qui
généralise la notion "S-typique" de Cartier-Lazard au cas non commutatif ainsi
qu'un théoréme de Campbell-Haussdorf-Dieudonné (th, 11.6.9) sur un anneau de base
arbitraire était suggéré par Lazard [1]. On donne deux applications : une démons-
tration des conjectures d'Atkin—Swinnertoﬁ Dyer (th. V.1.4) sous une forme diffé-
rente de celle, énoncée par Cartier [3] & Nice 1970, peut-étre méme contradictoire

a cet énoncé,

Ltautre application touche les rudiments d'une théorie générale, encore em-
bryonale, des composantes fantlmes (th. V.2.9). Avertissement : ce théoréme se dé-
montre & 1theure actuelle par les arguments originaux de Witt (crelle, 176,

P. 126-140, 1937), une fois les points de départ étant convenablement (méme tri-

vialement) modifiés, Pour plus de détails sur ce point, ainsi pour un résumé non-
abstrait des résultats exposés ici, on pourrait consulter : Formale Gruppen, die

Vermutung von Atkin-Swinnerton-Dyer und verzweigte Wittsche Vektoren, notes

miméographées, Gottingen, 1975).
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Finalement, ce travail. donne les démonstrations des résultats, annoncés anté-
rieurement dans Comptes Rendus, Série A, t 268, p 580-582, (1968), t 275, p 251-254
(1972), t 276, » 531-534, (1973), t 279, p 403-406, (1974) et +.279, p 443-446,(1974.

L'auteur remercie vivement tous ceux, qui en prodiguant leurs efforts - soit
de caractdre mathématique, soit de caractére extramathématique, (les musiciens
d'Orsay sous la direction sage de Mme Suzanne Schuhl et de maftre Roger Roche)
ont créé une atmosphére cordiale et encourageante, BEn particulier il tient & expri-
mer sa reconnaissance sincere a Mme Bonnardel, qui a accompli sans moindre. plainte

la téche ingrate de faire apparaftre ce travail,



Chapitre I : Les catégories fondamentales

Le but de ce chapitre sera de rappeller certains faits connus ainsi que de fi-
xer les notations, Pour plus de détails (et pour les démonstrations) on se référe
aux livres de

M. Demazure p-Divisible Groups Lect. Notes in Math, 302 (1972)
A, Prshlich Formal Groups lLect, Notes in Math, 74 (f968)

cités [D] et [F].

§1. Lois de groupes formels

1.1 Soit k un anneau de base, unitaire et commutatif. On renvoie & [F]}, Ch.I
pour ce qui concerne les anneaﬁx de séries formelles kh en n indéterminées
X ='(X1"";Xn) a coefficients dans k , ainsi pour la notation vectorielle qui
rend les formules plus transparentes. On notera (kn)m la somme directe de m co-
pies de kh .
On rappelle que F = F(X,Y) € (kén)n est une loi de groupe formel, (bref :

une loi) de dimension n sur ki si

a) F(x,0) =x , F(0,Y) =Y

v) F(F(X,Y),2) = F(x,7(1,2))
b) se justifie par a), qui implique que chagque Fi est sans terme constant, On dit

encore que P est abélien, si F(X,Y) = F(Y,X) .

1.2 Soient F et G deux lois sur k de dimension n et m . Un morphisme

f : >0 des lois est un élément £ ¢ (kn)m sans termes constants tel que

£(P(x,1)) = o(£(x),£(x)) (1)

On obtient de cette facon une catégorie Pe(k) des lois sur k . On notera
FG(n,k) la sous—catégorie pleine des lois de dimension n sur k et encore
P(n,k) la sous-catégorie pleine des lois abéliennes. On notera Homk(F,G) 1'en-

semble des fléches dans Fe(k) . si p : k- k' est une extension de base, alors



2.
en appliquant ¢ aux coefficients des séries formelles F = F(X,Y) ¢ F¢(kx) , on
obtient de fagon naturelle une loi ¢ F sur k' , d'oh un foncteur covariant

9, : Fa(k) - ra(x').

1.3 I1 existe des lois dans la nature :

a, Soit k € {R,¢} et soit G wun groupe de Lie de dimension n sur k.
Alors il est bien connu, qu'il existe un voisinage V d'élément neutre e € G ,
un voisinage Q@ de O dans k= et un homéomorphisme ¢ : V — Q tels que si
LY ev, ;lors le produit Z = XY appartient & V et en posant

(PX = (X1yo~°’xn) ’ CPY = (y190--’yn) ’ CPZ = (Z1’--o,zn) alors

Zi=Zi(X1,...,Xn,y1,...,yn) pour 1<i\<n ’

ce qui définit de fagon naturelle une loi de dimension n sur k.

~ ~

b, On pose Gn = X-fY avec Gn . =X. +4Y. pour t i ¢ n . C'est une loi
a a,i i i

-

abélienne de dimension n sur un anneau quelconque. Si n =1 on appelle
¢ =G la loi additive,
a a :
c. G = X+Y+ XY € F(1,k) . Gm sera appelé la loi multiplicative, Noter,
que si k =@ on a un isomorphisme log(14X) : Gm-» Ga , qui admet eX-1 comme
inverse,

I1 importe d'introduire des lois qui sont de dimension infinie sur k , ainsi

que des lois qui ne sont pas triviales, de dimension zéro,

§2. Co-algébres, co—algébres en groupes

k sera un anneau de base, On notera Qb::@%: et 1 ‘toute application fdentiité.

2.1 Défini£ion : Une co--algébre sur k est un k-module ( , muni d*une applica-
tiqn k~linéaire dc'; d : C->CQ®C , dite diagonale, satisfaisante aux conditions
suivantes :

C1 : d est co-associatif,

2 : 4 est co-commutatif,

C3 : I1 existe une application k-linéaire Eq = € : ¢ >k, dite counité, de fagon



unique déterminée par : e®10d =1 ®eo0d =1 sur (=2 k®C=2CQk.
Un morphisme de coalgebres f : (C,dé) - (D,dD) , bref, f : ¢ ->D

sera une application k-lindaire f : C'-» D , qui satisfait & f Qbf‘O(iC = dD(of
et eD<)f = €4 (compatibilité avec 1les morphismes structuraux). De cette facon les

coalgebres sur k constituent une catégorie., Dans ce qui suit on notera Ck la
sous—-catégorie pleine des coalgébres sur k , qui satisfont & la cendition supplé-
mentaire (F) :

(F) : Cc ¢ Cy est réunion filtrante croissante d'une suite {Ci |i€1}, o T
est un ensemble Qénombrable d'indices, ou les Ci sont deé_coalgébres sur k ,

libres et de type fini sur k en tant que k-modules et ol chaque inclusion

Ci C:Cj se prolonge en une sulte exacte de k-modules libres
0y~ C, ~Cs/Cs =0 (1)

T1 en résulte en particulier que ¢ est un k-module 1libre., Noter que, lorsque Kk

est un corps et (C est une coalgébre sur k , alors ( satisfait & (F). [D], 1.6,

2.2 Ck ‘admet un objet final, & savoir (k,1) et des produits. De fagon explicite:
(C,dc) X (D,dD) = (E,dE) .E=C®X®D et dE se donne par le diagramme

dc®dD 1Qc®1
dp* CR®D ——>2(C(RCBDIRD ~————> CRDRCRXD

ou ole®d) =d®%c ., on a & = &g R €5 et C®D satisfait a (F)
Si k- k' est une extension de base, on a un foncteur évident Ck'é‘ck‘ s
induit par ¢+~ CQ@kk‘ . Cette extension de base commute avec la formation des pro-

duits et avec les objets finaux,.

2.3 Soit C une catégorie, On dit que G € C est un objet groupe dans C si
pour tout X € C 1'ensemble Q(X,G) est muni d'une'structure de‘groupe et si
pour toute ﬁléche X—7Y dans ¢C l'applicationbinduite' Q(Y,G) - Q(X,G) est un
homomorphisme pour cétte structure. ¢ sera dit bommutatif, si tous les groupes
Q(X,G) sont commutatifs,

Lemme : Soient C une catégorie avec produits finis et un objet final e , alors

les deux énoncés suivants sont équivalents



1, G est un objet groupe dans C .

2. G est muni d'un morphisme structural mG =m 2 GxG~—->G dans C , dit
multiplication, satisfaisant aux trois conditions suivantes :

a, m est associatif,

b, Il existe un .nG =n:e-G dans C, dit unité, nécessairement unique,
tel que mo(nx1) = mo(1'xn) soit 1'identité sur ¢ = e.xG Z Gxe ,

c. Il existe un cG =¢Cc : G -G dans c, dit antipodisme, nécessairement
unique, .tel que mocx1od = noe .
(1ci, & : G- 0xG est le diagonal et ¢ : G - e la fléche unique),

Dans cette situation encore, le produit Afg de f et g dans C(X,G) se

donne par

£
fg:X—(-’—g—)—)GXG—m-rGo

De fagon duale on a la notion d'un objet cogroupe dans C ainsi qufun lemme

évident, si C admet sommes finies et un objet cofinal., On définit la catégorie

des objets groupe dans (C , GC en prenant pour fléches £ : G1 - G2 dans dc

celles de (. qui satisfont &8 m, of =fxfom et f()nG = . De fagon

v n
2 1 1 GZ

duale on construit la catégorie'des_objets cogroupe dans C ,

2.4 On dira, qde G € Ck est une coalgébre en groupes si G est un objet groupe

K ° La sous-

dans Ck . Les coalgébres en groupes constitueront la catégorie GC
catégorie pleine des coalgebres en groupes commutatifs sera notée Ab. , les objets
de laquelle s'appellent encore bigébres, La situation de 2,% rendu explicite pour

GC, donne

Lemme : Soit G € GCk" alors

a, m et n définissent sur G une structure d'algébre unitaire, associa-
tive sur k , qui est commutatif si et seulement si G € Abk o
b, Pour cette structure d'algébre,bd et ¢ sont des morphismes et

c G.a G est un anti-isomorphisme, cfest-a-dire on a c(xy) = c(y)c(x) pour

x,y € G et c est bijectif dans Ck .



2.5 KExemples

a) Soit J une algébre de Iie sur k , libre et de rang dénombrable en tant
que k-module, Alors 1l'algebre universelle enveloppante U(J) de J est muni
d'une structure d'objet dans GCk . Si la caractéristique de k , x(k) ; est un

nombre premier p et si en outre J est une p-algébre de Lie, alers ltalgedbre

universelle enveloppante restreinte UP(J) se trouve dans GCk R

b) Soient k un corps et Ack la catégorie des groupes affines commutatifs
N
sur k , alors le foncteur M — Spec M induit une anti-équivalence des catégories
Abk a.Ack .

c) On utilise ici 1l%opportunité dlintroduire une coalgebre en groupes, qui
Jouera un rble fondamental-dans ce quiAva sulvre, Soit dfabord S un ense;ble dé-
noﬁbrableo On notera k<38> 1'algébre associative non coﬁmutative 1ipre, éngendrée
sur k par'lés éléments de s , dits indéterminés° En prenant le‘gugtient de
k<S> ,par 1'idéal bilatdre, engendrée pa? tous’les;commutateurs [x@y] = Xy - yx
pour x,y € k<S> , on obtient 1l'anneau libre commutatif k[s] .

Soient maintenant § = {z |me N} et 2(k) = k<S> . Soit NAlg, la catégo=

rie des algébres unitaires associatives sur k . Alors on définit un diagonal

d : z2(k) » z(k) ® 2(k) dans Nalg, ~en posant pour 2z €S :

dzm= > Za®zm-b avec ZO:1 .
ogagm

On attache a Zm le poids m , En prenant les sous—espaces Hn dans Z(k) , en—
gendrés par les éléments qui sont isobares de poids ¢ h , on voit sans peiﬁe'qu'on
a une structure de coalgébre sur Z(k) , qui satisfait a (ﬁ)° De plus ia structure
d'objet de NAlgk‘ sur 7z(k) fait de Z(k) une coalgébre en éroupes,'On laisse
la vérification titre d'exercise.

On notera encorev z(n,k) le sous objet dans GCk de z(k) ’ enégndré par
{21,..,,zn} . Alors on a : z(k) = i%g 7(n,k) dans GCk . 8i k restera fixé, on
écri%a 7 ‘et z(n) au lieu de z(k) et Z(n,k) . On notera z, = k[s] et

zc(n) = k[z1’°‘°’zn] , alors on trouve de fagon analogue que zC , Zc(n) sont des
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c s - s . o
bigebres et que Zc = l;m Zc(n) dans Abk . Zc(K) est 1'objet qui figure dans

n
Cartier [2] cor. 2.

§3, Algebres profinies et cogroupes formels

On notera Mfk la catégorie des algebres commutatives sur l'anneau de base k

qui sont libres et de type fini en tant que k-modules.

3,1 On appelle prosystéme strict libre dans Mf tout systéme projectif

k
A = {Ai lfij s 1,] € s} ou Ai € Mfk et o S est un ensemble d*indices filtrant
et dénombrable tel que les morphismes fij : Aj - Ai soient surjectifs et se pro-

longent en une suite exacte. de "k-modules libres

0 - Ker £, = A A =0. (1)

~ ~

Chaque fois qu'on a un tel sysitéme A on y associe l'algébre A= %ig A, que
1%on munit avec la iig—topolpgie, a savoir, la topoiogie ia plus faible qui rend
continues toutes les applioations‘canoniques A - Ai , les .Ai étant supposés dis-
crets, De cette fagon, A est muni d'une structure de k;algébre topologique sépa—
rée, comp}éte dans 1ééue11e les noyaﬁx des applications canoniques A — Ai consti-
tuent un systéme fondamental d'environ zéro,

Si A et B sont deux prosystémes stricts libres dans Mfk et si

A=1lmA, B=1lim B oﬁ définit un morphisme . f : A - B comme un morphisme con-
«— Qe :

tinu de k-algébres, On obtient de cette fagon une catégorie, notée Alk .
Iorsque k est un corps on définit Alk simplement a &tre la catégorie Pro-Mf.k .

Puis on montre que tout proobjet de Mf, se définit par un prosystéme strict libre,

k

Lorsque k est une limite projective dfanneaux artiniens, on se reporte & SGAD,

BExposé VII B.

3.2 Ia catégorie Alk admet un objet cofinal, & savoir k et des sommes direc-

tes, Si A,B € Al la somme A Q@B est le complété de A Q® B pour la toepologie

k ’
évidente induite, Si A et B sont définis & partir d'un certain systéme Ai’ Bj

dfanneaux dans Nﬁk , alofs il revient au méme de définir A ® B en partant du
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systéme, défini par les Ai ® Bj . 8. k- k' est une extension de base, on ob=

tient un foncteur évident Al - Al

13 3 -
X k' e partant d¥extension de base M;f.'k M‘fk,.

3.3 On dira, que X € Alk est un cogroupe formel si X est un objet cogroupe

dans Alk . Alors en copiant le dual dé la situation de 2.3 on arrive a :

Lemme : X € Alk est un cogroupe formel si et seulement si X est muni d'un mor-

phisme structural d =4d_ : X > X® X dans Al dit codiagonal, (comultiplica—

X k'’
tion), tel que 3
a, 4 est coassociatif,
b, I1 exi;te un morphisme, nécessairement unique, Ny = : X > k dans .A.lk ,
dit counité, tel que 1 énod: né1od dans X = Xékﬁ kéx .
c. Il existe un moryphisme, né'ceséairement unique C:X =¢ : X = X dans Alk ,
dit antipodisme, tel que, si (ﬁ,,g) définissent la structuré d"é.lg‘ebre sur X,

»

alors on ait moa®1od: EON

Dans cette situation encore, le produit fg de f et g dans le groupe
Alk(X,Y) se donne par le diagramme

4 ., f' » can
fg:X-—.>X®X-‘-'='—§§—'>Y®Y———“'—>Y.

De cette fagon on obtient la catégorie CAl, des cogroupes formels sur k ,

k
3,4 Exemples
a. M‘fk s'identifie & une sous catégorie pleine de Alk °
b, On munit lYanneau kn = k[[X1,“.,Xn]] de la topologie (Xi”a"'xn)'—
adique., Pour cette structure, kn € Alk R

c, Soit F wune loi de dimension n sur k , On définit

o(F) = k[[X1F’°'°’XnF]] , muni de 1la _comultiplicaﬁion d , défini par
ax, = Fi(x1F ® 1an ®1,1 ®X1F,°-..o,1 ®p) pour 1¢ign , bref :

dxf' = F(XF R1,1Q XF) . On obtient de cette fagon un foncteur contravariant
o : Fe(k) - cAl,

BEn parlant des lois, on dira que XF est le systéme des générateurs canoniques de
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F . On notera qu'ad partir d'une 1loi, on arrive a un objet, qui se définit de fagon
intrinséque, c'est=a~dire par aide des diagrammes,
d, Soit k un corps et goit G un groupe algébrique sur k . En complétant

1tanneau local de l'origine ee pour la topologie me—adique, ou m, est 1'idéal

maximal de ee , on obtient 6 ¢ Alk . Le morphisme structural G xG — G induit

e
N ~ -~ ~
un morphisme ee - ee><e = ee(g ee , Cc'ested=dire on obtient un foncteur a valeurs

dans CAlk N

§4, Dualité de Cartier

*
Si M est un k-medule, on notera M le k-module des formes linéaires sur
M.Si M estun k-module topologique, on notera également, lorsque aucune con-
*
fusion ne sera possible, M le k-module des formes linéaires continues sur M .,

On rappelle

la sous catégorie pleine de (¢, formée des coalgebres fi-

4,1 Lemme ; Soit Cf Kk

k

nies, c'est-b~dire de type fini en tant que k-module. Alors
% -
: ka Mfk

est une antiéquivalence des catégories.
Oon rappelle également que la structure d'algébre sur C* pour C € Cf se

définit par la. relation <«fg,e> =<f Qg¢g, dc_(c.)> .

4,2 Soit maintenant C = UC

uc dans Ck , alors la suite exacte (1) du §2 donne une
i

sulte exacte
- ( * 0% o 0% -
0 (Cj/ci)' Cj Ci 0

c'est-a~dire on obtient un prosystéme strict libre {cgh}(dans jur D'autre part si

k ®

1'on se donne un presystéme strict libre A dans Mfk , alors la suite exacte (1)

du §3 donne une suite exacte
0= A* > A% - (Ker £ . )*¥ -0
1 J 1]

ce qui munit lim A* d'une structure d'objet de C
——} 1



Ilemme : On a C¥ = lim C*¥ et A* = 1im A¥* ,
e — i —_— i
La démonstration est connue : les inclusions Ci - € induisent des surjec-
tions (* - C*¥ , d'oh une fldche canonique C¥* — lim C* ., Soit & = (g.) wun é1é-
i €~ 1 i
. % % o % _ .
ment de lim Ci avec g, € Ci , on définit g € C par glc) = gi(c) , si ¢ ap-
partient a Ci . Bn vue de C = Uci on obtient une fléeche inverse, De la méme fa—
gon, les applications canoniques A — A. 1induisent A¥ — A* , donc 1lim A¥ — A¥ ,
i i — 1
Si f € A¥ , alors f étant continue, se factorise & travers un Ai , ce qui rend

la flé&che inversible,

De la méme fagon on observe que lfon a des fleches canoniques inversibles

lim ¢, (c;,p) ¢ ¢, (limc,,D) (1)
1im Al (a,B) <> Al (linm A ,B) (2)

En ramassant ce qui précéde, on arrive a :

4,% Théoréme (Cartier)

a. Le foncteur contravariant o* : Ck-e Alk est une antiéquivalence des ca-

tégories, qui admet le foncteur o* : Alk - Ck comme un foncteur quasi inverse,

b. 9* transforme objet final (cofinal) en objet cofinal (final) et transfor-

me produits (sommes) en sommes(produits), d'ol une antiéquivalence
2% -
P* GOy CAlk
c, ?*¥ commute avec l'extension de base,
Pour la démonstration : cf. aussi Cartier[1]Exp. 2.

4.4 BExemple a titre d'exercice qui servira plus loin : On note pour 0 { n < o ,

o - k[[t”/(tnm) et T=1_=k[[t]] =lim T, ce qui définit T € Al pour

tout 0 n e,

Soit {ti | 0 ¢ ig¢n} 1la base duale de {tl | 0 ¢1ig¢n} avec

Jo _ _ N
<ti,t > = 6ij (Kronecker), alors dti = aéb_i ta<g tb . 381 1'on prend encore
dt =t®1 +1Q®t , alors titj = (i, j)ti+j , ou (i,j) dénote 1'image de

(i+3)1/it51 dans k .
j
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§5. Schémas formels et groupes formels

On rassemble ici un peu toutes les catégories qui vont &tre définies ou dont
on-aura besoin, Soit k comme toujours un anneau de base, Alors, on prend
Mk : catégorie (pas trop grosse) des k-algébres commtatives

MkE : catégorie des foncteurs covariants M, - Ens

Mfk‘» M le foncteur évident, qui donne le foncteur
“:MkE - MfEE évident obtenu par restriction a Mfk , appelé encore complétion
Grk : catégorie des schémas en groupes sur Xk , considérés comme fonecteurs dans

Mk, . of. [D], 2.1

Ack : sous—catégorie pleine de Grk des groupes affines commutatifs,

5.1 On copie [D] 1.6 : S0oit gspf : Mfk - Mka le foncteur contravariant défini
par (Spf R)(s) = Mfk(R,S) . Alors le lemme de Yoneda donne que Spf est pleine-
ment fidele, On dira que P € Mfkg est un schéma formel sur k , s*il existe un

prosysteme strict libre A dans Mfk et s'il existe des isomorphismes, foencto-

riels en R ¢ Mfk

F(R) = {lim spf A;}(R) = lim uf, (4,,R) = Al (a,R)  (par §4 (2))

~ ~

si A =1lim A. est défini par 4 .
& i

On notera Schf la catégorie des schémas formels sur k .

k
5.2 Lemme : On étend la définition de Spf & la catégorie Alk en posant pour
R € Mfk :
Spf(A)(R) = {Morphismes continus d'algebres A - R} = Alk(A,R) .
Alors

Spf ¢ Alk - SChfk

est une antiéquivalence des catégories, transformant 1ltobjet cofinal en objet fi-

nal et sommes en produits. De plus Spf commute avec 1l'extension de base,
5.3 On appelle groupe formel sur k tout objet groupe dans la catégorie schfk .
Les groupes formels constitueront la catégorie Grfk , celles de groupes formels

commitatifs la catégorie Grfck R
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La dualité de Cartier permet donc de définir une équivalence des catégories

S .
Spf* : C Sdﬁk

k
en posant Spf*¢ = spf(c*) . sSpf* induit encore des équivalences GCk-a Grfk et
Abk - Grfck .

Dlaprés ce qu'on a vu, il revient donc au méme de donner

a, Un groupe formel G sur k ,

b, Un objet A = lim Ai dans CAlk et un isomorphisme G = SpfA , Cet A ,
noté désormais o(¢) sera appelé 1'algébre affine de ¢ .,

c. Un objet ¢C ¢ GCk et un isomorphisme G = Spf*C ., Cet objet ¢ , noté

abusivement le plus souvent par G* sera appelé 1l'algebre des distributions sur G,

5.4 Exemples de groupes formels

On note pour R € Mfk , ni1l(R) 1le nilradieal de R .
1. Groupe formel multiplicatif sur k "&k . &k(R) =1 +nil(R) , muni de sa

structure additive. on a Spf o(c ) =& . o(a) = k[[t]] , at = t®1+1Qt .

k
Le dual s'identifie & T* G'Abk (cf. 4.4).

2. Groupe formel additif sur ko, f . ﬁk(R) =1 +nil(R) , mmi de sa
structure multiplicative. o(fi,) = k[[t]] , dt =t ® 1+t @t +1® %,

, alors G € Grf., . 8i k est arbitraire

3, Si k est un corps et G € Gr X

k

N . . . ) . . % ~ ) 4 ~
il en est ainsi si o6(q) € CAlk seit si (G) € GCk . Par exemple &y et By

s'obtiennent par complétion du groupe additif g«

X et multiplicatif By o

4, Si k est un corps, la dualité de Cartier s'exprime encore en complétant

un autre foncteur,De facon précises: Soit G € Ac, . On pose

k

p(e)(m) = GrR(GQQkM, pM) pour M € M alors on a le diagramme eommutatif, cf.[D]
2.4 th.,1 :

D
Ack —— ACk

spec | | -

Spf*
Abk ——ien} Grfck
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Soit £ : G- H dans Grf, . On définit Kerf ¢ Mka par

k

(Rer £)(R) = Ker {f(R) : G(R) - H(R)} pour R ¢ M,

Ker f appartient & grf s'il est représentable : Bxemples

k
e = Forln = iyl 5 B (R) = G (®) | () < 1)
o i) = X[[$11/((1+8)"1) .
Si k est un anneau de caractéristique p , premier, on définit n&k par son

r A B ~ i p
algtbre affine k[[t]]/(t¥ ), dt =t ®1+1®t . si ¢ ¢ Grfc, , on note pour

ne¢g par tn] 1'endomorvhisme donné par [n](R)(x) = nx dans G(R).

555 Oon résume les fldches importantes :

5.6 Définitions de certains types de groupes formels,

X ° k anneau de base.

goit @ € Grf

a. G ‘sera dit constant s'il est de la forme ¢ = SPf(kE) ou B est un en-
semblé et ol kE Iesf muni de‘la topologie produit,

b. G sera dit fini, é'il est dée la forme Spec M avec M € Mfk o

¢. Pour tout groupe formel @ on ﬁote IG = Ker {e : 0(¢) —» k} et
We = IG/;zJ. Soit encore T : IG é(nG l'application canonique, G sera dit con-
nexe si tout systémé- {Xi € IG i€ s} ?el'que {nG(xi) l i € s} engendre le
k-module topologique Wy eﬁéeﬁdre lui-méme 1'algdbre topologique o(G).

Si k est un cofps, on définit simplement : @ est connexe si et seulement

si @6(K)

{1} pour tout corps. X € Mflk . [p] 2.7 .

d, G sera dit infinitésimal s*'il est fini et connexe,
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e, G connexe sera dit lisse, ou de Dieudonné, si (@) est de la forme
ola) = k[[xi]]i€E , ou E est un ensemble d'indices dénomgréble, totalement or-
donné et ou en cas que Card BE = , on.a lim Xi =0 dané lé topologie de 6(a).
Si Card E ¢ = , on appelle C(Card E- lé dimension de G , cf. [D] 2.10. Si
P € Pa(k) , alors Spfo(F) est de Dieudonné,
f. G € orfc,  sera dit ;»divisiﬁle, ou de Barsotti-Tate si [p] : ¢ - ¢

est un épimorphisme et si G = lim Ker[pJ] avec KEr[pq] fini et dans Grfk pows

tout i . cf, [D] 2.11.

5.7 Il va de soi que les catégories C., et Alk se généralisent de facon .évi-

k
dente : on commence avec les k-modules projectifs de type fini, Pour.une étude
de cette situation encore généralisée cf, Morris-Pareigis : Formal Groups over

discrete rings Bull A.,M.S. ? Toutefois, les catégories introduites ici seront am-

plement suffisantes pour une étude des courbes dans un groupes formel,

Chapitre II : Courbes dans un groupe formel

§1. Opérateurs invariants & gauche et algebres de Lie. Rappels,

1.1 Pour A € Alk on note Endlin(A) le k-module des endomorphismes

k-=linéaires continus de A . Soit maintenant (¢ € Grfk . On définit

u(e) : ox - Bnd,. (o(c))

par le diagramme :

d . £, 2
ple)s co—5e0c 8L xRz

et
. — (¥
olG) : Endlin(e(G)) G
par le diagramme :

s(a)g : o(e) &> 6(c) S k.
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Alors on a :

Proposition : a) p(G) est un morphisme injectif de k—algeébres, fonctoriel en G.
¥
b) o(g) est un morphisme k~linéaire, fonctoriel en @ .

c) olg)oule) = identité sur g* .
Pour la démonstration, qui se fait & l'aide de. nombreux diagrammes : cf, par
exemple SGAD VII A 2.2 et 2.3.

1.2 Exercice : On définit le sous-module Inv(g) de Endlin(e(c)) par :

Tav(e) = {£ € End,; (e(@)) | o(¢) 2, o(c) ® o(c)
| ’ j,;1 ®f
o(c) —= o(c) ® o(c)

est commtatif}, Montrer que Inv(G) = Im p(G) . Les éléments de Im p(G) = Inv(g)

s'appellent opérateurs invariants(a gauche),

1.3 Soient ¢ E-Grfk et k[t] 1'algébre des nombres duaux sur k , c'est-i-dire

t2 =0 ., Le morthisme structural k - k[t] admet une rétraction p : k[t] - k ,
p(t) = 0 . On définit 1'algdbre de Lie de G par

Lie ¢ = Ker{c(p) : c(k[t]) = a(k)}
c'est—-a~dire, on a une suite exacte

{1} — Lie ¢ — c(x[t]) =G (k) — {1} (1)

La structure d'algébre de Lie sur Lie ¢ , ainsi que sa structure de p-algébre de
Lie, si 1'anneau de base est de caractéristique p , premier, résultera des pro-

priétés des courbes, cf, 3,2 cor, 2 ci-dessous,

§2. Courbes dans un groupe formel

On considére comme dans I1.4.4 les anneaux T, = k[[t]]/(tn+1) pour
O ¢ n o, Bn particulier, T1 est 1'algebre des nombres duaux sur k . On notera
M, Tﬁ - TO =k 1le morphisme dans Alk tel que nn(t) =0 et on considdre la

généralisation de (1), §1 pour n arbitraire :
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{1} — Ker G(nn) — G(Tn) —E(;f79'G(k) — {1} (1)

(1) est une suite exacte des groupes scindée, qui fait de G(Tn) un groupe pro—

duit semidirect de @(k) avec Ker G(nn) , fonctoriel en @ € Grfk .

2.1 Définition : Soit 0O g n L e et soit G € Grf, . On appelle groupe de courbes
de longneur n , ou d'ordre n dans G , le groupe XKer G(nn) . On obtient un

foncteur covariant, dit foncteur courbe dfordre n (ou : de longueur n) :

L1en : Grfk-e Groupes ,

On a donc pour n =1 , Lie1 = Lie,

2.2 Lemme 1 : Le foncteur courbe dfordre n est représentable dans Grfk pour

Remargue : I1 faut donc trouver un couple (Gn,gn) avec Gn € Grfk et

g, € Lien(Gn) telle qii’il existe des bijections, fonctorielles en X € Grfk

Grfk(Gn,X) - Llen(X)

ol la fliche f : ¢ - X dans crf, correspond a Lien(f);n sous 1l'application

k
induite Lien(f) s Lien(Gn)-a Lien(X) . Malheureusement on ne connait la structure

explicite de Gn que dans le cas commutatif, c'est-a-dire 1'objet Gcn qui se

donne par le lemme : (cf, également Ch, II, 7.6 lemme 6 pour n;=u0.

lemmg 2 3 Le foncteur courbe d'ordre n est représentable dans Grfck pour

On e,

On connaft toutefois de fagon explicite G; et ng et il s'avérera que les

foncteurs qu'ils représentent dans GCk? resp. Abk sont les foncteurs "pulssances

divisées", ce quil est la motivation a introduire les foncteurs covariants

H : GCk ~ Groupes , Cn : Ab. - Groupes abéliens

n k

en posant Hn(X)

Llén(x*) pour X € C-Ck

Cn(X) Llen(x*) pour X € Ab, .
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Par dualité de Cartier on a des bijections fonctorielles en X
y . - .

B (x) = vie (x*) = crf, (¢ ,x¥) = 6c, (6,X) ainsi que pour c (x) = av, (6% ,X) ,

donc il suffira & montrer
2.3 Llemme 3 3 Hn est représentable pour tout 0 { n e,
Lemme 4 3 Cn est représentable pour tout 0 ¢ n { =,

Démonstration : On procédera de telle facon qufon obtienne le plus possible dtin—

formation en ce qui concerne la structure explicite,

a, Soit d'abord G € Grf On pose pour f € G(Tn) = Alk(G(G),Tn)

k
» n 5 n i
£(x) =) 5 £, ()t = (: £.87)(x) (2)
1=0 1=0
On vérifie aisément que les fi sont des formes linéaires continues et que l'on a:

(PD) : Une suite F = {f, | 0 ¢ ig n}cex définit f € Lien(G) c G(Tn) par (2)

1

si et seulement si elle satisfait & une des trois conditions équivalentes suivantes

1) On a fo=¢: o(eg) » k et fi(xy) = X:: fa(x)fb(y) opour 0 ¢ ign.

a+b=i

e : 0(g) -k et dfi:é‘;bfacgfb dans G* pour 0 i g¢mn.

2)' Ona f
o}

3) F est une suite de puissances divisées de.longueur n au-dessus de g .
Parce qu'il existe_plusieuré définitions de la notion "buissanée divisée"
(cf, Berthélot; Sweedler), on emploiera ici en méﬁe temps 3) comme définition de
puissance divisée,
b, Avec les notations de I.4.4, sous la bijection canonique

Alk(e(G),Tn) 5 ck(T;;,G*) , qui envoie f sur f* on a
£*(%,) = £, pour 0 g ig¢n (3)

donc, en écrivant f,g ¢ G(Tn) sous leur forme (2), le produit fg dans le grou-
pe G(Tn) correspond avec le diagramme

d *RQo¥*
(g)* : Tg--»T;@T;—f—-%—»G*QQG*'—m»G*

donc avec (3) :
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T (o)t =30 (I £ )8 ()

i=o a+b=i
c, Soit z(n,k) = 7%(n) comme dans I.2.5.¢, alors l'application T; - z(n)

dans Ck , qul envoie ti sur Zi‘ induit une injection, fonctorielle en X ¢ GCk
' e

w(x) = ac (z(n),x) « ¢, (1%,X)

dont 1'image s'identifie canoniquement & 1l%ensemble des puissances divisées de
longueﬁr n au-dessus de 1 € X , Bn obsefvant éue e € 0¥ s'identifie & 1 ¢ G*,
on t;réﬁde.ce qui précede: .

a, L'imaée de Lién(G) dans ‘Ck(Tz’G*)' cofncide avec 1'image de p(G¥)

dans Ck(Tz’G*) , ce qui donne une bijection, fonctorielle en G

i (%) = ie (¢) =ecc, (2(n),6%) . (5)
n . . .
De plus, l'application f + Z:: fitl de Lien(G)-a 14-tg*[[t]]/(tgﬁl)a~dgnnée par
i=o . : - (2)

est un homombrphisme inje%tif xn o pour la structure du groupe multiplicatif
?

(non abélien) de 1 +tax[[+]]/(t™1) SOXj i est fohctoriel.en G
<9 .

rd ‘e £ * ’ . ' 3 I3 N -
b o b
(5) montre que Hn est représentable, Si1 G¥ € AD 1'application:canonique

Z(n) - Zc(n) induit
c,(e¥) = ¢, (z(n),e%) = v, (2 (n),0¥)
ce qui donne le lemme 4,
2.4 BEn pratique on identifiera le plus souvent les groupes

Lie (¢) = H (%) = cc, (z(n),6*) = In Mg

dont les éléments seront dits courbes d'ordre n dans G (ou G*) et 1'on écri-
ra f = Z’fnwtﬁy pour une courbe de longueur connue, Lorsque f est une courbe,

on emploiera désormais sans aucune référence le symbole fﬁ , défini par

f =3z, t™,
ni
En considérant une courbe f d'ordre n dans G € Grfk comme un morphisme
£ :o(e) > T , on a donc f(x) =% fm(x)t . Si 1'on considére f comme un mor—

phisme f : 2(n) » g* on a f(Zm) =f pour 0 m¢n . Le fonctorialité impli-
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g m < m ~ m
que que f =z fmt =z f(Zm)t = Hn(f?(z zt ) (6)

n
. s m
autrement dlt, Hn se représente par 1e couple (Z(n),gh) avec gn =:£;_L me .
g, sera dit courbe canonique d'ordre n , On notera H=H , C=C , § =&
o)

.
. (=] (=]

2.5 On définit pour a € N , G € Gxf T € Lien(G) le décalage Va par aide

k ?
du diagramme :
g
f a
f —_— —_—
Va olc) Tn Ta(ne1)-1

ol g, est la fléche dans Alk déterminée par ga(t) - t2 .

De mme, si A € k on notera Af 1le morphisme composé dans Alk donné par :

AR () —iT , g (t) =t
)\.o _)n n’g)\ - °

Alors, on vérifie sans peine

ILemme : Soit X € GCk o

a, Va H Hn(X) — Ha(n+1)~1(x) est un homomorphisme de groupes, fonctoriel

b, A s Hn(x) - Hn(x) est un endomorphisme de groupes, fonctoriel en X,

a o : .
= M = . = s = = d
Co WV =V 3 M= VAT dep =y Vy =1 =dd

On écrira encore (par abus) la courbe Af comme Af , Noter qu'on n'a pas

A + pf = (AMp)f . Pour n € Z, on notera [n]f 1la courbe ™,
2,6 Ia relation T = lim T  entrafne pour X € GC, la relation
¢ n k
H(X) = lim Hﬁ(X) , ce qui munit le groupe H(X) d'une structure de groupe topolo-

gique séparé complet. L'inclusion A .. : Gck(z,x);e 1+ 8X[[t]] = x[[t]] est
, _ .

continue pour la topologie (t)-adique sur X[[t]] , noté désormais X, » et son

image est fermée, Si mg¢ n on note Py m Hn(X)-» Hm(X) l7'application canoni-
? .

que, dite restriction des courbes de longueur n & celles de longueur m ., On

dira que f ¢ Hm(X) s'étend & une courbecd'ordre n si f € 3m“pn o e SE
. b

Py m(f) = Pp m(g) on écrira f = g mod tm+1 o Pour X € GC
| R s ] . o

x Oo° note P(X) 1'en-

semble de ses éléments primitifs, c'est-3-dire x € P(X) si dx =x®1 +1®x .

P(X) est muni dtune structure naturelle d'algebre de Lie, (p—algébre si
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w(k) = p , premior).

2.7 Bxemples

a, Soient k ¢ Ang , G € Grfk et 9 ¢ P(G*) alors expdt € H(G*) . Plus
généralement si {ai | i€ N+} < p(a*) et {xi | i¢ N+} c k alors le produit

ordonné 1II exp(atl =1 Vi expé&t est une courbe dans G .
i i :

b, Soit X(k) = p , premier, alors Cn(péf) # 0 pour tout n < e« ,

Clia.) =0 .
()
¢, Soient A = e(az ) = zp[X] , X € P(a) dans AbZ , alors la courbe
P : - P
d*ordre p-1 , exp Xt mod £ ne stétend pas & une courbe d'ordre » p . On a

exp pXt € c(a) , done c(a) ;é {o} .

2.8 Les exemples montrent qu'en général une courbe dtordre finie ne s'étend pas
a4 une courbe dfordre plus grande. Dans le lemme suivant on ramasse quelques pro—

priétés gui seront utilisées désormais sans référence,

Lemme : Soit X € GCk °

a, Soient n>m et f,g € Hn(X) telles que f = g mod tm+1 , alors
f - Ly
m+1 gm+1 ¢ P(X)

b. L'application 1+0t+ 0 induit une bijection H1(X)<$ P(x) .

¢, Chaque courbe dans X s'étend & une courbe infinie si et seulement si

1%application canonique H(X)-» H1(X) est surjective,

Démonstration : a et b résultent immédiatement de (PD), 2 dans 2,3. La condition
de’ ¢ est évidemment nécessaire, Démontrons qu’elle est suffisante. Soit f une

courbe et suppose que

51 m s
f = m§1 Vmg(m) =h =2ht modt

avec s » 1 et g(m) € H(X) ; s=1 est trivial parce que 1 € X est une courbe
infinie, Si s=2 on utilise les données, donc soit s > 2 . 8i f ¢ Hs 1(X) il
n'y a plusvrien a préuver° gi f ¢ Ht(X) , 5 > s-1 on a par a, que

fS-hS € P(X) , donc par b, en peut trouver une extension infinie g(s) de



20.

1

1 + (fs-hs)t . On voit que f = h,ng(s) mod t°1 ce qui démontre le lemme,

2,9 On posera encore B(k) = H(z(k)) = EndGC (z(x)) et
k

E (k) =c(z (x)) 2Bnd . (2 (x)) . B(k) et E (k) sont munis de deux opérations

c ‘ c Abk c ' c .

a4 savoir celle induite par groupe des courbes et celle induite par composition des
endomorphismes, On vérifie que ces opérations induisent sur Ec(k) une structure
dtanneau unitaire associatif topologique séparé complet, Loquu'illést clair que
certaines propriétés de E(k) induisent des propriétés tout 2 fait:énalogues pour
Ec(k) sous lfapplication canonique z(k) - zc(k) , on se restreindra & les for-

muler pour E(k) . Sinon, on convient de noter les différences,

Une courbe f €VE<k) ‘sera dite ﬁ»isobare, si fm est'isobare de poids rm
pour tout m , Ies courbes r—isobares. constituent un sous-groupe Isor(E(k)) .
les courbes {~-isobares seront'éppelées isobares et on écrira Iso1(E(k)>==Iso(k).
81 f est r-isobare, alors Vrf esﬁ isobare, 8i f € E(k) én écrira parfois
E 1tendomorphisme de 2(k) défini par f . En particulier on notera f;ﬁ =V, .
Noter que pour chague sous ensemble S de l'ensemble nombres pfemiers,
tous les f avec f € B(k) , qui commutént avec v pour -p.€ 5 constituent un

sous groupe H(S,k) . Il en résulte : f ¢ H(stk)¢==;vp(fm) = { fm/f si p|m

6 sinon
pour tout m € ot , tout p € s, ce qui s*écrira encore sous forme abrégée

Vp(fm) = fm//p °

§3. Quelgques outils techniques

I1 importe & voir comment les coefficients des courbes opérent sous ltappli-

°

cation p : G* < Inv(G) de §1. On posera u(f) =F

31 emme : Soient G € Grf, et ¢ € G* avec dg

K g, ®g! (somme finie),

Alors on a

a. olxy) = 2 9, (x)o,,(¥y) pour x,y € o(G) .
b, Supposons X(k) = p , premier et supposons que l'on ait une relation

¢(xp) = zlai{¢i(x)}P avec ¢i,¢ € G* et @ € k; x¢€o(eg). Alors on a :
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o(x®) = £ o {3, ()] .

édmonstration : a. Soient dx = E ' et dy = E : '
D S : Xa®xa y y ®y , alors

B B
a : B
olxy) = e ® o} x g ® x(‘xyé) =) . e(xayB)(E cpi(x:x)q)i(yé))
(Z,B C(,ﬁ i . . -

T (O el oy I elygdoy(sa)) = T2 3, (0 (v)
i a B i
b. se démontre de facon analogue,

et £ ¢ H (6%) pour n, 0gn (e . Alors

3.2 gCorollaire 1 : Soient G € Grfk

les fm satisfont aux relations de Teibniz

fo =id fm(xy) = Z:: fa(x)fb(y) pour 0O ¢ mg¢n,
a+b=m

En particulier, f1 est une dérivation invariante & gauche de ,G(G) R
Coroliaire 2 : Soit G € Grfk , alors Lie est un foncteur covariant
Lie : Grfk - {lLie algtbres sur k} (o p-Lie algdbres sur k , le cas échéant).

En effet, on a 1l'application

2.8b
(@) : Lie ¢ —=» H1(G*) —= p(e*) <& 1nv(c)

et on voit d'aprés le corollaire 1, que Im j(G) est une algébre de Lie des déri-

vations invariantes (;»algébre de Lie); ce qul montre le corollaire,

3,3 Définition : Soit ¢ ¢ Grfk » S0it 35 un ensemble dénombrable, totalement

ordonné, Soit F un ensemble des courbes, finies ou non, dans ¢ , indexées

par S,
h(n) i
F={f(n)=§fn’it nes;1gh(n) (e, (1)
On pose B(F) l'ensemble de tous les produits ordonnés de la forme ngs fn,a
n

avec 0 ¢ @, £ h(n) pour tout n € 8 et les @, presque tous nuls, Alors on dit
que F ‘est un ensemble fondamental des courbes dans G , si B(F) est une base
du k-module 1libre @G* (libré, parce Que G* ¢ Ck) . Dans ce cas on dira encore:

¢ est engendré par ses courbes,



22,
3.4 8Soit F un ensemble fondamental des courbes dans G . L'ensemble B(F) ad—

met une bijection canonique sur le produit restreint T = gzg In ou In est

restr,
1'intervalle des entiers I = [0,h(n)] . On écrira donc de fagon évidente

p € B(F) sous forme ¢a , avec g € T . On écrit o ¢ B .pour a,B €T si
ﬁn—an » 0 pour tout n € S, ce qui permet d'écrire B = a+y si Bn—an =Y, >0

pour n € S . Il suit de 1& que les éléments de B(F) constituent une base struc-

turale de (%, c'est—a-dire on a

dq)B= ) cpa®cpY (2)
a+y=B
pour B € T . Bn particulier, (2) entratne que les éléments spéciaux fn 1 pour
b4

n € 8, constituent une base de P(a*) . Cette base sera notée
fo, I nesi. (3)

3,5 Théoréme ¢ Soient G € Grfk et P comme ci-dessus., Alors les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :
a, P est un systéme fondamental des courbes dans G .
b. 1) Il existe y_ € o(¢) pour me S t.q. f(n)(y ) =6t pour tout
m m n,m
n,m € S ,
2) si card s =oco , alors lim Vo = 0 dans la topologie de e((‘;)'°

S _
3) L'application d'algdbres k[[Tm]]/(Ti(m)+1)m€S‘é 6(@) qui envoie T,

sur ym est bijective,

Démonstration : Soit d'abord F fondamental et soit B*(F) = {eal a € T} dans

o(G¢) 1la base duale de B(F) . Soit de plus {zml m € S} le sous ensemble de

¥ — * .|

B (F) avec <bm,zn> = 6n,m pour n,m € S ., G f en tant que objet de Ck , est
réunion filtrante croissante d'une suite de sous co algebres {G; | m € E}. avec

E dénombrable, qui sont libres et de type finioAsoit Im = Kef{e(G)~» G;*} ,

alors on voit. que chaque Im contient presque tous les . s Ce qui entrafine que

lim z = 0 . Pour les courbes f(n) on a de plus f(n)(zm) 1 + <an,zm>t =
S L
= én mt mod t2 . Supposons donc qu’'il existe x , W €3S avec 1lim x = 0 et

’ S
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. r T+1 : ‘
f(n)(xm) & 6n \mt + _)\n mt mod 1 sy T 32 (.avec A)\n

s ’ 3

. =0 si r>n(n)) . soit

alors 1ljim Yy = 0 puisque Lim x; =0 pour tout ¥ » 1 . De plus :
s S

f(n)(ym) = f(n)(xm>'é.§:: A m{f(h)xk}r
B QS A

?

!

. s r .- r
28, o, b %gg xk’m(én,kt)

& % mod 7!
n,m

¥

il

ce qui démontre 1 et 2,

o
Soit B* = {ya = I y a 1 o = (qn Ln £8s) ¢ T} , ou T est.comme dans 3.4.

n
. nes o _ .
on gpp@llerggune‘partiev_fxr_L@-ﬁ E‘}.qgefc)v pour un ensemble convenable dYin-
dices EY ane bgée tqulégique &e Q(GQ.,:éi ole) & @ kx en tant que
: o reR?
kemodule.’ Alorg qn a

Lemme 1 4 Sojient G € Grf, et ¥ , donné par (1) un ensemble des courbes. On sup-
poSe'ffet*zfgg‘;a;oonQit@gn b, ﬂgjghé§r§mé;vraie, alors on-a : Bf;_est urie base

topologidue fe o(a) si et seulement si -EﬁF) est une base. de. G* .

Noter oue le lemme implique immédiatement le théordme,
Oon poge pour a € T ; [q[“;'z'qix,,alébs le 1émme résulte de fagon évidente

du lemme 2 ;
Lemme 2 ; Sous les condifions du lemme 1 on a =+ Si o,B €T , alors

éa;, ﬁ si la' = lBl

By - (4)
0 st o] <8l

On raisonne par récuygrence. sur. 1&] . Si ]qf =,Q;,-(4) est.vhai,,parce'que

¢esy"> =1 51 et seulement si |g| = 0, ¢ i 6(c) ~ k slidentifiant & 1. € G* .
Si lq!_é 1, (4) est Wraé'en.ggrtu.de la‘ relation f(n)(ym) =~én it . Soit donc

(4) vrai si la| <=, avee » S,
si o |g] > la| =r 32, P svéerit y% avec pover, |ul 31, v >t

et on a
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(2)
<¢a,y8> = <-z:: ¢Y<8 ¢6 ’ yuyv> = e(yu)wa(yv)-+¢a(yp)e(yv)4~ Z:: @Y(y“)¢6(yv) .

Y+o=a Y+o=a
Ya (5)
&a
Les deux premiers termes sont muls, si |g]| > |a| = |y| + |8] , alors |p| < |v]
et |v] ¢ |8] entraineraient : || = |u| + |v] < |y] + |8] = |a| ce qui est con-

traire & 1'hypotheése |B| > Ial . I1 suit que chaque terme de la somme dans (5)
est nul, On a donc <¢ ,yB> = (0 dans ce cas, comme il faudrait,
a

On raisonne de facon pareille si |5| = |a! , le théoréme en résulte,
3.6 Le théoreéme entralne les corollaires

Corollaire ¢ ¢ Si G € Grfk est engendré par ses courbes, alors G est connexe,

C'est bien évident,
Remarque : La converse n'est pas vraie : on pose : k un corps non parfait,

. . 2
(k) =p, a € ek, o(e) = ¥[X,7]/(xP- a¥®,xP ) avec x,Y primitifs,

Corollaire 2 : G € Grfk est de Dieudonné si et seulement si ¢ est engendré par
un, ensemble de ses courbes infinies,
Dans cette situation mentionnons une forme affaiblie du SGAD VII B th, 5.2

G est infinitésimal sur un corps parfait k , y(k) = p > 0 , si et seulement si

G est engendré par un ensemble fini de ses courbes finies,

§4. Exemple fondamental : Algebres sur @

Convention générale : Soient P 1'ensemble des nombres premiers et
SUS¥ = P une partition, Chaque_ S engendre un gous—-monoid multiplicatif pointé
w(s) de [\I+ tel que N+ se décompose en produit de deux monoids
N = n(S) x N(s*) . En effet, m ¢ N(S) , (resp. m € N(S*))(=>si p € P divise
m, alors p €S (resp., p € s*) .

On pose Zé.:-pgg z(p) si s &£ {g} et z¢ = @ . Ceci entraine que tous les
éléments de KN(s*) sont inversibles dans ZS . 8i Xk est donc un anneau de base,

il existe un unique s = s(k) qui est minimal tel que le morphisme structural

¢ : Z—->k s'étend 2 Zé -k , & savoir on prend pour S(k) 1la partie complémen-
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taire dans P de l'ensemble {p € P | ¢(p) dinversible dans Kk} .

Q

on pose 7 =2(k) et g =7¢2 thm , la courbe canonique. On dira encore que

Dans ce §1 on étudiera le cas - s(k) = {@} , c'est—d~dire k € Alg_,

x € Z , isobare de poids s > 1 , contient zS sl x = zS mod {z1 =0ee= 2 = o},

Si s=1, x ne contiendra z1 que si x :’z1 .

4.1 Théortme (Décomposition) : Il existe une famille unigque
Xx=1{x, |iew’}cr(z) t.q

a, Chaque Xi est isobare de poids i et contient Zi .
(o]

b, £ = II Vv, exp Xiﬁ dans TIso(k) (produit ordonné),
i=1 _ o

c. v (X.)=X. pour tout i,a € N

~ o a j. l//a 9 ©°

Démonstration : Soit W = k<X> € GC) défini par X c P(w) . On attache & X, le

poids 1 , donc exp Xitl = Vi_exp Xit est une courbe isobare, d'olu encore :

o

11 Vi exp xit est une courbe isobare dans W , nécessairement de 1la forme
H(f)g~‘avec f :2->W. On a f(zi) = Xi mod X1 R Xi—1 =0, donc f est un

iéomorphisme ce .qui permet d'identifier Z avec W , L'unicité est évidente, On a

[o o) oo .
al
Vag = .H Vai exp Xit = .H exyp Xit (1)
1=9 1=1
m ' -
~H(v )e = m H(v ) exp X.t*  (fonctorialité de V )
a . a 1 a
i=1
® i
= II expv (X.)t (2)
l=1 a 1

(1) et (2) démontrent que Va(xi) = Xiﬁ%. pour tout i,a ¢ N+ , dfou le théoreme,
4.2 Le théoreme entrafne :
Corollaire 1 : Soit @G € Grfk , alors l'application

at
e : P(gx)" - H(G*)
o4 .
détinie par e((o, |1 € W) = W expo t
i=1 .
est bijective, ce qui permet d'écrire ¢ € H(G*) uniquement sous la forme :

= I expi | gi(¢)tl avec ci(¢) € p(ex) . (3)
i=q
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(o]

En effet ¢ = H(¢)C - n v exp ¢(Xi)t1 . On pose donc oi(¢) = i¢(xi).
i'_—1

Corollaire 2 : Les ‘Xi sont & coefficients dans @ . On note E = exp Z1t .
Corollaire 3 : Z = k<X> est somme amalgamée de Card Nt copies de ImE . L'al-
gébre de Lie P(Z) est 1l'algebre de Lie libre (en tant qu'algébre de Lie) engen—

drée par X .

Corollaire 4 : ImE est 1l'unique sous objet minimal de Z dans lequel 1-+Z1t

se prolonge & une courbe infinie,

Corollaire 5 : Notons U(k) = Im(E) = k[z1] . Alors il existe une unique k-

dérivation de U(k)t telle que
OE = Bt . (On rappelle : X, :_X[[t]]).

Tous les corollaires sont triviaux, sauf le Corollaire 3, pour leguel on
renvoie a Serre [1] LA Ch., IV. On ne les a donné ici -que pour compgtaison plus

loin avec le cas d'un S arbitraire (cf. §6).

4.3 Une autre conséquence du théoreme de décomposition est .
On consideére 2, = z(k)[[t]] comme coalgébre en groupes swr %[[t]} . si

u € tzt , alors expu € 1-+tzt .

. ) oo .
Théoréme :(Campbell~Hausdorff): Il exiSte une unique Y ==Z:j Yit‘:'L € P(Zt) tel

i=1
que E =exp Y .

Démonstration : On identifie Z & k<X (4.2 cor, 3), donc

m

F(n)

exp (X1+...+Xn)t = Z Fn,mt

est une courbe dans Z . On écrit de fagon unique Fn,m = Eﬁ; Fﬂ,m;p comme somme

(finie) des parties Fﬁ mp ? isobares de poids p .
' b4 ?
oo -co o
péfinissons G(n) = 2:: G F )P = ) G tP  ou ce qui xevient au méme
p=0 W=D n,m,p g Ngp

¢{n) = exp(x1t+,..+Xntn)

G(n) est une courbe si et senlement si {Gn 0 | p €W} est une swite des puis-
?
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sances divisées au-dessus de 1 € Z , condition que l'on vérifie &tre satisfaite,
tenant compte que le diagonal d de Z est un morphisme d'algebres graduées, De

plus, par construction, ¢(n) est isobare, ¢(n) = ¢{n+1) mod tn+1 , dfou

o .
¢ = 1im ¢(n) = exp Z:: Xitl
n i=1

existe et est une courbe isobare, De plus Gi contient zi d'aprés le th, 4.1 a.

Soit ¢ = H(G)g4, alors (¢ est un automorphisme de Z dans GCk , donc G—1

existe dans 'GCk et H(G—1)g est une courbe isobare dans Z . Posons

G-1(Xi) =Y, , alors Y, est primitive, isobare et contient 3z, . On trouve :

o

co
£ =Hu(c 'og)g =H(g ') exp §_1 Xt = exp ;_1 Y.

ce qui démontre le théoreme,
4.4 Le théoreme entraline :

Corollaire {1 3 Soit G € Grfk ,. alors l'application

e, * P(G*)N+~» "2(a*)

o -
PP . + i .. . . P
définie par Qt((bi |1 €EN)) = exp §_1 éit est bijective, ce qui permet d'é-

crire ¢ € H(G*) uniquement sous la forme

¢ = exp ZEE ;=1 si(¢)ti avec Si(¢) ¢ p(gx) (4)
11 .

En effet ¢ = H(p). exp X:: Yitl = exp) . ¢(Yi)tl .
i=1 i=1

Corollaire 2 : 2

It

. +
k<y> et ,VaYi = YiA@l pour tout a,i €N .
oo . . (o] ’ . i
: ‘al
En effet vag = exp §_1 Yit = exp ;_1 va(Yi)f .

Corollaire 3 : Soit B = Q<U,W> € GCk

W= {willi € N+} < P(B) . On attache & Ui , wi le poids i . Alors il existe pour

avec U = {Ui | i€ '},

1’°'°’wi) " dans P(B) , isobare de poids i , tel

et tout ¢,¢ € H(G) on ait

i)o un unique z, = Zi(U1’°"’Ui’w

que pour tout @ € Grfk

s, (9¢) ¥,zi(s1(¢),;..,si(¢),s1(¢),...,si(¢)) . (5)

o . oo .
Bn effet, la courbe isobare produit exp(g : i—1Uitl)exp(§ i~1witl) dans
i=1 i=1
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B est une courbe, donec d'aprés le cor, t+ de forme unique
* .
exp(E i1 zitl) avec zZ; € P(B) . Le cor. en découlé aisément. En posant
1 ry .
i1=1

3

Ui = wi = (0 dans Zi on arrive au point de départ pour calculer de fagon expli-

cite la formule de Campbell-Hausdorff classique.(Serre [1] 1A, ch. 1v).
4,5 A titre d'application aux groupes formels nous indiquons comment se démontre

de fagon courbique :

Théoréme (Cartier) : 80it k un corps, k € Ang et soit G € Grfk connexe,

alors l'application canonique P(G*) < G*¥ se prolonge en un isomorphisme

U(P(G*)) » g*x dans GCk , autrement dit le foncteur covariant

Lie : {Groupes formels comnexes sur k} — {Lie algdbres sur k}
de dimension dénombrable

est une équivalence des catégories.

Démonstration (abrégée, cf, SGAD VIT B th. 3.3) 3

a, On prend une base B ‘de‘ P(G*)) qﬁe 1%on prolonge en une base B1 de
G* , soient B?‘ la base toﬁqlogique duale de B1 et B¥xC B? le sous ensemble
qui constitue une base topologique duale de B . Soit donc B = {bi ]i € N+} ’
B* = {y, |1 en'} .

bf Les courbes f(i) = exp 6it dans Q% satisfént a f(i)(yj) = 6ijt
mod t2 . Bn raisonnant comme dans le th, 3°é on trouve {xi] i€ N+} c:e(G) t.q.
lim Xy = 0 et f(i)(xj) = éijt °

c, La connexité de ¢ implique que ©(¢) est engendrée par lfensemble
{xi |1 ¢ N+} , d'ou : tout éiémeﬁf de o(@) s'éerit sous somme simplement con-
vergente I xaxa ou les xa sont des monSmes de 1'ensemble ‘{xi |i € N+} . Le
lemme 2 du §3.5 montre qu'il n'existe éas une relation non triviale I xaxa =0 .
Le lemme {1 montre que l'ensemble F = {exp 0.t | i€ N+} est fondamental,

d., D'aprés Serre [1] LA Ch, III, la base B(F) de @* est aussi une base

de U(P(G%)) , ce qui entratne que u(P(g*)) = g* .
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e, On définit s : {algtbres de Lie sur k de dimension dénombrable} —
{Groupes formels connexes suf -k} én posa;t S(J) = Spf*(U(J)) -« Alors on a
Lie 0 8(J) = Lie o spf*(U(J)) = Lie{spf(u(d))*} = P(u( 2)** = p(u(3)) = J a'apres
Serre[{],loc. cit, Devlé méme fagon, S()Lié(G) = é(P(é*)) = Spf*(U(P(G*))) =
Spf*(G*jw d'apres d,, ce qui est encore Candniquemenf isémorphe a gpf(gx*) =
spf(e(a)) = ¢ . Le foncteur U & valeurs dans GC étant pleinement fidele, le

k

théoréme s'ensuit.

———

§5. Sur la structure de 2Z* et Zz

5.1 La courbe Vag définit un endomorphisme v, de 7(k) dans GCk qui sa-
tisfait &2 v (2 ) = 7 . Ltaction de v est étroitement lide & 1l'action de
a' “m m//a a o

Frobenius P : x+ xp

en caractéristique p . De facon explicite :
Lemme : Soit P : x - x° 1le Frobenius de Z(Fp)* , alors vp = P¥ ,

pémonstration : Si f = % fmtm est une courbe dans z(Fp) , on trouve

f(xp) = f(X)p =X fm(X)p'tmp = 3 fm(X)th = X fm(Xp)tm -
La comparaison. des coefficients de tn donne

d'ou F*fn = fn[fp pour n € N ., F*¥ étant un morphisme de coalgébres en groupes,
est déterminé par ses valeurs F*(zé) ce qﬁi donne le résultat voulu en prenant

f =% , la courbe canonique,

I1 résulte en particulier que vp(x) =0 pour tout x € P(Z(Fp)) , €n
d'autres termes, vp induit un ﬁorphisme vp : P(Z(Z))-* pP(Z(Z)) . I1 semble en
ce moment-ci peu opportun de donner des démonstrations des théorémes 5.2 et 5.3
ci~dessous, Comme Cartiér 1'a observé, la démonstration de 5.2 qui figure dans
Ditters [1] a l'air d4'8tre trop optimiste, Une démonstration de 502;figurérait tou=
tefois- dans la thése de Brian Shay, qui devrait contenir également des théorémes

concernant la structure de P(z(z)) . La démonstration de 5,3 a, qui.est tri-
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viale dans le cas commutatif (lemmes7.2 a et 7.5 ci—dessous), qui figure dans
Dittefésg% utilise les familles de P, Hall esf éeu éénstructive. I1 importerait
de trouver des résultats explicites dans le cas non commtatif, qui redonnent les
résultats du . §7 ci-dessous, Le rb6le du th, 5.3 a dans ce qui suit est de nature

secondaire, mais devrait se justifier un Jjour dans une étude approfondie du re-

levement de Frobenius & caractéristique zéro,
5.2 Théordme : Soit k arbitraire, alors gz(k)* et zc(k)* sont de Dieudonné,

5.3 Théoréme : a) Soit n-n 1'appli¢ation canonique Z - k , k anneau de

base arbitraire, Alors les morphismes induits

P(z(k)) - np(z(x))

<

v
n

p(z_ (k) - np(z_(k))
sont surjectifs.

b) De méme facon, l'application canonique P(Z(k)) - P(Zc(k))
est surjective, On posera dans le reste de ce §, Z = z(k) et - ZC = zc(k) . On

n'énonce que les résultats pour Z . Le cas ZC étant tout pareil.

5.4 Corollaire : Soient Y = {Y, |ien} et z* = k[[¥]] . soit pour i em’,

¢, =1+u.t mod ﬁ2 la courbe définie par ¢.(Y.) =6..t . Alors :
i i i it7j ij

Y
o
=
It

{?il i € '} est un ensemble fondamental des courbes dans Z .

=z
=
i

{ui ]i € N+} est une base de P(Z) .

Démonstration : On raisonne comme dans le th, 3,5, lemme 2,

5.5 De fagon inverse :

Corollaire : Soit v = {vi li € N+} une base de P(z) , alors les courbes
1-+vit s'étendent aux courbes infinies ¢, dans 2 ef on a
a, P! = {¢i'|i € N'} est un ensemble fondamental des courbes dans 2 .
b, Il existe X =-{Xi | i ¢ N} cz*x tel que z* = X[[x]] et

q,i,(,xj) = 6,,b pour 1,j ¢ N
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’

Démonstration : On prend la base u du cor, 5.4 b,, .alors on a vi = Kijuj

dtol 1-+vit =1 Kij¢j mod t2 . Le membre droit se compose de courbes infinies, ce
J .
qui nous donne les ¢i » Comme dans le th, 4.5 a on se choisit x, € Z2* tg

<Xi’vj> = 6ij . Comme dans le th, 3.5 on construit les Xi tels que

¢i(Xj) = 6ijt , ce qui montre b ce qui entralne a son tour c,

5.6 Corollaire :
a, Chaque courbe finie f dans 2z s'étend & une courbe infinie ¢ .

b, 8i encore f est r—isobare on peut prendre ¢ r—isobare,.

Démonstration

a, D'apres le lemme 2,8 ¢ il suffit de montrer que si x € P(Z) , alors
1 +xt s'étend & une courbe infinie, Avec les notations du cor, 5.4 b on a
X =ZAu , d'ou 1+xt =1 N\, mod t2 ce qui donne a,

i1 coiTi

b, Soit . mu: minimal tel que P ‘ne soit pas isobare de poids rm , Alors
9, = ¢;r+6 ou ¢é est la partie homogéne de poids rm de Py o I1 en résulte
que 0 € P(Z) . Soit ¢ une extension infinie de i-—ét , alors en considérant la
courbe ¢°Vn¢ on gagne,

5.7 8Soit P = {¢i| i ¢ "} un ensemble fondamental des courbes dans Z , t.q

¢ = 1-+uit mod t2 et ui soit homogéne de poids. ¢(i)‘. 0n suppose ¢ 3 N+ - N+

+ o+
monotone, Soit de plus k(N+,2) = {x =‘(xij) € kIN XN I Pour chaque i on a

Card{j lxij # 0} < e} . Alors 3
Corollaire @ L'applicétion f : k(N+,2) - H(Z) , donnée par

f(x) =11V (produit ordonné) (1)

X, .9,
ije 11379
est bijective, De plus f(x) est isobare si et seulement si f(x) s'éerit sous

la forme

£(x) = 111 V()% (2)

Démonstration : Noter que le membre droit de (1) définit bien une courbe, Il s'en—

suit que f est injective, Soit maintenant ¢ wune courbe et supposons que



5=1
o o m s
9=72¢t ‘Eir_11 1; VX595 =4 = I gt mod b

~ s . -y = .
alors Pq ¢S est primitif, d ou P ¢s = Xs,juj (somme flnle)° On a donc

.S S+1
X =V, ? Xg 3 95 =1+ (¢S—¢S)t_ mod t

Bn considérant la courbe @y on voit que (3) est vrai mod ‘ts+1

ce qui montre
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(3)

(1) par récurrence, Pour (2) on notera que. ¢é_¢s est homogéne de poids s si et

seulement si x_ ; # 0 implique ¢(j) =s , ce qui donne (2),

5.9 Soient Y = {Yil ien'), X = {Xil ienN} et B=X7Y,X] . Avec les nota-

tions de 5.4 on pose z* = k[[Y]] et 2z*¥® z* = k[[¥,x]] ©B . Alors le morphisme

structural d de Z* se donne par les deux relations

o o] o< (e o]
IV e IV \Xoe = II V \F.q
et (i) i%4 it o(i)i7i iy (i) 171
. +
dY. =F. € B pour i €W .
1 2

(4)

(5)

En effet le membre gauche -de (4) est un produit de deux courbes génériques sur un

anneau de base convenable ’C , donc est une courbe dans Z(C) ~avec Fi € C

d'apres (2). soit x = (x, |ien)ce,

alors on vérifie qu'il existe U = {U, |i ¢ N} < z(c) telle que z(c) = c[[u]]

et telle que

o0
(m v
i=4

) = xjt¢(j)

)XiQi)(UJ

(i

Ecrivons (4) sous forme fg =h , alors on a

n(y.) = p (1)
i i
= fg(Ui) =mof @go dUi
= coefficient de t¢(1) dans dUi o

- 2
1 . t = = -
Exemp e Soien u1 Z1 > U, 222 Z1 3 4 3 14, + 2
2

1 tro : F, = = - s P = - P ¢
alors on trouve F1 X1+Y1 ’ F2 X2-+Y2 X1Y1 H F3 X3+Y3 X1Y1 2X2 1
2 2
F =X +Y, -X Y ~-X.Y .
4T Mt T M TR

sy U

=[z1,z2] LW = 32_-32.2. +20

4
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§6. les théortmes fondamentaux dans le cas non commutatif

On reprend ici la situation du §4, mais pour un anneau k arbitraire, Soient

Il

s =s5(k) et 2z =32(k) . g est la courbe canonique,

n
6.1 Définition : On dit qu'une courbe isobare E = z Emtm 1-+Z1t mod t2 d?or-
dre n dans Z est une courbe pﬁre si ImE est la sous algébre (nécessairement

libre) de Z engendrée par les Em avec m € N(S) .

6,2 Motivation : 8i k = Zb a;ors on a vu que la‘cqurbe _exp Z,t mod t® ne
s'étend pas daﬁs- k[z1] c z(k) , mais s'étend & une cquibe,infinie ‘¢ dans z(k)
d'aprés le cor,>5,6.a. La condition’que ¢ mod tp2=1 est pure signifie que cette
courbe est dans k<@1,¢£> . Dans ce § on démontrgra que telles courbes pures exis—
tent ef que la notion "pure" est lide & la fagon la plus économique afin d'étendre

1-+Z1ﬁ & une courbe infinie dans une sous algébre aussi petite que possible de

z(x) .
6.3 On posera généralement

Yy =|E si m e n(s)

0 sinon

de sorte qu'une courbe pure E dordre n s'écrit sous la.forme
= m
E = ;_é E (Y, ,ee0,Y)t (1)

donc si ¢ € H(z) , on a H(¢)E = El Em(¢Y1,°,,,¢Ym)th, ce qui donne lieu & :
m=1 ¢

Définition s Seit E une courbe pure dfordre n dans Z et soit r ¢ n . On dit
que n.='(hm l 1 {mg s y nm =0 si m¢ N(8)) <a¢ GCk est un ensemble pur

pour E si
T m
é;; Em(nd,ooo,gm)t (2)
est une courbe dlordre r dans G . .Soit maintenant <(r) > r minimal tel que

e(r) em(s) , alors il suit de (1) que'la.coﬁrbe (2) s'étend de fagon naturelle &

une courbe d'ordre min{ﬁ,r(r)—t} . Cette courbe sera notée B(n) , et on dira en-
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core que E(n) est une courbe pure pour R .

6.4 Théoreme (Décomposition) : Soient k wun anneau et 8 = s(k) . Alors il
existe une courbe pure B = T Em(Y1,,,,,Ym)tm d'ordre infini dans 2Z et pour

chaque nm = (n,n*) € N(S) X N(S*) il existe un élément isobare Yn n* € Z wunique—
9

ment déterminé par- les propriétés suivantes
a, Y contient Z .
n,n¥ m

4.

b. Pour n* ¢ N(S*) , 1'ensemble {Yn - | n e N(s)} est pur pour E et
s

k. —
définit la courbe n*-isobare Hn* =X En(Y1,n*’°°°’Ym,n*)t o
c, & = [T Vn* Hn* dans TIso(k) (produit ordonné),
n*eN(s*)

d, Si m€ N(S) , alors v Yn,n* = Ynﬁhgn* et vm En = Eﬂ[ﬁn pour tout

nent,
Remarque : Si S = ¢ , on retrouve le théoréme 4.1.

Démonstration : On procéde par récurrence, Soit pour n € nt , ny2, P(n) 1'hy-

pothése suivante :

P(n,1) :'I1 existe une courbe pure E(n) d'ordre n~1 dans Z .

P(n,2) : I1 existe un ensemble S(n) = {Ya - | aa* ¢ n=1 ,a € N(s) et
?

a* € N(S*)} , tel que Ya soit isobare et contienne 7 et tel que pour tout

H ax aa*

a¥ ¢ N(S*) le sous ensemble S(n,a*) = {Yb - I b € N(S)} soit pur pour E(n) o
b4

Soit b € N(S) maximal tel que Y= - appartienne & S(n,a*) alors d'apres

b,a*
6.3, ltordre de‘la courbe E(n)(s(n,a*)) est ééal 32 min{n-1, t(b)-1} . Supposons
que le minimum est 1(5)—1 , alors d“éprés 2.5¢c 4 1ltordre ée la courbe
Va*E(n)(s(n,a*))' est donc égal i a*{m(3)=1} ; a¥ = 1 = a*p(D) = 1 > n=1 , parce
que si b est maximal on a :-a*E est maximal, tel que a*b  n-1 et puiéque
T(B) >b on a -a*g(b) > n-1 , ce qui entraine a*g(b)-1 >n-1 ., Si le minimunm
est égal & n-1 , cette courbe est d'ordre a*n-{ » n—1 . On notera donc W(n,a*)
la restriction de Va*E(n)(S(n,a*)) & une courbe d'ordre n-1 .

P(n,3) : g _, =1 W(n,a*) dans Iso(z(n-1)) .

a¥* .
P(n,4) : si m ¢ w(s) , alors Vily ax = Yo/, ax et v E =Er//m pour 1Tr{n-i,
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on voit tout de suite que P(2) est en effet vrai : Prendre

B(2) = 1-+Z1t =1+Y, .t . On suppose donc P(n) vrai, Soit n = (m,m*) 1la décom

1,1
position de n € nt . On considérera les trois situations suivantes :
Cas A :m=1, clest-B-~dire n = m* ¢ wN(s*) .

On étend la courbe w(n,1) d'ordre n-1 & une courbe isobare F d'ordre n
(cor, 5.6). 8i F =w(n,1) + Fntn et si F_ contient oz avéc a #0 , alors
d'aprés le théoréme 5,3 b' et le lemme 7.2 b ci—dessoﬁs gui est indépendant de ce
§, i1 existe 3 € P(z) isobare de poids n>, ui contient -aZ_ , puisque n est
inversible dans 7 . Alors la courbe. F' = w(n,t)_+ (Fn+6)tn est.enCOre une ex-—

tension de w(n,1) mals maintenant dans z(n—1) = k<Ya,a*>aa*<n . Soit ¢ 1le

k

E(nf1) = Hn(q)(F') = w(n+1,1) qui ést.en effet une courbe d'ordre n dans

morthisme dans GG, de z(n=1) qui envoie T sur Y . On pose

,a% a,i
IoE(n) .

On considdre S(n,a*) pour a > 1 avec les notations de P(n,2) . Alors
a*r(B) > n = m* entraine qﬁe 5*1(5).> n , parce que a*T(E) =n =>m* implique
1(5) =1 ce qui est impossible, De plus si a* > f alors a*n—-{ 3 n-1 . Soit
donc pour: a* > i , w(nfm,a*) la restfiction de Va*E(n)(S(n,a*)) 3 une courbe

d'ordre n , P(n,3); donne maintenant

n
: n
g,= TT winet,e*) @ = :Gmtm mod t (1)
n>a*y1 '
. o - _ . P . a .
Posons zn Gn Y1,m* Y1’n qui est primitif et isobare de poids n . On
pose également W(n+q,m¥) = 1-FY1 -
?

s(n+1,m*) = {y et s(ng1,a*) = s(n,a*) si a* ¢ m¥* ,

1,m*}

Alors (1) donne :

g = TT w(net,ax) dans Iso(z(n))
nda*y1 '

dtou p(n+1,1), P(n+1,2) et P(ﬁ+},3) . De.plus pour P(n+1,4) il suffit de con-

s : - . L . % b
sidérer vbY1,m* et vim* qui sont nulles puisque isobares de poids m AV 0.
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Cas B : m* = { , c'est-a-dire n =m € N(S) .
on prolonge W(n,1) & une courbe isobare P , Si a* > { on considére la
relation a*g(b) 3 n . a*t(b) = n ¢ w(s) é&tant exclu,on a :a*x(g),> n ce qui
permet également de poser W(n+1,a*) égal a la restriction de fa;E(n)(s(n,a*))

4 une courbe d'ordre n . Avec P(n,3) on voit

g, =F TT Ww(n+t,a%) 3 = Z:: Gmtm mod t" (2)

1<a¥*<n

ce qui entraine que z-G = 0 est primitif et isobare,
On pose w(n+1,1) = F-+atn ce qui implique que P(n+1,3) est vrai,
n -
m
9 — —
L'ensemble des courbes f = E fmt dans z(n) , tellgs que vbfm = fmA%
pour 1 (¢ mg¢n et b € N(s) constitue un sous—groupe qui contient gn et les

w(n+1,a*) avec, a¥ > 4 donc contient nécessairement w(n+1,1) . On pose Yn 1
- * - b .

le coefficient de t" dans w(n+1,1) . Les autres modifications sont évidentes.,

Cas C :n=mm* , m>9% , m¥ > 1 ,
On étend maintenant deux courbes, & savoir w(rn,1) & une courbe isobare M
dfordre n et w(n,m*) 4 une courbe isobare F dfordre n , D'aprés le th,.5.3a

on peut supposer que - VaMn = MhA%a et vaFn = FnA%a pour tout a € N(S) °

En vue de v P =P on voit que F contient 2Z =7 , de sorte que
mn n mm* n

m¥

1l'on ait

7(n) = k<¥

P>
a,a*’ ' n

aa*<n
On définit ¢ d'abord comme un endomorphisme de 1'algebre 7z(n) par

o(Y ) = , ¢(Fn) =Y et on notera qu'en effet ¢ est un morphisme dans

a,a¥* a,t s 1

GCk . Soit E(n+1) = w(n+1,1) = Hn(¢)M , alors parce que ¢ et va commitent si
. . ' r - 3 N\ ' _ '
a € N(S)., on voit que E(n41) = ¢ Ert satisfait a vaEr =B/ -
si a* ¢ {1,m*} , on voit comme dans les autres cas que a*¢(b’) > n , donc

pour ces valeurs de a¥* on pose w(n+1,a*) la restriction de Va*E(n)(s(n,a*))

a4 une courbe d'ordre n , Il suit que

g, = TT ulner,ax).F. TT winet,a%)s= 3 Grtr mod t"
a¥{m* a¥y>m*



370

N n n
d'oh : 2 -G =0 € P(2) .. On pose W(n+t,m*) =F+ot = w(n,m*) + Yoo

S(n+1,a*) = S(n,a*) si a¥ 74 m*- et. S(n+1 ;.m*) = s(n,m*)U {Y

0 m*} . Parce que
?

1+étn appartient au centre de Hn(z) il suit que

nt1
gn = IT w(n+1,a*) mod t .
a¥<n

Le fait que tous les gn et w(n+1,a*) pour a¥* 74 m*¥ commutent avec va pour
a € N(8) , entrafne immédiatement que W(n41,m*) aussi commte avec tels v,

d?ou 'gn particulier v Y =Y =2 _ + um*(z1,..,,zm*_ ) , clest-&-dire

m m,m¥* 1,m* m¥ 1

Y
m, m¥

contient 7 .

i n
I1 résulte que P(n) est vrai pour tout n ., Parce que win,a*) = w(nst,ax)
mod tn , la limite Va*Ha* = 1lim w(n,a*) existe., On prend E = H"l comme courbe

n
pure isobare ce qui achéve lé théoréme,

6,5 Les courbes pures ne sont pas uniques dans le cas non commutatif, Les sous
objets de 2 qu'elles déterminent sont toutefois uniques & isomorphie prés en vue

du

emme : Soilent E et F' deux courbes wes telles que vaEm = Em//a et

vE
av

. + ~
m.—Fn_l//a pour‘aelN(s) et m €N ,'al,ors Ing = InP dans Gck°

Démonstration : Les données entrafnent que pour a € N(S) on ait,

— . =‘ k3 ’ ' . -
Ea Za + ua(Z1,...,Za__ ) et Fa za + va(Z1,ooo,Za_1) . Considérons l'applica:

1

tion composée

InE <3 7 2 InF

s s R . . . _ _
ou J est l'injection canonique. Alors Fo J(Ea) = F{Za+ua} = Fa+ua(F1f°°° ’Fa—i)’

donc FoJj applique l'ensemble des générateurs libres de ImE bijectivement sur

ltensemble des générateurs libres de ImpP .
6.6 Dans ce gqui suit on fixera une courbe pure E et on posera

U(kx) = InE = k<Ya>aeN(S)

d_Ya= E Em®En ; (Ya=Ea pour a € WN(s)) .
m+n=g
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On a les endomorphismes va de U(k) , définis pour a € N(S) , satisfaisant &

' + . .
vaYb_— Yb[ﬁl’ De plus : vaEn = Enwﬁa pour n.€ N 4 Il est clair que si @G € GC

k b
alors l'ensemble GCk(U(k),G) g'identifie canoniquement & l'ensemble des ensembles
purs pour E dans G ., Dans le cas commutatif, l*objet correspondant sera noté

par Uc(k) . Si G € 6rfe_, on note ‘CS(G) = Abk(ﬁc(k),c*) ce qui s'identifie

canoniquement au groupe abélien des ‘courbes pures pour E , encore appelé groupe

des courbes S=~typiques, ou des courbes typiques,

6,7 Comme dans 4,2, le théoreme de déCOmpesition.entraine-leS»corollaires sui-

vants 3
Corgllaire 1 3§ Seit G € Grfk , alors lTapplication
: _,5 *
e + a0, (u(), ") - p(ox)

)£

définie par e((ga’a* ]a € N(S)fa*ae N(sf)) =:;i (z En(gt,a*’“’°’&n,a*

est bijegtive, ce qui permet d'écrire g € Hig*) uﬁiquemént sous 1ld forme

= (p) s
? a;g&zs*) ?

Corollaire 2 : Z = k<Ya > est somme amalgamée de Card N(S*) copies de

va* Ha*

g = u(k) ,
On c¢onjecture

gorollaire % : U(k) est un sous objet minimal de Z dans lequel 1-+Z1t s'étend

a4 une courbe infinie,

Corollaire 4 : Les propriétés d®isobaricité entrainent un théoréme de décomposi-

tion pour les sous objets z(n) de Z et pour les courbes finies,

Corollaire 5 : Il existe une k -dérivation o dé U(k)

" telle que OF = Bt .

.

Démonstration : Soit U(k) = k<Y > et soit {Mal.a ¢ T} une base de: mo-

ati(s)

n8mes dans les indéterminés Y . On prend {Nal P E-T}ic:ﬁ(k)* la base duale,
En pafticulier'on note  'N' i'élémené de cette base tel que <N,X1> =1.

Soit @& 1'applicatien composée
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5 2 (k) - v(x) @ ulk) 2% y(k) ® x = ulk) .

Alors on vérifie que dN = N®1 + 1®N , ce qui entraine que O est une dériva-

tion et on a bien

= = v ) -
éEn 1 ®N( z:: EaQ9Eb) En_1 , %ol le corollaire,
a+b=n -

6.8 Afin de déduirevle théoréme de Campbell-Hausdorff (4.3) on pose pour

G € Grfk , cs(g) = (tGé)N(S) . 81 g = (nal a € N(S)).EUCS(é) alors

Bn) = T By(n,seeeny)

est bien défini et appartient & 1-+tG¥ .
soit L(¢) = 6C, (U(k),6*) et soit 1 (2) = {£ = (¢ |a € n(s)) € 1(z) |
VB, = L, POUT tout a)b ¢ n(s)} . De plus, si & =(g |a en(s)) €1(c), on

n . .
pose E(g,t) = 2B (g,..0,8 )t . oSoit D= kX,¥> 1'objet de GC

a€n(s) k
défini par la condition que X = {x_|a €wt(s)} et ¥ ={r |a ew(s)} appar-

tiemment & L(D) , c'est-3-dire X et Y sont des ensembles purs pour E , alors

le théoréeme de décomposition entraline que

B(x,)E(Y,t) = T T

H .
* *
axai(sx) & @

Soit done H1 défini par 1'ensemble pur pour E , noté
XxY = ((X*Y)a ] a € IN,(S)) , ‘alors on voit que

(xxy), =X, + ¥ + g, (X eeesX _5¥ 5eeas¥, )

1
ga(X1,o.¢,'Xa_1,;O,oo.,O) = O °

L'application U(k) - D dans GC définie par Y (X*Y)a induit une

k ’

loi de composition, fonctorielle en G € Grfk
» : L(e) x L(g) - 1(e) .

En général, x n'est pas une loi associative, Dans le cas commutatif, x in-
duit la structure du groupe abélien sur L(G) .

On a vu que 2 = k<Y

a,a*>aéN(S),a*€N(S*)_ et pour chaque
a¥ , v(a*) = {Ya a*l a € N(S)} € Lv(z) . On définit par récurrence S(n) € L(z)
b4

par :
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s(1) = (1)
s(n+1) = { s(n) si n4+1 £ N(s*)

S(n) x Y(n+1) si n41 € w(sx*) ,

I1 n'est pas difficile de voir que S{n) appartient en effet & Lv(z) pour tout

n ., be plus, si S(n) = {s(a,n) | a2 € w(s)} alors

s(a,n+1) = San * Yo et +‘ga(s1’n+1,°..,Y&“1’n+1)
(Ya,n+1 =0 si n+ £ N(S*)) ., Parce que Y, 4 T contient que des termes de
poids..y n+1 , on voit
Sa,n+1 = Sa,n + termes de poids ) n+1 .

On définit ¢ : Z - zt par ¢(Zj),= thj et on pose E(a,n) = ¢s(a,n) ,
alors g(n) = (g(a,n) Ia € N(S)) € CS(Z) et E(g(n)) est une courbe dans 2 .
Cela se voit ae la méme facon que dans la démonstration du théordme 4,3, ou 1l'on
a construit la courbe @(n) & partir de la courbe F(n) . On voit de la méme
fagon que

E(g(n)) = E(F,(n-ﬂ)) mod tn+1

et en posant E(g) = lim E(gn) on voit que E(g) est une courbe igobare qui dé-
n

finit un automorphisme de- Z dans GC De la méme fagon que dans 4,3 on déduit

k <
6.9 Théoréme (Campbell-Hausdorff—Dieudonné) ¢ Soit E 1la courbe pure, alors il

existe un unique n € ¢s(Z) tel que pour la courbe canonique £ on ait s

£ = E(n) .

6.10 Comme dans 4.4 on en déduit les corollaires :
Corollaire 1 : Soit G € Grfk ,valors chaque courbe ¢ dans G s'écrit de fagon
unique ¢ = B(n(g)) avee nlg) € cs(a) .

Corollaire 2 : Comme dans 4,4 Corollaire 3 on construit des séries universelles 1
telles que pour chaque @ € Grfk et chaque couple des courbes ¢,¢ dans G on

ait
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E(n(qJ))E(n(¢)) = E(n(q:;tb)) o

Noter que 1'isobaricité permet de trouver aussi un théordme de Campbell~Hausdorff-
Dieudonné pour les courbes finies, Les résultats trouvés ici généralisent ceux de

Dieudonné V & un anneau de base quelconque,

§7. Le cas commtatif, Frobenius et anneaux de Cartier

i,

7.1 BSoit d’abord 1'anneau de base k égal a Z . On pose Ab = Abz . 31 G €AD
on identifie ¢(&) avec son image canonique dans cle®aq) .

Donc, si ¢ € C(G) on a par 4,2 cor,:i soit par 4,4 cor, 1t :

: n © n
z:: ¢nt = ¢ = exp z:: n 1 Gn(¢)t (1)
n=1
avec oh(¢) € P(G(8 Q) , uniquement déterminé par P .

_ 0 : '
En p@sa.nt B .= {(a1,.“,an) en | = ig, =n 5 L a, =mn} on trouve en

?

prenant le logarithme dans (1) : . o

n
n B m+1 ?11°O°(Pn
o le) =] (=107 (m=1)in} —— (2)
=1 Bn " a1-oooan.

1 | 1 1 ’ i
Parce que (m=1).n/a1.oqotxnt €7Z si (a1’°°°f“n) € Bn,m on voit donec que

cn(¢) € P(G) . On pose 6n = on(g) oh & est la courbe canonidue,

7.2 Lemme : a, o, est isobare de poids n et {oh ]n € N+} est une base de
P(z,) . (z, =2z(2)).

n
bo ch _‘:“ nZn - (‘_=Z1) mOd Z2 =600~ Zn_1 = O 'Y

Démonstration ¢ b se déduit immédiatement de (2)o Pour a : qn est évidemment

isobare, Soit x € P(Zc) que 1l'on peut supposer en outre isobare de poids t .,

On écrit
r . i -
X = ;L___-; A2, avec A, € Zc(n—1) » AL £ 0.

Alors en considérant 12 .kerme )‘1‘? ® Zi dans dx. on conclut que r=1 et )\1 €z,

N

dot n=t ., BEn passant a ZC(® @ on peut appliquer le méme raisonnement & 19616~

ment primitif x - po, avec p € Q choisi tel que. x - po

c— ' | a—
+ + € Zc(t 1) . I1 s'en
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suit que x -~ po

. = 0 mais dans ce cas on a nécessairement j € Z , sinon x

n'appartiendrait pas a P(Zc) .

7.3 Soient maintenant k un anneau de base quelconque et ¢ € Ab, ., On considére

k

9 € c(¢) comme un morphisme

P Zc(k)-* G . (3)
On notera encore o, 1¥image de o, € P(zc(z)) sous l'application canonique
ZC(Z)-* Zc(k) et en particulief, par abus de notation on pose
A ) _ g3 ot P B
o () = I*image de o € 2,(k) sous (3). (4)

En observant que la courbe.canonique E svéerit
S w1 .n
£ = exp Z;; n cnt

on voit que pour Ab_ , (1) n'est autre que la relation H(g)E = ¢ .

z .

Lemme_: Soit k- arbitraire et' G € Ab, , Il existe pour a ¢ N+‘ un endomorphisme

k
F, » dit de Probenius, de c(g) , fonctoriel en @ tel que

. _ v + N
Oh(Fa¢> = gém(¢)- pour tout m ¢ N° et tout @ €c(a).

Démonstration : Par fonctorialité il suffit de vérifier que Fag ‘est une courbe
dans C(Zc(k)) . Bn effet, Fa¢ = FaH(¢)g = H(¢)(Fag) . En outre on peut prendre

(o]

_ _ v =1 n : Lo

k=2 et dans _ZC(Q) en a Fag = exp i;1 n Gant , Ce qgl est évidemment une
: - 2
b = i t = t d t °
courbe dans C(ZC(Q)) en vue de 4.4 cor, 1 . Fag z Fa,m = 1-+oé mo
Soit donc n > 1 minimal tel que F,a appartienne & 7z (g) mais non 2 ZC(Z).
" |

. o .m . . . nv1 tm d

Soit, par le cor, 5.6‘b, X Dmt une extension ' a=isobare de ,E Fa n ans

’

ZC(Z) . (Noter que' Fag est bien' a—isobare),

I1 suit que‘ F -D = Ao avec \ € O~Z . Bn effet, la différence est
a,n n an

isobare de poids an et primitive, donc d'apres 7.2 a,une multiple de SR tan—

dis que A € z' eﬁtrainérait que ‘Fa n € zc(z) , contrairement & 1'hypoth&se, Par
b4
7.2 b on voit que ie coefficient de Z?n dans Fé n n'apparfient ﬁas'é Z‘, ce

’

qui permet de raisonner modulo Zi =0 pour i > 1 . Or, d'aprés 7.2 b on voit
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FE sexpE (- 1)(—z )& w—=expolog(1 (-z Bt) = 1= (- z, )%t .
n=y n

On a donc obtenu une contradiction, Il en résulte que Fag est une courbe dans

ZC(Z) ce qui démontre le lemme,

7.4 Soit maintenant k arbitraire et sqit S = S(k) . 81 B est une courbe pure,

définissant U (k) (cf, 6,6) on a dans le cas gque l'anneau de base est Zé(k) :

= exp z:: n o £ _z:% V., x ©XP Z:%» ’(aa*)—1°aa*ta (5)
n=1 axeN(s*) a€N(s)

ce qui montre que la courbe pure E est unique et s'écrit

E = exp 2:(‘ Va—1cata (6)
a€l(s)

m ' m 3 -— 7 . —_
En posant E =L Et =1 Em(.Y1 ,;.,.,YEME , o0 B =Y siac N(S) et Y, =0
; : o ' _ ' : ' 3 e
si b ¢gn(s), ona Uc(z%(k)) = zé(k)[Ya]aew(s) et Uc(k) s'obtient en appli

cant le mdrphisme canonique k . On trouve donc une généralisation de la

k)
construction de la série hyperexponentielle de Dieudomné. III, §5 qui correspond au

cas 8(kx) = {p} ,- p premier, On a également 1'eﬁdomorphisme v pour m € n(s)

de Uc(k) , défini par vm(Ya) = YaA%m et satisfaisant a van = En[%n.

On a.une injection canoniqqe 'Uc(k)=+ Zc(k) ainsi qu'une injection du groupe

des courbes S(k)-typiques Cs(G) dans ¢(@) pour G € Ab. . On trouve sans peine

k
que {cmi m € N(S)} est une base de P(Uc(k)) C:P(zc(k)) . Noter que si

o € CS(G) alors Fe =0 si b ¢ N(S) ‘et‘que pour a € N(S) , alors Fa¢ , qui
se trouve-dans C(G) , d'apres 7,3, est encore S-typique, De méme, Va¢ € CS(G)

pour a €'nN(s),

7.5 On va ramasser les opérateurs fonctoriels agissants sur le groupe des courbes
S-typiques CS(G) pour G € Abkt, k arbitraire,

a. Les Frobenius F, pour a € N(s) , définis par
c(F ¢) = o, (9)

b, Les décalages Va pour a € N(S) , définis par

om(,Vacf_) = aoy . (p)



44.

¢, L'action de k , définie par
m
Gm()\cp) = A Om(q)) °
d, Une action du zé(k) , définie & partir du :

Lemme : Soit n € N(S*) , alors 1'endomorphisme Q- [n]Q =P tooot @ (n fois) de

CS(G) est inversible.

Démonstration : Parce que chaque courbe typique ¢ dans G correspond de facon

canonique & un morphisme 9 : Uc(k)-ﬁ G dans aAbk - et parce qu'on a la relétion
évidente ¢ = CS(¢)E , 11 suffit de vérifier que la courbe pure [n]E définit un
automorphisme de Uc(k) . Or, on a

[n]E = (& Emtm)n = SFt"

(soit) m

et pour m € N(S) ona F_=nY mod Y =, .= Y =0, Le lemme en résulte
m m -1 1
parce que . n est inversible dans 2’3(1{)°

On obtient 1'action voulue en posant pour b € Z%(k)

s ([vle) = bg (g) .

e, L'action de zS(k)' s'étend encore & un sous anneau kG de k de la fagon sui-
vante : Soit kG = {x € k l’pour toute courbe typique p ona : Ap avec

_ ‘ I3 . q (3
om(x¢) = }cm(¢) est une courbe.typlque}, alors kG contient 1 image de zé(k)
dans k , comme il se voit pér d, et est en effet un sous amneau de k o

I1 se peut que ‘kb contienne de fagon stricte 1l'image de ZS(k) . Noter que si

P, o 9, sont deux courbes typiques, alors on a Gm(¢1+¢2) = gm(¢1) + Gm(¢2) .

On notera désormais indifféremment A ou [A].
7.6 Avant. de déduire les relations mutuelles des opérateurs de 7.5, on rassemble

ici les résultats explicites qui se déduisent des §§ précédents :

Jemme ] : L'ensemble des courbes {FaE | a € N(S)} est fondamental pour Uc(k)°

Démonstration : A titre d'exercice, en identifiant Uc(k) a4 un sous objet de

Zc(k) et en utilisant 5.5.
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H(s) g Ns)

On pose comme dans 5,7 : k(N(S),Z) le sous ensemble de fTormé

des x = <Xij ] Xij €k pour' (1,3) € N(S)z) tels que pour tout i , on ait
card{j | X5 # 0} <o, Alors on a 3
Lemme 2 : L'application f : k(n(s),2) - CS(UC(k)) , défini par
f(x) = : vixijFJE
1,5
est bijective,.En outre, f(x) est isobare (ce gqui a un sens parce que

CS(Uc(k))<: C(Zc(k)) , 81 et seulement si

f(x) =} JV.x,F.E.

Démonstration : On raisonne comme dans 5.7 tenant compte du lemme 1, Ce -sous
groupe des courbes isobares se notera encore Iso(Uc(k))°
Bn vue du lemme 2, on écrira désormais les courbes typiques dans Uc(k) sous
forme. % V.x..F. .
i3] J
On écrira d'apres Lazard [1}, p. 282 encore CS(UC(k)) = Carts(k) et Cart(k)

si 8=P , Noter qu'on a ici § = s(k) , ce qui n'est pas une restriction essen-

tielle, cf, lemme 5 ci-dessous,

Temme 3 ;,SOient X,y deux courbes typiques dans Carts(k) , donc uniquement de
la forme Cs(i)E . Cs(y)E avec X,¥ les endomorphismes de Uc(k) , définis par

X,¥ . Alors on a Cs(i'dy) = yx , c'est=d~dire-on a un isomorrhisme

opp.
EndAbk(UC(k)) Ca_rts(k) .

Démonstration : En effet, ona C (x:oy)E o (x){c (?)E = C (x)(z:: V. A F E) =

v F (C X )E V.y..F. V X, F E . Le produit se calcule & partir
E:y ());y E: i3 P
des regles de commutation entre les Vi s Fj ‘et les scalaires, donc correspond

bien au produit yx .

Lemme 4 : Iso(Uc(k)) est un sous anneau commutatif, canoniquement isomorrphe a

ws(k),, (Lazard, [t] p. 283).
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Démonstration : Ecrivons T VixiFi = x ., Alors appliquant 6, on voit avec 7.5

d
que o (x) = dxm/ 6. . I1 s'ensuit sans peine que 1l'on a
m T d m

o (xv) = o (%) o (y)

Il

o (x+y) = o (x) + o (¥)

Lemme 5 : On prend maintenant k[X,Y] comme anneau de base, Alors, XEB+YE é&tant
une courbe isobare, est nécessairement de la forme g v.s,F, avec s € k[X,Y]
(lemme 2), et on a :
m m m/d
X +Y =Y, ds (1)
dlm

Bn effet, il suffit d'appliquer oL et 7.5,
Jemme 6 : Tout & fait analogue & 5,9, qui en est un cas particulier, on a : la

structure de Uc(k)* se donne par les relations :
X+Y =S V.X.F, + SV.Y.F, = SV.F.(X,Y)F, = F
ititi iTi i iti i

ou encore, en applicant o, :
d d ;
) :d(xm/ + YY) =y 1 ap (x, 1) |
a d d
dlm dim
Les Fd(X,Y) sont en effet & coefficients ‘dans 7 .

Noter, que 1l'intégralité des coefficients des Fd(X,Y) suit directement du fait

que . S* = ¢ est le cas correspondant & l'anneau de base 7 , ce qui donne déja
tous les Fd(X,Y) a4 coefficients dans'l'anneau de base, c'est-&-dire dans 2 .
si m e n(8) , alors m n'admet que des diviseurs d € N(S).

7.7 Les relations entre les opérateurs de 7.5 se rassemblent dans la liste sui-

vante : cf, Cartier[2],(2)-(7). Pour m,n € N(S) et Asp €k onoa:

a APy = V.,s (}\, p,)F avec s donné par (7) et o4 @® note 1'addi-
deils d™d 4 d

tion dans Carts(k).
b Aopt = Ap
c VvV =V s PP =P
mn m ’ “mn mn

a  va"
n

0

n
KVn H Fnk =AF
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e VF =FV si (m,n) = 1

r F =[n] 5 [1] = v, =F,
A€k st dans 1 t
g C(k) es ans le centre de Carts(k)°

~

Z

h Les opérateurs Fn et Vn laissent stable le sous anneau Ws(k) de

Carts(k) . Bn effet, il suffit de vérifier cela pour n=p , premier,et dans ce

cas on a, si x = VP, s
ddd
dENiS)

Fx=F V. x P + E : V. x, F
: ddad dp dp d
P P {(d,p§=1 dem(s) P p}
- VxR F_+ ¥ V.[plx, F..F (8)
d dd d dp d
(4,7)=1 Poa@(s) pep
- X(P)Fp , avec X(p) € wS(k) parce que (8) s'écrit sous Ta forme

(a+b)Fp avec a,b e_ws(k) . Avec les mémes notations on voit que, pr = Vpx(p) o

7.8 Comme dans Cartier [1] P. 51 on trouve la description suivante de l'anneau

Carts(k) s Soit S £ g et soit H, = wS(k)[Fp]pESV’ soumis aux seules régles de

(p)F
P

commutation pr =X pour p €8S et x € Ws(k).

Soit 8, = Hk[,[vq]]q€S ,"1'anneau de séries formelles & coefficients dans H_,
b . .
dont les régles de commutation se donnent par : xV = qu(q) » TV = <o si
a#p , FV_= E : vy P, € w (kx), avec —4a yn/d = p et finalement
PP daigsy T4 S am ¢

— _l. . — V'
VﬁFp =2 = d%%%s) dedFd € ws(k) avec z, = 6d,p . Alors sk n'est autre que

t
Car S(k)o

7.9 Ce qui précéde définit donc un foncteur covariant CS ¢ Groupes formels com—
mutatifs sur k - modules & droite sur End Uc(k) - Modules & gauche sur Carts(k)

(d“aprés 7.6 lemme 3), On vérifie sans peine que si ¢ est une courbe typique

E]

dans G € Grfck et x =% Vixiij € Carts(k) alors, la structure de module sur

cS(G) se définit par

X.p = L VixijFJQ

De la méme fagon C s'interpréte comme un foncteur & valeurs dans la catégorie de
Capgggzzquules.é gauche, On procéde de fagén analogue pour les. modules des cour-
bes typiques finies, Il intervient des problemes de nature arithmétique, a cause

du fait que tandis que gn est une courbe dans Z(n), Fagn n*en est plus‘siz1#1.
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Chapitre III : Lois abéliennes de dimension n

§1. Généralités

On reprend la situation de I.3.4c : soient k un anneau de base arbitraire et
F € P(n,k) , c'est-b~dire F est une loi de groupe formel abélien de dimension n
' N 1 t, N . .
sur k. Onavu o(F) = K[[x,]] ou x, = (X1FT,.°,XHF> est le systéme de gé-
nérateurs canoniques de F , On notera encore FPF¥ = e(F)* et

Pp = t(¢1F,oo.,¢nF) € C(F*)n 1l'ensemble des courbes qui satisfont a

n

aN

¢jF(XiF) = 6ijt pour 1 ¢ i,]
I1 s'ensuit sans problémes que Pp est un ensemble fondamental des courbes et si
) 2 t ) .
Pip = 1 + aiFt mod -t i alors aF = (61F,°°°,an) constitue une base du
k=module P(F*) . On notera le plus souvent C(F) resyp, CS(F) au lieu de C(F*),
*
o (Fx).

1.1 ILemme : Soit P € F(n,k) , alors

a, Si ¢j est une courbe dans F* , alors ¢j stécrit de fagon unique

co n A
G =Z Z: v a(j,i,m)e.. avec A(j,i,m) € k (1)
J e g m ip
Si de plus k = EF* (II, 7°5e), alors ¢ s'écrit de fagon unique
' ° m /‘\_/
¢j = z:: Vmp(j,i,m)¢iF avec u(j,i,m) € k (2)

m=1 i=t
b, L'ensemble ¢ = 1:((1,1,‘,.‘,,4,11) € ¢(F)" est fondamental, avec ¢j comme dans

(1) si et seulement si la matrice x(1), a4 coefficients x(j,i,1), est inversible,

c, Si ¢ € C(F)n est fondamental, il existe Y ¢ G(F)n tel que

aS

t =1 ..
Y = A1) X, mod deg 2 et ¢i(Yj) =6, b pour 1¢i,5¢n.

Démonstration : La topologie sur C(F) fait de (1) et (2) une expression bien

définie, Supposons que

¥
=

1

m .. m 5
2 b5,ub = ¥5 = 1 i=1 me(q’l’m)q’i}? =) 1 xgt mod t

=]
1l

n
_ * 101 -y = - ;
alors b5 7 Xg € p(p*) , d'on b5 g™ Ay g;; x(J,l,s)aiF de facon unique avec
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A(j,i,8) € k . Il suit que

o]
[a}

. S+1
45 = ) Vm)\(J,l,m)(piF mod t
m=1 1=%
ce qui démontre (1), Il va de méme pour (2).
Soit maintenant ¢ wun ensemble fondamental, Si ¢j = 1+.gjt mod t2 alors
= 2 K(j,i,1)6iF pour { ¢ J K n, c'est-a=dire g': x(1)a? , et’ parce que &
doit constituer une base de P(F*), il suit que X(1) doit étre inversible, De

) . : o £ -
facon inverse, soit K(1) inversible et posons Y .= K(1) 1X§~,

si A(1)7" = (u(4,3)) , alors
cpj(Yr) o5 (E uls, r)X »

= Z )\(3,1 1)cp (Z: u(s r)X )mod t

K(J,l 1)p(s r)é t mod t2

E”/‘]CS Il
[_V_I::

_a

i=1 s=1
2
= 8. ,rt mod t=

il

Supposons donc qu'on a Y(m) € o(F)™ t.q. Y(m) t)\(1)_1)(F mod deg 2 et t.q.

. . ) . - i ‘n
. m m+41 z g . _ _ m
¢j(Yr(m)) = 6j,rt'+ @, jt mod t . On pose YrCm+1) = Yr(g) ;_1 ar,j Yj(m)

’

alors on trouve

0,(¥,(m41)) = q)j(Yr(m)) -1 g q»J.(YS(m))m

02]
(= 2|
—

Il

1
6j;rt g;; ar,s j t) mod "

6. t mod tm+1 o

b

On conclut qufil existe ¥ € G(F)n't,qo Y = tx(1)f1XF mod deg 2 et
¢j(Xi) = &; jt . Il stensuit que ofF) = k[[Y]] mais alors il se vérifie aisément
. b4

que ¢ € C(F)n est un ensemble fondamental,
1.2, Lemme : Soient F ¢ F(n,k) et § = s(k) . Alors

a, Il existe Y € e(F)n et il existe un ensemble fondamental des courbes typiques

't. . = dd. . = i ‘ i ;. e
p € CS(F), ode Y 2% mod deg 2 et ?i(Yj) _ 6i,jt . Dans cette situation la.ona

b. Une courbe typique ¢j € CS(F) s'éerit de‘fagon uhique
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(PJ ; E v K(Jyl m)(p avec K(j;ivm) €k (3)
meN S

i=1

Si de plus k = kF*’ ¢j s'éerit encore

‘-[)J = g Z v lJ-(Jyl m)‘P avec p(j,i,_m) €k (4—)
méN(s) i=1 .

t
¢, L'ensemble ¢ = (¢1’°°°’¢n) est fondamental avec ¢; comme dans (3), si et

seulement si la matrice A(1) a coefficients x(j,i,1) est inversible,

d, 851 ¢ est un ensemble fondamental dans C (F)n ,‘alors il existe U ¢ G(F)n

t.G. © o(F) k[[U]] ’ U = x(1 XF mod deg 2 et ¢ (U ) = 1,jt o

en

Démonstration : Soit Pip = _ Va* H *(¢iF)» 1la décopposition de Pip
a*ENiS*) : N

courbes typiques (I11.6.7), alors. {" (¢ ) | 1 ¢i¢n}e CS(F) est un ensemble

fondamental en vertu du lemme 1,1.b.Par le lemme 1,1,c on conclut que a est vrai,

Pour b on note dans (1), (2) si les ¢iF sont typiques, alors ¢j est typique si

et seulement si m ﬁ N(s) éntraine que x(j,i,m) = 0 , Finalement, ¢ et d sont

des cas spéciaux du lemme 1,1 b et c,

1.3 En retournant & I,1.,2 soit f : F - G un morphisme de lois o dimF =n et

Xk
dimkG =m , Alors on peut écrire
f = J(£)X mod deg 2
ou X = t(X1,.,M,Xn) et Jf) € M(m xn,k) ., La matrice J(f) s'appelle la ma-

trice de Jacobi de f', 301t malntenant m=n , alors on dit que f est un iso-
morphisme, si J(f) est inversible et un isomorphisme strict si J(f) = In , la
matrice identique, 8i f est un isomorphisme, c'est-a~dire J(f) € Gl(n,k)
alors ii existe bien un mbrphisme g :G—-PF t.gq. fog = 1(} ;et gof = 1F o
On écrit P ~G s'il existe un isomorphisme f : F - ¢ et- PR s'il existe
un isomorphisme strict f : P -G, Alors ~ et ® définissent une relation aé-~

quivalence sur 1'ensemble F(n,k) dont les quotients seront notés @(n,k,~) et

- ®(n,k,%) . Avec ces notations les lemmes 1 et 2 entrafnent :
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Corollaire 1 : Soit T € F(n,k) , alors il existe une correspondance biunivoque
entre : classe de ¥ dans &(n,k,%) et l'ensemble de ¢ ¢ C(F)" t.q.

¢ =) 3 mG(m)¢F avec A(m) € M(n,k) et >x(1) =TI .
m=1

Corollaire 2 : Soient F € P(n,k) et s = s(k) , alors il existe @ € F(n,k)

toq.'¢G € CS(G)n et t.q. P % ¢ . Si maintenant ¢ , H € F(n,k) sont telles que

Pg » Py se composent des courbes typiques et G < H , alors Py = X:% Vmp(m)@G
mENL S

avec u(m) € M(n,k) , p(1) = In .

Dans ces corollaires on a fait opérer V_ et u(m) , aA(m) de fagon natu-

G

; P 4 7~ ;
logues avec opérateurs p(m) et x(m) , opérant de fagon naturelle,

relle sur C(C)n ’ CS(G)n . 81 k=xk on a naturellement des corollaires-éna—

1.4 Avec la terminologie Ae Lazard[1]9p. 284 et dtaprés II.7.9 oﬂ voit que si

F € F(n,k) alors C(F) est un Cart(k)—module réduit. De la méme fagon, CS(F)
est un Carts(k)-module réduit, ¢F4 est une V-base pour C(F) . On appellera
F ¢ P(n,k) une loi typique, si Pp € CS(F)n ‘avec 8 = s(k) . D'aprés 1.3 Cor.2,
chaque loi dans vF(n,k) est strictement isémorphe sur k & une loi typique. Ep
faisant épérer Fa de fagon naturelle sur c(r) et 'CS(F) il suit des lemmes

précédents :

Corollaire 1 : Soit P € F(n,k) , alors pour a €N on a

Fa¢F = g;; Vi c(a,m)gF (5)
avec o(a,m) € M(n,k),

L'application o : N xN' - M(n,k) sera dite le type de P ,

Corollaire 2 : Soit F € F(n,k) typique, alors pour a ¢ N(s) , s =s(k), ona

F o = v _o(a,m) (6)
anF )E%(‘S) mc (PF

m

avec c(a,m) € M(n,k).
L'application o : N(s) xW(s) - 1(n,k) sera dite le S(k)-type de F .
Chaque loi (typique) a donc un type (s(k)-type) bien défini. En vue des

relations Fan = Fab on ne peut pas attendre que chaque o : N+><N+ - M(n,k)
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sera le type d'un P € F(n,k) . Le but de ce chapitre sera d'étudier les applica-
tions o : N+><N+ - M(n,k) qui définissent les lois de dimension n sur k . Noter

que si k = kF s alors (5) et (6) s'écrivent encore sous la forme

(=]

Fo= ), V_ {Z;73)¢F (7)
m=1
~
F o = v Ala,m) (8)
59 m%%%S) o Masmo, 8

1.5 Soit k un anneau d'intégrité de caractéristique zéro, de corps des frac—

tions X . Soient F € F(n,k) et F la loi obtenue sur K & partir d'applica-

*

tion canonique ke K . le théoreme de Cartier I1.4.5 implique que Spf G(F*) est

isomorphe sur K & la somme directe de n copies de ¢& (1.5.4.1), parce qutil

X
n'existe & isomorphie prés qu'une seule algébre de lie abélienne de dimension =n
sur K . Il s'ensuit qu'il existe un isomorphisme f : P, - G, (I.1.3 b), c'est—

a-dire J(f) est inversible. D'autre part, le théortme de Cartier II.4.5 monire

en méme temps que End(&;) = EndK(Gz) = M(n,K) , c'est-d~dire il existe un isomor-

- ‘ £ - L . . .
phisme zF ‘P, — GZ —Eﬁ{l——+ GZ qui est strict, BEn raisonnant sur e(F*) et

A

G(GZ) , 11 n'est pas difficile de voir que zF : P~ Gz est uniquement déterminé
par la condition qu'elle soit une isomorphie stricte, Ce ZF , a coefficients dans

K , sera appelé le logarithme ou encore d'apres Honda[2], p.219, 1le transformateur

de F ., Pour un exemple : I.1.3 c,

§2. Une loi de logarithme générique

2.1 On pose B = q[z(i,j)] + que lfon fait encore un objet de Ab_ en

1€in; JEW . 0
Z:: z(i,a) ® 2(i,b) , (2(i,0) =1 pour 1 ¢ i ¢ n). Donc B
a+b :j

st'identifie & une somme directe de n copies de ZC(Q) dans AbQ . On définit

posant dz(i,j)

1'ensemble {o(i,j)|1 ig¢ny; Jce N+} — P(B) par les relations suivantes des

courbes

o, =Y z(i,3)¢

1

exp Z:: mf1c(i,m)tm (1)
m=1

(cf. II,7.1). Soit maintenant ¢ Q[Y(k,z,m)] avec 1 £ k£ ¢n et m)2.,.

It
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On considére dans CQDQB 1'idéal ¢ engendré par

n
olk,m) = 3 " ¥(k,j,m)o(j,1) , 1 <kg¢nsmyi (2)
=1 -
ou on convient que Y(k,j,1) = ék 5 Alors on a :

H

lemme : M = CQDQBﬁ% est un (C-module libre et appartient & AbC .

Démonstration : Notons que & est engendré par des éléments primitifs de sorie
qgue M soit muni d'une structure naturelle de bigébre sur € . Soit

f CQ@QB-» M 1ltapplication canonique, Comme algébre sur C , M est engendrée
par tous les f(Z(l,J)) , Ou encore par (1) par tous les f(c(l,J)) ou encore
par (2) on voit que M est engendrée par les f(c(3,1)) 3 pour 1 ¢ jgn

I1 n'est pas difficile de voir que 1es £. sont linéairement indépendants sur

J- _
¢, donc si J = &9 cg, ona JeP(u) atou U(3) - u(p(M)) >~ M lesquelles

J=t :
devienneht isomorphismes en passant & corps de fractions k(c) de C en vertu

du théoréme (II:4.5). . . . °. Il n'est maintenant plus difficile de voir qu'en

’

effet U(J) 3 M est déjh un isomorphisme sur C ce qui entraine que

c[g1,...,§n] =u(J) =me Ab, .

2.2 L'isomorphisme M = 0[51,..°,gn] fait voir que

¢ = {¢k = exp gkt ] 1< k ¢ n}

est un ensemble fondamental des courbes pour M . Ceci entraine encore, si

Pt = H(f)ck = eip Z:: n f(o(k,m))tm z:: ¢(k m)t (3)

m=1 (501t
alors ¢ = {¢k | 1 ¢ k ¢ n} est un ensemble fondamental des courbes pour M , En
* ~ *
effet en dualisant M par aide de ¢ , on voit que M = e(GZ) , donc WM pro-

vient d'une loi de dimension n sur k ., QOn-a.: :mod. t? , donc dfapres le

b= Py
lemme 1.1.b on conclut que ¢ est fondamental,
Soient B = N ‘et pour o = (ai,...,an) € B soit ¢(a> =1 ¢(i,ai) et

o. i
£ =11 gil alors on voit que

B, = {£% | « € B} et B, = {9(a) | « € B}

sont



des bases du (C-module M et en particulier, B2 est une base structurale, On en

tire des relations

ole) =Y " P(a,p)e?  (somme finie) (4)
g .
avec P(a,B) € C . soit e, = (0,..0,1,0..0) € B . On définit Xx_(B) pour
1 1
i-1

1ig¢n, B€B par

6 =Y . Pla,p)x.(p) (5)

€. i
i B A

Parce que B1 et B2 sont des bases, Xi(B) est uniquement déterminé et élément

de C , Finalement on pose

Ri(a,ﬁ) =) P(a,y)P(B,é)Xi(y+6)
Y,

ce qui encore est une somme finie d'apreés (4).

Dlailleurs, soit a = (aij) € M(n><n',k) , alors on note .. = n(i,j)a . Si

1J
()

m € N on notera encore € M(n><n',k) la matrice telle que

(m) _

(i, i) = a(i,j)m . Avec ces préparations on a :

2.3 Théordme de logarithme générique : Définissons F € C[[X,Y]]n ,

t t
X = (X1yo-~’xn) y Y = (Y1’~009Yn) par

F, =) R, (a,B)x%P

i
a,f

alors :
a, F € P(n,c)

b. Soit Y(m) € M(n,c) avec n(i,j)Y(m) = Y(i,j,m) , alors le logarithme
o= (s £ ) de F est donné par
F 1F’°°°7"np

by = Zfb m ! tY(m)X(m) .

m=1

6. .t , ce qui est possi-

*
Démonstration : Prenons X, €M € CAlC t.q. ¢k(Xi)

i,k
ble en vertu du lemme 1.1. Il s'ensuit que <¢(a),xi> =6, _ o par conséquent on a
- 1 l
_. F sy = y B
6a’€i = <Cp(a)’Xl> = B P((X;B) g ’Xi>

d*oli par unicité
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= <gP
x;(B) = <&%x> .
L'ensemble ¢ = {Qk 1”1-<.k ¢ n} étant fondamental, lemme t{,1 donne que

Mx = C[[X1;"?’Xn]] et la structuré du co-groupe formel sur I* se donne par :

<pla) ®q(p);dx,> = <plale(p) x>

7 Bla,y)B(p,8)2Y+%, 1, (6)
V0

= Rl(a 9'8‘)'

1l

ce qui donne a, parce qu'il est évident que F est telle que 6(F) = M* avec
e

XF = (XI,.Q,,Xn)o
Pour b il faut calculer un peu, Posons

w = 2:: 9(a)¢(B)XaYB

-1 (Trelhex Q:: o180, )

1] @.=0 i=1 B
1 ‘i 1

-1 xp(mE:1 LA exp(g; 1 o))

(3) i=1
= °xp Ei m o £(a(d, m))(x +75)
iZ1 A
= exp. zll_: n. i: e Y(l,J,m)i(XI]I_l-l-'YI;) )
(2) i= J=1 m:q J- 1

D'autre part, définissons w : M*- C[[X,Y}] comme application (C-1linéaire con-

tinue en posant
w(x) = q <pla)g(p);x> x%P .
a,f
Le fait que B2 =.{¢(a)¢La € B} est une base structurale entraine que w méme
est ud homomorphisme- d'algebres, qui satisfait a
o B
w(X;)= g_.; @le)plB), x> XY =7, (8)
dy

De ‘la m8me fagon, soit

x=), o(a)P® = exp Z:: 23; m  y(i,3,m) EJF? (9)

o "51 =1 1

%3

=1
alors -on voit que iyt M¥ - C[[X,¥]] , défini par
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x(x) =) 7 <¢la), x> F*

a

est un morphisme continu d'algébres qui satisfait a

x(x,)= 3 <pla),x,> P =, (10)

I1 suit par (8) et (10) que w=y , c'est-a~-dire (7) et (9) donnent, parce que

les g; sont linéairement indépendants sur C

=

n [+
-1 .. m my -1 .. m
[ z : m Y(l’J’m)(Xi+Yi) = E : E : ~m,, Y(]-,er)Fi

o0
i=1 m=1 i=1 m=1

ce qui n'est autre que 'zF(F) = zF(X) + zF(Y) ce qui démontre le théoreme,

2.4 Remarque : Soit n=1 et posons' Y(1,1,m) = ym . Alors un peu de calcul

donne : R(1,1) = -y v. 3 R(1,3) = 2y2y3—y3-y

2

, 2 "3 4’
—-%(5y2-+3y4) , clest-a~dire F n’est pas définie sur Z[yi]

2
R(2,2) = 4y,¥, iy
2,5 8oit k ‘un anneau d'intégrité de.caractéristique zéro,‘de corps de frac-
tions K, Soit f : N - M(n,K) une épplication telle que f(1) = In . On consi=-
dére K comme une algeébre sur C & moyen du morphisme structﬁral f:0-K

éui envoie Y(i,j,m) sur a(i,j)f(m) = £(i,j,m) . D'apréé I.1.2 on obtient une

loi f*F , noté fF avec P comme dans le th, 2,3, On note sz € K[[X]]n , Ou

t ’ Vd Ve
X = (X1,..o,Xn)’ 1'élément, donné par

©0

n
(ng)l = E m—1 f(j9i,m)xlfl ’ 1< i <n,
m= j=1 J

Alors il est clair que sz est le logarithme de fF et on a
Proposition : Soit f : N+ - 1(d, K) t.q. £(1) = In . Alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

a, G € F(n,K) a le transformateur fZF o

(e o]
_ -1 u
b. ¢ € P(n,K) et 9, = exp g m ,f(m)aGt )
c., G = fF .

est 1'idéal engendré par

Dans ce cas on a encore : o* 2 K69Q$3/df ou @

tous

oli,m) - §  £(i,3,m)a(j,1)
J=1
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de plus bjG = 6(3,1? mocji %o o
En Ou’tre, si @G € F(n,K) il existe un unique £ : IN+—> M(n,K) t.q.

f(1) =1 et g =fF .
n

Démonstration : I1 est évident que ¢ € F(n,K) est déterminée par son transforma-

féur et par son ensemble canonique des courbes Pq ..De plﬁs chaque G € F(n,K)

a un logarithme (1.5). La proposition résulte du théorime 2.3 par spécialisation,

2.6 Considérons maintenant la somme directe de n copies de UC(ZS) (II..7,4),

soit TU' = ZS[Y(i’a')J1<i\<n;a€lN(S) . On pose U = U' ®ZSQ et on fait de C@QU
un sous objet (ainsi qu'unbbjet quotient) de C® B . en posant

Q
P(C@QU) ={o(i,m) |1 ¢i¢n; men(s)} (cf. également II.7.4). Supposons

maintenant que f : [N+ - M(n,K) de la proposition 2,5 a la propriété que
f(m) =0 si m ¢ [N(S) , alors il est clair qu'avec les notations de- 2,5 on a

G* = K@QU/t/zf' ol e est 1*idéal engendré par tous

o(i,m) = 7 £5,5,m) ol3,1) avec m € N(S) .
J=1

Cette remarque nous servira plus loin quand il s'agira des domaines de définition

des lois, Noter en effet, que dans U on a

ay(i,e) = ) 5 E (v(1,1),...,7(5,m))®E (v(i,1),...,¥(i,0))

m+n=a

: Em,i ® En,i (soit)

oules E . sont & coefficients dans Z_ .
m,i S

§3. Sur les domaines de définition des lois

t 3
3.1 sSoient G € F(n,k) et ¢ € c(e)’, ¢ = (¢ys000s,) » alors ¢ s!inter-
préte de fagon canonique comme un morphisme § : B.®Qk"~‘—+ Gx .
(s s L L —
En effet on pose (2(i,3)) = 9,5 St 95 = : q’i,jt . Alors, la défini.

tion de 1'opérateur o, de II.7.3 s'étend & cette situation-ci en posant

it

o (9) = image de  “(o(1,m),...,(n,m)) sous 3 (1)

= 'l:m(q))bc_
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ol Tm(¢) € M(n,k) . Bn faisant opérer Fa ’ Va » A € k de fagon naturelle sur

C(G)n , on trouve facilement les relations .

It

'cm(Facp) tam(qﬂ Tm(Va_¢) = atm//a (cp) (2)

7\1:m (cp)

i

m o
’cm(?\qo ) =\ rm(cp) 'cm(}\cp )
pour a,m € . (En supposant pour Ap , que \ € kG>'

De plus, si l'on a une relation ¢ = Z;: de(d)@G dans C(G)n avec

a(d) ¢ M(n,kj on a

w(0) = 12 @ o (o) (5)

d]m

ol comme dans 2,2 .ili-, A(d)(m/d) est la matrice obtenue en élevant chaque é1é-

ment de A(d) & sa puissance 'm/d—iéme.

%,2 (n pose pour S arbitraire, FS la loi abélienne qui admet

-1t (m)
}ZFS =4, = m%"s)'m ' Sy (m)x (1)

comme logarithme, En prenant f : C - ¢ , définie par fY(i,j,m) =0 si
m € N(s) , on voit que FS = fp , donc FS est définie sur C .

De plus on a

9 = exp Z‘j( m ! ov(m)o, " (2)
s neN(s) s

ctestid-dire g € O (P)" .
s

On définit par récurrence pour a,m,d € NT les matrices ola,d) par

(m/d)
Y(am) =) | do(a,d) Y(m/d) (3)
dim

Alors les c(a,d) € M(n,c) . Bn particulier 0(1,1) = In 0
Y(m) si m e n(s) (4)
Noter que T ¢FS = {' v

0 sinon

Proposition : Soit S = T 4L T* une partition arbitraire de § , alors :

o~
=1
a. ¢, = ) v__, a*¥  olax,a)e (5)
Fg: aen(T) 2° Fo
a*en(T*)

b. P g = ; v, ola,d)e si a €w(s) . (6)
2Fs  damls) ¢ s -
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Démonstration : Noter d'abord que FS < FT sur C . D'aprés le cor, 2 de 1,3 on

peut donc ﬁoser OF = bF . Bn appliquant ltopérateur Ty de (4) on voit
S T
Y(m) si m ¢ N(S) . Pour le membre droit de (5),
T<¢F>—{ |
0 sinon

soit md , on trouve

T, md) = E aa* a¥ c(a*,a)(m//aa*)

a,a%*

xmyaa* ) : (7)
m RIN(S) , alors il est clair que Tm(md) = 0 , on peut donc se restreindre

2 m € N(S) . Soit donec m = bb* avec b € N{(T) et b* ¢ w(T*) , alors

m//aa¥* = b’b*/"/aa;e “se trouve dans N(T) si et seﬁlement si a¥*=b* et alb,

ctest-d~dire (7) féduit a

i) = T alon, ) e Gy )

alb T

1l

Z:: acﬁb*,a)(b/a)Y(b/a) par (4)

alb

Il

Y(b*b) = Y(m) dtaprés (3).
b va de la méme fagon : en applicant T, on voit tout de suite que (6) est vrai,
3.3 Le point crucial de ce § est :

Proposition : Si S = {p} , alors FS est définie sur 1l'anneau

a

Z(p)[G(P,P )]

iyo

Démonstration : Celle-ci se fait en plusieurs étapes.

t — 3 1 r
Posons d'abord X = Q[Y(i,],p )]1<i,j<n 50

a. On applique 2.6 afln de trouver F*'— K® U4ﬁf , ob @, est 1'idéal engendré

f
par tous o(i,p ) - Z (1,3, Jo(3,1). De plus, U = q[¥(i,p )}1<i<n-r>o avec
3= ’
. r . . m B . . n
d-Y(]-,P ) = E - Em(Y(1,1),...,Y(1,P )) ®En(Y(l,1),...,Y(1,P ))
m+n=p
= E Em,i®En,i (soit)

o1 les E . sont & coefficients dans 2Z .
m,i (P)

b, On a
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o i
-it i
Pp = OXP E : P Y(p )X(P ) (2) de 3.2
S i=o0
est un ensemble fondamental des courbes dans F§ , et d'apres toutes les conven—
tions faiteé, on voit que si 1l'on note g(m,r) l'image de Y(m,pr) dans P¥ |

S

alors on a

.00 > h
‘Pm,F = 2 En(g(m, 1 ),ooo ,g(m?n))tm = E En,mt
S n=o0

n=o
avec E = g(m,r) , De plus, en attachant & g(m,n) 1é poids o, on voit que
P, ) ) .
En " est isobare de poids n ., On sait déja donc que l'ensemble de tous les pro-
’

. ’ . M “ ’ ) .
duits (ordonnes, ce qui n'est pas trés relevant, parce qu'on se trouve dans le cas

commtatif ) quton peut faire avec les En , a coefficients déja dans Z(p) ,

’

constitue une base du Kk-module F§ R
¢, La proposition résulte. évidemment du lemme suivant :

Lemme : Tous les g(m,r) cqnstituent une p-base du K-module F§ , soit
l a € T} pour un ensemble d'indices T convenable, De plus on a : chaque
g(m,r)p s'écrit comme une combinaison linéaire d'éléments de B & coefficients

°

: i
a _
ans Z(p)[o(p,p,)]wo
d, Afin de démontrer le lemme, on considére d'abord le cas ol FS est de dimension

1, ce qui permet de simplifier les notations :

. R . ry,m a m ‘s , i
Soit E =% Em(%;o,..;;.,gm)t =IEt la courbe q’Fs . I1 s'agit d'abord de

o a. . :

montrer que B = {ga =1 gil | 0« ai‘< P , presque tous les oy nuls} est une

base du ‘Q[ym]m>o - module. E§ . (Ym = Y(1,1,pm)) . Notons pour n €N , G(n) le
' . . l i '_ ' . .’

sous-module sur Z(p)[c(p,p )]i>o = A (801t), de base Eo’°°°’En . Soit P(n) y

pour n € N 1'hypothdse de récurrence suivante, satisfaisant & P(n,1) et P(n,2)
ci~dessous :
o, o, i .
P(n,1) : {&O ..ogr‘ I 0« a; <P, Ei P < n} est une base du A-module libre
¢(n) .

pour x,y € ¢(n) on dcrit x = y mod ¢(m) avec m<n , si xy € ¢(m) ,

alors :
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P(n,2) : Qi pl+1 {n , alors gf € G(n) et gP = ai€i+1

i+
5 mod G(p -1) avec ai

dans (P)Z(p) .
Maintenant P(0) et P(1) sont visiblement vraies, Supposons donc P(n~1)

vraie avec n={ » 1 , On considére deux situations :

a o
Cas A : n n'est pas une puissance de p . Soit B (v yeeo0s ) )=%c Y 1...Y n ,
n o n a © n

isobare de poids n et solit B =X 5ip1 le développement p-adique de n . Alors

on sait d'aprés Dieudonné soit par vérification directe que cB = (m Bi!)_1 , donc
i .

a «

inversible dans Z . Considérons un autre terme c O... n avec o dans
' (P) a ~O

En(go’°°°’§n) . S30it J 3> 0 minimal tel que aj > P, alors par isbbaricité on a

J+1

certainement que ©p <n, d'ou
o o o . a.—p a. +1 o. 104
o} n o 31 J J+1 J+2 n
c 0 Qo = C oo e . . ° . . - o9 o mod N
o 8o w8y =% 8o cerB g 855 e85 B Eoeeefy G(n-1)

avec aj € pz(p) . Bn itérant cette construction, on voit que 1l'on aboutit a

CxO al’l Bo n
20 e = ' PP d - 3 s
cOC io gn ,ca,B &o 5n mod G(n=1) avec ca,B € pz(p) : ou encore
( - B B .
— 7 - 1 . .
B §0’°°°’gn) = CB Ey oeeby @Od G¢(n=1) avec cB inversible dans Z(p) . Parce

que {E} est un ensemble fondamental pour: FS , on voit que P(n,1) est vraie.

Si n n'est pas une puissance de p , alors P(n,2) est la méme condition que

P(n‘1 ’2) )
Cas B : n = pr+1 avec r » 0 . Alors puisque En = §r+1 , on voit tout de suite

= ar§r+1 mod G(n—1) avec

que P(n;1) est vrai. Il stagit de montrer que gf

z o
2y € P25
L n
Soit U = Z(p)[Yi]i>o avec E = % En(Yo,...,Yn)t la courbe pure, Notons v

et ‘f 1'endomorphisme dans Abz correspondant avec les courbes VPE et FPE .

(p)

Alors, de II.7.3% on voit que vY; = Yi_1(Y_1:=O) . De plus on a FPVPE = [p]E , ce

qui montre que

fY = pY . + ay®

. a1 o gr(Y1,...,Yr) (1)

avec g isobare de poids pr+1 et 'gr(o,...,o,Yr) = 0 , De plus, en réduisant
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mod p , on voit que fYr = YP

» ce qui veut dire que a = 1 mod pz(p) , donc a

est inversible dans .Z(p) .

Notons d'autre part que la formule (6) de 3,2 pour a=p s'éerit

oo .
FPE=Y,V, olp,p)E (2)
P i=0 p
—_— —_ n
=y Em(fyo,.“,fxm)t (3)
_ T
ou in est 1'image de in dans Fg . On en tire que le coefficient de 2

dans (3), qui n'est autre que f?r , appartient & G(p?) c:G(n—1) , comme on le
veit en explicitant le membre droit de (2) comme somme des pro&uits de

Em(Y1”"’Ym) , & coefficients dans Z(pf'll stensuit que (1) se réduit a

p o _
p §r+1 + a gr + gr(§1y--.,§r) = O mOd G(n 1) -
_ a, .
En écrivant g (Y ,...,Y. ) =Zc Y ...Y on voit comme dans le cas A, que
r 1 r a O r . .
. o o
chaque terme ¢ Y °...Y T = c' Y® mod ¢(n-1) avec c! € pz . I1 s'ensuit que
©° o« T « ()

reP _ _ ¢ s . )
P §r+1 + a gr =’O mod G(n 1) évec a inversible dans Z(p) ce”qul donne

P(n,2) , donc ce qui montre le lemme si la dimension de FS est égale a 1.

e, 8i la dimension de FS est n , on procede avec les En o de b de la méiie
. b
facon que dans c, avec maintenant g(m,a) au lieu de éa , mais pour m fixé,
1 ¢mg¢n, Il est clair que la propriété d'étre un ensemble fondamental des cour—

bes permet de réduire les calculations au cas de dimension {1, donc le cas général

s'ensult directement de ce qu'on a fait dans c. La proposition en résulte,

3.4 Soit S #£ ¢ et soit four a,d € N(s) , f(a,d) une matrice dont les coeffi-
cients sont des indéterminés. Soif A(s) lt'anneau polynomial engendré sur Z par
tous les éléments de tous les <¢(a,d) . On fixe p € S de sorte que n € N(S)
stécrit sous une forme unique n = apr avec soit (a,p) =1 soit a=p et on

définit Y(n) 2 coefficients dans A par récurrence par
~ I (P Yy = rd
¥(n) =7 p* <(a,pb) o (1)
i=o

Soit <ns 1'idéal dans A(S) engendré par tous les éléments de
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Y(am) - Y ax(a,a) ™ DY(n/a) (2)

dlm
pour a,m € IN(S) . Soit L(s) = A(S)/ccs et notons que L(S) ne dépend pas du
nombre premier p , choisi dans (1), les images de Y(m) et 'c(a,d) dans L(S)
seront notés par Y(m) et o(a,d) . Alors on a

Proposition : FS est défini sur L(S) si S #¢d. F¢ est défini sur 2Z .

Démonstration : So;’.t d'abcrd S =P et choisissons p € P , Alors la proposition

3.2 donne les relations

= — v oL ;:ﬁ c(a, i) (3)
¥ (a§=1 g ap" ’ (pFip}
QF = z:: v i G(Pypi)QF (4)
{p} iz p {p}

u?. proposition 3.3 entraine que F{p} est définie sur Z(p>[c(p,p )]i)o

cL(P)@Z(p).

Le cor, 1 de 1,3 ainsi que (3) donnent que F est strictement isomorphe avec

] i i . 4
E{P§ sur ltanneau Z(p)[c(p,p ),cs(a,p )] c L(P) X Z(p) . Il s'ensui

i>09(a,p>=1
que F est définie sur QL(P) D7) = 1.(p) .

Soit maintenant S < P . Considérons ¢ : A(P) -» A(8) , le morphisme d'alge-

bres défini par q)r(a,d) =0 si ad j{lN(S) . Observer que (p(mp) c ags , de sorte

quton obtiemme § : L(P) - L(S) . Parce que 'FS = Py Fp , on voit que la proposi-

tion en résulte,

3,5 Définition : Soit k un anneau, d'intégrité de caractéristique zéro, On dit
que f : IN(S) - M(n,k’) avec f‘(1) :"'In’ -est S—admissible s'il existe

o. : N(s) x w(s) - M(n,k) tel que pour a,m € N(s) on ait

£
f(am) = Z|: a cf(a,d)(m/d)f(m/d) .
dim

On dira que f est S~lexoide, s'il existe A : [N(S) X IN(S) - M(n,k) tel que

£

pour a,m € N(S) on ait

f(am) = )_F d Ap(a,d)f (m/d) .
dlm

Noter que f(a) = )\f(a,‘l) = cf(a,1) . L'ensemble des fonctions S—admissibles

(s~1lexoides) & valeurs dans M(n,k) sera noté Adm(s,k) resp, Lex(s,k) . si k
est arbitraire, on dira que le couple (f,o‘f) (resps (f,}\f)') est S—admissible
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(resp. S—lexoide) si ces conditions sont satisfaites,
Noter qu'il existe une bijection évidente Ang(L(S),k) = pdm(s,k) .

3,6 Soient k un anneau et ¢ € F(n,k) . On associe & G la fonction

£(6) : 0(p) » mn,k) on posant £(c)(n) = 5 (g,) . (ef. 3.1).

Le résultat principal de ce chapitre est :

Théordme : f induit une bijection F(n,k) » Adm(P,k) . si de plus k = k, pour

tout @ € P(n,k) , alors f induit une bijection £ : F(n,k) —» Lex(P,k) .

Démonstration : En appliquant T, aux relations (5) et (6) de 1.4 on voit bien

que (@) est P-admissible (resp. P-lexoide, le cas échéant)° Soit de facon
inverse ¢ une fonction Phadmissible, qui se voit encore comﬁe un morphisme dfal-
gebres o 3 L(P) - k , alors 9F € F(n,k) comme il résulte de la proposition 3.4.
La proposition 2.5 moﬁtre que ces deux apflicationé soht 1'inversse l'une a 1l'autre
si k est un ammeau d'intégrité de caractéristique zéro, Le;cas général s'ensuit

facilement de 13,

3,7 D'aprés 1.3 cor, 2 1l'étude des lois abéliennes se réduits & isomorrhie prés &

celle des lois typiques, Soit F yp(n,k) 1'ensemble des lois typiques dans

t
F(n,k) . Alors le théoreme de décomposition des ccurbes domne : Soit @ € FtyiﬁhJO'
On associe & G la fonction f(g) : N(s) -» M(n,k) , avec S = 8(k) , en posant

f(G)(n) = Tn(@G) pour n € N(S) . Alors, comme il est évident g

Corollaire : £ induit une bijection : Ftyp(n,k) - Adm(s(x),k) . si de plus

k =k pour tout @ ¢ F (k) , alors f induit une bijection

G typ

£ o Ftyp(n,k)-e Lex(s(k),k) .

3,8 On a associé & chaque ¢ € P(n,k) 1le couple {C(G)’wG}' oh c(g) est un
Cart(k)—module mani d'une V-base Pq 1e corollaire 2 de {.% montre qu'on ob—
tient ainsi un foncteur covariant : ¢ : {Groupes formels commutatifs de Dieudonné
de dimension finie} - Cart(k)—modules réduits admettant une V-base finie,

En effet



Thécreme (Cartier) : Ie foncteur C est une equlvalcnca des catégories,

Démonstration : Dfaprés 3.6, C est certainement surjectif sur objets,

il reste donc a montrer qu'il est pleinement fidéle, En prenant V-—basses, il re-
vient au méme de montrer : Soient ®(n,k) et ¢ € P(m,k) , alors il existe une
bijection
) * %) -
Hom, (F,6) = Ab (F*,6%) ~ Homg 4 (1) 10q(C(F)sc(@))

S0it £ : BP¥ - % dans Ab ce qui donne C(f) H C(F)-» C(G) et enccra

k ?
c(g) : c(®)” - ce)™ et c(f) est déterminé de fagon unique par

o —_ t ‘ =N - ? ) o
C(f)¢F = (C(f)¢1F,°,°,C(f)¢nF) , et on a d'apres le lemme 1,1a
o
c(;‘)(pF = E’, v, f(i)ch avec f(i).€¢ Mln xm,k) (1)

Ie fait que 1'opération de Cart(k) sur le module de courbes est d4éfinie de fagon

fonctorielle entrafne que

~ B ~ | 2_‘ =] ==} , - ~/
FaC(f)ch = C(f)Fach = Z:; V. G(a,g)ch § Vjc\agJ>C\f)ch

ce qui entraine en partlculler que

o (2)

i
o

- E V.O’(asj))C(f)q)
- J b
J=1
Le fait que les relations pour les Fp donnent exactement les relations dans les
algébres F* et ¥ cof, (1), (2) et (3) de'3,3, entraine que (2) est la c¢ondi-

N

tion nécessaire et suffisante afin que (1) définisse un morphisme F* —» G* , &
. . . .. n N n
savoir ce qui envoie le coefficient de t dans Pip sur le coefficient de t

de la ileme courbe du membre droit de (1)o

Remarque : Il résulte du théoréme 3.6 que F(n;k) = Algz(L(P),k) , en d'apirss
termes, L(P). s'idefitifie 2 1'anneau universel de Lazard [2], th., 2. Dans un
livre.a paraitre, Lazard .démontre le théosrime de Cartier sans conditions de

finitude et mfme sans hyperalgdbres,
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3,9 On notera j(F,G) 1'application injective
. m
i(®,e) : Homk(F,G) w c(a)

qui fait correspondre &8 f : P - G 1'ensemble des courbes C(f)¢F . D'apres (2)
de 3.8, j(F,¢) est une bijection de Homk(F,G) sur le sous ensemble
©0
{¢ € C(G)m | (Fa - z:: Vjc(a,j)¢ = 0} . On notera js(F,G) ltapplication corres—
j=1

pondante dans CS(G)n , le cas échéant,
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Chapitre IV : La classification des lois sur certains anneaux de base

§1. Lois de dimension 1 sur un corps séparablement clos de caractéristique p > O

Soit k un tel corps, fixé dans ce §, et soit F € F(1,k) . Par définition
méme on a une injection caﬂonique Endk(F);» k[[x]] . soit
[p](x) = arxr mod deg r+1 , alors la reia£ion [p](®) = P([p}(x),[p])(Y)) donne
ar(X+Y)r = arXr + arYr mod deg r+1 ce qui montre qué T ; ﬁh- pour>£n certain
h €N . ondit que h = ht(F) est la hauteur de F . Si [p] =0, on dit que F

est de hauteur infinie, Soit S = 8(k) = {p} . Il est connu, ce qui se vérifie

dtailleurs sans peine, que Fp et Vp commutent si X(k) =p> 0 .

1.1 Lemme : ILes deux assertions suivantes sont équivalentes pour F € F(1,k).

a. P est isomorrhe & Ga .

b. [p] =o0.

Démonstration : a ==b évident, b ==3a . On a [p]q;F = FPVP¢F =VF . =0,

d'ou .FPQF = 0 . De plus, on peut supposer 'F typique. Il suit que

: P . \ . . . N
* & ' ! 8
P Uc(k)/(Yi)i>o ce qui est 1'algebre de distributions Ga , dtou a,

1.2 On considére avec [F] ch, III, §2 les trois théorémes fondamentaux :

h
Théordme 1 : Soit h € N* , alors il existe F ¢ F(1,k) tq (] = ¥ .

Théoreme 2 : (Dieudonné-lazard), Si F?’F ¢ p(1,k) alors : E1 ~_  sur k si et

2 2

seulement si ht(F1) = ht(F2) .
Théordme 3 : (Dieudonné-Iubin). Soit F € F(1,k) avec htPF < e, Alors
E = Endk(F) est isomorphe & 1'ordre maximal du corps gauche D dv'invariant

-1

h et de rang h2 sur Qp .

Pour la démonstration par aide du lemme fondamental de Lubin-Tate on renvoie

a4 Prhlich loc, cit, On donne ici les démonstrations du point de vue des courbes,
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1.3 On définit P ¢ F(1 k) typique, par son type Eme =V (F est

h-1%p °
P
défini sur Fp , méme : F s'obtient par réduction mod p d'uné loi définie sur

2). ona [plo, =V F o, =V g, , doh, si g =3 E t" , alors

[p]¢F =1 Em 11tm - Soit G(F) = k[[ij] , d'olt '¢F(XF) =1t , alors

1Y .
h
<E L[p)(x.)> = <[P)E_,X> =< >_ si n=rp .
n XF n XF n%Vp XF sinon
= XP , ce qui démontre le th, 1.

I1 en résulte que [p](x)

1.4 Démonstration du théoréme 2 : Le cas de hauteur infinie est celui du lemme

1.1. Supposons donc ¢ de hauteur finie; ht(G) =h , I1 suffit d'établir un iso~
morphisme sur k avec la loi P de 1.3‘qui est de hauteur h , D'aprés IIT.1.3
cor, 2 il guffit de montrer que Cs(Gj contient une courbe fondamentale ¢ telle
que Fp¢~= Vph_1¢ °

Ecrivons P et V au'lieu de Fp,Vp .

Supposons que ¢ € CS(G) soit fondamentale avec  E¢ = Vh—1u¢ mod Vh et.

p € k¥ cf, III lemme 1.2 b, On suppose .en ce moment.que h soit 15 hauteur de

¢ .(cela en effet en résultera) On pose x = X¢ avec X € k¥ & déterminer plus

. -1 - - h
loin, Alors Py =FX¢p =X F¢ p h -1 pd = Xp Vh ! p X 1 X = Vh 1 1;zx mod V',
o h .
k étant séparablement clos, on peut prendre X tq X L Q—1 . On peut donc
supposer que ¢ est fondamentale et que 1l'on ait
Py = V ¢ + v x¢ mod Vr+1 avec A € k.,
soit ¢ =¢ + Vr—h+1x¢ avec X € k , & déterminer plus loin,
Alors Fy = Py + V2P gy,
h h- ‘
=Py + VxR w1y 5+ vag) mod vE
r h r+1
=F + VxF ¢ mod VT, (1)
D'autre part :
V= Py 4 Ve = P - Vg + VX mod v (2)
I1 suit de (1) et (2) H
h

h=-1 1

Fy-V' 'y =V {x* ¢ - X¢ + A} mod V 1

h
= Vr(Xp -X+-h)ip mod. V© o
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h

P _Xen . I1 s'ensuit bien

On prend X € k¥ comme racine du polyndme séparable X
que CS(G) contient une courbe fondamentale ¢ fT.q F¢ =:Vh—1¢ , et d'apres

1.3, h = hiG .

1,5 Démonstratiqn du théoréme 3% : D'apres ce qui précéde, on peut supposer que le
. e i
S-type de F se donne par Fo =V 1¢ . D'aprés III 3.8, (2) on a
(o] .
. i ) h—1\. )
End, () = {r = ;_é v | Ay €k (P-vT ' )ag = 0} , done A € Bnd, (F) si

et seulement si

[o o] (=) co
i h—1 i h4i-
FY IV A p=V TV A e=3 V" A9, (3)
1=0 1= 1=0
D'autre part
= i i} he1 = img P
TN N G T S Sl G G I SN aaa LA (4)
i=o0 i=o0 i=o

clest-a~dire (3) et (4) donnent ¢ A € Endk(F){==¢- Ai EP y Pour tout iy 0.

: P ‘ . .
Considérons 1l'application Z(P) = W(Fp) - CS(F) qui envoie I leiFl sur

(h=1)i

Pp = by Vhlhi¢F » Il se voit que 1'image de cette appli-

i i i
Y xiF Pp = v hiV
cation est contenue dans 1l'image B de Endk(F) et en effet est un homomorphisme
injectif d'anneaux, ce qui munit E d'une structure de z(p)—module topologique
séparé complet. De plus 1B = FV(E) = V(E) , d'oh : E/pE. s'identifie 2

h=1 .
. i . . 2 .
F?-vectorlel {z;g VN ] A EF de dimension h° sur FP . Soit f € E,

.
D p .
alors il est clair que VI = £°V mod VE . On renvoie donc a Prohlich loc, cit.,

pour les détails de nature algébrique, qui achevent la démonstration du th, 3,

1.6 Soient P,¢ € F{(1,k) , de hauteur différente, soient h1 et h Soit de

2 o
A . i ,
plus £ : F - G et posons J(F,G)f = g:: \) fi . On prend les types de T et G,
—

h,=1 h =1
définis par F¢F =v ! Pp 2 F¢G =V 2 Pe - Alors, il suit facilement de la rela-

tion
1 i+h_ -1 2 h -1

: . _h .-
[ R - T 00 My < _ 2 LD _ o L
FEV g =ZVEFg =LVEV" g, =2V £. gy =V SV E g =

I
™
<
H

que tous les f. sont nulles, dfol Homk(F,G) = {0} . Le théortme 2 montre qu'en

général Homk(F,G) = {0} si F et ¢ sont de hauteur différente,
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1.7 S8i A = E : leiFl et si ¢ € C(G) pour G € F(n,k) , alors la définition

i=0
=

Ap = z:j leiFl¢ fait de ¢(G¢) un w(k)-module & gauche, ou W(k) est 1l'anneau
i=o0 _
de vecteurs de Witt 2 coefficients dans k , Soit B(k) 1le corps de fractions de

w(k) et posons
F(g) = c(c)é@w(k)B(k) .

Alors F(¢) est un B(k)-vectoriel .et parce que FV =VF = p , on peut
oublier l'action de V sur F(G) . Autrement dit, 7(@) est un F-espace au sens
de [D], ch, 1Iv.

G,H € F(n,k)' seront dits isogenes si F(G) = F(H) en tant que PF~espace, ce
qui donne une relation d'équivalence sur l'ensemble F(n,k) , €t l'on npte le
quotient ;ar,,Isﬁg(n,k);(etulség(kjsi 1;on part de g F(n,k) ; F(k)),

Les résuitat§“1;6_e%41é.th!—é donnent que 1sog(1,k) est classifié par la
notion "hauteur" ou .encore par la relation F = Vh_1 ﬁoﬁr hent U{aﬁ . A partir

du lemme fondaméntal on déduit le résultat de Manin :

Théoréme-:vsi k est algébriquement clos, alors TIsog(n,k) est représenté par

des lois Gn o avec (n,m) =1 telles qu'il existe -un ensémble fondamental des
?

1

courbes de la forme {¢,F¢,.°°,Fn_ p} et Fn¢ =‘Vm¢ .

§2, Groupes formels infinitésimaux sur un corps k , x(k) =p>0
Le but de ce. § est dfindiguer, comment la théorie des courbes (déformées)
glapplique & la théorie des groupes infinitésimaux sur un corps de caractéristigu=s

P>0.,

2.1 On appelle algdbre tronquée sur k , toute k-algébre A de la forme

e
. (1) N -
A=k[X,...,x. ]/(x; ) avee 0 < h{i) ¢ o . Dans un anneau polynomial
| n i -
- 1{1¢n a1 o,
k[X1,...,Xn] on appellie p-polyndme tout élément f(x1,...,Xn) =3 cax1 aeoX

ol ca # 0 dimplique 0 ay < p pour tout i', On appelle algébre semi-tronquée

sur k toute k-algtbre de la forme A = k[x1,..;,xn]/bb,‘oh 1'idéal des rela-

n(i) (i+1) (n)
tions W est engendré par Xf - fi(Xff1 ...Xig ) pour 1{ ¢ i

n  gyec @

o\
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chaque fi est un p-polyndme et g(j) » h(i) Y1 pour i+t ¢ j ¢ n , Soit
-0

k = kP , alors il est.clair : si A est semi tronquée sur k , alors ‘Aébkk

est tronquée sur k ,

2,2 Soit maintenant G € grf. infinitésimal, On notera A = 6(g) et

k
m=ZXer g : A>k, Soieﬁt x1,..,,xn € m tels que leurs images mod m? sont une

base du k-vectoriel m/m2 . Soient maintenant aussi pour 1 £ Jjgn
2 2
95 A/m" - x[t]/(£%)

les courbes dfordre {, définies par ¢j(xj) = 6ijt . Alors la théorie des courbes

pures montre que chaque ¢j s'étend & une courbe d*ordre p-1 , soit

1 éP’1 tP—1
0, ,1% 04 ] .
9 =1+ éo,jt +eoot i;J T o4eeat ;i1 - . (1)
“1 &, a
(a) %, 3 ao 2°°°aonﬁ
On pose O s ,qa " — 2 pour O ( qi <. P . De la méme facon soit
1‘9.0 n‘
a o ' ' )
% = x11,°°xnn dans A , En observant que les o &7 sont produits des dériva—

tions invariants & gauche de A (ef, II §1), on déduit sans peine 3

a(“)(xﬁ) =lo si B, >%a (2)

by, 5% Z By =3ay

ce qul nous dit que les X1’”°°’Xn sont une p-base pour un sous vectoriel L1

de A , Soit m{p} 1'idéal de A , engendré par (X$’°°°’X£) , alors on a une

décomposition

A= @ nt?} miPh; @ nlPln (3)

2.3 8oit d'abord m{p}/m{p}m =0 , ce qui veut dire que

.n

P _ ¢ 1Y
Xi = Z xij?j avec Aij €m
J=1
pour 1 i ¢n,
n
p
ou encore 0 = AL -8, L)X 5. . de Kronecker),
) %;gl( 157 %, 3%%; (e,
¢ étant infinitésimal, il s'ensuit que la matrice & coefficients xij—-éi 3 gst
-9

o tP}

inversible ce qui entrafne que =0 , ou encore que A est de hauteur ( 1 .
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Dans ce cas—ci, l'ensemble des courbes ¢1’°°°¢n est fondamental et on retrouve
de la méme facon éue dans le théoréme de Cartier I1.4.3 que 1l'application naturelle
Iie G<e'G* se prolonge en un isomofphisme UP(Lie G) % g% et que tels groupes
infinitésimaux se classifient par aide de leurs p=Lie algetbres, (UP gignifie
le foncteur : algébre enveloppante restreinte, cf, SGAD VII A).
Bn excluant ce cas, soient, aprés renumégotafion éventuelle xf,oo,,x§1 tels

que leurs images dans m{p}/m{p}m sont une base,

n
Lemme : Soit E : xixg + 11 = 0 mod m{p}m une relation dans A avec £1 £ L1 ,
i=1

alors £1 =0,

P . . a
Démonstration ¢ Ies O

{p}

, qui forment une partie linéairement indépendante dans

G* , s'annulent sur n'“’'m , et s'annulent également sur m{p}

5le)

. Bn appliquant une
convenable, on voit que Z1 =0.

I1 en résulte, que les reiations dans 1'algebre A sont de la forme
k

o - xf mod m{p}m ; k1 {rg¢n {3)

%P
T r,i

N

1
1=1
(k1 =n signifie l'absence de telles relations)o
2.4  Soit T1 1'algebre quotient - de k[t1,.,.,tn] modulo 1'idéal @6 engendré

rar l%f éléments suivants : 81 I = (t1,..°,tn) , alors I{p}I C &, De plus
1

£ - o . 7 ¢ @ avec les q_ . comme dans (3), Il est bien évident que les
cpor r,i 1 r,i .
mondmes
B B1 Bn .
¥ = t1 oot avec 0<B; <P PoWwr 1<igk

O<Bi<p pour %<j.<n

constituent une base B1 = {tﬁ [B € 81} de T1 . De plus, il est clair qu'il

existe un homomorphisme évident de k—algebres

VER I q,(xi)=ti,

Posons pour a € A , ¢(a) = E ¢a(a)ta , alors les ¢a appartiennent & g% ,
atS
1

Soient e = (0ye0s50,1,0...0) € 5, et e . = (0y00050,P,0...0) , alors de la

=1 31



relation

o(a®) = Y, q,a(ap)t“ = ¢(a)f = > ¢a-(a)P L Pa

a€S1 a€S1

on déduit :

o, (&) =fo_ @7+ T2 o Sfo, ()P (4)
PJ J r:k1+1 o Tr
pour 1 ¢ j ¢ k . Posons 9 . =4 pour 1 ¢ j gk
1 1,3 - "E_. 1
DPJ
0 . = 0 ] n .,
0,3 ¢€' pour 1 £ J ¢
J
Il est clair que les ; sont ceux de (1),
9
- ak1 B1 Bn
(a,b) 51 1...01 K, (30 1....50 0
On posera 9 = 2 2 2 si O ¢ a.,B. < p pour (5)
a, leoea, ! B toa.B ! 1773
1. koot n
toutes les valeurs 1i,j considérées,
‘a1 an 2
2.5 Lemme : Les mondmes x1 "'Xn = x* , avec 0 ¢ a; <p pour 1 ¢ i g'k1

et 0 ( ay { p pour k1 <ig¢n sont linéairement indépendants dans A et sont

donc une base pour un sous vectoriel L2 de A .

Démonstration : Soit @, = 6i+pY le développement p-adique de @ pour
i

1 1K k1 .

.s(a’b) {p}

On applique sur x* . Le fait que les 60 N s'annulent sur m

b4

entraine que 1'on a :

555 AN
"(a,b) o 1,1.'0-1,1{1 Y1 Yk p 0,1"°°7o,n 1 n
w0 = 00 = g T Oy e T e b ey )
‘1'... k1j 1 1'0.. n'
= 8?(va) Eg(xé) (de fagon abrégée) (6)

(2) donne les valeurs bg(xé) , 11 reste & calculer 5?(x¥p) o

(4) donne :

n

p p
61,j(a ) = jbo’j(a)} + o - {bo,

k1+1 Tad

ce quil encore entraine d'aprés le lemme II.3.1 b

(a)}?

1

5. (aP) =5 .(a)}’ 4 Z?: o . 3 .(a))? . (1)
i,j 0,3 =) r,i “o,i
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En prenant a = X avec 1 < m < k1 dans (7), on voit par (2), en utilisant

que les indices, intervenant dans la somme de (7), sont > k1+1 , Que :

D Y
o, .(x7) =10 .\x = 0,
ctest-a~dire (6) se réduit &

s = Sg(xy) gg(xé) mod Ker ¢

ce qui entralne le lemme en raisonnant de la méme fagon afin de déduire les

relations (2).

2.6 On décompose A en somme directe

(»°}, {r°) (v}
A=L, O /'t m@mtt fm o, (8)
Les relations (3) se prolongent en relations
k
2
{p"}

m (9)

1
P P _
Xr E ar,ixi + £2 = 0 mod m
1=1
avec £2 € L2 . BEn supposant qu'il y a un terme x* dans 32 & coefficient non

nul et dont les puissances a -qui interviennent ne sont pas toutes des puis-

sances de p , alors par choix d'un O(a’b) avec b

convenable, non nul, on
arriverait & la contradiction 0 # ¢ =0 , ce qui dit que les relations  (9) en

effet sont relations dans laquelle interviennent p-polynbmes, ﬂé raisonnement

fait & partir de (3) pour arriver & (8) se généralise, On en déduit :

2.7 Proposition : 8i k est un corps, X(k) =p>0 et si G E Grfk est infini-
tésimal, alors e(G) est semi tronquée, Si de plus k est parfait, alors e(G)

est tronquée,

Corollaire : Si G € Grfk est infinitésimal et si k est parfait, alors ¢ est

engendré par un ensemble fini des courbes finies.

2.8 Soit E 1la courbe pure, alors le théoreme de décomposition entraine que

E? = I VaHa(Ep) et H1(Ep) est défini par un ensemble pur pour E de la
(a:P)=1
_ 1Y 3 _ vP - = -
forme (0,£Y ,fY,,...) = (0,Y ,...) oh fY, =Y mod Y =..=Y, , =0.De

méme, si P est une autre courbe pure générique, on a
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-1.-1

EFE F I VH .

(a,p)=1 22

Si p742 , on voit que H2 est définie par un ensemble pur pour E de la forme
([YO,XO],_M.,,(Yi,Xi).,..,.) ol (Yi,Xi)EYiXi—XiYi+g(Xo,r‘.,”,Xi,Yo,...,,Yi) avec
g(o,googogxi,o,oco,o,yi) =0 , A partir de 14 il est possible, en principe de

(p)

généraliser l'application x + x et le crochet dans une p-algébre de Lie &
ensembles purs, ou encore aux semi dérivations dans une-coalgeébre en groupes,Cela
devrait dommer une théorie par exemple pour les groupes de hauteur ( 2 sur un

corps parfait de caractéristique positive, une théorie qui toutefois est encore

loin d'&tre établie,

2.9 Soit encore @G € Grfk infinitésimal et commutatif, Soit

R m .
Uc(n,k) = k[YOfooo,Yh] le sous objet dans Abk tel que I Em(ﬁo,ooonm)t soit
une -courbe pure dfordre pn dans Uc(n,k) . Alors, l'eusemble des courbes pures
d'ordre p = dans G , c'est-d-dire Abk(Uc(n,k),G*) est de facon naturelle un
module sur l'anneau Bnd (U (n,k) ) . Le morphisme U (n+1,k)<-—> U (n,k) s

: Abk c’ c T c
. . . . s . %

Y Yﬁh1 dans Abk induit un systeéme inductif {Abk(Uc(n,k),G } et on se

retrouve dans la situation connue de [D] Ch. I, §5. De cette fagon, la théorie de

modules de Dieudonné s'interprete comme une théorie de courbes, ou plutdt, le
converse,

§3. Une digression

3,1 Soit (' 1ltanneau polynomial commrtatif, engendré sur Z par des in-
détermiﬁés A(n,1) , B(m,1) pour n»2 et m>P 1 ; n,m ¢ nt . Soient: P 1l'en~
semble des nombfes premiers et C 1'anneau quotient de ¢!, obtenu en faisant
commuter’ A(pi,1) et A(qj,1) pour p#q; P,q €EP et 1,5 >0 eten Pbsant

A(J,1) =1 o

emume 3 Soit my;b € wt , alors il existe un unique A(b,m) et B(b,m) dans C

telé que si1- m = apr"'1 avec (a,p) =1, pEP,on ait
. r
A(v,ap"") = a(bp,ap’) - A(b,a)alp,p") (1)
. ry - r
B(b,ap ') = B(bp,ap’) - B(b,a)a(p,p") . (2)
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pémonstration : Il suffit de montrer (2) et on procéde par récurrence sur le nom—

bre o(m) des p € P avec plm , ¥ comptant multiplicités, Parce que
o(apr+1) > max {c(apr),c(a),c(pr)} ’ (2) affirme l'existence d'un B(b,m) , mais
celui-14 peut dépendre du p choisi, Donc soit (2) vrai pour tout b et pour

toutes les décompositions m = apr+1 si o(m) < ¥ , soient o(m) =k et

m = apr+1 qt+1 avec p;éq dans P , (a,p) = (a,q) =1 . 51 on suppose B(b,m)

construit & partir de (2) avee p , alors

1 t t r
B(b,m) = B(b,ap "' q ") = B(bp,ap’q 1) - B(b,aq T )al(p,°)

t % % % r
= B(bpq,ap q ) - B(bp,ap Ja(q,q ) - B(ba,aq )a(p,5 ) + B(b,a)r(a,q )alp,p') .

De plus A(p,pr) étant un polyndme dans les ~A(pl,1) avec 0 ¢ 1 ( r+1 , com=

mite avec A(q,qt) , donc en combinaisant les 1er et 3é termes ainsi que les 2@
. ' ' t s

et 4 termes on trouve : B(b,m) = B(bq,apr+1qt) - B(b,apr+1)A(q,q ) , ce qui dit

que (2) est vrai pour q .

3,2 On définit pour a € N 1'endomorphisme d'algébre Fa de. C par

F A(n,1) = A(n,1) et FaB(n,1) = B(an,1) . Alors il suit de (1) et (2) que 1'on

a s
FA(b,m) = a(b,m) et ¥ _B(b,m) = B(ab,m) ,
oy @
S1 m=1I p, , on pose C(m) =1 A(Pi ,1) dans ¢ (produit ordonné ). Alors
i
on a 3

Lemme : B(rm,1) = z:: B(r,d)c(m/d) dans C pour r € N,
dlm

Démonstration : Quitte & appliquer Fr , on peut supposer que r =1 , de plus il

suffit évidemment de démontrer : Siv (a,p) =1, p€e€EP etsi DbEN, kYO,

alors

X x iy, o kei
B(vp ,a) =) B(b,ap )alp ,1) . (3)

N

(3) est vrai si k=0 , donc soit (3) vrai pour k ., Bn appliquant Fp a (3) on

a
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ki1 k iy o, k=i
B(a,bp ') =) . B(bp,ap Ja(p 1)

i=0
£ 141 i X iy, ki
=7 . B(b,ap " )alp ,1) + B(b,a) §  A(p,p )alp ~,1)
i=o i=o
k+1 i kiq—i k
=2 B(b,ap")alp ,1) + B(b,a) )3 (ci-ci+1) (4)
1=1 1=0
Krt-i i k 1 et
ou e, =A(p ,P ) . I1 suit que g(ci-ci+1):A(p 1) - a(1, ) =
k+1- : : k1 ? P
= A(p ,1) , parce que a=b=1 dans (b) montre que A(1,p ) =0 , ctest-a-

dire (4) réduit & (3) avec k+1 au lieu de k .

3.3 Soit maintenant D 1'algeébre polynomiale non commutative engendrée sur Z
par des indéterminés A(n,0) pour n E‘N+ , B(n,0) et c(n,0) avec n €N ,

On pose A(O;O) =1 . soif X un anneau muni d?ﬁn endémorphismer ¢ . Alors, en
considérant £ € D commé_une fonction_définie sur un produit convenable de K

a valeurs dans K , on notera f° 1la fonction obtemue f og . On définit par

récurrence pour £,n € I

A(n, £+1) = A(ner, 2) - A(n,o)cm.&(n/z) (52)
B(n,£+1) = B(ne1, £) = B(n,O)GZHA(hﬁ) (5b)
cln,£+1) = C(n+1,£.) - c(1,z)°nA(n;o) (5¢)
p(n, £+1) = D(n+1, ) - A(1,/3)°nA(n,o) (54)

p{n,0) = A(n,0) .

On définit les endomorphismes A et V dtalgébre D par AB(n,O) =
B(2+1,0) et VcC(n,0) = ¢(n,1) , en convenant que A et V sont les applica-

tions identiques sur les autres générateurs,
3.4 Les propriétés de D qui serviront aprés, se résument dans

Proposition : a. A(0,£+1) = c(0,£+1) = D(0,2+1) =0 ; A(1,£) = D(1,£) pour
- £LEN

b, AB(n,£) = B(n+1,£) ; vo(n,2) = c(n+1,2)

n Ti—

e B(n,0) =3 8(0,5)°  An-1,0)

=0
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n n—j
d, C(n+190) 32 C(1’j)0 ‘A(II“‘j,O)
j=o

n n-j
e. A(m+1,0) =) a(1,3)° aln-5,0) .
3=o

Démonstration 3 b se vérifie sans difficultés, d est vrai si n=0 , soit donc d

vrali pour 0 £ ¢ n , alors :

o(n41,0) = 1) + 0(1,0)° A(n,0) (50)

ve(n,0) + 0(1,o)°nA(n,o)

il

n—1{ 0n—j-1 cn
=Y cl1,3+1) A(n-j-1,0) + ¢(1,0)° a(n,0)
J=o -

n cn—j n
=3 . c(1,3)° aln=3,0) + ¢(1,0)° a(n,0) .
=1

Les autres assertions se montrent en méme temps, ¢ est vrai si n=0 , On sup-

pose donc ¢ vrai si 0 ¢ £ ¢ n . Alors

B(n+1,0) = AB(n,0) = ij B(1,j)°n—JA(n~j,o)
j=o
n j4+1 Ne= 3
C T 30,541) + B(0,00% A(1,5)}° Al-3,0)
j=o

n+1 on+1~i J+t On-j
=y . B(0,1) A(n41-1,0) + B(0,0) Y a(1,3)°  aln-3,0) .
=1 J=0

En appliquant (5d) on voit gue la deuxi®me somme est égale &

Z%: {p(n+1-3,3) - p(n~3,341)} = d(n+1,0) - D(0,n+1) = A(n+1,0) - D(0,n+1) ,

=0

ce qui démontrerait c¢ si
p(0,n+1) =0 . (6)

Soit h, i'endomorphisme d'algdbre D , défini par h1C(n,O) = A(n,0) ,
h1 étant l'applicatiohvidentique sur les autres générateurs, I1 suit que
h1C(n,£) = D(n,£) pour tout 'n,£ , donc en appliquant h1 a d, déja montré,

on voit

n n—j

A(n+1,0) =) " p(4,3)° JA(n=-j,o) . (7)

Jj=o0



Soit d'autre part h2 1l'endomorphisme d'algébre D , défini par

79,

th(n,o) = A(n+1,0) , h2 étant 1'application identique sur les autres généra-

teurs, Parce que c est supposé vrai pour 0 ¢ £ n , et parce qu'on a généra-

N

lement : h2B(n,z) = A(n+1,z) , on déduit, en appliquant h2 ac:

£ 4=
A(ee1,0) =5 2 a(1,3)° a(s-3,0) si 0 £¢nm
Jj=o

(8)

(7) et (8) donnent : A(1,j) = D(1,j) pour 0§ j K n . Mais (Sd), en prenant

n=0 donne 3
cO
(0, £+1) = d(1,2) - a(1,2)° A(0,0) = D(1,2) - a(1,£) =0

si 0¢ £¢n . I1 suit que (6) est vrai, d'ou encore ¢ pour £ = n+i

prouve la proposition,

§4., Classification des lois abéliennes sur 2

4,1 Soit ¢ #.S<: P, Parce que pour Z_, =k on a : k =k_  pour tout

S G

¢ € P(n,k) et parce que zs est un anneau d'intégrité, on sait que

est déterminée par son logarithme

¢ = ! e (m)x(™)
G ﬁé%%S) .

avec f N(S)-ﬁ M(n,k) S-lexoide, De plus 3
-1 m i
9, = OXP Z:% m ! f(mo,t" . (or. T1T, §2)
mEN(S)
Soit ¢ € G(G)n un autre ensemble des courbes, alors on a

()
¢ = Vi, wliae
mgs) m G

avec p(m) € M(n,k) , ou encore, en posant Tn(¢) = g(n) , on trouve

g(m) =) ap(a)f(m/a) .

dlm

G

ce qui

¢P(n,k)
typ

(1)

(2)

(%)

(4)

Supposons que 1'on ait p(1) = I, et g(s) ¢ M(n,Z) si s < m, de plus,

supposons que 0 < n(i,j)g(s) <8 si 1 <s<m et 1¢i,j {n . Ecrivons

(4) sous la forme g(m) = Z:: + mp(m) = x 4+ mp(m) . Parce que -pour y € 2% il

d<m

existe un unique 5 € Z tel que O ¢ ; <m et y= § mod m , soit § =y4+my ,
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on peut choisir u(m) de fagon unique tel que =(i,j)x + mu(i,j)p(m) €z, 2
savoir on pose n(i,j)p(m) = ﬁil,gjx . Soit donc @(n,s) = {f € Lexn(s,z) |

0 ¢ g(i,j £(m) < m si m>»1 et {1 1i,]( n} , alors le raisonnement ci-

dessus montre :

Lemme 1 : Chaque loi G €E‘(n k) est strictement isomorphe & une loi, détermi-
typ

née par:un élément de ¢(n,s) o

4,2 FEn restreignant les domaines de définition, on obtient une application

naturelle

$(n,s) - 1 a(n,{p}) (5)
pEsS . ‘
qui enveie f € &n,3) sur (fb.l p€S) g'fp(Pé) =1(p) .

Théordme : L'application (5) est une bijection,

Démonstrgt;on : I1 esat clair quel(S) est injective, Soit done

(%9 | pes) g @(n,{p}) et supppsons qutil existe des relations
pE€S

gla) = %;) o a,0) 5(o/0) (6)

pour a,b € N(s) , a,b ¢ n avec o (a,p}) ¢ M(n,Z) chaque fois que ap < m

et (a,p) =1 et ol g(p ) = g (J) si pes et pd <m, et oh encore

g(s) € M(n,2) si s <m avee 0 n(isjlels) < s et 1 ¢i,j ¢s .51

m ﬁ N(S) , 11 n*y a rien a faire,
) x. -

Soit done m =11 pi1 avec pi € S . Notons m, = mp, + et considérons le
i.
systéme d'équations
3y (i
. a;
g(n) =g;:+ ) <m o2 (8)
J(ai

Le théoreme de rééte chinois appliqué 2 (8) montre qu'il existe un unique
0 Qs ) , _ .
of(mi,pil) € M(n,2) et un unique g(m) € m(n,2) t.q o< n(i,jle(m) < m pour
chaque 0¢ i,j ¢ n , Il's'ensuit qu’on a une fonction g : w(s) - M(n,Z) . Soit

¢ € F(n,q) définie par son logarithme
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0 = - m—1 t (m)X(m) .
G m%%;S) y

Soit de plus @¢_ € F(n,Z, y) la loi définie par . On pose = .
P p € Fm3(,)) P &y P Yo T P
Alors en prenant T = {p} et T* = gs- {p} dans la prop. III 3.2 a, on voit

[\

sans peine gque 1l'on

S Fa
Q, = vV . a c.la,p Jo
G aeu\r%;{p}) * £ P

i=o ap

ce qui montre que o_. esf isomorphe sur Z avec G , parce que a est
% (p) P
inversible dans & o (III 1.3 cor, 1), en particulier, ¢ est définie sur
(p)
Z done sur 0 Z =12 clest=a=dire est S=lexoide et méme
(p) ’ pes “(p) T %5’ &

d'apreés la construction, g € &®(n,s) .

4,3 Dvaprés le théoréme 3,2, la structure de ®(n,S) est essentiellement dé-

terminée par les @(n,{p}) avee p.€ S . Pour celle-la on a

Proposition ¢ Soit S = {p} et soit' pot N(S) - M(n,z(p)) , arbitraire,

alors f : n(s) - M(n,Z(p)) définie par
o P i R . . ( _
T eh)ET = (1= T Pulp?) sy (9)
i=o0 j=0
est S<lexoide, et on a
n+1 B, i, iy, nei L i, neiy i
f(p ') =7  poulp ) ) =3_0of(p ulp) . (10)
i=0 i=o

De plus, chaque fonction S-lexoide sfobtient de cette fagon,
. o~

si f définit G ¢ F(n,'z(p)) , alors on a (qu)G =z vV jp(pJ )p, -
P

Démonstration : En muitipliant les deux membres de (9) avec l'inverse du membre

droit on voit que

Zi £(pN)p 2 =1 4 - p(p«j)f(pi)p--(i+:5+1)s

i,j=0
ce qui donne tout de suite (10). et le fait que f soit S-lexoide.
4.4 Dlapres 4.3 et 4.2, chaque G € E}n,Zé) est strictement isomorphe & une
: yp
loi définie par une fonction S-lexoide, qui admet pour chaque p € S un fac-
teur local de séries de Dirichlet (9)° I1 y a2 une situation, dans laquelle ces

lois admettent des séries de Dirichlet globales :



Théoréme
= iy =(i4)syt g Ey =i
. —{i+1)s\~ iy —=is
soit pour p € P, L (s) = (1 -] Jrolpr)p ) =12 al)p
=0 : i=0 (11)
avec c(p,pl) € M(n,z) . On suppose que c(p,pl) et c(q,qa) commitent pour

p#£q dans P et pour chaque 1i,j » O . Soit

nL(s)= Zéi Alm)m® (12)
P =

P
et

£(X) _ Zoj__‘, m"1 tA(m)X(m) .

m=1

Alors : A : . M(n,Z) est P-lexoide, donc 2-1(Z(X)-+£(Y)) € F(n,Z),.ce qui
redonne le théoréme 8 de Honda [2].

Démonstration : I1 faut établir les relations

A(an) =) 7 dn(a,d)a(w/d) ; a,m e (13)
d{m
avec x(a,d) € M(n,z) o Définissons l'homomorphisme d'algebres ¢ : C — M(n,Q) ,
ol C est ltanneau du paragraphe précédent par
o(a(m,1)) = (B(m,1)) = o 'alm) .

Alors en appliquant ¢ au lemme 3,2 on voit avec r=a

(na) 'aan) = Y7 ¢B(a,d).(n/a) 'a(n/a) .

dlm

(Noter que ¢C(m) = m 'A(m)) , ou encore :

Alam) = ZI: d,a¢B(a,d).a(n/d) (14)
dlm

ce qui entrafne par (13) :
B(a,d): = ¢B(a,d) = a—1x(a,d) o (15)

Notons encore a(a,d) = ¢A(a,d) . Supposons que si (a,p) = (b,p) =1 , alors

s r s T . . r
6(bp ,ap ) = ﬁ(b,a)B(p s P ) si le nombre de facteurs premiers dans ap est
moins qufun entier m fixé, Si m=1 , alors (12) montre cette hypothése vraie,

I1 s'ensuit par récurrence :

8(vp°,ap 1) = p(bp"*,ap") - B(v5°,8)alp,1") = 8(b,a){8(p""1,57) - 8(»°,1)alp,0")}

r+1 )

B(v,a)p(p", dlapres (2) du §3. (16)
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En muliipliant avec bps , on voit donc avec (15)
r .
)\(bpsyapr) = K(b,a)K(PS,P ) S1 (a’p) = (b,P) =1 . (17)

I1 reste donc & ‘démontrer que x(ps,pr) € M(n,z) pour s,r >0 .

Mais en multipliant avec ps+1 , on voit de (16) et (15)

S+1

A%, 5 = (%, 5T + A%, 1)Ale, B) (18)

le cas s=0 é&tant trivial, (18) montre que 1'on a gagné si x(p,pl) € M(n,z)

pour tout i » 0 . Mais (9) et (10), appliquées & (11) montrent que 1'on a

A ST 5 ole P ()

i=o
ocu avec (13) : x(p,pl) = c(p,pl) , ce qui appartient a M(n,z) , donc ce qui mon-

tre le théoréme,

Remargue : Le fait que @(n,z) =1 @(n,{p}) ainsi que la prop, 4.3 montrent, que

) 1Y .
le théoréme n'épuise pas les lois abéliennes de dimension n sur Z .

4.5 Corollaire : Soit P €.F(1,Z) , alors P est strictement isomorphe a un
G € F(1,Z) provenant d*une fonction lexoide faiblement multiplicative, c'est-a-

dire encore qui s‘obtient de la maniére du théoréme 4.4, .

Démonstration : On a vu, (4) de 4.1, que si g et f sont deux fonctions

lexoides, définissant des lois qui sont isomorphes, alors

g(m) =3 7 ap(a)f(m/a) . (19)

dlm
Supposons que g(ab) = g(a)g(b) si ab ¢ m , La relation

glab) = Z:: do(a,d)g(b/d) montre que ofa,1) =gla) et ola,d) =0 si ad < m
dlb ’ ey —ay
et d>1 ., Soit m =1 p. et m. = mp, o
; 3 i i
a.=J

0

Or considére g(m)

It

o ; ai_j
) 5 7 olm,p, " Jelp;
j=o

@3 %3 %3
g(m;)e(p 7) + p, o(m;,p,7)

oci ai ai
? g(pi ) + P, c(mi,pi ) .



84,

a. a.

11 s'ensuit : x =g(m) - 11 g(pil) = 0 mod pi:L pour tout i, donc x = 0 mod m ,
i o~

s0it X =mp , Si (19) correspond avec la relation ¢G = z:: Vd“ d)¢F avec QG

d
fiondamental, alors on pose Py = ¢G-—vmx¢G , Ce qul donne par induction le résul-

tdt voulu,

4.6 Homomorphismes de lois sur Z_ : Soient G € F(n,Zé) et H € F(m,Zé) dé-
terminées par les fonctions s—leioides g et h ,.Soit de plus £ : G -H un
morphisme dans F(Zé) , alors apreés. tensorisation avec @ , on voit que

f¥ : G* - H* est déterminé par

n (20)

N

m
-t . .
d'ol par une matrice ¢ = (¢(p,3)) ¢ M(m><n,Zé) . Ceci est clair, parce que les

'ajG et arH engenarent les algebres G* et H* , La condition que les

N

C(f)wiG appartiennent & ¢(H) sfécrit

n t77
c (f)qJG = ie%%s) v, p(l)cpH

avec p 3 N(s) - M(n,Zé)', ce qui s'éerit encore

g(n)¥o = Z%: a*y(a)n(n/a) pour n ewm(s) . (21)
din

Soient D(G) =X tg(n)n_sn1. et D(H) =3 th(n)n-'s_1 , alors on voit aisé-

ment que (21) équivaut a

oD(G) = p(H). ; ) p(n)n™®
nENLS

On laisse & titre d'exercice que les ¢ ainsi définies, sont en effet des homo-

morphismes, on trouve donc :

]

Hom (G,H) = {¢ € M(m><n,z ) |3 E p(n)n—s =p , acoefficients dans
7z
S nenNys
u(n,z) , t.q. gp(c) = D(H)p} . (22)
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§5. Sur les groupes formels de Honda
Dans Honda [2], §2, l'auteur développe une théorie générale des lois abé-
liennes ainsi que leurs homomorphismes, de dimension arbitraire sur un anneau

d'intégrité p-adique. Rappelons ici les théorémes fondamentaux 3

5.1 Soit p un nombre premier et ¢ = ph o Soient K wun corps muni d'un auto-
morphisme o et v un sous anneau de K , stable sous o . On note KG[[T]]
(resp. vc[[T]]) 1'anneau de Hilbert par rapport & ¢ , c'est-a-dire l'anneau
non commutatif des séries formelles & coefficients dans K (resp, v) soumis &
une seule condition de commutation Tx = x°T .

Soit encore Bm n (resp. Am n) le module de mxn-matrices & coefficients
? ?

dans Kc[[T]] (resp. v;[[T]]) . On notera B = Byon et A = By oo K[[x]]z

sera la somme directe de m copies de 1'idéal maximal de

k[[x]] = K[[X1’°°"Xn]] et on définit une opération de B sur K[[X]]? A

,g,m

- (o]
valeurs dans K[[x]]f de la fagon suivante, Pour u =) | CVTV € B, , ot
V=0 &

f €'K[[x]]2 on pose

o s’ qv
u*f(x) = z:: Cvf (x )
V=0
(xqv = (xqv xqv)) On suppose désormais que K soit muni d'une valuation
- 1 90009 n ° Pp q L La H

discréte, d'anneau des entiers v , d'idéal maximal m = (n) et de corps rési-

duel k de caractéristique p .,

Définition 2 u € An sera dit spécial si u = nIn mod deg 1 ., Si u est spécial

et si P € ¢l(n,v) alors on dit que f ¢ K[[x]]g est de type (P,u) si

f(X) = PX mod deg 2 X = t(x1’oooxn)

et si u*f(x) =0 nmod m ,

On-en déduit que si u est spécial et si i est la fonction identique, alors
u—1n * i(x) est de type (In,u) bref, de type u ., Les deux propositions sui-

vantes donnent des caractérisations
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Propcsition 1 (loc. cit, prop, 2.5) : £ est de type (P,u)¢==>f est de 1la

forme (uf1n*i)i>¢ avec ¢ € v[[x]]g t.q. ¢ = Px mod deg 2 .

Proposition 2 (1oc, ecit. prop. 2.6) : Soient f de type (P,u) et v € Am n’

b

alors : vxf = 0 modm <= 3t ¢ A tea. vo=tu,
. ?

On dira encore que K satisfait a4 la condition (F) si pour tout o € v on

o
o = aq mod m

Alors les groupes formels de Honda ainsi que le module de leurs homomorphismes se

décrivent comme suit :

Théoréme 1 (loc. cit., th., 2) : Supposons que K satisfait & (F). Soient f
resp, g dans K[[x]]g de type (P,u) resp. (Q,u) . Alors :
F=F(x,y) = £ (£(x) + £(y)) , donc aussi ¢ = ¢(x,y) = ¢ (e(x) + &(y)) sont

dans F(n,v) et P~G sur v, 8L P=Q , alors FZXG .,

Théorgme 2 (loc. cit. th, 3) : Supposons que -K satisfait & (F). sSoient
f ¢ K[[x]]n de type u .et g € K[[x]]i.'de type w , définissant F € F(n,v)
resp, G € F(m,v) . Soit C € M(m><n,v) , alors gr1 oCf € HomV(F,G) si et seu—-

lement s'il existe t € Am 0 tel que wC = tu , d'olu un isomorphisme canonique
?

~ -1
HomV(F,G)_aM(mxn,v)nw Am;nu .
5.2 Ces deux théordmes sont & la base d'une théorie qui épuise dans beaucoup
de cas les lois abéliennes qui existent, de plus l'auteur ne croit pas qu'on
trouver ’ S
pourraitVdes démonstrations. plus directes et élégantes que celles données par
Honda dans loc, cit, D'autre part, on considere les trois faits suivants :

F1. Le cor, 3,7 du.ch, III donne une bijection entre P (n,v) et les fore-

' typ ’ .
tions {p}~admissibles & valeurs dans M(n,v) . Les lois de Honda sont typiques,
Alors il se pose la question : laquelle est le lien ?

F2. Afin de démontrer que dans. certains cas on cbtient toutes les lois, Honda

utilise des arguments cohomologiques. Pourrait-on trouver des arguments qui

établissent qu'on obtient toutes les fonctions {pl-admissibles, ce qui revient
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au méme,
F3. Prenons n=1 et o : N —» v arbitraire, On définit f : N({p}) » v par

récurrence en posant f(1) =1 et

n . .n—-1i .
) n—- .
e(p*) =Y 0 o(1)F 2(p) si n 30 (1)
i=0
co . . i
alors f est {p}-admissible, donc £(x) = z:: p £(p)xY est le logarithme
i=0

d'une loi sur v .
Soit maintenant (p) = () , et avec les notations de 4.1, soit

u = n+C1T mod T2 , alors u—‘l

(u M) %i(x)

(™ )i (x)

=1+ (—ﬂT1C1)T mod T2 , d'ol encore

1 b P+

X-n c,X

Il

mod X , oul'on a posé gq=p . Ecrivant

Il

0 . . i
E : p_lf(pl)xp , on trouve donc f(p) = pn—1C1 , c'est-a~dire
ot i=o0 ) :
£(p) € (n ) . D'autre part, (1) donne : f(p) = o{0) peut 8tre prise arbi-
traire dans v , Donc, si e > 1 , les groupes formels de'Honda ne donnent cer-
tainement pas toutes les lois qui existent,

Tenant compte notamment de P3, il semble que F{ pose une question bien mo-
tivée, I1 se révélera téutefois, que la réponse est de caractére assez félcheux.

Parce que les groupes formels de Honda serviront plus loin, on donnera dans le

reste de ce § 1le point de vue p-admissible des groupes formels de Honda,

. _ v 'ogt—i-di tout
5.3 Soit u gzo CvT € An , clest-a-dire .Cv € M(n,v) pour tou v . On
supposera CO € ¢1(n,v) et on pose uf1Co =3I Bpr dans Kc[[T]] . La rela-
tion uou—1n = ¢t entraine

n On—i
g;g c. B . =0 si n>0 B =1. (1)

Soit D 1l'anneau introduit dans le §3 et définissons le morphisme ¢ sur

la sous algébre de D , engendrée par les A(n,0) , & valeurs dans M(n,K) par

t
(pA(n,O) = Bn -

On écrira ¢A(n,£) = a(n,z) et wD(n,Z) = é(ngﬂ) -

On pose pour £ € N , e, =] 1 si £#£0

0 i £=0.
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Lemre
il S 1
a, 81 n>1 et si 0 £ <n, alors g;g Ci 6(£,n—z-i) + ezcn =0, (2)

1

b, a(1,n-1) =—c; c, si n3>1,

t 2 1 &Iy
Ce Bn+1 - Z: + (—Co Cj+1) Bn=j °
J=0

d, 81 ¢ 021 € M(n,v) , alors umé(m,r) € M(n,v) pour tout r,m , En particu-

lier ma(t,m) € M(n,v) pour tout m ,

Démonstration & Soient n=1 et £=0, alors

t ¢ t t t t .
C0 8(1,0) + C? 5(0,0) + 0 = COB1 + C1 =0 en vue de (1), Soient donc n

. - t .
arbitraire et £=0 , alors 6(n—1,0) = Bn 5 et €, = 0 , donc dans ce cas a

est vrai, Soit encore a vrai pour £ et supposons que [f+1 < n , On consi-

n— f~1

dére (1) avec n > n-g-1 , multiplié & droite avec ta(1,2)6 , ce qui
donne

N— f=1 i Ne= f=1

t % . t
I oocy aln-g-1-1,0)% Calt,£)° =0 (3)
j.::O
(2) et (3) donnent
n— =1 i i n~- -1 n-4
t t . t . t t t
T o f o(n-aei,e)® - a(n-4-1-1,0)° “a(1,£)° b+ e, 5(0,2)° +
i=0
tC =0
€,C,=0-
n-£
y s t t o t t ,

On vérifie que Cn—x 5(0,£) + €, Cn = €51 Cn et la déf. de D(n,s)
donne

n— f—1 i .

7 t . o] T
Lo oy 8lomg-1=1,041)° 4 e, C =0

i=0
Pour b, on considére (2) pour £ = n-1 , ce qui donne
t .t t
C

t t c
o 6(1,n~1) + C1 6(O,n-1) + anm1 Cn

I
(@]

En tenant compte que 6(1,m) = a(?,m) et 6(O,m) 0 si m> 0, on trouve b,

¢ résulte de la pProp. 3.4 e, Pour d on observe que nmé(m,r) € M(n,v) si

r+m = 0 , Soit donc ¢ vrai pour r+m < n , De (2) on obtient

n~-1
t % t % . t
C0 6(n—r,r) + E': Ci 6(n—r—1,r) + ercn =0,

-
4=
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En multipliant avec 251 on trouwve 7! tCoté(n—r,r) € M(n,v) si

. t . .
r+m <{n et 0¢r<n,S8i r=n, alors 6(O,r) =0 si r> 0, ce qui

démontre d,

5,4 On considére f [N({p})-—> M(n,K) définie par la relation
. . i oo v
-i % i
7wt S () (1)
i=0 v=0 v
ol les Bv sont ceux de 4.3, (1). On a : f(pm) =0 si h]m et
t hm) t., m

£(p") = £(q") = a"B_ .

En pafticulier, si n71co € M(n,v) , alors le lemme 4,3d donne que

Q"B = q a(m,0) = q"8(m,0) € un,v) (2)

clest-a-dire f ;. W({p}) » m(n,v) . on écrira N({p}) = n(p) .

soit g : N(p) -» m(n,K) avec
n i i . (p -i) n-i
glp) =) o0 ald) (e 7). (3)
i=o
on en déduit que g(p™) = a(m) =0 si htm . BEn posant g Tg(qh) = g(n,0) et

gn = a(hn) , on voit avec (2) que (3) se réduit &

n (qn—l)
p(n,0) = 3 g% 7 aln-1,0) . (4)
1=0
La condition que f so0it p-admissible s'exprime par une relation
niy v i (8T i
f(p ') =) 50 uli) f(p ") (5)
i=0

et (5) est nulle sauf si h]n+1 , solent n+1 = h(m+1) et n-i = (m~j)n ,

d'otr. i = n~(m-j)h = n(m+1)-1-(m-j)h = jh +h-1 ., On constate qué u(i) £ o0

entraine hli+1 . Avec g (ph) = f(pl?n) et gj = p(gh+h-1) , (5) réduit a

m . _ n—3j .
g (p™") = Y P 1§§q )f(qm_J)
J=0

m+1)

ou -encore, avec ﬁ(m,o) = qunb1g'(p et a(m,o) = quf(qm)

nnj)

B(m,O) = i ggq
J=0

ce qui est de la forme (4), On étend la définition de dans 4.3 (aprés (11)
q 9

a(m=3,0) (6)

en posant ¢B(m,o) = B(m,o) , ¢B(m,£) = B(m,i) . Noter que dans la situation
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(6) on a B(m,0) = pa(m+1,0) , ou encore plus généralement :
¢ B(m,/e) = Pa(m+1,3) ° (7)
5.5 Thécreme : Supposons que X satisfait a (F) . Soient na(1,~) t N —» M(n,v)
et 6(0,-) s N — M(n,v) alors f est pbadmiésiblé et gi € M(n,v) pour tout

i30.

Démonstration : Soit pour k » 0, H(k) 1'hypothese :

(07
&5

1
H(k,1) : Si 0¢ i<k, alors B(i,0) =} . a(i~j,0)
j=o

avec gj € M{n,v) pour 0¢ j < k.

H(k,2) : Si (r;m) # (o,o) et r4+m ¢ k , alors pmi1na(m,r) ¢ M(n,v) o

Il est évident que H(1) est vrai : g(0,0) =g et ma(1,0) € Mn,v) et
na(0,1) =0,

(q™)

On écrira gj = T(qn,gj) . Alors, le théoréme Sera une conséquence du :

Lemme 1.: Soit H(k) vrai, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes:

k .
a, Il existe g € M(n,v) tq B(k,0) = z:: T(qkkJ,gj)a(kfj,O) .
J=o0
o
b. 81 0¢ £<k alors p(k-2,£) =) (g J,gj) (k=43 , £) (8)
J=o

ou 1l'on a derit x =y dans M(n,K) si x=y ¢ M(n,v) ,

Co B(Q!k) =0 .,

Démonstration du lemme 1 : On démontrera d'abord que si 0 ¢ £ < k , alors (8) est

vrai pour la valeur £ si et seulement si elle est.vraie pour f+1 . Observer que
k= f-1 K - 3 Gl
Blk-£,2) = ¥ . =(q 8.0 alk-4-3,4) (9)
- J
j=o
si £>0.8L £=0., alors (9) est équivalent & (8) si &, € M(n,v) .
Remarquer, que si E € M(n,v) et m €N , alors
£ 4 £+1
m m—1 =
r(q"g)° - 2" Le)® € anln,v) (10)

en effet, i1 suffit de prendre n=1 et £=0. S1 m=1 on a

gq - gc € v d'aprés 1'hypothése (F) .
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m m—1 1
Soit done gq = gq °. P wc avee ¢ € v , alors
qIII—I-1 H1=1G -1 q m41 mc m
£ = (g4 +p 'me)? ce qui implique g% -4 % ¢pw ., on écrit (9)
k= -1 . £+1
k=~ j-1 .
8(k-1,2) = 2 (g ,Ei)c alle-p-3,2) +
j=o0
k- f=1 . £ . £+1
k= = k= f- =1 .
+ 1o @)% = m@T e alle s, )
J=0

Yo o+ 2 (soit). (11)
1 2

. £ . £+ .
Dans Zi: on a : T(qkr'e—‘.],};j)G - T(qkﬂﬂ_J_T,éj)c € Pkﬂﬂmaa1'nM(n,v) d*apres
2
(10), ce qui entraine par H(k,2) que Z:: =0 ,
2
H(k,1) aveec i = keg-1 , donne
k= =1 .
k= f= = .
B(l=p-1,0) = ¥ 1 o(q" #I7 g )a(k-£-3-1,0)
j=o !
dton
G£+1 k= =1 ke fm 51 S 0£+1
B(k-£-1,0)° al1,2£) = T m(q 2,0 alleg-3-1,0) a(1,2) (12)
J=0 '
(11)=(12) donnent en vue de 3.3 (5b) :
. el ot UENEPRPUR Y
Blk-t-1,2¢1) = J | ™(q 8507 alle g1, 481)
. ij

ce qui en effet n'est autre que (8) pour la valeur f+1 .

Soit a donné, c'est-d~dire (8) pour la valeur £=0 . Alors, (8) est vraie
pour les valeurs 'O £ £ ¢k, en particulier, si k=4¢ , (8) donne ﬁ(O,k) =0 .
Soit inversement, ¢ vral, donc (8) pour L=k , Il s'ensuit que (9) est vraie pour
0 £ &k maié (9) implique pour £=0 1l'existence d'un gk € M(n,'v)_°

Le théoreme résulte édvidemment du. lemme suivant @

Lemme 2 ¢ Si H(k) est vrai et si gk =0 soit si B(k,O) =0 alors H(k}1)
est vrai,
BEn effet, a du lemme 1 donne H(k+1,1) . On applique (7), ce qui donne dans

(8) :si 0¢ £« k , alors

L
Pa(k—£+19£) = E T(\q J,gJ) a(k'=',€-’j,/e) ° (13)
j=o
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ke -1

En multipliant (13) avec p n on voit avec H(k,2) si 0¢ £ ¢ k , alors
k=2 Y s s -1 ' .
P T a(k=£+1,£) € M(n,v) , c'est—-a-dire p n a(m,r) € M(n,v) si mr = k+1 et

r { kK, Mais a(O,k+1) =0 ce quli donne H(k:+1,2)°

La converse du théoréme n'est pas vraie : prendre q=p , £f(p ) =1 pour
tout i > 0 ce qui définit une fonction p-admissible en dimension 1, On a

na(1,0) = noﬁt1f(p) = n§_1 ﬂ v si p= (ne) avec e > 1 .

5.6 On en tire :
' oo
R . AN . v
Corollaire 1 : Supposons que K satisfait a (F). soit u = E CVT avec
. V=0

o)
' — ' -1 _ [ ' \ s

Cv € M(n,v) et CO = nIn » On pPose u n = E;g BVT dans l'anneau de Hilbert
KG[[T]] et

2 (@) S ~it iy (5Y)

n(x) = Y Bx% ) o T 5 e(pt)x (ct. (1))

= Y i=0

alors, h ' (n(x)+h(y)) € P(n,v) .
=1

Démgnstration : D'aprés le lemme 5,3 b on a qa{1,m) = nCO Cm+1 = Cm+1 € mln,v) -,

donec d'apres 5.5 f est p-admissible, et & valeurs dans M(n,v) parce que
dfaprés le méme lemme nmé(m,r) € M(n,v) donc en particulier

t ; . . t
nmé(m,o) = nm 'Bm € M(n,v) , d'oll a fortiori qm Bm € M(n,v) o

L'énoncé du cor, 1 est le point crucial dans la démonstration du 5.1 du

théoréme 1, qui s'acheéve & l'aide de la prop, 1 de 5.1,

o0 . [ve)
. . -1 v -1 Y p
orollaire 2 : Soient = E B et = E BT telle telles dé-
c e Soie u n s VT w R — 5 S qu
finissent P € F(n,v) et ¢ € P(m,v) , alors

Hom (F,G) = {c € M(mxn,v) | Jt € By ted WC = tu} .

Démonstration : Soit ¢ : F —» ¢ ou encore ¢* : F*¥ - ¥ ., Comme dans 4,6, ¢*

induit

t . .
¢*(ajF) =3 c(g,r)brG pour 1 Jjg¢n

d*ou C € M(m><n,v) - Les images de ¢iF sous CS(f) doivent appartenir a

CS(G) , Ce qui donne
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m .
t m-i t t , t
B, C = ):_;,‘ (g , g;) B, avec g € mlmxn,v)

t

m £ m=i +
= (1)6 BY . d'aprés le th, 5.5 avec
B m—3
i=0 .
p(i) € m(mxn,v)

ce qui est équivalent 2

o4 .
cu ln=w 2y Tu)r = w ! gy
i=o

c'est—&-dire wC = tu avec t = g ﬁ_1 . Le corollaire en résulte parce que
G ’
(z°) =(xn) =p.

5.7 ILe but étarit plutbét de donner des liens avec les différents points de wvue

voulecir . ‘ '
que deVitraduire tout en termes de courbes, on s'abstient d'entrer de fagon plus
détaillée dans les groupes formels de Honda [2]. Noter toutefois, qﬁe ITI.4.2
donne toutes les lois de ®(n,Z) & isomorphie'stricte prés, ce qui généralise le
th, 8 de loc, cit, Observons en passant que IIT.4.2 donne également que les grou-
pes G de Dieudonnd, qui figurent dans § 5.2 loc, cit, se relévent aux lois

b4

définies sur 2 .

Dans ce qui suivra on aura besoin du

Théoreme (anda 1, th, 2) : Soit v 1'anneau des entiers dans 1l'extension

Qp - K de degré n , Soit m 1'idéal maximal de v et soient e et 4 1vtin-
dice de ramification et ie degré de m , On pose v/ﬁ = Fq' avec q = pd . Soit @
l%anneau des entiers dans l‘extension maximale non ramifiée de X.

On prend une uniformisante x de v et a ¢ N+ . Soit

av

£(x) =7 7Y 5 (1)

et P = f—1ﬂf(x)+f(y)) . Alors :

a, F

o

F(1,v) ; EndO(F) est l'anneau des entiers dans 1'extension non ramifiée
de degré a de X .

b, Soit F_ € F(1,Fq) obtenu par l'application canonique V'—>Fq , alors

ht F, = an , Soit 'S = {p} , alors, dans le diagramme commutatif (cf, III.3.9

pour les fléchss horizontales)
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Endv(F) — CS(F)

! | (2)
End, (F,) < ¢ (7,)
q
14 ad _
1'image de ¢ € Endv(F) dans CS(F*) est V ¢F* (v = VP) .

c. soit ¢ € F(1,v) t.q. m € Endv(G) et 1'image dans (2) est Va¢F , alors
*

FEG sur v .

Démonstration : Elle se fait dans loc, cit, Remarquer toutefois, que K satis-
fait & (P) avec o = identi£é et que f est de la forme d_1nn avec
w= -7 ¢ Kc[[T]] = K[[T]] , d'oh aussitbt le fait que R F(1,v) . Le théo-
réme 2 de 5,1 donne aussitdt que EndV(F) = Vv pulsque ux = xu éour tout
x € v . (Cet argument ne s'utilise pas pour Ende(F) , parce que @ ne satisfait
plus & la condition (F)).

On a évidemment vF =v , d'olt : chaque courbe dans CS(F) s'écrit de fagon

unique
z vt ;?53 95 (v = vp) (3)

avec u(i) € v . On vérifie que le S-type de F se donne par

~
F 9p = V] 7 Pp

donc aprés réduction mod m on trouve : [P]QF* = Vad[p](ﬂr1)¢F* ce qui domnne

b, De plus on a [p], = en ], = ﬁ*ﬁi = G*Vade .

D'aprés §1, la hauteur de P, est ade = an ,

*

5.8 Avec les notations de 5.7 on a
Corollaire : L'image de Endv(F) dans CS(F*) est égale &

©co .
adi .
{%;E'V A ¢F* I N Fq pour tout i ) 0}

n correspond a Vad . L*ensemble des'représentants de Teichmiiller dans v

stidentifie au sous—ensemble Fq<: CS(F*)" %-P’ng .
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Chapitre V : Quelques applications

§1. Applications aux courbes elliptiques sur @

1.1 Soit PF ¢ F(1,z) de logarithme zF =X n~1f(n)xn , alors on a wvu, (III.3.6)
que f : N> Zz est lexoide, Chaque courbe dans C(F) s'écrit de forme unique

¢ = Z Vi xi ¢F et en posant tm(¢) = g(m) on obtient la relation

g(n) = £ ar,f(n/a) . (1)
djm

C'est-a~dire on obtient une bijection de c(F) avec l'ensemble T(f) des fonc-
tions g : Nf» Z qui satisfont & (1) avec tous les xd'E Z . Ceci permet de trans—

poser les opérateurs 'Va , Fa , b=m et f sur T(f) en posant

(\;ai")(n):s{af(n/a) sivaln  (xf)(n) = n’f(n)
0 sinon
(F_£)(n) = £(an) (8£)(n) = mf(n)

d'ou P(f) = Z:: v, x £ A, €2 pour tout i} . si g em(e) et g(1) =3I,
alors T(f) T(g) ..Ceci résulte de III.1.1.

De plus on a vu : T(f) contient g avec g(mn) = g(m)g(n) si (m,n) =1 et
g(1) = f , (Iv, 4.5), c'est-a~dire on peut supposer que f est faiblement multi-

plicative.

Temne 3 Soit f 1lexoide et donnée par la relation

T e = 1 - z o olp, )5 By
n=1

(cf. IV°4,4), alors dans T(f) on a les relations

Ff=Y v icr(p,p )t (2)
clest-a~dire dans C(F) , oi F € F(1,Z) est défini par f , on a

P g, g

STV olnsde, - (3)

P
Démonstration : (9) et (10) de #FW. 4.3 donnent aussitbt-

() 2 T pholeph)e () | (4)

i=0
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IV,(17) et (13) montrent que si f(am) = z:: dc(a,d)f(m/d) , alors ¢ est faiblement

dlm
bimultiplicative, de plus o(1,m) =0 si m> 1 . Sidonec m= pn+1b avec

(p,b) =1 ona

n . . i
f(m) = £(p.pb) = ¥ . dolp,d)f(p"b/a) =Y p olp,p )(p" D) (5)
n i=o
d|p b
parce que o(p,d) =0 si d g N({p}) ce qui suit des propriétés de o , mention-

nées ci-dessus. Par conséquent

©o

(v £)(m)= {12 v ;olp,p)}(m) pour tout m . cafa
1=0 P

1.2 lemme : Soit f : &'~ Z définie par

sfnn > =0 (1-a_p°+b p1—2s)-1
D p p

avec ap,bp € 2, alors f est lexoide et définit une loi F dans F(1,Z) .
Soit F, € F(1,Fp) obtenu de P par réduction mod p , alors on a dans

'— —
Ende(F*) , (avec F'= Foo V= vp)

F2-aF4+b_ =0 (6)
p P

2.—

P-aV+byV 0. (7)
b Y

Démonstration : D'aprés IV.4.4 on voit aussitdt que F € #(1,2Z)-. Observant que

1'application canonique F F, commute avec l'action'de Z sur le groupe des

courbes ; (3) donne

= - b
L'application de T , V sur (8) donne aussitét (6) et (7), tenant compte que
VPt = 'V = [p] si l'anneau de base est Fp . Observer qu'en effet F,V € EndF (F*)

Y
parce qu'elles commutent avec A € Fp ((2) ae 111.3.8).

1.3 Soit maintenant ¢ wune courbe elliptique sur @ , disons de modeéle Weiefstraﬁ
(affine)

y2 + ANXY + pwy = x3 + ax2 + Bx + ¥

avec A,p,a,f,y € Z et de discriminant minimal, On sait que la réduction
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Cp = C mod p est une courbe irrédgctible pour tout nombre premier p , D'apreés
Weil on sait également comment définir la I~série locale Lp(s) de C , qui se
donne par :

1"23)—1

a. Si le genre de Cp est égal &4 1 alors Lp(s) = (1-aps-+p si

1 - apX + pX2 est le numérateur de la fonction ¢ de Cp .

b, si Cp a un point double. p-ordinaire, on note gp =1, soit ap = =1 selon

le cas dans lequel les tangents & P ‘sont rationnels sur Fp ou non, et on pose
; -5 \=1
L(S = 1"8 o
p) ( pp)
c, Si Cp a un point de retroussemeiit,.:on: pose Lp(s) =1,

On sait également que dans le cas b, la réduction de la loi duy groupe de Cp
est le groupe multiplicatif sur 5 et est isomorphe au groupe multiplicatif sur
. . ,

Fp si et seulement si gp =1 . Dans le cas c, la réduction de la loi du groupe

est le groupe additif,

On prend t = x/y. comme paramétre local & l'origine et d'aprées Shimura-
Teniyama, . : ., ", = . t est un parametre local .a l'origine de CP pour
tout p . On a également que la complétion de ¢ au 1ong.de la section unité dé-
finit un groupe formel, en particulier, le choix de % , avec ez = Z[[t]] donne
une loi T € F(1,Z) tel que F(té§1,1é§t) =dt , ou d est le,morphisme struc—

tural d : eg - ez<3 ez . Avec Honda [1], p. 211 , on dit que G € F(1,Z) est

un modéle formal minimal de C si G ®F sur Z .,

1.3 On rappelle le résultat fondamental de Honda

Théoréme (Honda I,II) :

Soit C une courbe elliptique o6u 1la série L(s) se donne sous la forme
du lemme 1,2, ce qui définit une loi G € 7(1,Z) . Soit d'autre part t wun para-
métre local é l'origine de ¢ , é = x/y comme ci-dessus, w = ZEE B(n)tn;1dt une

. =

forme de premiére espece sur ( avec ﬁ(n) € 7Z et B(1)-= 1 et P er(1,2)

obtenue par complétion de e£ , alors :
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a, P et ¢ sont strictement isomorphes sur Z .

1

=)
b, Le logarithme de P est donné par E : n B(n)tn R

n=1

la démonstratidn repose sur le fait qu'apres féduction mod p , P et ¢ ad-
mettent les mémes équations caractéristiquéé pour les Probenius, ce qui suffit
pour affirmer que les lois sont isomorphesf dfabord sur ‘Fp ’ pﬁis ZP et fina-
lement sur Z.,:11 est.clair que tout générateur‘daﬁs' ez définit un médéie

formal minimal de C .
1.4 Ie but de ce § est :

Théoréme (Atkin-Swinnerton Dyer—Cartier) : Soit IL(s) =1 (1-'ap?-s'*bpp1=28)m1

la série I d*une courbe elliptique ¢ sur @ comme ci-dessus et

W =2 B(n)t“?f%t' comme dans 1,3, olic.t' : engendre ez , alors
B(np) —'apB(n) + pbps(nﬂﬁﬁ =0 mod pa si n = 0 mod pa-1 o (9)

Remarque : Les congrueﬁces (9) ont été conjecturées par Atkin-Swinnerton Dyer en
1969, Cartier était le premier & démontrer .: ces conjectures (cours de groupes
formels, Notes-de,J¢F°'Boutbt), ufilisant 1'opérateur de Cartier, Les relations
(9)_touﬁefois'suggérenﬁ.aussi ﬁn_lien de ces coefficients avec les fonctions
lexoides, c'est pourquoi on donne ici une autre démonstration, qui aboutit &. une
déterminétion du membré gauéhe de (9) en termes de;coefficienfs définissant la

fonction lexoide B ,

Démonstration : On consideére B+: > Zz comme une fonction, alors le fait que P

et G sont des lois .strictement isomorphes sur 2 s'exprime avec les notations
de 1.1 par
7(g) = 7(f)

si £f(n)n® =1(s) . onavuque 7(f)= |z V5T ] w, €2 pour tout i},
c'est-a=dire en particulier il suit du fait que FaB € 7(f) pour tout a € il

que l'on a
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Fp=) v.la,i) (10)
1=1
avec A : [N+XIN+ v 1
ou encore glam) = 3§ dr(a,d)f(m/d) . (11)

dlm

D'autre part on a également
(&4 gy, e g
Ff = Z ) Vic(a,i)f

1=1
avec ¢ vt xnT - 7. D'aprées IV.4.4 (15) on voit que si 1ton définit 9 sur la
sous algébre de C , engendrée par les A(n,1) , ob C est 1'algdbre de IV §3,
par gA(n,1) = n-1f(n) et si 1'on pose qA(n,m) = a(n,m) , alors

aa(a,d) = ofa,d)

et le lemme 1,1 montre notamment que ¢, donc @« est faiblement bimultiplicative

et (3) du 1.1 montre encore que

1l
)

Pa(PH)

(12)

|
1
o’

P(I(P, P) =
«(p,p)=0 si i>1.

On étend ¢ & C & un morrhisme d'algdbres en posant ¢B(n,1) = n_jﬁ(n) et

¢B(n,m) = p(n,m) . Alors, le lemme IV.3.2 donne
rg(r,d) = a(r,d) . (13)
Soit maintenant
p(np) - 2 pn) + w0 8(n//p) = g,
c'est-3-dire :
B(np,1) - a(p,1)p(n,1) ~ alp,p)p(n/p,1) = (np)_1gn . (14)
Par définition (IV.%.1) on a
8(np,1) = B(n,p) + B(n,1)a(p,1) (15)

ce qui donne avec (14) :
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8(n,2) = a(p,2)p(n//ps1) = (o) 'z, . (16)
On a par définition
8(n,2) = B(n//es5%) + B(n//p,1) a(ps) (47)
ce qui donne avec (16)
Bln//p, 1) = (mp) " 'g_ . (18)

0

=

a B(n//p,5°) = Bln//5°,0°) + B(n//r°,1) alp,v°) = pln//p°,p°) d'apres (12).

BEn itérant, si n ='pa_1m avec (m,p) =1 on voit

8(n//p,5°) = 8ln/p" ", p%)
ce qui donne avec (18):
(np)—1§n = (n/p", %)
ou g =mnp B(n/pa—1;p“) = p'mg(m,p*) = p"A(m, ") d'apres (13).

La propriété d'étre lexoide entraine par définition que x(m,pa) € 2 ce qui

démontre le théoréme,

1.5 Remarquons que la combinaison du IV th, 4.4 et Shimura'[1],th.3.21donne que
les opérateurs de Hecke sont lexoides, On donne encore unHautreEexempléWQue lion
ne sait pas interpréter :

Soit f : NT — 2 défini par
z f(n)n° = 0 —app’s +1oppk”2$)"1 (19)

avec k)1 et a ,b €2,
7 PPp
Alors f est lexoide, T(f) est isomorphe avec le groupe des courbes dans
le groupe formel défini par f , Il suit également que f est P-admissible, ce

qui entraine l'existence d'un A st x> 7 t.q. pour tout a,m on ait

f(am) = Z:: dx(a,d)m/df(m/d) . (20)
d‘m
On se demande comment interpréter (20) pour les I~séries des courbes ellipti-

ques sur @ ou encore pour la fonction <t de Ramanujan,
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§2, Applications aux composantes fantdmes

2.1 Soit S c P et soit k wun anneau, On considére ici les foncteurs cova-

riants
J : Algk-» groupes abéliens

qui sont tels que l'ensemble sous jacent de J(K) pour X € Algk s'identifie &
u(n,k) m(s) pour un n €N .
On dira que J admet des composantes fantdmes s'il existe une famille

{jml m € N(s)} ‘des homomorphismes
3 (k) = 3(x) ~ m(n,K)

fonctoriels en K , ou M(n,K) est munie de sa structure usuelle de groupe abé-
lien et ol pour x = (xa Ia € N(S)) € J(K) , jm(x) ne dépend quelde X1"°”’Xr

avec r ¢ m,

2.2 les exemples les plus importants
atk=2,8-= ip} , J=W , le foncteur en groupes abéliens des vecteurs de

Witt..Iei n=1

3 (©) ¢ w(k) -k

(1)

m
se donne par jm(K)(x 5 l iy o0)= z:: P’ x i
P i=o0

p
b
W .méme est un foncteur en anneaux.

b:k=2, 85 arbitraire , J =W, , le foncteur en groupes abéliens des

S

vecteurs de Witt généralisédes, Ici n =1
i (K) = wS(K) - K
. . m/d
se donne par Jm(K)(xa | a €‘N(S)) = %%; dxd (2)

WS est également un foncteur en anneaux,

2,3 Soient n €N et Xy 0 Y 3(d) pour d ew(s) , s # ¢, des matrices

d?

carrées d'ordre n aux coefficients qui sont des indéterminés,
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On pose T

li

{n(1,3)x,0n(1,3)Y; | 1< 5,5 ¢n; d en(s)) et

U

{n(1,3)8(a) | 1 ¢ i,i ¢<n; a en(s)} .

Soient k wun anneau et f : Z[T,U] - k[T] un morthisme d'algébres qui est

ltidentité sur 1l'ensemble T ., On considére le systéme d'équations

; G, 38/ _ /ey an)= o .

pour m € N(S) , et ow en général f : A - B dans Algz induit

M(n,f) : M(n,A) -» M(n,B) . f sera dit admissible, si M(n,f)(8(1)) = In et si
(3) admet une solution, d'ailleurs nécessairement unique,

fw;| @ ew(s)} < uln,x[1]) .

Notons, que si n=1 et £(3(a)) =1 pour tout 4 , alors (3) décrit de fagon
générique la loi du groupe W(K) dans (1) si s = {p} et de wS(K) dans (2)

si s£4d.

2.4 Soit IL(P) 1'ammeau introduit dans III.%.4 et soit ¢ : 2Z[T,U] - L(P)[T]

le morphisme tel que M(n,)(3(d)) = Y(d) pour 4 ¢ ', alors on a :

Théoréme : ¢ est admissible,

La raison 4'&tre de ce théoréme est son corollaire suivant :

Corollaire : Soit k wun anneau arbitraire, £ : N(S) - M(n,k) S-admissible, in-
duisant f ; z[1,U] - k[T] tel que M(n,g)(a(d)) = f(a) , alors f est admis-
sible au sené qué (3) admet une solution & coefficients dans k[T] .

Le corollaire se déduit aussitﬁt du théoréme en vue de Algz((L(Pj,kﬂ =

= pdm(s,k) (111,3.5).

Démonstration du théordme : Soit S=P et soit P ¢ F(n,L(P)) (III.3.4), donc

P est définie sur L(P)[T] . On considére sur L(P)[T] le groupe Cn(F) dans

lequel se trouvent les deux éléments

[+ o] o
2o Va%a % ot ) Vg Ya % -
d:1 d=1 ol
n 14 4 3 Id
Leur somme dans C (F) est donc un élément E Vd‘n . Bn appliquant 1'opé-

9
d=1 d°F
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rateur T (III,3.1), on voit que
- a(x$/2) 4 1{%/) yy(nya) - - an\™/x(n/0)
dlm d|m

pour m € nt , ce qui démontre le théoréme,
2.5 Soit s o> s(k) .

Théoréme : soit f : N(S) -» M(n,k) admissible, alors il existe un foncteur wf

en groupes abéliens, uniquement déterminé par les trois propriétés suivantes .:

)N(S) .

a, Pour R € Algk , l'ensemble sous jacent de wf(R) est M(n,R

b, 31 R :ga-R est un diagramme commutatif dans' Algz et si f° ;N(S)—*M(n,kﬁ

1 f

k' 25 k est telle que f = M(n,¢)<)f' , alors lfapplication naturelle
induite § s wf,(R') - wf(R) , qui envoie (Mal o € N(s)) ¢ Wf,(R’) sur

(M(n9¢)Ma ' o€ n(s)) ¢ Wf(R) est un homomorphisme de groupes abéliens,

¢, Pour chaque m ¢ N(S) , 1'application jm(R) : wf(R) > M(n,R) , définie par

jm(R)(X) = Z:j dxém/d)f(m/d) est un homomorphisme de groupes abéliens foncto-
d|m

riel en R, (Ici x = (xd | a en(s)) ¢ wf(R))4. Autrement dit, W admet des

composantes fantdmes,

Démonstration : Si on élimine la terminologie des lois dans la description de

Cg(F) , 81 P est la loi définie par f , on tombe sur 1'énoncé du théoreme,

gréce a la description générique de 2.4,

2,6 11 va de soi que wf(R) est muni d%une structure de groupe—abélien topo-
logique séparé complet, On a les endomorphismes continus de Frobenius .Fa , de
décalage Va pour a € N(S) , ainsi qu'une action de R sur wf(R) , foncto-

riels en R et définis par

fl

i R)(E x) =5 (R)(x)

il

3, (R)(V _x)

ajm//a (R)(X)

il

5 (R)Y(vx) = A" (R)(x)
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ce qui définit sur wf(R) une structure de CartS(R)-module a3 gauche, On pose
X [x] l'application de Teichmiller mM(n,R) - wf(R) , & savoir

[x] = {xd ] den(s),x, =x,x, =0 si i> 1}, Alorsona : x ¢ wf(R)

1 i

s'écrit sous la forme unique

x= ] V. [x.] , noté encore x = ) VX, .
da-"d
den(s) dawts) ¢ ¢

On définit

E.(R) = En (wF(R))Opp

dCarts(R)mmod

alors III1.3.9 induit un homomorphisme injectif des groupes abéliens, fonctoriel

en R :
i(R) ¢ E.(R) - W .(R)
aéfini par 1i(R)(9) = ¢([1,]) . (5)
2,7 Soit maintenant § = {p} . Posons A = Z[Gi]i}o et définissons 8; €A
par récurrence :
n i pm—i
Oy = 1 et n+l E;; boo; n-i

\ - . n "~ N - .
c'est—a-dire la fonction-: p + g, @ valeurs dans A est S-admissible,

I1 résulte que les relations

n=1i n-i n . n-i

n .
i, p P - B i P ~
Lovxg vy )E =) P v (6)

i=o0 i=0

pour n » 0 admettent une solution
Wi = Wi(Xo,.oo,Xi ’ YO,°°°9Yi P 60,»90090’:1) ; 1 > O (7)
a coefficients dans 7 .

2,8 On va utiliser ceci afin de construire de fagon explicite les composantes
fantlmes pour les schémas de Greenberg, Reprenons la situation de Iv,.5.7 et

IV.5.8., Soit f : N(p) - v 1la fonction p-admissible, définie par

= Vo2 i iy
Tonvxt =y o e(p )P (1) de TV.5.7
V=0 i=o

alors f définit par passage au quotient une fonction p-admissible
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f
P 3 IN(P) —_3 v —ﬂ}lﬁ‘
et les lois abéliennes F ¢ B(1,v) et F, € F(1,Fq) o

On a une suite de fléches injectives des groupes abéliens

)

v = End (F) R End, (F,)
R R
E.(x) — Eq,(l}.?‘q) «-——>wq)([5‘('l) .
L'injectivité de (%) résulte d'un lemma connu de ILubin-Tate, (Honda [1], lemma 3).
Soit ¢ V'@>w@(Fq) 1tapplication composée, alors ¢(x) se calcule comme

suit : On pose

() =T PP ™, w0 (8)

oo .
avec pi(X) € v , de 1'image ui(xs dans Fq , alors ¢(x) = Z:: lei(Xj , ce qui

1=0
est de la forme, donnée dans IV.5.8 parce que f(pm) £ 0 entraine ad|m , Ia

structure d'anneau commutatif sur Im¢=v se donne par les composantes fantdmes

de w¢(wq) , ou encore : (On pose

n .. n—-i .
£(p™t) = S po()P f(pT) ,n o0 (9)
i=0

alors on réduit les polyndmes (7) mod p puis on remplace les c; rpar ies o(1)

en obtenant

w"—i = -v??;(xo,m,xi B SR A (0 ) s0005001)) {10)
et on a
2 i 2 i 2, i
Z ,'.vxi+z :VYi=_ Viw, (11)
=0 1=0 1=0

La structure multiplicative sur TIm¢ est celle, induite par les opérateurs V et
A pour N\ € Fq . Noter que ceci définit une siructure d'anneau sur

adi

me@F = {zVv A | A €F ) (12)

q q
ou Fq -F a est l'extension de degré a , parce que si x €[ g On 2

4 ad e
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Mais on a mieux : on a f(pl) =0 si adfi , ce qui entraine dans (9) que
c(i) =0 si 1 n'est pas de la forme Jj ad-1 , J € N+ . Soit ;i le polyndme

obtenu de wadi de (9) en posant Xi = Yi =0 -=si adli dans le polyndme Wédi

- X! - _ vt (s _
et Xas =% » Tga1 = Y5 0 et T = oliad +ad-1) , alors

o 17 o < + . s
Temme 3 vi = vi(Xé,...,Xi, Yé’°°°’Yé s T ’°°°’Ti) ne dépend pas du a € I choisi,

0O

Démonstration : Le lemme suit facilement de (6) de IV.5.4, le seul point embarras-—

. ad
sant étant la puissance qm'm'3 qui intervient, mais on a x = xF pour X € Fq R
donc apreés réduction mod(x) on a ce gqu'on veut,
Le lemme permet donc de définir pour tout Xk € Al%F ’
q
=, di
Jq)(k)={_z_0,‘v n oAy € K
que 1'on munit d'une structure dfanneau par les relations
(<] (o] o0
di_, dai_, di-
L LV X 4+ ) Vo= v (13)
1=0 1=0 i=o0
d d
Vx = xV pour x € k . (14)

8i 1fon voulait on pourrait exprimer la structure additive par les composantes

(=]

" . di
fantlmes, Si A\ = X:: v lxi , On a
i=o

50 =TT atad pla®h) = ad

tl
>
°

Tenant compte du th, IV.5,7 on. trouve :

2,9 Théoreme : J est un foncteur en anneaux topologiques séparés complets :

4+

AI%F - Algv o J¢ admet des composantes fant6mes,'J¢(Fq) =v ., Si Fq - [ a est
q

q
1'extension de degré a , alors J (F a) est 1l'anneau des entiers dans l'exten-

q
sion non ramifié de ¥ de degré a .

On pourrait donc considérer les formules'(?) comme formules universelles qui
donnent aprés une spécialisation convenable les composantes fant8mes pour les
schémas de Greenberg ou encore qui permettent 1l'extension du corps résiduel dans

les extensions ramifiées,(Serre; Corps Locaux),
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2,10 ILa construction faite dans 2.8 se traduit encore en termes de polyndmes
d'Bisenstein :-Soit Zﬁ - A >V avec Z — A non ramifié de degré 4 e%
A — v totalement ramifié, Soit z%: ciXi = g(x) le polynﬁﬁe d'Bisenstein de
1'uniformisante g§ . On considérel:Z(T) €'Ac[[T]] , ol ¢ est le Probenius de
A . D'aprés le théoréme de Honda du §1, u~1(T)co-*i(x) définit une loi G sur
A , donc apreés extensioﬂ des scalaires sur v , On a EndA(G) =A et
Endv(G) = v , Le dernier énoncé se vérifiant en observant que x-x7 € ()
peur x € v , (q ='pd) donc on peut prendre ¢ = id afin de satisfaire & la

condition (F).
-1 R - i qi
Soit u (T)co-*l(X) = Z;g q f(q )X °

On étend f par zéro 3 f : N(p) - A , ce qui est une fonction p-admissible,
d’ol une fonction p-admissible ¢ : N(p)lmga A Eig.ﬁq . On obtient de la méme

facon que dans 2,9 un foncteur en anneaux topologiques séparés complets

: Al - o
J¢ A %F Algv
q
Dtapres le th, 5.7¢ J¢ et J¢ (du 2.8) sont isomorphes sur v , mais J¢ a
1'avantage d'€tre défini sur une extension non ramifide de Zé . Si 1%on prend

le polyndme d'Eisenstein par excellence u(X) = p-X sur ¥ , alors on voit fa-

cilement que J¢ =W , le foncteur usuel des vecteurs de Wwitt,

manuscrit regu juin 1974
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