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INTRODUCTION A LA NOTION DE MATROIDE

(GEOMETRIE COMBINATOIRE)

J.C. FOURNIER

La notion de matroide , appelée aussi géométrie combinatoire, consiste en une
généralisation de la dépendance linéaire et de la dépendance algébrique, La théorie
qui en résulte a connu ces dix dernieres années un substantiel développement. Dans
les pages qui suivent il n'est guére question que d'introduire a cette notion, Un pre--
mier chapitre donne les bases de la théorie a partir des trois aspects présents dés
son origine : théorie générale de la dépendance, aspect latticiel et géométrique,
matroides de graphes. La structure de matroide présente 1'originalité d'admettre
de trés nombreuses et trés différentes axiomatiques ; dans un deuxiéme chapitre les
principales d'entre elles, les plus couramment utilisées, sont données, avec les pas=-
sages de 1'une a 1'autre. Enfin un troisiéme chapitre présente des exemples généraux,

completés d'exercices, qui sont 1'occasion d'un premier panorama de la théorie.

1. ORIGINES DE L.A NOTION DE MATROIDE ET THEOREMES DE BASE DE LA
THEORIE.

La toute premiere origine de la notion de matroide se trouve dans Van der
Waerden [8] avec la donnée sous forme axiomatique d'une relation de dépendance
abstraite, axiomatisant a la fois la dépendance lindaire et la dépendance algébrique,
Cet embryon d'une théorie générale de la dépendance se trouve ensuite bien développé

dans Zariski-Samuel [ 107 ; on trouve cette théorie également dans Cohn [3] et,

Partie du cours de 1'A.E.A. de Combinatoire donné & Orsay en 1976/1977.



sommairement présentée, dans Bourbaki (2 ].

1.1. Théorie générale de la dépendance,

Définition 1. Une fermeture de dépendance sur un ensemble E est une ap~

plication X » X de ®(E) dans lui-méme vérifiant les axiomes suivants :

(131) Pour tout X ¢ E, X c X,

(Dz) Quels que soient X E et YCE telsque Xc Y, ona Xc Y.
(DB) Pour tout X c E, X=X.

(D,) Quels que soient X C E, x€E et y€E, si y€X U Ix} ot y£#X alors x€XUly}.
4 m— justeny — ——

(Dg) Quel que soit X ©E, pour tout x €X il existe une partie finie Z de X telle

XEZ.

Les trois premiers axiomes (D1), (Dz) et (DB) (extensivité, croissance et
idempotence) définissent ce qu'on appelle classiquement une application de fermeture
(de Moore). Par exemple 1'adhérence topologique est une application de fermeture,

d'ailleurs caractérisde par 1'axiome supplémentaire (lequel rend superflu 1'axiome

(Dz)) : quels que soient X CE et YCE, X U Y =X UY . Les deux derniers axiomes

sont de nature proprement algébrique : (D 4) est 1'axiome d'échange classique de 1'al~
gibre lindaire et ([),5) exprime une condition de finitude de la dépendance, évidemment

inutile lorsque l'ensemble E est fini.

L.'axiomatique que donnait Van der Waerden portait sur une relation, notée ~
© ot dite de dépendance, entre éléments de E et familles finies d'éléments de E :
; X~ {y,{, oo ,yn} ot XEE et Yyseees¥y €E. Elle consistait en les trois axiomes
i suivants ol x, Yireews Yo Zqres .42 €E sont quelconques :
! Axiome 1. y; ~ {yv“.,yn} pour i= 1,...,0.
i Axiome 2, si X ~ {yif, ...,yn} et y; ~ {21,Q..,zm} alors x ~ 4’2:1,”.Hzm}°
:Axiome 3. si x~ {y?,f,..,yn} et x {yqrec0syp_q} alors y, ~'{y1, ceosYpqeXte
)

y Cela permet de définir une fermeture de dépendance sur E, d'abord pour



tles parties finies en posant pour X € E tel que X = {x19. . .9xn}, X= {y|y€E et
|

1y ~X}, puis pour toutes les parties de E en posant X =\ 7. (L'axiome 2
i Ztini <X

‘expr‘ime la transitivité de la dépendance ; pour les parties finies, il est équivalent,

]
|

ities:si X€Y et YCZ alors X Z .

aux deux axiomes (DZ) et (DB)’ comme on le voit en 1'écrivant en termes de par-

Définition 2. Etant donnée une fermeture de dépendance X +X sur un ensem-

ble E, une partie X de E est

- génératrice si X=E (X est appelé encore ensemble de générateurs de E).

- libre (ou indépendante) si pour tout x€X, x£X - {x] (dépendante ou lide

sinon).

- une base de E si X est a la fois partie génératrice et partie libre.

On observe de suite que toute partie libre est également libre, en particulier

la partie vide est toujours libre, et que la propriété d'étre libre est de caractere fini :

X cE est libre si ef seulement si toute partie finie de X est libre,

Théoréme 1. Dans tout ensemble muni d'une fermeture de dépendance il_existe

une base,

Ce premier résultat découle du suivant (en faisant L =@ et G =E).

Théoreme 2 (dit de la base incompléte). Quelles que soient, dans un ensemble

E muni d'une fermeture de dépendance, une partie libre L. et une partie génératrice

G, il existeé une partie G' de G telleque LN G*=@ et L UG' est une base.

Lemme 1. Soient une partie libre L. de E et un élément quelconque x de E,

Une condition nécessaire et suffisante pour que L U {x} soit libre est que x£L .

Démonstration. Condition nécessaire par définition de L. Condition suffisante : soit

yEL U{x}, sionavait y€(L Ux -1y}, ce qui par hypothése n'est possible que
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si y # x, alors, comme y£L~- {y}, on aurait d'apres (D4) xe(L-{yHuly} =1,

ce qui contredit I'hypothése,

Démonstration du théoréme 2, Il s'agit de démontrer 1'existence d'une base B telle

que L € B o G, L'ensemble des parties libres X de E tellesque Lc X< G est
U-inductif (car de caractére fini) ; soit B un élément maximal de cet ensemble (par
application du lemme de Zorn), Montrons que B convient en montrant que c¢'est une
partie génératrice : pour tout x€G, B U {x} n'est pas libre, d'aprés le choix de
B, et par conséquent, d'aprés le lemme 1, x€B; ainsi Gc B, d'ot E =GCcB=B
et E=B.

Comme conséquence immédiate du théoreme de la base incomplete on voit que
toute partie libre est incluse dans une base et toute partie génératrice contient une

base, Remarque qui conduit & la proposition suivante :

Corollaire. Soit une partie X quelconque d'un ensemble E muni d'une

fermeture de dépendance. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une base.

(ii) X est une partie libre maximale.

(iii) X est une partie génératrice minimale,

Equicardinalité des bases.

Lemme 2, (propriété d'échange des bases). Soient deux bases B et B'.,

Pour tout x €B-B' il existe y€B'~-B tel que (B-{x}) u{y} soit également une

base.

Démonstration, Ona B-{x} # E d'aprés la condition (iii) du corollaire du théoréme 2,

et donc B=IX} PB!' car sinon on aurait B- {x} SB'=E et gj-“&‘\ = E. Soit
yEB' - (B~ x}) ; comme vEB-{x}, (B-{x}) u{y} est libre ; comme par ailleurs

y€B ona, d'apres (D4), XEMB-{x}) uly}, donc Bc(B-{x}) u{y} etdon
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E=BcB-x})U{y} e E=(B-{x7) uly}. Ainsi (B-{x}) U {y} est une base,

Théoreme 3., Deux bases d'un ensemble muni d!une fermeture de dépendance

ont méme cardinal.

Démonstration. Soient B et B' deux bases quelconques.

1T cas : Une des deux bases est finie, soit B. Si BC B' on a de suite B=B' et

|Bl= |B'|. Supposons maintenant B ¢B' et soit x€B-B' ; d'apres la propriété

d'échange il existe y€B'-B tel que B,=(B-{x}) U{y} soit une base. On a lB1 =B |

1

et iBrB* | <IB-B'| ; si B, ¢ B' on recommence, avec B, 2 laplacede B et

1

ainsi de suite ; on arrive, au bout d'un nombre fini d'échanges, a une base B" telle
que: |B"|= IB| et B"cB';dou |B'|= |B"|= |B|, c'est-a~dire 1'équicardi-

nalitd de B et B'.

eme P . e
2 cas : Les deux bases sont infinies. A chaque x €B' associons une partie finie

F_ de B telle que x Eﬁx , qui existe d'apreés (DS)' (Il est & noter qu'on fait usage

]1a de 1'axiome du choix, voir a ce sujet la remarque ci-aprés). Ona U F . cB
x€EB!

et en fait 1'égalité car, d'une part U F o U F 2B/, d'otr U F_oB'=E,

X€EB' XER! x€B!

et d'autre part B est minimale comme partie génératrice, Donc B = U Fx , ce qui
x€B!

entrafne card(B) = card( U FX) < card(B') ; on a 1'inégalité inverse par symétrie

xeB!
entre B ét B' et ainsi 1'équicardinalité de B et B'.

X

Remarque. Il est possible de se passer de 1'axiome du choix dans la démonstration
précédente en définissant de maniere unique une partie FX a partir de x, Etant
donnés une base B et un élément x £ B, il existe une partie finie E‘x de B unique
telle que xé?‘x et pour toute partie Z de B telle que x€Z on ait F CZ (FX
est la plus petite partie de B engendrant x). Il suffit de considérer un élément F
minimal pour 1'inclusion de I'ensemble {F |F cB fini et x€F} (cet ensemble

n'est pas vide d'apres (DS))Q En effet, soit Z< B telleque X€7 ; si F, ¢z,

soit y €F -Z ; ona yG(FX— {y}) u {x} car xé?‘x et xf Fx—iy} (axiome d'échange)

d'ol, (en particulier parce que x€Z), B-{y}> (FX— y})uz o (F, - yHux}dy
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e

soit y€B-{y}, contradiction, (Cette plus petite par*tie FX ainsi définie détermine
1'ensemble dépendant minimal F Y {x} associé a 1'élément x relativement a la base
B. On reviendra plus loin sur ces ensembles qui jouent un réle important). Ce cardi~
nal commun a toutes les bases d'un ensemble E muni d'une fermeture de dépendance

s'appelle la dimension, ou le rang plutdt quand il est fini, de cet ensemble.

Application a la dépendance linéaire.

Soit E un espace vectoriel, L'application qui a toute partie de E associe
le sous-espace vectoriel qu'elle engendre est une fermeture de dépendance, On re-
trouve avec les résultats précédents les théorémes élémentaires de 1'algébre lindaire
et les notions classiques, base, dimension etc.. La terminologie est empruntée a ce
modele.,

Plus généralement, et dans une perspective plus large que celle des espaces
vectoriels, étant donnée une partie quelconque F de E, 1'application qui a toute
partie X de F associe l'intersection avec F du sous-espace de E engendré par
X est encore une fermeture de dépendance sur F, laquelle n'est pas strictement
comme précédemment, celle d'un espace vectoriel lorsque F n'est pas sous-espace

vectoriel de E.

Application a la dépendance algébrique.

Soient deux corps commutatifs K et L tels que K< L. Etant donnée une par-
tie quelconque X de L, notons K(X) le plus petit sous-corps de L contenant K
et X (c'est le corps obtenu par adjonction a K des éléments de X, il est constituék
des fractions rationnelles en les éléments de X a coefficients dans K), L'applica-
tion qui 8 X associe I'ensemble X des éléments de L qui sont algébriques sur K(X),
c'est-a~dire la cldture algébrique de K(X) dans L, est une fermeture de dépendance
sur L.

En effet, ona XcK(X) e X d'ou (Di) ; pour X €Y cE, ona K(X) cK(Y) ot
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donc X<Y d'ol (DZ) ; X étant un corps contenant K et X, ona K(X)=X et,

par la transitivité de la propriété d'algébricité, )? c X dlou (11)3)o Ensuite soient
yeEX Ulx} et y£X, alors y est algébrique sur K(X U {x}) c'est-a-dire racine

d'un polyndme non nul a coefficients dans ce corps, d'oli, en chassant un dénominateur
commun a ces coefficients, on voit que y est racine d'un polyndme non nul a coefficients
qui sont des expressions polynomiales a coefficients dans K en x et un nombre fini

d!'éléments de X, soient x X c'est-a-dire ce polyndme est de la forme

,i’cn

P(x.,...,x ,u,v) avec: 1) P(x,,...,Xx_,X,v) non nul (en tant que polyndme en
1 n

1"‘ n’

l'indéterminé v), 2) P(x,,...,X_, X, y) =0. On peut écrire :

17" n
P(x1 peresX s Uy v) :iE}o qi(X1 TR v)ujL ol les q; sont des polynémes & coefficients
dans K et l'un d' eux au moins n'est pas nul, soit qio(XT’ P v) £0 ; alors
in(XV oo Xps y)£0 car y£X, et donc P(x1, e X U, y) n'est pas nul {en tant que
polyndme en 1'indéterminé u), x étant racine de ce polyndme x est algébrique sur
K(X U {y}), c'est-a-dire qu'ona x€XUu{y}, d'o (D,). Enfin, soit x€X ; x est
par définition algébrique sur K(X) c¢'est-a~dire racine d'un polyndme dont les coeffi-
cients sont des éléments de K(X) c'est-a-dire des expressions rationnelles & coeffi-
cients dans K d'un nombre fini d'éléments de X ; soit Z I'ensemble des éléments
de X apparaissant dan‘s ces expressions : 7Z est une partie finie de X et le polyndme
est en fait & coefficients dans K(Z), ainsi x€Z, et d'ol (DS)'

Les parties libres selon cette fermeture sont les ensembles X de L trans-
cendants sur K c'est-a-dire les XcCL tels que pour toute partie finie {x1 g ,xn}
et tout polyndme non nul P(u1 yeos ,un) a coefficients dans K et n indéterminés, on a
P(XT, .ee ’Xn) £0.

Une base, appelée ici base de transcendance, est un ensemble B d'éléments

du corps L tel que L. soit extension algébrique de K(B) et K(B) extension purement
transcendante de K. Le rang est le degré de transcendance du corps L par rapport

ason sous-corps K ; il est nul si et seulement si L est extension algébrique de K.



Le couple constitué d'un ensemble E et d'une fermeture de dépendance, par-
fois appelé espace de dépendance, définit ce qu'on appelle ici un matroide (sur E),
suivant une expression de Whitney [9] qui considérait la dépendance linéaire entre

colonnes d'une matrice, et qu'on appelle encore géométrie combinatoire, terminologie
¥ ?

que le paragraphe suivant justifiera. On parlera des parties génératrices, parties

libres, bases, etc. d'un matroide, telles que sont définies plus hauf ces notions.

1.2, Aspects latticiels et géométriques de la dépendance.

Les aspects latticiel et géométrique de la dépendance se trouvent aussi a 1'ori-
gine, dans les années 30, de la théorie des matroides (voir particulierement Birkhoff
[17 pour les treillis, Mac Lane [6] pour les géométries).

Ici les notions de fer mé et de rang jouent un réle essentiel,

Définition 3. On appelle fermé d'un matroide défini sur un ensemble E par une

fermeture de dépendance X + X, toute partie X de E telle que X = X.

Lemme 3. Les parties libres maximales incluses dans une partie donnée quel-

congue d'un matroide sont équicardinales.

Démonstration. Soient un matroide sur 1'ensemble E défini par une fermeture de dépen-

dance X + X et une partie A de E. L'application qui & X ¢ A associe la partie
XNA de A estune fermeture de dépendance sur A (qui définit ce qu'on appelle le
sous-matroide du matroide considéré sur A), comme on le vérifie simplement ; le lemme
se démontre alors en observant qu'une partie libre maximale de A est une base de ce

matroide et en appliquant le théoreme 3,

Définition 4, Soit un matroide sur un ensemble E, la fonction rang (ou plus

simplement, le rang) du matroide est I'application X - r(X) qui & toute partie X de

E associe le cardinal commun aux parties libres maximales

incluses dans X (appelées elles-méme bases de X).
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On a immédiatement les propriétés suivantes de la fonction rang : r(@) = 0,
r({x}) < 1 pouriout x€E, r(X) < r(Y) quels que soient XCE et Y< E tels que
X € Y ; on verra plus loin encore une propriété moins évidente et fondamentale qui est
la semi-modularité. Lorsque le matrolde est de rang fini, sa fonction rang est une

application de ®(E) dans 1'ensemble d'entiers {0,1,..., r(E)}.

Treillis des ferméds d'un matroide.

L'ensemble des fermés d'un matroide ordonné par 1'inclusion est un treillis
dont on va donner des propriétés caractéristiques. Dans ce qui suit étant donnés deux
fermés X et Y, onécrit X3 Y lorsque X couvre Y ce qui signifie :

1) X oY,

2) il n'existe pas de fermé Z tel que X ;Z ;DY ;
on vérifie facilement que si X »Y alors r(X)=r(Y)+1 (une base de Y se prolonge
en une base de X par l'adjonction d'un élément), la réciproque étant vraie lorsque
X o Y. On appelle point d'un matroide tout fermé de rang 1 ; rappelons qu'en lan-

gage de treillis un point, ou atome, est un élément couvrant le plus petit élément, ici 3.

Théoreme 4. L'ensemble des fermés d'un matroide de rang fini ordonné par

1'inclusion forme un treillis complet compactement atomique et semi-modulaire supé-

rieurement.

Démonstration . Soit un matroide défini sur un ensemble E par une fermeture de dé-

pendance X - X, de rang fini.
1) 1l est facile de vérifier qu'on a un treillis complet avec pour "sup" et pour
"inf" respectivement
XVY=XUY, XAY=XNY,
le plus petit élément est 5 et le plus grand élément E.

2) Ce treillis est atomique : tout élément est le sup des points qui lui sont
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inférieurs ou égaux. En effet tout ferm¢ X du matroide est le sup, au sens qui vient
d'8tre défini, des fermés de la forme {x}, ol x€X, lesquels, pris sans répétitions,
constituent 1'ensemble des points inclus dans X.

3) Compactement atomique signifie que tout point inférieur ou égal & un sup de

points est inférieur ou égal a un nombre fini d'entre eux. Cette propriéié résulte direc-
tement de 1'axiome (D5). Soit en effet un point q et un ensemble P quelconque de

points telsque gclU p; posons X= U p etsoit x€q, ona x€X donc il existe
pEP peEP
une partie finie Z de X telle que x€Z. Soit alors P o Ifensemble des points de P

ayant une intersection non vide avec Z ; P o est fini et comme Z < U p dtol
peEP

x€ U p,ona f;}:qctUp:VPO. ©
pépo pFPO

4) La semi-modularité peut s'exprimer comme propriété de la hauteur du treillis

(voir plus loin). Rappelons que celle~ci est définie pour chaque é1ément par les chafnes
maximales allant du plus petit élément du treillis a 1'élément considéré, lorsque celles—
ci ont méme longueur, laquelle sera précisément la hauteur de 1'élément. Le treillis
considéré ici posseéde bien une hauteur, qui est égale a la fonction rang : quel que soit
le fermé X les chafnes maximales de fermés emboités commencant a @ et tinissant &

X sont de méme longueur, égale & r(X) (il est & noter d'abord que les chafnes quel-
conques entre fB et X sont de longueurs finies inférieures ou égales a r(X) ; rappe-

lons que r{X) < r(E) est fini, car le matroide est supposé de rang fini), En effet, soit

une telle chafne maximale, dont alors chaque élément couvre le précédent, et de longueur

p: - .
P=Xog Xg<e o og Xy g X=X

Comme d'une part F(Xi+1) = r*(Xi) +1 pour i=0,1,..., p~1 et d'autre part r{@) =0,
ona r(X)= I‘(XD) +p=p.

La semi-modularité supérieure du treillis est ici celle de la fonction rang :
quels que soient les fermés X et Y ona r(X VY) + r(X A Y) < r(X) + n(X). En effet,

soient E‘i une basede XN Y=X A Y, complétée en une base B UBZ de X, puis

1
en une base B U B, de Y (théoreme 2). Alors B,UB, U BB est une partie généra-



tricede X UY, doncde XV Y, et donc contient une base de X V'Y ({(corollaire du

théoréme 2) ; il en résulte qu'on peut écrire :

‘ i 3 ‘ .
r(X VY)s{B,UB, UB;| = |B, UB,]|

Cela acheve la démonstration du théoreme.

I+ 1B, UB3 |- 1B, |=r(X) + r(¥) - r(X AY).
Remarque. La semi-modularité du rang, qui vient d'8&tre montrée sur les fermés du ma-
troide, s'étend aux parties quelconques de la maniere suivante : quels que soient

XCcFE e YCTE ona

rX U Y)+r(XnY)<rX)+r(Y).

Le treillis des fermés d'un espace vectoriel (c'est-a-dire le treillis des sous~
espaces vectoriels) est modulaire. Précisons ici les relations entre modularité, semi-
modularités et hauteur dans un treillis (en particulier selon Birkhoff). Soit T un
treillis et soient x€T, y€T, z€T des éléments quelconques.

Modularité de T: x<z = xV({yArz)=(xVy) A z.

Semi-modularité supérieure de T: xy XAy et y>XAy=> xVyrx et XVyyy.

Semi-modularité inférieure de T: xVyrx e xVy>y=> XSXAYy e yyxXAYy.

La modularité est équivalente a 1'ensemble des deux semi-modularités et chacune de
celles—-ci entrafne la condition de chaine de Jordan-Dedekind dans le treillis (les chafnes
maximales entre deux éléments quelconques sont de m&mes longueurs) et 1'existence
d'une hauteur x - h(x) . Les modularités et semi-modularités suivantes de la hauteur
sont respectivement équivalentes aux précédentes.

Modularité de h : Quels que soient x€T et y€T,

h(x V) +h(x Ay) = h(x) +h(y).

Semi-modularité supérieure de h : Quels que soient x€T et YE€T,

h(x Vy)+h(x Ay) < h(x)+h(y).

Semi-modularité inférieure de h : Quels que soient x€T et y €T,

h(x Vy) +h(x Ay) Zh(x) + h(y).

Théoreme 5. Le treillis des fermés d'un matroide vérifie la propriété suivante :
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Quels que soient un élément X et un point p telque p £X, X V p couvre X.

Cette propriété s'appelle 1'axiome de couverture de Mac Lane,

Démonstration. On peut écrire en particulier grace a la semi-modularité du rang et

au fait que r(Xap)=r({@) =0, rX) <r(X Vv p) < r(X)+r(p)-r(X Ap) = r(X)+1.

Il en résulte r(X Vp) = r(X)+1 qui entraine X V p »X.

Théoreme 6. Soit un treillis complet compactement atomique et vérifiant 1'axiome

de couverture, et soit E 1'ensemble de ses points. Pour toute partie X de E posons

X = {p |p€E e p=<V q}.
geXx

L'application X + X est une fermeture de dépendance sur E qui définit un matroide

dont le treillis des fermés s'identifie par 1'application X #+ V q au treillis considéré.
q€x

Démonstration. Vérifions simplement 1'axiome d'échange (D,) , le reste se faisant

)

sans difficultés. Pour simplifier, écrivons VX a la placede V q. Il s'agit de mon-
trer que si q<(VX) Vp et q £VX alors p< (VX) V q, ou )C(liz)é, PEE et q€E.
Supposons p £(VX)V q ; alors les trois relations de couverture suivantes données
par 1'axiome de couverture sont contradictoires. Comme p £ (VX) vg, p £VX et donc

(VX) V p couvre VX. Comme encore p £ (VX) vq, (VX) vq vp, égala (VX) V p

car q < (VX) V p, couvre (VX) V q. Comme q# VX, (VX) V g couvre VX,

Matroides géoméiriques et treillis géométriques.

Définition 5. Un matroide sur un ensemble E défini par une fermeture de dépen-

dance X -+ X , est géométrique siona @ =@ et, pour tout x€E, {x}={x} (c'est-

a-dire tout élément de E est un point).

1l est surtout intéressant de noter que pour tout matroide il existe un matroide

géométrique canoniquement associé. En effet, observons que les points et le fermé ¢

d'un matroide quelconque sur un ensemble E forment une partition de E, et en outre

la fermeture d'une partie quelconque de E est partitionnéde par ¢ et les points que
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cette fermeture contient, Autrement dit, la fermeture de dépendance se fait en adjoi-
gnant des éléments par points, et il y a donc une fermeture naturelle définie sur 1'en-
semble des points du matroide (en ne conservant pas 6) ; cette fermeture est encore
une fermeture de dépendance et le matroide qu'elle définit est géométrique par construc-
tion,
Exemple. Soit K un corps commutatif et considérons le matroide défini par 1'espace
vectoriel E = Kn+1 . Ce matroide n'est pas géométrique, par exemple on a (3 = {0}
qui n'est pas vide, ou encore les points sont les droites passant par 1'origine, moins
cette origine., Le matroide géométrique associé est celui que définit la dépendance projec-
tive dans 1'espace projectif de dimension n sur K, c'est-a-dire Pn(K).

Les treillis considérés précédemment complets, compactement atomiques et

vérifiant 1'axiome de couverture, cette derniere propriété étant équivalente a la semi-

modularité supérieure, sont les treillis géométriques. D'apreés les théorémes précé-
’ q

dents a un matroide M est associé le treillis gédométrique de ses fermés, soit T(M),
et inversement a un treillis géométrique T est associé un matroide sur 1'ensemble des
points de T, soit M(T), et ce matroide est géométrique ; en outre ona T(M(T)) ~T
(théoreme 6).

On a encore, lorsque le matroide M est géométrique, M(T(M)) ~M (par 1'ap-
plication x - {x}). Ainsi la structure de treillis géométrique est équivalente & celle
de matroide géoméirique,

Citons simplement une autre propriété importante du treillis des fermés d'un
matroide, équivalente pour les treillis géométriques a la propriété d'atomicité, qui

est d'étre relativement complémenté , a savoir : quels que soient les fermés X, Y et

Z telsque X CZ cY il existeunfermé V telque VAZ=X e VVZ= Y. Pro-
priété qui se démontre aisément a 1'aide du théoréme de la base incompléte.
Pour situer les treillis géométriques, signalons le remarquable théoréme sui-

vant de Dilworth : Tout treillis fini est isomorphe a un sous-treillis d'un treillis

géométrique fini (ol1 un sous-treillis est une partie du treillis stable pour le sup et




1'inf, et un isomorphisme est une bijection préservant le sup et 1'inf),

Exemples géométriques de matroides.

Les matroides géométriques se présentent comme des géométries plus générales
que les géométries projectives. C'est dans cette perspective qu'on adopte pour les
matroides le langage géométrique : point pour un fermé de rang 1, droite pour le rang 2,
plan pour le rang 3 etc., et hyperdroite pour un fermé de rang n-2, hyperplan pour le
rang n-1, ol n est le rang du matroide. Tres fréquemment des exemples de matroides

sont donnés par un ensemble de points du plan projectif P,(R) ou de 1'espace PB(]R)’

2

pratiquement plutdt d'ailleurs le plan affine AZ(R) et 1'espace affine A,(R). La dé-

3
pendance projective, ou affine, définit le matroide sur cet ensemble de points.
Exemple 1. Soient 4 points a, b, ¢, d en position
générale dans le plan comme ci-contre. Les droites A
A= {a,b} et B= {c,d} ne s'intersectent pas, et
si r est la fonction rang du matroide on a C
r(A UB) + r(A N B) < r(A) + r(B),
car r{A) =2, r(B)=2, r(AuB)=3, r(AnB)=0.
On voit sur cet exemple comment le treillis des fermés d'un matroide peut ne pas étre
modulaire. (Les matroides dont le treillis des fermés est modulaire correspondent aux
géométries projectives et aux matroides libres).

1l faut voir qu'il y a encore un degré plus grand de généralisation dans la struc-

ture de matroide, par rapport a celle de géomdétrie, réalisée par des modifications de

la dépendance comme dans 1'exemple suivant.

Exemple 2. Matroide défini par la configuration de Pappus

moins une droite, représentée ci-contre. Ce matroide

sur les 9 points a est celui induit par ia

TERRPRN

dépendance engendrée par les alignements, comme pré-

cédemment, sauf pour les 3 points a 4 as, ag qui dans




le plan sont alignés et qui dans le matroide ne formeront pas une droite par définition,

c'est-a-dire par exemple a, n'appartiendra pas a la fermeture de {aS,aG} ; bien

4
entendu il y a a vérifier que cette structure est bien celle d'un matroide (cela se fait
plus commodément par 1'axiomatique des fermés - voir chapitre suivant -). Les droites
de ce matroide de rang 3 sont les droites indiquées sur la figure

plus celles n'ayant que deux points telles que {a1,a7 }).

Avant de clore cet aspect géométrique de la structure de matroide il faut citer

la configuration de Desargues que nous rencontrerons d'une facon inattendue dans le

paragraphe suivant, et surtout donner 1'exemple suivant qui joue un rdle important
dans la théorie.

Exemple 3. Configuration de Fano, représentée ci-dessous, et qui n'est autre que le

plan projectif a 7 points, Pz(zéz). C'est un matroide de rang 3 dont les droites ayant
plus de deux points sont indiquées ici par des segments de droites du plan et un cercle,
car cette configuration ne peut pas étre représentée dans le plan ordinaire avec tous

ses alignements.

1.3. Stigmes, dualité et matroides de graphes.

Ce troisieme aspect des matroides, qui vient de 1'application de la théorie
de la dépendance aux graphes, se trouve dés 1'origine de la théorie, et cela de maniére
fondamentale & partir de 1'article de base de Whitney [97]. La notion de stigme, attachée
a un matroide, est originale par rapport aux développements algébriques et géométri-

ques précédents.
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Stigmes d'un matroide.

Définition 6. On appelle stigme (ou circuit) d'un matroide sur un ensemble E

toute partie S de E dépendanie  minimale, c'est-a-dire telle que

1) il existe x€S-{x}

2) pour tout x€S, S-{x} est une partie indépendante.

Il résulte facilement de la définition et de 1'axiome d'échange que pour tout x €S

ona x€S-{x}.

Théoreme 7. Les stigmes d'un matroide sont des parties finies non vides deux

a deux non comparables pour 1'inclusion et vérifiant la propriété suivante :

(i) Quels que soient deux stigmes distincts S, et S, etun élément x€S_ N S

2 ——— 1 2

i

il existe un stigme S_ tel que S3 C(S1 U SZ) - {x}.

3

La propriété (i) est appelée 1'axiome d'élimination (cette propriété correspond

en algebre lindaire a 1'élimination d'une variable entre deux relations linéaires).

Démonstration. Soit un stigme S, La partie vide étant libre, ona S # ¢ . Etant donné

x €S, comme x€S- {x}, il existe d'apres (DS) une partie finie F de S-{x} telle que
x €F, ainsi FU{x} est une partie dépendante et finie ; ona S =F u{x} par définition

du stigme S. Montrons la propriété (i). Pour montrer 1'existence de S3 il suffit de

montrer que S, U 82 - {x} n'est pas libre. Soit y €S1-S (quelconque) ; on a

1
yesr{y} (81- {x,y}) vu{x}, et, comme xESz— {x},

YE(S - B,y 1) U (S,- Ix1) = (S - &,y uls, - (x)=(S, uS,~ b)) {y).

2

Remarque. La propriété (i) entraine immédiatement 1' importante propriété suivante :
étant donné une partie libre L, en particulier une base, et un élément x tel que
x€L et x £ 1, il existe un stigme S unique tel que x€S <L U{x}. Dans le cas ol

L est une base B, S~ {x} est égal a 1'ensemble Fx C B défini dans la remarque
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faisant suite au théoréme 3 : en effet, S-{x}> F, car x€S- X} et S-i{x} = E

car l'ensemble FX U {x} est lui-m&me dépendant puisque xéF‘_x . S est le stigme

associé A 1'élément x relativement a la base B,

En fait, les stigmes vérifient une propriété d'élimination plus forte que la pro-
priété (i) {comme on peut d'ailleurs le voir dans la démonstration de (i) ol 1'élément y
est quelconque). Cette propriété, (ii) dans le lemme suivant, est appelée axiome d'éli-

mination fort et est équivalente a (i).

Lemme 4. Soient un ensemble E et un ensemble $ de partie de E deux a deux

non comparables pour 1'inclusion. Les deux propriétés suivantes de 8§ sont équivalentes :

(i) Quels que soient S,€8 et S,€8 distincts et un élément x€S,NS,,

il existe S;€8 telque S, (S, US,)- {x}.

(ii) Quels que soient S

(€8 et S,€8 distincts et deux éléments x€5,NS, et

y€S,-5,, il existe S,€8 felque y€S,;C (S, 52) - {x}.

Démonstration. Montrons que (i) entrafne (ii). Soient S 1€8,5,€8, x GS1 ns, et

yE€S —52 un contre-exemple a la propriété (ii), tel que le nombre d’éléments IS1 US2 |

1

de S1US2

ayf SB' On a encore S, # S, (car X€S, et xf SB) et, par hypothese, S3 ¢S1.

soit minimal. D'apres (i) il existe S3 €8 tel que 83 CS, US,- {x}, et on

Soit z€S._-S , par hypothése de récurrence (ii) s'ap~-

37717 2|
, s ca .
plique a 52 et 83 avec 2652053 et x 82 SB’ ce qui donne S4€Stel que

comme |52 USB\<\S1 us

XES4C(82US )-{z}.Ona s4,és1

3
(car ny4 et y€S1) et 1S1LJS4\<\S1U521

(car z £ S,US ). On peut de nouveau appliquer

4

(ii) a S, et S4 avec xéS1 4

et obtenir 8568, tel que yessc(s1us4)-{x},

ns, et y€S S

qui contredit le choix de S 1,82 , x et y,
Les propriétés des stigmes énoncées dans le théoreme 7 suffisent pour retrou-
ver la fermeture de dépendance du matroide (et conduisent ainsi a une définition axioma-

tique des matroides par 1'ensemble des stigmes).
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Théoreme 8. Soient E un ensemble et 8 un ensemble de parties finies de

E deux a deux non comparables et vérifiant 1'axiome d'élimination. Pour toute partie

X de E, posons
X =XU{x |[x€E-X, il existe S€8 tel que x€S c X U{x}}.

L'application X » X est une fermeture de dépendance qui définit un matroide dont

'ensemble des stigmes est §.

Démonstration. On vérifie facilement les axiomes requis, sauf 1'axiome d'idempotence

(D3) pour lequel est a utiliser 1'axiome d'élimination fort. Soit X< E quelconque, il
suffit de montrer que X cX. Soient x€X et S€S tels que x€S < X U {x}. Suppo-

sons qu'il existe y €S n(X-X), il existe alors aussi S 16 & telque y€S cXuly} ;

1

| avec yeES N S1 et XES-S1 ,

ce qui donne S'€§ tel que x€S'C S US1— {y}.Ona x€S'c X u{x} etl'ensem-

appliquons 1'axiome d'élimination forta S et S

ble S' N (X-X) a au moins un élément de moins, a savoir y, que l'ensemble

S N (X -X). Recommencant, un nombre fini de fois, car ces ensembles sont finis,

on obtient enfin S_€ 8 tel que S_ NX-X)=0 et x €S, C XU {x}, dont 1'existence
montre que x €X. Il est facile de voir enfin par ailleurs que & est l'ensemble des
parties dépendantes minimales pour cette fermeture,

Il reste a ajouter que la fermeture de dépendance associée a 1'ensemble des
stigmes d'un matroide suivant le théoreme 8 est la fermeture de dépendance du matroide
considéré. Ainsi de nouveau, comme avec les treillis géométriques et plus simplement
ici car les deux structures sont sur le méme ensemble, on a une équivalence de struc-
tures. La notion de matroide présente ainsi de multiples facettes équivalentes que sont
les différentes axiomatiques (nous verrons au chapitre suivant les principales d'entre

elles avec leurs équivalences).

Exercice 1. Soit un ensemble E et soit une partie A de E. Montrer que
1'application X + A U X est une fermeture de dépendance sur E. Trouver les parties

libres, les bases, le rang, les fermés, les stigmes du matroide qu'elle définit.
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Matroide des cycles d'un graphe.

Il est utile de rappeler ou préciser d'abord certaines définitions sur les
graphes. On appelle ici graphe un couple G = (S,A) de deux ensembles, S d'élé-
ments appelés sommets et A d'éléments appelés arétes, avec une application e de
A dans 1l'ensemble des parties $(S) associant a chaque aréte une partie a un ou deux
éléments de S appelés extrémités de 1'aréte considérée ; lorsque cette partie a un
seul élément 1'aréte est appelée boucle. Le nombre d'arétes admettant pour extrémité
un sommet, en comptant deux fois les boucies, est le degré de ce sommet.

On appelle sous-graphe d'un graphe G = (S,A) tout couple (S',A') de par-
ties S' de S et A' de A qui avec la restrictionde e a A' est un graphe.

Le sous-graphe (S',A') est dit plein ou engendré par S' si A' est égal a !'ensem~

ble des arétes de G dont les extrémités appartiennenta S'. 'Le sous-graphe (S',A')

est dit engendré par A' si S' estl'ensemble des extrémités des arétes appartenant

a A'.

On appelle cycle d'un graphe G = (s,A) tout sous-graphe (S',A') de G
pour lequel il existe des paramétrages (s1 oo ,sp) de S' et (a1, - ,ap) de A'
tels que s et S sont les extrémités de 1'aréte a; pour i=1,...,p-1 ¢t sp

et 51

paramétrages dans lesquels les S; ainsi que les ay sont deux a deux distincts.

les extrémités de ap. Le cycle considéré est élémentaire s'il existe de tels

Nous ne rappelons pas la définition des graphes connexes ni celle des compo-

santes connexes d'un graphe, qui sont bien connues.

Par commodité, nous confondrons ici un cycle et 1'ensemble de ses arétes ;
ainsi un cycle d'un graphe G =(S,A) sera considéré comme une partie de A. Les
graphes considérés sont finis c¢'est-a-dire leurs ensembles de sommets et d'arétes

sont finis.

Proposi.iion 1. Les cycles élémentaires d'un graphe fini sont les stigmes
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d'un matroide sur 1'ensemble des arétes de ce graphe.

Démonstration. Soit G = (S,A) un graphe fini. Il y a & vérifier pour les cycles élé-

mentaires de G les propriétés énoncées au théoreme 8. Les cycles élémentaires de
G sont des parties finies de A qui dans 1'ensemble des cycles de G sont les é1é-
ments minimaux pour 1'inclusion dans A : ce sont donc des parties deux a deux non

comparables. Soient C1CA et C, €A deux cycles élémentaires de G ; leur diffé-

2

rence symétrique C_, o C, est un ensemble d'arétes qui engendre un sous-graphe

1 2
dont les degrés des sommets sont pairs (en fait égaux a 0, 2 ou 4) ; il est facile,

et classique, d'en déduire que C_. AC, se décompose en une union disjointe de cycles

1 2
élémentaires. L'axiome d'élimination est alors trivial a vérifier.

Remarque. Dans ce matroide donc, la différence symétrique de deux stigmes est une
union disjointe de stigmes. Cette propriété est beaucoup plus forte que 1'axiome

d'élimination.

Les matroides vérifiant cette propriété plus forte sont les matroides binaires,
a savoir les matroides définis par la dépendance linéaire sur le corps a 2 éléments
(ils constituent une classe plus étendue que celle des matroides de cycles, ou de
cocycles voir plus loin, d'un graphe). Dans un tel matroide 1'ensemble des unions
disjointes de stigmes forment avec la différence symétrique comme loi de composition
un groupe commutatif. Inversement, étant donné un ensemble de parties d'un ensemble
formant avec la différence syméirique un groupe, les éléments minimaux pour 1'inclu-
sion de cet ensemble sont les stigmes d'un matroide binaire. De tels groupes, notamment

développés par Ghouila-Houri [5] sous la dénomination de groupes de parties, repré-

sentent donc en fait une structure équivalente a celle de matroide binaire.

Ce matroide sur 1'ensemble des arétes d'un graphe G = (S,A) défini par

la proposition 1 est appelé le matroide des cycles de G. Précisons-en les éléments

suivants,
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Fermeture : Soit X © A. On déduit de 1'expression donnée au théoreme 8 que X

est 1'ensemble des arétes de G dont les extrémités appartiennent a une méme compo-
sante connexe du sous-graphe (S,X). Ainsi 6 est 1'ensemble des boucles de G
(noter qu'une boucle est un cycle élémentaire de G donc un stigme du matroide). En
particulier {a} , Ou a€A quelconque, est I'ensemble des arétes de G ayant méme
ensemble d'extrémités que 1'aréte a (cet ensemble constitue ce qu'on appelle une

aréte multiple, lorsqu'il a plus d'un élément). Le matroide est géométrique si et seu-

lement si le graphe G est sans boucles ni arétes multiples (graphe simple).

Parties libres : Ce sont les ensembles d'arétes engendrant un sous-graphe sans cycles ;

un tel sous-graphe est appelé une forét, un arbre s'il est connexe.

Bases : Ce sont les foréts maximales, c'est-a-dire celles qui engendrent le graphe ;
si G est connexe, une base correspond a un arbre maximal. On vérifie bien ici la
propriété d'unicité du stigme associé a un élément relativement a une base, signalée
plus haut (une aréte n'appartenant pas a un arbre maximal ferme avec celui-ci un uni-

que cycle éiémentaire).

Rang : Le rang est égal a n-p ou n est le nombre de sommets et p le nombre de

composantes connexes de G. On a de méme le rang de tout ensemble d'arétes.

L "étude du matroide des cycles d'un graphe est poursuivie dans les exercices

suivants.

Exercice 2. Soit G = (S,A) un graphe connexe. Montrer que les hyperplans
du matroide des cycles de G sont les complémentaires dans A des ensembles d'arétes

pour lesquels il existe une partition de S en deux parties S. et S, telles que les

1 2
sous-graphes engendrés par S1 et 52 sont connexes et que chaque aréte posseéde
une extrémité dans 81 et une extrémité dans 82 . (Observer qu'un hyperplan est

un fermé propre, c'est-a-dire différent de A, maximal pour l'inciusion, c'est-a-

dire dé&s qu'on y ajoute une aréte la fermeture est 1'ensemble A tout entier),
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Exercice 3. Montrer que les treillis des fermés des matroides des cycles des
deux graphes ci-dessous sont isomorphes et que }'un des deux matroides est le matroide

géométrique associé a 1'autre,

[

Exercice 4. Soit K5 le graphe complet a 5 sommets : par définition le graphe.

ayant 5 sommets et 10 arétes dont les ensembles d'extrémités sont toutes les paires de
sommets. Vérifier que le matroide des cycles de K5 s'identifie a la configuration de

Desargues dans 1'espace (suivant la bijection i # i dans les figures ci-dessous).

2
5{\0 5
— 5 7
8
9

Théoréme 9. Soit un matroide M sur un ensemble fini E. Les complémeniaires

Dualité.

dans E des hyperplans de M sont les stigmes d'un matroide.

Démonstration. Soient deux hyperplans distincts H, et H2 et un élément x £ H1 UH

5

1

tel que (H1 n HZ) 3

Ufx}) < r(E) - 1, et en adjoignant

11 est facile de voir qu'il existe un hyperplan H U {x}cH,;en

3

effet ona r(H, N Hy) < r(E)-1, donc r((H, NH,)
U {x} successivement des éléments, le premier a€E tel que

3 (H1 n H2)



af (H1 N H,) U {x}, on arrive a un ensemble contenant (H1 n H2) U {x} et de rang

N
égal & r(E)-1, sa fermeture est un hyperplan cherché. Cette propriété démontrée
exprime, pour les ensembles complémentaires, 1'axiome d'élimination,

Ce nouveau matroide ainsi associé a M est le matroide dual de M, noté M.

Les stigmes de M% ne sont pas aisés a définir directement a partir des stig-
mes de M : ce sont les parties S' de E telles que \S nst \ # 1 pour tout stigme
S de M et minimales pour l'inclusion avec cette propriété. Par contre, on voit faci-
lement que les bases de M* sont les complémentaires dans E des bases de M, et
donc que le rang de M™ est égal & |E |-r(E).

i

La dualité est une relation symétrique : (M*) = M. Les stigmes de M s'appel-

lent les costigmes de M, les bases s'appelent les cobases etc.

Application : Matroide des cocycles d'un graphe.
Soit un graphe G=(S, A).Le dual du matroide des cycles de G est le matroide

des cocyles de G. Ses stigmes sont ce qu'on appelle les cocyles élémentaires de G ;

d'aprés ce qui précéde (exercice 2 et théoréme 9) ce sont les ensembles définis par une
partition (51’52) de S telle que les sous-graphes engendrés par S1 et 82 soient

connexes, comme étant 1'ensemble des arétes ayant une extrémité dans S, et une extré-

1
mité dans 52 . Ce matroide est de rang m-n+p ou m est le nombre d'arétes de G
(nombre cyclomatique de G).

La relation entre stigmes et costigmes d'un matroide, \S ns' | £ 1, est plus

forte dans le cas des cycles et cocycles d'un graphe ou elle devient : lS nst| pair.

Cas des graphes planaires.

La dualité des matroides associés aux graphes planaires est remarquable en

ce sens qu'elle correspond a la dualité des représentations dans le plan de ceux-ci.



24.

Soient deux graphes connexes G et G'
dualement représentés dans le plan,
comme par exemple les deux graphes
ci-contre ; cette dualité comprend une

correspondance bijective entre les

arétes des deux graphes. Par identi-
fication des ensembles d'arétes de G et G' suivant celle-ci, les matroides des
cycles de G et G' sont duaux. En particulier, et autrement dit, le dual du matroide
des cycles de G est isomorphe au matroide des cycles de G'. Le fait essentiel est
que le dual du matroide des cycles de G est isomorphe lui-méme au matroide des cy-
cles d'un graphe, en 1'occurence G' ; on dit que ce matroide est graphique. Car ré-
ciproquement, si un graphe G est tel que son matroide des cycles est graphique alors
ce graphe est planaire ; plus précisément, si le dual de son matroide des cycles est
isomorphe au matroide des cycles d'un graphe G', alors G et G' admettent des re-
présentations planaires duales (suivant la bijection entre les arétes définissant 1'iso-
morphisme des matroides). Précisons qu'on doit
supposer le graphe G inarticulé, c'est-a-dire 1

sans sommets d'articulation. Un contre-exemple 2

sinon est fourni par les deux graphes ci-contre 3

(avec la bijection i - i). Ce résultat remarquable constitue le théoréme de Whitney. ;
son intérét, souligné déja par Whitney, et a 1'origine de cette notion de matroides
associé a un graphe, est que si un graphe n'a pas toujours de dual (planaire), son
matroide a par contre lui toujours un dual, ce qui permet de caractériser la planarité

simplement par une propriété de ce dual.

Remarque. La relation d'Euler pour les graphes planaires n'est que 1'expression de
1'égalité des rangs des deux matroides isomorphes : le matroide des cycles de G et

le dual du matroide des cycles de G'. En effet, en notant respectivement n et n'
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les nombres de sommets de G et G', m et m' les nombres d'arétes de G et G',
comme le rang du matroide des cycles de G est n-1 (G est connexe) et celui du

dual du matroide des cycles de G' est m-(n'-1), ona:

soit
n-m+n'! =2,

Or n' est égal au nombre f de faces de la représentation de G (duale de celle de G'),

d'ol finalement, il vient la relation d'Euler:

n-m+f = 2.
Comme nous venons de le voir, la dualité se définit bien pour les matroides finis
(sur un ensemble fini). D'une maniére générale dans la théorie on se restreint le

plus souvent aux matroides finis, ou, sinon, au moins aux matroides de rang fini.

Exercice 5. Soit B une base d'un matroide M sur un ensemble E. Pour
chaque x €E-B soit CX le stigme associé & x relativementa B : x ECX cBU{x},
et posons TX = CX— {x}. De méme pour chaque y€E - B soit C}" le stigme associé a y
relativement a la base E-B de M*, et posons T}', = C)', - {y}. Montrer qu'étant
7 - l -
donné y€B (resp. x€E-B) l'ensemble des x€E-B (resp. y€B) tels que T, 3y

(resp. T:S'f 3x) est égal a T)" (resp. TX).
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2. AXIOMATIQUES DES MATROIDES.

Dans ce qui suit sont présentées les principales axiomatiques des matroides,
avec les passages de 1'une a 1'autre. Cela reprend et compiete de facon systématique
ce qui a été développé pour la définition des matroides dans le chapitre précédent. Les
démonstrations d!équivalence de ces axiomatiques ne seront pas faites (les passages
les plus délicats se trouvant en fait déja traitds dans les théorémes précédents). Ces
axiomatiques, qui ont chacune leur utilité dans la théorie, définissent des structures

équivalentes dont c'est 1'ensemble qui pratiquement constitue la notion de matroide.

Equivalence de siructures.

Considérons par exemple sur un ensemble E une application de fermeture,
c'est-a-dire une application ¢ : X + X de P(E) dans lui-méme vérifiant Iss trois

axiomes (D1), (D2) et (D,) de(1.1). Alors }'ensemble, noté 3{¢), des "fermés"

3)
pour cette application, c'est-a-dire les parties X cE telles que X = X, est stable
pour l!'intersection. Inversement, soit un ensemble ¥ de parties de E vérifiant

1'unique axiome suivant, et appelé alors ensemble de Moore de parties de E :

(a) Pourtout ¥c ¥, N XEF.
XE€H

Alors 1'application de ®(E) dans lui-méme, notée ¢(%), et qui 3 X< E associe X
défini par
X=N{Y|YeH, yoXx}

est une application de fermeture, dont de surcroit 1'ensemble des fermés est %,
c'est-a-dire qu'on a :

Fo(3)) = 3.
On a également par ailleurs :

o(3(0)) = 0.

On dit que 1'espece de structures '"application de fermeture' est équivalente

a l'espece de structure "ensemble de Moore" sur l'ensemble E. D'une maniére géné-
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rale on dit que deux especes de structures sont équivalentes s'il existe un procédé
de déduction donnant dans la structure générique de chacune des deux especes une
structure de l'autre espece, les deux correspondances ainsi définies étant récipro-
ques. La démonstration de 1'équivalence se fait donc en quatre points. Ainsi dans
1'exemple précédent, ce sont : 1) ¢(3) est une application de fermeture sur E,
2) F(¢) est un ensemble de Moore de parties de E, 3) F0(3)) = &, 4) o(3(p)) = ¢
(les deux premiers points établissent les passages d'une axiomatique 2 1'autre).
Des especes de structures équivalentes sont différentes facettes d'un méme
objet et ont au fond la méme théorie : les axiomes d'une structure deviennent des

théorémes dans les autres.

Quatre principales axiomatiques des matroides.

Un matroide sur un ensemble E est un ensemble de structures équivalentes,
dont celles définies par les axiomatiques suivantes portant sur : la fermeture de dé-
pendance, les bases, la fonction rang et les stigmes. Chacune d'entre elles définit
un matroide sur E dans lequel les autres éléments, permettant les passages de
1'axiomatique considérée aux autres axiomatiques, sont donnés a la suite. Chacun
de ces éléments vérifie, comme théoremes, les propriétés énoncées dans 1'axiomatique
le concernant. Ainsi est donné 1'ensemble, soit ®(p), des bases du matroide défini par

une fermeture de dépendance o : ®(v) vérifie (B1),(B et (B3) qui se déduisent

5)
des axiomes (DT)’ v ,(D,).) ; si @(®) est la fermeture du matroide défini par un en-
semble de bases ®, on a, rappelons-le, G(¢(®)) =& et o(&(0)) = ¢.

Dans les axiomatiques suivanies le dernier axiome est, quand il y a lieu, un
axiome de finitude, lequel devient inutile lorsque E est fini. Pour simplifier, nous

écrivons désormais, lorsque x# X, X+x & laplacede X U {x}, lorsque x¢X,

X-x alaplacede X- {x} etc.
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Axiomatigue de la fermeture de dépendance.

Une application ¢ : X * X de P(E) dans lui-méme est la fermeture de dépen-

dance d'un matroide M sur E si elle vérifie les axiomes suivants,

(D1) Pour tout X € E, X © X.
(D))  Quels que soient X CE et YCE telsque X€ Y, ona Xc Y
(D3) Pour tout X € E, X =X.

Quels que soient X € E, x et y€E, s1 y +X et y X alors x +y .
(D4) 1 ient E, x€E et y€E, si y €X et y£X alor €X

uel que soi Cc E, pour tout x €X il existe une partie finie e elle
(DS) Quel it X ¢ E, pour tout x€X il t tie f Z de X tell

que x€7Z.
Les autres éléments du matroide M sont définis comme suit :

Bases. Les parties libres sont les X © E tels que pour tout x€E, x £X-x, et les

bases sont alors les parties libres maximales pour 1'inclusion.

Rang. Les parties libres incluses dans une partie finie X de E et maximales sont

dquicardinales, le nombre commun (fini) d'éléments est le rang de X.

Stigmes. Ce sont les ensembles dépendants minimaux c'est-a-dire les X € E tels que
1) il existe x€X tel que x€X-x,

2) quels que soient x€X et y€X distincts, y¢ X-x-y.

Axiomatique des bases.

Une partie ® de ®(E) est l'ensemble des bases d'un matroide M sur E

siona:

B, G449

(BZ) Quels que soient X€®, YE® et x€X-Y il existe y€Y-X tel que X-x+y€Q®
(axiome d'échange).

(BB) L'ensemble XLé . P(X) est le caractére fini. "

‘e \ - - - I e
§ Rappelons qu'un ensemble dc P(E) est de caractére fini si une condition néces-

saire et suffisante pour qu'une partie queiconque X de E appartienne a & est que toute
partie finie de X appartienne a §.
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Fermeture de M. Posons £ = U ©(X), 1'ensemble des parties libres de M ; on
XeE®
apour tout XC E, X=X U {x|x€E-X etil existe YE£ telque Y+x££).

Fonction rang de M. Pour toute partie X de E, r(X)= sup |Xn Y|,

YE®
Stigmes de M. Parties X de E n'appartenant pas a £ et minimales avec cette pro-
priété.

Axiomatique du rang.

Une application r de l'ensemble des parties finies de E dans IN est la fonc-
tion rang d'un matroide M sur E siona:
R, r{@=o0.
(Rz) Pour tout x€E, r({x})< 1.

(RB) Quels que soient les parties finies X et Y de E telles que X <Y, r(X)< r(Y).

(R 4) Quels que soient les parties finies X et Y de E, ona r(XUY)+r(XnY)<r(X)+r(Y)

(semi-modularité supérieure).
(Il n'y a pas d'axiome de finitude car la fonction rang n'est définie ici que sur les par-

ties finies ; on peut d'ailleurs 1'étendre 8 ©(E) en posant r(X) = sup r(Y)).
Y fini X

Fermeture de M. X =X u{x |x€EE-X etil existe YCE finitel que r(Y+x)=r(Y)}.
Bases de M. Parties X de E telles que pour toute partie finie Y de X ona
r(Y) = |Y | et maximales avec cette propriété.
Stigmes de M. Parties finies X de E telles que :
) rx) = {x1-1,

2) r(X-x) = |X| -1 quel que soit x€X.

Axiomatique des stigmes.

Une partie & de ®(E) est l'ensemble des stigmes d'un matroide M sur E
siona:

(Sz) Quels que soient X€8 et YES, X £Y,
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(SB) Quels que soient X €8 et Y8 distincts et x€X 7 Y, il existe Z€S tel
que Z < (X U Y)-x (axiome d'élimination).
(s 4) Toute partie de E appartenant a § est finie.

L'axiome (S.,) peut-étre remplacé par le suivant :

3)
(S‘B) Quels que soient X €8 et Y€S8 distincts, x€X NY, et y€X-Y, il existe

Z€S telque Z<c(X UY)-x et y€Z (axiome d'élimination fort).

Fermeture de M. X =X U {x|x€E-X et il existe YES tel que xFY CX+x}.
Bases de M. Les parties libres sont les parties de E ne contenant aucun élément de
§ ; les bases sont les parties libres maximales, c'est-a-dire les X € E tels que :
1) pour tout Y <X, Y £8§,
2) pour tout xf£ X, il existe Y€8 tfel que Y €X+x.

Rang : a définir a partir des éléments précédents.

Bien d'autres axiomatiques existent encore que les précédentes (qui sont,
avec celles données plus loin, les plus couramment utilisées), par exemple avec les
ensembles : £ des parties libres, & des fermés (voir plus loin pour le cas des ma-
troides de rang fini), ¥ des hyperplans etc. Ce qui suppose de nouveaux passages,
par exemple : un fermé est une partie maximale pour le rang, une partie libre est au
contraire une partie minimale pour le rang etc. De maniere tout a fait générale un
matroide sur l'ensemble E seranoté M=(E ; o, £, ®, r, 5, ¥, $ ...) suivant
les éléments précédents introduits ou considérds, ou simplement par exemple M=(E, 8)
s'il est défini par ses stigmes, les autres éléments attachés a M étant alors implici-
tement présents avec les propriétés correspondantes, entre autres les axiomes des

auires axiomatiques.

Autre axiomatique du rang.

Une méme notion peut étre 1'objet d'axiomatiques différentes, par exemple
la fonction rang qui admet encore 1'axiomatique suivante (dite de Whitney) qui est en

quelque sorte la "localisée" de celle donnée précédemment (suivant une technique
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fréquente dans la théorie).
(R'1) r(@) = 0.

(Ré) Quels que soient la partie finie X et 1'élément x de E ona r{X+x) = r(X)

ou r(X+x) = r(X)+1.

(Ré) Quels que soient la partie finie X et les éléments x et y de E si

r(X) = r(X+x) = r(X+y) alors r{X+x+y) = r(X).

(Cette axiomatique se déduit facilement de la précédente ; pour montrer la réciproque,
et donc 1'équivalence des deux axiomatiques, le seul point non trivial est de déduire
1'axiome (R 4). Raisonnons par récurrence sur le cardinal de la différence symétrique
|x A Y| des deux parties considérées dans cet axiome. Si |X AY | = 0, 1'indgalité

a démontrer est triviale, Supposons \X ./_\Y \ > 0 et par exemple X-Y # @, et soit alors
x€X -Y. Par hypcthese de récurrence appliquée aux parties finies X et Y+x ona
(X UY)+r(X NY+x) < r(X)+1r(Y+x)., Par application de 1'axiome (Ré) ayY et x
d'une part et X N Y et x d'autre part on en déduit 1'indgalité cherchée sauf dans

le seul cas ot on a & la fois r(Y+x) =r(Y)+1 et r(X N Y+x) = (XN Y). Mais on voit
que ce cas ne se présente pas a l'aide du résultat auxiliaire suivant, écrit avec des
notations indépendantes des précédentes : Soient X YCE et x€E-Y, si

r(X+x) = r(X) alors r(Y+x) = r(Y). Il suffit de montrer ce résultat lorsque |Y|= |X|+ 1;
supposons donc Y =X+z. Si on avait r(X+x) = r(X) en méme temps que r(Y+x) > r(Y)
on aurait encore, en particulier par application de (Ré), r(X+z) <r(X+x+z) <r(X+x)+1
= r(X)+1 ce qui entrafnerait r(X+z) = r(X), et alors enfin, par application de 1'axiome

(Ré), r{X+x+z) = r(X), contradiction qui achéve la démonstration).

Axiomatique des matroides géométriques,

Dans les quatre axiomatiques principales données plus haut, définissant un
matroide M = (E ; ¢, ®,r, 8), en ajoutant respectivement les quatre axiomes suivants,

on définit un matroide géométrique.
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(D) @) =0 et pour tout x€E, o¢({x})={x} (# el tout singleton est fermé).

B) Pour toute partie X de E telle que "\X \ <2 il existe une base B¢ ®

telle que X < B.
(R )  Pour toute partie X de E telleque |X|<2,o0na r(X)={X].

(S) Pourtout X€8,ona !X|=23.

A tout matroide M = (E ; ¢) est associé un matroide géométrique soit M =(E ; o),
ou E est 1'ensemble des points (fermés de rang 1) de M et (B 1'application de P(E)
dans lui-mé&me définie par ©(X) = {p | p point de M, pc o( U, q)} (on observera

qexX
que, dans M, siunpoint p esttelque pNe(X)#£9® alorsona pc ¢(X)).

Axiomatique des ireillis géoméiriques.

Un ensemble T muni d'une relation binaire, notée < ("inférieur ou égal"),

est un treillis géométrique siona:

(T1) La relation < est une relation d'ordre de treillis complet.
(Tz) Tout élément de T est sup des points qui lui sont inférieurs ou égaux.
(TB) Tout point inférieur ou égal a un sup de points est inférieur ou égal au
sup d'un nombre fini d'entre eux.
(T 4) Pour tout élément X ét tout point p de T si p n'est pas inférieur ou égal

a X alors lesupde X etde p couvre X. (axiome de couverture).

Le matroide géométrique canoniquement associé au treillis géométrique T
est défini par exemple par sa fermeture de dépendance de la maniére suivante :
M= (E,p) oli E estl'ensemble des points de T et ¢ l'application sur @ (E) définie
par ©(X)= {plp pointde T telque p <supX}.

Son rang correspond a la hauteur dans T, laquelle existe grice a la condi-
tion de chaine de Jordan-Dedekind que vérifie ce treillis,

Rappelons qu'inversement, le treillis des fermés d'un matroide géométrique

est un treillis géométrique. Si M(T) est le matroide associé & un treillis géométrique
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T et T(M) le treillis géométrique associé a un matroide géométrique M, 1'équivalence
des deux structures se traduit, en termes un peu plus généraux ici que pour les axioma-
tiques précédentes, par les deux isomorphismes : M(T(M)) ~ M, TM(T)) *T (avec 1'ap-
plication sur T : x # {x} pour le premier, et 1'application sur T :

X -+ {plp point et p < X} pour le second).

Matroides de rang fini.

Proposition 2. Etant donné un matroide M = (E ; ¢,®, r, 8) , les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute partie X de E il existe une partie finie Y de E telle que
o(Y) = o(X).

(ii) Tout X €® est une partie finie de E.

(iii) La fonction r est bornée.

(iv) Il existe un entier p tel que pour toute partie X de E telle que \X l 2p

il existe Y€S8 tel que Y < X.

(v) Le treillis des fermés de M est de dimension finie.

Un matroide satisfaisant 1'une de ces conditions est dite de rang fini. L'entier
r(E) est appelé le rang du matroide ; on a pour toute partie X de E, r(X)< r(E).
Ces conditions correspondent aux axiomatiques données, pour d'autres axiomatiques
associées a d'autres notions il existe des conditions équivalentes, par exemple pour
les parties libres celle d'étre finies.

N.B. On appelie quelquefois "treillis géométrique" seulement les treillis

géométriques de dimension finie, réservant le nom de "treillis de matroides aux autres".

Axiomatique des fermés pour les matroides de rang fini.

Une partie ¥ de P(E) est l'ensemble des fermés d'un matroide sur E de
rang fini siona:

(F1) & stable pour l'intersection.
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(Fz) Les traces sur E-X des éléments de & couvrant un élément X de 3 forment
une partition de E-X.
(FB) 3 n'a pas de chafne infinie.

(Les termes "couvrant",'chafne" sont pris au sens de la relation d'ordre d'inclusion
dans E).

Dans le matroide ainsi détini, la fermeture de dépendance ¢ est définie par
o(X) =N {F|F€F et F DX}. Cela permet de montrer 1'équivalence avec 1'axiomatique

constituée des axiomes (D1), ceey (D5) et de la condition (i) de la proposition 2.

Dualité des matroides finis,

Encore plus particuliers que les matroides de rang fini, les matroides finis
sont les matroides sur un ensemble fini. Ce sont surtout ces matroides qui sont consi-
dérés dans la théorie (et les résultats ne s'étendent pas toujours tels quels au cas infini,

ce qui est le cas par exemple de la dualité).

Proposition 3. Soit un ensemble fini E et un matroide M = (E ; ¢,®,r,S).

Posons :
1) pour tout X< E, 0 (X) =X Udx|x €E-Y tel que xf£ o(E-X-x)}.
2) "= (E-B|B€¢)
3) pour tout X < E, I‘*(X)z X |+ r(E-X)-r(E).
4) s¥-Min{X|X € E et pourtout S¢8, |Xn |41}

® % % .
Alors (E; o0, ® , r? , 8) est un matroide.

Ce matroide, noté M%, est le dual de M (appelé aussi orthogonal et noté alors
M'L).
(Pour la démonstration de cette proposition la seule difficulté est de montrer que 8*
est un ensemble de stigmes. Pour le rang, étant donné une partie X de E on observe

(.
qu'une base de X dans Mﬁ est obtenue en prenant une base de E-X dans M, en com-

pleétant ensuite celle-ci en une base de E et en prenant enfin dans X le complément de
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ce qu'on a ajouté a la base de E-X ; on a ainsi : X - r‘*(X)+r‘(E—X): r(E)).
D'autres notions se correspondent par dualité, parfois des notions différentes, on a
déja vu la dualité stigmes-hyperplans, on a encore celle entre parties libres et parties
génératrices, qui d'ailleurs éclaire la complémentarité des bases de M et M
Tout théoréme dans M se traduit en un théoréme dans le dual M™ . 1l existe

ainsi deux versions duales de la théorie des matroides finis (comparer par exemple

Tutte {7] et Crapo-Rota [4]).

Remarque. La propriété pour un matroide d'étre géométrique ne se conserve pas au
dual. En effet, par exemple (p*(¢) = {x|x€E, x £ ¢(E-x)} peut ne pas &tre vide ; les
éléments de cp*(¢) qui ont la propriéié d'appartenir a toutes les bases, sont appelés
les isthmes. Dualement on a les éléments de (@) qui n'appartiennent 3 aucune base
et sont les boucles (on retrouve la dualité des boucles et des isthmes des graphes

planaires vue au chapitre précédent, d'ol vient la terminologie).

Axiomatique des hyperplans pour les matroides finis.

L.a traduction duale de 1'axiomatique des stigmes donne d'apres les considé-
rations précédentes une axiomatique des hyperplans qui s'énonce comme suit :

L'ensemble E étant supposé fini, une partie ¥ de ®(E) est 1'ensemble des
hyperplans d'un matroide sur E siona:

mp EZH

(HZ) Quels que soient H1€B et HZEH, H, ¢3H2.

€¥et H,€W distincts et x€E-(H, U H,), il existe

2

1

H3€3i tel que (I—I1 ﬂHz) +xXC H3.

(HB) Quels que soient H

Les fermés de ce matroide sont toutes les intersections d'éléments de H.
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3. EXEMPLES GENERAUX DE MATROIDES.

1. Matroides définis par la dépendance linéaire sur un anneau, un corps.

Soit N un module sur un anneau A qu'on suppose integre et commutatif,
Etant donné E < N, 1'application ¢ de ©(E) dans lui-mé&me définie de la maniére
suivante est une fermeture de dépendance :
©(X)= {x |x€E, il existe a€A, a#0 et >\1,..., )\DEA, x1,...,xp€X tels que ax= >\1X1+...+>\pxp}.

(La vérification de 1'axiome (D,) utilise 1'intégrité et la commutativité de A : sion a

3
y€<p2(X) soit By=u1y1+...+pnyn ol BEA, B#0 et yi€<p(X) pour i=1,...,n c.,a.d.

o, A-combinaison linéaire d'éléments de X, ou ccie A, ai;éo , on a alors
(Ii! oci) By = (in1 ai) B0y +e. A ; ozi),unanyn par commutativité, avec (inai)B #0 par
intégrité, d"ou on déduit y €¢(X)J.

Le cas le plus couramment considéré de tel matroide est celui ol 1'anneau A
est un corps, soit K, et le module N alors un espace vectoriel, soit V. La fermeture
¢ est alors définie par

o(X) = {x|x€E, x combinaison lindaire de X} = E n V(X)
o1 V(X) désigne le sous-espace vectoriel engendré dans V par la partie X. Ce cas
conduit a la notion, fondamentale dans la théorie, de matroide représentable sur un

corps. Un matroide M = (E ; ¢) est dit représentable, ou coordonnable, sur un corps

K s'il existe une application o de l'ensemble E dans un espace vectoriel V sur K
telle que quels que soient x€E et X < E on a l'équivalence suivante

x€p(X) & alx)eviaX)).
(I1 pourrait sembler plus naturel, si on s'en tient 2 1'exemple qui précéde, de supposer
1'application @ injective, mais cela est de peu d'intérét car certains matroides ne sont
pas alors représentables du simple fait d'avoir trop d'éléments dans un point, Il est inté-
ressant par conire de noter qu'un matroide M = (E ; ¢©) de rang n est représentable
sur K si et seulement si son matroide géométrique associé est "plongeable" dans 1'es-
pace projectif Pn- 1(K) , C'est-a-dire s'il existe une application injective a« de E

dans P_- (K) permettant d'interpréter la dépendance dans le matroide par la dépen-

1

dance projective).
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Cette définition peut encore s'exprimer par exemple avec les parties libres :
X c E est libre si et seulement si la restriction de o a X est injective et a(X) est
une partie indépendante de V, ou encore avec le rang ; 1'application & préserve le rang,

etc.

Les matroides binaires, qui jouent un rdle important dans la théorie, sont les

matroides représentables sur le corps QZ_Z— .

Soit une matrice de type nxm a éléments dans un corps K. L'indépendance
lindaire entre ses colonnes définit sur 1'ensemble de celles-ci un matroide (de cet exem-
ple provient le nom méme de matroide). Par 1'application & qui a chaque colonne de la
matrice associe le vecteur de K" dont les composantes sur la base canonique sont les
éléments successifs de cette colonne, ce matroide est représentable sur le corps K
(on voit en particulier ici 1'intérét de ne pas exiger de 1'application @ qu'elle soit in-

jective, puisque des colonnes de la matrice peuvent &tre identiques).

Exercice 6. Prenant, dans la définition générale d'un matroide de module
donné plus haut, N=G ol G est un groupe commutatif, vérifier que dans le matroide
alors défini sur G les fermés sont les sous-groupes de G tels que le groupe quotient

g n'a pas d'éléments d'ordre fini.

2. Matroides de groupe de chaines.

Soient E un ensemble fini et W un A-module d'applications de E dans A,
oll A est un anneau intégre et commutatif (les éléments de W sont appelds les chafnes).
Les supports minimaux des éléments de W non nuls sont les stigmes d'un matroide :
M=(E,S) ot 8 =Min{suppf|feW, f#0} et suppf= {x|x€E, f(x) £0}. (Vérifions
par exemple 1'axiome (S3) : soient S =suppf, S,=supp g (S1 # SZ)’ x€S NS, ,
et considérons h = g(x)f-f(x)g€W, ona h#£0, supphc suppf U suppg et h(x) =0,
ainsi supp h est, ou contient si non minimal, un stigme du matroide inclus dans S 1US2

et ne contenant pas x). Ce matroide est défini par le "groupe de chafhes" W. Une chafne

fEW telle que supp f est un stigme est dite élémentaire.
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Une classe remarquable de tels matroides est celle des matroides réguliers
pour lesquels A =7Z et tout chaine élémentaire est multiple d'une chafne primitive,
c'est-a-dire a valeurs dans {-1,0, 1} . Ces matroides, appelés encore matroides

totalement unimodulaires, sont les matroides représentables sur tout corps commutatif

(Tutte [71).

3. Matroides définis par un espace d'applications.

Soient E un ensemble, qu'on ne suppose pas fini, K un corps commutatif et
W un K-espace vectoriel d'applications de E dans K, de dimension finie.
Etant donné X cE et U c W, posons
h(X) = {teW|£]|X = 0}
K(U) = {x€E | f(x) =0 pour tout £€U} =N £ (0)}.
feu
On a
1)Si X< YCE alors h(X) 2h(Y) etsi Uc VW alors k(U) ok(v).
2) Quel que soit X cE, k(h(X)) o X, et quel que soit U< W, h{k(U)) o U,
Ainsi les deux applications h et k constituent une correspondance de Galois :

k

PE) = fw).
On sait alors (entre autres) que ¥ = koh et ¢ =hok sont des applications de fermeture
et que les restrictions h et k de h et k respectivement aux fermés de E (X cE
tels que X = (X)) et aux fermés de W (Uc W tels que U = ¢(U)) sont deux bijec~
tions réciproques 1'une de 1'autre. Notons que les fermés de W sont des sous-espaces
vectoriels de X et que les fermés de E sont exactement les k(U) oli U est un sous-
espace quelconque de W.

En outre 1'application § est une fermeture de dépendance sur E. Vérifions
1'axiome d'échange : on peut expliciter pour X ¢ E, $(X) = {x |Xx€E, f€W et
f]X=0=>f(x) =0}, et soit y€y(X+x), y£ $(X) et supposons que x £ (X+y), alors
il existe g€W tel que g|X =0 et gly) # 0, d'ou g(x) # 0, et il existe h€W tel que
h|{X+y =0 et h{x) # 0, on peut supposer h(x) = g(x), quitte & muitiplier h et g par

des scalaires convenables, alors la restriction de g-h a X+x est nulle et
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(g-h)(y) = gly) # 0, ce qui contredit y £ (X+x) . Pour montrer 1'axiome (D5) on peut
observer que le treillis (complet) des fermés de E est en correspondance bijective
(inversant 1'ordre) par 1'application h avec le treillis des fermés de W qui comme
treillis de sous-espaces vectoriels de W est de dimension finie ; le treillis des fermés
de E étant de dimension finie on en déduit facilement 1'axiome (D5).

Ainsi est défini par 1'espace d'applications W un matroide M = (E ; §) dont
le rang, égal a la hauteur du treillis des fermés, est inférieur ou égal a dim W. En fait
ona rgM=dim W, en effet soit B une base de M, atout x€B associons une applica-
tion fXGW telle que fX(x) = 1 et la restriction de fx a B-x est nulle; alors les fx’
pour x décrivant B, forment une base de W ainsi qu'on le vérifie aisément ; donc

|B| = dim W. Les hyperplans de M sont les k({f}) = i~ 10) ou fE€W, f £ 0, maximaux
pour l'inclusion dans E. Ce matroide est géoméirique si et seulement si 1'espace W
sépare les éléments de E c'est-a-dire si quels que soient x€E et y€E distincts,

il existe f€W tel que f(x) =0 et f(y) #0 (lorsque |E|> 1).

Relations entre les exemples précédents.

Les trois exemples précédents ne sont pas fondamentalement différents, du moins
lorsqu'il s'agit d'un ensemble fini E et d'un corps commutatif X.
Soit W un espace vectoriel d'applications de E dans K de dimension finie,

Soient M1 et M2 les matroides sur E respectivement définis par W suivant les

exemples 2 et 3 précédents. Les hyperplans de M, sont les complémentaires dans E

3

des stigmes de M2, si bien que les matroides M2 et M3 sont duaux.

Ainsi dans les conditions des hypothéses faites, les exemples 2 et 3 sont duaux.
Les exemples 1 et 3 sont eux équivalents comme on peut le voir de la maniere
suivante., Soit M1 le matroide défini sur E par un K-espace vectoriel V dont E
est une partie, suivant !'exemple 1 (01 on prend donc A=K et N= V). Montrons que
M, peut aussi étre défini suivant 1'exemple 3. Soit W 1'ensemble des restrictions a E

1

des formes lindaires sur V:W= {f:E -+ K|3 gGV%, glE =1}, et soit M3 le matroide

défini par W suivant 1'exemple 3. Montrons que M et M3 sont identiques en montrant
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1'égalité de leurs fermetures, (/31 =¢,. Onapour x€E et X E quelconques

3
(V(X) désigne le sous-espace vectoriel de V engendré par X),

L
A)

x€@1(X)@ XEV(X) > (g€ V" et g X=0 =>g(x)=0}

> {TEW et £]X=0 = f(x)=0} <> x€0.(X).

3

Inversement soit M3 le matroide défini sur E suivant 1'exemple 3 par 1'espace d'appli-
cations W de E dans K, dont on suppose qu'il sépare les éléments de E (ce qui revient

a considérer maintenant des matroides géométriques). Alors M, peut aussi &tre défini

3
suivant 1'exemple 1 en prenant V = W* et identifiant x€E a 1'élément x* de V
défini par x*(f) = f(x) pour tout f€W, ce qui plonge 1'ensemble E dans !'espace vec-
toriel V et définit sur E un matroide 1\/11 (notons que 1'application x - x* est injec-
tive du fait que I'espace W sépare les éléments de E : si x # x' il existe f€W tel
que x*(f) £ x'%(f). Onapour x¢E et X € E quelconques
X€,(X)«> {EEW et £[X=0= £(x)=0}

<> {fEW et z(f)=0 pour tout z€X => x(f)=0}e=>xEV(X) <> x€<p1(X).
Les exemples 1 et 2 se trouvent donc équivalents, de par ce qui précede et dans les
conditions des hypothéses faites. Mais les passages de 1'un a 1'autre ne sont pas im-
médiats. Pour passerde 1'exemple 1 a 1'exemple 2, c'est-a-dire étant donné E cV
espace vectoriel sur K, on prend pour groupe de chafnes sur E 1'espace
W={f:E*K|ZT f(x)x=0}. Pour le passage inverse, c'est-a-dire étant donné un

X€E E
groupe de chafnes W, considérer V = K et identifier chaque x€E a la fonction

W
caractéristique de {x} prise modulo W.
Les trois exemples précédents correspondent (a I1'application « pres) a trois
définitions équivalentes des matroides représentables sur un corps (compte tenu de
fait que la représentabilité sur un corps est une propriété qui se conserve par passage

au dual) : par plongement dans un espace vectoriel, par groupe de chafnes, par es-

pace d'applications,

Remargue. Fermeture de recouvrement d'un hypergraphe.

Définissons ici un hypergraphe comme un couple H = (S,A) d'un ensemble
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S d'éléments appelés sommets et d'un ensemble A de parties de S appeldes arétes.
Considérons 1'application de P(A) dans lui-m@me définie par ¢(X) = {ala €A et
acl) e} pour X C A quelconque. Cette application est une application de fermeture,

e€X
appelée fermeture de recouvrement de 1'hypergraphe H. Et toute application de fermeture

s'identifie & la fermeture de recouvrement d'un hypergraphe (J.C. Fournier), en parti-

culier toute fermeture de dépendance (ainsi que 1'avait déja établi T. Helgason). Ce der-
nier résultat est facile a établir. Soit ¢ une fermeture de dépendance sur un ensemble

E et soit C*° 1'ensemble des costigies du matroide (E ; ¢). Considérons 1'hypergraphe

B
iy

# % ¢ i
H=(C",E") ou E" est I'ensemble des X' , pour x€E, x" &tant 1'ensemble des

costigmes contenant x (H est le dual au sens hypergraphique de 1'hypergraphe des cos-
tigmes du matroide considéré). Soit ¢' la fermeture de recouvrement de H. On a pour

* % * * .. . .
x €E et X € E quelconques 1'équivalence des propositions suivantes

S
7™

N . ’\& '}e
' — —
)cestadmexcgg*e

e €X
- tout costigme contenant x intersecte X

- x*éw'(x

- tout hyperplan ne contenant pas x ne contient pas X
- 1'intersection des hyperplans contenant X contient x

- x€p(X).

&
Ainsi par la bijection x - x% les fermetures ¢ et ¢! s'identifient. Par

ailleurs toute fermeture de recouvrement d'un hypergraphe est représentable par un

module d'applications dans un anneau (au sens de 1'exemple 2) de la maniére suivante :

Soit H = (S,A) I'hypergraphe dont on considére la fermeture de recouvrement, soit

R 1'anneau booléen des parties de S, et posons W= {f: A°R l 3T CS tel que

Vv a€A, f(a)=anT}, W est un R-module d'applications de A dans R (si £,

i= 1,2, estassociéa Ti €S suivant la définition précédente, f1+f2 est par définition

associé a la différence symétrique T A T2). On a quels que soient x€A e X CA

1
1'équivalence des deux propositions suivantes, qui montre 1'identité de la fermeture
de recouvrement de H et de la fermeture associée a 1'espace W :

- pour tout TC S tel que pour tout a€X anNT=@,ona xNT =0
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- pour tout fEW tel que f1X =9, ona f(x) =0,

Il résulte de ce qui précede que tout matroide s'identifie 2 un matroide défini par un

module d'applications (T . Helgason).

Evidemment 1'anneau A n'étant pas un corps, surtout n'étant pas integre, on
ne peut en déduire une identification a un matroide défini dans un module comme dans

1'exemple 1 (il n'y a pas équivalence des exemples 1 et 3 pour un anneau).

4. Géométries combinatoires de variétés algébriques.

Les exemples qui suivent | extraits de "A combinatorial perspective on algebraic
geometry", H. Crapo, Théorie Combinatoire, Rome 1973, t. II (1976) 343-357 ] ne sont
jamais que des cas particuliers de 1'exemple 3 précédent , mais ils se prétent a d'in-
téressantes remarques.

Soit E = R®

le plan euclidien réel et, dans ce qui suit, V est un espace de
fonctions de E dans R qui permettra de définir chaque fois un matroide sur E, dont
nous donnons en un tableau les fermés suivant leurs rangs.

Plan affine A% : matroide obtenu en prenant pour V 1'espace des fonctions polyndmes
de degré < 1 en deux variables, c'est-a-dire de la forme (x,y)~»ax+by+c

r‘anglo l1 ‘2|3

BRE

fermés

2
Plan quadratique A‘z' : prendre pour V l'espace des fonctions polynomes de degré <2,
2
c'est-a-dire de la forme (x,y)~> ax® + bxy+cy” +dx+ey+f

rang [O 1 2 3 4 5! 6

|
" ! N
|

fermés

: *lconioue

!
|

Plan de Mtbius M : prendre pour V 1'espace des fonctions polyndmes de degré < 2
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de la forme (x,y),\,a(x2+y2)+ bx + cy +d

rang | O j 1 ' 2 3 4
T

fermés| ¢ } oL / E
| kel
cerck

Il est commode de vérifier que dans ces trois exemples les fermés sont bien ceux d'un
matroide en vérifiant 1'axiomatique des fermés d'un matroide de rang fini donnée au
chapitre précédent.

Comme on le sait déja, ces matroides sont représentables sur R. Effectivement

le plan de MObius par exemple se plonge dans ]R3 par 1'application (x,y)-~» (x,y,x2+y2).

3

Ainsi ce matroide s'identifie a celui défini par la dépendance affine dans R~ sur le

paraboloide de révolution dont 1'équation en axes orthonormés s'écrit z = x +y2 . On

3, c'est-a-dire les plans,

vérifie en effet que les intersections des fermés affines de R
avec cette surface sont les "relevés" des fermés du matroide dans le plan xQy (par
exemple le plan ux+vy+wz+h =0 coupe le paraboloide suivant une conique dont

la projection sur le plan x0y est un cercle d'équation w(x2+y2) +ux+vy+h=0). Ainsi
la dépendance dans le plan de M&bius s'interprete comme de la simple dépendance affine.
C'est également vrai pour le plan quadratique.

La comparaison des tableaux des fermés des matroides précédents fait appa-
raitre que Ag a plus de fermés que M qui lui-méme a plus de fermés que A21, ce
qu'on écrit :

A — M — A%,
D'une maniere générale pour deux matroides définis sur un méme ensemble, M et M',
on écrit M + M' lorsque leurs ensembles de fermés vérifient 'c . Cette relation
est équivalente a la propriété que tout stigme de M est union de stigmes de M', et

d'autres propriétés encore caractérisent cette importante relation entre matroides

qui releve des morphismes de matroides.
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5. Matroides algébriques.

Citons pour mémoire cette classe de matroides déja définie dans le chapitre
précédent : matroides définis sur un corps commutatif I, ou une partie de L, par la
dépendance algébrique sur un sous-corps K de L.

Il est a noter que cette classe contient, d'ailleurs strictement, celle des ma-
troides représentables sur un corps commutatif, suivant la proposition de Piff :

un matroide fini M représentable sur un corps commutatif K est algébrique sur K,

qui se démontre facilement en associant a une base {b1, ceny Dn} de M une base
(t1, - ,tn} de 1'extension purement transcendante de K, Kf(t 1o ,tn) , et en éten-

dant 1'application bi - ti a tous les autres éléments du matroide.

6. Matroides graphiques.

Un matroide graphique (gggg. cographique) est par définition un matroide qui
peut &tre identifié au matroide des cycles (resp. cocycles) d'un graphe (voir chap. 1).
Ces matroides sont représentables sur tout corps ; en particulier un matroide de gra-
phe est représenté, au sens de 1'exemple 3, par l'espace des tensions du graphe
comme espace d'applications.

Les matroides graphiques, et cographiques, ont &é caractérisés par confi-

gurations exclues par Tutte |71, et également par Ghouila-Houri [5].

Matroides "hypergraphiques" de Lorea.

Ils correspondent aux matroides associés a un hypergraphe, introduits pour
généraliser les matroides précédents de la maniere suivante. Soit un hypergraphe
H=(S,A) ; une partie X de A est libre par définition s'il est possible d'associer
a chaque a€A une partie b, a deux éléments de a de telle sorte que le graphe ayant
S pour ensemble de sommets et les ba pour arétes soit sans cycles ; les parties li-

bres ainsi définies sont celles d'un matroide sur A. On donnera plus loin le rang de

ce matroide (exemple 10).
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Exemple . Dans 1'hypergraphe ci-contre les

ensembles d'arétes {1,2,3} et {1,2,4}

sont des bases du matroide associé.
7. Matroides P, (n).

Etant donné deux entiers k < n et un ensemble fini E ayant n éléments,
1'ensemble ® des parties a k éléments de E sont les bases d'un matroide, noté
Pk(n), sur E. Onapour X c E la fermeture et le rang

X si |X|<k

o(X) =
E si Xz k

x| si  Ixl<k
r(X) =
k si |1 X |2k .
Ce matroide est donc de rang k.

Les stigmes de Pk(n) sont les parties & k+1 éléments de E.

Enfin P_(n) est le matroide libre sur E.

8. Matroides définis par une n-partition.

Etant donné un ensemble fini E et un entier n > 0, on appelle n-partition de
E un recouvrement T de E tel que:
(1) ln|=z2.
2) Quel que soit X€ 11 ona |X| Zn.
(3) Quel que soit X< E tel que |X| =n, il existe Y€ I unique tel que X < Y.

- Les éléments de T sont les hyperplans d'un matroide.

Montrons cela en vérifiant 1'axiomatique des hyperplans d'un matroide de rang fini
(chap. 1). Sion avait E€1, T se réduiraita E, 2 cause de la condition (3) ci-dessus,
et cela contredit la condition (1), on a donc ainsi 1'axiome (H1). Pour 1'axiome (I—Iz),

considérons P_€1l et P

1 26]‘1 tels que F’1 C P2 ; prenant X C E telque XC P, et

1
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|X = n, ce qui est possible d'aprés (2), on a alors aussi X € P, ce qui contredit (3).

2

Pour 1'axiome (H,), soient P €71, P, €Il et x# P UP,, ona |P nP2\<n, a

3 1 2 2 1

cause de (3), donc |(P1 n P2)+x\ <n etilexiste X< E tel que (P1ﬂ P2)

et |X|=n, 1'application de la condition (3) fournit 1'hyperplan cherché.

+XCXCE

La fermeture du matroide ainsi défini sur E par la n-partition T s'écrit
X si I X1<n
o(X)=<¢ P si |X1=zn etexiste PEN telque X< P
E sinon.
Les fermés sont : E, les éléments de 11, toutes les parties de E de cardinal < n.
Le rang du matroide est n+1.
Une propriété fondamentale de ce matroide est la suivante :

- Toute partie de E de cardinal < n est libre.

En effet, cela se voit immédiatement a 1'aide de 1'expression de la fermeture ¢ don-
née plus haut et que nous n'avons pas justifiée, c'est pourquoi nous allons montrer
cette propriété directement a partir de la définition du matroide. Il suffit de montrer
que pour X < E telque |X| =n-1 et x£ X quelconques il existe un hyperplan,
c'est-a-dire un élément Y de 1, telque XS Y et x£ Y. Il existe Z €1, d'ailleurs
unique, tel que X+xCZ, etona Z# E. Soient y€EE-Z et YEN tel que X+yCcY,

alors x£ X d'apreés 1'unicité de Z.

Définition. On dit pavable un matroide qui s'identifie a un matroide de

n-partition.

Caractérisation.

- Un matroide M .sur E de rang r > 1 est pavable si et seulement si toute

partie de E ayant au plus r-1éléments est libre.

La condition nécessaire vient d'étre montrée. Pour la condition suffisante, il suffit
de montrer que les hyperplans de M forment une n-partition de E, o n=r-1 (en

effet le matroide associé a cette n-partition ne peut étre que le matroide M considéré
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puisqu'un matroide est completement déterminé par 1'ensemble de ses hyperplans).
La condition (1) est trivialement vérifiée car un matroide ayant moins de 2 hyperplans
est nécessairement de rang < 1, Ona (Hizr(H) - r-1-n, d'ou (2). Enfin, pour
vérifier (3), considérons X ¢ E tel que |X | =n ; par hypothese X est une partie

libre, donc r(X)= Xi=n et H=¢(X) estun hyperplan, unique, contenant X.

Remarque. 1) Les matroides pavables semblent jouer un rdle déterminant dans le
dénombrement des matroides géométriques.

2) Le matroide de n-partition peut aussi &tre défini sur un ensemble
infini,

3) Les matroides pavables de rang 3 sont les matroides géométriques
de rang 3. On a donc en fait 1a une définition axiomatique de tous les matroides géo-
métriques de rang 3, qu'on pourrait appeler "plans matroides" : Un ensemble E de

"points "' et un ensemble de parties appelées "'droites" tels que

- Il y a au moins deux droites.

- Toute droite a au moins deux points.

- Deux points appartiennent a une droite et une seule.

Avec cette nouvelle axiomatique il devient immédiat par exemple que la configuration
de= Pappus moins une droite ou celle de Desargues dans le plan moins une droite, ou
encore la configuration de Fano (cf. chapitre 1) sont des matroides (la suppression d'une

droite consiste & remplacer une droite 2 3 points par 3 droites a 2 points).

9. Matroides définis par une fonction semi-modulaire.,

Soient un ensemble E (fini) et une application f: ©(E) ®* Z non-décroissante,
c'est-a-dire si X c Y E alors f(X) < £(Y), et semi-modulaire (supdrieurement),
¢'est-a-dire quels que soient X© E et YCE ona f(X)+f(Y)Z (X U Y)+£X N Y).

- les XCE telsquepourtout Z telque p#Z X ona f(Z)= |Z] sont

les parties libres d'un matroide sur E.
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En effet, notons 8 1'ensemble des parties non vides X de E telles que !X 1> f(X)
et minimales avec cette propriété, et montrons que § est 1'ensemble des stigmes d'un
matroide, qui alors aura pour parties libres celles qu'on vient d'indiquer. Notons

d'abord qu'étant donné S€S et x€S ona |S|-1= |S-x{<f(S-x)<f(S) < |s|

d'ou £(S)= |8 |- 1. Soient S,€8 et S,€8, puis x€S NS, , ona

Vo : - = -9 _
f((s1 us,) x)sf(S1U52) .<.f(S1)+f(SZ) f(S1ﬂSZ) ls1\+152\ 2 f(S1ﬂSZ)$
\S1l+ ]52\_ 1510521-2< \(s1 US,)-x|, en particulier car S NS,)= \51082\;

ainsi S . US,-x contient un élément de $, ce qui démontre 1'axiome d'élimination,

1 2
Si 1'application f est nulle sur la partie vide, f(¢J) = 0, on a le rang du matroide
avec l'expression suivante, pour tout X cE :

r(X)= inf {#(Z)+ X~z |}.
ZcX

Application. Soit H=(S,A) un hypergraphe (fini). Posons pour tout X< A,

f(X)=| U el. L'application f vérifie toutes les hypotheses précédentes, ce qui
définit uieﬁatroi'de sur 1'ensemble A des arétes de 1'hypergraphe et dont on a en
particulier le rang. Lorsque H est un graphe, le matroide trouvé est différent de

ceux déja associés a un graphe, a savoir celui des cycles et celui des cocycles (¢'est

le matroide bicirculaire de Pereira qu'on retrouvera dans 1'exemple qui suit).

Exercice 7. Etant donné un hypergraphe H=(S,A) et une partie X de l'ensem-

ble d'arétes A, notons ny

de composantes connexes du sous-hypergraphe de H engendré par X, H

et Py respectivement le nombre de sommets et le nombre

=( U e, X) .
X eeX
Etudier 1'exemple précédent avec la fonction f: P(E) » Z définie par f(X) = Ny =Py -

10. Matroides transversaux et extensions.

Soit un ensemble E fini. Etant donné 4 = {Ai liEI} une famille finie de

parties de E, on appelle ensemble de représentants distincts partiel de ./, qu'on

abrégera en "e.r.d.p.", toute partie X de E telle qu'il existe une injection 7

de X dans I telle que pour tout x €X on ait XEAW(X).
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Les e.r,d.p. de A sont les parties libres d'un matroide sur E.

En effet, posons T(x)= {ili€l et xéAi} pour tout x€E, T'(X) = %XT(X) pour tout

X cE, et £(X)= |T'(X)]. L'application f est non-décroissante, se)r(ni—modulair*e, nulle

sur @, et donc, d'apres 1'exemple 9, définit un matroide sur E dont les parties libres

sont les X E telsquepourtout Z< X ona |zZ|<|F(zZ)|. Cette derniére propriété
s'interprete de maniére équivalente par le théoreme de Konig-Hall : X peut &tre couplé

dans I suivant T , ce qui revient 3 dire que X est un e.r.d.p.de A.

Ce matroide est un matroide transversal.

Remarque. Etant donné la famille de parties A de E, on a aussi la famille (duale)

de parties de I constituée des T(x)= {i|i€I et x EAi} ol X€E (les ensembles E
et I jouent des réles symétriques), qui permet de définir également un matroide trans-
versal sur 1 cette fois. Cette remarque s'applique en particulier lorsque la famille

A est 1'ensemble des arétes d'un hypergraphe, Le matroide transversal alors défini
sur 1'ensemble des arétes de cet hypergraphe est celui déja rencontré dans 1'exemple 8.

On a ici en plus une expression du rang : si H = (S,A), ce matroide est défini sur A

par la fonction semi-modulaire £f(X) = \ U e l pour tout X < A, son rang est
e€X
r(X) = inf {f(Z)+ |X-Z|}.
z<X

Comme cas particulier, lorsque 1'hypergraphe est un graphe, on retrouve le matroide

bicirculaire (cf. exemple 9) qui apparaft ainsi simplement comme transversal de la

famille des arétes de 1'hypergraphe dual (dual au sens hypergraphique) du graphe

considéré (résultat déja noté par Matthews dans Problémes Combinatoires et Théorie

des Graphes, Colloque international du C.N.R.S., Orsay 1976, éd. C.N.R.S. 1978).

Extension.
Soient S et T deux ensembles (finis) et T une application multivoque de S
dans T. Soient encore M un matroide sur S, r sa fonction rang. Pour tout Y < T,

on pose f(Y)= r(I“_1(Y)). L'application f est non-décroissante, semi-modulaire et
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nulle sur @, ce qui définit un matroide M' sur T, qui est dit transporté de M sur
T suivant T.

On retrouve dans ce cadre plus général le cas précédent du matroide trans-
versal en prenant pour M le matroide libre sur S (toute partie est libre) : M' est

le matroide transversal de la famille des parties {F(x)|x€S} de T.

N
%

Application : Soit H = (S,A) un hypergraphe. On appelle 2-section = de 1'hyper-

graphe H, et on note H (2)? le graphe dont 1'ensemble des sommets est S, les arétes

toutes les parties a deux éléments de S incluses dans au moins une aréte de H. On

2)
T 1'ensemble des arétes de H (c'est-a-dire T = A), pour [' 1'application qui a toute

va appliquer ce qui précede en prenant : pour S 1'ensemble des arétes de H( , pour
aréte H(2) associe 1'ensemble des arétes de H la contenant, pour M le matroide
des cycles du graphe H(2)' Est obtenu ainsi un matroide M' sur A. On vérifie, grice

a ce qu'on a vu, que le rang de ce matroide est donné par l'expression

r'(Y) = inf {n
Z<Y

et pY sont respectivement le nombre de somnes et le nombre de composantes

Y_pY + lY'Z \ }

ou ny
connexes du sous-hypergraphe de H engendré par l'ensemble d'arétes Y < A. Ce

matroide, transporté de celui de la 2-section de 1'hypergraphe, est le matroide asso-

cié a un hypergraphe de Lorea (déja cité a la fin de 1'exemple 6).

11. Matroides simpliciaux (sur TZZ)‘

Soient E un ensemble fini tel que |E|=n et k unentiertel que 1<k < n.

- Les ensembles ¥ de k-parties de E tels que : 1) toute (k-1)-partie de E

appartient & un nombre pair d'éléments de ¥, 2) ¥ est minimal pour 1'inclusion

dans Pk(E) avec cette propriété, sont les stigmes d'un matroide, noté Sk(n) (3 un

()

suivant C. Berge, Graphes et hypergraphes, Dunod.
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isomorphisme preés). En effet, identifions chaque k-partie de E 2 l'ensemble de
ses (k -1)-parties. Par cette identification le matroide considéré n'est autre que celui

défini sur Pk_1(E) par la structure de 2& -espace vectoriel de P(E) (suivant 1'exem-

Z.
ple 1 ; dans P(E) 1'addition est la différence symétrique et le produit par un scalaire
est trivial).

De ce point de vue il devient évident en outre que ce matroide est binaire, puis-
Z
2Z.

Les sous-matroides de ce matroide, définis sur une partie de PK(E) sont appelés

que défini dans un espace vectoriel sur

), le matroide Sk(n) lui-méme étant

les matroides k-simpliciaux d'ordre n (sur 2‘@2

dit en outre complet.

Cas k = 2. Le matroide 2-simplicial complet d'ordre n, Sk(2), est le matroide des
cycles du graphe complet a n sommets Kn (graphe ayant n sommets et (g) arétes
chacune ayant pour extrémité une paire de sommets). Les matroides 2-simpliciaux sont

donc exactement les matroides graphiques.

Propriétés de S k(n) .

- rgs =)
- S;:(n) >S, ()

- Tout stigme de Sk(n) est de cardinal > k.

Remarques. 1) Les matroides binaires ne sont pas simpliciaux en général, et m3me

il existe des matroides cographiques (donc réguliers et en particulier binaires) non sim-

pliciaux : par exemple les matroides des cocycles d'un graphe non planaire ayant un

sommet de degré 3 (lequel donne un stigme de cardinal < 3, il faudrait donc pour que

ce matroide soit simplicial, d'apres la propriété donnée plus haut des stigmes, que

k=2, or ce matroide n'est pas graphique car le graphe n'est pas planaire, cf. chapitre 1).
2) Les matroides simpliciaux ne sont pas réguliers en général, Plus précisément

les seuls matroides simpliciaux complets réguliers non triviaux sont les matroides gra-
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phiques et cographiques complétes (R. Cordovil et M. Las Vergmas).

Exercice 8. Montrer que le treillis des fermés de Sz(n) s'identifie au treillis

des partitions d'un ensemble a n éléments.

12. Matroides de Dowling.

Soient E un ensemble fini tel que lE l =n et H un groupe fini.

On appelle "H-fonction partielle" a sur E une famille d'applications a, : Ai—'H,
i=1,...,r, oules Ai sont des parties de E disjointes deux a deux. Etant donné deux
H-fonctions partielles a et B, ou o est constitué comme précédemment et B est
constitué des applications bj : B ; +H,j=1,..., p, on écrit a < B lorsque pour tout j
Bj est union de Ai et il existe pour chaque tel Ai un élément hi €H tel que
bj(x) = hiai(x) pour tout x €A,, c'est-a-dire bj = h;a; . Cette relation est un préordre
et on note Qr'l(H) 1'ensemble des H-fonctions partielles sur E, ainsi préordonné.

Soit R la relation d'équivalence : R o' si et seulement si a< a' et a' < a. Alors

Q' (H)
Q n(H) = nR est un treillis géométrique, ce qui définit donc un matroide géométrique.

Notons qu'on a Qn(H) #’Qn(H') si H#H', dés que n =3.
Cas H-= {17 Qn( {1}) s'identifie au treillis des partitions de E.

Le matroide ainsi défini par le treillis de ses fermés possede de trés remar-
quables propriétés de représentation sur un corps issues du résultat suivant :

- Pour n =3, Qn(H) est représentable sur un corps K si et seulement si H

est isomorphe a un sous-groupe du groupe multplicatif de K privé de 0.
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Exercices avec solutions.

1. Soient M = (E ; ©) un matroide défini sur un ensemble fini E et soit K un

corps commutatif. Supposons qu'a tout hyperplan H de M il soit associé une appli-

cation fy; de E dans K telle que H = f;; (0), de telle sorte que 1'on ait la condition

suivante : si H

1 H2 et H3 sont frois hyperplans de M contenant une méme hyper-

droite alors les applications associées fH , fH et fH sont linéairement dépen-
' 1 2 3
E

dantes dans 1'espace vectoriel KE. On note V le sous-espace vectoriel de K

engendré par les applications f‘H , ou H décrit 1'ensemble des hyperplans de M.

a) Etant donné une base B = (b1 s eeay bn} de M, montrer que les applications

in ol H, = (p(B—bi), pour i=1,...,n, forment une base de V.

b) Soit M' le matroide défini sur E par 1'espace d'applications V. Montrer

que tout hyperplan de M' est un fermé de M et en déduire que les matroides M et M!'

sont égaux.

Solution. a) Du fait que fH (bj) = Gij (symbole de Kronecker) il est facile de
i

voir que les applications f‘H sont indépendantes. Pour montrer que les fI—I engendrent
i i
V, considérons un hyperplan H quelconque de M et montrons que fH est combinaison

linéaire des f en raisonnant par récurrence descendante sur l'entier k = |H NB \ .

H;

Si k =n-1, cela est trivialement vrai puisqu'alors I'hyperplan H est un des Hi‘ Sup-
posons k =< n-2 ; on peut supposer que H NB = {b1, ceey bk} et compléter HN B en
une base {b1,..., s @ qreees an_1} de H. Soient alors H' et H" les hyper-
plans de M engendrés respectivement par {b1, ceey bk, B g2 By o bk+1} et

{'b1, .eoey bk’ ak+1 peeer Ap oy bk+2} : les trois hyperplans H, H' et H" contiennent

1'hyperdroite engendrée par {b1, eeey bk’ CRTRRRY an__z} et donc fH est combinai-
son linéaire de fryr et fyy. Par hypothese de récurrence frqo et fH" sont combinai-
sons lindaires des in, car |H' N B| = [H" NB|=k+1. Ainsi 1'application f est

bien combinaison linéaire des fry -

i
b) Soit H' un hyperplan quelconque de M'i ona H' = f-1(0) pour une appli-

cation f€V. Considérons une base {b . bk} de H' et complétons celle~ci en

TR
une base {b1,..., bk’ ka,..., bn} de M. Soit Hi 1"hyperplan de M engendré par
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B—bi, pour i=1,...,n. D'aprés le résu.... uémontré a la question précédente 1'appli-

cation f est cdmbinaison lindaire des f.. :f=o, f, +...+ o f . Considérant cette
Hi 1 H1 n Hn
égalité successivement en b1, ooy bk’ on en tire Oy = =0y = 0 ; ainsion a

n

=0 f +o..+ ot Il en résulte que H' o H., et comme par ailleurs
k1 Hy nH, =kt 1

f

ona H'cC Hi pour i=k+1,...,n (par définition des bi et des Hi)’ on a l'égalité,
laquelle montre bien que H' est un fermé de M.

Ainsi tout hyperplan de M' est un fermé de M, et par ailleurs il est immédiat
(par hypothése et par définition de M') que tout hyperplan de M est un fermé de M',
Il en résulte que les matroides M et M' ont mémes fermés et sont donc égaux.

[ Ce résultat constitue le théoréme de représentation de Tutte. Le résultat de la ques-

tion a) est un lemme donné par N.L. White -dans Proc. Conf. North Carolina (1976) -
‘pour une démonstration plus simple du théoreme de Tutte. La démonstration de la ques-
tion b) que nous donnons ici permet de terminer encore plus simplement la démonstration

de White].

2. Soit M un matroide fini possedant la propriété que toute hyperdroite soit

contenue dans au plus trois hyperplans. Montrer que M peut &tre défini par un espace

d'applications dans le corps QZ'Z . Réciproque.

Solution . Soit E 1'ensemble sur lequel est défini le matroide M. A chaque

hyperplan H de M associons 1'application f, = 1-~xH de E dans Z , ol Xy est

H 2Z

la fonction caractéristique de H dans E. Etant donné trois hyperplans, H,, H, et

172

H, contenant une méme hyperdroite D, comme, en particulier par hypothese, H

3 ~D

1

H,-D et H,-D partitionnent alors E-D, ona £ f +fH = 0, ce qui permet d'ap-

+
2 3 H1 H2 3
pliquer le théoréme de représentation de Tutte (cf. exercice précédent). Ainsi M
E
Z,

s'identifie au matroide défini sur E par l'espace d'applications engendré dans ( 57

par les f ., ou H décrit 1'ensemble des hyperplans de M,

H’

Réciproquement, il est facile de vérifier que dans un matroide défini par un

Z_ZZ il ne passe par une hyperdroite qu'au plus trois hyper-

plans. [ Cette propriété est une des nombreuses caractérisations des matroides binaires].

espace d applications dans
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3. Soit M un matroide fini dont les stigmes vérifient "l'axiome de double élimi-

nation" : quels que soient deux stigmes distincts 81 et 82 et deux éléments

x1€S1ﬂ 82 et x2€S1ﬂS2 il existe un stigme S3 tel que SBC(S1USZ)— {XT,XZ}.

o3 ro g . . ¢ 7
Montrer que le matroide dual M de M vérifie la condition de 1'exercice précédent.

Solution. IL.'hypothese interprétee dans le matroide M~ en termes d'hyper-
plans (qui sont, rappelons-le, les complémentaires des stigmes de M) s'exprime :

quels que soient deux hyperplans distincts H. et H2 et deux éléments X, £H. UH

1
tel que H3 ) (H1 nH

1 2

et xzfé H, UH,, il existe un hyperplan H U {x1,x2} . Sup-

2

posons qu'il existe quatre hyperplans H

3 2)

17 HZ’ H3, H4 de M~ contenant une méme

hyperdroite D, et soient x3 €H3—D et x 4 €H 4—D ; il ne peut alors exister d'hyper-

plan H de MY tel que H ‘.3(1-11 N H

P

2) U {x3,x4} car on devrait avoir H DH3 et
du fait que H o D+x3 et HD D+x4 etque D= H1 N H2 est une hyperdroite

3 engendre H3 et D+x 4 engendre H 4

[Cet axiome de double élimination, introduit ici par 1'auteur, est en fait caractéristique

HDH4,

ce qui entraine que D + x

des matroides binaires ; ce qu'on vient de voir est la condition suffisante, compte tenu

du fait que M est binaire si et seulement si son dual M* 1'est].
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N.B. On trouvera des exposés généraux sur les matroides dans les références [4]
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