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' ANALYSE MATHEMATIQUE . Propriétés asymptotiques des vibrations des tores. Note
-~ de M. Marc Frisch, présentée par M. ‘

Introduction. On considére une solution f(x,t): T'XR »€ de 1'équation des ondes

2
) N N s . . L. s s
= 9,__%3 surletore T - a n dimensions. On verra que méme si ses conditions ini-

ot
tiales sont de classe Czk, une tellé 'fonctioiﬁ n'est pas négessairement bornée (du.moins
pqtm n= 5,).’! On se pose alox\*‘s‘ le. pi*obl‘eme‘,suivant : Est-il possible de contréler la
croissance asymptotique d'une solution (quand t ++e), & 1'aide d'une hypothésé de
Pégulaﬁté,pbrtant soit k\s‘;ur* ses conditions jnitiales‘, soit, plus généralément, sur sa
restfiction 4 un intervalle fini de temps ?

. Ainsi, étant donné un entier k, on cherche s'il existeun £ >0 et une fonction

w(t), tels que pour foute solution £, toutréel t ettout x de ™ onait:

li(x,t) | < lw(t) ]

(" x [, £])
On met en évidence un indice critique qui est n—-;, telque si k> %.,1 une telle

majoration est possible et si k< %—l , elle ne 1'est pas. Les espaces de Lipschitz ‘

Aﬁ(’lﬁ‘ x [-8,8]), définis pour tout réel positif «> 0, permettent de cerner 1'indice
critique et interviendront naturellement dans 1'étude d'opérateurs de dérivation frac-

tionnaire.

1. DEFINITIONS ET RAPPELS.

" a)Laplacien sur T".

- Soit un réseau maximal de Rn soit 'I‘n =R" letore &3 n  dimensions.



2.
A une fonction f:T" € correspond une fonction 'fV: rR" > ¢ périodiqué par rapport
au réseau tu et r‘éc:ikpr*oquevment. Choisissons sur R" une forme Aquédfétique dé’finie
positive de matrice (aij) dans la base canonique de R"™. Notons |}x|| et (x,y)
la nofme et le produit scalaire associés. On prend pour Laplacien sur R 1' opérateur
2

différentiel A= E aij 33?;25'3(_ . Le laplacien correspondant A sur T" est détini
i,] 177 '

par :(Zf)w = AT, Dans la suite on ne distinguera pas A et Z, I et '{ Soit
enfin % le réseau dual, formé des points meR" » tels que pourtout m'c€H ,

(m,‘m' ) =0 (277)-

b) Espaces de Lipschitz,

Si 0<a<1, onappelle Aa(Tn [- 8,9]) ‘1'espace des fonctions f & valeurs
complexes vérifiant 1'inégalité |[f(y) - f(x) | < C(d(y,x))* pour une certaine constante
C nedépendarﬁt que de f, ou d(x,y) estla distance cahonique_ sur T x -t 2]
identifié localement a Rn+1 .

Si a>1 etsionpose a=k+ B ol k estunentieret 0<B8<1, ona
fe A“(Tn x’[-e, R]) si et seulement si toutes ses dérivées d'ordre k appartiennent &

AB'(’[‘nx [=e,e]) .

On note. ]]f” A“(Tn x [—E,B]) la norme usuelle sur cet espace.

¢) Solutions de 1 dquation des ondes.

Toute fonction continue solution au sens des distributions de 1'équation des ondes

2
Af = -b-—% sur T" admet une série de Fourier du type :
ot

fx,t) vc+dt+)  a ei(m’x)ei”m”t +Y b Si(m, x) e-i”m”t
T : m m

' : ; N ’ * sz : e
la somme ) : étant étendue @ 4 privé de 1'origine.



11 est bien connu que si £ € CP(T"x R), les suites a et bm sont a

r'e . . * § rd -
décroissance rapide sur 1 et que la série converge absolument vers f.

DEFINITION. Nous appellerons vibration une solution continue dont la série de

Fourier vérifie c¢=d =0,

2. RESULTATS.
THEOREME 1. Soit n=>2. Quelle que soit 1a fonction w:R » [1,0 [, et

quel que soit o avec 0O0< < n-2-__1_’ il existe une vibration f telle que pour tout ¢> 0

fea . (T"x [-¢, €]), mais quin'est pas O(w(t)) (t »+w).

—_——

2
Ceci constitue le résultat "négatif" par rapport aux résultats " poSitifs" que nous

allons maintenant énoncer :

THEOREME 2. Soient £ et o« deux réels positifs, oc;é1 1l existe alors

2‘.

une constante C telle que pour toute vibration f sur 'I‘2 on ait :
1

2 =0
(1 VT el < i le? Tl @2, o)
YteR 1 I
=+
2
Si a= %, 1'inégalité (1) est remplacée par :
2
Vxer |£(x,t) | < C log(2+ |t l)(HuoHA (T?) * Sup |u1 1)
YieER 1 . 2
T
olt1'on a posé : uO(X) = f(x,0)

u, (x) = g{(x,o).

n o " n-1 .
Dans le cas des tores - T avec n= 3, l'indice critique - est au moins

égala 1 et on peut, comme dans le cas précédent, obtenir une inégalité qui n'utilise



plus que la régularité des conditions initiales :

THEOREME 3. Soitun entier n=>3, soit o«>0, o# % 11 existe alors une

constante C telle que pour toute vibration f sur ™ on ait :

VxeT ", (n=1)(z-o)
(2) [£(x,t) [<C(1+ [t 1) (gl () * LN (™™
VieRr n-1 n-3
- A
Si a= %, 1'inégalité (2) est remplacée par
VxeT" l
VicR |£(x,t) | <C Log(2 + It l)(HuOHAn(Tn) + Hu1 A, (Tn)).
2 2

REMARQUE. Dans le cas «> ]2-, les théoremes 2 et 3 signifient que les vibrations

. . ' n-1 n
sont bornées, D'ailleursona ==+ > =

5 5 et ¢'est un cas bien connu ol la série
converge absolument. Pour le cas o = 0, précisons qu'il est facile d'obtenir la

majoration suivante :

PROPOSITION 1. Soitun entier impair n = 3. Il existe alors une constante C

telle que pour toute vibration f sur ™ on ait:

vxetr" “-—-;1
16, t) | < cQ1t1) ™ (gl n=1 + gl o3 ).
Viter i c 2 (M c 2
De plus le poids (1+[t]) 2 est le meilleur possible en ce sens qu'il n'est pas possible
n-1

de le remplacer par une fonction w«(t)=0(1+]t]) 2

Par contre si n est pair, aucune majoration n'est possible :

PROPOSITION 2, Soit n un entier pair. Il n'existe aucune fonction - w(t)

‘telle que pour toute vibration f sur T" on ait :



Vxer”

VieR lﬁx’t)!5;I‘UQ)I(”UQHAh_iCrn)‘+ “ut”Ah”B(Tn)L

2 ' 2
‘Les démonstrations des théorémes 2 et 3 s'appuient sur le lemme suivant :

LEMME [1J. Soit K Ie compact de -R"™ défini par 1< |x|/< 2. Désignons

la borne inférieure des normes des mesures de radon bornées U

par Heﬁ“XHl

[A(K)

it|[x||

telles que pour tout x de K pu(x)=e Alors il existe deux constantes C

1

et C, telles que:

2 n-1 n-1

c i+ It) % = Heit”X”HA(K)s cy(1+ 1t 2

 La démonstration du théoréme 2 utilise en oubre 1'étude locale par rapport au -

temps de la transformation de Hilbert et des opérateufs de dérivation fractionn‘airé appli-“
qués & des vibrations sur T (voir [2])

Signalons que nous ignorons si les "poids" figurant dans les inégalités des théora-
mes 2 ot 3 sont les meilleurs .

On pourra enfin rapprocher ces résultats de ceux de 3], [4] et [5] concernant
les vibrations des sphéres et des membranes carréeé.

Résumé d'un texte qui sera conservé cing ans par les Archives de 1'Académie

et dont copie peuty étre obtenue de 1'Académie.
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