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PREMIERE SEANCE

FONCTIONS VECTORIELLES

Dans tout ce qui suit, % désigne un espace de Hilbert sépa=

rable dont une base orthbnormale compléte dénombrable est: dési-

gnée par {ei}m . .
: _ i=

Définition., -~ On dit que F(elx)_ définie p.p. surlecercle & valeurs
dans % est mesurable si (F(eix),‘P) l'est pour VCPG—% .

Remargue. -
1). Si F(e ™) est mesurable alors la fonction CNFCe N

est mesurable.
En effet

1xy))

i

lF (e ;up I(F(eix)Q W%)I

n

ol ¢ parcourt un ensemble dénombrable de 1a»bou1e unité,
Lemme," - Si F et G sont mesurables alors (F,G)%? est mesurable.

Ereuv€, - 0on a :
(F+6G ,F +G) = HFI% + llcl® + 2Re(F,G)

d'apr2s la remarque 2) précédente lF + ¢ ||, IIFll , lIGIl] sont mesu=~
rables donc Re(F,G) 1l'est aussi,
En prenant 1iG au lieu de G on démontre = mé&me raisonnement -

que Im(F,G) est mesurable donc (F,G) 1l'est aussi.

C.Q.F.D.

Définition. - L'intégrale d'une fonction vectorielle.




on dit que

JF(eix) do(x) =< % si
<,V > =J<F(eix),\v>dc'(x) pour VYye#4

Polyn8mes trigonométriques. =~ Ce sont des fonctions de la forme :

k .
Z L oit Y. & %

finie

Norme sur l'ensemble des pblynﬁmes'trigonométfiques."-

on 'pose

<ra> , - [ (e, g™ do ()
L

I1 est clair que si

> e, "
> ot

1 P, = s
alors ( Q)L% :E: " ‘q;n%%

L]
i

L
#

et que :

1/2
IBl| , = ( E 'anﬂz) est une norme sur l'ensemble des
Lm %
polyndmes trigonométriques.,

Définition de Lé;;\m Lé est le complété de 1l'ensemble des

polyndmes trigonométriques muni de la norme précédente,

514 2 : R
Donc les'éléments de Ly sont en correspondance biunivoque

avec toutes les suites (?nf§=_ tq 2 ”q%”2<<<n

o0}



[o.0]
P> e %"

n==a

Par définition de ngg on a 3
@

el - > e lI?

x n =0

nous allons définir tout élément Fe L2 d“uné fagon ponctuelle.

Soit P = Z ¥ 2" un PB.T.
on pose .
ix, _ ix _ n
£ ) = (2, e g = DL e L e A

qui est un P,T,.
on a d'aprés la formule de Parseval

ix ix
P = £, .
(e™ ™) z J(e ) e,

et

llP(eix)H;g= Zlfj(eix)lz p.p.(1)

En intégrant (1) on obtient :
2 . 2
pIE, = 2 hel2,
L 3 L

Soit donnée une suite de P,.T.

(P(k)) qui converge vers F dans la norme Léﬁ (1) démontre

que chaque composante fgk) converge dans L2 vers fje:L2

(k) , ix, _ (k) _ (k) , ix
(p (e™™) = jg:(P , ej) ej —::gz fj (e™™) ej P.D.)

et que

‘ 2
Z ||fj'lL2< @



On pose

)= 2, £ e pip(2)

Cette somme existe pour presque tout x , car
E ||f.|l2 <+ ® = E |f.(elx)|2 <+ o pP.D.
> J 2 z J
j L j

donc

E fj(elx) ey existe dans % p.p.
jz21

ix  dee , ;
F(e ™) ainsi définie est mesurable car c'est la somme d'une sé-

rie de fonctions mesurables et

ilF(eiX)ll;g= Z;fj(eix)‘z P.p-
J

par conséquent

iF l|22 = Zfifjnzz =J“F(eix)”2 do (x)
L L

%
De plus P(k) converge vers F ainsi définie dans le sens que
J][F - P(k)[‘z d ge=—r O
k —=—z o
en effet

(k)2 (k) 2 . (my) (k)| 2
I"F - P ”%@ de = J|fj=-fj I d¢g;?m 1nf(j§:ﬁfj 1 —fj l do )

iz

en conséquence du lemme de Fatou, si (mi) est une sous suite telle

que f;mi) converge vers fj -P.P. pour chaque j .0r le dernier

membre est petit dés que k est assez grand d'ol le résultat.

Cevprocédé permet dfidentifier L2 a4 1'ensemble des . F' mesu-

rables telles que la norme



F =(J Fe ix) 2 )1/2
I ||L2 || F(e ch o

%

est finie.

Il reste. 2 démontrer que toutes les fonctions ayant cette

propriété peuvent 8tre approchéespar des P.T. et correspondent 2

des éléments de L% o

En effet, comme 4§ est séparable on peut écrire p.p.

F(e® =Zf, e,
e ) . J(e )eJ

. ' ix, _ ix
ol fj(e Yy = (F(e™ ™), ej)’jﬁ

on peut approcher fj éar un P.T. scalaire pj(eix)teluque:

[e€ e
“fj - pj”Lz <AE J‘l,zgooogn .
poser n
P(n) = P. e,
= J 3
alors : n o
ﬁm - ()2 4o 'Jlf - p. 1% do + E Jlf.]2 do
R =1J 4 arid
o
<&+ Ezthf.lz de~
n+1 J

‘comme
m .
E ﬁfjjz do- < @ on peut choisir n de telle fagon
T .

0

que ZJ.I‘EIZ do <€
n+ J

- ce qui démontre que F est dans l'adhérence des P.T,

Définition de Lag o = lgpgm



p

lgp<oo s L’JG= complété de l'ensemble des P.T. pour la norme
he|® = | ieif ae
fL%; %
p = Q ‘L§'= l'ensemble des fonctions mesurables bornées pour
la norme
HE1) o = Sup ess F(e™™)
Lyac b4

Comme dans le cas de p=2 on va identifier les F de L%G .

: ix
aux fonctions mesurables F(e™™) t.q.

'||F;|:§6 ’J“ »p(ei")u;@ do (x)<oo

Pour cela on écrit
. ix ix
‘F(e = £,(e” e, ott
(e™™) EE i ) 3

ix - ix
fj<e ) (F(e™™) ej)

la décomposition est bien définie pour chaque F(elx) mesurable,

Dans ce cas [fjlgnFH p.p. donc fjé-Lp .

En modifiant un peu le raisonnement du cas p=2 on démontre qu'il
existe une suite de P,T, P(n) telle que

J“F S 2l R T —
% n = ®

(n)

et que chaqué suite de Cauchy P converge dans ce sens vers

une fonction F

Proposition, = Soit FeLgG

alors W, =\[Fxfn de- existe pour chaque n et on écrit 3



, o |
F(eix) " .E j ?h e:Lnx .
=

Preuve, = Pour cela, il nous suffit de démontrer que l'application :

R P, (B) ot P =NZZ: wnip : P.T.

est continue pour les normes LP et que

4
?n =‘[P Aﬁn de .

car par passage & la limite, cette application sera définie dans

P .
L tout entier,
%

Soit q:-.e'uc=|1 Yil= 1

On a

(e 9) = J(P,q) Yo et

|J<'P;Lu)do~ | anPudr

Donc .
e !l < “P”LISHP”LP V, : lsp<w
- ©
le cas de n # o est démontré de la méme facon et la conclusion
est encore valable éour p = © .
ConFch
Définition de l'espace H};G., - 1¢pgoo

H;)g = {FeLp ou bien 1) F

(1% P
% ou fj(e. Ye H Vj}

0
Tto 2
M
" orh
RS
®
L

@ ,
. ix E: inx
ou bien 2) F(e ") wn !Pne ou \pnem

‘n=o

Démontrons l'équivalence de 1) et.de 2) :



1) = 2)
En effet

= ' =n
0, ) = [ (r, A de

it

=T _
ij A de = an(fj)

comme £,€HP ¥, ‘alors a (£.) = o ¥ n<o
J noj
=> ¢ (F) = o Vn<o , ,

C.Q.F.D,

2) =>1)

En effet,
pour Vj , on a par l'hypothése p_=o n<o
-n
(9, (®), e ) = o = I (F, e) 2™ de = an(f))

done fj€Hp V= 1,2,...

C.Q.F.D,

I1 est aisé de vérifier que H%. est un sous-espace vecto=
riel fermé de LI;G‘ pour V¥Vp : lspsow

€ H 2 e =
SOit F L% s GCL% o ] 1

on a
J|(F,G) | de < NIF)| _ llcl|
s p q
Ly Ly
en effet
JI(F,G)Idr < JHFH [1G]] do <lIF)| _ 1G]]
s - p q
¥ (4 Ly Ly

si p=2



(F,G)2 = [(F,G%@ do définit 'un produit scalaire, Lé? est
L
®

donc un espace de Hilbert.

Lemme. - (F est orthogonale &8 G p.p. dans') <> (FlﬂPG dans
LQZG pour Vn) .

Preuve, =
( =>) est bien évident.
(<= ) en effet, par hypothdse

on a : (3) JkF,G%Kan de = o0 ¥n
comme (F,G)e’.L1 d'aprés 1“inéga1ité de H&lder (3) donne :
an(éF,G >) = o pour Vn donc
(F,G6) = o PP
C.Q.F.D,
Définition d'une fonction directionnelle (£.d.) (range fonction).=-

Une fonction directionneile est une fonction ﬁ(eix) défi-
nie p.p. sur le cercle dont les Yaleurs sont des sous-espaces
fermés de % . On dira que ﬂ(elx) est mesurable si le projec-
teur P(eix) de ¥ sur f:!(eiﬂX
(P(e-ix)\.p,\p) est mesurable pour Yy , ye8

Y est mesurable c¢c.a.d.

Lemme, = Si U(elx) est mesurable alors P(elx) F(elx) est

: . ) i x
mesurable pour toute fonction F,(e:L ) mesurable.

Preuve, - Comme

ix

(P(e™) F(e™), ®)y, = (RPW)y,

remarquer que P est un projecteur autoadjoint en presque chaque
point, PY est mesurable donc (F,Plf’)ﬂ‘g est mesurable donc
P(eix) F(e'®) est mesurable pour YF(elX) mesurable

C.QOFGDO



Définition de l'espace ‘m% —_—

My désigne l’ensemble des fonctions Fé-Lé tq :
F(el®) e a(e!™ p.p.
On a le théoréme suivant s

Théoréme, - '%U est un sous=espace fermé de ng dont le compién

. 2
mentaire dans L% est 4%1_
( 5¥(elx) = complémentaire de 5(e**))
Le projecteur auto=-adjoint sur W% est P
ot (PF) (e**) = p(e™®) F(*%) .

. 2
Preuve. = Soit F i
nem’d si Fn converge dans L“é@ vers F

. . ix
on peut extraire une sous-suite F, (e”™™) qui converge vers

i _ i i J .
F(e™™) p.p. or Fnj(elx)e,ﬁ(elx) p.p. donc F €My ce
qui démontre que ﬂlﬁ est fermé dans L;@ . Le projecteur

ﬁL(elx) est mesurable en m&me temps que ﬂ(elx) car
Pyrle™) = (1 = By) (™)
Il est éVident'qUe
mjim‘jJ_ dans ng
car F(élx)emj
(;€ﬂ%L

done (F,G) , =L[(FQG) do- = o
Ly

i
[e]
o
-3
lg=]
o

} = (r(e'®) , ey

On peut alors écrire
L2, =m, @m, O 2
%6 ] gt
Démontrons que 2 2{0}
En effet, soit Fe2Z
eix)

P( le projecteur sur (e ™)



On a :
ix
)

P(e F(e'®) est mesurable et €y

donc
(I = PI)Femy
=> F = PF + (I - P)Fem, @y
ce éui démontre que Z = {o}
=2 L%@ =My Dy,
coa.d, miy =,

Il nous reste & démontrer que :

(PF) (™) P(e™™) F(e™™) est le projecteur auto-adjoint

]

sur “15 o
En effet, il est aisé de vérifier que P ainsi défini est

un projecteur car

P2 = P et P est borné dans L%@

de plus P est auto-adjoint car :

(PF,6) , -—-J(PF,G)er do =J (F,PG)% doe = (F,PG) ,
Lye | | Lo

dont P est un projecteur auto=adjoint ddns L%B et son image

est econtenu dans ﬂmﬁ o

Nous allons démontrer que 3
2, _
En effet considérons l'opérateur P, défini par :
i
(PuF)(e™) = Py (™) F(e™™)
on a @
ix>

F(el®) = (P,F) (eI*y 4+ (P4iF) (e pour VF

Co.a.d.



2 .
or Ly, =My @y
2
PﬂL%CﬂLﬂ
P LZC
U.L ’“lJL
A 2
donec : “‘s = PUL%
Tyl = Fyl Lye

- 12 -

C.Q.F.D,
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. DEUXIEME SEANCE

Définition. =~ Soit Af, un sous~espace fermé dans L%G M, est

dit simplement invariant (s.i.) si
N m i T, VA
est dit complétement invariant (c.i.) si
L = M [&8

Il s'agit de déterminer les sous~espaces T compl&tement

. . 2 . .
invariants de L% , on a le théoréme suivant

Théor2me. - Les sous-espaces "™ ¢.i. sont exactement les Ty

pour une fonction directiomnelle Y mesurable,

Démonstration. = Il est clair que Mzﬂ est un sous-espace fermé

(¢}

. 2 . 2
.1. et comme L et ¥ sont séparables liespace Lm 1'est
aussi.

e . .
m, et A, ‘étant fermés dans Lé done sont sépavrables; -

Soient  (F F, 5...) une base de MM

i 72

L
(G.1 s G, ,...) celle de ™M

2

I1 est clair que

Vrem ,
(1) *>(F9G%% = o P-P-

Veemg

car n
A F€E M Vn (M est c.i.)

et
A'F 1 G dans L%& ¥n

cela dit, considérons Y 1la fonction directionnelle engendrée

par les {Fj} on a

ME My
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Car Yr € am, =%>F(eix)e ﬁ(eix) P:Pe

de méme, soit JY' 1la fonction directionnelle engendrée par les
{Gj} on a
MLLC:ﬂLjv
et vl 9 p.p. d'aprés (1)

donc 1m9 =M
1
Mye =M

car Lse = M@ m;
m, & My
my €My,
Mg L Moy s

Il nous reste 3 démontrer gque U est mesurable e
soit P le projecteur global de L@g sur M, et P(e™) le
: i
projecteur de 8 sur Y(e ') on a :

ix, 2
e

%y ) PoPo VF e Ly,

(pr(et®) = p(e™®) B¢

donc

PY est une fonction mesurable pour VW e ®

car P\f(elx) = P(elx)% et Ple M
C.G.F,D.

Soit M), un sous-espace fermé simplement invariant
on pose

mg, = AT

on a

(m*n+1 C% 'TQ’n Vn

poser
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= U 2
ﬂz’noo 'n+==ooc' L'ae

Il est clair que M et M, 00 séont c.i., donc il existe

deux fonctions directionnelles Ul s 32 t q
Moy =My
2
Mo "

comme Moo %m‘_m alors 52(e1x)c ﬁl(eix) P.p. et

soit ¥ la fonction directionnelle définie par

‘:ﬁ(eix) = ’ﬁ'l(eix) ® ﬂz(eix) PoePs

et soit on a le lemme suivant

Lemme. -
1) m, est s.i.
2) M ={0}
3D g = My
4) E@Ea) @ (M, @M, @ ... (0, ®a, . P ...
5) M= (qen,) @ (M, ©@q,) D ... D (1,
=1 D,

Démonstration, -

1) »m est s.i. car
M=, DN
et 7, est s.1. > W est c¢.i,
2) % comme ¢

B L @ffl,n pour Vn entier positif ou nul

on a ’Yl@ ={0} .
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4) 4, étant s.i. on a
'ﬂ'n+1 i o Vo
on peut écrire
A= [(10in 1@ [MqE@i)® ...
car si non, on aura :

v =[p @nn] [ﬁ.nxzq]@ L.z

et
soit HE Z = Hln @Ay = HE€Ang

n

de mé&me H_i_’fln'rg - X +i'r§"—"? ne in+1‘n

ce qui démontre que
He z
He ﬂ,nqg pour Vn positif

cela implique que : Hew =fo} d'apres (2}

C.Q.%.D,
Définition. ~ 4, est dit pur si ﬁL@»={o}
Remarquer que si T est s.i. pur on peut dcrire
— 2
N=(N AW @ (A & <D ...
d'apreés le raisonnement précédent,
Théoréme, = Soit #, un sous-espace fermé s.i. pur 3 (E19E2’°°°)

une base orthonormale compléte de NS4 N alors chaque

FEM, se laisse représenter d'une fagon unique

F = 2 h, E, {au sens de la norme dans Lé )
J 1
A
N 2
ol hjEH et

.
IF1P, = 2in 2,
Lm' L



et ix ix
F(e ™) = El hj Ej(e ) p.p. dans %
j. g

Démonstration, = Soit (E19 Ezooe) une base orthonormale compléte

de Mn&49, alors :

I
ix _ . ix
HEj(e )”%- i pour Vi et {Ej(e )}j=1

est un systéme orthonormal dans % pour presque chaque x car

pour Vi # k R Yn on a 3

d +
:@%j e "o 1 "l
donce %nEj Llg 2"
ce qui implique que
kﬁEjliEk pour Vné€ 2 si 3 # k
donc Ejj_Ek P.Po si § # k
pour j = k le m8me argument sapplique pour VYn entier difféa=
rent de O
donc NE Wy, = cste = 1 car B} , = 1
5 g Iz :

cela étant,

. -~ : 2
soit FeM = [qoin] @[an e 4 2] @ ...
on peut écrire F=7F 4+ F, 4+ .00

comme ‘{Ej } est une base orthonormale de @ A

i

{ﬁ,nEj} est une base orthonormale de ﬂ,nﬂf P
3

Fn = E a§n> anjA (au sens de la norae L%%}

F_I| - E : ianlz {th. de Parseval)
no.2 3
L



et on peut écrire

€3
r = ‘& Fn au sens de la norme L%
n=o0
®
=
= §> aSn) 1n E,
£ 22 :
J
avec
e
2 ' n) 2
(1 RN, = o fiE = 2 ai™) < @
ng n=o0 Ly nj
Fixons x {Ej(elx)} sont orthogonaux 2 3 2 d'apreés

ce qul précede.

pour Vi ; on pose

@
h, = . a{n)nn
J n=o J
il est clair que
h,€H2 >
J ) )
ih, 112, = = |2l ()
it 2 n=o 3
L
et
(n)
h,) = 3
an( 3 a, (3)

a l'aide de (1) + (2), il est légitime d'écrire
v ix " ix ix
F(e = h,{e E,(e”
) = 2 byt B (e
J
N ?
qui existe dans ¥ p.p.x et |IF| = 2 ; TRl

[
il nous reste & démontrer que F = P-P-
pour cela, il nous suffit de démontrer que les projections de F

9 n n+1 ' N :
et de F sur chaque X T @ % n n=0,1,2.,.,. sont les mé&mes.
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En effet
) | _ ix _ (o)
(3) (F’Ek) 2 J(:E:hj Ej . Ek%mdv —}hk(e Ydo = a,
k4

L.
dfapras (2)
et

' - (o) ' . Joi
(&) (F,Ek)L;‘~J ( %‘ 2 Ej , Ek%kda' ay

car Ejl ank Vn»>o , donc les termes a§n) pour n # o
n'interviennent pas dans (F, E_) .
k7_2
Ly
(3) et (4) donnent
Y
(F, B) , = (F, B) , Vk ,
de méme
n o
(F, 2" E) , = (F, & E) , Vn>o , Vk- ,

C.Q.F.D.
nous allons dans ce qui suit caractériser les sous-espaces 9 s.i.
d L2
e m ©
Considérons Q@i un espace de Hilbert dont la dimension
(finie ou infinie) est égale & celle de LetM qui est
appelé rang de 4 . Il est clair que le rang de MNEAN est O

si et seulement si 4, est c.i.

Soit (?1 s $§oeo) une base. de m%

de 1&g N , définissons l'opérateur U par

"(Ej)jal une base

Us = R ]
LT Vi

w(d® ¢.) = 4" E, .
( 37 T A Ey

L'opérateur W ainsi défini est :
1) une isométrie de ‘381 sur M @ #4n

2) une isométrie de Lé, sur q’a) o
A -
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En effet, comme %W transforme une base de 'Ml en une base de

1 A7 dome 1) est démontré,

Pour démontrer 2) il nous suffit de remarquer que l'ensemble
Ej 2
G/={ h, E, h,€ L
i3 3
E hthZ <+ o0
LZ

est identique 2

A -transforme donc un ensemble total de Lé en un ensemble dense
de ﬂ;m donc % est une isométrie de Léi ! sur &Ffwuoo .
Cela étant, définissons l'opérateur M&eix) pour presque chague x
par :

i ix

u(e®) p, = E (') V3 .
3 J

Par sa définition m8éme,. rw(elx) est une fonction mesurable et

i sométrique p.p. de %1 dans % .

Soit T 1la fonction directionnelle définie par :

ix

g(e™®) = sp{ Ej(e’H} c® pep.

c.a.d. le sous-espace vectoriel fermé engendré par .{Ej(elxﬁgfa
D'apréds ce qui préceéde Qb(eix) est une isométrie de ﬁa sut
ix
7(e”™™) p.p.
Soit maintenant l1'opérateur global W défini par

(wrF) ™) =we™ vty pp. VFé:Lél :

2 ;
I1 est clair que QLHm est simplement invariant et pur,

D'aprés ce qui précéde et d°a%rés le théoréme précédent on a :

2 _ :

donc on a le théor2me suivant



Théoréme de Beurling-Lax,

Soit 4 un sous espace s.i. pur CL%%
alors 3 2
m =%H%
1
, convenablement choisi et W tq

pour un espace de Hilbert
x de ?@1 dans ®

ix . . .
W(e 7) est une isométrie pour presque chaque

Soit M, un sous-espace s.i. -CL%
alors : m= %m@-‘fl

oi 4 est s.i. et pur, ﬂ%n est c¢,.1i.

donc m

o =My avec K : £.d. mesurable,

o

d'aprads le théoréme précédent on a

fmr—ua;@
by

et
"o Mg
ix

N ix : . . ix ,
ot J(e ™) est l'image de wl(e ™) pour presque chacue e

et
(e ®)y L ® (e™%) DoPo

car mma) est c¢.i.

donc le théoréme précédent peut s'énoncer sous une autre forme,

Théoréme° - Tout sous-espace ™M s.,i. de ,Lé est de la forme

_ 2
est un espace de Hilbert convenablement choisi, nb(elx)

ot %1
est une isométrie de '81 dans 8 p.p. dont les wvaleurs sont
ix
") p.p.

U(elx) et .H(eix) est orthogonal a K (e

et

Dans ce qui suit nous allons étudier l'opérateur W précédent

on a le théoréme suivant
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Théoreéme., -
U = 14 psp. dans %1
u wf = proje_cteu'r de %® sur U(eix)p;p,

Démonstration, - comme

3
= . = 29
(W e, %@1 (W P ,,%ﬂ?:‘%g C e W%:L . Vpew,

donc

Wb Py = P, - pour chaque j
autremeﬁt dit :
By = Identité sur %1 *":4

- Cela implique que WW'= identité sur 5 ,

Il nous reste donc & démontrer que wwk o sur gl .,

soit Feg LZ

e 4 FLJI PeDo
alors
‘(%%F’W)%l = {Fsuﬂ?)% = 0 PoPo
donc

wWrF = 0 DePo

i

SOwoT
Q. FLD,

oty

[t

ba g
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TROISIEME SEANCE

Définition, - Soit M, un sous-espace vectoriel fermé de Lag R
m, est dit complet si mcmga—>5(elx) = 98 D.D.

Soit M, un sous-espace s.,i. d'aprés le théoréme

de Beurling-Lax

m, =’“’LK &) wu?

L
et soit
g(e™) =w(erng,
on a |
my = (uH:Gl)_oo

donc si M est complet alors

%= 7(el®) @ w (1) p.p.

M, est dit pur si ’"’L,K={O}

2 _
ou ‘LLH,*;1 ~{0}

Proposition. - Soit m, s.i.(:H",)'a alors "M, est pur.

Démonstration. = c'est évident !

Définition, - W est dite analytique si

2
WP EHo Moedw, .

Lemme. - Soit W% isométrique p.p. de '81 dans % alors

(W est analytique)®> ('(LH.; c H%c,) .

1
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Preuve, = (=>) Soit {Pj}?:l une base orthonormale de Qﬁl

2

k k 2
€ =3 : =W
V‘Pj ewl ) ‘u"'fj H% => X u‘?j 1 "Pj éHige VRao
or 1'ensembie
n _ 2
{x pj 3 mo=0,1,2... } engendre Hyp
i = 19200090 } 1
dohc :
2 2
MbH161<:EQG

(<= ) c'est trivial
C.Q.F.D.

Définition., - = J est dite analytique s'il existe un ensemble

oy 2 .
dgnombrable {Fj} dans H..aG toq.
. |
7(e’™) = sp{F (")} p.p.

notation 3 sp{Fj(e )} le sous-espace fermé engendré par

)} dans %

Théoréme. = A chaque J fonction directionnelle analytique
on peut choisir des Fj soit Ej dans H; t.q. les
{Ej(eix)}q) forment p.p. une base orthonormale de

j=1

g(et*) |

~Preuve, = Soit &ﬁ =4ﬂ3ﬁ H

Il est clair que Y

2
:

est un sous-espace s.i. et pur

_ 3
.donc d'aprés le théordme de Beurling-Lax on a :
‘ a2
Gj —Qbﬂml

ot Uielx) est une isométrie &e'£1 sur U(elx) p.DP. et WU
est analytique car :

G =1LH2

C H,
J Qﬁ

2
'w o
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Soit  Ej = u,gj‘ ol (gj) est une base orthonormale.de Qa

on a déja remarqué que les {Ej} sont orthonormales p.p.

[ﬂ,(eix) étant isométrique ,p;pJ

or Sp(Ej(eix)] = g(et¥) P.po

dong les {Ej} ‘ont les propriétés demandées (puisque U

. . 2
analytique u&ej) = Ejeﬂ,aG Vi )

C.Q.F.D,

Corollaire. = Si J est une fonction directionnelle analy-

tique alors sa dimension est constante dans le sens que

dim 3(eix) - N p.p.
~ou bien

m p.pQ

Preuve. = En éffet
ix _ g ix
Sp{Ej,(e Y} = 3(e™) P-P.
donc
o~
Card {(Ej)}— Card (ej) P-Po

et le dernier est constant
C.Q.F.D.

Définition, = U est dite fonction unitaire si elle opére
dans un m&me espace de Hilbert ® et ses valeurs sont unitaires

et 1b(elx) est mesurable,

Il est aisé de vérifier que si W est une fonction unitaire
alors :

WH =M est un sous-espace 3

2
®
1) s.i.
2) pur

3) complet



Si de plus «n,=u,H§G C'ng alors A est dite intérieure.

Lemme. - Si AU est uhitaire

2

on a : ('%H%

= que) <= (A opérateur conmstant) .

Preuve. = Condition suffisante :

Si MM est constante unitaire alors
© .
)

(w(e™™) 3=1 forment p.p. une autre base de I

®3

Condition nécessaire :

Si 'u;H:G = H; alors U est analytique
et
wWw nge = =H,§e = u’*né car Wu = Id p.p.

done W* est analytique

donc Vy ,¥e% on a :
(%*tp,lp) = (Y ,LP) est analytique

or (W, 9 ) est analytique

donc @ .

(we,p) = TY,W P ) est analytique

= (WyY,¥Y ) est constante => U est un opérateur

constant unitaire.

C.Q.F.D.
Théorgme. -~ Soient W et V deux isométries de ‘361 dans
%  p.p. alops : '

2
1 H =
) w %, H% )

si et seulement si WU =4YA

ot A est unitaire constant dans %1

2) uH?‘ C 'u'Hz

¥y %q



si et seulement si W=9Q

ot Q est analytique et isométrique dans ?61 .

Preuve, «

Remarquer que 1) résulte de 2)

Donc il nous reste & démontrer 2).

2) si qu CJVH%G on aura @
% 1
A, 2 2
Q‘M.Haglc qul

poser Q =v*u

00

alors QH%6 C H%e
1

i
done Q est amalytique,

Q est isométrique car 3

Q =™

W étant isométrique, et ¥7 conserve les normes pour les éléments
de Mﬁa =ﬂL%& .

enfin 4L = 'U’Q

C.Q.F.D.,

Soit J une fonction directionnelle analytique on peut
choisir un nombre dénombrable (Ej) d'éléments de H%G t.q.
{Ej(eix)}jal forment2 p-P. une base orthonormale de U(eix)
et de plus chaque F€Hg & valeurs dans J s'écrit comme

S hE,  avec hjeHZ une telle famille (E,

base analyfique extérieure de T .

) est appelée

Théoréme. = Soit {E'j}j>1 une autre base analytique extérieure

de J alors Ef peut. slécrire

3
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o
ix ' ix
Ef(e™) = a,, E (e™™)
i &1 jk "k°
ot A = (ajsk)j,kﬂ.eSt une matrice unitaire constante

Il y a d"autres bases analytiques non extérieures en voici
une .

Soit V' intérieur non constant dans 961 alors

E . }l={w ve est une telle base de Y
3 i}

pour presque chaque point {Ej(eix)} est une base orthonormale
de U(eix) mais UJVHgg. ne remplit pas GLJ tout entier parce

2 2 1
ue V C H
! Hzcl F %

Soit M, un sous~-espace s.i. pur c_Hée

alors ML=1LH? , soit J 1la £f.d. engendré_par L

%1
meay =17H;a =4ﬂﬁf\H%B ; WV est isométrique extérieure,

d'aprés le théoréme précédent
/u,-_.-AfQ

ot Q est intérieure.
Donec 1'étude de M est réduite :

1°) & 1'étude de erl.‘.’,z6 ou a 1'étude de Q intérieure dans '361
4
et

2°) a 1'étude de 4fHé .omu a l'étude de J =®W%1 f.d. analyti=
que. 1
Théordme, - AU et N étant intérieures :

alors

(1LH€G<:1fH;£<¢:> (w="w

ot W est intérieure).

Démonstration. = c'est évident.




QUATRIEME et CINQUIEME SEANCES

Rapppel ¢ Soit M um opérateur Auto-adjoint de % dans lui-m@me
alors il existe ume famille spectrale (P,) toq{ g

1) Py est croissante en c.a.d, PP =P si

2) 1lim P,=0

A= au sens de la topologie forte
3) lim P’\= I ‘
A= =00
et
oo _
M =J del si M est noh bormné
= OO
il
M é[ APy s8i M est bormé,
=l Ml
Remarques 3 2) et 3) somt équivalentes &
a) N K®w=0
A =00
Uk =%
A=500

b) S M’ est non bormé, le domaime de définmitiom de
M :(D(M)) consiste én tous les éléments xc '8 toqg. 3

2

By dllPlez <+eo .

= 00

¢) Soit £ une fonction réelle continue et bornée.

1'intégrale vectorielle £(M) = [ £(1) dB  est bien définie
. L {2
comme un opérateur auto-adjoint bormé, en particuliersif( ) = et ",

@ .
LiM =J eilde

w



et on a le théorgme suivant 3

unitaire

t

Théoréme de Stone; = Chagque groupe & un paramétre V
' et continu est de la forme
eitM

Vt =

ot M est auto-adjoint de ¥ dans lui-m&me, non nécessaif

rement borné, ' et M parfaitement déterminé par {Vt} ;

De plus étant donnés les Vt

iMx = lim ——=— , YxeDd M
t—=>0

pour la morme de €
et cette limite n’existe pas si x#'@M .

Cela étant, soit 4 unitaire dans % P.P. et mesurable il est
clair que m,=¢wu.§g est s.i. pur et complet; donc si
P, est le projecteur sur dmn=~xnan,

alors la suite (Pn) est décroissante et

lim . P =0
n$400 M
lim P_= 1T
R—> = 00
poser Py é Pn si n=l<Agn
I'= P =Q,on a:
lim Q. =1
’nim n w
lim Qn = 0

n--00
d'aprés la théorie de la décomposition spectrale om peut écrire

- ita = it
Vt "'J e dQ)‘ e e dP)‘

Comme M est pur alors om a 3



ou

ler cas.

sur R

m=(Mmeim) & (1me xzm) ® ...

= 8si M= H§€
alors
_ R
R =4"%
s Vt est lé multipiication scalaire par
Vt(einx?) - ein(x+tx?

poser TtF(elx) = F(ei(x+t)}

T F = V_F pour Ft—:,Rn

on sait que B est auto-adjoint et que :

oo
BJ AdPA

= 00

IBCAT¢) = in "¢

- 31

itn
e

3



donc iBF = 2—'F pour FeR
dx n

Il est aisé de vérifier que
D(B) =={Fe L;,/ F(eix)ﬂ' Z 1" Pa
> 2l 112 < o

et ce domaine est identique 2 l'ensemble des F t;q;

v F-F

1im ' = iBF
t

t=>0

V.F = TF VFee@(B)

done TtF“F v

lim - = F' = 1BF VFed (B)
t%fo

De plus tout Fe€ O (B) est continu :

car a
ZPICN
n .

alors

o 32 =

Z “ZH\Pn”z<+°° = z : I || <+o0 dfaprds

1'inégalité de Holder.

Ce qui implique que

F = E @n x? est continu,

2éme cas, = m=wu§cc_u,§6 ot WU est unitaire
00
B = = J ldPl
= 00

comme ™. est pur on peut écrire 3
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m= (meim @ @me 1’m) @ ...

LED WLE) @ (W1'B) @ ...
=R, ® R; OR, ceo
il est clair que 3
{B(w 1"P) = in( A @) =un( 17¢)

C.a,d,
iBU = UD sur R » Vn

et on a le théoréme suivant

Théoréme, =

yF € D(B)
[Fed ()] @{ et

iBUF = UDF VFed (D) }

Preuve. - c'est évident, la démonstration découle immédiatement
de la définition de D(B) .

Définition. - W est dit dérivable si

u(ei(x+t)); uieix)

lim ry

£ >0

existe dans le sems

qu'il existe um opérateur w (e1¥) t.g :

Ttu,a w .
, _ uﬂ“ .
t L2 t—=o0
%

0

o |

"Propositiomn, - U” est dérivable en mé@me temps que WU et

'[Ll’f= u*)
Preuve. - (1) donne
Ttvc*- W
| —— - w Tt 200 :
Lpe = C.Q.F.D.
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on sait que I = uAU*

done

0 = wads waur (2)

et on pose
>
- 1M o=yt
(2) implique que M = M¥

. Lemme, « Soit Q un opérateur borné dans Lé; qui commute
avec toutes les multiplications par des fonctions scalaires
bornées (c.a.d. ‘pour toute fonction scalaire bormnée
ix

q(e””) om a :

ix - . 2

q(e”")QF = Q(qF) VFe Ly )

’ BV
alors il existe une fonction Q(eix) dont les wvaleurs sont
des opérateurs dans® t.q. @

i3 ,
(QF)(eix) = Qe ™) F(eix) P.P. pour VF;,Lés

De plus

o, ix i
ess-sup lQCe™ ™) = HQH 2 .
% Loe

Preuve, - Il nous suffit de démontrer le lemme pour le cas de

dimension finie car dans le cas infini,

Soit {en} une base de ¥ ,
P le projecteur de ¥ sur Sp {el’°°°’en}

il est clair que Pn commute avec toutes les multiplica=
tions scalaires donc PnQPn aussi, Vmn , le lemme étant

démontré pour le cas de dimension finie domc il existe um opé-



) ix
rateur Qn(e ) t.q.

(P QP ) est défini par 8 (eix)
n n ‘ n

et le lemme sera démontré em faisant temndre wm vers l'infini,

Cela étamt, nous supposons % de dimension finie.

Soit €y secesey une base de ¥ , on pose :

w eix)

Q(

e

j = (Q ej)(eix)

nous allons démontrer que

2

(QF) (e1¥) = a(eix) F(eix) p.p. pour VF €Ly, -

En effet c'est évident pour V@€ et pour tout polyndme
trigonométrique car Q est supposé commuter avec toutes les

multiplications scalaires.

Soit Fe Lé; » 11 existe une suite de polyndmes Pn qui

tend vers F dans L,(]e s On peut em extraire une sous suite
Fn qui tend vers F PP
3
done
o ix o i i
Q(e™™) F (eix) —> Q(e*®) F(e™™) PeDo

i
et

QEmj = QF dans L%@

autrement dit

(QF)(eiX) = a(eix)F(gix

) PoPo

I1 nous reste a démontrer que

sup»esé“ 3(ei")l1%=llQﬂ 2

X Loe
Il est clair que 3
o, i
sup esd| Qe x)“ EHQH 9 .
b4 % L?ﬁ

si
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vooix
sup ||QCe" )] > |lqQl
x ® IL%&

alors il existe € , un ensemble §% de mesure non nulle

(- (£)>0) et un ¢c'® de norme 1 t.q. :

IlS(eix)\e_II%; Q1 , € sur &
Lo

Soit F 1la fonctionm définie par :

F(eix) - {tp x €%

o x4 ¢
Fe LBZC et llFIIZZ =J||‘P|12dr=r('§)
Lg g ©
et
loFi|?, =J1‘18<ei"> F(e'®)2de 2 Qi+ € )2 e (g)
L %
donc

IeFl? = clai+ € )% (8 = dii+ &) F)?

ce qui est impossible.

C.Q.F,D.

donc si Q satisfait le lemme précédent om écrit Q(eix) au
lieu de 6(eix) 0

Théoréme, = Si- U est dérivable alors
D(B) =D(iD) et
B e« il =~ M

ot M est auto-adjoint ‘borné et commute avec toutes les multi-

plications scalaires, donc d'aprds le lemme précédent

™) sl ’
% Lue



Preuve, = Le théorime résulte de ce qui préceéde
C.Q.F.D.
Par définition

M o=+ U =W = IMUL = We = iM(Wp) Vpe®

I1 est aisé de vérifier que :

(F’eQ)BCB, BF = 0) <> (FeRo ={uy/pewl)

donc si Fe‘.R.o alors F est une solution de l'équation

différentielle F'= {MF inversement on a le théoréme suivant :

Théorédme, = Si F est une solution dans le seas ordinairede

l'équation différentielle
F! = iMF (3)

alors Fe&R
o)

Predvve, = Nous savoms que Ue est une fonctiom continue pour
Vo€ 36 donc = U(1l) est um opérateur bienm défini poser
Yy = wl(1)

U, (1) =1 dans %

et ul, vérifie 1'équation
ur = iM W
donc on peut supposer que YU(1) = 1 dans 96 et pour

chaque ®€7%% ', Wy est une solution F de (3) avec
F(1) = ¢ .
Cela étant, soit G une solutiom de (3) t.q. G(1) =¢ d'apres

ce qui précdde, il existe un Fe R qui est une solution de (3)

avec la condition imitiale F(1) =0?
or F-G est une solution de (3) et
(F=G)(1) = 0 domc la théorie classique des équationms
différentielles affirme que F =G

autrement dit G6R0 C.Q.F.D.



= 38 =

Dans ce qui suit nous avons besoin du lemme suivant
(sané démonstration).
. . 2
Lemme, =  Soit M un opérateur de Lge tel que :

a) IIM(eix

)H%~§K <+o
b) M(e'®) est a.a. presque partout

alors « iD = M est un opérateur a.a. dans L%G dont .
le domaine est (D) .

D'aprés ce qui précéde, 3 tout sous-espace M s,i., pur et
complet de Li; correspond un opérateur unitaire W et si W

est dérivable, 2 M correspond un opérateur M
M o= + fuwt’ .
. ix .
Inversement, si seulement M(el ) est borné a.,a. en posant

B = <iD = M qui est un opérateur a.a., dans

L%ﬁ 3 domaine (D), on retrouve

B = [ adpy
i} 2 _ a2
m = PmOL% ’uﬂx

et les éléments de ™M@ AM sont exactement les solutions de

1'équation différentielle F' = iMF .

D*aprés ce qui précéde on:a vu que si Fé.L?aG étant une
solution de i“équation différentielle :

F' = IMF

est une solution de BF = 0 alors F est périodique donc pour
que le probléme soit possible il faut que toute solutiom de

1'équation F' = iMF soit périodique et on a le lemme suivant :
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Lemme, - F étant une solution classique de F' = iMF

(F solution de BF = 0)<> (F est périodique) .

Preuve. = En effet, il nous suffit de démontrer que

Feo'DiD

F‘ru_Z 1% ¢_ comme F' = iMF =>F'e L%&

F'w i Z n? ANy @Z Hy [I° <tw =>Fed
C.Q.F.D.

~Théoréme. ~ Si B + iD est un opérateur borné dams L%

avec B a.a. sur $(iD)

(0 0}

et Pk+n = % Pnﬂ, ( avec B -f ),dPl )

=
alors B = ~ iD - M avec un opérateur borné M auto~
adjoint.

Inversement si B ==iD = M avec ‘M. opérateur bormé a.a.

M alors

A+n A

Preuve, =~

(=)

poser Q, = A" Py 170

Il est aisé de vérifier que (Ql ) est un projectéur dans

L%e et que (Qx ) est décroissant,

et lim Q =0 : lim Q. =1
A >4+ 0 A>=0 A

{QL} est la famille spectrale de 1? ;¥ O

donc on peut écrire 3
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©®
A" = - J xd[XnPh 2°"] ce qui a un sens ;
o (0 ‘
] 9 ° = n =R
d'aprés l'hypothése : Ph+n .8 %ﬁn
on a @
n -n @ 0D
A BX = -J (A =n) d%ﬂ = nj 2dP  ~nl (4)
= Ve

Le m&me raisonnement appliqué 3 =iD donne :
~ iD - nI = A"(-iD) 47"

cela implique :

A [B =(~iD)] ™™ =B + 1D

c.a.d, B + iD commute avec toutes les multiplications scalaires
donc d'apr2s le lemme (page 34) B +iD est a.a. et B + iD
est défini par M(eix) t.q. M est a.a. -et bormé

autrement dit B ==iD - M

C.Q.F.D,



SIXIEME SEANCE

Dfaprés ce qui précédde, & chaque sous-espace s.i., pur
et complet mC Ha; correspoand un opérateur M a.a, bormé
dans m% (4 condition que W soit dérivable avec MH€€=”W)

et que toute solution de 1'6quation différentielle
F' = {MF appartient 3 Po = 1 ¥
o0
et B = = f ldP1
= 0D

_ N =-n
avec Pn+k_ A Pl % °

Probléme : Est ce -qu'on peut faire correspondre & tout opéra=
teur M a.a. borné dans L%G um sous~espace s,i. pur et

complet ™M ?

D'apres le raisonnement précédent, on trouve une condition
nécessaire c'est que la famille spectrale (P, ) est une

f onction de saits aux entiers {m} .

. 2
comme «iD - M est un opérateur a.a. dans L on peut

%
écrire
o
= iD = M = = J ldPL
= 00
si de plus (Pk)x=ua> satisfait a :
= oD -n ‘ .
PA+~y- 1P A YA , Va entier

on peut démontrer .en posant 3
_ 2
" -‘-PuoLGG

que M| est le sous-espace s.i1, pur et compiet correspondant
a M '

En effet, comme
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Lim P =0

n- +o0o

Lim P =1
n

n - =00

et
I ! =1
Pk+n, A Pli

alors m,= PaoLic est s.i. , pur et complet.

2&me probléme : Etant donné M un opéfateur a.a., dans L%c t@q;

“M(elxMLR§:K<a> . Est ce que toute solution de 1'équation diffé-
2

rentielle F' = iMF est & la fois périodique et de classe He
Remarquer que d’aprés la théorie classique des équations différen-
tielles si M ~est analytiqué toute solution de 1'équation diffé-

rentielle F' =iMF est analytique,

Or dans le cas que nous étudions, on peut trouver des opéra-.
teurs M dans Lé; non analytique tandis que toute solution de

l1'équation différentielle

F' = iMF est de classe H%c o

par exemple si W est dérivable, M = iuwuu® n'est pas analy-

tique car M = M* .

2
Etant donnés 2 opérateurs M et N a.a. dans Lﬂc t.q.

IIM(elx)H%§ K<too 3 ]IN(elX)II%\sK«n

et 3 M et N correspondent 2 opérateurs U et W’ et on

a le théoréme suivant

Théordme, - Pour que u,H%Gc ’U’Hgg il faut et il suffit que
f(=iD=M) 2 £(=iD=N) pour toute fonction £ réelle continue

bornée et croissante.
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Preuve, - Comme f est supposée réelle continue et bornée

donc oo
f(=iD=M) = -J £QA) dPl est un opérateur borné dans

de m&me pour 1l'opérateur :
®
f(=iD-N) = -{ £(x) dQ,
- Q0
La relation d'ordre

£(-iD-M) g £(~iD-N)

peut s’interpréter par :

(£(-iD-M)F,F) £ (£(-iD-N)F,F) , VFQL,ZR

c.a.d,

2
(1) - If( A) d(PlF,F) s ~Jf(l) d(Q,F,F) , VFe Lae

poser
dug (X)) = -d(PyF,F)
dp, (X ) = -d(Q,F,F)
qui sont des mesures positives
o A
poser : nl(l ) = duy (t)
V-
rd
HQ(A') = dpa(t) qui sont des fonctions
Jooo croissantes.

En intégrant par parties, (1) peut s'écrire

@

: oo
_J py (A) dECA) §~J B, (A ) dE(X) (2)
P

=00

pour toute f réelle, continue bornée et croissante

donc
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M (AD 2 p(A) VX

A
or py (A1) =J d(Q,F,F)

= 00

py (1) = Il (z-QFI?

de méme
py (A =li(ze,)Fll?

» 2 2 . 2
(py (A )z p, (M) = Py Fll"s 1Q FIIT) , VA, VFE Ly (3))
I1 nous reste & démontrer que
(3) <= (wn?, c v1r2)
: .4 ®
En effet
ip, F Il et |[Q,FIl désignent les normes

des projections de FeL%g sur ‘u;H%G et sur VH%G respective-

ment done

. 2 2
(3) <= ('U.H.acc «m,ae)
C.Q.F.D,
Corollaire. - Si M est intérieur: alors M est zo pP-P.

"Démonstration :

En effet, % &tant intérieur =>4LH%¢,CH-§e

on pose # = 1 1le théoréme précédent démontre que :

£(=iD-M) < £(-1iD) pdur toute fonction f réelle
‘continue bornée et croissante car N=0

en particulier on prend F(2a ) =X
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et posons

£ (L) =X A gn
n
f () =m A=zn
n
fi(x,) =en AL s=n

ﬁm(l ) est réelle, continue, bornée et croissante donc :

£ (-iD-M) g fn(-iD)

c.a.,d, pour VFe D on a :

(iD)

(£ (~iD-M)F,F) < (f (=iD)F,F)
n ~ n .

L2 L7
or
Lim(f_(-iD-MF,F) =((~iD~M)F,F)
n : 2 2
n > +mo Lygg LQG

Lim (f (—’iD)_F,F)Lz = (-iD.F,F)
n >+ 00 n %

‘donc  ((-iD-M)F,F) < (-iD.F,F) , VFe_fDiD
ce qui démontre que

=iD=M < =1iD
autrement dit

Mz20 dans L,ae

done

COQ‘QFQD.

Comme M vérifie
M? = wwt (4)
‘donc si W correspondant est intérieur d'aprés le corollaire
précédent M20 et M est bien déterminé par (4).



SEPTIEME SEANCE

Définition. - Soient T un opérateur borné dans % , S un

Qﬁérateur borné dé&fini sur g¢' et 2 valeurs dans .%C)‘Q un isomor-

phisme de % sur %°' .

T est dit semblable a 8 (Twv 8)
si 5Q = QT .

De plus si %= %' et Q est unitaire, T et S sont

dits unitairement semblables.

Probléme : Est ce vrai que tout opérateur borné T défini sur %
a valeurs dans ® (dim% >1) posséde un sous-espace fermé ’Bﬁo

non vide '}60%:'36 t.q. 3

T < % ?
o o
La réponse est positive quand ® est de dimension finie.

Mé&me si 9% n'est pas séparable, la réponse est affirmative en
effet

Soit PEE un élément quelconque non nul de ® ‘350= Sp{ano}:’:o:

l'espace fermé engendré par {T?P}fl:o

I1 est clair que {O}%‘}Gog% (car ¥ n'est pas séparable)
et que T%® C%®
[o] [o]

Dans ce qui suit,%® désigne un espace de Hilbert séparable. Soit
T wun opérateur borné sur % de norme [ITlI<1 .

Considérons l'application :

A R mm—savH,.z&G ®
n n -1
P ——>TFp = gT @) A =(I-AT) 7'

‘1'expression a un sens car ITil<1 .,
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Soit K = A4 , il est aisé de vérifier que

A est un isomorphisme de ¥ sur K,

Considérons 1'opérateur S* défini par 3

e, g2 2
STy Hms‘m“} Hi&
S ,
:2 n E n
) 3
\’nf\, i ‘{n-l—l-ﬂ'
nzo nzo
on a 3

£ GO
F_ = (T ) x ™ = $*F,.
PICERE \

AT = S%*A

S¥ et T sont semblables,

Ce qui implique que 1'hypothése sur les sous-espaces invariants
en général est donc équivalente 2 cette m2me hypothése sur les
sous-espaces kcC H% obtenus précédemment.
. 2
Soit M= Hee @K
- et S8 1lfopérateur défini par :

(o]
5> P 4") = > ¢ A" -t (O P A" )
5) n:

n=o

Il est aisé de vérifier que S* est l'opérateur adjoint
de S dans Hi et que
(s c k) <> (s mcm
done trouver des sous-espaces fermés inveriants pour S*® compris

entre {0} ét KX équivaut 2 trouver des sur-espaces fermés MLO

. . 2
invariants pour S <compris entre ™M et Hoe .

Lemme, - Si ®
- - n n
’J‘C.-{F‘P/ F‘P ;(T P )R } alors
?676

m= H2 K est complet.
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Preuve, = I1 est aisé de vérifier que le vecteur
G = T*? - @ A est orthogonal a % pour er-qe
Soit J une f£.d. t.q.. ¢
’n\.cmg

nous allons démontrer que. S(elx) =

o
o
o

En effet on a :
i
T*?'-fneﬂ(eiﬂ PoPo

or |T¢ll<l done T*- n(elx) est inversible dans % p.p.

ce qui démontre que.
pe(m-a)"te!®) pp. (1)
si tf(eix)i% P.P-

on a ¢

('I.""L--%)m:l 3(eix) E P-P-

ce qui est en contradiction avec (1) car ¥ est choisi arbi-
trairement dans % donc H(eix) =% p.p.

COQGFODD
m étant complet et contenu dans mi doncg

= uu,fe ot W est intérieur.

Proposition. - Les sur espaces de‘miiﬂés sont en correspondance

biunivoque & des facteurs unitaires constants prés avec
les factorisations AL =¥W od ¥ et 4 sont intérieurs.

Si & et W ne sont pas constants

2 2 2
: . c
alors ’U,Hm ; VH,K’.__# H%

Preuve, - La démonstration découle du fait suivant

Soit W et ¥ deux fonctions unitaires alors

2 2 =
(WHC UH%) = (U = yw
oy W est intérieur)
COQOIFODQ
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Conclusion : D'aprés ce qui précéde on se demande si tout

opérateur W intérieur se laisse représenter comme VAW o
V et W sont des opérateurs intérieurs non constants sauf dans

le cas ot la codimension de MH%G dans H%g est égale 2 1 .

On va trouver la forme de m= un%6CH%G si m. est de condimension 1
dans H%e :
M= Hp® K ,  codms= 1 <= dimK=1

Soit Gex s, .G #0

[¢9)
G(x)= :Z: ?nﬂ?

n=o

S¥GEXK car X est invariant pour S* et

® )
F’
s¥G(x) = Zid xnvn+1 =l.§:: pﬂin car dim¥X =1
n=o n=o
donc Wn+1=l?n Vn

cela implique que :

I
W%. A ?o Vn

et lpo#()
done

. @
G(x) = (Z AT ™ ‘Poe}l%e

n=o

®
= > WP <to = nla

n=o

on peut écrire alors :

1
1- ax

G(x) =

¥o

Réciproquement, tout couple (A ,¥P) ot Ir|<l ;Pe9 donne
lieu 2 G et 2 K={A16} invariant pour S* (K est de dim.1)
on va étudier l'espace M = H,gc@ﬂc
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YVFe™M_ on a :

~ =% - -
0=(G,F) = 1 (@,F)dw-=(9,J(1+Xi+”.+£%,n+,..)Fd¢-%%
’ 2 1-a4 %
3
n
or F = E Wn'ﬂ
n:o
done

+00
0= (6,F) , = (¥, anuyn)%= (¢, F (X))
%% n=o

autrement dit

(Fe m )<= (F (1 )LP dans 9% ).
ce qui nous donne le théordme suivant :

Théoréme. =~

(cod M =1) <> (™M consiste en touytes les fonctions F t.q. :
'F(X JLY ot 1 ety sont £fixés)
lAl<1
Pfo , we

Dans ce qui suit nous allons étudier la forme de 4L associé 2a

mﬂi;ﬂ,ll est alsé de vérifier que U est défini par

wely =y si qucp}
< (2)
wzyp =Bk
1-1 2
car 3
UCTIF(L)L® VF € B2

en effet + @
F o= z £, e, ' o £ eH2
i 7] h
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(e)® est une base de ¥ t.q. e, =¢
j?l L] L 1
pour j=1 == U(A)YP=0 d'apras (2)

et j#1 (ej,\P) = o
donc uﬂgﬁc m(a ,P )

et Inversement chaque fonction appartenant a2 m (21 ,%) peut
se mettre sous la forme UF pour une fonction F analytique

ce qui donne

2 _
uH?Gd"L(l,LP)

oY

iM = 41:‘1

ot M est l'opérateur correspondant a(y , 1)

Comme
ix _ .
YU(e ™y =p si Yl

wi(el*yy = 0 si YLy

ix
.._f.._.....}.{. ¢ (par définition de u(e*)

et U (e ) T
1- e

2.
X

1-|AI2

(P
(1-24)2

= ix

iMy = wau?

1- a2

= 1 l.?

111412
et iMy = wWWly = 0 si YLy
pour A= 0 = iMy = iy

ix

M(e”™") = projection de % sur (LP}

c'est le cas ot U est trivialement non factorisable. Est ce

que 1l'on peut trouver d'autres WU non factorisables en étudiant



les M qui sont des projecteurs p.p; ?

La réponse est négative, en effet on a le théorzme

suivant

Théoréme, =~ Si M(elx) est un projecteur dans % pour presque
chaque x et si W'=iMWA ot W est intérieur alors W
est factorisable, sauf dans le cas oi M est constant

et son image est de dimension 1 .

Démonstration. - La démonstrgation se divise en plusieurs étapes

supposer que M n'est pas constant et.que W n'est pas

factorisable (cas ot M est constant est trivial)

ladre étape : W étant supposé intérieur pour

VFe uuﬁe = m on va démontrer que MFeH.%C (remarquer que M
n'est pas analytique car M est auto-adjoint) en effet soit
9
€ . = 1Y
CEHy t.q F = UG
on a WG =. iMF

(W étant analytique) = AL'G 1l'est aussi donc MF 1l'lest.

o 2 2
22me étape : Poser 'YYL={F€H,36/MF€ Hoe }

. V]
Il est aisé de vérifier quem est un s.e.v. invariant

fétmé‘propre de Hég_et que

~ 2
«Qj:mliﬁqﬂ

Par 1'hypothése provisoire : "W est non factorisable"

n)
nous avons m ="

Soit D(eix)' l1'image de M(eix) alors B(eix) est le plus
petit sous~espace fermé contenant 1'image de -AL' p.p. donc. d
est une f.,d., analytique soit V 1'opérateur isométrique analy-
tique extérieur ‘qui applique ?@1 sur I3 remarqubnquue v
est définig par :

' 2

2
= & =
VH‘&Cl g T My Heg
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I1 est aisé de vérifier que

vv¥= M

3éme étape : Soit']e1 1l'espace engendré par {gskgseoe]

on pose
F, = Vq.
i 4

on va démontrer que

v*m ¢ 12
L2

En effet, puisque V ‘ést extérieure, il nous suffit de

’prouVer que VV*WLC'H%G.

Or dans la 2&me étape on sait que M=VV~¥
donc

VWhM = Mmc HA, d'apres la lare étape

autrement dit

"y 2
vEm HW

1

de plus SfFj;LWLcar pour VGe m

[}

(S*Fj,G)% (FJ.,SG) = (V“j’ SG e

6

., VFsG = ., VI 4G
(dJ %Kl' («J A %fl

[

. ¥

or V¥m_ c Hé = V¥G est analytique =3 A V*G 1l'est aussi

et‘sa valeur %oyénne est nulle donec

¥ =
I(o(j, XV G)%ldo' 0

S"‘Fj 1m = S"'Fje. R

En d'autres termes
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Eje me A M

, 2
F.emM =F, =4UG ot G.,e H
j i j i %
on va démontrer que Gj = cste.
S*F. L™ dans L2 => z ' dans L2
3 w0 | %

-1 2
w A Gjlml dans Lo

ou ,
Al rurm

wrm = w2 = WH2
or = Hg car M= UHqge

ce qui revient & dire que

( ﬂf}Gj est conjugué analytique et 3 valeur moyenne nulle)

autrement dit 'Gj est constante,

Lidme &tape 3

poser
FJ.=V°(‘.=UG od o(je%

jSHgﬁ d'aprés la 3éme étape

or ,(F'J. = iMFJ.) <> (Fjemvvrft)

mais MFj = F

j
done F', = iF, ?
J
ou @
- E n
F j ..hlwni
nzo

: n
avec Fj = qunn



Ce qui donne

® 00
Z in ‘an\[l N Z Lyn"{'nv
o n=o

= F =w17(’

on est arrivé ainsi 3 une contradiction pour 2 raisons :

ldre raison : V est supposé extérieur

or les {Ejk se laissent divigser par A

2 2 ‘ ‘
%1,C 7\.H% ce qui est impossible

c.a.d. VH

2éme ralson ¢

7(el¥) =‘{Fj(eix)} chaque fonction (Fj) a

une direction constante donc ¥ = cste = M = cste ce qui est
en contradiction avec l'hypothésé sur M ., le théor2me est donc

démontré par l'absurde.

COQOFOD.

Théor2dme. - Si% est de dimension finie chaque W intérieur

peut &tre factorisé sauf dans le cas trivial,

Voir la démonstration dans "Lectures on invariants
subspaces"” HELSON
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