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Introduction.

Ce cours comprend essentiellement deux parties, d’abord une partie
(chapitres I & V) contenant l'&tude de probldmes linéaires dont la so=
‘lution se réveélera indispensable dans la seconde partie (chapitres VI

-~

& IX) qui concerne les problémes non linéaires. Les trois premiers
chapitres sont destinés & des lecteurs ne connaissant a priori que les
résultats élémentaires sur les espaces de Banach, On traite au chapi-
tre IV les probldmes linéaires d'évolutions et on définit la notion,
trés importante pour la suite, de semi-groupe holomorphe., Le chapitre
V est consacré a4 l1l'étude des perturbations "analytiques"” des opéra-
teurs linéaires non bornés et des semi-groupes holomorphes,

Le but du chapitre VI est de rappeler les techniques essentielles,
utiles dans la suite, comme l°emploi du théoréme des fonctions impli-
cites, On aborde enfin au chapitre VII 1l'&tude du probléme d'évolu-
tion non linéaire de la forme

du
(1) dt

u{0) = u

+ Lu -~ M{u) = 0,

Q’

ol L est un opérateur linéaire non borné et M non linéaire ;, non borné
vérifiant pour u fixé et k voisin de O M(ku) = 0(k?), dans un cadre
fonctionnel simple. On donne des régsultats sur la stabilité de la so=-
lution nulle de (1) selon le spectre de l'opérateur L , Loptique de
ce chapitre est différente de celle de la thdse de H, KIELHOFER [1]

et est considérablement simplifiée grBce 4 une estimation fondamentale
((1,I) au chapitre VII). Enfin il faut remarquer qu'un résultat ana-
logue & celui du théordme 3 a été énoncé par V.I. IUDOVICH [2] dans

le cas du systéme d'équations de Navier-Stokes,

Le chapitre VIII est consacré a l°étude des bifurcations de la solu-

tion nulle pour une équation du type

Lu - MA(u) = 0,



ol les opérateurs L et M dépendent maintenant analytiquement d°un
paramétre A o, L' étude entreprise est entidérement analytique et n'uti-
lise pas la théorie du degré topologique qui, & notre sens,; ne donne
pas de méthode constructive de résolution. Pour des références sup=-
plémen'taires concernant ce type de problémes on pourra consulter la
bibliographie citée., Il faut toutefois noter que la théorie de la
bifurcation & vu son intérét croitre depuis une décennie, et qu'elle
doit beaucoup & Vs I, IUDOVICH et W, VELTE qui ont expliqué mathé-
matigquement certains phénoménes physiques intervenant en mécanique
des fluides,

Le chapitre IX étudie la stabilité des solutions bifurquées pour

le probléme du -
-é-g'l' L}\u - M}\(u) = 0,

ce qui est essentiel puisque dans la nature, on ne peut raisonnable=

ment observer que des phénoménes stables dans le temps., En fin de

chapitre on donne un résultat nouveau sur l'évolution de la solution

4 partir de t = 0, qui donne accés & certalns problémes ouverts,
Enfin, le lecteur intéressé par une étude plus compléte dans le

cas précis de 1l'hydrodynamique, peut consulter le travall de

K. KIRCHGASSNER et H., KIELHOFER [3] ou encore celui de D.H., SATTINGER

[h] dont les points de vue sont sensiblement différents.
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Compléments sur les espaces de Banach,

I. Théoréme de Hahn-Banach et conséquences.

1) Lemme de Zorn.

On admettra le lemme suivant, gui est &quivalent & l'axiome du

choilx de Zermelo

Soit un ensemble E muni d'une relation d'ordre partiel, si toute

partie totalement ordonnée (par 1'ordre induit) de E est majorée,

alors 11 existe un élément maximal.

Ce lemme permet de démontrer le théor&me suivant

2) Théoréme de Hahn-Banach réel.

Soilt un espace vectoriel réel E et soit une fonction p + E—-R

telle que : p(x+y) s p(x)+p(y) ; plax) = ap(x),a>0 . Soit f wune forme
linéaire réelle définie sur un sous-espace VeE , telle que f(x) s p(x),

xeV . Alors 3 au moins un _prolongement linéaire F(x) défini sur E ,

tel que F(x)sgp(x) , xekE .

— S —— a3t - —— - —

gements linéaires g de f pour lesquels g(x)< p(x) , x « domaine

de g .+ On définit une relation d'ordre partiel par : hy g <= h est
un prolongement de g . Il est évident que toute partie totalement
ordonnée est majorée : soit {hi ; 1€ I} wune famille totalement
crdonnée , on peut définir un majorant h , dont le domaine est la
réunion des domaines des {hi » 1eI}, qui sera un prolongement de f

, 11

tel que x¢ domaine de by o, et hix) = hi(x)s p(x)]. D'aprds le lemme

tel que hix)s p{x) , Y xe domaine de h |si X e domaine de h
de Zorn, 1l existe dcnc un élément (au moins un) maximal dans la famille.
fotons F(x) un élément maximal, on a donc V¥ x e domaine D de F R

F(x)s p(x) . Il reste 4 montrer que D = E .

2§§§_§E§ES' Supposons donc que D # E , ]donc x ek
et x0¢ D , nous allons construire un prolongement de f défini sur le
'sous—espace D' engendré par D et X s et majoré par p - ; d'od la

contradiction.



Tout vecteur x e sous-espace D' admet une décomposition unique de &

forme x = X5 + dxo avec xDesD + Pour toute constante ¢ , la forme

linéaire g définie sur D' par

gl{x) = F(xD) + ac

est un vrai prolongement de F ., Il suffit donc de montrer que 1l'on

peut choisir ¢ telle que g(x) <p(x) pour xeD' .,

Soient X5 et yDesD , on a alors

F(yD) - F(x_ ) = F(yD-xD) € p(yD—xD) s p(yD+xO) + p(—xD-xo) .

D
d'ou o Xy xo) F\gD) & p(yD+xo) F(yD) .

Le membre de gauche de 1l'inégalité est indépendant de Yp o tandis que
~le membre de droite est indépendant de Xp il existe donc une constante

¢ telle que
+ -
(1) ¢ s plyp*x ) ~ Fly,) » YyjeD
(2) =p(~yp=x_) = Flyp)sc, Y ypeD
On a alors, en utilisant (1) pour «>0 , (2) pour «<O et en notant
xXyp = Xp i

xe ¢ plx ) » ¥xyeD, YaeR .

: D

+ -
xo) F(xD

Choisissons dans l'expression de g , la constante ¢ ainsi définie,

on vérifie alors immédiatement que VYx D' , g(x)<p(x) . g

3) Théoréme de Hahn-Banach complexe.

Définition., Soit E un espace vectoriel normé, on note E* 1l'espace

vectoriel des formes antilinéaires continues sur E , E* sera dit le

" ual" de E ,

On sait de maniére classique que E ™ est un espace de Banach

(conséquence du fait que [R et € sont complets).

Théoréme de Hahn-Banach complexe. Soit V "un sous-espace d'un espace

vectoriel normé E ., Alors, & tout y¥eV"™, correspond un x*eE* tel

que

Tl = Iy*l s (x*y) = (y*y) , YyaeV .



Remarque. Il existe un énoncé plus général utilisant seulement une

semi~norme p sur E (pour nous, le théorime donné sera suffisant).

Démonstration : 81 E est un espace réel, le théoréme se déduit aisémen:

o - - o o

du théoréme de Hahn-Banach réel en prenant p(x) = Jy*.Jx|| (norme ae

x 4 une constante prés) et f = y* .

Supposons maintenant que E soit complexe, Pour tout yeV ,

soient fl(y) et fa(y)eﬁi définis par

»

(y*,y) = £,(y) + i f,(y) , yeV .

Alors, on =a Yo,8 c® et X,y eV
Sfl(ax+6y) = af (x) + 8f, (y)

2lfl(y)| R ICAR 2 I FAd N iFA e

Considérant E comme un espace vectoriel réel, on peut appliguer le

théoréme de Hahn-Banach réel : 1 une fonctionnelle lindaire réelle Fl

sur E telle que

IF I s 9%l et Yyev F (y)=1,(y) .

On définit maintenant la fonctionnelle x* sur E complexe par

x*(x)

Fl(X) + 1 Fl(lx) >

montrons que x*eE™ .

ax*(x) pour o réel

S x*(ax)

x> {(ix) Fl(ix) + i Fl(-x) = -1 x™(x)
x*(y+u) = x¥(y) + x*(z) Yy et zcE ’
donec x¥ est antilinéaire.

: . ie o
Posons maintenant x*(x) = r e , r>0 , 8 réel

; &alors
[ (x) ] = x (e %) = F (e ) < Iy de™ k] = Yyl
ce gui prouve que fx*[ls)y*l , @'od x*eE* et l'on peut noter

x*(x) = (x*,x) .

Montrons enfin que x* est un prolongement de y¥ :



Ik

soit y eV , alors fl(iy) + ifz(iy)\= (y*,iy) = -i(y*,y) = -ifl(y)+f2(y

ce qui montre ‘que : fz(y) = fl(iy) , d'ol

(y",y) = fl(y) + ifl(iy) VyeV et x* prolonge y*.

On en conclut évidemment que- "x””zAny*" , ce qul entraine ﬂx*” = uy”"
puisqu’'on a aussi i'inégalité inverse.

L) Cons€guerces du this:die gde Tanr-Tanach,
Théoréme. Soient V un sous-espace fermé de I (Banach), et u & ko,
_e_Ec—iV « Alors 4 fe¢E¥* tel que (f,uo) =1, (f,u) =0 Yuev et

f£ll = 1/aist(u_,v) .

Démonstzgfigg : Soit V' 1le sous-espace engendré par V et ug alors

e Y

VueV' ‘on & u =_$uo+v oi veV . Si E#0 ‘on peut écrire

"E-lu” = "uo+£_lv” >d (a = aist(u_,Vv)) ,

d'od |g|¢ JJull/@a (encore vrai si §=0). On définit alors la fonction-
nelle f telle que f(u) = E£ , ueV' . f .est.antilinéaire et bornée
(1/d) « En fait on a | f]] = 1/38" car si 1'on considére une suite

{vy} eV telle que Ju -v || —> 4, alors

n-»co

-

3 S f£]) , a'on

L= (fu v ) s fofllug-v | — fefla =

la conclusion aprés extension de f sur E & l'aide du théoréme de
Hahn~Banach,

Corollaire. Pour tout u_ €E , ] feE® tel que (f,uo) = "uolf R
e =1 .

Une conséquence immédiate de ce corollaire est que

flull = sup lee, )l . sup |(f,u)] .

S T R P =t

II. Théoréme de Baire et conséquences.

1) Théoréme de Baire. Si un espace métrique complet E est la

-réunion dénombrable de sous-ensembles fermés, alors au moins un de ces

fermés contient un ouvert non vide.




]

Démonstration : NWotons p(x,y) 1la distance dans E et soit {4} 1a

oo
suite de fermés telle gque \J An = E . Supposons qu'aucun Ar ne
n=1 :

contienne un ouvert # ¢ , alors Al # E et [Al est ouvert, donc il

«(0,1/2) . Par hypothése A, ne

. contient une boule S(pl,el) avec 5

€1
contient pas S(pl'eI/Q) , d'ol CA2fWS(pl,el/2) contient une boule

S(p2,€2) avec ¢, €(O,—%) + Par récurrence, on obtient une suite

2 €
1 n-1
{8(p se, )} de boules telles que sn:e(O,EEJ , S(pn,sn) <8(p, _;» = )»

i

s(pn,en)(\An g , n=1,2,..,

Maintenant, pour n<m , on a

1
& v—
n

E!H

1
pppapy) s o (Ppap g) + o+ 0lp_yhp) € o Beeet o .

3

d'ou {pr} est une suite de Cauchy dans E qui converge donc vers D .

Or, ’o(Pn.P) < p(Pn,Pm) + p(pm,p) < e+ p(pm,p) e—p e -d'ou

m->w
}peS(pn,en) V n , et donc p n'appartient 4 aucun des An .
Cecl est en contradiction avec pegE = é:{ An .

2) Principe de "majoration uniformg"

Théoréme général., Soient un Banach E et une famille {p;, ieIl de

fonctions continues non négatives définies sur E et telles que

p;(u'+u") & py(u') + p,(w") ,  p.(-u) = p.(u) .

8i {pi(u), ie I} est borné VY u rixé, alors {pi(u);:ielj est

uniformément borné pour |ulsl .

Démonstration : Soit A = {uek; pi(u)sn, ieI} . A] est Termé puisgue
““““““““““““ It 1

'pi est continue. Par hypoths. ., pour uch , 3 ncit tel oue

K

pi(u)sln, 16l = LzeAh et K = \\J An . L'aprés le théordme de
n=1

Baire, au moins un An contient une boule S(uo,r) . Mais, tout ueE
-tel que Jufs2r peut s'éerirc sous la forme u = u'-=u" avec u',

uw'e S(uo,r) , car il suffit pour cela de prendre u' = u + % ,



LI

-E ' A1 ' " .
u u, +« D'ol, pi(u)s‘pi(u ) + pi(u ) £2n et {pi(u), ieI} est

2
uniformément borné pour MWull €2r . Si 2ral , le théordme est démontré.

81 2r<l , soit meM +tel que myl/2r alors

| ullsl = ][u/3n||s2r — pi(-;-ll)\<2n - pi(u)s2mn et le théoréme est
démontré., B

Corollaire 1, Soit {un} une suite de vecteurs de E telle gue

{(f,un)} soit bornée pour tout feE* fixé. Alors {un} est bornée
"un"shd.

“Corollaire 2, Soilt {fn} une suite de vecteurs de E* telle gue

{(fn,u)} soit bornée pour tout ueE fixé, Alors {fn} est bornée
3 .
TARY

Démonstration : Pour le corollaire 2, il suffit de prendre

p#(u) =_|(fn,u)| et d'appliquer le théordme précédent.

Pour le corollaire 1, il suffit de remplacer le E du théoréme
par E¥ , et de poser pn(f) = |(f,un)l « On applique ensuite le
~théoréme général qui donne l(f,un)ls M pour Jf]l<1l , ce qui & 1'aide

du corollaire, conséquence du théor&me de Hahn-Banach donne }Iun"sM . B

_ Remarque. Nous verrons plus loin une autre application du théoréme de

Baire : le théoréme du "graphe fermé",

Conséquence 1, Une suite {un} faiblement convergente est bornée, Si

] une limite faible u , alors Ju|l «lim inflju | + Si E est réflexif,

i_toujours une limite faible.

Conséquence 2., Une suite {fn} faiblement » convergente est bornée et

admet toujours une limite faible™ feE* , telle que |[f]l <lim infff |l <.

(La faible ™ convergence de {fn} est définie par

(u,fn) ~— limite pour tout ueE , C'est une convegzgence plus faible
. fovoe

que la convergence faible dans E” , en général).

Démonstration de 1'inégalité : On peut choisir f tel que

(u,£) = lim(u ,f) ol feE” est tel que |[ff=1 et (u,r) = {ul
(théoréme de Hahn-Banach). D'od |ul ¢ ”unn = |lull€1lim infllu | .



II - Opérateurs linéaires dans les Banach.

I. Rappels et définitions.

1) Définitions.

2) Rappels sur les opérateurs bornés.
3) Différentes notions de convergences.
L) Rayon spectral.

5) Opérateur adjoint de Te<%(E;F) .

II. Opérateurs compacts.

1) Définition.

2) Propriétés de %%(E;F) .

III. Opérateurs fermés.

1) Généralités sur les opérateurs non bornés.
2) Opérateurs fermés.

3) Propriétés élémentaires.

L) Théoréme du graphe fermé,

5) Application aux projections.

6) Opérateur adjoint.

I1.0



II.1

Opérateurs linéaires dans les Banach.

I. Rappels et définitions.

1) Définitions.

Soit T wun opérateur linéaire de E dans F , E et F
4tant des Banach, On note D(T) 1le domaine de définition, qui est donc
un sous-espace de E , et on note R(T) 1le domaine des valeurs qui est
un sous-espace de F ., Enfin, on note N(T) le noyau de
T = juceE; Tu = 0} .

2) Rappels sur les opérateurs bornés.

Si T est continu en O , alors T est continu dans tout D(T)..

La continuitéd de T est dquivalente & : J M<e tel que [[Tull<Mlull

Y ueD(T) . Le plus petit nombre M tel que l'on ait 1'inégalité
précédente est appelé la norme de T : ||T) . On dira aussi que T est
borné., (On ferm la démonstration dans le cas des applications multi-
linéaires continues). Par le principe d'extension, on peut dans ce cas

étendre la définition de T & D(T) (femmeture de D(T) dans E ).

On note Y (E;F) , l'espace des opérateurs linéaires bornés de E
dans F (iei D(T) = E) , et <(E;E) = £(E) . On sait, de manidre
classique, que <(E;F) , muni de la norme définie plus haut, est un

Banach,

3) Différentes notions de convergences (ordre de force décroissant).

Convergence unniforme (ou en norme) : c'est la convergence dans
(Q(E,F)
T, —> T: ||Tn-T|);Z(E;F) — 0 .
Convergence fcrte Tf ‘ia T HTnu-TuHF —> 0 pour tout u fixé
i
dans E (on note "s" comme "strong" car fort et faible commencent par
un nfn).
Convergence faible de {Tn} : (Tnu,g) converge ¥YuekE , geF ¥,

Si T,u a ure limite faible Tu , YucE , on dit que {Tn} a

1

.. .. , .. ] W
une limite faible ' et on écrit Tn > T (w comme "weak").



1I.2

4} Rayon spectral.

1l/n
Soit Te<Y(E) , on note spr T = limnTnn le rayon spectral

n-—»>w0
de T , Si spr T = 0 , on dit que T est quasi-nilpotent.
n 1/n n 1/n
Montrons gque »1imlh i existe et &gale infflz® .

nell

Démonstration : On a

- — = ——

Rr™ 2 < He™ 0o le™) et o0 < o™, V m,nem .

a : a
n n . n
Posons a, = Log”T “ et montrons que . - Db = 1inf el
nelN- {o}

. . -~ —-— [ ] ~

On a donc : am+n < am+an et, pour m fixéyn = mq+r , Ogr<m , d'ou
%n g &y
a < q&a_+a a < qa et — < a + =
n S 187 % (<mq‘~q m) ’ n “n m n °

Si n = pour m fixé"% — % y, d'ol

a a a A

lim sup HES'EE » mais, m est arbitraire == 1lim sup EE £ inf ;E = Db
IL~»¢co n e melN- § O} v
%n &4
D'autre part, ;—-zb , d'od lim inf T—>»b et il en résulte :
Il ~» o
lim inf = lim sup = lim=inf ., l

5) Dpfrateur adjoint de Ted(E;F) .

VeeF”, 1a forme u —> (g,Tu) est anti-linéaire bornée
sur & , puisgue |(g,ru)}) s« g Tull sliTh gl lull. on définit donc
fe®® toL que (f,u) = (g,Tu) et on 4d&finit T * par

T = f .
On a alors |IT* = (tll= sup |(£,u)) <« Tl gl =p N < NI},

. . fluflel .
d'odl T e£L(F™ME™) , la linéarité étant évidente.

Montrons que JIT*| = It} :
Démonstration :  On a, de la m@me fagon que ci-desss JT**]|<llo*l<)Tl
Mais, si on identifie E & un sous-espace de E*¥, on a Y uecE ’
geF?*
*¥ » e ——
(T "u,g) = (u,T78) = (T"g,u) = (g,Tu) ,
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d'ol, la forme anti-linéaire T¥*u sur F* est identifiable &
TueF == T"*5 T (prolongement de T) ., Il en résulte que "T*“”>I|T",
d'ol finalement | T*[| = | T|. .

II. Opérateurs compacts.

1) Définition., Soit Te<(E;F) , on dira que T est compact si

1l'image {Tun} d'une suite {un} bornée de E , contient une sous-

suite convergente,

On note %b(E;F) l'ensemble des opérateurs compacts de <£(E;F) .

2) Propriétés de eZO(E;F) .

Théoréme 1. ﬁb(E;F) est un sous-espace fermé du Banach <(E;F) .

Démonstration : On montre aisément que si T, T', T"e,é;(E;F) alors

aTe;ﬁ;(E;F) et T' + T"€€£O(E;F) . Montrons que Q%(E;F) est fermé.

Soit .{Tn} une suite d'opérateurs compacts tels que

u Tn'T“ —> 0 , o Te<(E;F) . Montrons que T est compact.
n>e
8oit donc une suite {un} bornée de E , on peut alors extraire

(1) ) NEOR .

une sous-suite {un } telle que {Tl n converge dans

{uﬁl)}

3} on peut

(2),

telle que {T2 n

ensulte extraire une suite {uéz)} de

converge dans F et ainsi de suite. On considére alors la suite

(n)}

n H {vn} est une sous-suite de chagque {uék)} ,

diagonale {Vn = u

k fixé&, donc {Tk vn} converge dans F .

Ye>o , 3 k tel que uTk-Tu<e et jN tel que ”Tk v~ Tk vn+p"

pour n>N , p>0 , Alors

|z v, - T vn+p” < ”(T—Tk)(vn—vn+p)" + ”Tk(vn-vn+p)" s (2M+l)e ,

pour M = sup“un" « D'ou (T vn} converge et T est bien compact. |

Théoréme 2, Le produit d'un opérateur compact par un opérateur borné est

comEact.

Tefo(E;F), Acef(F;G), BeSL(H;E) = A’I‘eifo(E;G), TBc—:‘io(H;F) .
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La démonstration est laissée au lecteur (prendre une suite {unk bornée).

Remargue. Si l'on considére des opérateurs de <(E) , on peut dire que
ﬁ%(E) est un idéal bilatére fermé de 1'Algdbre de Banach <£(E) .

Théoréme 3., L'adjoint d'un opérateur compact est compact
Te&ZO(E;‘F) — T*eﬁfo(F*;E*) .

Qégggstration : Notons S et S* 1les boules unités fermées dans E

et F* respectivement. Soit Te#io(E)F) et soit {fn} une suite eS™ .
Puisque l'on a I(fn,y)-(fn,z)l < "y-z”F , n=1,2,...2, 11 en résulte,
d'aprés le théordme d'Ascoli, que l'on peut extraire une sous-suite

L(1) (o)
n n

telle que sY) converge uniformément pour y e compact TS

(en effet {fnﬁ forme une famille &quicontinue de fonctions du compact

(1) (1)

TS dans un borné de € ). Donc, (fn ,ITx) = (T"fn .

uypiformément pour xeS . D'ou, Yero , IN  tel que

X) —converge

I(T*fil).' T*fél),x)l < e 8i n et mN et [x[s1 .

or "T*fr(ll) - el - e | (rrelt) 0t ) < ey nymy , dtod
I=|l<1
T*fél) converge dans E* et T* est compact.

III. Opérateurs fermés,

1) Généralités sur les opérateurs non bornés,

Si l'on considére deux opérateurs linéaires S et T de E
dans F , leurs domaines D(S) et D(T) n'étant plus nécessairement E

tout entier, on doit faire la convention suivante

D(aS+B8T) = D(sS)ND(T) .

Il peut arriver que le domaine intersection soit réduit &8 O , Néanmoins,

on peut montrer que

0OTcO0 , O+ T =T+ 0 =T

(R#8) + T = R+ (S+T) , S+ T =T + S , (S+T) - TcS .

Le domaine de TS est par définition : D(TS) = {ueD(S) tels que
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SueDdD(T)} , d'ou D(TS) = S_l{D(T)} . On montre alors, que (TSR = T(SR)

(Tl+T2)S = 1,5 + T,5 , T(Sl+S ) >T8, + TS

2 2
. . . -1 -1
51 T est inversible de E dans F , alors T Tcl s, TT "< 1

E F

2) Opérateurs fermés.

Norme dans Ex F : On cholsira dorénavant la norme suivante
2 o 172
ITu, vl = tlullg + vz

L'avantage de ce choix est que 1l'on & alors un isomorphisme iso-

métrique entre (ExF)" et E*xF* (espaces gque nous identifierons)

1/
(Jee.e) Melred ) .

ENTF*

Démonstration : i) V [f,g]e E¥ xF* , on définit Fe (Ex F)* par

(F,[H,V]) = (f,u)+(g,v) .

Réciproquement tout F e (ExF)  s'exprime de fagon unique sous la

forme [f,gje‘E*x F* grace a : (f,u) = (F,[u,o]) et (g,v) = (F,[O,v])
.. 2 2 1/2
ii) on a [IF|| = |[[£,ell = Q2|+ el™) s
Bn etret [ ([f,e], [u,v])] < Il flul+lel vl < §lu,v]l-te)+ el ,
‘et, pour [f,g] fixé, Y ¢ donné>o . j[u,v] tel que ”u” = ”f” .
Ivll = lel o (£,0) % (2=e) 2], (&,v) s (1-c)fel , a'od

([£,8], [u,v]) > (1=e) (| 2|P+)el®) .

1/2
= delPee® . B

€ @étant arbitraire, on a bien ”[f,g]“
(ExF

Soit maintenant T un opérateur linéaire de E dans F , nous
notons G(T) son graphe : {[u,Tu];u«sD(T)} qui est un sous-espace de
ExF

Définition., On dit gque T est un opérateur fermé si G(T) est fermé

dans E xF

On note F(E;F) , l'espace des opérateurs fermés de E dans F .,

3) Propriétés &lémentaires™

(a) Si on a une suite {un} telle que une_D(T) avee u —>1u
dans E et Tun-é-v dans F , alors on en conclut : ueD(T) et

v = Tu (propriété équivalente & la définition).

* N(T) est fermé car N(T)x {0} = G(T)N(Ex{0}) est fermé dans ExF,
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(b) 8i Te(E;F) alors Te%(E;F) .
Un opérateur borné plus général (D(T) £ E) est fermé si et seulement

gi D(T) esgst fermé.

(c) Adoptons un formalisme utile, 8 l'aide des graphes. On a vu
que G(T)cExF , on note : G'(T) = {fTu,u]; ued(T)}cFxE , alors si

T est inversible

d'ou T fermé <= Tl fermé.

L) Théordme du graphe fermé (application du Théoréme de Baire).
8i TeJ(E;F) et D(T) = E , alors Ted(E;F) .

Démonstration : Soit U 1l'image réciproque par T de la boule unité

On ne salit pas a priori si U est ouvert ou non., Mais, puisque
D(T) = E

de Baire, 3 N tel que NU contienne une boule K de centre u

, E est la réunion de U , 2U, 3U, ... D'aprés le théoréme

1}
de rayon r .

Tout uwueE avec [ulj<2r peut s'écrire u = u'-u" avec u' et
u'e K (cf. démonstration du principe de majoration unitorme). Mais
puisque KcNU , 3 des suites {ué} s {u;}c NU telles que ug —_— u' o,

ug —> u" , On a alors
I Cui-w) |« flrat ) + foat) < 2x

d'od u'-u"e?2NU et u = lim(u'-u")e 2NT .
n n n n

.. en résulte que Y A>0 , s. Jull<kAr alors w e MU ,

Soit maintenant ueE tel que “u”<r et ¢ €(0,1) , alors
uelNU et ‘H ule:NU tel-que Hu—ul“(<er et HTul” «N (par déginition
de NU) . D'ou, u—ulegNU et 7 u,€eNU tel que ||u-—ul-u2”<g oy
HTu2H <eN . On itdre le processus et l'on construit ainsi une suite

{un} telle que

u-u,=u.- eee = U <€nr . Tu “ <€n-llN » n=l,2'noo
1 "2 n n
Posons w,oo= u + .. U, s alqors L ;::- u et

= n n+p=-1 N
N S N I O AR ERARSL IR v S
k=n+1
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d'ou Tw, ~=—> Vv et, comme T est fermé, v = Tu .,
Mais, puisque [Tw Il < (1+€+.,.)N = S ,» on a |[[Tul ¢ il vral
n l-¢ 1-¢
¥ ueE tel que Jlull<r . Donec T est borné, et comme ¢ est arbitraire,
on a aussi "T‘IQ% .o .

Application élémentaire.

8i Te%(E;F) , T inversible et R(T) = F alors, T-lejﬁ(F;E) .

En effet, on sait d'apréds le 3)(c) que T-lezg(F;E) , 11 suffit

alors d'appliquer le théoréme précédent.

5) Application aux projections.

Définition. Unée projection P est un opérateur linéaire borné dans E ,
tel que P2 =P ,

On associe & P la décomposition de l'espace E
E=M®N odl M=PE et N = (L-P)E ,

(on montrersit immédiatement que si ueMON alors u=0), Les sous-
espaces M et N sont fermés dans E , car ce sont les noyaux de P

et L-Ped(E) .,

Réciproquement, si l'on a E = M®N avec M et N fermés, on

définit une projection P sur M parallélement & N par
YueE , u= u'+u" avec u'eM , u'eN et Pu= u' ,

I1 est immédiat de voir que P est linéaire dans E . Montrons que P
est borné 3 l'aide du théoréme du graphe fermé. Soit {unﬁ une suite
telle que u —_ u , Pun — v ., Puisque Pune.M fermé, velM ,
Puisque (l-P)unésN fermé, u-v = lim(un-Pun)e.N . D'od Pu = v par

définition de P et P est fermé, Or D(P) = E , donc Pe¥(E) . l

6) Opérateur adjoint.

Soient un opérateur T de E dans F et un opérateur S de

F" dans E* ; T et S sont dits "adjoints" entre eux si

(1) (gyTu) = (Sg,u) , ueD(T) , geD(8) .
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Pour un opérateur T de E dans F , 11 y a en général un grand

nombre d'opérateurs adjoints, mais si T a un domaine dense, 11 existe

un adjoint maximal unique T* . On dira que 'T* est "1'adjoint" de T

et tout autre adjoint S ne sera gqu'une restriction de T* ,

Construction de T * ,

D(T*) = {geF"; Irer* tel que (g,Tu) (fou) , Yued(T)} .,

(¢',0) Y ued(T) >t = ¢

puisque D(T) est dense dans E . On définit donc bien un opérateur

feE”™ est unique, pour g fixé, car (f,u)

T* de F" dans E™ en posant T g = f ., Il est &vident que T* est
linéaire ; de plus V¥ S adjoint de T , on a ScT* et T* est

lui-méme adjoint de T ,

Montrons que T*eF(F*;E*) & 1'aide du formalisme sur les graphes.

Pémonstration : S1 S est un adjoint de T , on a

(-8g4u) + (g,Tu) = 0 ,
d'oll [U,TU_T; L (<sg,g] avec [u,Tu] €G(T)cExF et
[-Sg,2] €G'(=S)CcE*xF" = (ExF)" (cf. 2)).

La définition de TX montre que G'(-T%*) = a(T) qui est donc fermé

* - - .
dang (Ex F) v D'ol, T* est fermé, méme si T ne l'est pas. l

Autres propriétés.,

4

(a)s On montrerait aisément que N(T¥*) = R(T) .

(b). Montrons maintenant le

Théoréme, Soit Te%(E;F) avec D(T) dense dans E , Si T 1 existe

- ) - - >
_gEeei(F;E) , alors (T%) 1 existe et ¢ F(E*;F*) . De plus, (T7) 1. (T l%

Réciprogquement, si (’I"")"l existe et e S(E¥*;F*) , alors 771 existe
et e £(FE) .

Démonstration : Soit 7 le ZL(F;E) , alors (T-lfkﬁi(E*;F*) .

iy — - —— - Y —

¥ g2eD(T*)cF* et YveF on a

1

((T-l)*T*g.V) = (77, T 1v) = (g,77" 1 v) = (g,v)
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D'autre part, V feE* et YueD(T)cE , on a

((T"l)*f,Tu) = (f,T‘lTu) = (f,u) ;

a'od (T”l)*feD(T") et T*(T’l)*

On a donc bien montré que (T")-l existe et que (T")-l = (T-l)* .

f = f par définition de T,

Réciprogquement, soit (T*)-le £L(R*;F*) YfecE" et ueD(T), on a

((T*)'lf,Tu) = (T*(T*)'lf,u) = (f,u) .

Mais, d'aprés Hahn-Banach, YueE , 3 reE* tel que Hfll=1 et

(fyu) = Wul . Pour cet f , on a alors
lull = (2~ e,7u) < Veos)™Hirall,

ce qui implique que T est inversible avec “T-l" < \l(T*)-lll + Puisque
'I‘-:L est fermé et borné, D(T-l) = R(T) est fermé (ecf. 3)(b)).

or, 1'on & R(T)" = N(T*) = {0} => R(T) = F et T le <(rF;e) .
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Exercices.,

1.

Soit E = L2(Q) ol Q@ est un domaine borné de R®, Soit 1l'opéra-

U —s Tu défini par :
(ra)(v) = [ x(yox)uix)ax

ol k est continu sur {12, i vgleurs dans C.

a) Montrer que T €.f [L2(Q)] (appliquer 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz). |

b) Montrer que T € & [L2(2)] (eppliquer le théordme d'Ascoli et
le fait que l'application identique est continue de C%({) dans
L2 (a)h

c¢) Montrer que l'on a les mémes résultats a) et b), dans le cas
oii (x,y)——s k(y,x) est mesurable sur 82 et € L2(Q2)
(appliduer le théoréme de Fubini et 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour retrouver a), puis utiliser la densité de cO(T72)
dans L2(022) pour retrouver b), en appliquant le théoréme 1),

d) Montrer que l'adjoint T de T est défini par

(™) (y) = J k{x,y)u(x)ax,
Q

Soit E = L2(0,1) et soit D(T) = {u€E ; S2€E, u(0)=0} od il

est sous-entendu qQue l'on prend le représentant u, dans la classe,

qui est continu pour définir u(0), et ol la dérivée est prise au

sens des distributions ,
Soit alors l'opérateur u—,Tu = %; pour u € D(T).
a) Montrer que T est fermé dans E,
b) Refaire la démonstration dans le cas od E = c0[0,1].
c) Dans le cas oi E = L2(0,1), montrer que l'adjoint de T est

défini par :

D('I*) = (ué€E ;%;GE, u{l) = 0} et T™u = -g’—:.
1
(On suppose g€ D(T¥) et on pose h(x) = - f (T¥*g)(t) at ; on
x

1 —
arrive 4 : Yu€ n(T), f (g+h)%§dx = 0, d'ol le résultat),
: 0
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Résolvantes et spectres.

I. Définitions.

1) Commutativité et décomposition.

Si T et Se¥E) , T et S commutent si et seulement si
ST = TS . Dans le cas des opérateurs non-bornés, il faut faire attention

& cause des domaines.,

Si Aedg(E) et T est simplement linfaire, on dit qu'ils commutent

s1 et seulement si :

(1) ATc TA ,

ce qui signifie que Y ueDd(T) , AueD(T) et TAu = ATu .

Montrons que si T est inversible et commute avec Aegf/(E) , alors

=1  commute avec A : AT *c T %A .

l) = R(T) , alors T-lue.D(T) et

lueR(T) et T YAu = AT tu . ||

Démonstration : Soit ueD(T"

Ar(r~tu) = ma(r™tu) ; a'od Au = TAT™
Soit maintenant une décomposition de l'espace E = M@ N ; T sera

dit "décomposé" si

(2) PD(T)ec D(T) , T™McM , TNc X

ol P est la projection sur M parallélement & N . Ceci est équi-

valent 4 :
(3) PT < TP .

Démonstration : (2) implique que Y ueD(T) , PueD(T) et TPueM ,

T(A-P)uelN . D'od (L-P)TPu = 0 et PT(L-P)u =0 ., Il vient alors
TPu = PTPu = PTu ., On montrerait de méme gue (3) implique (2). Il

On notera TM et TN les parties de T relatives & M et N

respectivement. M étant fermé dans E , Ty ©€st un opérateur linéaire

dans le Banach M . Si T est fermé, alors TM est fermé car

G(TM) = G(T)NMxM . 8i D(T) est dense, alors D(TM) = D(T)NM est
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dense dans M ,

2) Résalvante - Ensemble résolvant - Spectre.

On suppose dans tout ce qui suit que T est fermé dans E .
Ted(E) , alors Y ¥ e€ , (;1-T)e®(E) .

Eneemble résolvant P(T) .

; & p(T) G SR-T inversible et (;n-T)'le: 4(E)

Résolvante de T : R(g;T) ou R(g) s8'il n'y a pas d'ambiguité.,
-1
R(gz;T) =(sL-T) " , Seep(T)

D(R(3;T)) = E , R(R(%;T)) = D(T) , Y$eplT) .

Spectre de T : o(T) .

C'est le complémentaire de p(T) dans € ,

II. Propriétés de p(T) et de o(T) .

1) Propriétés générales.

La résolvante R(z) satisfait "1'équation résolvante" :
(1) R(z )-R(g) = (z-z )R(z IR(3) .

Démonstration : On remarque d'abord que

R(CZ)PcTR(g) = -1 + tR(z)e L(E) (facildh ,
puis on a
R(¢ )=R(z) = R(z_)(c-T)R(z) - R(3z_ )(z -TIR(g) = (c—co)R(cvo.)R(c) . ]
Mais, de (1) on déduit, si l;-co|<|IR(co)||'l , que l'on a

R(z) = [1+(z-g IR(z )} ™" R(z,) .

ce quli peut encore s'écrire

col k
(2) R(%) = é[-(t-co)g(tg)]! B(Zp)_ ’

* Par suite des propriétés de l'inverse de r-T,
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série qui converge dans <H(E) .+ Il en résulte :

Théoréme, L'ensemble résolvant p(T) est ouvert dans ¢ , tandis gue le

spectre o(T) est fermé. La résolvante R(z) est holomorphe dans o (T)
. -1
et [R(z)] > [aist(z,0(T))] N

Démonstiration : En effet, si toeo(T) et si |;-§o|< “R(;o)“"l

alors zep(T) et Ic—col <dist(;o,c(T)) « D'ol
"R(co)ll'l\< aist(z_,o(7)) . W

Caracté&risation du spectre o(T) .

UP(T) = {zeo(T); {L-T n'est pas inversible} ; c'est le spectre

"ponctuel" ou l'ensemble des valeurs propres.

oc(T) = {eo(T); 1-T est inversible et R(zL-~T) est dense

dans E mais # E }; c'est le spectre "continu? de T .,

or(T) = {eo(T); 1~T est inversible et R(fL-T) n'est pas

dense dans E} ; c'est le spectre "résiduel"” de T .

On a o(T) =_cp(T)LJoc(T)L)cr(T) (démonstration laissée au lecteur).

2) Spectre des opérateurs bornés.

Théoréme. Le spectre de Te<(E) est fermé, borné, non vide dans @ .

De plus, sup|o(T)| = spr(T) (cf. §.I.4) du chapitre 2), et pour

lcl > spr{T) la série R(z;T) = E ',Tn/z;n+l converge dans <S(E) .
n=o

n .
si |z]>1lim sup \/th“ = spr(T) « On vérifie alors, que

n—>»o

R'(z)(zl-T) = (g1-T)R'(z) =1 , pour |g|> spr(T) .

Il en résulte que R'(z) = R(z;T) et que sup|o(T)| = spr(T) car le

domaine d'analyliticité de R(g;T) étant o(T) , la série de Laurent devra

avoir le domaine de convergence |z]|> sup|o(T)| .

Montrons maintenant que o(T) # ¢ « Si o(T) = ¢ , alors R(z;T)
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est une fonction entidre, analytique 3 1'infini ; c'est donc une cons-
tante., Donc, le coefficient de C-l dans le développement doit @tre

nul, et 11 y a contradiction., I

3) Spectre des opérateurs fermés.

Lemme, Si Te%(E) et p(T) contient l'extérieur d'un cercle dans ¢,

alors : soit Te<(E) et R(Z) est holomorphe & 1'infini avec

R(e) = 0 , soit R(z) a une singularité essentielle & 1l'infini.
DEESEEEE?EESE : Supposons que « ne solt pas une singularité essen-
tielle pour R(Z) . On a donmc pour ]t] assez grand,

R(z) = ¢4 + 1B + ... avec A, B, «vved(E) , A # 0.

Alors
TR(z) = ¢R(g)=1 = -1 + e o+ B o+ .., .
et si ky0 , = 5*L)p(y) = . 1z~ (E*1)p(y) = 4.
q -5 0O

Cela implique A = O puisque T est fermé (VY u , Au= 0) et il y a
contradiction, d'ol ksg~1 et R(z) m 0 , TR(z) E_‘:: -1 + 11m; J)A
Comme T est fermé, cela entrailne que

k+1
)

1 = (lim ¢ A == k = =1 et A =1 ,

D'odl <zR(¢)u —> u et TzR(g)u —>» Bu VYueE .
Comme T est fermé, on aura ueD(T) et Bu= Tu , d'ol Te<d(E) ., .

On note dans la suite o(T) = o(T)U{=} si T¢ﬁ£(E) , Sinon
(si TeZ(E)) G(T) = o(T) .

Théoréme, Si TeF(E) est inversible, alors T(T) et T(T

correspondent par [ ~» g_l dans @ U{=} .

= TR(z) = -1+zR(z)efE)

Démonstration : Soit O # gep(T) et posons S(z)
¥ ueE , s(z)u = TR(g)w et T Ts(g)u = R(g)u = ¢ T[1+s(g)]u
D'oud (T 1 'l)s(;)u = u et R(T‘l-c'ln) = E ,

De plus, l'opérateur (T-l-c-ll) est inversible car :

-lc-l)v=0 =—>v=z;'.[‘-lv = Tv = [V =m» v = 0 ,
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-1 1

1)" = s(z)e(E) et ¢ le (T

si oep(T) , T'le<£(E) et o = o'le.H(T"l) par définition.,

D'ol, (T'l-; 1

§i »e3(T) , alors Te<(E) et [0-T ] 'e<£(E) , a'od

L. 8

0 = = ep(T-

III. Séparation du spectre,

On suppose dans ce paragraphe que le spectre o(T) , de Te%(E),

contient une partie bornée o' séparée du reste o¢" de sorte qu'il
existe une courbe fermée T simple rectifiable (ou un nombre fini de
telles courbes) qui entoure un voisinage de o' , o" étant &

l'extérieur., On va montrer

1) Théoréme important. Soit o(T) séparé en o'Uo" de la maniére

décrite ci-dessus., Alors on a une décomposition de T associée & la

décomposition E = M' @ M" de l'espace (au sens du §.1), telle que les

et T coincident respectivement avec o' et o")

spectres de Ty

et TM,eﬁi(M') .

M"

Démonstration : On pose

s A At Gt Smp s Ay S0

27Tl

P = = J R(g) dze<S(E) .
r

Montrons que P est une projection : P2 = P

I'' étant une courbe frontiére 4'un voisinage de o' contenant T

et extérieur & <" , on a

2 1 1 R(z)=R(z')
P° = . R(z) R(g') az dg' = J J ‘ 4 dg ag!
(2ni)? Jr jr' : : ‘ (271)2 Jrir? L=t

d'aprés l'identité (II.(1)). Puis, en remarquant que l'on peut changer

l'ordre d'intégration dans l'intégrale double et gque l'on a

1 .
i?-—— = 271 et -—(;E- =
rts - r ¢ -z

|
(@]
-

on arrive &
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~

P projette E sur un gous-espace fermé M' parallélement 3
M" = (1-P)E . De plus, PR(z) = R(z)P , Yzep(T) , puisque R(cl) et
R(gg) commutent (§.II.1)). Il en résulte d'aprds la propriété citée
au §.I.1)) que P et T commutent : PT<TP , et donc que les opéra-
gont définis.

teurs TM' et TM"

De plus, si re€p(T) , il est facile de voir que

(QI-TM,)-l = RM,(c) dans M' (méme chose pour M") , d'ol
p(T)c'p(TM,) et p(T)c:p(TM") + Montrons que p(TM,) contient aussi
0'" .

¥zeo(T) et 74r , on a

R(z)P =A§%; Jr R(z) R(g') ag' = - 5%; j} R(nggfc') ac' .

Si ¢ est en dehors du domaine de frontiére T , on a

R(z)P = 1 J R(z') ac
T

2wl g~z

expression gui est holomorphe en dehors du domaine de frontiére T
D'ou, R(z)P , et donc RM,(;) dans M' , ont un prolongement analy-
tique dans tout 1'extérieur de T . p(TM,)' contient donc l'extérieur

de I et en particulier o¢" . I1 en réaulte que c(TM,)c:c' .

De méme, s8i ¢ est & l'intérieur du domaine de frontidre T ,

on a

Rle)e = m(e) ¢ ghy [ R acr,

ce qui montre que R(g)(1-P) , et donc RM"(;) dans M" , ont un

prolongement analytique dans tout l'intérieur du domaine de frontiére

o (T contient donc en particulier o' , dfoﬁ o(TM")c:c" .

M" )

Enfin, 8i 7e€o(T) , c#p('l“M,)ﬂp(T ) sinon (¢ appartiendrait

M",
p(T) puisque RM,(;)P + RM"(;)(l-P) serait l'inverse de (zi-T) .

D'od o(T)e o(TM,)L)o(TM") et alors o' = o(TM,) et o" = c(TM") .
Montrons finalehent que TPe<%(E) : on a d'abord
TP = TR(z) 4t
211 T

puisque T est fermé et gque l'on peut approcher 1'intégrale par une

o/
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somme finie, D'autre part. TR(%) = =L + ZR(%) , d'old

N

]

TP = T

j tR(Z) dzeZ(E) et TM,esf(M') . l
r

Remarque. On & vu que l'on peut écrire R(Z) sous la forme suivante

R(z) = R' (%) + R"(%) , avec

R'(z) = PR(Z) = R(§)P , holomorphe en dehors de O' et ¥ RM,(C) sur M

$R"(C) = (1-P)R(%) = R(%)(L-P) , holomorphe en dehors de 0"
et & Ryn(%) sur M,

1(1-!*))1’(;) = PR"(%) = 0 .

2) Valeurs propres isolées.

On suppose dans ce paragraphe que O(T) a un point isolé A ,
C'est un cas particulier de la situation du 1). L'opérateur Tyr @
son spectre uniquement constitué par {)x} ., D'ou TM,-Au est gquasi-
nilpotent, puisque O = suplO(TM,-kl)f = spr(TM,-ll) + I1 en résulte,
d'aprés le §.II1.2), que la série

-»
=-(n+1
Rye (8) = 50 (22070 (g an)®
n=o
converge dans <£(M') sauf pour %=X , On a donc, avec les notations
du 1) :

. P = D"
(1) R(;),:’RM'(C)P'mi-ZWl

n=zl
ol D= (T-X)P = six jr (z-1)R(Z) dte4(E)

est quasi-nilpotent et D = DP = PD ,

Maintenant, RM"(C) est holomorphe en %=X et admet un dévelop=-

pement en série de Taylor, déduit de la formule (II.2))

(2) RY(5) = Ry (0)(1-p) = 37 [-(5-2)5]"s
k=0
ol 8 =‘RM"(A)(1-P) =vlim{h(£}(1uP)] s R(A) n'existant pas.
L+

Remarquons que

1

s« g [ HH acesm)
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et que STcTSe<(E) , (AL-T)S = L-P , 8P = PS = 0 ,

Le développement en série de Laurent de R(rz) est obtenu en

effectuant Rf{r) + R"(¢, exprimés par (1) et (2)

20 n w
N P D . k k k+1
R < i = ww— v — -] - S .
R = 0 M A WA
n=l k=0

Dang le cas ol M' est de dimension finie, T, ,-AL = D est alors

Ml Mv

nilpotent : on montrerait aisément que M' > (T '-A)M'D ...:>(TM,—A)nM'3..
M

toutes les inclusions &tant strictes, il existe donc k>1 tel que

(TM,-AI)RM' = 0 . Dans ce cas A est valeur propre de T donc de T,

M' ?
d'indice k , de multiplicité m , ol m est la dimension de M' .

Quand, dans la suite, nous parlerons de valeurs propres isolées, nous

entendrons par 1la8 : des valeurs propres de multiplicités finies, points

isolég du spectre o(T) .

3) Résolvante de l'adjoint.

Théoréme., p(T*) et o(T*) sont respectivement les conjugués de o (T)

et of(T) dans € . De plus, si czep(T) ,

R(T;T*) = R(g;T)™

Démonstration : D'aprés le §.I1I,6) du chapitre 2, en remplagant T

par (z1-T) , le théoréme est immédiat. .

Cons%guences.

Si o(T) est séparé en o'Uo" par la courbe I comme au 1},

alors o¢(T*) est séparé par T en deux parties o' et o" . De plus,

= 1 . L ™ 1 F . # I
P E?T'j? R(7;T)A; seedp P - 5T J? R(Z;T*)az ,

mais la deuxiéme intégrale n'est pas prise dans le sens positif, d'od

1
P* = ey ff R(g;T*)dg
r

et P*® n'est autre que la projection associée & la séparation du

spectre de T* en o'UGo" . On a alors
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gE = M' P M" , M' = PE , M" = (L-P)E ,

Et = Mv‘-e M"l . Mnr = P*E", Mnl =,(1-P')E“ .

Supposons maintenant que M' soit de dimension finie m (P dégénéré

de rang m ). Choisissons une base {vl,...,vm} de M' = R(P) .
VIleE s Pu = nj vj , nj unique & partir de u .
J=1
De plus IndS'Y"PuHG'Y"P“-“u" , Puisque toutes les normes sont égqui-
valentes dans M' , D'ol u -—+-'WjeIE’ et on note n; = (ej,u) ol
ech" . On a alors
m m
Pu = e.,u)v. P = vs€: ) V.
:2 ; (e5ou)vy = z : (eaeylv,
J=1 . J=1

Soit maintenant feE¥, on a VYuekE

m m
(P*f,u) = (£,Pu) = (e.,u)(f,v.) = ( (f,v.)e.,u) .

D'ou

. m m

f = f,v.le. P* = e, V.)e.
2 : (£,v;5)e; =3 E : (eavides
J=1 J=1

et R(P") = M'* est engendré par les m vecteurs €1s0vese o Il en

résulte que P* est dégénéré de rang m%m . On montrerait de méme

que le rang m** de P** est ¢ m* . Or P peut &tre considéré

comme une restriction de P*" , d'od mgm** ., I1 en résulte que m=m*

c'est-a~-dire que

dim M' = dim M'* et dim M" = dim M"* (finies ou non).
I1 en résulte que 8i A est vealeur propre isolée de T , d'indice k
de multiplicité m , alors A est valeur propre isolée de T¥*,
d'indice k et de multiplicité m . De plus (on raisomnerait dans M'
et M'* comme en dimension finie)

dim N([(T=AL)P]") = aim N([(T"-31)P*]") , n=1,...,k .

En particulier 8i l'indice vaut l’e(valeur-propre "semi-simple" ) alo:

¥ Nous utiliserons fréquemment dans la suite, la propriété &énoncée
dans ce cas,
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les Av'j sont des vecteurs propres de T et les ej des vecteurs

» . =
propres de T* , tels que : (ej,vk) 6jk

IV, Spectres des opérateurs compacts.

1) Opérateurs compacts.

Théoréme, Soit Tc%fo(E) , alors og(T) est un ensemble dénombrable

sans point d'accumulation autre gque O . 8i 0O # r€g(T) alors

est valeur-propre de T de multiplicité finie,

Démonstratiog : lére &tape., On montre d'abord que les valeurs propres

de T ne peuvent s'accumuler en un point A autre que O .,

En effet, soit {An} une suite de valeurs propres distinctes, et
des vecteurs propres associés u , telle que 0 # A, =) #F 0 .
On note Mn le sous-espace engendré par les vecteurs Ujgesesl o
Mn est invariant par T et Mn-l
linéaitement indépendants). Il existe alors v €M tel que “vn" = 1

et dist(v_,M
n

c:Mn strictement (les us sont

n-l) = 1 (cf., en bas de page). On considére maintenant

la suite (1 oov ).
n n

-1 -1 -1 -1 :
‘oo TVa = A TV % Yy - g™ Tvg = A (T=3)v) , nom
\M_/
€ Mn—l
. -1 -1
Comme dlst(vn,M ) =1, ﬂxn Tv, = A Tva‘>l , et on ne peut pas

n-~1
extraire de sous-suite de Cauchy de {T(A;l vn)} ce qui contredit la

compacité de T ({X;l vn} est bornée).

En effet, dist(u ,M _,) = d et j{wp}c:Mn_l telle gque "un-wpﬂé'I%T7—
uﬁ-w P
On pose v, =":—:;2 , alors "vn,p" =1 et
n p
dist(v, .M, ) = L inf Jlu_-v] = d __ > 1-1,
Tl weiy - »

Puisque dim M <> et que M  est fermé, on peut extraire de la suite

{vn D t P®2,3,+44} une sous-suite convergente vers un certain v qui
»

vérifie alors :

v I =1 et aist(v_,M =1,

n-l)
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2éme étape. On montre ensuite que si O # ¢ non valeur-

propre de T , alors R(T~-zl) est fermé.

On suppose que (T-;)un —~ v , et on doit montrer que veR(T-z) .

(1)

Si {un} est bornée, {Tun} contient une suite de Cauchy : Tun _— W .
Alors cuil) = Tuﬁl) - (T-;)uil) —+ w=v , d'ol cTuél) —_— T(w=v) ,

...l(

et v

z T-z)(w=-v) e R(T-z1) .

Si {un} n'était pas bornée, on pourrait extraire une sous-suite

ufl)
{uél)} telle que "ur(ll)“ - o , Posons alors u'lgl) = Bl et
Ju{ty
{ué(l)} est bornée et telle que (T-?)uh(l) —_— 0
Or 3 {ué(z)} telle que Tua(z) - w , d'ou ;ué(e) -— W et

(T-z)w = 0 . D'od |w| = Limfgur @)} =

n-r-os
propre de T pour la valeur propre ¢ . Il y a donc contradiction,

lz] >0 et w doit &tre vecteur-
d'ol {un} est bornée et R(T-zL) est fermé.

3éme étape. On a vu au §.II, théoréme 3 du chapitre 2
que T‘e;ﬁg(E*) . On dira que [ est exceptionnel si 1 est valeur
propre de T ou T est valeur propre de T* ., D'aprés la lére étape,
l'ensemble des points exceptionnels est dénombrable et n'a pas de point
d'accumulation asutre que O . Montrons que 8i O # ¢ n'est pas excep-
tionnel, alors zep(T) « On & vu au chapitre 2 que R(T-cl)l = N(T*-Z1),
or T non valeur-propre de T % entraine que R(T-cl)L = 0 .

Mais R(T-zlL) #&étant fermé, R(T~z1l) = E et (;1-T)’lee?.(E) - ep(T).

D'autre part, un point exceptionnel appartient évidemment & o(T)
(cf. Théoréme du §.III,3)). D'od o(T) est identique & l'ensemble des

points exceptionnels (& 0 prés).

héme &€tape. Montrons maintenant que la projection P

associée & r1eo(T) , » # O , est dégénérée, Comme A est isolé, si T

est un cercle centré en A , de rayon assez petit, on a :

1

b= 2m1

21 = 2 1R(z) € 4 (E) car

Jr R(z) & et R(g) - 21 =%
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produit d'un opé&rateur compact par un opérateur borné. Mais, puisgqgue

f 92 = 0 car A # 0 s, alors P = Eiv f TR (z) it € € (E) car
LA z o
T

limite en norme de sommes finies d'dpérateurs compacts, Mais une pro-
jection compacte est nécessairement dégénérée (puisque tout borné de
l'espace-image doit &tre séquentiellement compact) Il en résulte que
YO # Aeo(T) alors A est valeur-propre de multiplicité finie de T

et A valeur-propre de méme multiplicité de T* . .

2) Opérateurs 4 résalvante compacte.

Théoréme. Soit T un opérateur fermé dans E , tel que la résolvante

existe et soit compacte pour un certain ¢ . Alors le spectre de T

est entidrement constitué de valeurs propres isolées de multiplicités

finies et R(g;T) est compact pour tout zep(T) .

Démonstration : On suppose que R(z;T) est compact pour coe.p(T) .
Alors le spectre de R(;o;T) est dénombrable et n'a pas de point

d'accumulation autre que O . Mais, d'aprés le Théordme du §.II1.3)),
1 de 3(C01-T) .

Il en résulte gque O(T) est l'image par [ == go-g-l de c{R(cO;T)}

E{R(QO;T)} = d{R(;O;T)} est 1'image par § =+

Le spectre o(T) est donc constitué de points isolés. On peut alors

écrire
P = Qii J R(z;T)dg od T entoure seulement ieoc(T) .
T
Or. P. = _l, R[u'R(C 'T)]du o= 1 T entourant (¢ -A)~l .
* 1 271 r » o’ ’ L=t * 01 o
1

Mais, d'aprés l'identité :
R[(z -2) " 3R(z ;1)) = ¢ = ¢ + (g =t
o ’ o’ o

on arrive &

~——
[ol)
I
]
o]
.
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-I1 en résulte que si Meo(T) , alors XA est valeur-propre de T ,
de méme multiplicité que (CO-A)-l pour R(;O;T) , l'opérateur

projection associé étant identique.

Maintenant, Y 7 ep(T) on a
R(£3T) = R(z3T)[1 + (g -2)R(z;7)]

d'od R(g;T) est compact comme produit d'un opérateur compact avec

un opérateur vborné. |§

V. Opérateurs linéaires dans les -Hilbert.

1) Rappels de résultats généraux.

On note (u,v) 1le produit scalaire de u et vel'espace de

Hilbert H . Tout fe&H™ peut &tre identirfié

& un ueHdH (Théoréme de
* ¥
H*

Riesz). L'espace H est réflexif : H = H (isomorphisme

isométrique). Bi Te<(H) , alors T**= T ,

Si T est un opérateur linéaire fermé de H dans H' , de

domaine dense, alors
T :H -—» H' ; T®: H'=H'* —» H*=1H

et N(T*) = r(7) , N(T) = R(T*)L .

Si Te#{E) est norial : T*T = TT* , alors spr T = |T|| (méme

démonstration qu'en dimension finie : JiT®™[ = |7)® ) .

2) Opérateurs symétriques.

Définition 1. T est dit symétrique s8'il est de domaine dense et que
T*sT .
T est dit autoadjoint s8i T*= T ,

Il reviendrait au m&me de dire que T est symétrique si et

seulement si

(Tu,v) = (u,Tv) yu,veF(T) .

On remarque gque (Tu,u)eR ; alors on a
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Définition 2. T est dit non-négatif s8i T est symétrique et si

(Tu,u)2 0 , ued(T) .

3) Spectre et résolvante des opérateurs autoadjoints.

On a d'abord, par la symétrie de T :
' 2
Vuen(r) , lz-9)ull® = f(1-Re $)ul® + (1m $)%ful® ,
ce qui entralne

Nr=-9)ull > |1m g| full .

Donc, si g ¢ R 4, 11 en résulte immédiatement que T~TI est inversible
et que R(T-3X) est fermé, Mais, N(T*-T1) = R(T-cl)i et T 4R ne
peut €tre valeur-propre de T* = T , d'odl R(T-%1) = H et <vgsp(T) .

De plus on a
IRGg;m) ¢ ltm g™ et o(T)cm .

D'autre part, l'opérateur TR(Z;T) = ~1 + ¥R(¢;T) est normal, puisque
[R(ﬂ;T)]* = R(F3;T) . Cela entraine

UTR(;;T)" = gpr(-I+ZR($;T)) = sup I-l + =

Aec(T) C-l' ’

"ol R(¢;T =
atod  |rR(3;m)| g =7

Enfin, si le spectre ¢(T ) est séparé comme au §.III, alors la

projection P associée est orthogonale : P = P* | Hell = 1 . c'est en

particulier ce qui se passe 8'il y a une valeur-propre isolée dans o (T).

L) Opérateurs semi-bornés et opérateurs accrétifs,

Définition 1. Un opérateur symétrique T est dit "semi-borné inférieure-

ment" si ¥ ueD(T) , (Tu,u) 2 v (u,u) , pour un certain YeR .

On &crira T»¥ et la borne inférieure de T sera sup Y .

Définition 2. Un opérateur linéaire T est dit "accrétif" si ¥ ueD(T)

®Re (Tu,u)y 0 .
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Définition 3. Un opérateur linéaire T est 4it "m-accrétif" si pour
Re A1>0

(T+x)"te d(H) et |](T+x)"lll\<1/ee N

Théoréme., Si T est un opérateur linéaire m-—accrétif, alors T est

fermé, de domaine dense et maximal-accrétif.

Démonstration : T est fermé puisque, pour A>0 , (T+A)-lc:£(ﬂ)‘.

Maintenant, on a ﬂ(T+A)-lﬂ < % , d'od VY ueD(T)
1
ol  $H{T+2)ul]
et Nuf®« 2lmu)® + 2 @e(ru,u) + Jul® ,
2 |
0 s $hrul® + 2 @e(ru,u) .

Si 1l'on fait tendre A —> « , on doit avoir ®e(Tu,u)>» 0 , d'od T
est accrétif.

Soit maintenant T, une extension accrétive®de T , alors (Tl+)\)-l
est une extension de (T+A)-l pour @®e A >0 } mais D[(T+A)-l] =H ,

LIPeS} =
d'ou Tl = T .

Enfin, D(T) = R[(T+A)—l] pour ®e i> 0 ; montrons que ((T+A)~lu,v) = 0
Y ueH == v =0 ,

Prenons u=v et posons (T+A)-lv = w , on a alors
-1 2
0 = Re((T+2) "v,v) = Re(w,(T+r)w) » ®Re A|w]® ,
d'odl w=0 , v=0 et D(T) est dense, B

Définition 4. Un opérateur linfaire T est dit "gquasi-accrézif" s'il

existe un certain ®eR tel gue T+& s0it accrétif.

On aurait une dé&finition analogue pour les opérateurs "quasi m=-

accrétifs",

5) Opérateurs m~sectoriels.

Définition 1. On appelle "image numérique”" @& (T) de T 1l'ensemble

des zeC tels gue =z = (Tu,u) , weD(T) , Jul=1 .

* T+ est inversible car VqED(Tl). Re((Tl+A)u.u)>Auullzo
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Définition 2. Un opérateur linéaire T est dit "sectoriel"”, de sommet

y , de demi-angle 6 (non-uniques) si l'image numérique & (T) est

dans le secteur ».: ®Re z > y, |Im z| < tg 6 (Re z-y) .

Définition 3. Un opérateur linéaire T est dit "m~sectoriel"” s'il est

sectoriel et quasi-m-accrétif?'

Il en résulte immédiatement que si T est "m~sectoriel", il est
alors fermé de domaine dense, maximal quasi-accrétif. De plus, 3 o e R

tel que T-a soit meaccrétif c'est~d~dire que

si @®e g <a alors “(T“Cm)-l“'S ) -lﬁe g

Notons maintenant y et 6 respectivement le sommet et le demi-angle

du secteur Z:, alors si c¢§::on a dist(g,z:) = 6>0 et YueD(T)

aveec |ull =1 on a

8§ < [(Tu,u)-z]| = | ((T=g)u,u)| < [HT-Fu]l .
D'oll, par homogéndité :
(1) Yued(r) [J(r=g)ul » &ful .

Il en résulte que N(T-zl) = O et que R(T-zl) est fermé, par la
méme démonstration que pour les opérateurs autoadjoints. Or, l'on sait
déja que pour Re g<a , zep(T) , c'est-d-dire que si l'on suppose

asy o, on a en fait

H(r-z2)"1) < [dist(CijZ:)]-l .

(si a>y , le raisonnement est encore plus évident). Mais on a vu au

§.II.1), que si L € p(T) alors tout le disque
I;—;o] < diSt(C05§ :) < U(T-;ol)_l”—l c p(T) . Il Qevient alors évident

que l'on peut recouvrir tout le complémentaire de E dans € par de

tels disques centrés dans la région Qe Lo < o Il en résulte que

o(T) CAZ:: et que
VeeD o Ir(m)] < [aist(z:) 017t .

% Cf, en exercice un lemme donnant une condition suffisante pour que

T scit m-sectoriel,
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Estimations utiles pour la résolvante de l'opérateur m-sectoriel

Soit ¢ =y +p e'® avec o +%slal\<n , alors

IR(z;T)] < 1/,
d'od, s8i A = p e*®  avec |B|.s-1-2r-- 8 , on a

I(z-y+x)™2) < T%T ,

c'estas-dire encore :

(2) I(e®B(Tay)+r)" ) < 1/, + i 250 et [BleF - 0 4
Soit maintenant g = y + p e'® avec 9 < lalé 0 + %,, alors
¢
dist(;;g ,) = o sin(|a|=-08) , d'oR
1
IR(g;T) ) < =
p sin(|al|-0)
et Y1 € ¢ tel que |arg A|s m-6-¢ on a une constante M_  telle

(3) I (T-y+)"1] ¢ o .
T

que
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Exercices,
S R

l, Alternative de Fredholm. (On montrera celle-ci dans le cas des
opérateurs 4 résolvante compacte, au chapitre 8),
Soit T un opérateur linésire compact dans le Banach E, on suppose
que 1€0(T)%
a) - Montrer que R(1-T) est fermé dans E.
Indications. Soit v€ R(i-T), et {u 21 Ey (1=T)u —»v,
Soit,dist [u yN(1-T)] est non bornee et cela condult & une absur-
ditéy soit, dxst [n yN{(1-T)] est bornée et 3 {u }y u -ul€ N(1-T)
avec {u'} bornée, et cela conduit a ve R(t-T). °
b) - Deduzre du a) que R(%-T) = {N(L-T™ )Tﬁ\E.

znglgqﬁlgng. On montre que Y le sous~-espace V de E, on a

(VAYnE = V, grice au théordme de Hahn-Banach, et a l'identifi-
cation de E 4 un sous-espace de E**, Ensuite on utilise une
propriété démontrée au § III.6 du chapitre II.

¢) - On sait que N(L-T*) a la méme dimension que N(1-T). Montrer
qu'une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une
solution pour le probléme (1-T)u = v od u est 1l'inconnue et VEE,
est que VE{N(l-T*)} + La solution u est alors définie & un élément
de N(1~-T) prés.

2. Démontrer que si T est un opérateur linéaire tel que T-l soit

borné et autou_lglnt dans H (Hilbert), alors T est lui auasi autoadjoint.
Indications. Soit w#0, T+in = T(L+inT" ) d'ol (T+1n)'1€§§0{)
et TEN(H)., Montrer que D(T) = R(T’l) = R{(T+in)_l} est dense
dans H., On applique ensuite le thécréme du § III.6 du chapitre II.

3, Montrer que si T est sectoriel (sommet v, demi-angle g), et si
3)AEC tel que Re). >~y et T+)1 admet un inverse borné, alors T est
m-sectoriel,

Indications, Soit o tel qQue Reg. <y, montrer que T-ql est injec-

tif et tel qne R(T~gq) soxt fermé, Puis V¥ g tel que |g+a|<y+Re)
alors ||(T-g)” "<(74Re;) + En considérant un -\' appartenant au
disque précédent, on itdre le raisonnement et on recouvre ainsi
le complémentaire du secteur (y,8) par de tels disques et 1'esti-
mation ci-dessus est encore vraie Y en dehors du secteur (y,8).
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L, Soit L autoadjoint > O, d'inverse borné&, on note Ao = infEK}QEOSLZL
Montrer que YV u€D(S), SLu.u)H_L_g_aﬂl[ﬁ.
Indications. 8i i 30, nontrer que JH(L+a)"Y) = (A +A) en uti-
lisant spr(L+:r)”t = B(L+a)” ﬂ. puzsque (L+a)~t est autosdjoint.
Ensuite Yu€D(L) on a |u| < (A +2)7 u(L-M)uI qui donne
((L=2 Juyu)y > 0. |

$. Soient H = L2(0,1) et T 1l'opérateur de domaine
D(T) = {u€l ; a—eﬂ. —3— €H, u(0) = u(l) = 0}, et tel que
Vu€D(T), Tu » « e,

N. B, Les dérivées sont prises au sens des distributions et les
traces u(0) et u(l) sont celles du représentant continu de 1la
classe, sur [O.l].

a) - Montrer que T est autoadjoint dans H, & résolvante compacte,
Indications., On comstruit l'inverse de T (opérateur intégral)
qui est alors autoadjoint et ¢ompact dans H., On applique ensuite
le résultat de l'exercice 2 et le théorémw du § IV.2.

b) - Montrer que le spectre de T n'est constitué que des valeurs
propres linglés_ lk-kzwz. kER™,

Indication. Montrer que les valeurs propres d'un opérateur auto-
adjoint sont toujours semi-simples (indice = 1), le calcul des
Ak est alors &vident, ainsi que celui des vecteurs propres :

sin. kwx,

2.
c) - Montrer queV ue€p(T), ““'":2 ;wzlluuLZ {ef, Exercice 4),

6., Soient H et T définis & l'exercice 5, et soit l'opérateur S tel que
D(s) = D(T), YV ueD(T), Su = a(x)%l,:- + b(x)u ol & et b € C°([0,1];R).

a) - Mongtrer que ST-l est compact dans H,
Indicationss On montre d'abord que rle L(H;D) o D= p(T)
muni de la norme du graphe de T, grice au théoréme du graphe
fermé, On montre ensuite que S est continu de Hl(o,l) dans
L2(0,1) od H(0,1) = {ue L2 (0,1), %-:—GLZ(O.I)} est muni de la

norme (Iuﬂ Idu 2 + I1 reste alors & montrer que l'application

identique est compacte de D dans Hl(o.l), en utilisant le théo-
réme d'Ascoli et la continuité de 1'identité ae c°([0,1];¢)
dans L% (0,1),
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b) - Montrer que l'opérateur T, = T+S est sectoriel (D(Tl) = D(T)).,
Indication, Utiliser une intégration par parties et des inéga-
lités classiques pour montrer que Y u€ D(T) on a

| Jm(Tlu,u)HI < tg eegﬁe(Tlu,u)H - yt"u"ﬁ},}oﬁ 1'on peut
rendre 8, aussi petit que l'on veut, alors que yse R dépend de ¢,

c) - Montrer que T, est m~sectoriel & résolvante compacte,

1
Indication. Utiliser le résultat de l'exercice 3, et montrer
que pour i > =Y Tl+1,eat d'inverse compact(-l n'est pas valeur

propre de (s+a)T™1),
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IV - Semi-groupes d'opérateurs.

I. Définitions.

1) Définition d'un semi-groupe fortement continu d'opérateurs.
2) Semi-groupe uniformément continu pour t30 .

3) Fonction exponentielle pour un opérateur non borné.

II. Propriétés de la fonction exponentielle U(t) .

1) Norme de U(t) et continuité forte.
2) Commutativité entre U(t) et T .,

3) Propriété de semi-groupe.

IIT. Semi-groupes bornés et quasi-bornés.,

1) Semi-groupes bornés.
2) Semi-groupes quasi-bornés (Th. de Hille-Yosida-Phillips)

3) Résolvante du générateur infinitésimal,

IV, Solution de 1'équation différentielle non homogéne.

V. Semi-groupes holomorphes.

1) Hypothéses sur la résolvante.

2) Vérification des propriétés de semi-groupe.

3) Semi-groupes holomorphes quasi-bornés.

L) Solution de 1l'équation différentielle homoglne.,
5) Compacité d'un semi-groupe,

6) Adjoint d'un semi-groupe holomorphe dans un Hilbert.

Bibliographie,
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Semi-groupes d'opérateurs.

Dans ce chapitre, il s'agira, d'une maniére générale, de résoudre

le probléme d'évolution suivant :

au
dt

u(0) = u s

+ Tu = £(t) ,

el u, T et u ~ sont dans un espace convenable, T étant un opérateur

linéaire, borné ou non.,

I, Définitions.,

1) Définition d'un semi-groupe fortement continu d'opérateurs.

Une famille {g(t)} , Ogt<w , d'opérateurs linéaires bornés

dans le Banach E , est appelée un semi-groupe fortement continu si

T(t+s) = F(t).¥s) , s,t20 ,
¥0) =1,

YueE , (t)u est continu en t sur [Q,m[ .

2) Semi-groupe uniformément continu pour tx0 .

Si Te<(E) , il est classique de définir

<0

n
Tt zz: (z1) . n on
nl!
n=o
La famille {e-Tt; t20} est évidemment un semi-groupe (et méme un

groupe! ). De plus ce semi-groupe est uniformément continu (topologie
de la convergence en norme dans <(E)) , et méme t -—> eIt est
une fonction entiére (holomorphe dans ) .

On a

4 , -Tt, _ -Tt _ -Tt
H(e )-Te = e T

On connait donc la solution du probléme

du - _
(1) STt Tu=0, u(o) = u €E ,
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qui est : u(t) = e-TtuOEE pour te[0,=[ .

On pourrait montrer (cf. référence [2]) réciproquement que si
{3(t)} est un semi-groupe uniformément continu pour t>0 , alors
] Te<4(E) tel que X(t) = e~ Tt pour t30 , avec
-T=lim-(—3:-§-£)—il .

h-»>o

3) Fonction exponentielle pour un opérateur non borné.

L'idée est de définir e LU par la limite quand n — « de

-n
t . - . .. .
(1+ET) , Par analogie & la fonction numérique exponentielle.

Soit donec T wun opérateur linéaire fermé, de domaine D(T) dense
dans E . On suppose de plus que l'axe réel <0 est dans p(T) et

que  [(T+5) M s g7, &0 .

On note d'abord que si a20 , alors

(2) [(a+aT)™t| <1

puis, si 1l'on pose
£y
V (t) = (I+=T) , t20 , n=1,2,v40 ,
n : n
il est immédiat de voir que les Vn(t) sont uniformément bornés
“Vn(t)||$l + De plus, Vn(t) est analytique en t pour t>0 , car

(T+£)“l est analytique en §£>0 . En particulier

-n=-1

d _ %
g V() = =T (342T) e S(E) , t>0 .
Enfin, si ueD(T) ,
f(1+aT) " tumu] = af(Z+aT) " Tu) € afTu]] — O

a a a s afruf = .

d'od, puisque D(T) est dense,
s .

(3) Vn(t) e Vn(O) = 1 (fortement continu en O0) .

Maintenant, on peut écrire : (on introduit ¢ & cause de la non

continuité de Vé(t) quand t —> 0) .,
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t-g d
1lim JS EE[Vm(t_s) Vn(s)u] ds
g+0

Vn(t)u - Vm(t)u

t-
= lim J e[-Vé(t-s) Vn(s)u + Vm(t—s) Vé(s)@] ds

€>0 €
t-e -m-1 -n-1
= lim I [& - B850 (p + E=2r) (2 + 37) U ds .
n m m n’
£+0 vJe

Si on suppose que uezD(Tz) , alors, comme la résolvante commute

avec T , on a

s t-s fmg,  TBL AR P
v_(t)u - Vm(t)u=J‘o(z-——)(]!.+ ~21) (1 + Sr) 7’y ds |,

m

car ici l'intégrand est continu pour s e[p,t] i cause de (3).
D'oli, d'aprés (2), on a pour ussD(T2) :

t 2
Iv_(6)u = v_(8)u] < %] Jo(ﬁ + 228) g5 = 22 4 )P

On a donc une suite de Cauchy dans E , qui converge uniformément
pour tout un intervalle fini de t et VIJGD(Tz)

or, D(Tg) est dense dans E car D(Te) = (T+§)-1D(T) pour
E>0 et R[ﬁ+£)-l] = D(T) est dense dans E (vérifier en exercice
que si AeZ(E) et R(A) = D dense dans E alors A{D} est aussi
dense dans E). Comme {Vn(t)} est uniformément borné et que Vn(t)‘
converge fortement pour tout u dans un sous-ensemble dense, il

en résulte que la limite suivante existe :

-

= U(t) = s-lim Vv_(t) = s-lim(]+%T) , £20 .
N -+ o n =+
On note, par définition U(t) = e—tT , mais il reste 4 vérifier les

propriétés de semi-groupe pour U(%) .

II. Propriétés de la fonction exponentielle U(t) .

1) Norme de U(t) et continuité forte.

Comme la convergence Vn(t)u —> U(t)u est uniforme pour t
dans tout intervalle fini, et que Vn(t)u est continu en t , alors

U(t)u est continu en t .

= U(t) est fortement continu pour t30 .

De plus “Vn(t)ﬂs 1 et Vn(o) = 1 , entraine
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[}
=
-

Thoe)ll ¢« 1] et [u(o)

2) Commutativité entre U(t) et T .

On a

vI(t) = - T(l+§T)-l v (t) = - vn(t)T(1+§T)'l = - TVn(t)(l+§T)-l

Or, pour u&D(T)

il en résulte que

Yuen(T) , -vnttnml+%m)'lu — =U(t)Tu .

De méme,

)-l

Vuekr ,ﬂ“ﬂ(%ﬁT u == U(t)u ;

il vient alors, puisque T est fermé

YueDd(T) , TU(t)u = U(t)Tu ,

clest-a-dire [ Tu(e) su(e)r |

3) Propriété de semi-groupe.

Si ueD(T) , on peut écrire

t
_ Sp,y=n=1
Vn(t)u - u= - Jo(]+nT) Tu ds ,

mais (1+§T)-n-l = (]+%19-1Vn(t) -, U(t) uniformément pour t

M—w»oo
dans tout intervalle fini, d'ol, en passant 4 la limite n - o
t
(1) ‘ U(t)u ~ u = -J U(s)Tu ds , YueD(T) .
o

Or U(s)Tu est continu en s , d'odl U(t)u est différentiable en t

YueD(T) , %; U(t)u = = U(t)Tu = =TU(t)u , t»0 .

Il en résulte que u(t) = U(t)uo est solution de l'équation 4iffé-

rentielle (I.(1)) pourvu gque uoe;D(T) .
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Montrons maintenant que la solution est unique

existe pour t-0 ,

au
dt
u{t)eD(T) pour t>0 et QU oy =0, (On n'a pas supposé que

soit u(t) continue pour t30 , telle que

dt
du . b
3T existe pour t=0). Alors, pour O<s<t

%g[ﬁ(t-s)u(s)] - U'(t=-s)u(s) + U(t=s) u'(s)

U(t=-8)Tu(s) = U(t=-s)Tu(s) = 0 ,

On doit en conclure que U(t-s)u(s) est constant pour s el[0,t]

en effet Y £>0 arbitraire, on montrera que
(2) lu(t-s)uls) - v(t)u(0o)l <es , sel0,t]

alors U(t-=s)u(s) = U(t)u(Q) s'en suivra (en faisant €~ 0) .
D'abord, pour s>0 assez petit, on a 1'inégalité (2), puisque 1la
‘dérivée & droite est nulle en O ., Soit [0,c) 1le sous-intervalle
maximum de {[0,t) dans lequel (2) est vérifiée. Montrons que c=t .
Si c<t , on a Ju(t-c)u(e) - U(t)u(o)l € ec par continuité. D'ol

puisque la dérivée est nulle en c¢ ,
JU [t~ (c+n)] u(c+h) - u(t)u l = Jlu(e-clule) - u(t)u ll + o(h) < ec + o(n)
& &(c+h)

pour h suffisamment petit, d'ol la contradiction == c =t et (2)
est vérifiée V9>O sur [O,t] .

Il en résulte (en faisant s=0, s=t, et s Y )

(3) U(t)u(o) = u(t) U(t~s)u(s) ,

et l'on a prouvé l'unicité de la solution de l'équation différentielle.

En outre, (3) montre gque Yuoe D(T) ,

U(t)uo = U(t=-s) U(s)u0 .

c'est-d-dire, comme D(T) est dense dans E , que

(L) U(t+s) = U(t).U(s) , t,530



IV.6

La famille {U(t)} définie dans I.3) est donc un semi=-groupe
fortement continu d'opérateurs bornés dans E , On dit que 1le

"générateur infinitésimal" de U(t) est -~T ., De plus, comme

fu(t)ll €1 , on dit que 1l'on a un semi-groupe de contractions.

III. Semi~groupes bornés et gquasi-bornés.

1) Semi-groupes bornés.

Si 1l'on veut que ~T soit générateur infinitésimal d'un
semi~groupe U(t) , il n'est pas nécessaire d'imposer & T 1la
conaition du §.I,3) sur la résolvante, En effet remplagons la
condition U(T+¥)-H|$f-l pour ¥>0 par la condition plus faible

(1) Mo+ e) ™ ) « m/e® , ¥>0 , x=1,2,...

ol M est indépendant de ¥ et de k ,

Cette condition entraine

(2) (1) ™) < M, a0 ,

et la construction de U(t) du §.I est possible exactement de 1la

méme maniére (avec (2) & la place de (I.(2)).

Dans ce cas, on saura aisément :
(3) luce)ll ¢« M, U(o) = 3, U(t+s) = U(t).U(s) , t,s%0

et U(t)u continu pour t30 .

On dit alors que {U(t)} est un semi-groupe borné.

2) Semi-groupes gquasi-bornés,

On peut en fait encore remplacer la condition (1) par 1la

condition suivante

(L) L'intervalle [B,+=[ est inclus dans ¢(-T) , et

o)™ ) ¢ M(e=8)"% |, 58, k=1,2,3,...

Alors, l'opérateur Tl = T+Q® vérifie les hypothéses du 1), de telle
-tT

maniére que Ul(t) = e 1 soit défini. Posons alors
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U(t) = eft Ul(t)v,

il est facile de vérifier que {U(t)} a toutes les propriétés d'un

semi-groupe., De plus, a4 la place de (3), on a

(5) Ju(e)]) ¢ moeP®

On dit alors que {U(t)} est un semi-groupe guasi-borné.

Enongons maintenant :

Théoréme (Hille - Yosida - Phillips). Une condition nécessaire et

suffisante pour gu'un opérateur linéaire fermé ~T , de domaine dense,

soit le générateur infinitésimal d'un semi~groupe fortement continu

est qu'il existe M et BeR tels gue

YavB » Aeol-T) et H(T+1)“kﬂ.s M(x-8)"F , k=1,2,...

On a alors : "e-TtH <M ePt

Corollaire. Une condition nécessaire et suffisante pour gu'un opérateur

linéaire fermé ~T , de domaine dense, soit le générateur infinité-
Bt
< e

-~ ]

simal d'un semi-groupe fortement continu tel gue ﬂe-TtH est

qu'il existe B &R tel que YA)S, A_ep(-T) et

-1 -1
Hr+)™7 ]« (a=8)7"
Nous avons montré la suffisance des conditions, la nécessité ne
sera pas prouvée ici (nous ne l1l'utiliserons pas dans la suite), mais

le lecteur peut consulter, pour celle-ci, la référence [2] .

3) Résolvante du générateur infinitésimal,

On veut montrer la formule utile suivante

L]

(6) => (7+3)" 1 = J e""" u(t) at , Re 58,

(e]

qui montrera gque la résolvante de ~T est la transformée de Laplace

du semi?groupe u(t)

Définissons l'opérateur A(Y) par
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T -rt
Aﬁ)u=‘J e"®" U(t)u dt , ueE .
(o]

L'intégrale est bien définie puisque 1'intégrand est continu en t .
Le second membre de (6) est par définition un opérateur qui est la

limite forte de A(x) gquand T — = .,

Soit donc ueD(T) , alors %?[U(t)u] = = U(t) Tu et

%?[e—ct U(t)u] %t U(t)(T+z)u . En intégrant, on obtient

u = J“ e”% U(t) (T+z)u at .
)
On pose alors v = (T+g)u, et
-] _ o _ct . 2
(T+g) “v = J e U(t)v dt si ¢ réel, et r>8 (zep(=-T)) .

)
Or, quand u parcourt D(T) , v parcourt E entier, d'od (6) est

démontré pour > , ¢ réel.

Maintenant, le second membre de (6) est holomorphe en ¢ pour
®e z>B , car JU(t)|f<sM Bt « Il en résulte que (6) est nécessaire-

ment vral pour ®e > et que l'on a :

-1 -(Re z~B)t _ M
[(mee)™ e [ o710 R an -

ce qui montre que tout le demi~plan @®e T >® est inclus dans ¢(=T) .

IV. Solution de 1'équation différentielle non-homogéne.

On cherche maintenant la solution de l'équation

) §~%% + Tu = £(t) , t>0
1

u(0) = u,

Théoréme, Soit =T fermé, de domaine dense, générateur infinitésimal

d'un semi-groupe fortement continu dans E , et soit f continfiment

différentiable pour t20 . Alors Y uoe.D(T) s+ 1 une solution unigue

de (1), contintment différentiable pour t»0 , donnée par l'expression:

t
(2) u(t) = Ult)u, + J U(t=s)f(s) ds .
Q
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Démonstration : L'unicité résulte du m@me raisonnement que pour

l'obtention de (II.3)).

Remarquons maintenant que si u(t) est solution de (1), de 1la
méme manidre que pour l'obtention de (II.3)) on a
d

E[U(t-s)u(s)] = U(t-s)f(s) .

En intégrant sur (0,t) (fortement continu en s), on obtient (2).

Il reste & montrer que, réciproquement, 1l'intégrale du second
membre de (2) satisfait 1'équation (1) avec une donnée initiale
nulle. '

t
Notons vit) = J U(t=-s)f(s) ds
o
s
et remarquons que f(s) = £(0) + j £f'(r) dr .
o

Il vient alsément :

t ot
v(t) = [J U(t-s)as] £(0) + J [J U(t-s)ds] £'(r) dr .
o & r

t
(3) T J U(s) ds = U(r)-U(t) , Ocrgt
Ir

Pour le démontrer, on commence par considérer ueD(T) , et il est

facile de voir que
t
J T U(s)u ds = U(r)u ~ U(t)u ,
r

or, comme T est fermé, en utilisant la définition de 1'intégrale

comme limite de sommes finies, il vient que

t .
TJ U(s)uds = hHr%@(tﬂu , YueDn(T) .
T
Soit alors ueE , j une:D(T) tels que u, —> u dans E , et
t t
J U(s) u_ ds —> J U(s) u ds
r n r

[u(r)-v(e)]u, — [u(e)-v(s)]u

d'ou, puisque T est fermé, 1'égalité (3) dans JS(E) .
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Il résulte de (3), que 1l'on a

t
(L) T J U(t-s)ds = 1 - U(t-r) , o<rst
r

Grdce & (4), on en déduit que +v(t)eD(T) et que

t
T v(t) = [1-U(t)] £(0) + J [1-U(t-r)] £'(r) ar
o
(5) N
= £(t) - u(t)fr(o) - J U(t-r) £'(zr) dar .
O

D'autre part, N

v(t) = J U(s) f£(t-s) ds
0]

t

d'od (6) -2§%32 = U(t)f(o) + j U(s) f'(t-s) ds .
(o]

En comparant (5) et (6), on voit que

dv(t)

at £(t)

+ T v(t)

ce que nous voulions montrer. La continuité de f'(t) entraine celle

dge I par (6). La vérification de v(t) —> O est évidente. @

dt £

V, Semi-groupes holomorphes.

On a vu, d'aprés la formule (6) du §.III, que la résolvante de
-T est la transformée de Laplace du semi-groupe U(t) . On est donc

tenté d'écrire

(1) | U(t) = 5=r J e ¥ (140)7t ag
2m1
; T
en prenant r o= ligne droite allant de c¢-i® & c+lio avec c>B .

~

par analogie & la formule d'inversion de la transformée de Laplace,
En fait, on peut montrer que si ueD(T) alors U(t)u admet la
représentation (1), mais la démonstration n'est pas facile (cf.
référence [3}). C'est pourquoi, nous allons faire ici des hypothéses
plus précises sur T , pour justifier (1), ce qui fera apparaltre

une classe de seml-groupes moins genérale,
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1) Hypothéses sur la résolvante,

On suppose encore que T est fermé, de domaine dense D(T) ;
de plus on fait l'hypoth&se que le secteur |arg 7]« % + w , w>0

est inclus dans p(-T) , et que VYe>0 , 3 M indépendant de ¢ ,

tel que
M
-1 € T
(2) [(T+z)™7 < T pour |arg z]| < Stu=c
La courbe T <choisie est telle que sur la figure : située entiérement
dans le secteur Iarg c]< %+w et de branches infinies d'arguments
+
z (%+w—e) , avec €< .
\
A Im ¢ X Im g
W
£ A
.4,‘E \‘
_’ 4 ;
4] Re Re ¢

On remarque que si l'on translate T vers la droite, on ne change

pas 1l'intégrale dans (1) (le vérifier en exercice).

2) Vérification des propriétés de semi-groupe.

i) On a

U(s)u(s) = —E— J J 8 5 e (pe ) ()™ ap agt
(ewi)” Jr' Jr

et en utilisant les identités

(Trg )™ (meg) ™t = (geg ) TH[(meg ) ()] (1IL(1))

LS

J eCt (C-C')-l dC dC' = -2rie s
r

"
(@)
-
1
[(]
I
)
—
¥~
1
T
N
{
’—J

on arrive a .

U(s)U(t) = 5 J e8(t+8) ny =Ly = Ultes) .
. |

ii) On remarque maintenant que (1) est défini méme pour te €
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tel gue Iarg t|<w , car on peut déformer T de manidre & assurer
|arg(tc)’> % pour ¢z €T et I;l -~ o , Comme on peut dériver en

t sous le signe somme, il en résulte que U(t) est holomorphe en t

dans le secteur |arg t|<w . On a

4u _ 1 Ct -1, 1 zt -1
% - 5T JFC e’ (T+g) ~ dg = 37 jr e [a-1(T+5)77] dg

= - 2ii T j e2;1'-'(’12‘+c)-l ag = =T U(t) (calcul justifié puisque T
T

est fermé),

Il en résulte gque pour >0 ,

(3) L ed(E) et = -T U(‘t) 5 - u(s)T

la derniére inclusion se déduisant aussi immédiatement de la forme (1)
de U(t) et de la commutativité de (T+C)-l avec T .

iii) Posons maintenant dans (1), z'=¢t , nous obtenons

1

- AN AN .
U(t) T Jr'e (T+t ) ag

ol l'on peut prendre T©' indépendant de t . Estimons U(%t) pour

|arg t[g w=€

' -1 %
pour Y'eT' , on a "(T+¥—) | < cte]27i , d'ou
”U(t)“ £ cte .JF'eReC' g,’ = cte.,
Il en résulte : HU(t)“ § M} pour larg t| sw-¢ , d'ou {U(t)} est

uniformément borné.s

De méme on montre, pour larg t!$w—e :
au -1
() Izl = I ute) ) < Ml]e|™
De plus, on a aussi, pour |arg t|su-¢
. |
_ z! -1 -1 _ % e -1

U(t)=1 = T Jr'e [(tT+C') -z'" "Jag' = - eﬂi'Jr' = T(tT+z ') ac'.
Si wuwuepDd(T) ,

fu(t)u-ul < cte.|t].ra) [ of¢ & az: | - 0 .

rt IC’[Z t»o
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Mais, D(T) #étant dense dans E , et (U(t)} uniformément borné, il

en résulte que ¢
gs=1lim U(t) = U(0) = I pour arg t |sw-e¢ (définition de U(0)) .
t 0 .

On a donc vérifié toutes les propriétés de semi-groupe pour {U(t)} ;

par 1l'unicité on a donec U(t) = e~tT |

Notre semi-groupe a, en fait, des propriétés plus puissantes que

celle du §.II : t = U(t) est holomorphe pour |arg t|<w, unifor-
mément borné et fortement continu en t=0 pour |arg t|<w-e , avec
U(0) = 1 . On dit que l'on & un semi-groupe holomorphe borné.

Remargue. Il n'est pas évident a priori que la condition (2) soit
plus forte que la condition (III.{(1)). On peut en fait le démontrer
(cf. référence [1])..

3) Semi-groupes holomorphes guasi-bornés.

On peut étendre le 2) comme au §.III en considérant les

opérateurs T de la foime T = T =Bl ou To vérifie les conditions

-tT Bt _~tTo

du 2) et pelR . Il est évident que e = e est un semi-

groupe holomorphe pour Iarg t[ <w. La seule différence d'avec le 2)
est Que l'on a :
”e-tT" < M%]estl s Vt tel que larg t|sw=g o

Notons maintenant un théoréme que nous utiliserons souvent

Théordme. Soit T wun opérateur m-sectoriel dans un espace de Hilbert

H . On note vy le sommet et ¢ le demi-angle du secteur .z: s Oseég .

Alors ~T est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe
-tT
e

pour ]arg t|'<%-6 , qui vérifie

[T ¢ oTYRE

Pégggg}gg}igg : On a vu au chapitre III que T est fermé de domaine
dense D(T) . D'autre part on a montré que pour arg ;|<~%+(%-9)-€ R
on a
-1 Me ol M est indépendant de ¢ (cf. V.(3)).
I(T=v+2)™7| < €



IV.1k

Il en résulte que T-yl vérifie les conditions du 2), d'ol

- (T= s
e (r-Y)t est holomorphe pour Iarg t|<:§-9 .
p'autre part, pour +t20 , on a “e-(T-Y)t“ €1 , d'aprés le §.1I1I,

. ) T
et 1l'on a vu au chapitre III que si Ial<-§-9 s alors
I(e™(p-v)+r)~L] s% si A>0  (ef. V.(2)) ,

ia
l|e=® (T_Y)t" < 1 pour t20 ,

enfin

He-(T-Y)t“ £ 1 pour arg t <f%-6 .

et le théoréme est démontré. E

4) Solution de l'éguation différentielle homogdne.

D'aprés les propriétés du semi-groupe holomorphe U(t) = e~ tT
on sait que pour t>0 , u(t) = U(t)uOELD(T) méme si u eE .
De plus,

%%(t) = «T u(t)e E pour t>0

et u(t) —= u, dans E ..
t+0

Remargque l. On peut montrer facilement que

n M
IS5 = JIr° u(e) ] « =2, >0,
dt t

d'oli, u(t)ed(T) Ynel , pour t>0 .

Remarque 2. Pour l'équation différentielle non-homogéne on peut

améliorer les conditions du théoréme du §.IV sur £ , mais, si 1l'on
suppose seulement f <continue dans E pour tout t20 , c'est insuf-

fisant & cause de l'estimation :

lTu(t=-s) £(s)]| < cte_ﬂf(a)ﬁ

t-s

sy t>s .

On pourrait supposer que f est contipue~HS1ldérienne dans E (cf.

référence 1), et cela marcherait alors.

En fait, dans la suite nous utiliserons une propriété, d'une

autre nature, faisant intervenir un espace "intermédigire" entre E
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et D(T) , de maniére 4 "awméliorer" l'estimation ci-dessus.

5) Compacité d'un semi~groupe.

On a vu, dans le cas des semi-groupes holomorphes, qus U(t)
est uniformément continu pour t g Eto,tl] ou O<to<tl<w (si to=0 ,
alors U(t) a un générateur infinitésimal borné). Montrons alors le

Théoréme (cf. référence [h]). Soit {U(t); te Bb,w[} un semi-groupe

fortement continu, de générateur infinitésimal -T . Si

{(U(t); te fto,tl],to>0} est uniformément continu, et si la résolvante

R(z;T) est compacte pour ze p(T) , alors U(t) est compact pour
t>,t .
)

Démonstration : On va montrer que dans £ (E)

U(to) — U(to) , 8i t zréel —> = ,

Comme l'opérateur du premier membre est compact, & cause de la
compacité de (T+c)'l (€p(=T) pour { assez grend), il en

résulte que U(to) est compact et que, pour t>t
U(t) = U=t ) U(t)

est aussi compact.

On a, d'aprés la formule (III.(6)) :

(T+z)"t U(to) = J e~ ot U(t+t°)dt pour &t réel >8 ,

(o]

D'old

t(mee)™t Uls,) - Ut ) = Jo;e-ct[U(t+tq)-U(to)] at , ¢>8

8
Iz (reg)™d ult ) - U(to)ﬂ < (J

+ J )lcle-ct”U(t+to)-U(to)“ dt = I. + I,
o) 8 =

1
Y e>0 . J >0 tel que

”U(t+to)-U(to)” £ €/2 pour te [Q,S}

§
-Tt
1, < |zl Jo e at < 3 .
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I, = [clj e "V u(ert )-U(t ) flat s 2M'[;|J e (B=)tgy ¢ yn o~ (6-B)8
2 o o
§ §
€ N _ .

pour ¢ >N(8) , on a I,€3 d'ol I, + I,s¢c et l'on a bien
démontré que

. -1

lim|lz(T+g) ul(t,) - U(tO)H =0 . @

C—)oo

6) Adjoint d'un semi-groupe holomorphe dans un Hilbert H .

Lemme. Soit T opérateur fermé dans H de domaine dense D(7) ,

alors T* est fermé de domaine dense D(T?*) .

Démonstration : Supposons gqu'il existe ueH tel que (v,u) = 0

Y veDn(T#*) , i1 s'agit de montrer que u=0 . En effet, si u#0 ,
(0,u) ¢ ¢(T) (graphe de T) . G(T) &tant fermé dans H H , on
peut appliquer le théoréme du §.I.4) du chapitre 1 (conséquence du
Théoréme de Hahn-Banach) qui affirme qu'il existe

(x,~y)e (HxH)* = HxH tel que
((xy=y), (0,u)) = 1 et ((x,-y), (u,Tu)) =0 VYued(T) .

Il en résulte que :

d'ol yeD(T*) et T* = x . Mais ceci est impossible car on doit

alors avoir (y,u) = 0! .

Remargue. Le résultat est encore vral dans un Banach réflexif.

Supposons maintenant que Te%F(H) , de domaine dense, vérifie

m

M :
)_lm g TE§ET pour |arg(z-8)] s Stu-e , Yeso ,

| (T+ z1

alors on sait que =T est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
holomorphe dans le secteur arg t|<w ., Montrons que =T% est aussi
générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans H et que

( =LT ¥ -tT*
e ) e

En effet nous savons, d'aprés le §.III.3) du chapitre 3 et le

§.I.5) du chapitre 2 que 1l'on a
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IR(z;T) ] = JR(Z;7™) | dans <(H) .

On a donc, pour Iarg(C'B)IS'%+w—a s

M
- -1
e S TR

et comme T™ est fermé de domaine dense, d'aprés le lemme, -T* est
- -*
générateur infinitésimal d'un semi~groupe holomorphe e tT .
De plus,
~-tT* - r 7t ¢ — y=1 .=
e~ S er’t(T’#;Il) * dg = - L e5 (T*+71) dg
27l : 271 | =
T r
1 gt ~1 * -tT >
(5t fre (r+z1)"tag) = (D)7 L @)
. . -tT .
Remarque, En fait, on peut montrer gque si e est un semi-groupe
. _ . -1 * -tT *
fortement continu dans un Banach réflexif E , alors (e T) = e

est aussi un semi~groupe fortement continu dans E® (démonstration

plus difficile).
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Exercices,

1.

Soit l'opérateur T défini 4 l'exercice 5. du chapitre III.
Montrer que -T est générateur infinitésimal d'un semi~groupe holo-

morphe, de contractions, autoadjoint, tel que

-12Re t

-Tt
Il e T “-‘G(H) < e pour Re t > O,

De plus l'opérateur e-Tt est compact pour t > 0.

Soit l'opérateur T, = T+S défini 4 l'exercice 6, du chapitre III.
Montrer gue =T, est genérateur infinitésimal d'un semi~groupe holo-

morphe, compact pour t > O,

Soit un opérateur T, tel que =T soit générateur infinitésimal
d'un semi-groupe fortement continu dans le Banach E. Soit u € E
tel que ”e-Ttuo - uouE < € t% pour t ¢ Ty, a > O, Montrer que l'on
. -1 a
a alors ||[(1+eT)™" - tJuo“E < C'" e pour e ¢ 8 (38 ).
Indications. On peut utiliser 1'identité

1 =% ot tT
(1+eT) u_ = f e” " e ¢ u_ dt pour e < 1/3,
o o
o
Remarque, Dans le cas ou {e-Tt} est un semi-groupe holomorphe, les

propriétés suivantes sont é&quivalentes : soit a & [O,l{,

. PN -Tt
i) u  véririe : pour t g1 JT e uo“E < <=5

ii) ug vérifie : 3 60 tel que si € g 60 on ait

ﬂ[(l+e‘1‘)-l - ﬂ_]uo"E < cre? ,

iii) ug vérifie : pour t £ T, ne-Ttuo - uo”E
L'équivalence entre i) et ii) sera prouvée au chapitre VII, (cf, An=
nexe 2), On vient de voir que iii) entraine ii) dans un cas plius
général , Le fait que ii) entraine iii) est aisé i montrer en uti-

lisant 1'identité (4 justifier )

e-Ttu - u = f -T e-TTu dt.,
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4L, Exemple de semi-groupe non holomorphe.

Soit E = é;(R) = {fonctions continues sur R tendant vers O i 1l'=},

muni de la norme "u"E = gup [u(x)y E est un Banach., Soit l'opérateur
x€ R

T: D(T) = {u ; wu€E, $L€E}, VYu€D(T), Tu = - =

a) = Montrer que D(T) est dense dans E.
b) -~ Montrer que T est fermé ( € F(E)).
¢) - Montrer que pour Re ) > O et pour Re )x < O, la résolvante

(A -T)" 1 e L(E) et est de la forme :

X
VEE —» u(x) e~ AX f et v(t) dt, si ®Re 1 > 0O,

VEE = ulx)

+o
-Ax f e*® v(t) at, si Re 2 < 0.
X
d) ~ Montrer que XT est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
fortement continu de contractions,
Indications On montre que

si Re A > O, H(K-T)-l“,g(E) < Ri X

si Re A < O, ”(A+T)-1]L$(E) € :ﬁ%-xo

On a donc en fait un groupe fortement continu (eT(tl+t2)=eTtl.eTt2
V t1,t2 € R) . (Onvérifie directement que eTt.e-Tt=l).

e) - On considére le probléme d'évolution :

u continu de [O,+~[ dans E, dérivable sur (0,2),

Ty {i(¢) € D(T) Vi > 0.

Q1ﬂ
e

u(o) = u € p(T),

dont la solution est eTtuo. Montrer que la fonction

Tt

(tyx) —> (e"%u ) (x) véririe (eT¥u_)(x) = u_(x=t), c'est 3

dire que {eTt}est le groupe des translations,

Begazq&e_s&r_ciTl. On peut montrer que le spectre de T est cons-

titué par la totalité de l'axe des imaginaires,
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Eléments de théorie des perturbations.

I. Familles holomorphes de type (A) .

1) Définition,.

Une famille {T(A)}cF(E;F) est dite holomorphe de type

(A) dans le domaine. Doc:C Ei D(T(r)) = @ est indépendant de 2
et 8i Y ued, » —» T(A)u est holomorphe dans D

2) Conséquences.

Si A,e D, on peut done écrire ¥ue 9,

(1) r()u = 200 s e e s 0ea 2@ v L,
série qui converge dens un disgue ]1-A°|< r (dépendant a priori de
u). Les T(l) y i=0,1,2,... 8ont des opérateurs linésaires de E

dans F de domaine & , définis gréce & 1'unicité du développement

(%)5 et linéairesa cause de la linéarité de T(A) . De plus
?

Y

d'espace de Banach avec la norme :

ﬂ‘TﬁAb) ast fermé&, d'el l'en peut munir D d'une structure

1/2
[RER{N A EALN SE

k]

On a alors 9 G E avec injection continue et T(O)e SL@;F) .

Maintenant, T(X) est la composition de 1l'injection bornée
P ~—+ E et de T(A)e F(E;F) , d'od T(1) € &F(D;F) , mais comme
le domaine de T()A) est & entier, on en conclut que T(N\)e F(9;F)
Enfin, Yue®, X =+ T(A)u est holomorphe dans D, 4 a'ol

| 1 (A" )u ..,
T(A)u = 2-«;(} o 4

ol T est un cercle orienté, contenant i , De plus, sur T ,

”T(%)UNF vérifie les cbnditions du Yprincipe de majoration uniforme”
(efs §.II, 2) du chapitre 1), d'od T(A') est borné sur T

"T(A')u"F < MEu%D . Y A'é“r .



On a salors

1 . d . n T(2')u
=[T(a+n)=T(X)Ju = ==[T(A)u] = 5= ax'
”[' " Je ‘”[ ol 2mi Jr (A'=r=n)(a'=2)?

pourvu que A+n soit intérieur & T { on a dérivé sous le signe J
T
pour obtenir %T[T(A)u]) « Il vient enfin, que 1l'intégrale du second
membre est majorée par un nombre de la forme |n|.M".||u"£D pour |n]|
. . 1 d
assez petit. Ceci montre que ;[T(A+n)-T(A)]u ;:g— EX[T(A)u]

uniformément pour "uqﬁsl.. Il en résulte que

%\-»[T()\-t-n)-'l‘(}‘)] 2 () = —-[T(U]

+0

en norme dans <£(;F) , et donc A — T{(A) est holomorphe de D

(o ) L(D;F) et 1eo

rayon de convergence du disque IA-loi'<r de la formule (1) peut

dans € (D;F) . En conséquence, les opérateurs

€tre choisi indépendant de ued.

3) Estimations utiles.

Soit. D, wun compsctcD c € , alors YreD

1 1

‘IT_(A)I}Q(ﬁ_F)..sM » M indépendant de 2 ,

1l
“T-(pzl)ngcb;F)s Moo, M indépendant de X .

”T'(A)"£($-F) < Ml. M indépendant de ) ,
’ ?

Exprimons ces inégalités autrement

' 1/2
(2) Yued, r(M)ul; < M{llu||§+nm(°)u|]§} » Yo en,

ce qui peut aussi s'écrire : YueD

2 2 2
{“u"E+"T(A)u“F} < YMT+1 {ﬂuHE+uT(°) "F , Yre D, -
Mais, par un raisonnement classique, gr@ice encore a la compacité de

D, s on a v ued

1/2 1/2
ez pulBr T ¢ wtfulBelza)ul®y -, ¥a,a,eD)



(i1 suffit de construire un réseau fini de Ai tels que les ouverts

AY=T(AX. < € ' i a .
lo(x)—z( 1)“HK$;F) . recouvrent D et d'associer 3 chaque ),

l ]
une constante Mi du type de M , on trouve alors facilement la

constante M'), De méme on montrerait que Y ued

1/2
) e o0l weClalBelrooul?) " Yaen,

et que Ye>o R 6 el que lll-lel € 8§ entraine

| 5 2 1/2.
(3) !m(xlm-wz)ull; e ulg+lr)uli? Yued et YA 2,0

Enfin, notons au sujet du développement (1) que l'on a

() Mop 12, o (o) g2,/ 2
(5) K ul . € ={Julc+ilT ulsy s M indépendant de n ,
F oD ‘B F

oﬁ P>0 est un nombre plus petit que le rayon de convergence r de

la série E : (A=2 )n (n) dans ﬁZ(S F) (si Ik—ko|=p<r , alors
n=o0

ﬂ(l-ko)nm(n)n££$_F) —> 0 quand n —» ® , d'aprds le critdre de
?
Cauchy, d'ol l'inégalité (5)).

4) Analycité de la résolvante.

Montrons d'asbord

Lemme 1. Soit T e$(9;E) tel gue T-le:%(E;.@) et soit Ae<@(D;E)
tel que I all < fo=ty-t , alors

(T+4) " te LE;D) et
(T+a)”t = 77t }:: (-ar"1)®
JLT Il Jal

1 1
le(z;9) ¢ 1w-alllrty

de plus | (T+A) =T

Démonstration : On remargque d'abord que AT-%;fZ(E) et que

<1.1 & éri
S (E) 1l en résulte que la série

R=3 0 (-ar")"

n=o

converge dans <(E) en norme,

€D
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Maintenant R(I+AT™ %) = A(]+AT_1‘)R => (=a7~1)® >, (-ap~1)B*l o 3
n=o n=o0

atod (1+ar” 1)1 = Re4(E) .

Or, T+A = (1+AT_1)T y d'od T+A est inversible et
(r+4)~1 = p~l(a+ar™ )"t
De plus,

, et la formule cherchée est démontrée,

"('I’+A)-l-'l‘-ln = "T-l Z..: (-AT-l)n" < "T-l” "AT-IJL , et 1'on a montré le
| o=l 1-far~2y

lemme 1. .

Supposons maintenant que E = F et que <, € p[T(}\O)] , alors
L oyp-l :
[,3-2( 17" = rIxs1(a )] e 2(2) .

Mais ‘GOJ-T(‘AO)G‘:Z(.!);E) ol 1 est ici l'injection canonique bornée

de 9 dans E , d'ol R[SO;T(AO)JQ,C.F(E;S) , mais comme l'ensemble

de définition est E , il en résulte que

R[$ :T(x )] e €(E;D) & L(E) .

Il résulte alors du lemme 1, que comme A—> T(x) est holomorphe

d& valeurs dans <(;E) et que R['so;T()\o)] e¢3(E;9) , alors 7 79/()\0)
tel que pour Xeﬂv(lo)-, A -ﬂn_R[go;T())] s8oit holomorphe & valeurs
dans <(E;9) G.<£(E) . De plus '

RBO;T(,\)] = R[y_iT(x )] g {(T(A)-T(,\o))R[go;T(;o)]}n ,

Y3s,ep[T(A, )] et 21 tel que IlT(a)-T(zo)llﬁz(m;E)<IIR[so;,T(xo)llﬁ%E;$)-
Enfin si D, est un c.c>mpact<:Do et inclus dans p[T(;\o)] , On a
sup "R'[g;T(ko)"‘i(E':D) = M <= , et J 19‘(7\0) tel que si )\61}()0) »
Sedy iy
($,A) — RI[%;T(a)] est holomorphe (par rapport au couple de

variables). De plus : rev(h ) et Y<xenbD on a
o] 1

R[z;T(a)] = R[;;T(Ao)].i} ([T(A)—T(AO)JR[c;T(AO)])n .

n=o

clest=d=dire

(6) R[:3T(A)] = R[gsT(a )] + g (= )? R(n)(c.'/\o)
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(n) " . (\)l) (\)2)
o RU(3,A ) = >~ rlur))]r trlEro)le cee
\Y +...+\)p=n ( )
9,31 v
J T P R[c;T(*O)] .

Remarque. On a montré une sorte de "semi-continuité supérieure" du
spectre G[T(X)] en ce sens qu'il ne peut pas s'étendre brusquement.
En revanche, il existe des exemples pour lesquels le spectre se

réduit brusquement quand XA —> Ao .

5) Projections associées & une séparation du spectre.

Supposons que le spectre: c[T(AO)] soit constitué de deux

"

parties Gé et 9 telles gqu'il existe une courbe simple recti-

fiable fermée T entourant un voisinage ouvert de cé et extérieure

& un voisinage ouvert de cg

. Alors, on peut définir la projection
Sur un sous-—espace M'(Ao) parallélement au sous-espace supplémen~
taire M"(Ao)

1
P(2,) = 55 JPR[;;T(AO)]dc .

Il résulte du 4), comme T est compactc;Doﬁ p[T(AO)] , qu'il existe
un voisinage @(Ao) tel que (g,A) — R[t;T(A)] soit holomorphe
pour ce€Tl et Ae/&(ko) . D'ot Te p[T(A)] pour XQQ}(kO) et le
spectre de T(A) est lui-méme séparé en deux parties par ' . De

plus,

27T1

P(A) = == jPR[C;T(A)]dC

est une projection, sur un sous-espace M'(X) , bien défini et
holomorphe, pour Ae‘l}(ko) , dans 4 (E;9) &L(E) .

Montrons maintenant :

Lemme 2., Soient P et Pl deux projections dans E telles que

”P-Pl" < inf(”P"~l,”Pl"-l) » alors si l'une des projections est

dégénérée, l'autre l'est aussi et

dim R(P) = dim R(P,) .

1

Démonstration : Notons M R(P) et M, = R(Pl) , alors l'opérateur

- o = om l

PP, P agit de M dans lui-méme et, dans M , on a
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Iep p-pl = ho(p -p)el < d2llp -p) < 1,
car P est l'identité dans M , D'ou, 1l'opérateur

PP,P = P + (PPlP-P)
admet un inverse dans <(M) et le domaine de valeurs de PPlP =M .
I1 en résulte : (PlMg_:Ml) .

M=PP.McPM <M,

1 1

d'ou M= PM_,
1
Ceci montre que dim Mg dim M

dim M) dimn M

1 De mé€me on montrerait que

l.d'ol _ai-u-ai.xl. R

Lemme 3. foit A — P(A) wume prejectien helomerphe peur [r-rj|<v

et soit P(Xo) dégénérée de rang m , M étant le sous-espace

associé, Alors 3 6>0 tel que si '{ul,m..,um} est une base de M ,
- o

alors {P(l)ul.....rll)u.} est une base 4N, = R(P(X)) pour
[a-a ] < 4.

DEmonstratien:D'aprds le Lemme 2, 3 & tel que [i-) |<8 == dim M =
dim Mo = m ; pour cela il suffit que 1l'on ait
HP(AO)-P(A)“ < inf(“P(k)u-l,uP(xo)u_l) . Alors, les vecteurs U ,...
+eesu ~engendrent M_ et P(A)ul,...,P(A)um engendrent P(A)MO
de méme dimension que M, d'aprés la démonstration du Lemme 2,
Les m vecteurs P()\)ui , i=1,.¢.,m sont donc linéairement indé-

pendants et forment donc une base de Mk . l

Dans le cas d'une valeur propre isolée Co de T(AO) , de
multiplicité m , on peut calculer le développement en série de
Taylor au voisinage de ko de la fonction XA =—+ P()) . Pour cela
on utilise le développement de R[c;T(ko)] (cf. § .III.2)) au

chapitre 3) :

m=1 n o»

(1) R[C;T(xo)] = ‘;f‘:o = :%?;;Ji)_m + g (‘l)k(C‘Co)k gL
» [}

ol D=1 )t 3P , P

PR ),

8 = 1im [R[$3T(3 )] (1-7)] ,
24 o

o
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et on remargue gue T(n)R[;;T(AO)] . T(n)s . T(n)P . T(n)D € <L(E)
puisque d'aprés les expressions intégrales du chapitre 2 (§.I1I.2)),
S, P, De 4(E;9) . Maintenant, d'aprés la formule (6) du L), on

obtient finalement :

(8) P(a) = EEZ (=2 )" p(a) o3 plo) o p o P(r,) s
n=o

et (9) pln) . 2ii JPR(n)(c.xo)dc ,

ol R(n) est calculé & l'aide de (6) et (T) .

Exemple. Calcul de P(l) .

Calculons d'abord R(l)(;,xo) d'aprés (6) :

(l)(c.ko) = R[z;T0O0 )] (1) Rlz;T(Or )] .

Ensuite il faut calculer le résidu dans la formule (9) en utilisant

(1) :
(10) p(1) _ pp(llyy gp(2)p Ef:(_l)n—l[Dn-lT(l)sn+SnT(1)Dn_1] .
n=2

Dans le cas d'une valeur propre semi-simple, m est la dimension du
sous-espace propre et D=0 , alors dans (10) le terme entre crochets

disparait.

II. Perturbations analytigques de valeurs propres isolées.

1) Cas général.

Soit ;, Valeur-propre isolée de T(Ao) , de multiplicité
m 3 on est donc dans la situation du §.I.5) et l'on sait gque pour
]A-AO]< § , on peut définir une projection P(A) holomorphe, dégé-
nérée de rang m , correspondant donc & une partie du spectre de

~

T(x) située strictement & l'intérieur du cercle T entourant Lo ¢

Soit maintenant l'opérateur "réduit" Tr(l) = T(A)P(r) & L(E)
qui représente T()) dans le sous~espace MA et qui vaut O
ailleurs. D'aprés le §.III du chapitre 3, le spectre de Tr(k) dans

MA n'est autre que la partie du spectre de T(X) intérieure & T ;
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de plus Tr(A) étant de rang fini son spectre est formé unigquement
de valeurs propres N iél,...,k . Le probléme est maintenant de
savoir quel est le comportement de ces valeurs propres quand A a—AO,

sachant déjd qu'elles sont voisines de Z, et que leurs multiplicités
: "k
., L&l - _
m sont telles que ;:1.mi = m .

Soit alors {ul,...,um} une base de M_ (sous-espace associé

a co) ; d'aprés le Lemme 3, {P(A)ul,...,P(A)um} est une base de M,

Définissons alors les coefficients tij par :

m
(1) T(A)P(A)u. = Z : t..(A)P(X)u. , i=lyeve,m ,

i ST i j
et montrons que A —> tij(k) est analytique si IA-AOI est assez
petit,

Soient {ej 3 J=lyese,m , eje,E*} tels que (ej,uk) = 6jk .
l'existence des e étant assurée par le théoréme de Hahn-Banach
(ef. §.I.4) du chapitre 1), alors on a

m

(2) (e) s TAMP(A)u, ) = Ezg(x)(ek,P(x)uj) . K=1,s00,m .

J=1
Or (ek,P(Ao)uj) =_(ek,uj) = skj » et le déterminant A(XA) de la
. - 'S
matrice »((ek,P(A)uj)D vaut 1 pour A=i_ . D'ol 3 §,s6 tel que

[A(A)J-l soit borné pour IA-A0|<'61s § + Il est donc possible de
résoudre (2) par rapport aux tij de manidre 4 obtenir le guotient
d'une fomction analytique par A(X) qui est # O . Il en résulte

que A == tij(k) est analytigue pour |A-A°]< §, -

La partie du spectre de T(A) , intérieure & I , est donc

constituée par les racines de l1l'équation

qui est un polyndme de degré m en ¢ , et dont les coefficients
sont des fonctions analytiques de X , et tel que pour A=AO ' Ty
soit racine multiple d'ordre m . Il en résulte, d'aprés un résultat

de la théorie des équations algébriques, qu'il existe, pour
l)\—Ao|<(S (A)"."Ck(}\)

<6 ksm valeurs propres distinctes ¢

2 1
et un nombre n , tels gque

1



(3) e (0) = T e (=3P ey e

P=o J°

2) Cas des valeurs-propres gimples.

On a alors m=sl et dét(;ssftn(l)) = 0 devient

g = t(X) avec t(lo) =%

Il en résulte que A —=p (1) est analytique pour lk—kol<?52 et
que l'on peut associer & (1) un vecteur propre de T(A) lui-mé€me
analytique : wu(1) -_P(A)uo , ol u, est le vecteur propre associé
a 5, Ppour T(Ao) .

3) Cas des valeurs-propres semi-simples (processus de réduction).

On suppose que (5 est valeur-propre semi-simple de T(XO),
c'egted~dire que D=0 (ou encore que l'indice de ;o vaut 1).

On a alors, d'aprés le §.III.1) du chapitre 3 :

(r(2)-z,3) P(2) -,3%; jr(c-co)n[c;mfk)]dc e 4(E) ,

et 1'on peut calculer tous les termes du développement

(T(A)-Col) P(A) = D + Z: (A‘-)‘o)n ‘,},‘(n)
n=]1

‘convergent dans <£(Z) , avec
T(e) -_5%; Jr(c~c°) R<n)(§,lo) ac .
Ici, D=0 et l'on peut définir un opérateur
?(l)(x) B,T%T:[T(A)'zol] P()) = gé; (A'Ao)n ~(n+1)

qui laisse M, invariant et qui vaut O ailleurs, A toute valeur-

propre (i) de T(A) , telle que (X)) —> ., » donc valeur-
L Ardo
propre de T(A) P(A) , correspond une valeur-propre C(l)(k) de

~(1 2z N
T () , et réciproquement, par la relation

g(x) = g+ (A=2 ) c(l)(k) .



On est donc ramené & la recherche des valeurs-propres de l'opérateur

7))

dégénéré holomorphe , tel que

3(1)(Ao) - 7)< E%T'J (c-co)R(l)(c.xo)dc = el
r

(1)

Si l'on a m valeurs-propres distinctes 5 s 1Fl,40e,m de
PT(l)P [G:Q(Mo)] » €lles sont donc simples et on sait que les valeurs

propres de %(l)(l) sont alors holomorphes au voisinage de Ao Il
en résulte que l'on & alors pour T(A) , m valeurs-propres simples

distinctes holomorphes au voisinage de Ay 9 telles que

' 1 2 .
g (A) =g+ (A-AO)C§ = 0(a=2, )" 4 i=l,ese,m
S'il existe des valeurs-propres muliiples pour PT(l)P » 11 faut
encore étudier le comportement des valeurs propres de 5(1)(A)

voisines de celles-ci quand )\ —» LA

Exemple., Soit l'opérateur suivant dans @ , dont la matrice relati~

vement & une certaine base, s'é@crit

<a(A) b(x)

c(a) = a(a)

ol les fonctions a, b, ¢, 4 sont holomorphes dans Do » On suppose
que pour ) & D/ ,.a(xo) = d(AO) =%, b(Ao) = c(AO) =0 , On a
alors o valeur-propre semi-simple, et l'équation caractéristique
s'écrit

c2 - (a+d)z + ad - bec = 0 .

Or le discriminant A = (a-d)2+hbc admet A, comme racine double,
d'od VA est analytique au voisinage de Ao (chagque détermination)

et les deux valeurs-propres sont elles-mé€mes analytiques de la forme

a+d VA
c-—e—i—-A--.-.C

5 + (A-Ao)c(l) + o(x-xo)z .

o

Si 1'on suppose maintenant que Db(a_) =1, c(Ao) =0, ¢, est

valeur-propre double, non semi-simple, et l'on voit immédiatement que

1/2C(1)

=7 + (A-AO) + O(A-Ao) (2 déterminations).

o



III., Perturbations analyﬁiques des semi-groupes holomorphes.,

Montrons d'abord :

1) Lemne,

Soit Te%(E) , de domaine dense D(T) , tel gque Y >0

3 M vérifiant

M
(1) H@&B+c)-1" $ T%T pour |arg ¢l ¢ %+w-a .

Soit aussi un opérateur linéaire A tel que D(A)DD(T) et

(2) laull < ajlull + vljTu)l , Yued(r) .

Alors, Y e>0 , 3y et 5 tels que si a<§ et b<s , alors

-(T+A) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans
et (T+4)

le secteur |arg t]suw-e¢ , et vérifie

| < M;léytl Yt tel que |arg t|s w-e~a .

Démonstration : L'inégalité (2) entraine que

fa(Tea+z) ™2 < all(T+8+2)™ ) + vfT(Tea+z)™L) o
si |arg ¢]¢ %+w-e s On 8

' M
-] -1 €
fr(T+g+z) ") = 2-(B+z)(D+8+z) )] ¢ 1 + TFT'B”I .

dtol
€

M M
HA(T+6+;)"1H $ 8Tt b[1+T%T(s+[;|)] .

5 . . i1 -
B vy,» 0 tel que si Iarg(;-yl)l.s stw-¢ , alors R 6(yl)> 0 tel que

a et b <6(yl) entraine
-1
fa(T+p+z) ") <L

D'oll, la série représentant



-1 -1 -1, "1
(T+B+A+g )™ = (Teg+g) " [3 + A(T+p+z)7 7]

converge dans <(E) (cf. Lemme 1 du §.I.4)). De plus, on a

I(Tepeg)™T) M, .
l-”A(T+3+C)"l" [cT-(aM_+bEM_)=[¢[b(1+M_)

| (zepec+n) ™t <

Il est alors facile de choisir un nombre Yo3 Yy tel que si

iars(c-vz)l-s %+w-e , alors

Ic-Ygl

< M
: _l\ b
|z |=M_(a+b8)[1-b(1+M )]

et il vient
J(T+a+z+A)" 7| < Te=voT Y tel que |arg(g-v,)| ¢ ztu-c ,

d'ol le Lemme aveec y = By, o

2) Théoréme,

Soit {T(A)}c F(E) wune famille holomorphe de type (A) , ég

domaine dense, définie dans 'U(Ao) . 8i -T(Ao) est générateur

infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe, il en est encore ainsi

our =T(A) si A=A est assez petit. De plus, la fonction

(A,t) =—> e~ tT(Y) est holomorphe pour |A-A°|< § et t dans un
n -tT(x)
secteur |arg t|<w . Enfin t —> e est fortement continu
+ A

sz 0 .

Démonstration : L'opérateur A

—— — - ——— o - — -

Lemme, grace & 1l'inégalité (4) du §.I avec a et b aussi petits que

T(A)—T(ko) vérifie 1'indgalité (2) du

l'on veut, suivant le voisinage v%xo) choisi. Il en résulte, d'apres
le Lemme que =T(A) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe

holomorphe tel que

"e-tT(A)" < Mé[eYt[ Y t tel que |arg t|g w-e ,
car on peut choisir w, M! et Y indépendants de Ae’v(ko) .
-tT(2)

Considérons alors l'expression de e pour t>0



(3) et . B [ o™ a

: i,
oi T est une courbe que l'on a définie au §.V.,1) du chapitre 4
(translatée de (+Y) vers la droite)., Si l'on veut justifier la

dérivation par rapport & A sous le signe j s 11 nous faut estimer

a® -1 _ nl (r(x')+za)"t
—=(T())+zX) = - ar!
d)\h C '2‘"’1 Jc ()\'-A)n+l

ol C est un cercle de ¢ entourant ) dans Do » On utilise alors

1'inégalité, indépendante de ke’!}(ko) :

M
n(T(A)+c1)'lH < TE%;T pour |arg(g-y)| < ;+m-c.

et on arrive &

a2 -1 MCnINn
den (T(x)+z1) 7| < =T
ol N est une constante pour Ae1ﬂko) , ce qui justifie la formule
n ‘ n
(W) A emerla) L L, J et S_(r+1)t ar .
DY ’ r da

On montre alors, de la méme maniére qu'au §.V.2).1ii) du chapitre 4 que
n

1 —> 3—; e~ tT(X) est holomorphe dans le secteur |arg t|<w , pour

R y A
Ae’&(ko) . Il résulte de ceci que la fonction (A,t) —> e-tT(A)
est holomorphe pour Iarg t|< w et Aeﬂv(ko) . Enfin, on montre comme
au §.V.2),iii) du chapitre U4 que

B~ tT(A) *® .
t =+ ——————— est fortement continuen 0 . J

dA
Remargue. Si on note
-tT(x ) w
-tT(A) : o n _(n)
e = e + E_é (x=2 )" U (t,xo) R

alors, d'aprés la formule (6) du §.I.4), on a

vl (e, ) ='-§%,—;J ** R )
r

% Cf. la démonstration en Annexe,
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(n) M, " ' (; "
avec R (=g,a )] < T%:;T pour |arg(g-y)| < F+u-c.

Il en résulte que t -—>» U(n)(t,lo) est holomorphe dans le secteur
|arg t| <w et que pour |arg t|g w-c
(n) v Bt
ju (t,Ao)" < M N e’ "]

{" Nn
s = (tl<m) .

(n)
au
1=

D'autre part, d'aprés la forme de fmb-c,ko) , On a aussi
() Mg N
fzta) v (ea ) < —f;T- » tl<r, |arg t|l¢w-c ,
T fini fixé,
Enfin, on a U(n)(t,ko)u -+ 0 , uekE , n21 , ce qui d'ailleurs,

t+o
peut se vérifier directement (utilisant l'expression de R(n)(;,xo)

et la méthode du chapitre 4, §.5.2)).

Corollaire, Soit H wun Hilbert et soit {T(A)}c@F(H) wune famille

holomorphe de type (A) dans D,c € , telle que Vre D, » l'opérateur

T(A) soit m-sectoriel dans H de sommet Y, &t de demi-angle

9, < % . Alors si D est un compact < Do s 3 w>0 tel que la fonction

A 1
( -tT(2) ..
Ayt) =+ e soit holomorphe pour XreD; et t dans le secteur
aBe—tT(R) .
larg t]<w . De plus t —> ———— &st fortement continu en O
~v.Ret °* ’
et on a “e-tT(A)ug(H) < e A .

Démonstration : D'aprés le théoréme du §.V.3) du chapitre L4, 1le

résultat est évident. fJ

3) Estimations utiles dans le cas des hypothdses du Corollaire.

On a vu au §.V.2).1iii.du chapitre 4 que 1'on a

(5) () e-tT()‘)%(H) < —k-;_‘—(}‘-l pour te‘vj'(o) < R .

D'aprés la démonstration de (5) et la démonstration du Lemme précédent,



il est immédiat de voir que pour Ae/&(ko) on peut trouver une

constante k' indépendante de ) .

Munissons D de la structure hilbertienne définie par le produit

scalaire suivant

(.“,)s) = (T'(Ao)..T_('AO).)H + (.,.)H . o€ D, s

alors, pour ie¥(Xr ) , on a les estimations suivantes

-v.t
(6) “e-tT()\)u&g(g) < ko e Y>\ , 130 ,

-yt
(7) ne'tT-(”ﬂg(H;m) <k (141/%) e W o

Démonstration : On a vu au §.I.3) que Ve>0 , e<l, 3 §>0 tel que

|>\7J\°|< § entraine "T(A)-T_(Ao)“im;ﬂ) < € « D'ol, 1 ueH , on a

- - - 1/2
"e tT()\)u“‘$= {"T(}‘o) e tT(}\)u'IE + ne tT()\)u";}
2 1/2
e I A Y P Dakiata
1/2
 =tT(2) ~tT(2) 2 ~tT(A)_ g2
< elTEu s gz e T Vup e et gy

Finalement, s8i wueH , en utilisant (5), il est immédiat que l'on &

k

"e-tT(A)“i(H;$) < ?i pour te? (0)-{0} » et pour une certaine

constante kl .

Maintenant, si ued ,

1l/2

. le'tT(A)ﬂi(H){("T(Ao)uuH+e"umﬁ)g + Huué} s

(l-e)"e-tT(A)uug K

d'ol

||e'”(”lg($) < (m)<1-e)-lne-w<x>nﬁ(H) Y t320

ol ¢ et 'U(Ao) sont fixés. Il en résulte, gréce au Corollaire du 2)
1'inégalité (6). Pour obtenir (7), remarquons que l'on a pour t>t>0 ,

feq}+(°) ’

~PT(R) o - (B=0)T(X) -1T()



ol e-TT(A)e £(H;9) comme vu plus haut, et e-(t-T)T(x)

1'inégalité (6). I

e 4(D) avec

Soit maintenant une séparation du spectre de T()A) : oi()cx
telle que celle décrite au §.I.5), et soit ©P()A) 1la projection
associée & la partie oy « I s'agit d'estimer e-tT(A)P(A) et

e-tT(X)[l-P(A)] dans le cas ol l'on suppose que ce:c; =>» Re >E50 .

Pour cela considérons la formule (3), on remarque immédiatement
que P(x) et e-tT(A)
(T(A)+;])'-l[1-p(>‘)_'] est holomorphe en [ pour -CG:G)"Up[T(A)]
(efs §.III.1) du chapitre 3), on peut déformer le contour I , dans

commutent. D'autre part, comne

l'expression de e-tT(K)[l—P(A)} s de maniére & ce, qu'en dehors des

demi-droites constituant ses branches infinies, on ait un segment

~

paralléle & l'axe des imaginaires d'abscisse -% (dont la distance &

L

A
est fermé), On a donc ais€ment

-0 est ¥ O , puisque le segment est un compact de € et que o;

puis, de la mé&me maniére que pour (6) et (7) :

(9) lle'tT(”[l-P(A)Jlﬂm) < k! e, tx0 ,

(10) ne-tT(k)[]—P(A)J“‘;Z(H;.‘D) < ki(l+t-l) e'ft ., t>0 .
Notons maintenant MR = Rl?(A)] , alors on peut définir le groupe

-t (2)

e VteR dans %(MA) puisque TM(A) est borné. D'autre part,

en utilisant (3) on a

p(r) e ¥ o o= tTOp(