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SUR CERTAINES MARTINGALES DE BENOIT MANDELBROT

par J.~P. Kahane et J. Peyriere
En hommage au Professeur Norman Levinson

En analysant de fagon critique le modgle aléatoire de turbulence de A. M. Yaglom,
. . . . “ . . . [ _l [ j
Benoit Mandelbrot a introduit son propre modele, qu'il appelle "canonique" ( L1, 2],

[] \ . . . i 2 n .

3.J). On part d'un pavé, qu'on divise successivementen ¢, c¢”, ... c,... pavés
semblables ; chaqué pavé de la n-idme étape est divisé en ¢ pavés égaux de la (n+1)icme
étape. On donne une suite de variables aléatoires indépendantes WP’ équidistribuées,
positives, d'espérance 1 et indexés par les pavés P qu'on vient de considérer. Partant
de la mesure de Lebesgue M, sur le pavé initial, on construit par étapes la suite des
mesures p i pgaune densité constante sur chaque pavé P de la n-ieme étape,
et la densité de /.Ln surr P est le produit par WP de 1a densité de Hooq ST P.
La suite des mesures “n est une martingale vectorielle, qixi converge vers une mesure
aléatoire p. Dans [2] et [3] sont indiqués des résultats et des problémes concernant
la mesure W (conditions de non dégénérescence ; étude des moments de ”u” ; étude

des boréliens portant u et de leur dimension de Hausdorff). Certaines conjectures de

B. Mandelbrot ont été résolues pér Jacques Peyriere [4] ou par J.~P. Kahane B] .
On se propose ici d'exposer ces résultats sous une forme améliorée. Les théoremes 1,

2, 3 ci-dessous sont dus & J.-P. Kahane, le théoréme 4 & J. Peyricre.



2.
Il sera commode de prendre pour pavé initial 1'intervalle [0,1 [ Les "pavés" P

sont alors les intervalles c¢-adiques
! n
C . .~k . -k -n
IGys dgs -0 3 )= [?ch , ;EJK +C [
=0, 1, ...c=1).
On donne un entier ¢ = 2, et une variable aléatoire positive d'espérance 1.
On désigne par W(j} s dose jn) une suite de v. a. indépendantes, de méme distribution

que W, etpar B la mesure, dé’f:inie sur [Oﬂ l:, dont la densité est

W(;j1) W(j1j2) . W(j1 s3os - ‘jn) sur 1'intervalle I(j1,j2, .. .jn).
Posons

(1) vo=lh l=c™ = wG WG, WG, ).

j_—lyjzy .. -3n

C'est une martingale positive, et E(Yn) = 1. Elle converge p. s. versune v. a. Y _

telle que E(Yoo) < 1. De méme, pour tout intervalle c-adique I, un(I) est une
martingale d'espérance II l qui converge p. s. vers une limite u(I). Donc o
tend p. s. vers une mesure U de masse totale Y_, ausensde la topologie faible,

Il est commode d'écrire (1) sous la forme

c-1
(2) Y =c 2 VO Y )

Lesv.a. W(j) et 'Yn_1(j) sont mutuellement indépendantes, et les Yr1~1(j) ont

la méme distribution que Yn—- 1
Considérons enfin 1'équation fonctionnelle

c-1
(3) Z=c' ¥ W Z.

outles v. a, Wj et Zj sont mutuellement indépendantes, les Wj ayant méme



distribution que W et les Zj méme distribution que Z. L'inconnue dans (3)
est la distribution de 2 ; paf abus de langage, on difa que Z ‘est solution de (3).
Il est clair que Yo; est solution de (3).11 peut y avoir d'autres solutions ; par exemple,
dans le cas W= 1, une variable de Cauchy est solution de (3), et elle ne peﬁt 'pas étre
dutype Y _ puisqu'elle n'est ni positive, ni sommable.

I1 sera commode d'associer a : W la fonction convexe

log x)
14

(4) o(h) = logc E(Wh) - (h-1) (ol logcx = Tos ¢

qui est toujours définie pour 0 < h< 1, et peut étre définie pour des valeurs h > 1.
La fonction ¢ s'annule au point 1 et éventuellement en un autre point, A La
dérivée a gauche de ¢ aupoint 1 est

o'{(1-0) = E(W log,, W)-1=-D.
On verra le réle joué par D dans la non-dégénérescence de U, et dans la dimension
des boréliens portant u .. On verra aussi le réle de « , en relation avec les moments

de Y

°°N ,7..2
\ Té- o
Les illustrations les plus frappantes sont 1){1e casou W=e , ¢ étant

une variable normale (c'est 1'origine de ia théorie) - alors ¢ est un polynéme du
second degré - 2)le cas ot W prend seulement deux valeufs, dont 1a valeur 0 -~
alors ¢ est une fonction linéaire, et cnYn peut s'interpréter comme la population
au temps n dans un processus de naissance et de mort (chaque individu donnant
naissance a ¢ rejetons, ayant pour chance de survie PW £ 0)) -.

Toutes ces notions ont été introduites par B. Mandelbrot dans [2:' et BJ .

Nous allons établir les résultats suivants.
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THEOREME 1 (condition de non dégénérescence). Les assertions suivantes sont

équivalentes :
o) E(Y_)=1
B) E(Y_ )>0

v) (3) aune solution Z telleque E(Z)=1

2) E(Wlog W) < logc.

THEOREME 2 (condition d'existence des moments). Soit h > 1. Supposons

P(W=1)#1. Ona E(Y))<w sietseulementsi BEW") <!,

THEOREME 3 (cas ol Y_ ades moments de tous les ordres). 1) Les assertions

suivantes sont équivalentes : oc]) 0< E(Yg )< e pourtout h> 1

/31) HWHOO=ess.supW£c et P(W:C)<é (inégalité stricte). 2) Si Bl) a lieu,

on a

[rosem—_————l

log E(Y!)
(5) lim ———2 = log |W]| .
h.rfo hlogh %8l eo

THEOREME 4 (étude de la mesure 4). On suppose E(Z log Z)< w. Pour chaque

X € [0,1 [, on désigne par In(x) I'intervalle c-adique d'ordre n contenant x ;

la mesure de Lebesgue est m(Ih(x)) =c¢ . Onap.s.

log p(I_(x))
(6) lim

—— =D =1- E(Wlog W) u-presque partout.
c
n>o  log m(In(x))




COROLLAIRE. La mesure g estp. s. portée par un borélien de dimension D,

tandis que tout borélien de dimension <D est de ,u—mesur‘é nulle.

Avant de donner les démonstrations, voici quelques remarques.
La condition %) du théoréme 1 s'écrit D > 0. Dans [5] , on avait seulement

établi que

D> 0 == .>13) >y)==>D = 0.
Le réle de D dans 1'étude de la dégénérescence avait été deviné dans [2] (section 10).
Le théoreme 2 répond a une conjecture de [2] .. I1 est établi dans [5:[ . La démons~
tration qu'on va donner est plus simple. Remarquons que la condition E(Wh) < Ch—1
s'écrit aussi ¢(h)< 0. Si o s'vannule en o > 1;’ clestaussi h< Oy
Le théoréme 3 constitue un commentaire critique de la proposition 10 de [2] I

correspond & a =c. La démonstration donnera des variantes de (5).

Le corollaire du théoreme 4 répond a une conjecture de [2:] . I1 améliore [_4] .

Démonstration du théoreme 1.

Visiblement «) === ) == 7). Supposons v¥), etsoit Z une solution de (3)

telle que E(Z)=1. Il existe une sute de v. a. indépendantes W(j1 y Jogee jq)
n=1,2, ... jk =0, 1,... c=1), ayant méme distribution que W, et une suite de
v.a. Z(j 12 dgse e jn) ayant méme distribution que Z et indépendantes des

W(i1 N PR ik) lorsque k <n, telles que pour tout n

ST WG WG ) WGy d,) 26y sy d0)-
Jps -3

En effet, (7) se réduit a (3) pour n=1 (W(j) =wj et Z(j) = ZJ.), et 1'équation (3),

appliquc-.’:e a Z(j1 y dogee jn) s'écrit:



-1 R .
'E W(J1,329---,J )

J

Z(j1; j2°-~jn)=c n_i__1)z(j19327°'- jn’ er—T

n+1
avec les conditions requises pour les v. a. du second membre. L'espérance conditionnelle
de Z par rapport a la tribu engendrdée par les W(j1 yeun jk) (k<n) est Y

(défini par (1)). Il s'ensuit que la martingale ‘Yn est uniformément intégrable et que
Z=Y_ p.s. (voir p. ex. [6___] V 8). Donc vY)==q), etdeplus 7y) entraine

Zz=0 p.s.

Supposons encore Y), etenconséquence Z =0. Pour 0<h< 1 Ilafonction

! est sous-additive, donc (3) donne
hoh, _ 7 h hy ..,,h
(8) E(c' 2= T E(W,Z)")=c EW)EZ")
j=0

avec 0< E(Zh) < 1. Lafonction ¢(h) définie par (4) est donc positive sur I:O, 1] ,

ce qui entraine ¢'(1-0)< 0, soit D= 0. Pour aller plus loin, on doit améliorer (8).

LEMME A. (}c:+;y)hs><h+hyh pour x=>y>0, 0<h<1,

Preuve. y=1, etlaformule des accroissements finis.

LEMME B. Soit X unev. a. positive sommable, et X' une v, a. équidistribude
avec X etindépendante de X. 11 existe un nombre €y >0 .. tel que

h

. ,
E(X 1X'2X)ZEXE(X) pour 0<h<1.

Preuve. Chacune des esparances écrites est une fonction continue de h et
strictement positive sur [O, 1] .

Comme la fonction xh est sous-additive, on a 4 partir de (3)
_ c-1
ch Zh < Wl.1 Z?

. S.
=0 ’



D'apres le lemme A,

c-1
MPsnwlzZly m WA s wz 2wz,
00 j=1 o3 11
donc
hhy,  C3! h h
E(cl'z )2330 E(WJ VA )-(1 -n) EWE Z0 1, 720 7 ),
d'ol, en utilisant le lemme B,
9) B(c"z") < ¢ EW") E@") - (1-n) g, EW) E(Z").

(9) est 1'amélioration souhaitée de (8). En divisant par E(Zh) et en prenant les

logarithmes, on a

_(1-h) €
c

o(h) + logc(1 y=0 sur [O, 1] (e = EWZ)

£
¢ log ¢

d'oli ¢'(1-0) + <0, donc D >0,

On a montré  a)e=s B)Ee=v) =29 ). On va terminer la démonstration en montrant que

%) entrafne B).

LEMME C. (X+y)h2xh+yh--2:(1--!1\)(xy)h/2 pour x>0, y>0, h <h<I.

th  ~th t_ -th
( )

Preuve. Posons f{f)=e " +e  -(e +e et C,_ =sup f(t). 11 s'agit de

h oy

montrer que C 2(1-h) quand h<1 estassez voisinde 1. On vérifie que

h_
f(t) a un minimum localen t=0, tendvers O quand t-=o, et

e(1-h)t _ e—(]—h)t
=t

£(t) = 2
et~e

aux points t#0 ol f'(t)=0. Or la fonction

et _-¢gt

gle) =" -~ - s:(et _ et

est nulle pour € =0 et sa dérivée est négative pour (on le vérifie sur son

<V3
3

£ <
2
développement de Taylor) ; donc g(e)< 0 pour \/?—j et il en résulte que



8.
f(t) < 2(1-h) aux points t ou f admetun mammum local, lorsque 0 < 1-h < \/;

Le lemme est établi.

En voici un corollaire : on a

C

c
(10) (2 x)1= 258 - 20m) 3 (xx, )2
1 1 j<j Y

pour X, >0 (j=1,2, ...¢c) et h <h < 1. En effet, (10) s'obtient par induction
a partir de

c c c

(Ex.)hZXl?+(EX.)h—2(1 h)xh/z(zx)h/2>x1+(7}<)1 2(1-h) = (x X)h/2

1 J 2 2 2 > 1 '
h/2

qui résulte du lemme C et de la sous~additivité de la fonction x

Reprenons la formule (2), que nous écrivons provisoirement
-1 c-1
(11) Y =c z W. X.

(Y, Wj’ Xj étant écrits pour Y , W(j), Y

j <
n—1(3))' Supposons h_ < h< 1.

Appliquons le lemme C sous la forme (10) avec Xj+1 = Wij. On obtient

c-1
s s whxP o 2(on) = W]I“/ 2 yh/2 X?/ 2 xh/2
o 47 < ] ]
d'oli, en prenant les espérances,
D EAN s c EW) B - c(c-1)(1-h) B2WY2) B2 (x1V2),

¢! Me-1)(1-n) B2WH/2) E2(YP/2)

=c' ME@) EQD ) - 79,

Compte tenu de E(Yg) < E(YE_1) (inégalité des surmartingales),

O - P EW) 2 ' Pe-1)(1-n) E2w2) EX(x “/?)

donc

E(Yg)(c(’o(h); 1) <c " Be-1)1-n) B (Yh/2



et, en faisant tendre h vers 1,

D log ¢ < (c-1) EZ(Y;{%).
Or les v, a. Y:l/ 2 sont équiintégrables, puisque E(Yn) = 1. Comme elles convergent
p.s.vers Y_, ona E(Y:o/z) = lim E(Y:l/2) (cf. p. ex. [6] , 11.21), donc

N->co

E(Ylo/ 2) £0. Cela entrafne B), ce qui termine la démonstration du théoréme 1.

Démonstration du théoreme 2.

Supposons d'abord que (3) ait une solution positive 2Z telle que E(Zh) < o0

h donné > 1. Comme la fonction K est suradditive, on a
c-1
Zh> 5w, z)P
o 373

h
C

et 1'inégalité est stricte sur un évenement de probabilité strictement positive, sauf si

W= 1. Donc, apart ce cas,

h

P e > ceah

soit EWY < M1,

h)< ch_1, clest-a-dire ¢(h) <0, etsoit k

h

1'entier tel que k <h < k+1. Comme la fonction ka est sous-additive, on a,

Inversement, supposons E(W

pour XJ.ZO G=1,2,...c¢),

h

h h 1

—e s lod o k+1
k+1 k+1.k+1 h h - 1 Cy
S ) =X, +...+XC4»2'}/(){1’“0((1()(1 X )

: h
(x1+x2+...+xé) < (

dans la derniere somme, les exposants de xj ne dépassent pas k, les coefficients

sont positifs, et X y“’l’ . =C - C.

Reprenant la formule (2) sous la forme (11), on obtient ici
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N E(Yh) <c E(Wh) E(Xh) + (c:"“+1 -c) E(Wk) E(Xk)

donc

k

by < M- )+ ¢ E(WH) E(Y

M<e swh sy

k
'n-T )

E(Y n—1

et, compte tenu de 1'indgalité E(Yg) > E(Xg_1) (sous-martingale)

E(YE)(1—-C1_h EW™) < ¢ E@") E(9).
En faisant tendre n vers 1'infini, on voit que
Ky o ooh
E(Yoo) < o =:=>E(Yoo)< oo,
Cela établit le résultat cherché quand 1<h < 2. Supposons maintenant h> 2,

Comme 1'hypothése o¢(h) <0 entrafne ¢(8) <0 pour tout entier <h, ona aussi

£-1 e
E(Y_ )< co==E(Y_)}<w
pour £ = 2,... k. Les implications écrites montrent que E(YEO) < co, C(Cela termine

la démonstration du théoréeme 2.

Démonstration du théoreme 3.

Partie 1. D'apres les théoremes 1 et 2, oc1) dquivaut 3 E(WlogW)<logc et

h-1

E(Wh) <c pour tout h> 0 ,ou W=1. Celaentraine /31). Inversement, si

;‘31) a lieu, la condition ©) du théoréme 1 est satisfaite, donc ,E(Yb > 0. De plus

h

E(Wh)gc soit ()< 1' pourtout h>0. Comme ¢(1)=0 etque ¢ est

convexe, cela entraine qo.(h) <0 pour tout h>0, c'est-a-dire E(Wh) < ch"1,
ou ¢=0, clest-a-dire W=1. Donc E(Y")< e pourtout h>0. Ainsi
%) @"’ By)-

Partie 2. ,81). Alors (théoreme 1) E(Y_)=1; d'autre partilexisteun €>0

tel que o(h) < logc(1—e) pour h=>2, soit



11,
(12) EWY < (1-e) ™' (n=2).

Considérons la formule (3), avec Z = Y, etsoit h unentier = 2. Ona.

c~1
Ao ow z)
=0 3
d'ou
(13) FEEM = cEWNEEZN+ 3 WE w 3) ﬂE(z Jy.
h,+.. +h—hh‘...h. '
1 1 C
h. < h-1
-
(13) avec (12) donne
h .. h ; h
(14) eC E(Z )< Z HE J) ]_TE(Z J
idem h ',
1° c
donc
hy 1 h! h,
EZzM<- £ P HE(Z .
: € idem h1""‘hc!

LEMME D. Pourtout «>0, ona

> (h1!...hc!)°‘=o(h!)°{) (h » ).
h1+...+hc=h

h. < h-1
J

Preuve immédiate pour ¢ =2, et de 14 par récurrence sur c.

Posons (x> 0 étant fixé) Ay = sup (_E_(Z__)_)Ve ; (14 )-donne

9<h (e‘ )'1+(X
Shot...h )
h 1 1 C h h
Appq < sup (= Py Ay s Ah).

D'apres le lemme D, la suite Ah est bornée, donc

BEZM < Al A - A®) < .

En conséquence

log E(Y )
(15) im —_— < 1,
hsw hlogh




12.

Supposons maintenant HW ”00 =Y <c. (14) donne ici

: h.
pzM <l @z B TeE ).
» EC  pont
FEREES
E(z5)\1/8 |
En posant Bh = g,up (“'@‘T‘) et en observant que le nombre de termes dans la
<h )

‘ c .
somme XL ne dépasse pas h~, on obtient

h

h ,h
Bh+1 = )

sup(z (9" 1° By, By

donc la suite Bh est bornée. I1 en résulte que E(etz) <o pour t>0 assez petit.

X 2 pet?),

Posons e La formule (3) s'écrit
(16) eX (Ct) - EC(eX(\Nt))

N Ik H N c\n n
L'hypothese |Wl|_ =7 <c entraine x(ct) < cx(yt), donc x((;) Y=0(c) (n ).
Posant (g )K =¢c, ona
(17) | x(t) =0(t)  (t ).

C'lest un exercice de vérifier que (17) équivaut a 1'existence d'un réel positif B tel

1
que Tm =
B(z") <Bimr) .
1
Or 1- 7= logcy. Donc on a
h
-~ log E(Y")
(18) ]]:llm m < 10gc}/.
200

Choisissons maintenant 1< 7 < HWHOO (le cas HW”OO =1 estévident). 11

existe €>0 tel que E(Wh) > € 7?. Reprenons la formule (13). Comme
¥
)2 o c,
_ 1 1
h1+...hc—h hr...hc.
h, < h-1
J

on a



13.
h
E(zM) = €

h, h,
;C inf ﬁE(W R
c J=1

.
h,
> % e y? e | [E@Z )
J=1
la borne inférieure étant prise sur tous les c-uples (h1 » Byl hc) tels que

h1 + h2 +ean hc =h et sup hj < h-1. Supposons h multiplede c¢. La borne

J
inférieure est alors EC(Zh/ ©). Donc

log E(zY) _ 10 B(Z")

1
T > n + h log 73 +O(E)
par conséquent
(19) log E(Zh) >nhlogh+0(h), 7= .’logC 73
d'ou
Jh
log E(Y ) :
- (20) lim —————— = log 74
~ hlogh ¢
hsoo
(15), (18) et (20) donnent bien
log E(Y")
lim ——— :logC”WHoo.
hso~ hlogh

Cela achave la démonstration du théoréeme 3.

Remarquons que dans le cas 0 < P(W=c) < ona 7y =c dans (19), etilen

1,.
C

résulte que E(etz) =co pour t>0 assez grand.

Démonstration du théoreme 4.

).

Soit & 1'espace sur lequel sont définies les variables aléatoires W(j1 yoeoy jrl

Considérons sur 1'espace produit x [0,1 [ la probabilité Q définie par

Q) = E( [ 1, au).
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) On a alors

Posons X = z W(J},...,Jn) 1I(3.1""”'n

3gseenrd

n

Y= t l X_ (avec un abus de notation évident).
n . n
1<j<n

Ecrivons KU = b,V ici l/n " est une mesure dont la restriction a chaque inter-

n’

valle de la n*™® étape est définie de facon analogue 2 u.

Observons que les variables co vn(I(j1 yooo ,jn)) ont la méme distribution que Y
et que, pour n fixé, elles sont mutuellement indépendantes. En outre, les variables

un(I(j1, ces jn)) et W(k1,..., kp) ' sont indépendantes lorsque 1'intervalle I(k1, .

.. ,'kp) n'est pas strictement contenu dans 1'intervalle I(j1 g ,jn).

11 est commode de considérer la fonction aléatoire

: _ n . . :
Tp=. 2 v Gy 3y o5y
Jys--e9dy 1 n

Si u est une fonction définie sur [0,1 [, constante sur les intervalles de la

ieme |
n étape, on a

’ 1
(21) Ju i = j () p (%) T, (x) dx.

o

Le théoreme résulte des deux lemmes qui suivent.

LEMME E. Si E(W 1ogc W) < 1, alors presque siirement p-presque partout

;1-1 log By tend vers E(Wlog W) lorsque n tend vers +oo.

Démonstration. On va montrer que 1'on a

(22) | H;Q({xn > e“”}) < o

et que

(23) la série 2 'rlx [log inf(Xn,en"1) - E(W log inf(W ,en"1))] converge Q- p. S.
n=1
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A n""‘l N\ . % .
On aura alors . Q-presque slrement X‘n <e a partir d'un certain rang et

lim rll 2 log 1nf(X 1 = BW 10z W),
nyeo =1

d'ou le lemme.

Commengons par évaluer Q({Xn > en_1}). On a

n—1} L _
Q({xn>e )—E(J1{Xn>en 1} au),
tenant compte de (21) et des propriétés d'indépendance des variables, on obtient ‘

{X > M- s}) E.J ”X (x)>en 1};4 rl(x)dx

N J1 E(X 1{X (x)>e™” 1} X)) (T (X)) dx

(6]

= E(W 1{W>en—1}),
d'ol

HEP {X >en—1})< B(W 2 1{vr> n- 1})

< EW(1 + logW)),

ce qui prouve (22).

n—T).

Posons, pour alléger 1'écriture, Xr‘1 = log inf(Xn ,€ Nous allons celculer

EQ(Xr‘1 IX1 yeeos Xn-1)’ Soit u une fonction borélienne bornée de R dans R.
On a

o |
Ju(x1, e XX A0 = EJO U, (), ey X G X1K) B (x) T (x) dx

o

‘ 1
=E {w log mf(w,e“”)] j E [u(X1(x),

o

1
=f B [u(X1(x), Xn_1(x))un_1(x)]E [X;I(X)Xn(x)] dx

Xn—1(x)) “n—1(x) Tn~1(x ]dx
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Ceci prouve que 1'on a EQ(X;] ) ST Xn—1) =E ]:W log inf(w,en_1ﬂ_ .

On a aussi

1
j (XI;)Z A0 =E JO (X;I(x))z p ()T (x)dx=E [W(iog inf(W,e™ W],

donc

1 2 1 . n-142
52 ;2 J(Xr'l) dQ=E [W L —s(log inf(W,e™ ') ]

n n=2 n

<E E’V(Log W)2 z W )2 (-r-l----'—1 )2}
' n=sup(2, 1+logW) 2=n<1+logW

2
<E &W(long + —-(-@—%EL)-—-—-)] .
sup(1,log W)

Le théoreme de convergence des martingales de carrés sommables donne alors (23).

LEMME F. Supposons que E(W logCW) <1 etque E(Y_log YOO) < o, Alors

presque slirement p-presque partout r11 log un(In(x)) tend vers -~ log C.

Démonstration. On a

-1/2 1
JTH dQ = E jo /-Ln(X)(Tn(X))V2 dx = E(Y;/Z) ’

d'ou

1 ..~1/2
J(Z} —QTn ) dQ < oo,

n=1 n

Par suite, Q-presque sfirement, a partir d'un certain rang on a T;VZ < n2, d'olu
Lim -:-l log T = 0. Jusqu'a présent nous n'avons pas utilisé la seconde hypothese.
Nn~co

Montrons maintenant que, Q-presque siirement, ona Iim rll Log T, =<0. Soitun
I-00

nombre > 1. Ona

BJ 1{Tn> an}d/,.é = E(Yoo1{Yoo> an})
(on utilise (21)).

Par suite



Zelne st 5 1)

. -+
< E(Yoo 1oga Yoo).

Ceci prouve que, pour tout «> 1, Q-presque sirement ona lim rl1 log Tn < log «,

noo

d‘olr le résultat annoncé. Puisque i'on a vn(In(x)) =c 2 Tn(x) le lemme est démontré.

145).
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Pour démontrer le corollaire, on utilise un théoreme de Billingsley (’1_7_1 , p. 136~

Remarque. Sous la seule hypothese, E(W log_c W) < 1, on obtient que presque

slirement tout borélien de dimension < D est de p-mesure nuile,
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