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COURBES MODULAIRES DE GENRE 4

Résumé dlauteur,

On dééigne par r;(N) le sous-groupe du groupe modulaire §L(2,§)
formé des matrices (i .g) tellés que ¢ =0 (mod.N) , Au groupe
{;(&D est associée de fagon‘canonique une courbe algébriquev XN
projective el lisse sur le corps g)des nombres rationnels, et que l'on

appelle la “courbe modulaire de niveau N", Ce travail traite essentiel~

lement des douze courbes modulaires qui sont des courbes de genre 4.
Ces derniéres, munies d'une structure de courbe elliptique canonique,

sont appelées "courbes modulaires elliptigues™,

On établit tout d'abord le résultat suivant: le conducteur dé a
courbe modulaire elliptique XN est égal & son niveau N , et on

explique de quelle fagon ce résultat peut Stre généralisé,

On montre dtautre part que la fonction L dYune courbe modulaire
elliptique coincide avec la série de Dirichlet canoniquenent associée
aux formes paraboliques de poids 2 sur levgroupe f;(x)w Cela permet
de calculer la valeur de la fonction L{s) au point s =41, On vérifie
alors gque les résultats obtenus sont compétibles avec la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, on obtient des résultats.analoéues
pour certaines courbes elliptiques'isogénes sur’gJaux courbes ﬁoduiaires

elliptiques,
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C. Introduttion

Le but de ce travail est 1tétude de certaines courbes algébriques,

associées aux sous-groupes [;(N) du groupe modulaire JL(2,2) , que

nous appellerons les courbes modulaires , et particuliérement de celles

d'entre elles, les courbes modulaires ellipfiques, gui sont des courbes

"de genre 1. Ces derniéres sont canoniquement munies d'une structure de

courbe ellipticue (clest-d=dire de variété abélienne de dimension 1)

définie sur le corps § des nombres rationnels. Nous nous proposons d'en
faire une description aussi compléte que possible: conducteur, forction
L, points rationnels, et d'examiner la compatibilité des résultats

obtenus avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

Oelo Soit N un entier positif. On désigne par [;(N) le sous=-gnoupe du

groupe modulaire SL(2,Z) formé des matrices

b -
(3 d} telles que ¢ = O (mod.N).

Le groupe {;(K) opére sur le demi-plan de Poincaré é}. On désigne
par g;la réunion deﬁ’ et des pointes de I;;(N) « Le quotient de %*par
ltaction de r;(N) eat alors une sgrface de Riemann compacte Xﬁ,g,‘
On constate que la courbe algébrique sur le corps ¢, des compleﬁes
que l'on obtient de cette fagon pfovient par extension des Scalaires
d'une courbe algébrique définie sur 4gw’ dont le corps des fonctions

est. E%j’jN)° Ici j(z) est la fonction invariant modulaire de la varia-

ble complexe z , et jN(z) = j(Nz).

On désigne par XN , et on appelle courbe modulaire de niveau N,

un modéle de Q(j,J,) projectif et lisse sur Q.
P R o

Les courbes modulaires nous intéreééent a deux titres:
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0.2. D'une part, il résulte d'une conjecture de Weil que toute courbe

elliptique définie sur ﬁ%, de conducteur N , est isomorphe sur,;gv‘
a un quotient de JN , variété jacobienne de la courbe modulaire e

0.3. D'autre part, la fonction L de la courbe XN stexprime essentiel=-
lement (& savoir & un nombre fini de facteurs'prés) comme un produit
eulérien ne dépendant que des valeurs propres de l'action des opérateurs

‘de Hecke sur l'espace des formes paraboligues de poids 2 attaché & K;Gﬁh
O.4e Lia courbe modulaire XN est de genre 4 pour douze valeurs de N
N = ’M; ’“h 45: 175 495~ 20} 2?31 24, 27y 324 36a 49.

On la munit alors canmoniquement d'une structure de variété abélienne

définie sur 8 et on appelle courbe modulaire elliptiqué de niveau

N la courbe elliptique ainsi obtenue. La fonctiom L d'une courbe
elliptique est définie sans amﬁiguité, et nous montrons que celle de
la courbke modulaire elliptique XN coincide avec la série de Dirichlet
canoniguement associée a4 l'action des opérateurs de Hecke. Cela nous
permet de calculer la valeur de la fonction L(s) au point s = 4, en

employant une méthode due & Swinnerton-Dyer.

On peut rapprocher ces résultats de ceux obtenus pour ume courbe
elliptique admettant une multiplication complexe. La fonction‘L d'une
telle courbe s'obtient comme série L associée a un certain "Grossen-
charakter” et 1'on peﬁt faire dans cer%aiﬁs cas le oalcul~explicite

de L(4)(cf.[35]).

0.5. Le paragraphe 4 est essentiellement consacré:aux propriétés de
réduction des courbés modulaires. Le résultat suivant est obtenu pour

les courbes modulaires elliptiques:
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THéOREME k (Aelto2). Le conducteuvr de 1z courbe modulaire e}liptiaue

Xﬁ est égnl 3 N.

Pour une courbe modulaire‘de genre non-nécessairement égal a1,
on indigue ccﬁment certains résultats de Deligne permettent de déter-
miner le conducteur de la jacoblenne JN de XN , du moins lorsque N

est un entier sans facteurs carrés(4).

0.6. On étudie dans le paragraphe 2 la fonction I, dfune courbe modu=-
laire. Cette fonction est définie par un produit eulérien dont les
facteurs locaux Lp sont définis pour presque tout nonbre premier P.
Dans le cas particulier d'une courbe elliptique, on sait définir Lp
pour tout p, et la fonction 1, de la courbe elliptique est le produit

de tous les Lp.

/ N\ : . .
THEOREME B (2.2.3). La _fonction L de 1s courbe modulaire elliptique

XK coincide avee la série de Dirichlet canonigquement associée au
groupeig(m),
La démonstration de ce théoréme utilise les résultats des calculs

explicites des paragraphes 3 et 4. Elle est achevée en{&.}.Q,

Le théoréme B entralne en particulier:

/ \ ' .
THRORRME C (2.3.2). Soit L(N,s) la fonction L de la courbe modulaire

— - 2 ,
ellipticue X, , et soit Z(H;s) = (amy’ 5 42, T(s) L(T,8).

——m ~ z
Alors ;;(N,s} est une foncition entiére, bornée dans toute bande

verticale, et vérifie 1'équation fonctionmelle

=(N,s) ==(N,2-8).

-Les résultats précédents apparaissent commie des conséquences,dans
le cas particulier des courbes modulaires elliptiques,d'une conjecture
de Weil. On montre comment les résultats du paragraphe 4 concernant

le conducteur de la jacobienne Jy dtune courbe modulaire se généralisent

(')  cf. note au bas de la p.26.
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de facon conjecturale pour un niveau N guelcongue.

0.7. Le paragraphe 3 est consacré & la construction explicite de formes
modulaires sur le groupe f;(N).‘A coté de la détermination effective
de la série de Dirichlet canoniquement associée aux courbes modulaires

de genre 4, on établit de fagon élémentaire le

7\ ‘
THEORRME D (3.2.16). Désignons par B , Py les points de 1a courbe

modulaire X§ images des points 2z=0, z=i ggf%par 1'avpplication canonmigue.

Alors le diviseur Eﬁ é‘PE o une inage d'ordre find dans le groupe des

classges de diviseurs modulo lt'éguivalence linéaire,

De plus, on peut donner une détermination exniicite de cet ordre.,.

0.8, A& partir du paragraphe 4 , on sloccupe exclusivement des douze
courbes moGulaires elliptiques. On ultilise tout d'abord les calculs
faits par Fricke pour écrire une équation explicite de XN . On peut
alors calculer le conducteur de XﬁAen utilisant un théordme de Ogg, et
vérifier ainsi le théoréme A. On détermine également les facteurs locaux
Lp de la fonction L de XN pour les valeurs de p telles que’Xﬁ ait

mauvaise réduction en p. On termine ainsi la démonstration du théoréme

Bo.

0.9, On démontre dans le paragraphe 5 le

s N ‘ ;
THEOREME E. Lg groupe XN(Q) des points de la courbe modulaire ellipti-

que XN rationnels sur ﬁ,eSt un groupe fini, et engendré par les pointes

- de [;(N) qui sont rationnelles sur Q. (théordmes (5.5.4) e%(B,a;Sﬁ,

0.10. Le paragraphe 6 est consacré a la conjecture de Birch et Swinner-
ton-Dyer, et au calcul de la valeur au point s = 4 de la fonction L

"normalisée ﬁ?s). On obtient:
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AN - . + X . -t
THEOREME F (6.303)e Soit L (Nys) 1la fonction L normalisée de la courbe

moduleire elliptique X. , et soit ﬁb(ﬁ) l'ordre du groune );N(Q)° Alors

% e Bl

L (,4) = (7, a0)72.

Ce résultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyercet il entraine, si 1l'on admet cette derniére, gue le groupe de

Tate~§afarevi¥ des courbes modulaires elliptiques est trivial.

0.41. Enfin, on montre au paragraphe 7 comment le calcul de IX(4) peut
Etre étendu & toutes les courbes elliptiques de conducteur N6L7ﬁ; que
l'on connalt explicitement (on désigne par‘ﬁa l'ensemble des entiers

N tels que XN soit de genre 41). On utilise une liste des‘courbes ellip=-
tiques de petit conducteur dressée par Swinnerton-Dyer. Comme on 1l'indi-
que en 7.54, 11 est probable que cette liste contient toutes les cour-

bes elliptiques de conducteur Ne?@; .

Pour chacune des courbes de la liste, on trouve comme plus haut:

-2
(1) = M),
¥

et la conclusion concernant le groupe de Tateugafarevic est la méme,

. 2

Ce traveil n'aursii pas été mené a blen sans les consgpils et les
encouragements G'A. Héron, Jde tiens a lul exprimer icil ma vive reconnaise
sance, ainsi qu's G, Poltou et M. Raynaud. Enfin, J.F. Serre =a bien
voulu lire mon manuscrit. Il mtest agréable de lui exprimer ma gratitude

pour ses remarques stimulantese.
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=09~

A. LES COURBES MODULAIRES XH .

4.4. Groupes fuchsiens de premidre espdce..

Dans ce qui suit, on s'intéresse & certains sous-groupes G de
$L(2,R), commensurables & SL(2,2), et contenant -7 . En particulier,
G est un groupe fuchsien de premiére espéce au sens de [32] -

- On désigne par ?g le demi-plan de Poincaré, et:par % la réunion

»
de 1 et des pointes de G, Le quotient G\f de ¥4 par 1'action de

G est une surface de Riemann compacte XG c .
-

~N .
Si G et G' sont deux tels groupes, et si G' est un sous-groupe

de G d'indice n dams G, lthomomorphisme d'inclusion G'—s3 G
induit un revitement de degré n desg:surfaces de Riemann, L'indice

des ramification epyen un point P' de X, . est alors donné par
b

. s
€p1 :Gtahﬁ(z): StabG,(z> o zéf% a pour ima@Pf'

et StabG(z) ‘désigne le stabilisateur de z dans G.

51 Pg = Pgs désignent les genres de X la formule de

. X .
G,C > “gv,c?
Riemann~Hurwitz s'écrit

2pyy = 2 = n(2pg =~ 2) + Ev( ep = 1)
PE X
Fe G',C

o~

On se reportera a [32] pour plua.Vde détails.,.



442, La courbe modulaire de nivesu N

On. désigne par Y;(N) le sous-groupe du groupe g&(a,g} formé des

(a;h

matrices N d) telles que ¢ =0 (mcd-N);

et par XN,'C la surface de Riemann correspondante. Le corps des fonc=-

Y rd

‘laire, et jxk(z)

tions de Xy o est Nq,(,j,jN) s 00 J(z) est la fonction invariant modu-

j(Nz)..

HES

On sait que j et ~jﬁ, sont liées par l'kéqtuation modulaire de' niveaﬁ
N :
(10241) @ﬁ(f,jﬁ) =0
ol @N € g[X,Y]' est un polyndme absolument irréduc.tible [13]; La courbe
XN AC projective et lisse sur Agds‘obtien’c donc: par extension ‘des‘ 5Ca=-

N 7Y

laires & partir de la normalisée projective sur ﬁ; de ia courbe plane

définie par

Dy (X,3) = 0.

On désigne par Xg , et on appelle courbe modulaire de niveau W

cette normalisée; c'est ltunique courbe projective et lisse sur &J
dont le corps des fonctions est &(j,jy).

On dira qu'un Z-schéma %N s plat et surjectif sur 3, est un
MZ",---mcdéle de XN’ si la fibre générique de %N’ est isomorphe a XN’

Les images des points z = 0, z = L0 de ﬁ; dens X sont des

points P, et Py rationmels sur&({"iﬁ,a,’%a Jo On convient de choisir
comme morphisme canonique de XN dans sa Jjacobienne 'JN celuil qui envoie
EN sur l'origine de JN.’ Lorsque XK est une courbe de genre 7, on dira
que XN s munie de l‘ab structure de. courbe elliptigue (ctest & dire de
variété abélienne de dimension 4) d’éléxﬁen’c neutre Py » est la coufbe

modulaire elliptique de niveau N.
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/;030 Genre de Y-No
Désignons par po(N) le genre de XN . La considération du reveéte=
ment associé a l'inclusion canonique de f;(N) dansl§&(2,g) permet de

calculer p (N) en fonction de N [ 32, 27, 42]. On abtient

Vv, Vi -
ORI = S N

= 8] Y4+ 4)
o= T Jea+ $2

] si N = 0 (mod+s &)
TT +))  sinon
pIN p ‘

i

Vs

H

o si‘ﬁVE 0 (mod« 9)
.1——T(4%C3é)) sinon
pin P o

W= Y Pawa)) .
aiN
d> 0

Dans ces formules (;9 désigne le symbole de Legendre, (d,N/d) le
pgcd de d et N4 , ef 79 la fonction d'Euler. k

En particulier, p (N) tend vers 1'infini ai(ec N.

On désigne par'ﬂik_lfensemble des entiers N tels que pO(N)-= Ko

Par exemple:
’é%{.o :z:{"f., - 3, L, 5, &, 7, 8, 9, 710, 42, 43, 46"4_’8, gsg’
m;‘ zg A1 Ay 45, 174 49, 20, 24, 24, 27, 32, 36, l+9§ .
M o ={ 22, 23, 26, 28, 29, 31, 37, 505 .



et

=12~

Aoly. Propriétés de réduction.

Igusa [12] a démontré le résultat suivant:

PROPOSITION 1.4..I1 existe un g;-modélé normal de X, projectif sur 2
et lisse sur & [-ﬁ],

Lorsque N¢Rl 4+ OB Vobtien‘t‘ un résultat beaucoup plus p}réc.is.; Avant
de 1l'énoncer, on rappelle qu'a toute variété abélienne A définie sur
& est associé un entier qu'oﬁ appelle le conducteur de A. On renvoie
é[}g?,.ﬁtg} pour la définition et les propriétés du conducteur de A ,

qu'on note X(A). On a

oﬁ::ep(A), exposant en p du conducteur de A, est nul si et seulement s

A a bonne réduction en p..
Soit NelH,:

THEOREME 4..4.2.. Le conducteur de la courbe modulaire elliptique XN. est

égal 3 N..
Démonstration,. On: déterminera explicitement, en (4.2.4), une équation -

de chacune des courbes modulaires elliptiques. Le. tableau (6.3.4) indi-

que le type des fibres singulidres du modéle de Néron (les notations

sont celles de Néron [20]). La vérification de (1.4.2) se fait alors.

au moyen du théoréme de 0gg (4.3.2) et (L4o.3.3).

4 edteBe Soit N un entier sans facteurs carrés, Alors, d'aprés Deligne

‘ , \ . ‘ 4
Rapoport [5} +1l existe un Z-modéle de X , soitj}ns, l;sse surNg[ﬁ}y
régulier, dont la fibre en p, pour p divisant N, de genre arithméti-
que po(N), s'obtient en recollant,transvérsalementﬁensz(p)_pqints
deux exemplaires de la fibre en.pkdesfn/p . Ici SN(P) désigne le
nombre des classes de‘courbesksupersinguliéres en caractéristique Ds
munies d'un sous-groupe 'cyclique dtordre N/p.

On a donc, écrivant que le genre arithmétique de la fibre en p est

p,(N):



(1ehe3.1) pd(K) = 2p (N/p) + s(p) -1 ~ |
Désignant par Jy la jacobienne de Xy , il en résulte que le

moc_léle de Néron (au sens faible) de Jy & une fibre en p sans partie
unipotente, et dont la partie torique est de dimension SN(p) - 1.
Lt'exposant en p du conducteur de JN est donc

- = - it 1

SN(p) 1 = p (W) 2p (N/p), d'od le conducteur }\(JN)

de Jy ¢

N -

(1o423.2) Xy :HPPo(NA) - 29, (N/p)

Lorsgue. Ng’,m,}' est. sans. facteurs carrés, on retrouve le résultat
du théoréme 1..4.2, On verra en (2.6.3) comment on peut formuler une’

conjecture généralisant ce résultat pour N quelconque(,z).

(2) Cf. note a2u bas de la p. 26.



2, FONCTION 1 DES COURBES MODULAIRES,

2+1s Rappels et notations.

On se contente dans ce paragraphe de préciser les notations, et
l'on,rénvoie pour plus de détails au livre de Shimura [3%} et & ll'ar-
ticle d'Atkin-Lehner T1].

Soit G un,souSQgroupe (fuchsien de premiére espéce) deﬁ§&(2L§g.‘
S5i £(z) est unme fohction.holomorphe dans ﬁg, et si i E)Q:G y ONL
désigne par fl@ S) la foriction

' a2z+h

2 e (az%b)-z.fégzza)o

On désigne par <G,2> (resp. <‘G,_2>0 ) l'espace des i‘orfnes modulaires
(respybdes formes paraboliques ) de poids 2 sur G, c'est a dire des -
fonctions f telles qué:

(1) fKi g) = f“ pour’tout élément (i 'g)4de G,

(ii) f est holomorphe auxipéintesxde Gﬁ(resp. f est nulle aux
pointes de G).

Soit £e@,2) « Alors f est développable en série de Fourier au

volsinage de la pointe %bi‘iniini,ioode G:

(2.4.0) £(z) :.Z- an.exp(Zﬁinz) .
n=0

DEFINITION 2.1.4. La série de Fourier (2.1.0) est apvelée série de

Fourier de f » On appelle série de Dirichlet de £ la série

)
D(s) = E an;nfs o

n=4

On dit que la série de Fourier, ou la série de Dirichlet de £ est

normalisée si a, = 1.
On rappelle que l'application f pé»f(z)dz est un isomorphisme
de C-espaces vectoriels de-('G,2>% avec l'espace des formes différen-~

tielles de premiére espéce sur la surface de Riemann associée & G.
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On suppose malntenant gue G = EO<N>°
On renvole a Oggfé?] pour la définition des opérateurs de Hecke T(n)
(n24) et leurs propiiétés. T(n) est un opérateur sur ltespace vecto-

riel (7 (W),2) o On utilisera la

PROPOSITION 2.].2. Les opérateurs de Hecke vérifient 1'identité for-.

melles

- vw“““"‘“‘“ - ‘4’» P
> rmen™ =] | (-n(p)p et (p)opl 25T
n=4 p premier

oy E‘(p) = 0 sl p divise N, QY(P):::"; sinon.

Ex particulier, si f est normalisée et vecteur propre de T(n) pour
tout n, soit
g] ) = hin).s

on a, désignant par D(s) la série de Dirichlet de f:
o2

D) = ) a =] | (™ e (0572 o s M)

ns, p premier

On définit dans {fg(§)32>6 un produit scalaire, le produit sca=-
laire de Peltersson, qui fait de {?;(N),2>b v egpace hermitien. Les
opérateurs de Hecke sont alors des opérateurs hermitiens, dtoy la
possipilité de trouver une base orthogonale de {F;(R)92>b‘formée de
vecteurs propres des opérateurs T(a), pour tout n premier a N.

Lorsque'ﬂeﬁm1 , ltespace vectoriel (7;(&3,2)0 est de éimensionjf
sur S& et toute forme perabolique £ non-nulle est vecteur pIOpré de
T(n) pour tout n. Dfautre part, il résultera de (2.4} que f peut

S F— - o P
etre choisie normalisés,. On peul doanc énoncer:

PROPOSITION 2.1.3. Soit ﬁ“éﬂgﬁ . et soit fe((;(ﬁ)$2>o la forme parae

bolioue normalisée sssociée, Alors Ja série de Dirichlet de f admet

wonroduit enlérien

(2¢¢w3@4) D(s) =Ium§ (=WpYep P+ £ (D) ep 25y

P premiex

-1
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oY €'(p) = 0 si p divise N, €'(p) =1 sinon, et oy M(p) est la valeur

propre de l'action de T(p) sur f : fiT(p) =) (p)ofe

2e2. Résultat fondamental.

Soit X une courbe projective et lisse définie sur Q. S'il existe
N
un,grmodéle ¥ de X dont la fibre en p est lisse, la fonction zéta de

4,(ﬂ—pu)-1. On pose alors

la fibre en p stéerit Z(SEp,u) = P(u).(t-u)”
L,(X,5) = P(p ™),

et L(X,s) =]‘ILP(X,5) s, le produit portant sur tous les

p vérifiant les conditions précédentes,.

Lorsque X est une courbe elliptique définie surlﬁa,,on définit
également des facteurs locaux en p lorsque X a mauvaise réduction en p.
Pour cela, soit %;le modéle de Néron (au sens faible[éo)) de X,. 81 X a
mauvaise réduction en p, la fibre<ka;( en p esi:

Soit isomorphe sur;ﬁ% a une extension du groupe multiplicatif
par un groupe fini, et on pose
L (%,8) = (10" ;
s0it isomorphe sur'ﬁgpz,.et non.surN§§, a une telle extension'et
on pose
L (%,5) = ep™7
solt enfin isomorphe a une extension du groupe additif par un
groupe fini et on pose
Lp(x,s) =1 .
La fonction L. de X est le produit des facteurs locaux Lp pour tout p
premier,.

En particulier, lorsqu'on parlera de la fonction L d'une courbe
modulaire elliptigue, il s'agira toujours de la fonction de la courbe
considérée comme courbe elliptique.

Soit N un entier ) 1, et soit p un nombre premier tel gié %a courke

modulaire XN posséde un Z-modéle lisse en p. Le résultat suivant est &
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& Eichler [87] et a été généralisé par Shimura [ 31, 32]:

PROPOSITION 2.2.1. Le facteur local de la fonction L de la courbe

modulaire X, en p premier de bonne réduction est donné par

(2.2,.0) L (X8) = (det(1-T(p)up™%p" -2syy=

I1 résulte de (4.4.1) que cette proposition s'appliQue pour tout p
ne divisant pas N. Lorsque Nefﬁ1ﬁ s les nombres premiers p de mauvaise
réduction sont exactement les diviseurs premiers de N, dtaprés (1.4.2).

Comparant dans ce dernier cas (2.2.1.1) et (2.4.3.1) , on obtients

PROPOSITION 2.2.2. Soit R&;?ﬂ4 s €t soit p un nombre premier ne divi~;

sant pas N, Alors le facteur local en p 8e la fonction L de la courbe

modulaire elliptique Xy coincide avee celui de la série de Dirichlet

normalisée associée 3 f;(N),

On. peut maintenant énoncer le résultat fondamentalts

| . , | . |
. THEOREME 2.2.3.- Soit]@e?ﬁ4, La fonction L de la courbe modulaire

elliptique XN coincide avec la série de Dirichlet normalisée gssociée -

a [ (9.

La proposition (2.2.2) montre qu'il suffit de vérifier que les
facteurs locaux des deux séries en question coincident‘en‘p, pour p
divisant N, Cette vérification sera faite en (4.3.4) , en utilisant

‘les résultats. de (40204) et de (3@4 03)0«'

2.3. Conséguences..
Le résultat &d<£héoréme (2*2;3) va permetire:
(i) De calculer la valeur au point s =+ de la fénctionuL»des
courbes modulaires elliptiques. Cela sera faii au paragraphe 6.
(ii) De déterminer explicitement l'éguation fonctionnelle &
lagquelle satisfait la fonction I des courﬁes modulaires élliptiques;

ce qui constitue dans ce cas particulier une vérification des conjectu~
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‘res classiques [29, 35] o En effet, rappelons la

PROPOSITION 2.3.1. Soit N un entier positif, et soit f ¢<IC(N),2 ), une

forme parabolique de poids 2. Désignons par D(s) la série de Dirichlet

de £, et posons
As) = tam™8.[ (s).D(s).

Alors, si f=-C,f 0 "0
A0S, Bl N O
on a:

1) N(s) + HS/Z.(ao +4-Co aoi) est une fonction entiére
s =5
bornée dans toute bande verticale,

(11) A(s) = .5 N\ (2-5). (cf. [ 27, V10, th16]).

Soit maintenant N¢ ’m,l_ s et f €<FO(N) ,.2>0 la forme parabolique
normalisée,

D'aprés le théoréme (2.,2.3), la série de Dirichlet de f est la fonc-
tion L de la courbe modulaire elliptique XE‘ D'autfe part, d'aprés-'le
théoréme (1.4,2), N est le conducteur de XN° Enfin, d'aprés (2.5.4),
on a f'(g. 6?) = -f , On peut donc appliquer (2.3.1), avec

C=1:

/4 \ | A
THEOREME 2.3.2. Soit Nelf{, , et désignons par L(N,s) la fonction L de

la courbe modulaire élliptique XN’ Soit

= ,s) = (2m~ SN2 [ (s).L(N,s).

Alors Ei(N,s) est une fonction entiére, bornée dans toute bande verti-

cale, et satisfait 3 1'équation fonctionnelle:

E(N, S)- = E_(N’Z"S)o



2elte Formes primitives,

Soient N' un diviseur positif de N, et t un diviseur positif de
N/I_\I'. Alors, pour tout élément g de <[;(N'),2.}0 > les formes modulaires
gt(z} = g({:z) sont des éléments de <}';(N)',2>O o ‘

DEFINITION 2.4.4. On zppelle espace des formes non primitives ("old

forms" dans[4]) le_sous-espace de<}'€(N),’27o engendré par les formes

g.(z), ou g€<l;(1\$'),2z , t parcoursnt les diviseurs positifs de N/N',

et N' les diviseurs positifs de N distincts de Neo

On_appelle forme primitive("new form") tout élément non nul de((g(ﬁ),af

gul est orthogonal & l'espnace des formes non primitives pour le produii

scalaire de Petersson, et vecteur propre de T(n) pour tout n premier & N.

On démontre ([4, lemme 9 p;. 457]) que le premier terme a, de la série
de Fourier d'une forme primitive est non nul. On peut donc toujours la |
normaliser (2.1.4).

Les formes primitives normalisées forment une .‘basev canonigue de
ltespace orthogonal & l'espace des formes non primiti#es; Les formes
primitives sont alors les multiples non nuls des vecteurs de base.
Notations. Seit p un diviseur premier de K.“On suppose que

N = 0. (nod,p%)y N F 0 (modop™ ).

que: par‘v -Nu-= P , On pose

»n r
" ;ﬁ(l" .
P N prv
On pose également -
(o R
o |

Soit kfe(];(ﬁ),‘,zz} . Les applications f>1f Wp ’ f»flwﬁ sont des

Choisissant des entlers w,ve Z tels:

i

N

-

WN. =

endomorphismes linéaires de<f;(l\f),2>0 4 le premier ne dépendant'pas du

choix de u et v,

On désigne encore par wp ) WI\? les involutions de <{;(1€),2>¢, thégues,

‘de cette fagon.
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On démontre gu'une forme primitive est vecteur propre de T(n) pour
tout n, et vecteur propre de Wp ( p divise N). De plus
t|2(p) = 0 s1plw,
; b4
tlre)e 2w, = 0 st BN, oY (o4, th3 pANST).

On peut donc énoncers

(>4
PROPOSITION 2.4,3. Soit f = L)(n).‘ex;p(a'rfinz) une forme primitive

M=dA ‘
normalisée, Alors f gst vecteur propre de T(n) pour fout n, avec la

valeur propre 'A(n)w Lo série de Diriehlet sssoeiée 3 £ slicrilfs

D(s) ~2_3(n).n ﬂ(’%)(p) P *p =28y 1“(’!%& 0P )/l

oy w_ = +4est défini *o':r (f"‘l) 4

P
_— N

REMARQUE 2.4k, Lorsque NeW, , tout élément non-nul de (M),27,

est une forne primitive.

205, Morphismes canonigues.

- Reprenant les: notations de (2.4), on désigne par N*' un diviseur
positif de N, et par t un diviseur positif de N/N*. On désigne par
M(t) 1a matrice'(g g) ~ Dans ces conditions

mm,t;(m ()t Q;,,E(N');
I1 en résulte que M(t) définit un morphismeyéanoniqﬁé

MN;-'K" () XN:QV—-—» XN":.Q/

déerit par le diagramme commutatif

*
'ﬁg ’z}--~4>tz:;95

‘L Mg o (8) j’

XN,& - > Xﬁ”,g\, | (et E:"’af‘ 6.71)

ou les fléches verticales sont les morphismes canoniques d'espaces

~ analytiques complexes. Si NM divise N', et 4! diviSe'Nﬂ/N“w_le,diagram~f

me suivant est. commutatif
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(ttY)
w N N > XN"

N Nt(t) / M\p N"

Il résulte de [32, 6,?] que My N,(’c) provient d'un‘morphisme défi-
3

ni.sur Q, que l'on note de la méme fagon
MN,Nﬁ(t) : Xuf~—--—4>'Xﬁ, .
Soit uy=f(z)dz une forme différentielle de premidre espéce sur XN'°

Alors (MN N'(t);?QJ) = f(tz)dz. On obtient donc une forme non primitive
SN (L.
sur T (N), si N'fNo

Soit Jy la jacobienne de Xy.. Avec les conventions faites en (1.2),
My ye(t) induit un morphisme de Q-variétés abéliennes
N,N i

dtoy un morphisme

. o7 (N/NY)
My Iy > Dy | W0
N'#N

induit par les M (t) pour N' parcourant les diviseurs positifs de N

N Nt
distincts de N, et t les diviseurs positifs de N/N'. Ici Oa(n) désigne
le nombre de diviseurs positifs de n..

On définit par récurrence sur N une sous-variété abélienne de J,:

No

NOTATION 2.5.1 On note Jﬁ' la composante cormexe du noyau de M

NO‘

Il est clailr par construction qu'une base des formes différentiel-
les invariantes sur Jg est de la forme {fi(z)dz} ol {fi% est une base
de l'espace des formes primitives associées & r;(N). On en conclut que
MN se factorise & travers. le produit

| n <J§')%(N/N")
N';éN '
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de sorte qu'on obtient une isogénie sur Q
v

g (N/N')
. 0 ~s o] 6O
(2.5.2) MS = 3y S i {(JH_,) .

5*
Désignons par r;(N)'(respo f;'p(N)) le sous-groupe de SL(2,R)
b4
engendré par jg(N) et Wy (respe. Wé) , avec les notations de (2.4).
Il est immédiat que

(1) w2 =

W =4 . W24 (moaulo Ij(M),
(i1) ip‘i' W, = Wy (modulo L),

(iii) WN,et Wp sont contenus dans le normalisateur de (:(NJ

dans SL(2,R).

Le groupe [;(N) est donc d'indice 2 dans rZ?N) (resp,T; p(N)).
s

wﬁy, Wp définissent des automorphismes de la surface de Riemann XN'C
H

(et méme de la courbe algébrique sur Q d'aprés [32, 6,7ﬂg.0n désigne
w
encore par WN

Le revetement canoniquement associé & 1l'inclusion de Y;(N)

> WP ces involutions,

¥
dans.r;(N) (respe f; p(N)) correspond au quotient de X, par le groupe
t

dtautomorphismes d'ordre 2 {:i ,WN§ (respwi ’i,Wp% )e

Supposons maintenant que Neﬂﬂﬁix Soit f:X==3» ¥ un revétement de
degré 2, o4 X est de genre 1., Alors, ou bien f est non-ramifié, et Y
est de genre*f, ou bien f est ramifié en quatre points, et Y est de
genre O, On se trouve dans le second cas si et seulement si lt'involu~
tion de X associée admet des points fixes.

D'autre part, les automorphismes invoiutifs d'une surface de
Riemann de genre 4 sont de deux sortes: Si 1'on choisit une origine,

on obtient une involution de la courbe elliptique obtenue, donc , ou
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bien une translation par un point d'ordre 2, ou bien une translation
suivie d'une symétrie par rapport & ltorigine.

On conclut des remarques précédentes:

/
CON%EQUEEKCE.(E,B,,}), Solit Hé*@{'l » Alors la surface de Riemann assagiée

a [g?N) est de genre O.

En effet, z = -i,N")‘/ag’%/ est um point fixe de Wy.

/
CONSEQUENCE.(2.5.4) Soit N, » ek f¢ (Tn,2) . Alors  f|wy = £,

En effet, f‘WN = £ entraine fe<ﬁﬁN),2>b s donc =0 d'aprés (2.5.3

/ .
CONSEQUENCE,(2,5.5p Soit Ne T, » N premier (dome N =14, 12, ou9).

Alors f£{T(N) = f. (cf. [11, Satz 1 p.?76])

Cela résulte de ce qui précéde et de (2.4.3). Plus généralemente

PROPOSITION 2,506, Soit N¢®Q, , et p un diviseur premier de N. Alors

f{Wp = ~f 51 et seulement si WP admet des points fixes, Sinon

fe

#

fiw
|

(2.5.7) Applications, Examinons le cas de deux valeurs particuliéres

de N'@m,ﬁo

B :rﬁA} On peut représenter W? par la matrice
_ -24 8 s
g -56 21

Le point Zo = (1+1{7 ) /56 est un point de ﬁ% fixe sous W?o On a donec,

tenant compte de ce que W. W, = LN (modulo {;(1#)):

277
{'fiwa - done % f{T(Z) = £’
fﬁ_w? = = £jn(7) = 1

pour fe{[-(14),2% o

En particulier, Wa correspond a une involution de la courbe

modulaire elliptique X,), qul est une translation par un poinmt dfordre



2 rationnel sur Q.
. PAS

K =24 On peut représenter WS par la matrice

...( 3 "7) 2
3 = o fed T e
-21 -6

o

Le point z = (-21+i§3)/42 est un point fixe sous Ws. Donc
elw, = -f (T3 = ¢
’ . 3 V et , .
giw, = ¢ N ) = -2

pour f 6‘({2 (2/6 ) y2>0m

On pourrait procéder de 1a méme fagon pour calculer les valeurs
propres %(p) des opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant N, Kégm;i*
Cependant, il sera plus simple d'utiliser la détermination explicite

de la forme paraboligue normalisée qui est faite en (3.4.3)..

2.6. Conjecture de Weil.

Nous allons voir comment les résultats de (1.4.2) et (1.4.3) s'in~-
terprétent comme des conséquences immédiates d'une conjecture de Weil.

Les notations sont celles de (2,5).

COBJECTURE 2.6.F. Toute courbe elliptique définie sur Q, de conducteur
M

N , est isomorphe sur Q a un quotient de JN°
N .

/. ,
CONSEQUENCE 4. Il n'existe pas de courbe-elliptique définie sur Q, de
faad

conducteur Néma -

7 \ : ; .
CONSEQUENCE2, Soit X une courbe elliptique définie sur @, de conducteur

Q & la courbe modulaire elliptique Xi.
(4% 4

kmlfﬂ?%,_ggors X est isogdne sur

S'il existe pour-chaque'Neﬁﬁiq aun moins une courbe elliptique de
conducteur N. (on peut par exemple en exhiber une explicitement),on en

déduits
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CONSEQUENCE 3, (= théoréme (4.4.2)) Le conducteur de la courbe modulai-

re elliptique XN est égal & N,

La conséquence 4 a été vérifié pour certaines valeurs de Nefﬂ% ; 11

en est de méme pour la conséquence2, pour N = & et N = 2.39; 2?3@ (cf,

ogg[25] ,[26]) .

Considérons la décomposition (2.5.2) de Jy , que nous écrivons

, T—T G, (N/NY)
RN
N'#N

On démontre que T(p), comsidéré comme un endomorphisme de JN’ conserve

cette décomposition. Si f¢ <f;(}§'),2>o est une forme primitive, & valeurs
propres A(p) entiéres,_on.lui associe la composante connexe de l'inter-
section des nmoyaux des endomorphismes T(p) - A(p) de J§ o On montre
que cette composante connexe est une courbe elliptigue Ef, définie sur
3; et que les facteurs locaux Lﬁ de sa fonction L sont ceux de la série

de Dirichlet de £, pour p ne divisant pas N (cf“EBZ; 7»5])» Lorsque N
est sans facteurs carrés, on peut montrer, en utilisant les résultats
de Deligne (cf. 04,4,3)), jue le conducteur de-Ef est égal 4 N,. On
ne sait pas le faire dans le cas général.

CONJECTURE 2.6.2. ( Conjecture de Weil) Toute courbe elliptique défi-

nie sur Q, de conducteur N, est isogéne sur Q & une courbe Ef
"~V - A "

seule, o3 fé{&S(N):ajﬁ est une forme primitive & valeurs propres

et une

PEEN z o & . ’ . . .
entiéres., La série L de la courbe coincide avec la série de Dirichlet

_é._(_a_ fo ( Cfo[l‘!’oj Yo

Le résultat du théoréme (4.4.2) se généralise de la fagon suivante: .
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o
ﬁ Y
1'espace des formes primitives sur r;(N)), Alors le conducteur dg"J%v

ﬁﬁ(N)w

CONJECTURE 2.6.3. Soit 7((N) la dimension de J (= la dimension de

est égal a

"Il est facile de calculer ?T(N) en fonction de No D’a?rés (2.502)

P =) Q.G
4N :

ce qui stécrit Pg =TV :y’a 5, en notant par »¥ le produit de convolu-
tionvde deux fonctions arithmétiques,.0n~en déduit
RN T
od f# est la fonction de Mobius, définie par
(1) f est multiplicative
(51) p(et) a4,
M) =0 si o) 2.

i

i

PROPOSITION 2.6.4. Soit N un entier sans facteurs carrés, Alors la

conjecture (2.6.3) est vraieo(3).

Q : [N .
N Jﬁ o Dlapres (40403@2))

En effet, supposons d'abord que J
kl'exposant du conducteur en p , pour p diviseur de N , est égal & pQ(E§,
ce qui est bien ce qutaffirme la conjecture,

Lorsgue ‘N est un entier sahs foclteurs carrés arbitraire, on se
raméne au cas précédent en utilisant lés isogénies (2.6.1.1)et a

nouveau la formule (oho3e2)s

(3) Des résultats récents de Deligne permettent de démontrer ce qui suit:
Soit N un entier positif arbitraire. Soit p un nombre premier,
o 30 (ero(4.L))
p £ 2. Alors eP(JN)’ exposant en p du conducteur de Jy  (c£f(1,,))

a la valeur prévue par la conjecture (2,6,3).
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2oba50 Exemplés,

Passons en revue les valeurs de Né’ﬂ’[z -

(AN = 23, 29, 3%} Doi et Matsui (ef{?LI?éb ont démontré qte les

Jjacobiennes 323’ J29,

La conjecture (2.6.1) entrafne qu'il n'existe pas de courbes ellipti=-

JBixvsonﬁ des variétés abéliennes simples.

ques de conducteurs 23, 29, >u 3.
Dans les twois-essTR(N) = 2, et le conducteur vaut 232,V292,}342,

respectivément@

(11)|N. = 22, 284 TIci , T{(N) = O. D'aprés la conjecture (2.6.1), il

ntexiste pas de courbe elliptique de conducteur 22 ou 28. D'aprés

c2. 5.,2} s 'IZZ ’est isogéne sur Q & Xﬂ’é.)@%’i , et 528 a thﬁ X,w;

Du reste, on constate que, dans les deux cas la courbe correspondant

au quotient .de XN»ﬁar le groupe.dfautamdrphismes‘%?5WK% est de genre. q.

Clest une autre facon de voir que Jy est isdgéne'sur;@?aﬂkproduit de

deux courbes elliptiques. Une troisiéme est de remarquer que les courbes
REPHIR T
ple‘WE et Wé),

‘de genre 2, possédent deux involutions distinctes (par exem=

(iii)|N = 26, 37, 50 Dans ces trois cas ﬁT(N) = 2.

JB? est dgogéne aﬁ produit de deux courbes elliptiques parce que,

ici encore, le quotient de'X37 par le groupe d‘autcmorphismes‘%ﬁ;ws?§,
est une courbe de genre 1. D'aprés la conjecture (2’6°2)f J37’est

igogéne surlggaufproduit de deux courbes elliptiques de conducteur 37.
On connalt effectivément deux ciasses‘d’isogénies de coﬁrbes;ellipti-

ques définies sur Q, de conducteur 37. .
~MAN
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Un modeéle singulier de X

2
¥ =0 -8 ¢ Bt 1800 + 822 Bx+ 1 ( ct.[ohp.u58 ).

6 est la courbe plane d'équation

Cette équation met en évidence le fait que X26 admet, outre 1l'involu-
tion " X =3 X
{'3'*"‘9'"y )
1t'involution {x b—31/x
3’\*‘€?Y/X3 9

et leur produit X b—1/%
ix =2-3/

on voit sans peine que ces trois involutions sont W26’ Wa, W}B.(cf. [’1.9]),

On en déduit 1la encore que J 6 est isogéne au produit de deux courbes

2
elliptiques. La conjecture de Weil entraine que ces derniéres sont de

conducteur 26, ce qu'on vérifie, et que toute courbe elliptique de

conducteur 26 est isogéne sur 9, 4 l'une des deux.

507 Wé, WS entraine

encore que JSO est isogéne au produit de deux courbes elliptiques.

Pour N = 50, l'existence des involutions W

On connaft effectivement deux classes d'isogénies de courbes ellipti-

gques de conducteur 50.



3. CONSTRUCTION DE FORMES MODULAIRES ET APPLICATIONS;

3.%. Construction de formes modulaires.

Dans ce paragraphe, on désigne par ")(z) la forme modulaire de

Dedekind

M (z) = "/3’*[ i(q - ™ = A2 oy

q = exp(2ffiz) .
On utilise fﬁ(z) pour construire certaines formes modulaires sur
L. |

Rappelons les résultats suivants (cf.[éé]):

(L) Soit (a. 2) un.élément(dev§k(2,§), avec ¢ O,

Alors f? (az+b) ~'£((c S)}.(éi(cz+d))4/a;?}(z)

cz+d

avec (2 D)) = explaam ox( (2 et (2 ez

(i1) Lorsque (a,6) = 1, Llentier G4((2 3)) défini par (1) vérifie la

~congruence suivante:

0(( ¢ ) = a(c-b-3) - %‘{’3*(2)% (mod- 2).

{2
(iii) Le groupe}g(N)'est engendré'par les éléments =
a by, : N ~ (‘
(Nc‘-d)é E(K) : tels que (-3,6) z’* ’r 3_7/, O’ c?f - .
’ On: désigne par é; un. diviseur positif de N, et‘par<S?xl!entier

définl par £§' = N. On note r = (r.) umne famille d'entiers positifs

§

ou nuls, indexés par l'ensemble des diviseurs positifs de N, et onm

considére la forme modulaire
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5,2 ] | (E= 5.
- 4

PROPOSITION 3.1.7. Supposons vérifides les hypothéses suivantess

(4) Zr&,g =0 (moden4)

=0 (mod» 247

~~
tx
o
N
2
H
o
9
A"A
i

ggsrs.ggﬁz) est une forme parabolique de poids 2 sur»lgéﬁj,

Remarque., Cette méthode ne permet pas d'obtenir toutes leskfofﬁes-par‘

raboliques de poids 2, méme si 1l'on se limite & Ngﬁfﬁz (c£.(34.2)),

a b

) un .élément de‘IEQR)W Alors

DPémonstration. Soit U = (
Ne d

‘ , . a b8
] (6 «U?) = ?(Usob’z) ~ou Ug =(c:8. &)s

par conséquent

r§

@ r—

‘ ) —- r
g,(Uz) = (=i (Nezra))® © s’i.(z)»g ISC?Q 5.
= IR Y i

Calculons le troisidme facteur de cefte,expression, Tenant compte -de-
ce quton. peut supposer d'aprés (iii) que (a,6) =1 , et que c)O,

on voit que



TTeWs ® = ety oa A=) meok (-

8N | SN

Utilisant d'autre part (iii) en méme temps que (ii):

’ 1
A(Ug) E%a(c&"_»‘bs -3) '—%{1-( f-aé—)s (mod«eZ )5

dtoy

= ac([s ) --——-—ab( rg,g) - EZS w-'z 1-(% )}» s

§IN iy
. (mod N 2) °
Utilisant maintenant (A), (B), et (C), onm en déduit:

4.,.'}\ = ._Zré, { .‘..(__‘!_;}} (mod+2) »

§iN

et. par conséquent

‘ | T 0 o, ' T, :
exp(«-i**ﬁﬁ ) = - ‘ l(..éaf.) 1 .—.-._l {(%) & dtaprés (C_),..,
[N

qui vaut -1 d¥aprés (D).. Revenant & la fonction g, » et utilisant a
nouveau. (C), on obtient: |

g (Uz) = -1%,(Nez+a)Z,5_(2)

g = S : o .1: ’ o
Dtautre part, il est clair que g, s'annule en chaque pointe de [;(N)°

Doy la conclusione.

Utilisons la proposition (3.7 .1) dans chacun des cas suivantse

N | r= ,(ré)
A1 | Ty =Ty =2
'j:z,, r,i~r2=r,?5...r44.."i
0 | Ty =T =2
24 razrl;"rﬁ::ripz'}
Pl A -
7 J::5 :{9'12
35 ,rl*.-rg.ﬁz
36 1‘6‘= L




On en,déduit;

COROLLAIRE.. Les formes paraboligues:-normalisées associées & [ (N),

) QOR]’.‘ :
(34.02)

Onﬁen.déduit les développements suivants de‘ia'forme parabblique normalisée:

N
My (412)2
14| (z) 1 (22) M) (72) M (hz)
5 |7z 9(32) fr;(sm fwaz) |
20 (Zz) 07(4 02)°
24 | 7)(2z) P(4z) 79(62) 70 22)
RO
32 | Pz (8
36 | 6wt

R = 11, 24y 15, 20, 2%, 27, 32, 36 sont données par le tableau

ay | q = o -2q + o + éée»-!?:fq? -qg _+’ ¢ “\{O(qm)
45 s o —q - qf* + g | * q6 ?’ 3@8 + q9 * O(Qﬁ'o}
20 { a —2® —-q® o+ 2q7‘+ q -+()(q§“) | )
2h | q ~ @ -2q° +q° % bg 13 0t ™

27 | @ - 24" - af + 507 +0d' D

2 | q -24% =30 * 6g"° +(d 0

% | - 4a’ + 20" + 8477 Qe

On en déduit enfin, pour chacune de ces huit valeurs de N, les

valeurs:propres des. opérateurs de Hecke T(p), pour p divisant Ng Ce

sont les coefficients ay de la série de Fourier de la forme parabo-

lique normalisée, d'aprés (2.1.2). Regroupant ces résultats avec ceux
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de (2.5.5) pour N =17, 49 , de (2.4.3) pour N = 49, et ceux de (2.5.7)

pour N = 24, on obtient les valeurs données par le tableau suivant, o4 -

Ty Mo
llgn: pose N = p/-}"!pa. " P,¥ ( p,a‘ ,,',L?> 0 s

(31.3) x| ey | e
T —
T | A
LI B I
A7 14 —
19 { 11 _
20 0 =
. — -~
S -
27 0 —

N -
36 0 0
49 0 —

On a ainsi entidérement déterminé les facteurs locaux de la série
de Dirichlet associée & f;(ﬂ), pour p divisant N, NEW,; (cfo (2e703)0
Il suffira de vérifier em (4.3.4) que ces facteurs locaux coincident

avec ceux de la série L de la courbe modulaire elliptique X

Ny pour

terminer la démonstration du théoréme (2.2.3).

3.2, Pointes de f‘; ().

On conserve les notations de (3.4). On désigne par d,§ des diviseurs
positifs de N, et on pose d' = Nfd, §' = N/g « On suppose maintenant

que r = (r5 ) est une famille dlentiers

¢ e:{AZW indexée par‘ les & o
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PROPOSITION 3.2.1. La forme modulaire g, définit une fonction sur la

courbe modulaire Xy 5l et seulement si les conditions suivantes sont

vérifiées:
(A)Z: rgw ' =0 (mod*ZLt)v
8N
(B)Z rgog = Q (modj.ll_{,)’

(cr) r = 0,
BIN

(D->| |<5‘>5 Q2.
BN

Démonstration., La suffisance se démontre facilement en reprenant la

démonstration de (3.,4.1). Démontrons la nécessité.

Celle de (C') est évidente., Ecrivant que gr est invariante sous

(1 1 4 0

0 ’)) s on: obtient (B). De méme, l'invariance sous (N 4) entratne (4).

_ ‘ ' T '
Par conséquent, l l (.a‘é_) & = 4 pour tout ay 0, premier 4 6N, On est
Shy

ramené 3 démontrer:

LEMME, Soient myn des entiers premiers entre eux., On suppose gue

(-%) = (%) pour presgue tout p. Alors mfn ¢ &2,

En effet , cela entrafne que mn est un résidu quadratique meodulo p

pour presque tout p, donec un carré d'aprés le théoréme de Dirichlet.

Remaraue. Il est clair que la série de Fourier de &, est 4 coefficients

rationnels. Par conséquent, si r vérifie les conditions de (3.2.4), &,

-~y

est dans le corps des fonctions Q(){N)&
fMN
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v ~ : *
L'ensemble des pointes de I;Tﬁ) est ﬁ%u{ixn} :'é; ~«@y.;Les»crbie
tes de 1l'action. de f;(N)isur 1'ensemble des pointes de [;(N} sont en
nombre fini. On obtient donc une bijection de l'ensemble de ces orbites:

avec un ensemble finit de points de la surface de Riemann. X o » qutom
‘ 8,7

appelle les vointes de Xy.o =

LAV

PROPOSITION 3.2.2, Soit P une pointe de Xﬁ ¢ Tl existe un unique divie
20 ) . )

seur positif d de N tel que 1‘0fbiteAcorrespondante‘contienne‘b/d,}gg

b est un entier premier 4 d. On dira gue P est une pointe de niveau ds.

Si d est un diviseur positif de N, il existe %’((d,d‘)) pointes de

XN&GWde niveau dy 03 fj désigne la fomction d'Euler.

Cela résulte par exemple de [32, déme pr0p§(ﬁﬁgw3z},

“En. particulier, pour d = d,pN,gil>n?existé qfuné seule pointe de

niveau d, correspondénﬁ.é Itorbite de O, io0 respectivement.

s

NOTATION 302030, On note (Pd) le diviseur de Xy e‘scmme des pointes Py

de niveau de

(P&) = Pd,‘i * oo F Pd;f((d,d')) >

Nous allons voir que, N)»4 et d]rﬁ.étant donnés, on peut trouver
une famille r d'entiers , vérifiant les conditions de (3s2.f) , et telle

que le diviseur de &, s0it un multiple du diviseur de degré zéro
%K(dga'>).34.a-<9d;,
I1 en résultera que ce dernier est dlordre fini dans le groupe des
classes de diviseurs modulo 1'équivglence linéaire, et que (P,) est um
diviseur rationnel sur ﬁ?’

Pour c¢e faire, nous commengons par déterminer l'ordre de gx‘en_une

pointe.
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LEMME 3.2.40 Soit P une pointe de XN c* de niveau d, Alors un para=-

nétre local de Xy o en P est
1y —

exp(2711 P(2)/B) on b= ar/(d,a") ,

et o8 pe SL(2,R) envoie P sur la pointe 3 1'infini Py.

En effet [32, (2.1)] , & est défini par le fait que

ne ,:?:,% (s est un point

a4 (m ny®
de 1l'orbite associée & P, et Stab (ﬁ)(s) dési‘gne son stablliszateur dans
. o :

r°
';(N))"
Soit & = b/d , aveec (b;d) = 4. On peut prendre F de la forme

K ot o (T B o _ (¥ #)
(& -b) r fone P '(c ¢)'F -(-»hda -‘&‘)"

NE S ‘ «
et( > )é SL(2,7) est un élément de I;(N) gi et seulement si N
‘ ¥ v

~hd |
divise hd®, donc si h est multiple de 4'/(d,d').

LEMME 302,50 Soit & = b/d une pointe de [ (W), de niveau d, et soit

,Ag(z) :A(’g z), of & est un diviseur positif de No SoitE?un élément

de SL(2,2) tel que j?(s) = 100, Alors
- - 12 V2 )
D = (E@har e L ACEE Ly,
o% “5/ + Bont dog emtierse

En effet, soit f:(: '::)@ |
AN, gf%z)}‘ . A{(:S a),z) =A( (":‘% a)om;}?

- c - c
1




o on a posé u = (d,g),._ 8:8411; s & = d,!u,
De (@1,61) =4 résulte (dq,ﬁntg)zﬂ, Il existe donc

‘nb.g > : } ‘.‘b& ) »h< ‘ i ’2 “} .
( " € Zh(2,7) telle que (O I ’f) ( | %) ,
R ~da ¢ -4, x N0 §y
dtoy » 1 | | .
-1 12 2
| = (3 (aq, (6,52
D7 = G A R,

en utilisant le fait que A est une forme modulaire de poids ]2 sur

SL(2,2).

; . ‘ 2
NOTATION 3.2.6. On pose = | ag(d,%) = ‘(f: =" (d(’é) .
]

LEME 3.2.7. Oma  2,(d,d) =‘aH(d*,5').

Revenant & la fomction g, , et utilisant les lemmes (3.2.4) et (3.25)

- —

on obtient en définitive:

PROPOSITION 3.2.8. Soit r une famille vérifiant les conditions

de (3.2.4)s Alors la valuation de g, en une pointe de niveau d est
donnée par
YL

donc le diviseur de &n est

—

(g,) = Z: b (4).(Py) «
i

CORGLLAIRE,, Sous les hypothéses de (3.2.8) , on a

asg((g )=, b (0).F ((d,a) = 0.
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LEMME 3.209. Soit v l'application Q-linéaire de Q-espaces vectoriels
. [4 "4
définie pars _ By
. i=n
V.(I'/! ,«,uov,rn) =. (hr(’{)yooo',br(n),y:é‘ rL ‘)r

i=1

(oy n =) = nombre de diviseurs positifs de N ), Alors v est injec

tive, et l'intersection de son image avec _Il.'hyperplan & vy = _03 est

donnée par _
: E ©((d,d))eb () =0 ,3=0 o
ax -

 L'injectivité résulte de ce que g, ne peut &ire une consiante que

pour r = O.
On déduit de (3.24), (3.2.8) et (3.2.9):

PROPOSITION 3.2.10, Soit D un diviseur de la forme

D= 2 md;(}"d) ,g_ﬁ.(Pd)i est le diviseur somme des
R |

ointes de niveau d (3.2.3), de. degré 0, clest 3 dire tel que
E €(a,a"))emy = 0o
Ay

lors il existe une famille d'entiers r telle gue le diviseur de &,

803 i de Do
En particulier, Best rationnel sur § et d'ordre fini dans le
. " .

groupe des classes de diviseurs pour l‘équiv’alence‘ linéaire.

' COROLLATRE.. Pour tout diviseur positif d de N, le diviseur

| | (Py) -4((d,a")).By est raionnel sur g et d'ordre
fini dans le groupe des classes de diviseurs pour lt'éguivalence
linéaire.



Lesfpointes 24 et Py sont rationnelles sur’&L(cf.~(4.2))§ Par
conséQueﬁt‘le diviséur‘(Pd) est rationnel sur Q. Enkpariiculier, si
¢ ((d,d")) =4, donc si (d,df) =4 ou 2, la pointe P, est rationnelle
sur 3:,,

De fagon plus précisé, on;peut montrer que le plué'petit corps
de.rationalité des pointes P, d,i de niveau d est le corps Q(g), od
S est une racine primitive VY ((4,d'))-iéme de 1'umité.,

D'autre part;‘il résulte de la thécrie’desvsymholes’mcdnlairés de
.Manin»(I?Q,fiél ) que Eﬁ ~ P est un diviseur dtordre fini dans le
groupe des classes de diviseurs pour 1'équivalence linéairé,vpour'

toute pointe P dg_Xﬂ c -

’(W

Dans le cas particulier dundiviséurVRT-PN » la prcposition:(B,Z;@)

permet de déterminer explicitement cet ordre. Em effet:

NOTATION 3.2.1%. On pose 'ﬁ':‘l P, k(N) = N! i(p ---»-).,.
| o ~ plx B 11

'SGitf%V un diviseur positif de ‘N On pose

&“""‘”V’(g);’r”"’g L o

.
8
désigne la fonction de Mobius, et_g, = R/g {cfo (2.603)).

LEMME 3020129» On a ] '
k(N) si d :”,

Zan(dg).r 0  sid$q.N

sy ~ \-k(N) s d=NX
o ay(d,§) est défini par (3.2.6).

LEME 3.2.43. Soit N = g?4p§2¢..p§g, 1a décomposition de  Ni;en\facteursf

preniers.

ﬁlors on a

I 1(51 T = gﬁ*pga...pgg , avec

vy = (nﬁp n.+2)I~_Y(p ~1) .

LA
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Démonstration du lemme (3.2.12).

Notons gk(n) la fonction gk{n) = nk -

Z n(d:8)05; = E (4,92 N,J, ($) , ot 1l suffit de se
7 (d,at) dg? |

borner aux diviseurss sans facteurs carrés..

Si d = 4., on trouve:

A~
) = (g ) (D) = k(D).
. %
57w ©
- Si dnfatﬁ.soit p un diviseur premier de d. Comme S est sans fac-
teurs carrés, la:multiplication par p envoie bijectivement les divi-
seurs>6 premiers & p sur ceux qui sont des multiples de p. 81 8 est

premier A P, on a:

W) = -V«<S ) et (4,8) = (@/n, $)e

Donce
e L W (d %) (d 8)2
E (88 oog= Ter § ra(%) +2 2222 &MS

ol (g,p)—'I

Dtaprés les remarques précédentes, le terme entre les ‘accolades

slécrit:
E (dg) @(5) + S - (4/p,9/p)° T §/p) = 0o
. . \ d{é7p)2
SIN (67l N |
(§,0)=A4 ((8/7) sp)=1

Dtautre parts .
zaﬂ(dxg) *sgt = 5 : 'aN(,d.‘ S1) ’SS’ = g ’aN(d' sg)»s ¥ le calcul
SN : a'fﬁ. ; ; i .
| BRI
quton vient de faire montre que cette expression est égale & k()

si d'=4, et & O sinon, Le lemme est donc démontré,



Démonstration du lemme (3.2043)0

. ZS{
Tout d!abord, w = (5 Y ‘( 52 Vs = N 5 e
, 8IN 5h~1 (ﬂg’s{ 2

Or Z(-—") = , . (P ‘*1) F (P" "'4)(?2"'1)@oq(pg'1)0.
5!N $IN Br |
.V Dtautre part, il est clair que l'exposant de pj dans ) ié 5 est:
NN 4
N N ) X +°..+(uﬁ)g =
Y PsP .0 B
il
. k¢l
= -] \ @)
k)

Par cdnséquént,‘l'exposant ws de p3 dans w ests

wj'z‘njf(Pjuq)l *i(pk“ﬁ) + a a&j{;(pk:"-’i) »
‘ , J

ce qui est blen le résultat annoncé,

On considére toujours la femille r définie en (3.2.441)

LEMME 30204k4. Il existe un unigue entier positif m satisfaissnt aux

conditions suivantes:

() Lo famille 2%,y satisfait sux conditions de la proposi- -

'tion.(Byagﬂ)w

(i) Si mt ’est,un,enfier,nositif tel qﬁe (1) soit satisfaite,
‘glors n' divise n. | | ‘ |

Plus précisémeﬁt, avec les notations de (3.2.43):

gcd( k(N), 42w . agxk )e
4<&<? :
§IN



Démonstration du lemme (3.2044).

Considérons les conditions (A),(B),(C'),(D') de la proposition (3.2.1).
La condition (C') est trivialement vérifiée par tout multiple rationnel
de & o D'autre part, il est clair que la famille 24r vérifie les trois
autres conditions, Du reste, tenant compte de ce que aN(d,S) = ﬁ.et

am(ﬁ,g)zzg, le lemme (3.2.42) montre que

Z r5,5/ = —z%ogz k(N) o

IL'existence et 1l'unicité de m sont maintenant claires: m est le plus

grand entier positif tel que lton ait simpltanément

]

0 (mod. 24),

4

0 (mod,2) ( notations de (3.2.43))e

I1 est clair que la solution est

m = pged ( g(N),42w, » 2hry Vo
1¢dsy J
SN

Conservons les notations des lemmes précédents,

LEMME 3,245, (i) Le diviseur de ls fonction gaq est
o——y D
ek
k(N)
.a___,( B\ ...pl\I ).

(ii) Le diviseur a - Py sur la courbe modulaire X, est

k(N) '
d'ordre dans le groupe des classes de diviseurs pour 1ltéguivalence
, i
linéaire,

Dl'aprés la proposition (3.2.8), la fonction considérée est régulidre
et non nulle en dehors des pointes. Le lemme (3.2.42) montre que br(d) =0
pour d|N , d #4, N, et que b, (1) = ~ b (M) = k(¥)/24 , avec les

notations de (3.2.8). D'0o3 (i).



Dlautre part, si m est l'entier dont le lemme 5..2.44 affirme
k(M) e Soit (M) cet ordre,
m m, :
H

- oamy est un multiple de m. Si la famille --ii_z_: est une famille

lt'existence, llordre de P,‘ - PN; divise

d'entiers, la proposition (3.2.1) sVapplique, et par conséquent les
conditions (4),(B),(C'),(D') sont vérifiées, Le lemme (3.2.14) entral-
ne alors mo=m , cqfd, - |

4
I1 reste a voir que Tiiog est nécessairement une famille d'entiers,

1

Posons .gi,g t , et montrons que les hypothéses:

‘Q — » tg ‘ é . ' ‘ * ‘ | V .
(:g) gi :ﬁfrlg ‘d,fin;t t;ne fongﬁion‘meromqrphe sur : XN ’
‘ $IN ; 7 o o
(ii) la fonctim ainsi définle posséde un pdle en P A , unm zéro
en ‘EN s 6t e‘st régulisére et aonVnulle partout ailléurs, | |
entrainent que % est une famille d'entiers. En effet, il résulte de
EG] que le développement de g,(z) au volsinage de Py est un
élément de %{[q'l] s o0 g = exp( aﬁiz).
Posons n = > ts‘ogv'o ‘Alors
SIN '

e

- k=4 §m

: supyésons les diviseurs 53. rangés dans 1'ordre croissant. On a donc
gy =2 (1- %)%, = " (4 *7’054(;6:‘ ) ( mod, o™ )s
et: par conséquent o
€ G
On peut alors diviser g,  par la série
| ks P e
(A=qg"%™ )8 , qui est un élément inversible de

ket : ~
Ai}"[f(ﬂ] s, et le mene raisonnement: mog’cre‘ que tgé (:; ’g‘; En "&éfinitive,

on obtient le réiultat voulu: La famille % est une famille d'enmtiers,,



Regrbupons les résultats de cette partie dans le

/7 \ | ‘ ‘ o
THEOREME 302,46, S0it N un entier positif distinet de 4. Alors le

diviseur P - P_ sur la courbe modulaire ,Xi est ratiomel sur Q ,
4 N ¥ : = A

et dl'ordre fini dans le groupe des classes de diviseurs pour l'écuivalence

linéaire.

Plus précisément, %a - PK est dlordre k(N)/m , od l'on a posé:

SRR < VRt 9 n
N - E‘ paaoovpgg 3

) = A A LAy
k(E) ~ K.C% 23(P2 pa)ﬁcf(pg pg) s

m = pged ( k(D), 2wy , alwg )

ko -

s = Ek i%, ’ SS :'ggrL(gb 5( Cf¢3§2&44},

Wy = (njpj-nj-!-ra‘) '(pL-wi) s 3 =MeeesBo
{#3
Lorsque X est premier, ou caré d'un nombre premier, on retrouve les
expressions données par 0gg: ‘ :
(W[F = ) Toi k(p) = 054, ot w=p+4, done n = (p+(p=1,12).

! —
Lfordre de B, PP est

-4,
(Pf4:12)
2

(1N = [‘ Cette fois k(pa} = p(pawq}; et w=2p;m= p;(p2~4,24},

Dtoy l'ordre cherché, qui est

Pa *-4
(p%1,24)




3030 Applications,

(1) soit Nl -41 } - Alors P, , Py sont des points distincts
de XN; et le calcul explicite de ltordre de Pd-PN grace & (3.2) donne:
Rﬁ"PH est le diviseur d'une fonction; on retrouve ainsi le fait que X&

est de genre O.

(ii) L'ordre de RI-PN’ pour'Ng)T(T\JVHé , est donné par le tableau

suivant (30364;-) S

N 4% 14 145 A7 49 20 24 24 27 32 36 49
ordre de
. 5 6 4 4 3 6 4 4L 3 L 6 2
P = Py N
N 22 23 26 28 29 A 37 50
dre d
;r r; ®L 5 44 24 6 7 5 3 45
A~ P




/
o EQUATIONS EXPLICITES.

Lol. Résultats de Frickeo

On suppose maintenant que K € m,“ » La surface de Riexﬁamz ’ YE, g
( resp. XN',QV) associée & F; (0) (cf. (2.5)) ( resp. associée &

[5(E*) , oy N* divise proprement N ) est alors de genre 0 ( cfo(2,5.3)
et (103) )o

Pour N =143 14, 15, 17, 19, 21, 49 ( resp. 20, 24, 27, 32, 36 )
Fricke construit dans [9] une fonction méromorphe T(z) de la varia-
ble =z € ‘%’* s qui induit unme fonction méromorphe sur la courbe Yﬂ,c ’

( resp. sur la courbe XN':,Q, s pour K* =40, ﬁ'z? 94 156 respectiveme;xtw),
et dont la restriction au demi-axe imaginaire {/ Z & AQN) Re(z) =0 , Im(z))(él
est une fonction a valeurs réelles,

Plus précisément, soit =z = i. g2 Ie point fixe de W situé
dans 12; ( cfe (2o4) )o La restriction de T aum demi~axe imaginaire
est une fonction analytique de Im(z). Cette derniére vérifie
T (z). = T{ -1/8z ), est croissante pour Im(z) > Im(zc)» s ¢t tend vers
+ o0 lorsque Im(z) tend vers + (o ( resp.s cette derniére est une
fonction décroissante de Im(z), & valeurs positives, tendant vers o* \
lorsque Im(z) tend vers + 0 et vers + 0 lorsque’ In(z) tend vers O/*".

Fricke construit également une fonctiox méromorphe O’ (z) de la
variable z, qui induit une fonction méromorphe sur XN, I + ha restric~
tion de ¢ au deni-axe imaginsire est & valeurs réelles, CY'est une
fonction croissante de Im(z), vérifiant G(z) == O( -4/Nz ),

positive pour Im(z) > Im(zo), et tendant vers + 0 lorsque Im(z) tend



vers + 00 ( resp.s c'est une anctionﬂdécroissan’ce de Im(z),ﬁ ten~-
dent vers + o lorsque Im(z) tend vers O+ » et vers une limite

fimie lorsque Im(z) tend vers + ¢ o

Posons de noﬁveau q = exp( ‘27\' iz ),‘Qn, aura besoin plus klo:m du |
preizxier ieme nén-nul du développement en série de T (z), _0’ (z) au
voisinage de fco £ cfo (Lo2e7e1)) o Etilisan‘c)fﬁ, on trouve ; sisément
leSvrésuitatsvsuivants, lorsque q-—>0:

(1) N = Myodl, 45, 17, 19, 24, 493

o) = a2 +Oh, T = Q.
1) B=200 0@ =5+0@  , T2 =40g + D).
N=2h: 02 =6+ » T2 =420 + QD).
N=27; O0(z) =3+9q ‘+O(q,2),‘,ﬂ z) = 99 +(a®)e
N=32; Oz =4+0 U2 =8q +gD)e
N=36  O(z) =3 +(Na) » @) = 6g +(NaD)e
Les fonctions (§ et T sont lides parbg;r :

degré 4 ( resp., de degré -3),, & racines distinctes.
On désigne également par F la courbe slgébrique irréductible défi~
nie sur Q par Y2 :’:&‘ﬁ(x)., ~
I 'résmﬁ.te de la‘descbription'éesi fonctions G', T que Lltapplication
2 f——> (T(2), 612)) |

du demi~axe imaginaire dans Fﬂ(ﬁ) s A;Ri définit une bijection ¢ an - |

demi-axe sur la branche connexe de Fﬁ(ai%,) qui contient des points d'abs—

: ')g

cisse arbitrairement grande ( resp. sur (8,T )¢ Fy(R) tels que 0/3-5 N O
Hous allons voir que FN est un modéle de Xﬁ sur Q, et pas seule~

ment sur C. ‘ |

En effet, les fonctions j(z) et j(Nz) s'expriment comme des

fo;xcti«ons‘ rationnelles de et T , & coefficients ﬁ:m& g, d'aprés [9]s



=48~
(4150) 3= 3D 3y =IN0T) ond, I e QY.

Désignons par 3 Fy—> X 1'application rationnelle définie
par (44.0)0 |

‘I&EME l;..’}',’i‘, V _est‘mtle apﬁliéation bir‘a‘tionnellek‘,n ;

En. effet, la donnée de j(z),. j(Nz) determine Z. é. un element de r(l}l)
pres, sauf pour un. nomhre i‘im. de points de FN, dorzc determ:r.ne un umque

couple (&,C), ce qui montre que () est de degré .

COROLLATRE, La mormslisée de F, est isomorphe sur § & Xy.

4e2. Equation de Welersirass.

Soit. X une courbe ell:rptique definle sur Q par une equation de la ‘

forme*

(4.2.0) | ‘ 322'*% X}TZ +§&y“z‘2 =% +o{x z +(5xz +Kz >

ol A ,{.L,n(,l@,g e l'element neutre de la 101 de groupe étant le point
(0,4,0).

Considérons 1'ensenble des équations (402,0), & coefficlents «entiex'vs,g
e{;"qui dé:tinissent.sur» Q, une caurbe isomorp}ie sur Q 3 'la:cour’n'e‘» X e.lk
On définit une relation de precrdre gur cet ensemble en assoc:.ani: a V
‘,'ch,aque equation 1la valeur absolue de son discriminant ( [20]1, p.95 ), et :

en prenant lVimage réciprogue de la rel_aticn d'ordre naturelle sur vgvo

DEFINITION 4.2,4. Une équation de la forme (4.2.0), & coefficients entiers,

et @éfinissant sur Q une courbe isomorphe & X ‘est dite minimale si

elle est minimale pour la relation de préordre ainsi définie,
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- Toute courbe elliptique définie sur;gvadmet une équation de la
forme (4,2.0), donc une équation:minimalev

On a le résultat d'unicité suivants

'PROPOSITION 4.2.2. L'éguation minimale d'une courbe elliptique X

0y

définie sur @ est unique & un automorphisme
AAARS )

(2,752 > (x +az, £y +5% 4Tz, 2)

DrésS, O} Qy Ty 5€%, s

On %trouve dans [3@] ou EEO‘&‘25] un- algorithme perméttant dtécri~

re une équation minimale en partant d'une équation (4.2.0) queleonque,

/ ‘ o , : , V :
DEFINITION 4e2.3. Si (4.2.0) est une équation minimale de la courbe

elliptique X définie sur Q, on dit que la forme différentielle
v T

S dx

aj+}x+wb

"
b2

est une forme différentielle»minimalexée Ko

COROLLAIRE. La forme différentielle minimale d'une courbe ellipticue

définie sur @ est déterminée au signe prés.

Partant desféqﬁationS'ddnnées par Fricke dens [é]rpour la cour-
be Fy (cfoa(:1)), on 2 calculé pour chacuhevde8~dduze courbes msdn&‘
,1aireé;elliptiques;nﬁe»équaﬁionnminimale* Les céefficiéﬁtste cette

dernidre, sous la forme (4.2.0), sont dommés par le tablean (4.2.6).

2

Soit g% =attepr s ct® e dar 4 e 1léquation de Fy

N
obtenue par Fricke. Le tableau (4,2,4) donne les coefficients a,b,c,dje

ot 1a page de [9] o3 on les trouve.



/
(4o2.4) Equation de F,_ 4

N

G2 =att+ T3 scr2rav s e,

N & b c d e page
T A {-20 | B6 | -hh o 406
T N I R T 453
15 A {-10 | =13 | 10 1 439
§7 A} -6 |-27 | -28 | 46 131
19 1 1-16 | 64 | -76 0 111
20 0 21131 30| 25 455
21 A1 -6142] 6] 4 442
2 0f 41441 36| 3 455
27 0 1 0] 0 (=432 388
32 o 41 61 161 6 378
36 0 1 61 12{ 9 1455
49 T §-14 | 63 | -98 | 24 403
(4o2.5) Passage & une équation minimale.
Neq | gy o
(x - 5)° (x - 5)
N = 14 s = (27 * x+ 57)2 —2(x - 9) - 209 ,
b(x - 9)° 4
.y +x+57) 7 ,
2(x - 9) 2

gO



19

24

¥3 27

32

36

L9

W= (ZY + X + 14-6)2 - 2(x - 8) ‘_10?

e

4(x - 8)2 4
_ @y + x+16) 5
< S 2(x ~ 8) 2 7

-
4(x - 7)2

A= (Zy*X*BB),&é_

2(x ~ 7) 2 7
=92y + 1) , c =219
(x - 5)2 T oz -5)
o=I €={x= W),
2 2

| z2
G-'_-_: (ZY"‘X*'Z”) ~'2(X-é»5)-6ﬁ

iz - 5)2 T
= (2y + x+24) 3 _
2(x - 5) 2 ’
C)J:y } ’sz"'l*y
¢=xz , ’C==-'3—-(.y +d 23
3 2 2
6:3’, /C'zx—a’
2
GJ= (2y + x) -2(x - 2) -_.%7... ’
4(x - 2)° 4

=8y tx. 7
2(x = 2) 2

51
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/
(4o2.6) Equztion minimale,

(4o2,0) y‘?‘z,:,~§+>\' XYz + y2Z = 22 + o x2% + sza 'i",XZ‘B . |
N M T4 A5 17 19 20 21 24 27 32 36 49 |
P 1 17 ¢ o o 4 o o o 0 4
K| * + 1+ 1 1 o o o 1 0o 0o o0
| -4 o 41 - 1+ 4 o - o0 o o 4
I R R T
Y | =20 -6 -0 - -5 4 ) 4 =7 0 1 4

(4o2e7) On désigne par '\}’ﬁ lYapplication définie sur JQSS par

6 > %l C 20

%

; > (x(2),3(2))  (cfo (4205) ot (441
La différentielle minimale (Lo243) s'récr:’?.t en fonction de - et T:
(1) K =47, T, 15, 17, 19, 24, 49
u)v - d'c /Oj o
(11) XN = 20, 24, 32, 36:
w = 4T/ 2@,

(ii1) ®

n

= dg’/(6 * 9)

Dtautre part (ef.{22)):

W =%, (z) dz > ou £, estun élément nonw-nul de

}.'espace vectoriel <{_ (m ,2>0 { de dimension 4 sur g, )'°f



LEMME 4e2s7010 Soit £ e<[5(m) ,,a% la forme parabolique normalisées

Alors

g, =(27i) 2.

I1 suffit pour vérifier ce résultat diutiliser les expressions
quton vient dtobtenir pour @ et les développements en série obte~

nus en (4o4) pour T et [ o

le3. Démonstration des théorémes (1.4.2) et (2.2.3).

(4.3.1) Notations, Soit X une courbe elliptique définie sur Qo On
désigne par ;{ (resp. par:}E%3 son modéle de Néron au sens faible(resp.
au sens fort)(cf,[}Q]}[é{]). On notes

{p(x) le nombre de composantes irréductibles de la

fibre géométrique de ;E* en p,
cP(X) le nombre de composantes connexes rationnelles
sur le'corpslgi de la fibre de ;{ en p,

ordP(X) la valuation en p du discriminant d'une équa-

tion minimale de X.

Pour calculer le conducteur de la courbe modulaire elliptique'xﬁ,

on utilise le théoréme suivant:

/ \
THEOREME 4,3,2,(0gg[2§]) S0it X une courbe elliptique définie sur 37

L'exposant en p du conducteur de X est donné par

ep(X) = ordP(X) —~QP(X) + e

Le tableau (6.3.4) indique le type de la fibre du modéle de Réron

(au sens fort) des courbes modulaires elliptiques XH” ainsi que les

valeurs de cp(XN).(cf. (44305 )o Les mnotations employées sont celles de

Néron, ‘La valeur de I&P(xﬂ) se déduit facilement de 1'examen Gu tableau
de [?d], PPe 124, 425«

%



(4.3.3) En utilisant le tableau (6.3.4), on vérifie cas par cas que
le conducteur de la courbe modulaire elliptique Xﬁ est N, ce qui dé-

montre le théoréme (foh4e2)s

(ho30k4) Onm vérifie de méme, & l'aide des équations (4.2.6), que les
facteurs 1o¢aux de la fonction L de la courbe modulaire elliptique XN 5
aux nombres premiers p divisant N (cf. (2.2)), coincident avec les
facteurs locaux correspondants de la série de Dirichlet associde a
‘;(N) tels qu'tils ont été déterminés en (3s1.3). On termine ainsi la

démonstration du théoréme (2.2.3)%

(403:5) Calcul de cp(X); Donnons ici quelques indications sur la fagon
dont on calcule les entiers cp(xn),

Soit X une courbe elliptique définie sur Q par une équation de la
forme (4.2.0) qui est de plus une équation p-standard de X au sens de
(20] -

On désigne par ¥ le modéle de Néron au sens faible de X, et on

pose

/Li = }b/pi,etc,

LEMME 4030569 o cP(X) est donné par le tableau suivant (notations de [ZQ]L

Type de rédﬁction Valeur de cP
en p
(v ) ¢ (X = u si ('%@gp)°es'c déployé
sur ¥

1 pour m impair
cp(X) ' - dans le cas
2 pour m pair

contraire .




5%

(suite);
(c 1) c. (X)) =1 -
IY
c 2 c (X)) =2,
(c 2) p( )
(c. 3) cP(X) =41 ou 3 selon que 1l'équation?
y2 + Y - XZ = 0 a ou n'a pas des racines
dans F_,
(¢ 4) c.p(x) = 4, 2 ou 4 selon que l'équation
2 | . )
X * O x" + (D% + ‘63 = 0 a 0,1 ou 2 racines
dans F_ .
s
(c 5m) : _ m = 2n~1s
cp(X) = 2 ou 4 selon que l'équation ¢
ya + tllnﬂy + Xama = 0 a ou n'a pas des racines
dans AEP .
m = 2ng
cp(X) = 2 ou 4 selon que l'équation
2 o _ .
Oy ="+ (5n+2x + Kan-b} =0 a oun'a pas des
racines dans ""EP o
(c 6) cP(X) = 4 ou 3 selom que l%équation $
72 + ﬂay - X4 = 0 a ou n'a pas des racines
d F e
ans F
(0 7) ‘ cp(x) = 2
(c. 8) GP(X) =1 .




"

Démonstrations. On peut se reporter & [2(;1 PPs 103=122 .

Exemples. |
(1) N = %l}g . Les fibres du modéle de Nérom en p = 2, P =7

sont de type (bé) et (bB) respectivement, non-déployé en 2, déployé
7. Donc = 2, (x,,) =
en. 7,. Donc ca(X,M) 2, et c?(X;;h) 36

(L)X =15} Les fibres en p = 3, p = 5 sont ici de type

'(bi‘i-)"" déployé en 3, non déployé en 5, Donc cS(X”?JE) = 2, et 05()%5) = I,
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5. POINTS RATIONNELS DES COURBES MODULAIRES ELLIPTIQUES.

51, Finitude de XN(E%,)’

2\
THEOREME 5.4 .1+ Le _groupe Xg(gg des points de la courbe modulaire

elliptioue Xﬁ;rationnels sur,@'est un groupe fini.

(5.4 .2) Nous allons démontrer ce résultat en premier lieu pour les
courhes modulaires elliptiques Xﬁ qui possédent un point dlordre 2
rationnel sur Q cfest & dire pour N eﬁm,“»{ 11, i9, 2‘7} o Pour ce
faire, on utilise le procédé classique de "2-descente™ (cf,{§]) s0usS

la forme donﬁée par Tate dans [3%1; Nous renvoyons & ce dernier pour

la justification des affirmations qui suivent.

Notationse Soit X une courbe elliptique définie sur 3§ Dtaprés le théo-
réme de Mordell-Weil, le groupe ngg est un groupe de type fini¢‘03

appelle rang de X le rang du groupe 1ibre‘quotientvde X(gg par sa pos-
tie de toréion'XQ%}tors.

Lorsque X posséde un point rationnel d'ordre 2, on peut trouver

une équation de X de la forme

ya

i

x(x*+ ax + ) 8, b €3,
le point dlordre 2 étant l'origine (0,0).

On considére alors 1a courbe Z quotient de X par le sous-groupe
d'ordre 2 engendré par (0,0):

¥ex(x2+3x+5 oy 5=-2a, B=al~4b.



e

Soit o2 X(‘&)MQ /Q 1'application définie par la condi-
tion _de prendre la waleur '3. sur 1'élément neutre de X(&) s et par
A(0,0) = b ( mod. Q%Z ) s
R(2s¥) = x ( mode ja ) si x#0.

Alars o est um morphisme de groupes dont 1'image ()((X(Q)) est finie,

it

On designe par X‘ 1%ordre du groupe U\(X(Q)), Définissant de faconm

analogue o et ]3'('[ pour la courbe X, on a

b(”‘ﬁ:l = 2¥¥2 r désignant le rang de X,

 Nous allons voir que [X| {3{'} = 4 pour chacume des courbes X, od
Ng‘m% -{’a;"i, A9, 27, 32, 36}, Ce qui précdde montre qu'il revient

au méme de le voir pour des courbes isogénes.: sur Q aux courbes en

52 >
ces deux courbes n'ont gufun nombre finil de points rationnels sur

questlom, Nous ne traitons pas les cas de X,. et X 6% Le fait qﬁe

& est bien conmu (cf.par exemple [33:] o

Soit (x,y) unm point de X yz = x(x® + ax + b) rationnel sur Q,
. _ N

avec ¥ # 0o Un tel point stécrits

(5:10250) X = 'b,“MZ/ea sy ¥ = b;,rMRer?

oy &, M, R, b“i sont des éléments de Z, et oy b”t

Posant ba = b/b.,} s On peut supposer de plus que les conditions

est un diviseur de Wy

suivantes sont vérifidess
(li,e) = (R,e) m.(b,;,e) =4
(byst) = (M,R) =T (cfe [3?3, Pe5s5 Do

Ltimage O((X(Q)) est le sous—~groupe de Q /& formé des classes
moéulc % de 1, b et des b, tels que 1'équation
(504 02671) Ra' s hﬁﬁlp + ‘aMaea + bael,‘!’

ait une solu’tion entiére (M,R) na-triviale.
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(5.1.3) Démonstration du théoréme (5.4.1) pour N = %4, 45, 417, 20,
2Ly 24 et 49.
On utilise les notations et‘les résultats de (5.1.2).

N=14 On prend pour X la courhe 044 (cfe(705.5))0

X: y© = X2 - 41x> 4 32x

2 2

X: 7% = x0 + 22%° — 7%

(1) X posséde les points ratiommels (8,8) et (4,~4) qui donnent
b, =2, h§‘z»4 respectivement.
: ' H*Sy7
Dtautre part, b = 32, donc by ¢ fﬁ,:ﬁgz(moé. g )}.

On doit donc examiner si

(1) Bt -y P ozt

(1) B2 = -2 ¥ - 11 u2e? - 16 b,

ant ou ntont pas dg solutions entiéres n0n~tri§iales;
Or il est clair que (?} etf(??) ntont pas de solutions non-nulles
dans Re |

Dome o (%(g) = {1, 2(moa-  §32.

(11) Le point (0,0) de X domme B, = -7. Dautre part,ﬁ-ﬁ;,&‘ e{f&, +7
(moa+ 3.

On doit done examiner 1l'équation

22 4

2 o ot w22 vPe? & 7 &,

(11¢) R

Cette derniére entraine modulo 8:

ce qui entraine ‘
Z0 (mods 8) ¥+ e®TO (modr 8)3

soit RS T 4 (mod s 8) MZ + 2

us

l{- (mﬁd [ 8)3
en tdus cas

= ~-e” (mode 4) donc M? = ¢2 =0 (mod» Q)w



Lo

or (,e) = 1.
- Par conséquent ¢ (-}E{,\%)) ={ +4,, =7 (mod., ,9362)}*
Donc. EXH:)‘{{: Yo B

B=15 On. prend: pour X la courbe C, g (cfo(7555))

Xz 3P =1 7% +46 %

X: y‘a‘ = x3 #4044 x -15 %

(1) On a pour la courbe X: b, é{ﬁ,ﬂ, +2 (mod.. /952)5&
L'équation (5.1.2.4) stéerit

2 b .22 oL -
R® = b M’ ~7M%" + bye’ , avec byb, = {’}5";

Elle n'a donc pas de solutions réelles non-nulles lorsque b‘/t( 16 I

ﬁ'autre part

(’é) Ra=2M4"?Maea+8e4
entraineggéglg'&;
R = M2( 242 + &%)
o soit MZ =0 (moded) R° = 0 (modoh), or (M,R) =1,
Csoit M2 T (modek) et RE T € + 2 (modeld),

donc R?Z =2 ou <) (modas), ce qui est impossible,.
Par conséquent

a(xg)) = {1 (moar g .

(i1) Les points (1,0}, (5,20), (~3,12), (45,0) de ¥ donnent respec—
tivement ' |

by S1, 5, =3, =15 (mod« G,

+

On est ramené a étudier:



,é‘

!

) R = -ut s i MZe? + {5 ot

A2y B2 = 3 Mt + 14 u%e2 - 5 o,
(9Yentraine modulo 8§

2 2, 22 oy .

R 2 «( M= ¢ &%) (mod.8),qui n'a pas de solutions
vérifisnt les conditions voulues, comme on 1ta dé‘ja"m,
(44) s'écrit modulo 46

2

223 (M2 ~3)2 (modul6),

ce qui entrafne

"

B2 20 (mods6) et (M° =352 =0 (modo6),
2z, 22 2=

(m0Gels) , donc M

droy M2 + o= = 0 (modesy)e Or (M,e) =4,
On en déduit ‘

QE) = 1, 55 -3, -5 (woa. %)

N =17 On prend pour X la courbe A’i?’ (cfol7655) )0

- Xe yz"z.é-x«9;:3+45x
Fe 32 =x ~4%3x° +47 x

(1) Le point (-4,4) de X domme by = - (mod» ,@2),

DYautre part b‘,§<3£i’ﬁ, 2 (mod. Bfagv On doit donc examiner:

-

NONE: 2 4

Y]

1}

£3}34*9M2e + 8 e
quientraine modulo 43

2

R 2

= ME (2 M+ ea), équation qu'on a aé’je; rencontrée,
et qui n'a pas de solutions non-triviales modulo 4 ‘v.é‘rifiaﬁt les condi-
tions voulues.

On en conclut

(K@) = { £ (mocs gfa)g,



ieX

(i1) On a pour X: b, e.‘{i’t s 17 (mode Q,*zj,
. e
L'équation (5.1.2.1) n'a pas de solutions réelles non-nulles
“lorsque b,((o, Donc
d(?(g}) {M ). M? mod e 2)} et ‘ E{ = b,

N = 20 - On prend pour X la courbe XZO"

X ya é...axa+5x o

*"”

X: y xs'ffl}x -T6 X .

(1) On a pour X: b, g{ii’i,gjj {mod » @%23’“

et 1'&quation (5.4.2.1) n'a pas de solutions réelles non-nulles lors-

que b%? 0.
Done. O((X(’%z) = {"'Q » ¥5 (moé ¢ ,gfa)}g.

(i1) Pour X: 'b%g‘ +4, +2 (mod. gﬁ‘a}, et le point (0,0) domne
b = - o
’ 4

On doit donc examiner:

1) R =2utepu’e® .8 et

(14) B =-2ut sy M2e2 + Bet
gui entrainent modulo 43 V

Ra t 2 w* . or (M,R) =1,

Done oACE(g)) = {1 (moa, g2},



X = 24 On prend pour X la courbe Cop (efo(7.5.5))2

Xz y2=x3+xa+‘3§x .
X:. e —2%° —63% .

(1) Pour la courbe X: 'f:.{19 g{j{-’{ (mod:» gfa}}.'
On doit donc examiner |

(1) R®® =

!
I+

2ut + w22 & 8 o

2

(11) BZ - M.l*” + M e.a -45 e# 5

L1

(2ID) B2 = - 4 ut + M%e? - 4 o ,

(I)entraine modulo 4:

2

R 2

= M_a (2M" =+ ea) > équation déja rencontrée.
Le second membre de (II, II1) est défini négatif, donc (II,TIL ) n'ont
pas de solutions réelles non-triviales.

Done o(x(9)) = {/i;(moa . ’\Qfa,)}@

(ii) Res points (0,0), (~3,~12) et (21,84) de X donnent ‘b(,}' = =7, =3
et 2% respectivement,

On doit examiner:

(1) R = -t 2 w2e? 4 63 oF ,

2

(11) R 22 4

g u* -2 M%7 "

1]

(113) B® = 3 u* -2 u%e? ~ 24 &M,

{I) entraine moduleo 46 :
Bz~ (1 s e (nod8),
done BP0 (moda16) et (42 ¢ )% T 0 (mod.d6),

soit M el so0 (modol), domne M% = ¢ £ 0 (mod.4). Or (M,e):.’l



€Y

(TI) entrafnemodulo 16+
®° = 7 (.12 ~ir<e'?‘)2 (mod. 16),

ce qui entralne 1a encore

R® 20 (mods 46) et ( Ma + )% = 0 (nod. 16) s

(11T)entraine modulao 46

[ttt

RZ =3 (2 -3 62)%  (mods 46)

donc 24

i

= 0 (mode 16) et (M2 - 3 e)2 =

dtod M- 4 e

0 (mod. 46),
= 0 (modo 4); soik 12 £ e =0 (mods &),
or (Mye) =1.
= _ 5 T . o2
Donc AR = { 15 =35 =7y 2 (mod- @ )3,.

N = 24! On prend pour X la courbe :{240

Xz 2 =30 ¢ 5% ¢ hx .

Xe ya = z3 - 4.0 XZ + 9% .

(1) TLes points (~4,0), (~1,0), (2,6) et (-2,2) de X donnent

: %‘2 3 .
by = 4, =4, 2, ~2fmod » O )respectivenent. Dod:

X(X(9)) = { e £2 (mod » Q%é?_)}@

(11) Léquation {5.1.2.,1) associée 3 X nfa pas de solutions réelles
non~nulles lorsque h’i { Qo
On est ramené & examiner

() B =3 ut - q0 u%e?

i

. 1
+ 3 e,

qui entraine modulo 3¢

Ra E - Mgﬁa 4 ‘
dion R? = 4% = 0 (mode 3)o OF (Rye) = (RyM) =1,

Dome oK) = {1 (poa- G ot HT] = b

3



N = 49 On prend pour X la courbe 44 (cfo (7.5.5)).
Xz ya = x3 * 2 xzv%~112 x
Xs Yo = % - 42 %5 - 7 %o

(i) On a pour la courbe X

hﬂ_é{i’q,. #2, +7, #44 (mod. (9\,*2)},'@ le point (0,0)
donne bﬂ = T,

Il reste donc & examiner:

(1) B® = -+ 2q u%2 —1q2 &
(11) B = 2ut+ 22 M?ea + 56 et
(IIT) B = -au + 21 M 62 - 56 o¥ )
(IV) B = gt 4 29 m2e® - 28 ot
(V) B =8 Mt 2a u%® sy &,
(vo)  B% = ~gt + 21 w2e? - 1 oF .
(viz) B2 = -f6 m* + 29 mPe? -7 F |

modu_.o 7

(I) et (VI) entrainent:

R2 Z - M& (mode 7), donc Ra M4 = 0 (node 7)o

Or (M,R) = 1.

(III) et (VII) entrainent:

2 2

R® £ - 21M4 (mode 7), donec R™ = M4 E 0 (modse 7)o
(IV) entraine:

B = 3 u* (mode 7), donc B> = ' = 0 (mods 7).

modulo 4
(I1) et (V) entralnent respectivement
2 2 2
Bz M2 2 12 + e2) et R T eP(2¢° + M),

déja rencontrées,



Cﬁ&?

Par conségquent

@) = {1, 7(@a- g3

- {i1) Pour la courhe~§; b@&f +%, +7 (nod . ﬁhajé et le point (0;0)
donne @§ = =e

On doit donc examiner l'équation:.

B = - ut n2 ¥26? ¢ 7 oY,

quientraine modulo 7 ¢

Ra e - ML} (mod@ 7);

équation déja rencontrée plus haut.

i

Dloy o(('}‘i(g)) = {’1, 7@;9&0\ ga‘)} et ixn"fi{ ko

(54 04) Pour terminer la démonstration du théordme (5.4.1), il reste

& examiner le cas des trois courbes modulaires elliptiques X.%,,X?.9

et X27 o
Le résultat est comnu pour Xﬁﬁ {(cf. [3%7),
La courbe > est iscgéne S“’,@,é la.courbe’.yz = 33-$? x + 6,

‘dont le rang est nul d'aprés les tables de Birch et Swinnerton-Dyer

. .-

Le falt que Xﬁg

est démontré par Mazur dans Eﬁf}(table {4 p.258, ou prop. 10.2). Nous"

a un nombre finl de points rationnels sur ’ﬁg

allons en donner une démonstration plus élémentaire. Pour cela, il nous

suffira de modifier quelgue peu la démonstration de Sansone et Cassels
ltp; T-

(5.4 .5) Démonstration du théordme (5.1.4) pour ¥ =19.

La courbe X, est la courbe elliptique d'équation:

19



¥z o+ 122 = X ¢ 322 -9 x2? 45 25
( cfe (4e2.0) o
Posons:

L=kix+y)+9z,

Y= -8 % 1. 5 + 2,

2= =3(x +y) -2 2 .

On obtient l'équation:

1 PP e 22332

Il s?agit de voir que ltéguation () n'a pas de solutions entidres
non~triviales, clest 3 dire autres que celles définies pai Xys = 0o

Supposons gutil nten soit pas éirisi, e{; choisissons parmi ,les Vsolv.-_
tions non-triviales une solution (x,¥,2) tells que |xyz| soit minimal,
On peut supposer par exemple que 3 ne divise pas z ,

Posons:
X, =3x%3 T+ 22 3
(2) | - 35‘%*-.:3;::,4.»33‘23%227’
| §§ zj}axlﬁszar-kzg,
oy f; est une racine primitive 3-idme de 1'unité. On obtients .

4

; LT NS L L3 -
) 19 (2 + 3y + 3 )7 = =6 %75y |
Soit K = q(¥ ) le 3-corps cyclotomique. L'anneau des entiers

O = 2[5] de K est principal. Le seul idéal premier ramifié est 3:
g2 - N 2
L¥idéal 49 se décompose en produit d'idéaux premiers:

19,05 = (5+3% )(5+3% %), 0y



L¥équation (3) stécrit:
| 2 | = 2,6 =~
(1) (535 ) (5435 08y w5, + 57 = S =3H0 P =T, o
On voit comme dans [4{)que le pged de x, , ¥, , J; est un entier
rationnel P, ; On pose

(5) X.ai = R‘XZ o y«i = an o

On obtient 1'équation (6) analogue & (&), oy X s Ty s ¥, sont

remplacés par o0 Y5 2 ?a » La factorisation de (6) amdne A dis-

tinguer trols cas:

Cas T, Supposons gue (5’933‘ ) divise X, o LYéquation (6) stécrit:

2
. X —
(7) (xa + ya "*' ya )3 = "23@339--”-———;‘-—5—--«»37‘23'2 o
On. peut donc trouver XS SN yj é OK tels que:
¥, =19 333 )
e od ¢ 3
(8) ¥, = =3 I
| Vo= =357 3 =0,1,0u2,
vérifiant:
g xd . %3 3. val 53 ¢ -
(9) RS S P St A e S S S

Cas 2. Supposons que (5-:-:33 ) divise Io = On obtient:
'3

X = %g7
= %3 3.
IR IR
(10) ¥, = =31 57
j 5 3o 5. 23 53v2) T3 o 6 5.
@) x;7 = TUS3Y) v57 - T3T) §T = <6 x5 75 5 .

Cas 3 o Supporsons enfin que (%33 Y - divise §2 N Oi obtient ltanalo-
| gue du cas 2 , o} on a permuté (5+3%) et (5+~3}2) o



Dans tous les cas:

¢2) (.3 «»}2} ne divise pas Xy 3}3 §3 o

3 étant totalement ramifié, on a:
,\% =2/ 32, Ok /OI >

et par conséquents

{§]

A (mcé.:e.q‘> s

3
Vs T+ 41 (mod. G}) »

1

dtoy | \
2511 (wode 9),

13) 7P EFP x4 (mode  9),
-6 % Vs 'f% #O (mode  9)e

Cag 4o (9)entraine medulo 3:
x}}‘ - (3 3 +B’ 2dy y 3 zo (mod o
soit |
x33 + 333 = 0 (mode 3),
soit, 4 cause de (13):

253 z - 333 (mode  9),

et (9) entralne modulo 9:

- 3 - J . aj, I £ fandl
v5 =~ (51T v 2 ex v, T

ce qui entraine dfaprés (13)
j - Q o
On pose alors:

6 = %, +
,533 TR TR

#

X#‘%;yq;-&g;a%lé)

TG A LA

ol X1+ S YL} > Zgi,.' & A%,,m »5101'3 (’9)’ stécerits

(15) 3 3

-~

5 ¥z

- H

3)



Q-

n ey | v mw V3 g
,‘(10) | (wxl}.-!‘ 'yi*-b.zl&) ..&x:l* 3’71* Zy o
om peut donc trouver des entiers ratiomnels g, ::is. N y5, > 2.5 s Vérifiant:
mxd .
S
3}{-: m }“5‘7} 5
p:A r.: oz
b =™ 257 )
et
3 3

I =
Xg” + Y57 + Bg ”3:&5.35%5*

Raisonnant comme dans Bﬁg, on arrive i une contradiction.
Cas 2o Le méme type de raisommement que dens le cas ‘l monire qu'om a
nécessairemeirt I=0 dans (11).

Posent cette fois:
» = X, + 5B,

3Eg = Ry v
s

+ + :
G tSY + T8,
3T = ] w S,

17)

fl

33

on obtient:

18) xfy}; + ylfzq + zl&axl}, = 2% 7, ‘zl* N
donc. 7 | | |
%, =m Y5
Iy =mE %5

-
avec 1y X5 ¥s5 5 25 € 2, s et
R S S o
XB %yB +...z5 = 2:;'5 3(3 zB >

N -
On conclut comme dans [L;ﬂ » De meéme pour le cas 3 o
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502+ Points d'ordre fini.

“D*aprés le théoréme (5:101)y la détermination des points ra-
tiénnels de la courbe modulaire elliptique XN se réduit a la
détermination des points rationnels dlordre fini.

On‘connaﬁt dYautre part un point rationnel dtordre fini, &
savoir la pointe Pa'( on rappelle quevla pointe Pﬂxest choisie
comme élément neutre de la loi de groupe). Ltordre de la pointe
31 a été déterminé en (3.3)e

Enfinm il est facile d'obtenir une bprna de l'ordre *70(Xﬁ)

du groupe nggg =‘xﬁ€§)hws en utilisant la

PROPGSITIOK\SQZJ?“_ Soit X une courbe elliptigue définie sur {%,

et soit "X son moddle de Néron ( au sens faible),‘Lﬁapplication

de_géduction modu10 P

XG> (KR ()

Paa¥s

est iniective sur la partie de X(Q), d'ordre prenier & Pe
~ Lors

Cette proposition est une conséquence du fait que le noyau ﬁ}&

de la multiplication par n dans f{f est étale au~-dessus dbun ouvert
de Spec(g? contenant p,lorsque (nmp)z‘ ( sSGa 7, IX'T)9 et de ce
qutune section d'un morphisme étalé au-dessus dun ouvert connexe

est déterminée par sa valeur en un point ( SGA -, I.5.3)»

Remarque (5.2.2). Soit X une courbe e;liptiQue ayant bonne réduc-
tion en p. Le nombre mp(X) des points de }%&gg? rationnels sur

F est donné par

~p

np(X) =1 - Te(T() + 2,



7

on Tr(’)‘(p) est la trace de l'endomorphisme de Frobenius de %@ﬁga

D’auti'e part, dlaprés (2.2), lorsque X est une courbe modulaire
elliptique,
| (7T = M) »
’)(p) désignant la valeur propre de ltopérateur de Hecke T(p)e

~On peut donc dans ce cas , pour les petites v.al}eurs de p ne divi-
sant pas N, caleculer mp(}%) en utilisant les développements en série

obtenus en (3+1.2), donc sans avoir & utiliser une équation de Xﬁo

On obtient ainsi les résultats rossemblés dans le tableau (5.2:241 )0

(5&202{}} Tableaus '

‘ Dans ce tableau, on désigne par ’Zl'ordre de X.(9),
et par m ~1lordre de (9{K®A§p)(§vp},grauge des points
de la fibre en p du modéle de Héron gqui sont rationnels

sur o
s

p
¥ m, | By 35 o m,, ' w5 ‘md? 1 g Izzjo%a’cion
o
11 51 5 | 5 {10 | — | 40 | 20| 20 5
i =TT T a2 {48 a2 | 48 6
45 A I N IR T BT T T 8
17 I I 8 PRI R SUPI R PV "
STTTE TS O e ag | e | — 3
BTV T e VA2 | e | ek 6
3 T RS S-S R /T3 R TS RAPYAE Y 8
2k — — 1 8 8 8 :46 16§ 24 -8
720 R B A BN VPR B PTI P 3
32 — i 8 8 2T R 46 | 20 oy
ettt bt -
b | 2 | e 6 | _ 8 | Ak | A8 | 22 2
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La comparaison des tableaux (5.2.201) et (3.3.]) montre immédiae=
tement que la pointe ZF',i engendre le groupe }%\1(32 tout entier lorsque
He m,; - { 15, 215 24}, et un aoas—-groupe-d_'e XN(A@W) dtindice au plus
2 pour les trois niveaux N =15, 24, et 24. }i"autre part, on remarque
que le groupe de Lie réel XN(M%} est econnexe pour N ém/i -i%is,.a/; ,,22;},

et qu'il a deux composantes connexes lorsque N = 15, 21, 24.

Nous alloms woir gue pour ces trois veleurs de ¥y la pointe P,}
engendre le sous~groupe XIQ(&)H XR(&)O des points de la composante

o ' . : o
neutre XK(A}%\) de XK(}E) gui sont rationnels sur Qs que Xﬂ(@n Xﬂ(& |
est dlindice 2 dams X (Q) , et que X Q) est engendré par 1l'ensemble

des pointes de Xy rationnelles sur Qo

Reprenons les notations de (4e2.7). Liimege de 2z = 10 par Nf)g
est un point rationnel sur la courbe X (P, d'équation (4.2.0).

Falsant suivre “{’ X de la tramslation par - '\}’I’\;(iéﬁ), on obtient:

(5.2.202) kFl\r : )’225 ¥ X(Q) C 2(D)

qui envoie i« sur 1L'élément neutre (0,4,0) de Xy »

- (5.203) Points rationnels.

(1) Points rationnels de L5 o

On a pris pour équation minimale de X’35 (cfa (492,6‘) )e

yz‘% Xy # 3y = 2 + x> - 10 X - 10 o

La pointe- P’I est un point dfordre 4 . Utilisant (4.4) et (&;2,5), on
voit que ses coordonnées sont (8‘,!‘-2?) o
Les dinvolutions wﬁ,_ Vo, Vs s;!écri’veﬁt,, dans les coozfdcmﬁéesy B
(¢,T): |
(0, T = ( -, T ),



(G/T2, ~1/7),

i

w3(6“ L)

( ~S/c2, /T,

it

comme on le voit facilement en remarqguant gue W?S échange les pointes
P4 et P45 s et que &3
dtaprés (504 03) Yo

La définition de Qj en termes de nmatrices montre que WE(RTB} = 95,

n¥a pas de points fixes ( puisque A(S) =4,

est um point ratiomnnel dtordre 2, et que Wy est

permet de calou-

I1 en résulie que P5

la translation par PBW,L'eXpression.obtenue pour Wé
ler les coordonnédes de P. ; qui sont (~1,0).

5

. S80it P, * P z‘PS s Ce gul montre que P3

3
est am point dfordre L.

On peut donc donner la liste des points rationnels de 45 :

B, = (85=27) 4 Ps = (-1,0)
2By = (3,02) 5 Pgt3Ry=(-2,3)
38y=(8,18) 5 Pg+2By =(-13/4,9/8)

et l'expression des involutions

e

e s Wy W5

W3(P) = P % P5 s Wﬁ(P) = P’; - P V{,;E,(P)

"
g

47»"" P o

On vérifie bien les résultats annoncés. Le tableau (5.2.4) indi-

que la structure de X.§Q§) et X#B(ggo

(ii) Points rationnels de Xé4 -

On a pris pour équation minimale de X24 4



-

Y rxy = b =1, (cfe (402.6))s

Procédant de la m%me facon que pom? s on établit ce qui suit:

%15
Les invelutions 24, W 3% L s‘écr:iventf

Wy lo,T ) = ..0’,,‘1; Vs

it

(0, T) = (/T2 1/0),

W?(A g-7T)

i

(-0 /T %, 1/¢)s
ou, en termes de la loi de gi'cv;pe :

o - ‘ - N ‘ T ‘w
%‘{3(}?} Py =P, 01 P?, est dtordre k4,

ﬁ?(p) = P # 93 » €t P, est d'ordre 2,

3
;Lgax(g) = P’: - P o

Le groupe X, Q) est dfordre 8 , et engendré par les pointess

P,‘«f»" (5,“’3) 2 P7 = ("}192) J

2B, =(2,~1)y 3P +P3:.*(»4,Ew’§) 3

(iii) Points rationnels de X, o

On a pris pour équation minimale de X (cfs (4o2.6)

24

Y =x -5 - hx w4,

Pour chaque diviseur positﬁif d de 24, 1l existe une pointe Pj et

une seule de niveau d, On obtient ainsi tous les points rationnels de

Xone



Le fait que ?\(3) = =4 (cfo (3. »3)) montre que 33 est une trans—
lation par un point dtordre 2 , & savoir Pg o D'autre part, d'aprés
Fricke C??, on a s

TA/2) = =2, T(AS3) = =3, TUM) = -4, C/6) = 6.

Utilisant les équations (4.2.5), on obtient les coordonnées des poin-

tes. V .
By o Pg = (1,0) 7
P,=(4,6) | kP3‘,='—‘~(0*~2-)?
P, =(4y=6) 3 Pe = (0,2) 5
B 52,00 5 By = (-2,0).

Remarque.. ' |
- Les~ccurhes Xéa y Xfé‘ pessédent“six‘pointes~raﬁidnnelleS’sur’gg>

L& encore, les groupeS'XBO(Q), 236§§} sont formés des pointes.

(iv) Liste des points rationuels,

‘Le tableau suiVanﬁ donne la liste des @oints rationnels des courbes
modulaires elliptiques. Les coordonnées des points sont relatives a
1téquation miniméle donnée par le tableau (4.2.6). On omet de naterA
le point & 1'infini. Lorsque XNng pOSSé&e deux composanﬁes connexes,
ce qui a lieu pour N = 45, 21, 24, on a séparé par un point virgule les

points situés sur deux composantes connexes distinctes.
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(5.2,3.4)+ Coordonnées des points rationnels.

Xy (5,5, <5,~6); (16,60), (16,-61).
g ), (2,2), (2,-5), (9,25), (9,-33).
Xes | (213/8,9/8), (-2,3), (=2,-2), (=1,0); (3,-2), (8,18), (8,~27).
X0 /4= 1578, (?;4§>;‘(7,~24>. | | |
Lig | (59, (5,10, |
iy | ho), (0,52), (h,:40). .
EVX24 _ {—2,4), (;4,2), (,1,;}3, (-4/4,1/8); (2,-1), (5;85, (5,-3)e |
Xop E;a,o>, (o,ié); (4,003 (2,5), (i,45) o |
Xoo | (3hi),(3,-5)0 |
Xzp (0,0), (2,+4).
x| C10), 0,5, (2.23).
X,q (2,-1). -

(5.204 ) Tableau: Structure de X (Q)CTX(R).

Le tableaun suivant représénte le groupe de Lie réel ,X§Q§2, les
~ points margqués étant les points de Xﬁ(Q), parmiﬁlesquels figurent
les pointes rationnelles » On utilise le plongement de Xﬁgﬁz dans

FZ(R) défini paI‘ (592&202) °
f .



N=441 =44

N=A7 | | N=49

N =32

Soit C ci 'XN(Q} le sous-groupe engendré par la pointe P, . D'aprés
N ~ 1

ce que l'on vient de voir, Cy est d'indice 2 dans XF(@) pour
N = 45, 24, 24, et CN = XW(Q) pour IJQ}TL {45, 24, . ‘{E Dais les
trois premiers cas, on peut trouver une pOlnue rationnelle sur @ , non

contenue dans Cﬁ » On a doneg le résultat annoncé:

AR ’ ;
~ THEOREME 5.2.5e. Le groupe XNQ&} des points de la courbe modulaire

elliptioue X, rationnels sur Q est fini et engendrs par les poin-

tes de Xﬁ gul sont rationnelles sur Q,

On désignera par 4&(“ 1tordre du groupe Gy .



(5,2.6) Chemin fondamental,

Soit ‘te](},’ﬂ » et posons z(t) = ~i,Log(t) . L'application ainmsi
définie se prolonge en une application continue de [O,’f] dans la sphére
de Riemann, et dont l'image est contenue dans {; o GComposant avec le
Llapplication canonique : |

' —Hfw

on obtient un chemin I dans la surface de Riemann XN :
. ; N ?,§~

ryifo,A] —> e, v

Le chemin IN stappelle le chemin fondamental de XN’ c *
} prv

Considérons l'application ,\LN ( efe(Ba2.7) 5, ‘qui induit un plon-

gement de XN’&; dans P,(C):

’\{’N :,é);‘,'wwmv}‘ XN(g)c?ga(g)f

Lia restriction de YZ\I

considérée comme fonction de la variable réelle Im(z), est injective,

au. demi-axe imaginaire ' Re(z)=0, Im(z)> 0, .

'anaiyi:ique, et & valeurs dans XN(EQOQ Lt'injectivité résulte de ce que
le demi-axe imaginaire est contenu da;ns‘ un domaine fondamental de Y:)(}’f},
1'analyticité de celle des fonctions {3"(2) et T(z) ( efe(4]))s Enfin,
0’(z) et T(z), donc =x(z) et y(z) sonﬁ; a4 valeurs réelles pour =z
imaginaire pur.

De la sorte, par composition avec "{/ s Lla vrestriction éj@,"i[d};'

N
V it A s pr o A . . 0_ 2
chemin fondamental 2f'identifie & un chemin sans fin dans XN(&?; < R,

soit I'N :

1) = Cx(a(e), y(a()Ne B .
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LME 5(» 2.6o4c~

(1) a) St N = 20, 24, 32, 36kresp..L‘image de I‘ﬁ est contenue
. ‘ ; ;

' {(x,:ﬁf)@g x> 4 (‘ resp. x> U, 2}2,:{)2 )3"

y>0

b) 8Soit N = 27. ‘L"inié;g:é de I_'K est ‘cén‘benue:&ans' 1'ouvert

{(lﬁ.,y)e}jf l y>43~ ;

(i1) a) Soit N =44, 49 . L'image de I‘ﬁ est contenue dans

: {(x,\y)égj x <5 ‘)?» |

b) Soit N = Ak, 45, 4% 24, 49 resv.. L'image de I'y est

Liovvert

¢contenue dans ltouvert

Yme® | x>9 (resp. x»8, x>7, x>5, x> 23.

¥ >0

Déﬁo‘nstra’ci‘on;‘ (1) Comme on 1ta Vrap};}elé en (4o4), les i‘onctigﬁs 0 (z)

et Tz) sont dans ce cas des fonctions analytiques d‘e‘k Im»(z‘)' sur le

de}ni-?axe im‘aginaire, strictement décroissan’ccs, tendant vers + (0 lorsque.

Im(z) tend vers 0 ; Y(z) tend vers O lorsque Im(z) tend vers +00 ,rf

et ’0“"5(2) tend vers une limite Pimie., Utilisant alors l'exgres;%ion '(4;2,5‘)‘
de x,yien fonction de et T, on obtient facilemént le résultat du lemﬁe{

‘(V:i.i) Cette fois, 0'(z) est une fonction strz‘.‘ctemént :
~eroissante de Irﬁ(z), qui s_"annuie pour Im(z) = N"/]/a set qui tend vers |
'-‘-kod, + 00 resp,. 1okr‘sque "Im(z) tend vers fO+5, V+fookreskpg La fonction T est
décroissante pour Im(z.)gjok N N—-VZ[ , croissante pc’mﬁc Im(Z)} Nd/a s et
tend vers + (0 aux deux extrémités. L& encore, on utilise les équations

(442.5) pour conclure,

)

De plus, dans tous les cas, la deuxiéme coordonnée y(t) de T N(

est une fonction strictement croissante de %@]0,"1[.,
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La comparaison des résultats du lemme (5.2.6) avec 1la liste des
points ratlonnelu de XN dcnnee ‘par le tableau (5,2,3,4) montre

immediatement'

: 7 o . | |
CONSEQUENCE, L'image de I N dans XNQg) ne contient aucun point

VXK(Q)Q et a fortiori aucun voint de Cy Yo

L'application I’N{]o,+05[-~4}-§§ étant de classe ¢” et injective
permet dlorienter Xm(ggc dans le sens des t croissants. Dlautre part,
la sphére 5% est munie de son orientation canonique. Dans ces conditions,

il existe un unique isdmorphisme de grOupes?de Iie réels orientés, soit

g N(mm--‘ys BT,

Par compdsition avec éy le chemin sans fin 'y s de clesse ¢ »
donae un chemin sans fin éyol N5 de classe €7 s injectif, et qui se
prolonge en un chemin continu é%elﬁ , d'extrémités IE(Q),<k I§(4)
vérifiant:

; N v 4 Ay
4%;IN(Q) :,8KP§},w 0 { &lément neutre de S ),;;
A9%IN(4) engendre le sous-groupe de § noyau de la mul-
tiplication par |
pl: par V]

Enfin, l'image de IV ne contient aucun point de ce noyau, a

-
cause de la conséquence du lemme (5.2.6).

e

- Le chemin éﬂ»Iﬁ,lse;reléve‘de fagon unique en un chenmin QQaIK. dans.
le revétement universel R de‘_SA;
/\/"V
iéy°;m 3'[b$f{]‘*““"‘“€>4§~f
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~ :
Ltapplication "9'°Ii\I posséde les propriétés suivantess
CHIN Q’OI}E est continue, injective, croissante;
a4 '

(11)  $e14(0) = 0 ;
‘ L~

, 4 FAY : oo
(4i1) la restriction de 4% Iy & j 0,4[est de classe C , et

son image me contient aucun point de A L
~ "I ‘ R |
Par conséquent, /\Q‘JK est une bijection continue croissante de

[o,4] sur [o,;%;], dont 1a restriction & ]0,1[est de classe ¢, En

particulier:

PROPOSITION 5.2.6.2. Le chemin ’&zm. :[0,4] —> Bz est

éouivalent au chemin

A4

_;dd‘

t 'r‘
(N)

Ltimage de Iy est représentée en tralt gras dans le tableau

(5.204) o
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6o LA CONJECTURE DE REIRCH ET SWINNERTON-DYER,

6.7 0 Fonction L normalisée,

Soit X une courbe elliptique défipie sur NQN,. Rappelons ici la

définition de la fonction L de X (cf. ’:353 de

(6.421) Désignons par (0 une forme différentielle minimale de X

(efollio2.3))e

A toute place v de 9, est associé le groupe de Lie X(&), o} gv
désigne le complété de @ en v. On désigne par Ky la mesure de Haar
normalisée de &v s Clest 3 dire la mesure de Lebesgue si A@W = B, et
la mesure de Haar telle que WelZy) =1 s v = .

Dans ces conditions, au couple (u),tkv)‘ est canoniquement asso-
ciée une mesure sur x(g,) (cfe [l 1pe38, 10,1 o4)s On note ().

cette mesure,

/
DEFINITION 60102 On appelle longueur de X relative 4 v , et on

note Mi-(x) le nombre

M (X) = (W), «
x(q.)

(6.1.3) On désigne par S un ensemble fini de places de Q » conte-
nant les places de mauvalse réduction de X et la place & 1l'infini,

On associe & S le produit eulérien:

. * ~1 ﬁ
(6:1.3.1) Lo(X,5) = ‘ ‘(, M (X)) . Lp(x,s)b,

ves v é S
ol np(.x,;s) est 1e facteur local en p de la fonction L de X (cf.(2.2))

On. constate facilement 1_:35] que, pour deux t_els ensembles ,84 . 32 ’
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le quat:y!..ent - L; (’X,‘é)ﬂza(x,,s) est une fonction dei s qui tend vers 4

lo_:csque é‘izénd vé’rs/t . | | |
Par consequent si 1a fonction L(X,s) est définie au point s ..")*_

1a valeur L. (X,ﬁ ) de L (X,s) au point s ’l, ne ‘de;gend pas de’S., |

DEFINITION 6.1.4s On appelle fonction L™ de 1a courbe ellip=~

tigue X , et on desigge par L (X,as) s tout produ:r.t eulérien ne dif-
férant de (6,.’].,,3./!).9% par un nombre :t‘ini de facteurs, et tel que

| ~L*(X,,S)[L§(X,gs) tende vers 4 lorsque s tend vers 1.

© PROPOSITION 6o4.5. Avec les motations de (4e3.4) et (6.1.2), on a:
My (X) = ¢, (XL (x/)

: gsmi' tout nombre premier p.

 Ce résultat est démontré dans les notes de ,‘.’f.‘até [36];

COROLLAIRE, Ee produn.t eulérien

G5 ) e = (1,00 T—T ey (x) ) g

P premier

est une fo‘nc’cién L* de la courbe X .

Clest cette fonction L normalisée que nous utiliserons par la

-suite..

6.2, Enoncé de la conjecture,
Nous pouvons maintemant énoncer la cén;}écﬁure* de Birch et Swin-

nerton-Dyer (on se reportera i [34] ,[35] [38] pour plus de éetails)..



CONJECTURE 602,41 (Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer).

Solent X wune courbe elliptigue définie sur 2 s L(X,8) sa.

‘fonction L, et .L’*(X,.,s) nne”fonc':tionvi.’e de X o

(1) La fonction L(X,,s)v est non-nulle au point s =1 si le

rang r de X est nul, et admet un zéro dtordre r en ce point si ry 0.

(ii) Supposons que r = 0, et soit 'Y}d l'ordre du groupe X(&) .

X =—§:~€2-- .

g

ol % est Llordre du groupe de Tate-Satarevid  (er.[5],[38]).

Mors:

~

Bemarque. On a un émoncé analogue & (ii) dane le cas oy le rang de
X est non-nul. On se reportera & [351 ,[331,&8] -

Ex emfgle‘s., La majorité des exemples numéi*iques explicites & PR appui
- de 1a ecn;ecture de Birch et SWizmerton»Dyer concernent des courbes
elliptiques admettant une multlplication complexe (cf,fa] [3] [333 Yo
Le premier exemple de. calcul explicite de L (X,1) pour une cour-
be elliptique sans multiplication compleXe est donné par Swinnertonw
~ Dyer dans [35]: 11 &t agit de la courbe modulaire ellip'ti‘que; de niveau
11

5¢3, Caleul de LN, )e

Rous sommes maintenant en mesure de calculer L (XK,’I) = L’((ﬁ,’])

pour chacune des courbes modulaires elllptiques xﬁ N é’ﬂ‘[ 4°
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(6e341) Soit w = ax //(23 + }{ X + t&: )] la forme différentielia mini-f :
male de X déJa considérée en (4.2:7)e Om a Vi (cfo(he2,74)) que
w = iw (Z) dz *
et »‘é,ne la fonction
P A

a pour série de Dirfchlet associée la fonctiom L(N,s) de la courbe
X, (efe (2.203))e '

E&;'béchni@ua utilisée par Swinnerten@xe& coﬁsista 5 passer de L
4 £ grice & la formule de Mellin, En effet, d'aprés cebte dernisres
| ; 100
LA) = | 2L £02) a4z,
S 5

1tintégrale étant prise sur le demioxe fmaginaire, orienté comme em
(5.2)e | | | |
- Btilisant L‘f)g (e£e(5.2)), et le fait que ce dernier conserve les.

orientationss

1tintégrale figurant* au secon;d‘ nembre est celle d'une d»-—i‘ome[ diffé‘reﬁtﬁ:elié
calculée le long d'un chemin différentisble dans une variété de dimension
orientée. |

Utilisant maintensnt 1'isomorphisme 49 cie (5.2} , le ‘fai‘t‘ Qu.e -
esi; ﬁne. différentielle ixivariante énr le groupe de Lie | XH@;)O (C ‘d‘om;‘

“est transformée par 0 en un multiple de 4t sur st )y et la proposi-
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tion (5.2.6,2)on obtient:

) = AT (L)
Xy(R)°
enfin, se reportant & (641), dans le cas particulier oj v est la place
& l'infini, et ulilisant une coordonnée locale pour ealculer I1tintégra-
le de la forme différentielle =() sur la variété orientée XN(}EN)O* on
vérifie sans peines

(W) =~ W ( notations de (6.1))&

Dtoy en défintitives

L) = 0™ COpm @ n oo,

Draprés ( 5.2e4) » O a pour toutes les courbes modulai-

res elliptiques &:
TO(R®EH®) = N,
°ou rpo(xﬁ) déme Ltordre du groupe. XII(A%J) ( ct. (ano3e"))o Doncs

-1
(6:30101) L) = Y e, (K.

(6.3.2) Notons L*(l\f',ﬂ) la valeur au point s =1 dune fonction L™
de 1a courbe Xy. Utilisent la fonction L*norma'lisée, (6.125.1),

on obtient:

2 a) = (T Ve ™ om, ™%
PN )
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On est donc ramené, au calcul des entiers c}?(xx), Ce calcul a déja-
été fait ( cfe (4o3.5), et le tablean (6.3.4)). On trouve dans tous les

cas congidérésy

ﬁ cp(X‘ﬁl'z 'r).a%)‘*‘

p premier

On =z donc démontré:

/7 A\ ‘ . o ‘
THEOREME 603+3s Soit L*(ﬁs",s,)' une fonctiom L de la courbe

- mpodulaire elliytiqﬁe. Xe v et f%(l@) 1tordre du groupe 1%(‘92 . Alors -

2 0 = (M a7

On constate que les courbes. modulaires elliptiques Vérii'ienﬁ la
partie (1) de la conjecture de Birch et Swinmerton~Dyer (6.2.1)s SLi°
_l'on admet la partie (ii) de cette derniere, le theorame precedent
entra:me* ; ;

R Le grcmpa ﬁe Late—gafarevix, des courbes mo&ula:’.res elliptiqnes est
trivials



Tableau (6.3.4) Courbes modulaires elliptigues Xy o

] e M .
Notations, On a posé N = p{{‘.pz 2 > p4 £ Py s f’nq > 0. On note

A\ le discrininant d'une équation miminale de X
(efo (4o2s1))p |

3 l‘in\rariant de la courbe elliptique Xﬂ. .
(efs (5.1)),

! | |
7)o Ltordre du groupe X.(Q,

p

le calcul de “p)*‘

(1) = ¥ (,1) 1a valeur en 1 de

normalisée (cfe(6e3e2))

c. kl'eni:‘ier aéfini en (4o3.4) (efe(le305.1) pour

la fonction L,x

' | A : ¥ t:zf}ge de t:’fpe de (:p4 cp2 /y}o I;X'( 1)
réd. en By red,,r en P, |
W BT B 5 b= 5| 125 |
1 | 25 |52t | (m) () 2 i3] 6| a6
15 1 -3%t s ) |y 2 ha | 8 | Asen
17§47t P T () — W =] & | Ame6 |
19 119 [2TPaP T ) — {3 [—[ 3 m
20 | 2% %4752 (c6) | (. 5 121 6 /36
ERExa Caral ICY wy | & [2 ] 8| a/6h |
2y | 257 L3332 (c5) | &y | & (2| 8] iz
27 3] 0 (e 6) —_ B EIRCE
32 212 2%33 (c 53) — k=1 &1 ase
1z ] 2% 0 (3 | te2) 3 {2} 6 1436
e 2 | — 2 = 21 am
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\
7~ APPLICATION A CERTAINES COURBES ISOGENES,

?.1. Fonction L normalisée et isogénies.

Soient X , X' deux courbes elliptiques définies sur Q - On
rappelle qu'une isogénie X— XV définie sur NQW est dite admj;ssi‘blev
si eDe induit un morﬁh‘isme séparable des composantes connexesy. des

fibres fermées du moddle de Néron (faible).

PROPOSITION 7411+ Solent X , X' deux courbes elliptiques définies

sur § , telles qu'il existe une isogénie admissible de X sur X'.
Eaaad . .

Alors X et X' ont méme conducteur et mfme fonction L.

On. se reportera 3 [’riﬂ s 611,

Désignons par Lx'(X,s) > L*(X*,s), les fonctions L normalisées

(cf. (6105.1)) de X et XU,

- COROLLAIRE.. Sous les hypothdses de (7.4.7):

£X(x,5) Mm(X’).ﬂ e, (X*)

-

U(xhe) M. ] | e

o M (X) est 1la longueur de X relative & la place 3 1tinfini (6.1.2),
et ‘

cp(x)}‘ln‘entier défini en (4.341)e

Il nous suffira donc, connaissant L*(X‘,’l), de calculer M (X%)
et cp(xi) - pour en déduire L (X®;1).



7e2o Parasites.

Nous dirons q_u'nne équation de la for.me‘ (h2.0), & coefficients
dans Q, et deﬁ.nissan’c sur Q 'cme courbe elllp‘c:a.que X, contient le parasite

j))f?> O si son discriminant vaut f ,A s 0'& JAN designe le dis-

criminant minima‘!. (c' est & dire le discriminant d'une équation mini- -

male) de la courbe X o

E’cant dnnnee une équation (Lw&'.e) de X » contenant le parasite P
soit (p « dx / @y * ?\x * H') Alors )O w est une forme différen-
tielle minimale de la courbe X. .

v Paramétrisation de Weierstrass.

Supposons que la courbe elliptique X 4t équa;tion
(7e34) Y= taxsb

soit paramétrée par la fonction de Weierstrass 'p(u) s de périodes

w q o Q)a s O 1ton suppose C(),i. réel positif:

{x o "6;)(11) ,
I (1/3)'60 ().
Supposons que lVimage du segment [0 00 }: so:Lt la composante

neutre X(}}/}, du groupe de ILie réel X(’@o Llors:
o ' : oy .
[ Jerey| = (x®):x(R°). &uig(x(gg.:x(gg}%,

X

o
Supposons enfin que 1t équat:i.on (?,3.1) contienne le paraéite ‘0

~ Aors la longueur de X relative a la place & 1%infini (6.1.2) est

_donn;ee. ‘par:

M, () = f,(x@‘;x‘@°)*% .
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Tolte Isogénies de noyau cyclique o

On conserve les notations de (7.3). Soit P un.point de X, ration~
nel sur Q. Alors
- ‘
(1) oum biem P¢ X(&o , et son paramdtre est alors
k
- Désignant par XY le quotient de X par le sons~grou§e cyclique dtordre
n: engendré par P, et par P ole parasite contenu dans 1'équation (7.3.1)

~ associée aux périodes %34 > W, » O az
. N - o RO+ 4 (A.L;
MQO(X') -.. F '(X‘ (%?w) oXt (g) )& -—-5—"' t 3

(ii) ou bien P)érX(R)O, On a zlorss
M (X?) = p'. (x=(m:x'(m°).q;

On se reportera a la note [BQJ pour les. eqna%inns explicites des isoge~

. nies de noyau cyclique.

. 7.5. Application aux courbes de la liste de Swinmerton-Dyer de conducteur

Eém,'&' -

On.utilise‘dans‘cette partie une liste de c@arbes,elliptiqnes de petit
conducteur établie par Swinnerton-Dyers Pour N = 44, on a rajouté 3 la
liste origimale la courbe motée G, , qui m'y figurait pas, elt dont le
caleul est du*‘»Vélu’[39]; | |

Pour chacune des valeurs de R‘e”nfq s la listefcontient un‘nombre»fini,
de courbes elliptmones, toutes isogénes éntre elles (conformoment & ce
que prédit la conjecture de weﬂl (2.6)). Pour chaque ‘E?efﬂ14 s on.desmgne“
~ par AH 3§ s ¢tc. les courbes de la liste de condacteur E > exceptian

faite pour la‘courbe modulaire elliptiqne ‘XK s+ que l'on ccntiﬁue de



noter de cette fagon.

Remarque (?»5@"); La question se pose de savoir si la liste de Swin~
nerton~Dyer (complétée par Cy 4) comprend toutes les courbes de conduc-

teur Ne N, .

On peut répondre affirmativement & cette question pour N = 24, 32,
36 , o0 cela résulte des travaux de Ogg [25:},{26]. Baker et Coatee ont
montré que la détermination de toutes les courbes de conducteur donné
est possible en théorie, le seul obstacle étant la lonsueur des calculs.
gue cela implique.

Si 1'on admet que deux courbes de conducteur N €m4 sont isogé-
nes sur Ez” s on est ramené & déterminer toutes les courbes isogénes
sur 3” a4 une courbe donnée, & savoir la courbe }:N » Ce dernier problé-

me est plus facile, et on peut le résoudre dans certains cas, par exem—

vle pour ¥ = 41, En effet:

(1) Il résulte des travaux de Serre [28] que le groupe de Galois
des points d'ordre { ae A”\'\‘ est g&(a,g/lg) pour tout nombre premier {

autre que 5 ., Cela entralne que les seules isogénies de A'/M

définies
sur ’gv et de degré premier sont de degré 5. |
(i1i) La théorie de Tate montre que du point de vue rigide~analytique
A’M est isomorphe & «?M /"(q~zw) avec v-M(q;) = 4. Or i1 existe une isogénie
de degré 5, i savoir celle qui donne la courbe 4@;44"[ (q5 &) =X, qui aug
mente la valuation en 44, Toutes les autres ne peuvent gue la diminuer:
I1 n'y en a donc pas. Le méme raisonnement veut pour B Ao In eﬁ» résul-

4

te que les seules courbes isogénes sur Q & X’i 1 sont A,4 p

et‘ B/i/‘ o
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(7:5.2) On a calculé pour chacune des courbes X figurant dans la liste
et de conducteur Hé m, =

(1) La longueur M _(X) relative 4 la place 3 llinfini. Pour
simplifier ltécriture, et tenant (:Ompte'dg ce gue seul intervient le
rapport de deux telles longueurs, on coxivient de prendre pour unité,
pour chague Iié'Yﬂ4 , le nombre (A),\ défini en (7.3) qui est tel que
lvéquation (7.3.1) correspondante contiemne le parasite J.

En dtantres termes, avec cette unité:

u,x) = (2R @)-

(ii) Les coefficients c;p(x) définis en (4e3.1) (cfo(ho3.5) pour
le calcul de cy )e

(iii) L'ordre "’}O(X) du groupe X(&).,

Pour ce dernier calcul,, il est commode d'utiliser (7:341)

Remarque (7.5.3).
(i) Lorsque la fibre en p du modéle de Néron de X est de type

multiplicatif non-~déployé, elle ne devient isomorphe & une extension
de ﬁm par un groupe fini que sur gpz o On deit en tenir compte si 1ton
veut utiliser la proposition (5.2.1) dans ce cas: On peut examiner le

cas de XZI; » P = 3 , pour s'en convaincre.

(11) La proposition (5.2.1) est classique lorsqu'on suppose que
X a bonne réduction en p. Elle donne zlors une majoration de ’f] O(X)
invariante par isogénie sur 3” ( ctest la majoration obtenué en (5.20201)e
Par contre, ltutilisation du modéle de Néron permet une majoration plus

fine.



Exemple., Considérons dans la liste de Swinnerton-Dyer les courbes de
conducteur 21 ¢ 4, » Bé."{‘ » ete.
Comme l'indique (5.2.2.1) , toutes ces courbes ont un groupe de
voints rationnels dtordre divisant 8.
Dtautre part, la fibre en p = 3 est déployée sur T, , de type
(vg) 5 (bq}* (), (b/t)g ('b,‘.) respectivement.
On. en conclu que ltordre de X(‘&) divise

8, 84 Ly by 2, 2, respectivement.

(.7.542) On. pose dans le tableau (7.5.6):
Yo =1 @ e (x)

(avec les conventions faites en (725.2) )4 ce qui fait que le corollaire
de (74.1) stéerits | |

‘ »

: '

L (X,8) ¥, (xh)

L(x,e) Y

- On constate que pour toutes les courbes étudiées on a:

¥ -
iy =M% .
Si 1'on admet la conjecture de Birch et Swinner’conwnyer,ﬁ on peut

done. conclures

Le groupe de Tate»gafarevic\f des courbes de la liste de Sm.nnerton»

‘Dyer de conducteur ﬂ:em A est: trivial.



Tableau. (Extrait de la liste de Swinnerton~Dyer),

=96

Ce tableau donne les COefﬁ;cients' 7\,3.%,_0& ,.,Q;,,X, dtune équation

minimale (4o.2.0) de chacune des courbes Ay » By » etce Nem4 .

(cf. les notations du début de (7.5)). .

3

B S prx n 7
ﬂ,‘,\ o 1 -t © 0 A24 §/I 0 0 =309 o1¢]
e 04 -10 -20 X, 1 0 0 -4 -4
Gy 0 1 -1 -7820 -263580 Cop 54 c 0 A o
[z, 4 o0& -6 Dy 11 0 0 -49 36
B’M 44 0 =36 -0 E, ) 1 0 0 784 -8545
c:z 14 0 0 Foy (4 0 0 =34 -247
Dy, 14 0 -174 =874 Ay, OO A -2 w36
By |14 0 -4 42 By, P 0 1 =384 2772
F, (14 0 -2731 -55146 X PO -1 by
b T4 A B0 2z Doy @ 0 -1 46 180
50 1 4 4 -5 5 Ea‘l}‘ J'Q' o -1 »6{; 220
645-4_4‘ 1 @ 0 Foy 0 0. -1 A4 0.
Ls 44 4 =0 0 Xpp 041 0 0 ~7
Es 41 4 135 660 By © 4 0 0 o
Fis 141 4 35 -28 Cop 10 4 0 =270 4708
G5 41 4 -2160 =39540 | | Dpp 004 0 =30 63
345 4 ‘1 4 "‘"MQ "880 ‘X_aa. 0O 0 O !} YO |
b4 4 -1 ) Bsp 0 O o -1 o0
Cp 114 -1 =91 =3h0 D;5 10 0 0 -t 44
Yot 4 A X0 00 0
Ao 10 4 4 A 0 Bzg o 00 A5 22
X104 4 -9 5 1] G000 0 27
Cio |0 4 A -9 8470 Dy 10 0 0 - <135 -594
Ayio 0 4 -1 -6 o 04 =2 A
By & 0O 4 =36 =140 Big 14 0 4. =37 78
Colo 0 4 - o ~ ~
o o 4 b
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(7.5.6) Tableau. :

Les notations utilisées sont celles précisées en (7.5.2) et (7.5.4).

V Ny N
Pour ﬁ@’m/‘ on pose ~szﬂ4 paa

s EVEC p4< p, et ’Y\,4>0 -

M oo c’p% cga t;ﬁf'pe. de i;s:pe de \{0‘ /y}Q N 1)
réd, en 1}4‘ réd, en ‘92

VS I , () ) 5 1425
X4 15 | =1 (kg — 5 | 5 1425
Gy | 145 14 (by) 45 1 1 44
Xl 112 |3 (bg) (bs) 6 6 1/36
Byl J4 6 | (v (bg) 6 6 | /36
Copl 3 |2 A (B,) (®,) 6 & 1/36
Dy |43 12 |4 ] () (1) 2/3 | 2 A4
E,l3 4 j2 (by) (b,) 6 6 1736
T RER (I O Y efna) 2/5 | 2 As
EJE A M | (b (b)) R 1416
Bis| 4 12 |2 (b,) (b,) 16 8 A /6l
Gt 14 |4 (B,) () b b - A/6
X502 (2 |4 (by,) (b,) 16 8 464
Es14 (2 |2 | (B (b,) I 4 1416
B4 j2 |8 (b)) (bg) 16 8 A/6L
el A2z J4 | (b (By) 14 | 2 Al
Bl 4212 4 () (b)) 1 2 Ay
DK (o) o]k 1/46
Biol 2 |2 | (n,) _ b Lo 4Ae
S (o) R 2 | Am
X144 |k (%,) L b AL16
Lol 6 |4 (1) | 6 ;3 4{9
Kol 2 |3 [~ | (&3 - 6; 3 1 A5
Cq 243 |1 (b)) 2/3 | 1 A
Aol23 ] 4 | (€3 (v;) 2/3 | 2 | /4
Bol143 4 |2 (c 6) () 2/3 | 2 Ash
Col2 |3 A (. 3) (by) 6 6 | As36
LotAd |3 |2 | (c#6) (b,) 6 | 6 | A/36
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(7.5+6) (suite).

M, cp4 cPa i:jfpe de 'ba‘rpe de Yo »r)o LX)
réds, en By réd, en Py

Al 2 (& |4 | (ng) (5 46 8 /64
Xl 2 L 2 (bl+) (ba) 416 8 A/64
Gyl 2 2 |4 (b)) (b)) L 4 1416
D, A 2 |2 (®,) (bq) L 4 4/46
E,, Asz {4 2 (b,) (b)) 4 2 i
B, | /2 14 2 (y) (bg) A 2 o
by, 1 2 |2 (e 7) (v,,) 4 L /M6
By, Af2 i1 2 (¢ 8) (b,) 4 2. AL
X, 2 I 2 (e 3,) (by) A6 8 /64
Dyl A2 14 |2 (c 8) (bg) 4 2 4y
Byl 2 2 |1 (e ?7) (k) b L A6
Fl2 |2 A (¢ 2) (b)) 4 4 4/186
Xon] A 3 (c 6) 3 3 449
Bool 3 A B (c 1) . 3 3 1/9
Cool A3 1A (¢ 8) Af3 4 A

Dol 3 A (¢ 3) 3 3 /9
X041 |4 (c'5,) 4 l A/46
Byof 2 2 (¢ 2) _ b L 41446
(132 A4 4 - (¢ 4) A 2 AfL
Diof 2 |2 (c 4) L L A6
X36 A 3 a (c 3) (e 2) 6 & A/36
Byl A 13 |2 (¢ 6) (¢ 2) 6 6 /36
Coel A/37A4 |2 (¢ 3) (¢ ?) 243 2 A/l
Daet A3 A 2 (¢ 6) (¢ 7) 2(3 2 AsL
%9 4 2 B (e 2) _ 2 2 A/
Bol 4 |2 (c 2) 2 2 A/h
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