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1. EXEMPLES ET CADRE ABSTRAIT

1.1. Probléme de 1'obstacle

--—------------———---‘.’-——-—

Soit fe LZ(Q) une fonction donnée sur un ouvert oc R™. On veut
résoudre le probléme suivant

(1-1) - pusf dans @
(1-2) usy dans Q
(1-3) (Au+f) =0 13 ol u<y dans Q

(1-4) u=0 sur T , frontidre de Q.

ol YPe Hz(ﬂ) est une fonction donnée, appe]ee obstacle, supposee pos1t1ve
sur I' pour que le probleme admette une solution) ; Hl(ﬂ) de51gne 1'espace
de Sobolev

vel?(n) : %‘*ﬁi—e (@) , i=1,...,n}
et 2
H2() = tve Hl(Q) : égi—‘a%gaz(m, i,3=1,2,...,n}
Le sens & donner 3 la 3éme équatidn est le suivant : dans une zone @ ol
u<y, on a -Au=f, alors que dans le complémentaire de 0~ on a seulement
1'inéquation. ‘

La frontiére de @ é&tant inconnue, le prob]émé est dit "& frontiére
1ibre".

Mécaniquement, en dimension d'espace n=2, la solution u représente le
déplacement transversal d'une membrane &lastique occupant initialement un
domaine M={xe¢ RS : (xl,xz)e Qs x3=0}, fixée au bord (cf (4)), soumise & une
force transversale f, et se heurtant & un obstacle ={xe RS . (xl,xz)e Q
et x3=w(x1,x2)}.

Pour résoudre ce probléme, nous suivons LIONS-STAMPACCHIA(I) et en

donnons une formulation variationnelle.

oot

(I) c.p.a.M. 20 (1967) 493-519



Soit a(u,v) = J VuvvdX
Q

(,v) = J fvdX.
Q
et
K={ve Hi(ﬂ) P vy p.p. sur Q} (1)

Nous affirmons que u solution de (1-1) a (1-4) est aussi solution du pro-
bléme

Trouver ue K tel que

(1-5)
a(u,v-u) - (f,v-u)=0 ve K.

En effet (sous réserve que u soit assez régulier, par exemplé Ue CO(Q)),
sur Q on a |
(~Au-f)(v-u) = 0

pour tout ve K, sur le complémentaire de @ ; on a
vsy=u = (-Au-f)(v-u)=0
finalement on a (si Aue LZ(Q))
(-Au-f,v-u) >0

d'od (1-5) en intégrant par parties. #

_ Réciproquement, si u est solution de (1-5), on choisit 4« O (Q) et
$20 sur @ (i.e., 8 (Q)) d'ol v=u-¢e K.
On obtient donc

. a(u,0) < (fi0) de B ()
c'est-a-dire -Aus f. . dans 2'(Q)

(1) Hg(ﬂ) = {ve Hl(Q) : v=0 sur T} est un sous espace fermé de HI(Q) :
ef ADAMS, Sobolev Spaces, Academic Press 18975, pour tous les détails

ceoncernant les espaces de Sobolev.



On choisit alors ¢ () et
w o= min(y(x)-u(x)) / max|¢(x)]|
x S X Q-

ol S désigne Te support de ¢. On choisit alors dans (1—5)

V=uztudeK,

a(u,0) = f,0)  ¥oead(Q)

c'est-a-dire -Au=f sur Q" (au sens des distributions), ce qui compléte
1'équivalence, en précisant son sens. #

Cadre abstrait

Plus généralement soit V un espace de Hilbert, Kc V, un convexe fermé,
a(e*,*) une forme‘bi1inéaire continue sur VxV, et fe¢V' dual de V, le pro-
bléme (1-5) est alors appelé inéquation stationnaire de type I.

Si a est symétrique :
a(u,v) = a(v,u)

le probléme (1-5) est équivalent au probléme d'optimisation

(1-6) Inf J(v) (1)
veK :

en effet la condition d'optimalité pour (1-6) est

(3'(u),v-u)=0 ¥ veK. - #

(7) Une fois pour toutes : cette éeriture veut dire
Trouver ue K tel que Jlu) sd(v) ¥vek



Lorsque a est coercif
2
(1-7) a(v,u)zodlvllV R ¥veV
T'existence d'une solution résulte du théoréme trés général suivant.

Théoréme 1.1 : Soit V un espace de Banach réflexif et J:V IR une fonc-
tion convexe semi-continue inférieurement vérifiant

(1-8) J(v) - +ws1uww + 4w

alors le probTéme'(l-S)_gg Kc V est un convexe fermé de V admet au moins

une solution.
Si J est strictement convexe, 1a solution est unique.

Lorsque a est non symétrique, on a le résultat suivant di & LIONS-
STAMPACCHIA 1loc.cit. :

‘Théoreme 1.2 : Si K est un convexe fermé non vide et si Ta forme bilinéaire
a est continue et coercive, le probléme (1-5) admet une solution unique u.

Démonstration :

- - . We W mn - - =

On va montrer que u est Te point fixe d'une contraction stricte T.
Cette méthode est constructive, car u sera 1a limite de la suite récurrente

(1-9) un+1 =Tu".
On définit donc z=Ty comme 1'unique solution de
(1-10) b(z,v-z) - L{v-z)=20 ¥ve K

ol L(v)=b(y,v) - o(a(y,v) - (f,v))

et b(.,+) est une forme bilinéaire continue coercive et symétrique sur VxV
ce qui garantit 1'existence de z solution de (1-10).



On vérifie que pour tout p>0, u est point fixe de T. Le choix stan-
dard pour b est le produit scalaire de V ; et on peut toujours se ramener
i ce cas quitté a changer le produit scalaire de v, puisqué b est symétri-
qué. On a donc

b(ysv) = (y,v)y
On pose alors A:V -V et ug satisfaisant

(Au,v)vz a(u,v)
¥veV
(uf’sv)v = (f,V)

(1'existence de Au et de ug découle de 1'isomorphisme entre V et V'). Avec
ces notations on peut écrire (1-10) sous la forme

(z-(y-p(Ay-uf), v-z)yz 0
z = Py(y-p(Ay-us)

ol Py : V=K désigne Ta projection sur K.

Soit z;=Ty; 1=12, ona
1zp=zqlly < 1 (yp=p(Ry,-us)) = (yq-e(ayy-ue))lly
=llyy-yq - D(A\Vg“ayl)”v

oli 1'on a appliqué Yerfait'que Py est une contraction.

En &levant au carré et envdévéloppant, on a
N2z My ey 2 = 20(Ays-Ayssyamys) + o2l Ay, Ay 2
2~y =Yoo=y, PAAYo=AY15Y9"Y1 P HAYo=AYq

Mais

2
; (AyZ-Ayl’yZ-yl)V = a(‘.Vg'.YpYz".yl)ZOLH)’Z‘.V]_"V



et I Ayy-Ay 3= CPly,my g

ol C est la constante de continuité de a, d'ol
2 2.2 2
(1-11) sz-zlﬂvs (1-2p0+p“C )Nyz-ylﬂ

qui montre que T est une contraction stricte pour

20,
0< p<E—2-

‘Remarque 1.1 : La relation (1-11) donne méme une évaluation de la vitesse

de la convergence de 1'algorithme (1-9), qui convergé donc d'autant plus
rapidement que b aura &té choisi "proche" de a (pour que a et C soient assez

™1 5 partir de u" dans 1'algorithme

proches de 1). Noter que pour calculer u
(1-9) i1 faut tout de méme résoudre une inéquation variationnelle. Cela
étant, tous les algorithmes étudiés par la suite ressembleront plus ou moins

i cet algorithme fondamental.

1.2. Probiéme de Mosolov

Nous donnerons directement Ta formulation variationnelle du probléme
qui est

Trouver ue V tel que
(1-12)
a(u,v-u) + j(v)=j(u)= (f,v-u) V¥veV

ol a(u,v) = vJ.Vqu dX
Q
j(v) = IQQ|VV|dX
- nl
V= H (@)

fe L2(q)

L'interprétation mécanique du probléme est la suivante : u est le champ
de vitesse d'un fluide de Bingham en &coulement laminaire stationnaire dans



une conduite cylindrique de sectionQ(le vecteur vitesse est orthogonal a Q
et a pour module u(x) en un point x). Nous aurons 1'occasion de revenir en
détail sur 1'origine de 1'inéquation (1-12) dans la partie B (§8). Les pa-
ramétres v et g positifs sont réspéctivemént la viscosité et le seuil de
plasticité du fluide de Bingham;f(x) désigné la perte de chargé.

Nous reviendrons également plus Toin sur 1'interprétation de ce probléme
en termes d'équations aux dérivées partielles multivoques (§ 4).

Le probléme (1-12) est appelé une inéquation stationnaire de type II.

Cadre abstrait

La nouveauté du probléme (1-12) par rapport au probléme (1-5) c'est la
fonctionnelle j qui est convexe s.c.i. mais non différentiable. En revanche
i1 n'y a pas ici de convexe K.

‘Théoréme 1.3 (Z),: Soit V un espace de Hilbert, j : V>R une fonction conve-
xe s.c.i., a une forme bilinéaire continue et coercive sur VxV, feV',
‘alors le probléme (1-12) admet une solution unique.

(Adapter la démonstration du Théoréme 1.2).

Interprétation en termes de probléme d'optimiSation.

Dans le cas ol a est symétriqué, le probléme (1-12) est équivalént au
probiéme d'optimisation

(1-13) Inf [JI(v)+j(v)]
veV
ol J(v) = %-a(v,v)—(f,v).
En effet la condition d'optimalité pour (1-13) s'écrit

(3" (u)sv=u) + j(v)-j(u)=0

et est visiblement équivalente & (1-12).

(1) Démontré dans un cadre plus général par LIONS, Quelgues Méthodes de
Résolution des problémes Non linéaives, Dunod, Paris 1969.
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Remarque : A condition d'étendre le champ de définition de j de V dans
Hlu'{+«&(1), le probléme (1-6) est un cas particulier de (1-13) avec j=Iy
fonction indicatrice de K définie par
IK(v) = 1 0sivek
+ o sinon

Bien entendu le probléme (1-13) a un sens méme si J n'est pas quadratique.
Si J est coercif il aura néanmoins une solution (cf. Théoréme 1.1).

Orientation

Nous allons maintenant montrer que les inéquations stationnaires de
type I et II sont en fait des cas particuliers de problémes du type

Au + Bu 0

ol A et B sont des opérateurs multivoques.
Cette remarque nous servira pour définir des algorithmes de résolution
utilisant Ta décomposition en une somme de deux opérateurs.

(1) EKELAND—TEMANQ Analyse Convexe et problémes Variationnels, Dunod, Paris
1973.
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2. OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES (1)

Soit H un espace de Hilbert. On note sa norme et (-,+) son produit
scalaire. Un opérateur multivoque A est un sous ensemble (un graphe) de HxH.

IT est monotone si
(2-1) (z=y,v-u)=z0 ¥{u,y} et {v,z} e Hx H.

Pour ue H on appelle A(u) 1'ensemble (éventuellement vidé) des yeH tels
que {y,v}eA.

On appelle domaine de A 1'ensemble
D(A) = {ueH : A(u) # 0}
et image de A 1'ensemble
R(A) = {yeH : JveH tel que {v,y}eA}

L'opérateur A'1 est celui dont le graphe est symétriqué :

Ve A-l(z) « zef(v).

Soit ¢ : H +Ru{+o}une fonction convexé, on définit son sous-gradient 3¢

par
3o(u) = {yeH : ¢(v)=p(u)= (y,v-u) ¥v e H}

alors 3¢ est un opérateur monotone (multivoque).

En effet soit zedp(v) et yedop(u) ona

o(v)-d(u) 2 (y,v-u)
d(u)=o(v) = (z,u-v)

d'oli Ta monotonie, par addition.

(1) Pour tout ce paragraphe la référence de base est H. BREZIS, Opérateurs
Maximaux Monotovies, North Holland, Lecture Note
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Dans le cas oU 3¢ est univoque (3¢(u) réduit & un élément) 3¢ (u)
coincide avec le gradient de Gateaux ¢'(u) (cf EKELAND-TEMAM, loc. Cit.).
On appelle

D(¢) = {ueH : ¢(u)<+}

le domaine de ¢. I1 faut noter que D(3¢)<D(¢) ; avec inclusion stricte
en général (penser par exemple & H=L2(Q)

¢(v) = %-[QIVVIZ dX avec D(¢) = Hg(Q) . Ona alors

2 = -4 et D(3) = H(@)n HL(@)).

Bien entendu i1 y a des opérateurs monotones qui ne sont pasdes sous-
gradients. Par exemple, dans IRZ, une rotation d'angle si% autour de 1'ori-
gine est un opérateur monotone (1inéaire) mais pas un sous-gradient.

L'inclusion des ensembles (dans Hx H) fournit une relation d'ordre
dans 1'ensembme des opérateurs multivoques. On dit qu'un opérateur monotone
A est maximal s'il est maximal dans 1'ensemble des opérateurs monotones :

B> A, B monotone =B = A.

Autrement dit (y-n,x-£)20 ¥{g,n}e A=ye Ax (sinon Au {x,y} serait
encore monotone et >A).

Pour illustrer cette notion, considérons une application croissante
f : R > R univoque : elle est monotone.

Mais 1'application ¥ : xe R » F(x) = [f(x,),f(x_)In R est aussi
monotone. Elle est en général multivoque et contient strictement f : dans ce
cas f ne peut &tre maximale monotone (en fait ¥ est maximal monotone comme
on le vérifierait @ 1'aide du résultat suivant).
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Proposition 2.1 : Un opérateur A de H est maximal monotone si et seulement
si pour tout A>0 on a R(I+MA) = H. #

On va seulement démontrer que R(I+A) = H = A maximal monotone. Soit
en effet B> A monotone et ye Bx. Par hypothése Zx'e D(A) tel que
x"+Ax"'y x+y = x+y-x' e Bx' et yeBx = x=x' d'aprés la monotonie de B.

La réciproque utilise 1'axiome de Zorn : cf. BREZIS, loc. Cit., p. 23

Corollaire 2.1 : L'opérateur J/}_‘\ = (I+>\A)"1 appelé résolvante de A est une
contraction définie sur H tout entier pour tout A>0.

La monotonie de A entraine en effet immédiatement que Jk est une con-
traction : soit Yje H et u1-=J2\y1., i=1,2 ; on a

Yi = Uy +2ay
ol aieA(ui),i=1,2. On a
|us-u |2=(y- Up=Uq) = A(Up-Uq,a,-34)
271 A b ] i R

< (¥p=yqsUp=up) < |¥p=yqllup-uy| #

Exemple 2.1 : Sous-différentielles de fonctions convexes s.c.i.

Si ¢ : H~> Ru{+=} est convexe s.c.i., alors 3¢ est maximal monotone.
En effet d'aprés le théoréme 1.1 pour ye H, donné, le probléme

(2-2) Inf Lo |v=y|? + ()]
veH

admet une solution unique. On conclut & 1'aide du Lemme suivant
que U + A3d(u)s>y admet une solution pour tout A>0 et donc que 3¢ est
maximal monotone. =

Lemme_2.1 : Si ¢ est convexe et A>0, u solution de (2-2) équivaut a

u+ A3d(u)dy.
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En effet, si %‘(y—u) e 3¢p(u), on a ¢o{u) < +o et
B(V)- o)z L (y-uv-u) = g [veyl? - A fu-yl? Wk,

Réciproquement, en prenant w = (1-6) ut+ov; avec 0<6<1, on a par convexité

B(6(v)-0(u)) = o(w)-0(u) = 5 Ju=y|? - L w-y

2
I
1 1 2
= =y lu-y|? - » [(1-8)u + ov - y|
en divisant par 6 et en faisant 6 -~ 0, on obtient

(V) - 8(u) = 5 (y-uv-u) . #

Exemple 2.2 : Soit VcHc V' un espace de Banach réflexif dense dans H, de
norme <. Soit A : V > V' un opérateur monotone univoque dé&fini
sur V, hémicontinu et coercif :

(2-3) MUY L sl > 4o
Iyl

Alors 1'opérateur AH restriction de A & H de domaine
D(AH) = {veV : Ave H}

est maximal monotone.

Ceci résulte d'un théoréme de MINTY (1) : T'équation u + MAu = y
admet une solution unique pour tout ye V', d'oli si ye H, AueH, qui
entraine R(I + AA,) = H. #

v W - -

Si A est univoque, on peut utiliser 1'algorithme suivant

(2-4) MLSINS SV ATLE

(1) ef. LIONS, loc. ctt. p. 171.
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Cet algorithme est en fait un cas particulier de 1'algorithme envisagé
au théoréme 2. On voit que dans les mémes conditions : si A est coercif
et Tipschitzien:

(Av - Au, v-u) = oclv—u[2

|Av - Au’{2 < va-u[z

alors I-)A est une contradiction stricte pour 0<’k<§9% , et donc que 1a
M
suite y" générée par 1'algorithme (2-4) converge fortement vers u solution

(unique en 1'occurrence) de Au = 0.
Lorsque A = 3¢ cet algorithme est connu sous le nom d'algorithme de

gradient.

Mais évidemment les hypothéses assurant sa convergence sont trés fortes.
D'autre part si ) est trop grand, 1'algorithme (2-4) est instable : i1 se
produit numériquement une croissance exponentiellé de la solution produisant
des dépassements de capacité. Cette propriété est bien connué'pour les
schémas explicites de résolution des équations différentiélTés, ce qui est
Justement le cas : 1'algorithme

ntl n
I ¥ s a=0
A

visiblement &quivalent & (2-4), est bien un schéma explicite pour résoudre
1'équation différentielle
%%‘+ Au = 0

u(0) = ul. (cf. Partie C, § 3)
Le schéma implicite donne 1'algorithme suivant :

qui a quant & Tui 1'avantage d'étre défini méme pour A multivogue. On va
voir qu'il converge sous des hypothéses beaucoup plus faibles.
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2.4 Contractions fermes

Définition 2.1 : Soit CcH un convexe fermé et T : C -~ C un opérateur

univoque. On dit que T est une contraction ferme si et seulement si

(2-6) ITx-Ty|2 < (Tx-Ty,x-y)  ¥x,yeC. #

Une contraction ferme est en particulier une contraction, mais il y
a un peu mieux. Supposons que y = Ty soit un point fixe de T, alors si T
est une contraction, Tx appartient a la boule de centre y et de rayon |x-y]|.
Mais si T est une contraction ferme, Tx appartient & Ta boule de centre

.5%1 et de rayon-%lx-yl (donc de diamétre [x-y|).

Exemple : Si A est maximal monotone, sa résolvante Jk est une contraction
ferme (c'est ce qu'on a en fait démontré au Corollaire 2.1). En particulier
si A= BIK,»ou KcH est un convexe fermé, on a.Jk = PK projection sur K

qui est aussi contraction ferme. #

Le résultat suivant montre 1'intérét de la notion de contraction ferme.
On note, dans ce qui suit, F(T) 1'ensemble des points fixes de T (1).

Théoréme 2.1 : Soit T : H - H une contraction ferme. Si F(T) est non vide,

alors n
Tx —EgeF(T)

Torsque n » o,

Démonstration :

Soit ye F(T) et x™ = T™® pour n=0. On a d'aprés (2-6)

lxn+1_y|2 < (Xn+1_y’xn_y) ____%_ [Xn+1_y|2 +%_ Ixn_y|2 __%_ |Xn+1_xnl2
Soit
(2-7) %-Ixn+1-y|2 +%_lxn+1_xn|2 < %-|xn-y|2
N
|XN+1'y|2 + ZO |Xn+1_xn|zsixo_y|2_
n:

(1) F(T) est fermé et convexe, BREZIS, loc. cit.
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n+1-x"| -0 Torsque n + » et que {x"} est bornée.

ce qui prouve que |x
On en conclut que Xp— & F(T) & 1'aide du lemme suivant qui sera réutilisé

par la suite. #

Lemme_2.2 : Soit T une contraction de H telle que F(T) # 0 et que

"% - " > 0 lorsque n »  alors T"x — £ ¢ F(T).

On pose x" Tnx,'{x"} étant bornée on en extrait une sous-suite fai-

IH

1
blement convergente X n. On a

2 soit

ITx" -Tn|2 < |x" -n
(x" oy +n=Tn, X" Ln -Tn-n) <0
d'oll & la limite

(n=Tns n+n-Tn-n) <0

qui montre que neF(T). Comme [x"-y| est une suite décroissante pour tout
ye F(T) on en conclut que x" EeF(T) & 1'aide du lemme d'OPIAL suivant.

Soit H un espace de Hi]bert'{xn}eH une suite bornée et Fc H un ensemble
non vide. On suppose que

(i) Toute suite x,,—x a sa limite xeF,

(i1) V¥feF, [xn-f| converge vers un nombre réel, soit p(f)< +o

Alors 1a suite x, tout entiére converge faiblement vers un é&lément de F.

Démonstration

IT suffit de montrer que

X1 fl, xm.._.\f-2 alors f1 = f2.



] B

. 2
Ona Tlim |xn-f2| = (p(fz))2 et

N->co

2 2 2
X, =Fol® = xp=F 1 + 2(x -f1.f-fp) + |f1-F,]

en passant a Ta limite suivant n' : xn..__\f1 d'od
2 2
(P(£,))% = (P(F)° + [£,-F,1° 3

et en passant a Ta limite suivant m" : xm.._Afz, d'ol

(p(F))% = (p(F))7 - 1F,-Fp12  #

COMMENTAIRE

En dimension finie, la convergence est forte., On voit que la propriété
d'étre une contraction ferme exclut les rotations. Le fait d'avoir un point
fixe exclut les translations. La conclusion du théoréme est que si on exclut
ces deux sources de contre-exemples, il y a bien convergence des itérés de
la contraction vers un point fixe. #

Généralisation

On dit que T est une contraction quasi ferme si T vérifie
(2-8) ITx=Ty| 2 < (1-8) (Tx-Ty,x-y) + 8]x-y|2  ¥x,yeC

pour 0<6<1. Dans ce cas, le résultat du théoréme 2.1 est encore appli-
cable a T.
En effet dans ce cas, on aura

1xX™Ly12 < (1) (X" hayoxey) + 0xM-y| 2

146

2, 1-8 | n+l_ 12 _1-8 | n+l_n 2
5 |x"-y| + =[xy |T - & I x|

1+6 [xn+1—

1- 1 1 2
=2 '2 + 1-6 |Xn+ _anzs _;gixn_yl

A

d la place de (2-7) mais on en conclut toujours que

XM 50 sio<e<l. #
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Lemme_2.3 : 1°)- Si Q est une contraction ferme 2Q-I est une contraction

2°)- Si S est une contraction que1conqué'et A une contraction
ferme alors T = 8S + (1-06)Q est quasi ferme pour 0<6<1,
et vérifie (2-8).

Démonstration

1°)- Soit Yi = ZQxi—xi on a
2 _ 2 2
|.V2'.V1' = 4|QX2'QX1' - 4(QX2‘QX1’X2‘X1) + lxz'xll

2
< [xomxq]

puisque Q est une contraction ferme. #

2°)-Si T=06S+ (1-8)Q on a

|Tx-Ty|2 = 82[Sx-sy|? + 26(1-0) (Sx-Sy,Qx-Qy) + (1-8)%(Qx-Qy)?

eZISx-SyI2 + 0(1-6)(Sx-Sy,(2Q-1)x - (2Q-1)y)

IA

8(1-6) (Sx-Sy,x-y) + (1-6)% (Qx-Qy,x-¥)

+

0(Sx-Sy,Rx=Ry) + (1-0)(Tx-Tysx-y)
ou 1T'on a posé R = 6S + (1-6)(2Q-1) ;

R est une construction d'aprés la lére partie comme combinaison convexe
entre 2 contractions. Donc.

(Sx-Sy,Rx-Ry) < |Sx-Sy||Rx-Ry| < |x-y|2
d'ot (2-8). #

Interprétation géométrique

Soit y = Ty un point fixe de T vérifiant (2-8), alors x étant donné
Tx appartient & Ta boule de diamétre x,z ol z = y+6(y-x)
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En effet (2-8) entraine

« ‘f;\;;x ‘
(Tx-Ty+6(x~y), Ty=Tx+x-y}=0 /// //4r A
{ + ©
A
d'oll (Tx-z, x-Tx)=20 \\ e

dans ce cas oll y = Ty. #

- - ———— -

1°)- Si le probléme Au >0 a une solution et si A est maximal monotone

1'algorithme un+1 = Jﬁun convérge (pour tout A>0) faiblement

vers une solution du probléme.

En effet, les points fixes de JA sont visiblement les solutions de Au3 0.
Cet algorithme est aussi connu sous le nom de "Proximal point algorithm",
étudié par ROCKAFELLAR (1). Malgré ses agréables propriétés de convergence,
il n'est pas trés utilisé, excepté dans le cas linéaire, car pour calculer
u™1 & partir de u" i1 faut résoudre u™loAu™ls " qui est en gensral
presque- aussi difficile 4 résoudre que le probTémé stationnaire.
Nous reviendrons 1a-dessus, & propos des problémes d'évolution, dans
la partie C.

1

2°)- Retour au schéma explicite. Si A est Tipschitzien et A™" coercif

c'est-da-dire

(2-9) (Au-Av.,u-v)za[Au-‘Avl2 Yu,ve H

alors 1'algorithme (2-4) converge pour 0< A< 2a.

En effet, soit T = I-2A, on a

2 2 . ?
(2-10) [ Tu-Tv]" < Ju-v| + (5 - 21) (Au-Av,u-v)

1]

,(i-ez)lu-vlz + eZ(Tu-Tv,u,v)

ot 82 = 2-

Q>

. Pour a< i< 20 on obtient donc (2-8).

(1) ‘
SIAM J. Control Optimization 14, (1976) 877-898.
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Pour O0<X=<a, T est en fait une contraction ferme. En effet, dans ce cas
2
8

>1 on écrit alors dans (2-10)

62(Tu-Tv,u-v) < (Tu-Tv,u-v) + (62-1)!u-v!2 . #

Remarque 2.2 : Cas Ve He V!

Revenons a la situation de 1'exemple 2.2 ou A : V > V' est un opérateur
borné non linéaire. L'algorithme (2-4) est alors inapplicable. On peut alors
utiliser un opérateur auxiliaire linéaire de préférence B : V> V' et envi-
sager le schéma itératif

(2-11) Bu"*! = By - A"

(Torsque A = 3¢ cet algorithme est connu sous Te nom d'algorithme de gradient
avec opérateur auxiliaire).

Cet algorithme revient tout simplement & résoudre Te probléme BnlAu= 0
avec un schéma explicite, qui peut donner d'excellents résultats si B_lA
a de bonnes propriétés en particulier de liptschitz-continuité.

Numériquement cette remarque est tré&s importante. Car bien que beaucoup

d'opérateurs non bornés soient liptschitziens une fois discrétisés
la constante de lipschitz est alors
inversement proportionnelle au pas de discréti-
sation (Z)et nécessitent 1'utilisation de trés petites valeurs de XA, alors
que 1'introduction d'un opérateur auxiliaire B peut permettre de prendre
de bien plus grandes valeurs de .

On retiendra 1a philosophie suivante :

- Si on peut démontrer la convergence d'un algorithme dans le cas continu,
alors, si le probléme est "bien" discrétisé, la vitesse de convergence de
1'algorithme appliqué au probléme discrétisé ne dépend pas (ou "pas trop")
du pas de discrétisation. (cf. § 5).

(Dau carré du pas de discrétisation dans le cas d'un probléme elliptique
d'ordre 2.
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3. SOMME D'OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

3.1. Difficulte

- - - T . i T W W -

Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones sur H, en général

A+B n'est pas maximal monotone. En effet, on peut trés bien avoir D(A)n D(B)=0
De méme si ¢ et ¥ sont deux fonctions convexes s.c.i. de H & valeurs

dans Ru {+«}, on a |

36 +3y = 3(¢+p)

mais 1'inclusion est stricte en général, et doncd¢ +3y n'est pas en général
maximal car 3(¢+y) est maximal monotone, au moins si D(¢)n D(V) # @.

Un exemple concret est le cas ol H = Lz(ﬂin) et K={ue H:u=0 sur 9%
ot 0° est le complémentaire d'un ouvert oc R". Considérons

d(v) = [}vv[z dX b= 3y

Q
on a D(6+) = Hl(@)
et D(3(¢+)) = HE(2) n H(2)
mas D(20) n D(3v) = K (@)
donc 36+ 30 # 9(¢+0)

On remarquera dans cet exemple 1'importance du domaine d'un opérateur
maximal monotone. '

IT est, en général, plus difficile de montrer que Oe 3¢p(u) + 3y(u)
a une solution que de démontrer que I2£[¢(v) + Y(v)] en a une, probléme
pour lequel on peut utiliser le théoréme 1.1.

- - - o e St o o i -

Théoréme 3.1 : Si B est lipschitzien, alors A+B est maximal monotone
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que A (A+B) maximal monotone pour A>0 =A+B maximal monotone. Montrons que
R(I+x(A+B)) = H pour )\ assez petit. Soit donc ye H donné, résoudre
x+A(A(x)+B(x)) >y équivaut 3 résoudre

A
x = Jp(y-ABx).

or x +-Jk(y4ABx) est une contraction stricte pour X assez petit puisque B
est lipschitzien.

Corollaire 3.1. : Si A est coercif et B lipschitzien Te probléme Au+Bu 30

admet une solution unique.

En effet A coercif équivaut & A-al monotone, et méme maximal monotone
pour o> 0 donné égal & la constante de coercivité de A ; A-al+B est donc
maximal monotone d'aprés le théoréme 3.1, et donc R(A+B)=H, d'od 1'existen-
ce d'une solution. Supposons maintenant qu'il y ait deux solutions Uss i=1,2,
on a donc 0 = ai+B”i avec a; e A(ui). On a

aluz-ullzs (ay-ay,un-uy) <0

d'aprés le monotonie de B d'ol 1'unicité.

Dans le cas ol B est lipschitzien, on peut utiliser 1'algorithme (qui
sera appelé Algorithme I) :

un+1 = Jﬁ (I-AB)un
pour résoudre Au + Bu>0. En effet, u point fixe de-Jk(I-kB) équivaut a

u + MAusu-ABu .

L'a1gorithme I peut &tre interprété comme un algorithme de décomposition

obtenu en composant un pas explicite sur B, avec un pas implicite sur A.
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- Si B est coercif, alors I-AB est une contraction stricte (cf § 2.3)
pour A assez petit et donc aussi-Jg(I-AB). L'algorithme I génére alors une
suite u" convergeant fortement vers la solution du probléme.

Si B'1 est coercif, alors I-AB est une contraction ferme pour X assez
petit (cf § 2.5) et Jﬁ(I-kB) est donc le produit de deux contractions fermes.
On en conclut que si Te probléme

Au + Bu»0

admet des solutions, la suite u, générée par 1‘algorithmé I convergé faible-
ment vers une de ces solutions, & 1'aide du résultat suivant :

Théoréme 3.2 : Soit Q et S deux contraction fermes, si T=QS admet un
point fixe, alors T'x — Ee F(T) Torsque n>+w .

I1 suffit en effet d'aprés le lemme 2.2 de montrer que
XML _ XM 5 0 on x"=TX". Soit ye F(T) on a

1 n+l

|xn1-1_y|2S (xn+1-y,an-Sy) =1

|xn+1-y|2 + %15x"-$y|2 - %Ix -y-an+Sy|2

de méme on a

|sx"-sy] 25 (sx"-sy,x"-y) = %—I sx"-sy|? + v}lxn-yI2 - %| sx"-sy-x"4y| 2
d'od par addition

2 2
%1xn+1-y|2 + %4xn+1-y-3x"+5y| + %Jan-Sy-x"+y| s;%{xn-ylz.
On en déduit par sommation de n=0 & +« que

xMly sxlesy » 0

an-Sy-xn+y -0

= (par addition) x™1-x" » 0. #
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Remarque 3.1

1°)-

2°)-

- (3-1)

La démonstration s'adapte facilement au cas ol S vérifie seulement la
relation (2-8) du § 2.4 (c'est-a-dire au cas ol S est une combinaison
convexe entre une contraction et une contraction férmé).

Dans le cas od B! est coercif :

(Bv-Bw,V-w) = 0.| Bv-Bw] 2

cette remarque permet comme § 2.5 d'étendre la convergence (faible)

de 1'algorithme I & O< A< 2a.

Remarquons aussi qu'il y a la convergence forte : de sx"-x" vers Sy-y.
En revenant 3 B et  u" celd montre que Bu" + Bu si B'1 est coercif,
ce qui peut d'ailleurs &tre démontré directement ainsi que 1'unicité de
Bu. ‘

Vitesse de convergence : Dans le cas ol B est coercif et lipschitzien :

IBX]_-BXZI < Mlxl-le N VXI,XZE H,

(Bxl-sz,xl—xz) 2 oa{xl-‘xziz, ¥xq.%5 € H,

Te calcul effectué lors de la démonstration du théoréme 1.2 montre que
u™iu)? < (1-20040%M%) [u"-u] 2

le choix optimal est donc A= 82- pour lequel on a
‘ : M

. 2 t/2 |
la vitesse de convergence est donc (1- 9‘-2-) c'est-a~-dire que

M

; 2 n/2
lul-u < (1- %Z)n/ [uC-ul

Nous allons maintenant nous intéresser & 1'algorithme II

Ml _ 2 A on
u -»JAAJBu
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qui‘é 1'avantage d'étre bien défini (et stable) pour A et B maximaux mono-
tones quelconques.
On appelle régularisé Yosida de B 1'opérateur (univoque)

S P\
B, = +(I1-33)

qui est visiblement lipschitzien de Rapport‘% .

On remarque alors que les points fixes dé-Jﬁdg sont solutions du pro-

bléme "régularisé"
(3-2) Aux + BA”A3 0

dont les solutions dépendent de X.
(En effet (3-1) n'est autre que 1'algorithme I appliqué au prob]émé(3—2)).
On va donc étudier le probléme régularisé et en particulier la conver-
gence de Uy lorsque 1 »> 0. _
On remarque en premier Tieu qu'il y a une certaine équivalence entre le
problémei(B-Z) oli B a &té régularisé et le probléme

(3-3) Ae, + Be, 30

oll c'est A qui a été régularisé.

A. .
En effet si on pose e, = JgU, » On aura %(ex-u )+Bek.30.
D'autre part u, étant point fixe de Jydp on a'ux =-Jﬁex d'od (3-3).

Les problémes (3-2) et (3-3) sont donc équivalents, en ce sens que si
1'on connait la solution de 1'un on en déduit facilement la solution de
1'autre.

Le théoréme 3.2 montre la convergence faible de 1'algorithme II :
lorsque n>= on a u~su, solution de (3-2).

n
On remarquera que en=«Jéu§ peut &tre obtenu en itérant

ntl _ A 2 .n
e -—JBJAe
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et 1'on a aussi en-seA solution de (3-3); c'est-a-dire point fixe de
AgA
JBJA.

On va maintenant étudier la convergence de u, vers u solution de

Au+Bu >0 Torsque 2~ 0.

Théoréme 3.3 : On suppose que A est coercif : il existe a> 0‘_6_3;’_c_ Ao'maximal

monotone tel que A=ozI+Ao. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) AutBu>0 admet une solution;

(i1) IBAUXI < C indépendamment de A,

de plus, on a {u-u)\l <sCvx . #

(i) = (ii).
Par hypothése, il existe ae Au, be Bu tels que a+b=0, et al)\eAu)L tel
que a, + b}\=0 ol bAEBX_uA'
Soit e, = Jéu)\, on va montrer que b)\e Be}\.
. ‘ i 1 } N _ _
En effet on a b, = T(UA ‘e}\), et u, = ey\+)\.3>\ oll By € Be, d'od b}\ = B, € Bey.
Enappliquant alors 1a monotonie de B on obtient

(b)\-b, e}\-u)z 0

= (bA+a, ek-ug + (a-ay, w-u)z0

= (a-a,, u-u,) + Alb lzs-— A{a,b,)
A A A A

d'od |b,|<]a|, en utilisant seulement 1a monotonie de A.
Si A est de plus coercif, on obtient

|u-uf?<2 |a]?

ce qui fournit une évaluation de la constante C intervenant dans 1'estima-
tion d'erreur. #

(1) = (9)

On &crit (3-2) sous la forme au, + Aju, + Byu, >0
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qui montre que £y = -aux-bxe Aoux. Enappliquant Ta monotonie de Ao (c'est-
a-dire la coercivité de A) on obtient

(3-4) (EAEaU U)-(onu+b -0l - b>\, u)\u)>0
c'est-a-dire

U te ) + (b bA’ e e, )

42 . -
ahﬁmu]s(%;%,u u) (b %,uk \

mais le dernier terme est négatif d'aprés la monotonie de B puisqué
bAe BeA et bﬁe Beu. On obtient
aluy-u |2< (b b, , Ab,-ub )
N VLR bt TRl g Wit T1

ce qui montre que Ta suite u, est de cauchy puisque |bx|s C.

On a donc Uy > u quand A -~ 0. Comme bk est borné, il existe une suite

An -+ 0 Torsque n + = telle que bx“‘“ b. Comme -bxe AuA, on a
n . .

(-bx-z, ux—x)z 0, ¥{x,z} e A,
d'olt & 1a Timite
(-b-z, u-x)z0, ¥{x,z} e A,

qui montre que -be Au par maximale monotonie de A.
De méme bke BeA s'écrit

(b,-z, ,-x)=0 ¥{x,z} ¢ B
A A

et donnera d la limite que be Bu. En effet e > U Torsque A -+ 0 puisque

Y -
Jguy JB”A uy+u, et que IJBUA A'< xlb | tend vers zéro lorsque A - 0.

Finalement be (-Au)n Bu = Au+Bu 20, c'est-a-dire (i). #
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Remarque 3.2 : La coercivité de A entraine 1'existence d'une solution au

probléme régularisé (corollaire 3.1), propriété qui suffit pour montrer que
(i) = (ii) comme on 1'a vu au cours de la démonstration, mais la ccercivité
est nécessaire pour 1'estimation d'erreur. #

Remarque 3.3 : La démonstration précédente s'adapte immédiatement au probléme

Au+Bu.s y ol yeH

(en fait équivalent au probléme Au+Bu>0 & une translation prés sur 1'un
des deux opérateurs). Il est équivalent de résoudre ce probléme ou de démon-

trer la maximale monotonie de A0+B .
De fait, le théoréme 3.3 est 1'outil principal pour démontrer la maxi-
male monotonie de la somme de deux opérateurs.

Placons-nous dans le cas ol A0 = 3¢.

Supposons que 1'on ait une majoration du type
(3-5) BIRX)<H(X)4C, »  ¥xeD(o) et A>0,

alors (ii) est vérifié (et en particulier B+3¢ est maximal monotoné).

En effet si u}\ est la solution de

.uA + a¢(,u>\) + .B}\UXBy
on a y-uA-b)\e 8¢(u)\) ol bkz BAUA et donc
(3-6) d)(V) = (b(U)\)Z ()"U)\'b;\, V'u)\) ¥veH
. A . _
d'oll en choisissant v= ‘]Bux et en aprliquant (3-5)
A
CArz (y—ux—bk, JB”A'“)\) = (y—ux-b)\, -)\bx)

[by1%< [by ] Juy-y] +C

(3-7) by | < ly-u,| + Y
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On choisit ve D(B) n D(¢) dans (3-6), de sorte qu'il existe zeBv et
(szl,v-e)\) =0
i . 2
d'ol (by>v-u,) = (by,v-e,) -A]bxl < (z,v-e,)

(u}\-‘y’u)\”v) +k¢(u)\)s¢(v) + (bksv'ux)

<o(v) + (z,v-g) <o(v) + |z]]|v-¢]

Posons maintenant xx’= v+iz d'ol v==J§xk et

[v-e, |<|x <C(1+[u,]) d'od  Ju,|sC

AU

et |b|=<C, d'aprés (3-7). #

Remarque 3.4 : Vitesse de convergence de 1'algorithme II

Dans le cas ol B est coercif (cf Remarque 3.1), Jé est une contraction
stricte de rapport (1+2ia) 1/2, comme on le voit en adaptant la démonstration
du corollaire 2.1.

On a donc

}un-uxls }uo-ull (1+2ra) /2

et 1a convergence de 1'algorithme est donc d'autant plus lente que A est petit,
et le nombre d'itérations nécessaire pour obtenir. [ul 'UA!<:€ ol ¢ est donné
est en 0( ), autrement dit le nombre d'itérations pour avoir d chiffres exacts
en O(de ) au lieu de 0(d) dans 1'algorithme I.

L'algorithme II est donc a priori un mauvais algorithme pour résoudre
le probléme stationnaire Au+Bu > 0 ; la méthode de régularisation sera donc
relativement inefficace si on ne dispose pas d'algorithme pour résoudre
(3-2) dont. Ta vitesse de convergence soit indépendante de X ; ceci est malheu-
reusement vrai sauf dans le cas linéaire.

On en gardera la philosophie que la régularisation ne sert souvent qu'a
masquer la difficulte. #
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Remarque 3.5. :

1°)- Si A = 3¢, B = 3y, on peut obtenir directement le coup]e'{ux,ex}
comme solution du probléme d'optimisation

Inf [o(v) + () + o= |v-e|?]
v,e

qui correspond au probléme

Inf Co(v) + p(e)]
v=e

ol la contrainte v-e=0 est pénalisée. Ce dernier probléme est visiblement
équivalent au probléme Au+Bu>0 qui s'écrit aussi

Inf [o(v) + w(v)]
veH

2°)- Si de plus ¢ = IK fonction indicatrice de KcH, convexe fermé, Uy est
solution de

1 2
Inf [o(v) + 5+ |Vv-Pov|“]
veH 2 K

ol la contrainte ve K a &té pénalisée. #

1°) Probléme de 1'obstacle

Soit H = L2(Q). On pose

1 2 . 1
> LQIVVI dx si veH (),
b(v) =

4+ , sinon

On choisit ¢ = I, fonction indicatrice du convexe K :

K={ve LZ(Q) :v<0 p.p. sur Q}
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Le probléme d'optimisation

(3-8) Inf CP(v) + ¢(v) - (f,v)]
veH

a visiblement une solution unique u. En effet, 1'inégalité de Poincaré s'écrit
» _
P(v)zalv] ¥ve DY),

et montre la coercivité de B = 3y (noter que B=-A et D(B)=H2r\H§(Q)).
Pour montrer la maximale monotonie de B+3¢, on applique la relation
(3-5) introduite & la remarque 3.3.

Soit u = ng, u vérifie

-AU + AU =V sur Q

u=20 sur T

et d'aprés le principe du maximum v=0 p.p. =u20, p.p. donc
ve K= JgV€ K, et (3-5) est vérifiée avec C=0.
On en déduit que 3(¢p+y) = 3+3yP, et que u vérifie

Bu + 31 (u)> f

On a ainsi démontré que -Aue LZ(Q) et donc que ue HZ(Q), ce qui est
un résultat de régularité.

Pour ce qui est des algorithmes pour résoudre (3-8), on remarque que
(2-4) est 1inaplicable puisque A=B+3I, est multivoque et (2-5) est aussi dif-
ficile 3 résoudre (& chaque itération) que le probléme que 1'on veut résoudre.

I est'donc souhaitable d'utiliser Ta décomposition de A en deux
opérateurs. Or

n'est autre que la L2—projection sur K et se réduit donc & une simple troncature

de 1a fonction & projeter.
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L'algorithme I s'écrira

(3-9) un+1

= Pe((1-28)u")

et n'est pas directement applicable dans le cas continu, puisque B est non
borné. On peut 1'appliquer dans le cas discret, et i1 y aura une condition
de stabilité sévére sur A en fonction du pas de discrétisation, comme on le
verra par la suite.

Noter que (3-9) est 1'algorithme de gradient avec projection pour
résoudre (3-8).

Enfin 1'algorithme Il est applicable dans Te cas continu et & chaque
pas de 1'algorithme on aura & résoudre un probléme 1inéaire pour calculer
Jéu", puis a effectuer une troncature pour calculer un+1 = PKJéu". Sur le plan
numérique, on rencontrera 1'inconvénient signalé & 1a remarque 3.4.

On verra par la suite que les algorithmes III et IV décrits plus loin

donnent de bien meilleurs résultats que I et II.

2°) Probléme de Mossolov

On va tout d'abord évaluer la sous différentiellie de 1a fonction
i(v) = L2[VV|dX.
Soit V = Hg(Q) et Y = (LZ(Q))n, j est de Ta forme
3(v) = 3o(av)
ol A : V> Y désigne 1'opérateur gradient, et
Q
D'aprés EKELAND-TEMAM, loc. Cit., p. 27, on a

53(u) = £33, (hu)

ou A désigne 1'opérateur Y - V' transposé de A, c'est-a-dire

3j(u) = -div ajo(Vu) .
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Soit maintenant H = LZ(Q), on choisit ¢ et B = 3y comme dans 1'exemple
précédent.

=

Le probléme a résoudre est

(3-10) Inf [Y(v) + J(v) -(f,v)]
veH

Pour mettre ce probléme sous la forme d'une somme d'opérateurs
(3-11) Au + Buy f

avec A = 3j, i1 faut démontrer que B+3j est maximal monotone ou, ce qui est
équivalent, montrer que la solution u du probiéme (3-10) vérifie le résultat
de régularité -Aue LZ(Q), c'est-3-dire ue HZ(Q).

Pour ce faire, on utilise encore la Remarque 3.3, mais la démonstra-
tion de la relation (3-5) est assez "technique", cf BREZIS(J), p. 118.
Mais la décomposition du probléme sous la forme (3-11) n'est pas intéressante
sur le plan algorithmique car (I+A3j)'1v est difficile a évaluer.

IT vaut mieux choisir H = (LZ(Q))n et R=ImA 1'image de 1'opérateur
A qui est fermée d'aprés 1'inégalité de Poincaré. Comme A est injectif, N
est surjectif, et il existe Oy € H tel que (f,v) = (oo,Av) ¥velV.

Le probléme (3-10) est donc équivalent au probléme
1 2 ‘
Inf [2-|e| + J,(e)=(0y€)]
eeR

dont 1a solution optimale est Au ol u est solution de (3-10).

On pose alors

s(e) = 5 lel? + i, (e)-(,.e)
et lp = IR.

D'aprés EKELAND-TEMAM, loc. cit., p. 26, ¢ étant continue, on a
3(o+p) = 3¢+dy qui est donc maximal monotone.
L'algorithme II est donc utilisable avec A=3¢ et B=dy car évaluer

en=JE‘un consiste d projeter sur R, c'est-d-dire & résoudre un probléme linéaire

(1) "Monotonicity methods in Hilbert Spaces'', Contributions to ron lirear
- funetional Analysie, Zarantonello Ed., Academic Press, 1971, 101-158.
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+ A . = = o
n+l | JAen consiste & résoudre un probléme non

d'opérateur A* A, et évaluer u
linéaire posé presque partout dans (L2(2))", ce qui se raméne 3 résoudre
presque partout un probléme posé dans R". On verra comment cette propriété
est exploitée pour le probléme discrétisé (§ 5).

On verra également d'autres algorithmes donnant de meilleurs résultats

que 1'algorithme I.

1

IT s'agit & nouveau d'un algorithme du type v - F(A)v", mais avec

(3-13) F(A) = 9)(235-1) + (1-93)

comme pour 1'algorithme II, les points fixes de F(A) dépendent de X, mais
ils en dépend d'une maniére plus simple, puisque

v=F()v eAutBux0 ollu-= J%‘v.

En effet, si u= Jév, il existe be Bu tel que v=u+Ab, donc v point fixe
de F()) équivaut a

<
1]

Jﬁ(Zu-v) + Vv-u®us= Jk(u-kb)

AAU 2u-Ab © Au+Bu2a 0. #

“u

+

pour tout A>0.

En effet
FOOx - FOOy|% = [03(203-1)x - 0)(203-T)y] % + [(1-33)x - (1-33)y|?
+ 2(0)(205-1)x - Jp(203-1)y, (I-33)x = (I-0})y)

Comme Jk est une contraction ferme, en combinant les lers et 3émes termes :
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[F(A)x - F(A)y]2s (Jh(203-D)x - 9X(235-1)y, x-y) + [(1-03)x - (1-0h)y|?

(3-13) [F(A)x - F(A)yI2< (FOOX = FA)Y, x=y) = ((I-3p)x = (I-dp)y, Jgx - dpy)

ce qui démontre le résultat puisque le 28me terme est positif, Jg gtant une
contraction ferme. #

Théoreéme 3.4 : La suite v" générée par 1'algorithme III converge faiblement

vers un point fixe de F(A). La suite u"::Jév est bornée et vérifie

un+1 -d" s o,

n
4 ¢ Bu" est bornee, bn+1-bn-+0‘g3 (bn~b,un-u)—>0'quand n>ow ,

Enfin b" = .

En effet F()) étant une contraction ferme, la premiére partie résulte
du théoréme 2.1 qui établit aussi que vl v'> 0, et donc aussi TS puis-
que Jé est une contraction.

La convergence de (b"-b,u"-u)>0 resulte de 1'inégalité (3-13) appli-

quée & x=v" et y=F(\)y=v, d'ol Jg =u" et JBy =u

(3-14)  v™ov 2 (Vv vey) - (U - (veu) ut-u)

- IVn+1_v|2 + (vn+1-v,v"-vn+1) - A(b"-b,u"-u)

(Vn+1 n  n+l

(bn~b,u”-—u)s->1\— -V,V =v ")

n+l

n
d'oQ le résultat puisque v est borné |v -vn+1{->0, et que (bn-b,u"~u)2:0

par monotonie de B. #

Coro11aire‘3 2 Si Jé est faiblement fermé (en particulier si B est Tingaire)
alors u" sy = JBv, qui est donc une solution du probléme Au+Bu: 0.

Si Jg est compact (donc en particulier faiblement fermé) ou si B est coercif,

la convergence de u" vers u est forte. #
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Remarque 3.6 : Vitesse de convergence

1°)-

2°)-

3°)-

Dans le cas ou B est & la fois coercif et Tipschitzien (cf Remarque 3.1)
2\o. )l/zlvn-v]

on a [vn+1—vl < (1 - 5
(1+xM)

En effet (3-14) donne

|vn+1-v|2 + 2)\(b"-b,un-u)s|vn-v|2

d'ol
|vn+1-v|2 + 2\ Iun-ulzs ]v"-v|2
Comme v"-v = u"-u + A(b"-b) on a aussi
Ih-v] < (1 + aM) [u"-u|
puisque p" = Bun, b = Bu et que B est lipschitzien d'ol 1a majoration
annoncée. #

I1 y a une valeur optimale de A qui est A = ﬁ-pour la vitesse de conver-
gence est donc (1 - éﬁ)l/z, c'est-a-dire (JB étant une contradiction
|u"-u| < [vM-v| < (1 - éﬁ)n/zlvo-vl

ce qui démontre la supériorité de 1'algorithme III sur 1'algorithme I,
dans cette situation.

Dans le cas du probléme de 1'obstacle (§ 3.5), i1 nécessite la résolution
d'un systéme linéaire & chaque itération contrairement 3 1'algorithme I.
Mais pour le probléme discrétisé on a'ﬁﬁlhz ol h est le pas de discréti-
sation, qui est donc d'autant plus petit que la discrétisation est fine.
Ceci explique que 1'algorithme III puisse &tre tout de méme plus &conomi-

que. Sa supériorité sur 1'algorithme II est encore plus évidente. #

Dans le cas ol B est univoque, on a (I+xB)Jé= I, d'ol

XBJ% = I-Jé et (I-AB)JQ = ZJQ- I. Ceci permet d'écrire

1'algorithme III sous la forme



a1 = rad(1-a8) + a83u"

qui a été intorduit dans le cas linéaire par DOUGLAS et RACHFORD. #

-~ - W - - =

+1

C'est encore un algorithme du type v = G(A)vn avec

(3-15) 6(0) = (235~ 1)(205-1).

IT est immédiat de vérifier que G(A) est une contraction, comme composé de
deux contractions.
En effet, ng- I est une contraction lorsque A est maximal monotone(z)

Soit vy = (20)- Du;, i=1,2, on a

2 2 ' 2
[vp=vq[© = 4LJﬁu2~Jﬁu1I - 4(J§u2-3gu1,u2-u1) + |ug-ug|

d’oll Te résultat puisque Jﬁ est une contraction ferme.
On vérifie comme pour 1'algorithme III que si v est point fixe de

G(A), alors u = Jév est solution de Au+Bu>O0.

On pose encore b = Xiﬂ d'ol

GOV @ v = (23)- I)(2u-v)

<
fl

¢
<
it

20%(u=)b) = 2usv & u = Jy(u-Ab) + AutBu 3 0 #

On renvoie & P.L. LIONS et B. MERCIER (SIAM J. Numr. Anal, & paraitre) pour
les démonstrations de convergence qui nécessitent des hypothé&ses un peu plus

fortes que pour 1'algorithme III. 1/2
La vitesse de convergence est ici (1 - %p » pour le méme choix opti-

mal de A.

s —

(Z)'Of. Théoréme 2.2.
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4. DUALITE

Nous donnons une présentation de la dualité différente (mais équivalente)
3 celle développée par Rockafellar et Ekeland-Témam).

- "o - - o o s 2am W S

Soit ¢ : H> Ru{+«} une fonction convexe s.c.i, on définit
: i . . - %*
comme suit sa conjuguée ¢ :

$*(e) = sup [{e,v) - ¢(v)]
veH
On démontre (EKELAND-TEMAM, loc. cit., p. 16) que ¢*(e) est convexe s.c.i,
et que”¢**= $; autrement dit ¢ et ¢* sont mutuellement conjucuées.

*

En effet si ec 3¢(u) on a
¢*(e) =(e,u) - ¢(u) 2 (e,v) - ¢(v), eV,
et donc (e,u) - ¢™(e) = ¢(u) 2 (u,f) - ¢™(f), ¥feH
puisque 1'on a o¢(u) = sup T(u,f)-¢*(f)1
feH
d'ol uedp(e). #
Exemples : 1) La conjuguée Iy, fonction indicatrice dUn convexe fermé K< H,

jg(e) =sup (t.e)
TeK

est appelée fonction d'appui du convexe K. Elle est positivement
homogéne de degré 1 et non différentiable.

2) La conjuguée de ¢(v) = %.|v|2 + jg(v) est 1a fonction

¢*(e) = %-]e—PKelz‘ ol P, est la projection sur K.

En effet sup [(e,v)-¢"(e)1 = sup sup [(e,v) - %-le-rlzj

eeH ecH 1eK

= sup sup [(e,v) —-%|ewﬂ%1= sup [(T,v) +-% IVIZJ
TeK eeH TeK
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Remarque 4.1 : Si A est coercif (A-al maximal monotone), A'1

et méme lipschitzien ; en effet R(A) = H et

est univoque

2
(yZ-yl,UZ-ul)ZOLluz'ull V{u.i 9y.i} e A

1 -1
= Juy-uq| < S 1yomypl V¥yjeH et uge AT (ys)
En revenant a la fonction ¢, on voit que si ¢ est coercive au sens
suivant :

d)(V) > 4+ si lvl > 4o
|v]

et strictement convexe, alors 6™ est différentiable.
En effet dans ce cas, ¥ec H, le probléme d'optimisation

Inf [op(v) - (e,v)] © 34(u) e
veH

admet une solution unique et donc (a¢)'1 est non vide et réduit & un seul
élément donc ¢* est différentiable.

Pour illustrer cette remarque, on se reportera au 2éme exemple ci-
dessous ol 1'on voit que ¢ est coercif ; $* est bien différentiable (ce n'est
pas immédiat) et son gradient vaut e-PKe. #

4,2. Dualité

On considére encore le probléme
(4-1) Ac + Bo 3> 0

ol A et B sont maximaux monotones. Nous affirmons que ce probléme est équivalent
au probléme

(4-2) A lee) - 87 1(-e) > 0.

En effet si u vérifie (4-1), i1 existe ee Aon (-Bo), et donc oe A-l(e)
et e B'l(-e) d'ol (4-2) et réciproquement.
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Les problémes (4-1) et (4-2) sont dits problémes duaux 1'un de 1'autre.
On peut interpréter ces problémes en termes d'optimisation lorsque
A =23 et B = 3y; u sera solution de

(4-3) Inf [o(t)+ ()]

teH

et e sera solution de

(4-4) Inf [ $™(z) + ¥*(-2)]

ZeH
Les conditions pour que ces deux problémes admettent des solutions sont plus
faibles que pour les problémes (4-1) et (4-2).

I1 suffit donc que (4-1) ou (4-2) ait une solution pour que (4-3) et
(4-4) aient une solution.

Pour cette raison, nous appellerons les deux premiéres relations,
formulations fortes et les deux dernidres formulations faibles.

Pour démontrer que (4-1) a une solution, on essaie en général de démon-

trer que 3¢+3y, est maximal monotone c'est-a-dire 3(¢+P) = 3¢+3y. Pour cela
il suffit de trouver un point de H olid et ¥ soient finies, et 1'une d'elles
continue. On appelle cette derniére condition 1a condition de qualification.

Les relations

Oe A-l(e) ec Ao
-1 s
ceB “(-e) -e ¢ Bo

sont appelées relations d'extrémalité. Trouver o satisfaisant (4-1) ou e satis-
faisant (4-2) est équivalent a trouver o,e satisfaisant aux relations d'extré-

malité.

Cas particuliers

1°)- Soit A : V > H un opérateur 1inéaire continu d'image fermée, et ¢ : H > R

une fonction convexe s.c.i.. Le probléme

(4-5) Inf ¢(Av)
veV

est visiblement équivalent au probléme



(4-6)

2°)-

(4-8)
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Inf ¢(e).
eeR

ol R = ImA désigne 1'image de V par A. La forme forte de ce probléme
d'optimisation est

dg(e) + 3Ip(e)20, qui est bien un cas particulier de (4-1).

On va expliciter le dual de (4-6), en utilisant le fait que la conjuguée
de Ip est Iy ou N = RY = Ker A" noyau de 1'opérateur A* adjoint de A.

En effet
. 0 siteRt
IR(r) = sup (t,e) =
eeR |+« sinon

Finalement le probléme dual s'écrit

Inf ¢ (7).

TeN

Les relations d'extrémalité liant la solution o du probléme (4-7) a la
solution u du probléme (4-5) étant

{Oe 3¢ (Au)
ge N

Une condition suffisante pour que ce systéme ait une solution est donc
que ¢ soit continue en un point de R (qui entraine que’a(¢+IR)= d+alp
ou que ¢* soit continue en un point de N (a(¢*+1N)= a$+aIN). Cette condi-
tion est traditionnellement appelée conditionde qualification.

On peut ramener le probléme
Inf [f(v) + g{Av)]
veV
oi f : V> Ru{+=} est convexe s.c.i.
g:Y>Ru{+=} est convexe s.c.i.

A:V->Y est lingaire continu
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au probléme précédent en posant H = ¥xY et

d(e) = f(v) + g(y) pour e = {v,y}

et R={eeVxY : e={v,y} tels que Av-y = 0}.
On a alors RY = {eeH : 3 ye¥ tel que e = {A"y,-y}}

et ¢*(e) = £5(v) + g*(y) pour e = {v,y}
d'oli 1e probléme dual

(4-9) Inf [F(A*y) + g*(-y)]
geY

La relation entre les solutions de (4-8) et (4-9) se décompose ‘en une
relation sur V et une relation sur Y :

~1*z ¢ 36 (u)
ze 3g(Au). #

3°)~ Généralisation

Considérons le probléme suivant

N
{4-10) Inf = @i(v)
veV i=l

ol ¢; : V- Ru {+=} sont N fonctions convexes s.c.i..
Ce probléme est en fait un probléme du type

N
b Aiu%O
i=1

N
oll Ai = 3¢i sont N opérateurs maximaux monotones, Soit H= T V et

¢ : H= Ru {+o} défini par

N
d(e) = {51 ¢i(¥§)

pour tout N-uple ecH, e ='{v1,.‘.,vN}.
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Soit D la diagonale de H, caractérisée comme 1'ensemble des N-uples
e = {v,v,...,v} o0 veV. Le probléme (4-10) est visiblement équivalent
au probléme

Inf ¢(e)
eeD

-

et se raméne donc a un probléme avec deux opérateurs

dp(e) + 3lp(e) 2 0.

On peut donc utiliser 1'un des algorithmes I & IV pour résoudre ce pro-
bléme qui n'est pas si compliqué qu'il n'en a 1'air. En effet, la pro-
Jection sur D revient a faire une moyenne des N composantés, et 1'opéra-
teur 3¢ est en fait diagonal, c'est-a-dire que la minimisation sans
contrainte équivaut & N minimisations sans contrainte sur les ¢%.

Ce procédé de décomposition a été é&tudié par PIERRA(I) en vue d'étudier
la projection sur 1'intersection de N convexes C; (auquel cas

03(v) = gy Ixv]? + 1 (v).

- . - . T W - ke W - -

Les deux cas particuliers (4-5) et (4-8) considérés se raménent donc

a un probléme faisant intervenir la somme de deux opérateurs maximaux mono-

tones.

On peut donc essayer d'utiliser 1'un des algorithmes I, II, III ou IV.

L'algorithme I nécessite que 1'un des deux opérateurs soit univoque et si
cette condition n'est pas vérifigée pour le probléme primal, elle peut trés
bien 1'étre pour Tle dual (cf Remarque 4.1). I1 se peut que les algorithmes
I ou II soient plus rapides quand on les applique au dual.

Par contre, appliquer 1'algorithme III au probléme (4-1) ou & son

dual (4-2)‘donne lieu a deux algorithmes équivalents en un sens qui est préci-
sé dans, e théoréme 4.1.

(1) Tpsse, Université scientifique et Médicale de Gremoble, 1976.
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Soit uo,aoeH et A>0 donné, 1'algorithme III appliqué au probléme
(4-1) s'écrit donc
n+l PP A
(411) VI = Log(20p-1) + T-9pv"

ou VO = u°+>ta°.

Soit maintenant v >0 donné, 1'algorithme III appliqué au probléme
dual s'écrit

- n+l _ Carpor _qr n

ol C est 1'opérateur défini par
Ces -B'l(~e) .

0 0 ¢]

Théoreéme 4.1 : Pour e” = a"+ru- et r=1}\ la suite gn générée par 1'algorithme

(4-12) vérifie la relation

en=rvn ¥in=0..

Lemme 4.1 : Pour r= 71\-> 0 on a 1'identité

1,
J’g(-e) = 5 (Jg-D)re VeeH.

Démonstration du lemme :
Soit  b=x (J-Die

on a Jh(re) = AbHe

Aee (I+AB)(Ab+)e)
— -be B(Abhe)
Abtre ¢ B™1(-b)
e e Ab-B™L(=b) = Ab+Ch

-ee b+rCb= b=JE(_e) . #
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Démonstration du théoréme 4.1 :

Soit u" = JA vV'oet a" = %!(vn—un)e A",
L'algorithme (4-11) peut s'écrire

un+1+}\an+1

i

Jé(un—xan) + 2"

c'est-d-dire

|

o™ < (- aa”) + "

soit en divisant par A

a™l oyt ~-% (Jé-I)A,(run-a”) + ru"

n

Jg(an-run)+-ru

od 1'on a utilisé 1'identité &tablie au Lemme 4.1.

Supposons par récurrence que e = aM+ry” ( ce qui est vrai pour n=0).

On a
Llng Anl(an) = ene an,+rA'1(a“) = 3" = Jr_l(en)
A
d'ol
a™l g L JE(Zan-en) + e-al
. r ro_ - r n
= (JC(ZJA_l I)+1 JA_l)e
d'ol
e“+1 - aml ru"+1. #

Remarque 4.2 : On peut démdntrer un résultat analogue pour 1'algorithme IV.
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1)- Problémes de Mosolov

On a vu (§ 3.5) que le probléme de Mosolov pouvait s'écrire
1 2 .
InfL5 lel™ + j,(e) - (o,.e)]
eecR
avec H = (Lz(sz))z, R image de 1'opérateur gradient de Hé(sz) dans H, et

2

désigne 1a nonne euclidienne de R etll+l 1a nonne

ig(e) = J le|dX, of
9]
de H.

On remarque alors que jo(e) = jK(e) ol

jyle) = sup (,e)

TE
est 1a fonction d'appui du convexe K = {ee H : |e(x)|s 1, p.p. xe®}

La conjuguée de % I ell2 + jo(e) est donc % "T“PKTHZ, comme on 1'a vu
plus haut. On en déduit que la conjuguée de

o(e) 5_12. leh? + j (e) - (op0e)  est

¢ (1) = ;ug Eoo+r,e) - % Ile:-‘:ll2 - jo(e)]
€

12

% llgo +T - PK(GO+T)
Le probléme dual (4-7) s'écrit donc
Inf 5 lo+7 - Py (o +1) 12

TeN

ou, en effectuant le changement de variable, ¢ = 0.+t et en posant

E= N+c50

0

Inf % uc-PKoﬂ-z
oekE
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L'interprétation géométrique de ce probléme est trés simple : K est un
convexe de H contenant 1'origine, E une variété affine orthogonale d R, et
le probléme consiste donc & trouver la plus courte distance entre K et E
(Fig. 4.1).

? -3
G_m S"“k\’z,?ﬁ '

Figure 4.1 : Interprétation géométriqué‘dU‘prob1éme
‘dual (Probléme de Mossolov)

LaArelation entre T et e est ec 3¢*(T), c'est-d-dire e=UO+T-PK(UO+T)
d'oll en revenant & la variableoc : e =0~ PKO . 7

La fonction-% Hc~PKoH2 étant différentiable on peut donc appliquer
1'algorithme I :

+1
oMt = PE(cn-)\('cn—PKon))

qui a une interprétation géométrique trés simple,dans le cas A = 1,de projec-
tion alternée sur chacun des deux convexes. On notera que el = on-Pch'1
converge fortement vers la solution du probléme primal (qui est unique puis-

que ce probléme est coercif).



-49-

On reviendra plus loin sur 1'interprétation mécanique de tout cet
exemple : disons déja que o s'interpréte comme un champ de contraintes et
E comme 1'ensemble des champs de contrainte en équilibre.

2)- Probléme élasto-plastique modéle

C'est une variante du probléme précédent qui consiste d chercher o
solution de

1 2
Inf ol
oeKnE z

oli K et E sont définis comme plus haut (le champ de contraintes o est cette
fois-ci & la fois en équilibre et dans le convexe de “plasticité" K).
C'est bien un probléme du type

Ac + Bo >0

avec A = I+aIK et B = aIEf
On évalue a1ors

* (Oose) si eeR
IE(e) = sup (t.,e) =

= (o.,e)+Iy(e)
Tek + © sinon © R

0

ol R et o sont définis comme ci-dessus.

Le probléme dual s'écrit donc, en remarquant que A'1 = PK
qui est Ta forme forte de
Inf [¢(e) - (Ooae)]
eeR
ob 9(e) = (e.Pye) - 7 IPyel? = 5 llel? - 1 le-pyel?

est Ta fonctionnelle convexe dont Te gradient est précisément PK'
On remarquera que cette fois-ci, aucun des deux problémes ne vérifie la
condition de qualification. I1 y a d'ailleurs des contre-exemples montrant que

le probléme primal n'a pas de solution.
#
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5. APPROXIMATIONS

Nous allons nous restreindre au cas particulier envisagé au paragraphe
4.2 ol 1'on cherche a résoudre

(5-1) Inf ¢(Av)
veV
ol A : V> H est Tinéaire continue, injective et d'image fermée, de sorte que
Hvﬂvz |Av| est une norme sur V, et ¢ : H > Ru{+=} est convexe s.c.i..
On va distinguer deux cas selon que c'est ¢ ou o* qui est coercive.

On suppose que ¢ = $1+055 ¢1 différentiable et de gradient ¢i fortement
monotone et lipschitzien

(5-2) (61(e) - 01(8), e8)2ale-8l?  Ve,BcH
(5-3) EHOREHOIE B

et ¢, convexe s.c.i. et lipschitzienne :

(5-4) l9,(e) - ¢2(3)ISSM2Ie-EI Ye,ee H.

Avec ces notations u solution de (5-1) équivaut a e = Au solution de
1'inéquation variationnelle

(5-5) (¢7(e),8-€) + ¢5(8) - dp(e)20  VeeR

et ec R, ol RcH est 1'image de V par 1'application A.

Dans ces conditions on se donne une famille (Vh)h>0 d'espaces de di-
mension finie th V, un espace de Hilbert W densedans V, avec injection conti-
nue et finalement une application r, WV, tels que

(5-6) ﬂv-rhvﬂvs e(h)Hva R ¥vel.

avec €(h) - 0 si h~ 0,
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L'espace W étant dense dansV celd montre que pour tout veV il existe
Vj € vV, tel que Vp > Vv dans V Torsque h - 0.
On choisit alors pour pro Héme approché le probléme

(5-7) Inf ¢(Avh).
v, eV
h="h
La coercivité de ¢, qui entraine 1'existence de u, entraine aussi celle
d'une solution up au probléme approché (5-7). De méme la stricte convexité
de ¢ entraine 1'unicité de Up»
On pose alors e, = Auy.

Théoréme 5.1 : Sous les hypothéses (5-2), (5-3), (5-4) Uy > u lorsque h > 0.
Si de plus ue W, on a 1'estimation d'erreur

(5-8) Hu-uhﬂs < C(e(h)+(e(h))D),

ol C est une constante dépendant de u.

Démonstration

Posons e, =1\uh ; e, vérifie 1'inéquation
(5-9) (¢i(eh)’gh-eh) + ¢2(Eh) - dy(e,)z 0 Vghe R,

ol Ry, =1\(Vh) désigne 1'image de 1'espace V, par 1'application A.
Comme Ry <R, on peut choisir & = e, dans (5-9) d'ol en ajoutant avec
(5-5), i1 vient

(01(e)sep-e) + (01(ey)s By -ere-ey) + 6,(8;) - d,(e)0
c'est-a-dire
o ley-el < (0] (e)i(ey) eme ) < (81(ey) ep-e)+d,(e, )0 (e)
< (0](e) e -e)+(#1(ep)-01(e) sy -e)+d, (e ) -95(e)

2.
S 103(e) [8p-el+ —Ly 18](ey)-s](e)] + - 18 -el? + My1%, el
1
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2
~ M ~
% Jep-el?s (Mytlo](e)]) 18, -el + Zi;“eh‘e'z

d'oll 1'estimation (5-8) Torsque ue W, en choisissant Eh = A(rhu).

Lorsque u¢ W, on raisonne par densité :on sait qu'il existe une suite
Vhe Vp vérifiant vy + u dans V fort d'oll en choisissant eh = Avp la conver-
gence de e, vers e et donc de up, vers u. #

Généralisation

Lorsque ¢ = ¢ + ¢, + I, avec ¢1,0, vérifiant les hypothéses (5-2)
a (5-4) et I, est 1a fonction indicatrice d'un convexe fermé KcH, il faut
restreindre ee Kn R dans 1'inéquation (5-5) qui devra maintenant avoir lieu
pour tout ee KnR. Soit Ko = {veV : Ave K}, pour obtenir encore 1'estimation
d'erreur (5-8), i1 faudra exiger que rpve Kgn Vs pour pouvoir encore choisir
e, = r,v dans 1a démonstration précédente.

Application au probléme de Mosolov

Dans le cas du probleme de Mosolov (cf. § 3.5), ona V = H (9)
(LZ(Q)) , et A est 1'opérateur gradient. On choisira

81(e) = 3 lel? - (5,0e)

et ¢y(e) = jo(e), de sorte que Teshypothéses (5-2) a (5-4) sont bien vérifiges.
Dans ce cas, il n'y a pas besoin de mettre de fonction indicatrice dans ¢ en
plus de ¢1fet o On verra plus loin un exemple ol il faudra le faire, et les
restrictions a imposer au sous-espace Vh

Pour 1e probléeme de Mosolov, on choisira typiquement une triangulation

T, de o et (7).

vh =‘{vhe Co(ﬁ) : thKenﬁ., Ke Th et Vp = 0 sur a8}

1) Pk désigne 1'espace des polyndmes de degré <Kk et d 2 variables.
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La propriété (5-6) est alors vérifiée classiquement (1) avec
W= HZ(Q) et rpv = interpolé ' de v aux sommets de la triangulation, et enfin
g(h) : Ch ou la constante C dépend du domaine Q ; V
ments finis de degré 1.
En utilisant des éléments finis de degré k> 1, on obtient e(h) = Ch
quitte & choisir W = Hk+1
cision est souvent illusoire car en général ué¢H

h est un espace d'élé-

k

(R). Mais T1'amélioration correspondante de la pré-

| k+1(Q) pour k>1, et d'autre
part il sera nécessaire d'utiliser une formule d'intégration numérique pour
évaluer j (V) = fo|vv[dX  (cf. GLOWINXKI-LIONS-TREMOLIERES, Analyse Numéri-
que des Inéquations variationnelles, Dunod, 1976).

On considére le probléme dual de (5-1)

(5-10) Inf ¢™(7)
TeN

(cf. 4-7)

On suppose que ¢~ est de 1a forme
(5-11) 9% = J + Iy

ol J a un gradient fortement monotone et lipschitzien (cf. (5-2) et (5-3),
et IK est la fonction indicatrice d'un convexe fermé&. On suppose que Kn N

est non vide.
La solution oce Kn N du probléme (5-10) est donc unique et vérifie

1'inéquation variationnelle
(5-12) (d'(0),t-0)=20 ¥te Kn N,

On introduit alors 1'espace Hh destiné & approcher H et on demande que

RhC Hh-

(1) ef. P.G. CIARLET, The finite element method for elliptic problems, North
Holland, 1978. '
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On pose alors

Nh = {ThG Hh .: (Th, Avh) = 0 VVhE Vh}

qui est 1'orthogonal de Ry, dans Hy, -
Le probléme approché est alors tout naturellement

(5-13) Inf ¢™ ().
ThENh

La coercivité de ¢™ qui entraine 1'existence de o solution de (5-10) entrainera
également celle de o solution de (5-13).
On fait alors 1'hypothése qu'il existe Ty H > Hh

(5-14a) T > T lorsque h - 0
(5-14b) teKaN = mrekaN, (1)
(5-14c¢) Inhrls C|t| o0 C est indépendant de h.

La difficulté par rapport au § 5.1 est que Ny n'est pas inclus dans N.
On va d'abord montrer la convergence de o vers o. Pour cela il faut d'abord
montrer (cf. GLOWINSKI - LIONS - TREMOLIERES, loc. cit) que

(5-15) si Th € Nh converge faiblement vers t lorsque h > 0

alors TelN ;
en effet, il suffit de montrer que (toAv) =0 ¥veV, or d'aprés

(5-6) i1 existe v eV, » v, donc

(Th,AVh) + (1,Av) d'oU le résultat puisque tj e Ny

1) S my, est la projection de H sur Hy alors
TeN =mTe Nh'
En effet 1'hypothése Rhc:Hh montre que
(TrhT,AVh) = (T,Avh) =0 VVhE Vh

Il reste & espérer que l'on a aussi Te K = LT € K.



-55-

La propriété (5-15) montre que Nh ne converge pas vers quelque chose
de plus grand que N, et 1'existence de Tho montre que Nh ne converge pas vers
quelque chose de plus petit que N.

Théoréme 5.2 : Sous les hypothéses (5-6) et (5-14) 1a solution %, du probléme
approché converge fortement vers o.

Démonstration :
On utilise la démarche classique : estimation a priori, convergence

faible, convergence forte.
On a tout d'abord

J(Uh) < J('lThO') <C

puisque moe Kn Ny, et en applicant (5-14c).
Comme J est coercif, celd montre que op, est borné.

Soit Op—¢ une sous suite faiblement convergente on a ¢e Kn N
d'aprés (5-15), et d'autre part

(5-16) J(6) < im inf J(o,) < Tim J(m1) = I(1) V¥reKaN
h >0 h>0

puisque J est faiblement s.c.i et fortement continue, ce qui montre que ¢ = o.
Pour démontrer la convergence de J(oh) -+ J(o) (qui résulte de (5-16) :
choisir T = ¢ = o) et 1'inégalité

J(o) - I(op) = (' (op,) »0-0y) +-% Hoh-oﬂz
qui résulte de la forte monotonie de J' et qui montre que “Gh-UHA-O, en effet :

(3" (op)0-0,) = (3" (op)s0-mp ) + (3'(op)smp0-0) = (I (o) s0-mp0)
0

quantité qui tend vers zéro lorsque h > 0 car J'(o,) est borné (puisque I
est borné). #

Estimation d'erreur
Pour obtenir une estimation d'erreur sur lo-o,ll on supposera qu'il

existe un sous-espace dense Hc H tel que
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(5-17) le-mpel<e(h)lely  vreH
Mais cela ne suffit pas, i1 faudra également supposer qué le probléme
(5-18) 36" (o) + 8Iy(0)> 0
qui peut étre considéré comme une formulation forte du probléme (5-10),
admette une solution (Noter que 8¢*+BIN n'est pas forcément maximal monotone
3 cause de la présence de I, dans $*).

Dans ce cas, en effet, il existera ue V tel que

(5-19) (d'(0)st-0) + (AU,T-0)=20, ¥re K

puisque 3Iy(o) = Nt = R.

Ajoutant alors la condition d'optimalité pour op ¢
(J'(ch),'zh-ch)zO ¥t e Kn Ny
on obtiendra en choisissant 1 = o, dans (5-18) :
(3' (o) ~ J'(oh),oh-c) + (J'(Uh),Th-O) + (Au,dh—c)z 0
d'oli, en utilisant 1'égalite (ch-o,Avh) = 0 vraie ¥vp e Vi
ch-chHZ < (J'(G),Th-c)+(J'(ch)-J'(o),Th-c) + (A(u-vh),ch~c)

< C(lry-oll + lrp-ol 2+ lu-vy1?) + & lop ol

% o=, 12 < C(e(h) + (e(n))?)

en supposant le résultat de,régu?arité

geH, ue W.
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Exemple : Probléme d'élasto-plasticité (cf. § 4.3)

On est exactement dans les conditions d'application de la présente
théorie & un changement de variable prés, J étant une forme quadratique
définie positive. #

Dans les estimations de la vitesse de convergence des algorithmes I,
ITI et IV, on a vu que seules Tes propriétés de coercivité et de lipschitz
continuité d'un des deux opérateurs, (en 1'occurence 1'opérateur B) interve-
nait dans la vitesse de convergence.

On voit que dans le cas du probléme (5-1), écrit sous la forme (forte)

a9(e) + alp(e) 3 0 ;
et discrétisé sous la forme

3p(e,) + 3, (e.) >0,

b(ep) + lp (ep)
seul un des deux opérateurs est discrétisé. Si donc on choisit toulours
B = 3, la vitesse de convergence des algorithmes I, III et IV sera indépen-

dante de h (Z).
De méme le probléme dual (5-18) se discrétise sous la forme

36" (o)) + aINh(oh)3 0

et en choisissant encore B = 3¢*, on aura une vitesse de convergence indépen-
dante de h.

En revanche le discrétisé naturel du probléme de 1'obstacle (cf. § 3.5)
s'écrit

(1) Plus exactement les estimations donnent l'existence d'une vitesse minimale
indépendante de h.
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ol A, : V>V, est une matrice vérifiant

(Ahuh’vh) = JQ YU Vv,

dont le conditionnement dépend fortement de h, et celd explique que les
algorithmes I, III et IV donnent une vitesse de convergence qui dépend de h
(cf. Remarque 3.6).

On a vu au § 4.2 que le probléme (4-8) :

Inf [f(v)+g(Av)] (ot f : V> R convexe
veV g :Y-> R convexe
A :Vs>Y Tindaire

était un cas particulier du probléme
Inf ¢(e)
eeR

quitte & travaiiler sur 1'espace produit H = VxY.

Dans le cas ol f et g vérifient les hypothéses (5-2) & (5-4), on aura
donc les mémes conclusions, en ce qui concerne 1'indépendance de h des vites-
ses de convergence des algorithmes I, III ou IV.

On remarquera que le probléme de 1'obstacle est un cas particulier du
probléme précédent avec f(v) = IK(V) et donc ne vérifiant pas les conditions
(5-2) a (5-4). On ne peut donc rien conclure en ce qui concerne la vitesse de
convergence des algorithmes obtenus en utilisant cette nouvelle maniére de
poser le probléme, mais i1 serait intéressant de faire des essais numériques
en ce sens.
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B - INEQUATIONS VARIATIONNELLES EN MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1. Equations du mouvement

Soit Q(t)c 323 un milieu continu, et Q(0) sa position 3@ 1'instant
initial. Le mouvement est décrit par la donnée d'une fonction F donnant
la position & 1'instant t de la particule située initialement en un point
ae 2(0)

-5

X = F(3,t) e Q(t),

ol x; = Fi(al,az,a3,t). Sa vitesse est donnée par v ;.25  ,

La description des quantités physiques (densités, forces, etc.) peut
se faire en coordonnées eulériennes en se donnant p fonction de X et de t :
p = p(x,t) ou ldgrangiennes : p = p(a,t).

“Nous comméngons par établir 1'équation du mouvement en coordonnées
‘eulériennes. Soit w(t) un élément dé matiére de forme (réguiiéré) quelcon-
que de Q(t). On établit en mécanique (7) 1'existence d'un tenseur de con-
traintes (Eu]érién) o(x,t) symétrique tel que, si B(x,t) désigne Te vec-
teur unitaire n(x,t) en x normal & la surface dw(t) de w(t) (dirigé éxtéri-
eurement), alors 1'action du milieu continu sur w(t) se traduit par une
force surfaciqué ?(x,t) de composantes

Ti = § Gij nJ
que 1'on notera aussi
Ti=oi My

. : 2 -+ . R
en utilisant la convention de sommation ou T=o.n en notation vectorielle.

En écrivant alors que la variation de la quantité de mouvement est
égale au travail des forces extérieures, on obtient que

(1) J. MANDEL, Cours de Mécanique des Milieux Continus, Dunod, Paris 1976,
Tome I, p. 55-66.



-61-

(1-1) Sl oVdx= [ohds+ | Fax

w(t) dw(t) w(t)
N _
ol f(x,t) désigne les forces massiques extérieures (gravité,...).

En remarquant que pour toute fonction g(x,t)

%{gdh[ 39 + div (gV)) dX
w(t) w(t)

et (formule de Green) que

N >
o.nds = | divodX

dw(t) w(t)
Y ,Bci.
o0 divo est le vecteur de composantes 35;9—, on obtient, en notation
‘tensorielle J
‘ 30 s
- 2 3 = _1J
(1-2) st (Vi) * g (PVvy) =t T

En utilisant 1a conservation de la masse :

0p . 9 -
-5~_E-+-a—)-(—;(ij) —'O

J
on peut écrire (1-2) sous la forme

vy 8y 5
(1-3) Pt * Y axj) TRV

Soit g{x,t) une fonction définie en variables d'euler et G(a,t)
Ta méme fonction en variables de Lagrange, on a

G(a,t) = g(F(a,t),t)
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d'ol 96 _

X,
3g J _ 99
3 Tax: 3t ot TV

&

.99 - g9
j JSXJ- t

et la quantité %%-, appelée dérivée totale coincide avec la dérivée
lagrangienne. Avec cette notation, on peut écrire (1-3) sous la forme
vectorielle

> > >
(1-4) o =divosf

que 1'on appelle frome eulérienne modifiée de 1'équation du mouvement.

Pour obtenir la forme lagrangienne, il faudrait remp]acér les dérivations
- .
en x de divo par des déggyations en a, & 1'aide du Jacobien de la trans-
formation a » x : B = ((g—i)) .
377y,

J
On a alors
oF .
3G J 29
= = ou VG =B. Vg
Sai aai Ox:}
1 5_As : -1 _ g _ 3G
c'est-3-dire en notant B ~ = ((Bij)) ™ S Bjk 55;
J

- - > - : >
ol les Bij = Bij(a) dépendent de a.

Quand on passe aux coordonnées de Lagrange, on aura donc
A 3

[o S
- . AL 1 .
(1-5) ‘ T BJ‘k aak + f1

- N - . -
ol les Vi’cij’fi sont maintenant fonctions de a et de t.

+
Lorsque 1'accélération %%- est négligeable (pour des phénoménes lents

dits quasi-statiques) ou nulle (pour des problémes stationnairés, 1'équation
du mouvement (1-4) se réduit a 1'équation d'équilibre

(1-6) divo+ f = 0.
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2. Elasticité infinitésimale

On suppose que X = 3'+>\W(3) od A est un petit paramétre.
On a donc
oF . 9

W
—J - —d
aai Sij t A aai

d'ol Bij = 6ij +0 ().

L'équation du mouvement (1-5) en coordonnées de Lagrangé se réduit

donc au premier ordre prés a
i ij
0 5F = 53

) da.
J

+ fi

Le vecteur U = Aw est le déplacement, et on ségpergoit que pour

cette approximation soit valable, i1 suffit que les —L soient pétits

. 9a .
("petites déformations"). J

Soit a+da et a+sa deux points prochés de a, et x+dx et x+8x
leurs images par la transformation F.

On a
dXi = ggf daj, 6Xi = 55— Gak
J k
d'oll
. Fi aFi
dx.8X = — =— da. Sa
aaj aak J k
oF . 9F.
- —> — =a _ 1 1 - . . - . .
dx.6x - da.sa = (ﬁ'é'f %T(_ 61.3) daJ Say = 2AJk daJ Say

ol par définition A

((Aij)) est le tenseur des déformations.

“En remarquant qué
oF aui
el B s on voit que

Bai 1] Bai
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BUi au_i

auk . auj aui aui
EE] + da. oda
k J k

2h; =
k =~ da;
J aJ

on voit que lorsque U= W, A= e(u) + O(X) ol £(u) est le tenseur de
déformations linéarisé, défini par
U, U,
- 1 J
(2-1) ei5(0) =7 G+ oy )
N i
qui est 1a partie symétrique du tenseur des déformations.
En &lasticité linéaire, 11 y a une relation linéaire entre le tenseur
des contraintes o et le tenseur des déformations linéarisées £(u) : dans le
cas isotope on a

(2-2) o = A{divu)s + 2ue(u) = As(u)

ol X et u sont les coefficients de Lamé et § le tenseur de Kronecker.
L'inverse de cette relation s'écrit e(u) = 2" Lo avec

(2-3) Mozl - ? tr(o)s

E s'appelle quu1e de Young, et v le coefficient de Poisson qui, physique-
ment, vérifie Osvvs-% le cas v = %— correspondant & 1'incompressibilité.

Soit @ = Q(o), en résumé, en élasticité 1inéaire, on recherche o et
u vérifiant sur Q

n
L]

(2-4) G - Ae(U)

]
[ws)

(2-5) divo+ f



d quoi i1 faut rajouter les conditions aus limites :

(2-6) U

{1

0 sur FO

W >

(2-7) o.n=F surly

ol r, est la partie de la frontigre de Q ol Te milieu continu est fixé et
Tl ce]le ou 11 est soum1s d des forces pressantes Nous supposérons que

fe (L (Q)) R Fe(L (Fl)) que u>0 et 3+ 2u> 0

3. Inégalité de Korn

Soit V = {Ve (Hl(Q))3 : V=0 sur FO} 1'espace des déplacements
admissibles.

Lemme 1 (Théoréme des travaux virtuels)

e v o e
E-pa =

i oe (L2(0))? et vérifie (2-5),(2-7), alors on a

(3-1) [c.s(_\?) dxz{???dx-yﬁzds WelV. #
Q Q T
La démonstration repose sur la formule de Green vraie pour tout ve V.

(3-2) J o.e(V) dX = J (c.n).V ds - { (d?vo ).v dX #
2 T 1Y)

Le déplacement U est donc solution du prob]émé-variationnel linéaire
(3-3) a(u,v) = L(V) WeV

ol a est 1a forme bilindaire continue sur VxV :
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a(u,v) = | (Ae(u)).e(v) dX
(3-4) Q .
L(V) = [ £ dX + } Fvds.
Q Fl

est une forme linéaire continue sur V d'aprés les hypothéses faites sur
-+ ->
fetkF.

L'existence et 1'unicité résultent de la V-ellipticité de a :
il existe a>0 tel que

a(v,v)z<xllv“§ ¥veV

ol H-Hl désigne le norme de HI(Q).

Une étape essentielle de la démonstration est d'établir Ta célébre
inégalité de Korn.

Lemme 2 : Il existe une constante a0>v0'te31e que

j (le(v)l2 + ]v[z)dX 2 aoﬂvﬁg ¥ve (Hl(sz))3 .
Q

oV,
(La difficulté est que e€(v) ne contient pas toutes les dérivées - )

ij

La démonstration s'appuie sur 1e lemme suivant (1)
Lemme 3 : Si Q est un ouvert borné de frontiére assez réguliére (2); on a

—_——====c=

"o 2 2
I pl <c(iph® ., + v pl© ).
L2(0) i) i l))3

,(1) Démontré dans DUVAUT-LIONS, Les Inéquations én mécanique et on physique
Dunod 1972, pour le cas ol la frontiére de QL est ¥

(2) Le résultat a été démontré par BOLLEY-CAMUS, C.R.Acad. Sc. Parig 1976,
dans le cas o Q est polyédrique.
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Démonstration du Lemme 2

- S - -] -

On suppose dong que v; et e, (v)e L (Q), et on veut démontrer que
Vi

sont en fa1t dans L (). >
0 vy

BXJSXk

toutes les dérivées T !
: xj

vy -1
Pour cela i1 suffit de démontrer que —¢ H " (Q) et que

e H (Q)
axj

d'aprés le Lemme 3.

A

Or vie L2 Q) =>—;éle H™ (Q) par continuité de la dérivation au sens
9e4:(V)

_*liﬁmd

des distributions, et €43 (v)e L2 Q) = 3%,

= b1Jk€ H™ (Q), c'est-3-dire
52,

i
ijaxk

6x 3 = 18 équations, pour 18 inconnues qui sont 1es w—=-— . Ce systéme

Tinéaire est inversible, en effet

2
L0 () 4 e ) - o e ) e W)
3X 3%y - 3% €ik 3%, - 1d E5k\VI €
BV-
d'oll §-e L2 (2) , d'ol Te résultat. #
Xy

Théoréme 3.1 : Si T est de mesure non nulle, alors

I I > Clivll Yve V.
" 2)" T2y '

Démonstration :

- - =

e (v 2 est une norme sur V, en effet e(v) = 0 entraine que v
L™(a) > > > > > . s
est un mouvement rigide : v = a+bxr ol r = Om. Comme ce mouvement rigide

s'annule sur F dont la mesure est non nulle, il s ‘annule partout. On rai-

sonne alors par 1'absurde : i1 existerait donc une suite v, avec v U )= 1
w2 (o
le(vy)l > 0. Cette suite étant bornée d' aprés le Lemme 2, elle admet

une sous suite faiblement convergente Vg =V dans V, d'ol

Vim inf lle(v, 2 = fe(v)ii?

n'-+w

=='€(v) 0=v=0.0r Hl(g)c:LZ(Q) gétant compact Vot 0 dans L2 fort,
ce qui contredit 1'hypothése vl =1, #
L2 Q)
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Corollaire : Si T, est de mesure non nulle et si E>0 et Osvs% s le
probléme d'élasticité (3-3) admet une solution unique. #

=

Régularité : La régularité de 1a solution est analogue & celle obtenue pour
le Laplacien. On consultera Necas (1) pour la régularité H2, et Geymonat (2)

pour Ta régularité w2=P.

4 - Modéle de Hencky

Une des caractéristiques du probléme élastique étudié précédemment :
est la linéariteé.
» 3 X = L X X > = > X -~
Si 1'on remplace les forces extérieures f et F par sf et sF ol s
est un coefficient réel, la solution ug du probléme élastique correspondant

(4-1) a(us,v) = s L{v) ¥veV

dépendra linéairement de s : Ug = su.

Pour les métaux les choses se passent bien ainsi tant que le tenseur
des contraintes o ne dépassé pas localement un certain seuil appelé seuil
de plasticité ; c'est-d-dire que o(x)e B, pour xe Q, ol B est un convexe
donné de R’ {contenant 1'origine) appelé convexe de plasticité.

Soit o = o - ¥ tr(0)s Te deviateur de o,

c'est-3-dire ce qui reste lorsqu'on enléve & o sa partie sphérique), le
convexe B est trés souvent de la forme

B ={ce 1R9 : S){(UD)s 0} od 9( }Rg + IR est une fonction convexe
donnée.

En particulier le critére de Von Misés, correspond &

K (o) =lo|l-g

Masson, Parts, 196-222.

(2) GEYMONAT : Amali di Matematica Pura ed applicata 4, 69 (1965), 207-284.



oll |-| désigne la norme euclidienne de rY.
Le modéle de Hencky donne alors la relation suivante entre e(u) et o
(4-2) e(u) - A'lcealp(c) et oeP,

od P = f{re (LZ(Q))g . 7(x)eB, p.p. xeQ}

et LZ(Q)g désigne 1'espace des tenseurs 3x 3 symétriques de carré intégrable.

L'interprétation Tocale (en un point xe Q) de cette relation est la
suivante :

Si o{x)e Int B, alors e(u) = Ao (relation de type &lastique)

sinon e(u) = A lor 2

ol Mo-0)>20, ¥deB.

La "déformation plastique" A vérifie une propriété dite de “travail maximal®.

5 -~ Formulation variationnelle

Soit (+,+) le produit scalaire de (LZ(Q))g défini par
(0,T) = J o.t dX
Q
La relation (4-2) peut s'écrire
(5-1) A(o,t-0) - (e(u),71=0)20  V¥reP

oi  A(o,t) = (A—ld,T).

Soit alors

9

M(s) = {Te (LZ(.Q’))g : (T,e(v)) = SL(V)  W¥veV}

1'ensemble des contraintes en équilibre pour les forces extérieures au
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coefficient s prés (cf. Lemme 1), le probléme de Hencky est donc

(5-2) Trouver oePnM(s) et ueV satisfaisant (5-1)

En choisissant te Pn M(s), on voit que u disparait, et que le probléme
se réduit 3 trouver oe Pn M(s) solution de

(5-3) Inf 4 A(T,7)
Te PnM(s)

probléme qui admet une solution unique & condition que Pn M(s) soit non vide,

ce qui est vrai pour s assez petit. Soit
a=Sup {s : PaM(s) # 9}
le coefficient o s'appelle le coefficient limite.

La situation est donc la suivante :

O0< S< o élasticité Tingaire
ag<S<a élasto-plasticité
s>a pas de solution

o A, = Sup {s : Ae(us)e P} et ug est Ta solution du probiéme élastique (4-1).

En revanche le probléme (5-2) n'a pas, en général, de solution méme

pour s<a.

Cette propriété négative est encore une illustration du fait que la
somme de deux opérateurs maximaux monotones n'est pas nécessairement maxi-
male monotone ; en effet (4-2) peut aussi s'écrire

-1
Ao+ aIp(c) + aIM(o)a(Q
puisque e(u) ¢ 3IM(O) (voir 1'analogie avec le probléme &lasto-plastique

modéle introduit dans la partie A, § 4.3).
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Physiquement le déplacement u peut avoir des discontinuités. (I1
peut y avoir des ?ignés de glissement), et il n'est donc pas raisonnable
d'espérer que le déplacement soit dans (Hl(Q))3

On montre (1) qu'il existe dans certains cas un déplacement dans
P@))3, avec p>1.

6 - Modéle de Prandtl-Reuss

Le modéle de Hencky est un mode]e simplifié qux ne tient pas compte
de Ta décharge. Supposons en effet que s croisse de 0 jusqu'a s e]ae,at
puis que s décroisse Jusqu'a 0 ; dans un phenomene pTast1que réel, il y
aura des déformations rés1dueT1es c'est-a-dire que Te dep]acement observé
ne reviendra pas a O.

Pour en tenir compte, on est obligé d'utiliser une loi incrémentale

e(t) - A"t e 31, (0)

(ou 5= 55) dont 1' 1nterpretat1on locale montre qu'il y a une relation de
type e1a5t1que (e(u) = o') dans Tes deux cas suivants :

-oeInt B

- oe 3B, la frontiére de B, et A'lé' est dirigé vers 1'intérieur de B
(décharge).

Le cas élasto-plastique survient Torsque ce 3B et A“lé' est dirigé

vers 1'extérieur de B, on a alors
e(u) = A" 15 +a (chargé)

avec A.(o-1t)=20, V¥reB.

(1) ef. R.S. FALK, B. MERCIER : RAIRO Analyse Numérique 11, (1977),135-144.
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Globalement, on a 1a formulation variationnelle
(6-1) A(G,t-0) - (e(U),T-0)=0 V¥reP.

Cette relation est valable dans le cas dynamique, en rajoutant 1'équation
du mouvement (1-4) ou v=u, et les conditions aux limites (2-6) et (2-7).
Les actions extérieures ? et F dépendent alors en général éxp]icitement
du temps.

Dans Te cas quasi- stat1que on néglige les termes d'accélération, et
on peut &liminer u, d'ol le probléme aux contraintes : trouver oe Kn M(t)
tel que

A(T,t-0) 20 V¥re Kn M(t)

(6-2)
o(0) = o® o(t)e kn M(t)

ol M(t) est le convexe des champs de contrainte en equilibre avec les actions
extérieures massiques f(t) et surfac1ques F(t)

La encore, on démontre 1) 1! ex1stence d'une solution au probleme
(6-2) a condition que Kn M(t) soit un peu mieux que non vide pour tout
t>0, 3 condition que f et F soient assez réguliers en t, mais il n'existe
pas en général de dep]acement u vérifiant (6-1) autrement que dans un sens
faible.

7 - Modéle &lasto-visco-plastique

Soit 1T la projection .sur P

et B =-£ (o-T;) Te régu1arisé Yosida de 1'opérateur 3I , la loi de compor-

p
tement eTasto-v1sco—p1ast1que s'écrit

-1s

(7-1) e(u) - A~ B“o

qui peut aussi s'écrire, aprés &limination de u :

(1) C. JOHNSON : Existence theorems for plasticity problems, J. Math. pures
et appliquées, t. 55, (1976), 431-444.
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Trouver o(t)e P satisfaisant

0 ¥t e M(t)

i

(7-2) A(G,T-0) + (B,037-0)

Le coefficient u s'interpréte alors comme une viscosité, et le terme B
comme un terme de rappel vers le convexe plasticité P, d'autant plus fort
que u est petit.

En notant cﬁ(t) la solution du probléme &lasto-visco-plastique (7-2)
la méthode employée par Johnson pour démontrer 1'existence d'une solution
a (6-2) consiste a obtenir des estimations a priori sur cﬁ et 3 passer a
la Timite lorsque u = 0.

Ce modéle étudié par Duvaut et Lions est trés riche et redonne, comme
on va le voir, d'autres modéles par passage a& la Timite.

8 - Modéle rigide-visco-plastique

Supposons que le coefficient d'élasticité E tende vers 1'infini
(cf (2-3)) alors le terme en A'lé deviendra négligeable dans (7-1) qui donne-
ra a 1a Timite la relation de comportement

(8-1) e(d) =B o = %-(O-Hc)

logiquement appelée rigide-visco-plastique. En effet, localement si
o(x)e B, alors €(u) = 0, et Te milieu continu se comporte localement de

facon rigide.

La solution du probléme obtenu en rajoutant la condition d'équilibre
oe M(t) et la condition aus Timites (2-6) montre que pour chaque t, o(t)
et v(t) = u(t) sont solution d'un probléme stationnaire. Le milieu continu
"oublie" donc complétement la configuration initiale, et c'est 13 ol se situe
la Timite entre un solide et un fluide (on peut alors travailler en coor-
données purement Eu1ér1ennés). '
Le champ de contraintes o(t) est solution du probléme stationnaire

(dont 1a solution apparait comme indépendante de 1)
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(8-2) Inf 5= llr-iiel 2
TeM(t)

aprés quoi, la relation (8-1) permet de calculer v = u.
On notera que si (8-2) a une solution, alors

t
o

(8-3) PaM(t) = @ «»% (o-Tlo) = e(v) = 0 * v

et le calcul des solutions de (8-2) est un moyen de déterminer le coeffi-
cient Timite o introduit au § 5. (1)
On peut facilement écrire le probléme dual de (8-2) en remarquant
que
b 2 . L 1 2
> llel™ + Jp(e) est la conjuguée de ?ﬁ-”T-HT”

(cf Partie A du § 4), et le champ de vitesse v = U est solution de

(-4 é:g [%'”€<W)”2 + J (e(w)) - L{w)]

P

qui redonne le probléme de Mosolov dans le cas particulier d'un écoulement
dans une conduite cylindrique (Partie A, § 1).

La fonction support de P : jp(e) = sup (t,e) n'est pas bornée si P
TeP
n'est pas borné ; dans le cas du critére de Von Misés, on a

J'p(e)<+°° < tr(e) = 0,
et il y a donc implicitement une contrainte div w = 0 dans le probléme (8-4).

Dans le cas dynamique, les équations du mouvement s'é&crivent sous

forme variationnelle

P(g%a w) + (o,e(w)) = L(w) V¥welV

(1) cf. B. MERCIER : J. Mécanique 16 (1977), 467-491.
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On transforme alors la relation de comportement

%—(O-Ho) = e(v)
en G-} e(v)e ejp(e(v))
c'est-a-dire

(e(v)) 2 (o=-ue(v), e-e(v))

(8-5) iple) - 3,
d'ol
(8-6) p(3Y, w-v) + u(e(v).e(u-v)) + Gplen)) = Jpe(v)) = L(w-v)  ¥we V.

Cette inéquation redonne les équations de Navier-Stokes dans le cas limite
ol le seuil de plasticité tend vers zéro, c'est-a-dire B = {reR? : ITDI = 0}
Dans ce cas en effet Jple(v)) se réduit 3 la fonction indicatrice de 1'en-
semble des champs de vitesse & divergence nulle.

Les composantes de Ta dérivée tota]é' g% s'écrivent

dvi avi ,avi

a€ et T Yj x5
et 1'on peut souvent négliger les termes de convection, car les vitesses
sont raisonnablement petites par rapport aux longueurs.
Le probléme (8-6) peut alors s'écrire dans le cas ol les actions
+
extérieures surfaciques sont nulles (F = 0)

(8-7) p%%+Mv+ﬁW)3ﬂﬂ
v(o) = v

ol A est la restriction de H = (LZ(Q))3 de 1'opérateur -de V = V' associé
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a la forme bilinéaire (e(u),e(v)), et 3j le sous différentiel de la
fonction j(v) = jp(e(v)).

Dans le cas particulier d'un écoulement dans une conduite cylin-
drique, on a vu (Partié A) que 1'opérateur A+3j est maximal monotone. Le
probléme est ouvert dans Te cas général.

Le probléme (8-7) est un probléme d'@volution faisant intervenir la

somme de deux opérateurs monotones et servira d'exemple & la troisiéme
partie.

Remarque : Pour les métaux & haute température on adopte une Toi de com-
portement dite pseudo-plastique, du type suivant

o = cle(v)[P? e(v)

-~

et divv =0 qui donne 1ieu @ un prob]émé bien posé dans
(wl’p(Q))3 pour les vitesses (avec en général p proche de 1). #

9 - Problémes de frottement

Nous voulons maintenant envisager des conditions aus limites de
type frottement. Pour simpTifiér nous nous réplagons dans le cadre du §8
du matériau visco-p]astique.

Soit 3Q = rourlurz, nous prenons toqjours les mémes conditions aux
1imites sur Po>et ry- Sur I'», NOUs supposerons qu'il y a gontact unilaté-
ral avec frottement entre le milieu continu et un obstacle donné.

On décompose q.ﬁ et V en partié normale et partie tangentielle

(a Tz) :

> -> -+ >
o.n=an+oT, v=an+vT

et on impose les conditions
® 0N590 (1'obstacle ne peut pas tirer le milieu continu)

° [&T}s g (1'obstacle n'exerce pas sur le milieu continu d'effort tangen-

tiel supérieur & un certain seuil)
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® v = {-x 5} avec A2 0 si IOTI =4

0 si Jopl<g
® vys0 si oy =0 (décollement)
® vy= 0 si oy <0 (contact maintenu)
L'interprétation de 1a condition 7} = -A.g} si |og] = g, est que

si le milieu continu bouge par rapport & 1'obstacle, 1'obstacle réagit

-

sur lui de maniére & s'opposer au mouvement (donc dans la direction oppo-
sée au mouvement) mais avec une intensité inconnue, d'ol le paramétre X.
Soit alors Cc H23 le convexe
> > >
C={r=ryn+1p:1ys<0, [1y[=g}
On vérifie que
(9-1) Vedlo(o.h)  surT,
est équivalent a 1'ensemble des conditions aux Timites énoncées plus
haut.
En résumé, nous avons les conditions aux limites
> - >
v = 0 sur [ys o.n = Fsur Ty, (9-1) sur T,

—)
1'équation d'équilibre divo+ f =0 sur@

et la relation du comportément i oe(v) = Bno sur Q

Pour donner une formulation variationnelle & ce probléme nous re-
marquons que (9-1) s'écrit aussi

G.Nne BjC(-V) sur T'o

(o0 jo(v) J glV}lds si vys 0 sur T, et +=sinon ; est 1'intégrale de
T

la fonction support de C).
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C'est-a-dire Jjo(-w) - jo(-V) = J (o.n). (-w+V)ds
‘ Iy
or d'aprés la formule de Green

J (0 F) (V) = f o.e(V-w) - j .- - J B (v-w)ds
T, | Q Q r

= (o,e(v-w))-L(v-w)
on a vu (cf (8-5)) que

(026(w-v)) = G (W) = 3(e(V)) + u(e(v) e (w-v))
On en tire
J(W) = (V)2 §y(e(v) = (W) = L(v-w) - u(e(v).e(u-v))
et fina]ement
M(E(V)ae(Wv)) + 3p(e(v)) = dp(e(n)) + Jg() = J(V) - Lw-v) 20 Wwe
qui équivaut au probléme d'optimisation

ooy TH eI + 5 (W) + Go(-W)- L(w)]

L'effet du frottement est donc de rajouter & la fonctionnelle d'énergie
un terme de dissipation.



-79-

C - ANALYSE NUMERIQUE DES INEQUATIONS D'EVOLUTION

Plan

1. Rappel de résultats d'existence

2. Le résultat de Brézis-Pazy

3. Application & Ta somme de deux opérateurs

4. Application aux algorithmes III et IV

5. Approximation
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C ~ ANALYSE NUMERIQUE DES INEQUATIONS D'EVOLUTION

1. Rappel de résultats d'existence

On adopte Tes mémes notations que dans la aprtie A, § 2 :
H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (+,+) et de la nonne

Soit A un opérateur maximal monotone, on appé11é A% sa section
principale, c'est-a~-dire 1'opérateur univoque tel que A%x soit la projec-
tion de x sur 1'ensemble (convexe fermé) A(x).

On rappelle quelques propriétés de 1'opérateur A°, démontrées dans
prez1s (1),

Lemme 1 : Soi Al = %-(I-Jﬁ) le régularisé Yosida de A, alors

Akx > AOX'1orsque A=>0

=======

(y-A%, x-£)=0 ¥ge D(A)

alors ye Ax. #

~

On cherche & résoudre le probléme d'évolution :

(1-1) du 4 Au 20
u(o) = uy

On rappelle (1) que pour tout Uy € D(A) ce probléme admet une solution
unique Q(t) = S(t) Ug dépendant non Tinéairement de la donnég initiale
u, par 1'intermédiaire d'une famille de contractions S(t) appelée semi-
groupe de contraction.

...... e

(1) H. BREZIS : Opérdateurs maximavx moviotones, North Holland, Lecture
Notes, 1973, pp. &8-2a9.
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La monotonie de A entraine en effet que, si v(t) = S(t) Vo

d d
(- H% +-a% » U-v)>0 ¥t,

74 luv?=0 > Ju(t) - v(t)]%< [u(o) - v(o)|?

c'est-a-dire

IS(t) v, - S(t) uo[s vy, - u

0 ol -

Le caractére de semi-groupe est di & la relation immédiate

S(ty*t,) = S(tq) S(t,).

-~

Pour &tablir 1'existence de u(t), la méthode consiste & obtenir des
estimations et & passer & la limite sur 1'équation

dux
=t AX Uy = 0 ux(o) = Ugs

qui admet une solution d'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz car 1'opé-
rateur AA est Lipschitzien.

Au cours de la démonstration (BREZIS, p. 56) on établit 1'estimation
d'erreur :

(1-2) |ux(t) - u(t)] < /X%IAOUOI.

2. Le résultat de BREZIS et PAZY

Pour résoudre 1'équation d'évolution (1-1) on peut utiliser le
"schéma" implicite suivant :

ntl n

(2-1) Y (U EY:
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oau? = Ugs At est le pas de temps et u" représente une "approximation"

de la solution de (1-1) en t = nAt.
Plus généralement, on considére des "schémas", c'est-a-dire des

algorithmes du type‘suivant :
(2-2) W™ FOog”

ol A = %—, et F()) est un opérateur donné (en général une contraction,
au moins pour A assez petit).

IT y aura convergence si

(2-3) u" = F(ig-)n u, > u(t) = S(t) ug

0

lorsque n > 4+,

Nous allons établir un résultat di & Brézis-Pazy qui donne une
condition suffisante de convergence.

Théoréme 1 : Soit C = 5T§)‘g§ F(X) : C > C'une famille de contractions
vérifiant la propriété de consistance

(2-4) 1im X=FA)X _ g0y ¥xe D(A)
w0 A

alors si A est maximal monotone, i1 y a convergence, c'est-a-dire que
(2-3) a _lieu uniformément pour te[0,T]1 et T fini.

Dans le cas du schéma‘implicite (2-1), F(}) E-Jk, qui est bien une
contraction. La propriété de consistance (2-4) résulte alors immédiatement
du Lemme 1.

La démonstration du théoréme 1 repose sur les deux résultats pré-
Timinaires suivants.

Lemme 3 : Soit A" une famille d'opérateurs maximaux monotones vérifiant,

0 e e i e
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-1
(I + A" x-~ (I+ pA)"1 X ¥xe D(A)

et u" la solution de

_ du” n.n.
(2-5) Tt AV u'20
n =
u (o) = uon
gg.uo > U lorsque n + «; alors un(t) + u(t) uniformément sur [0,T]
n orsque aors k
pour T fini.

Ce résultat est démontré dans BREZIS, loc. cit. p. 102. C'est un cas
particulier du résultat établi au § 4 ci-dessous.

Lemme 4 : (estimation de Chernoff)

Soit J une contraction et u vérifiant

G+ (u-0u) =0 (o0 0 =g

n 2 1/2
Alors |u(t) - J"u(o)] s [(n-t)“+t] lu(o) - .Ju(o)]

Démonstration : On pose Ug = u(o)

1°)- Soit o (t) = Ju(t) = Iu | luy - Ju | ™"

_ t
Montrons que ¢n(t)s ne t +J e

0

7t o, _1(s)ds

Par intégration par parties on a

.t t
[td(s) e® ds = |u(s)e®| - J u(s)e® ds
0

0 0

d’ t :
o J e> Ju(s) ds = u(t)et - u(o)

° t
=u(t) = e'tu(o) + J St Ju(s) ds

o
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De méme (prendre u = 1)

t
1=¢t+ { St ds
0
d'ol &
-t -t
u(t)- M, = (u-dM) et s [ e>™t (au(s)-0"u ) ds
0t
't "t t “'1
lu(t) - Jnuol < e luo-Jnuol + J e57" Tu(s)-a" uyl ds
0
puisque J est une contraction. On a aussi

nooo; .
n 1-1 i
lu.~3"u | < El [4" P ug=d ugl < n ug-dug|

d'oll 1e résultat.

2°)- Montrons que ¢,(t) = |u(t) - u?| iuo-Juel'ls't ;

J étant une contraction I-J est monotone, et u(o) - u(t) est
donc un semi groupe de contraction, d'ol

[u(t+h)-u(t)] = [u(h)-u(o)]

En dérivant par h et en faisant h - 0, on obtient
[3(8)] < lu(o)] = [u(o)-du(o)] = k

on a donc |u(t)-u(o)|< t sgp [u(s)| < kt

d'ot le résultat.

3°)~- Démontrons par récurrence que

2 1/2
8, ()< ((n-t)+t)

ce qui établira le résultat.
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, 1/2
Si donc ¢n_1(s)s ((n=1-s)"+s)

que 1'on a bien

, 11 s'agit de vérifier

1/2 2

1/2
ne”t + Jtes't ((n-1-5)%+s)  dss ((n-t)%t)
0

c'est-a-dire

f(t) < g(t) 12 U2
ol f(t) = n+ Jtes((n-l-s)2+s) et g(t) = et((n-t)2+t) /
0
Or f(o) = g(o), i1 suffit donc de vérifier que f'(t)<g'(t),
pour tout t=0. C'est-a-dire
1/2 1/2
et((n-l-t)2+t) < et((n-t)2+t) +
-1/2
+ef((n-t)%rt) 2 (2(t-n)+1)
- t N 2,.,1/2
ou encore, en divisant par e”, en multipliant par ((n-t)"+t)
2, M2 2, 112 2 1
(2-6) ((n=1-t)"+t) ((n-t)c+t) < (n-t)“+t+ t-n + 5

On pose alors p = n-t—%-

2
d'ol UPtF =(p+%) =p2+p+%

2

2

(n-t-1)° = (p-5) = p2-p+3
1'inégalité (2-6) s'écrit donc

1/2 1/2

1, 1 1 2,1
(p&p+z+t) (p&p+1+t) s(p4p+zy¢¢)=p tgtt
. - 2 1
soit en posant q = p ™ + t+zr
1/2 1/2
(g-p) % (arp) /%5 g

ce qui est vrai puisque q est positif. #
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Corollaire 1 : Si u vérifie

u+ %-(u~du) =0
alors on a

1/2
lu(t) - (o) <r(n-H% + B u(o)-du(o)] #

(IT suffit en effet d'effectuer le changement de variable ;-» t).

Démonstration du théoréme 1 :

- ——— - 40 o 0" W W 0 o o

e—

Nous nous plagons pour simplifier dans Te cas ol C = D(A) = H.

(Te cas général est traité dans BREZIS, loc.cit.).
1
On pose Cy = X'(I - F(x}).
1°)- Démontrons que, pour p>0
- -1 -1
(2-7) Uy = (I + pr) x = (I + pA) “x
Torsque A= 0, pour tout xe 5?3). En remarquant que

_ 1, ,
,uk + pCyuy = x et donc 5-(x uk)e'cxuk

et que pour £e D(A), ny 268 > A% par hypothésé, on a, en uti-
Tisant la monotonie de CX :

(2-8) (3 (x-uy) = nys ty )20

Donc {uX] est borné. En extrayant une sous-suite u,, —>u
lorsque X' >~ 0, on obtient

(2-9) (-é- (x-u) - A%, u-E)20  V£eD(A)

d'ol EéﬂezAU' d'aprés le Lemme 2.

Finalement u = JRx, unique, d'oll 1a convérgence faible. Pour
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établir la convergence forte, on choisit & = u
d'ol
Tim sup Juy |25 Vim (x-pn,u,-€) + (E.u)) = (£,u) = [u]?. #
A0 A0

2°)- D'aprés 1'estimation de Chernoff (Corollaire 1), on a

1/2 /2 .
Ix-FOx| = (ar)  (2EQIx

si 1'on choisit A = %—; uA(t) = Sx(t)x est la solution de

) R R
(2-10) IS, (t)x-F(X) x| < ((n-5) + )

duX
= * CA“A = 0, uk(o) = X,

c¢'est-a-dire que Sk est.le semi-groupe associé a Cy -

= e

Finalement, on a avec p =
g0 n
IF(2) x = S(t)x] < [F(A) s = S, (t)x] + |S(£)x-S(t)x]

oti le ler terme tend vers zéro Torsque n » « et donc p >~ O
d'aprés (2-10) et 1'hypothése (2-4) ; d'autre part, le lemme 1
montre que le 2@ terme converge vers zéro, d'om le résultat. #

COMMENTAIRE

Si F()) admet un point fixe u, F(X) &tant une contraction on aura
[u"-G| < |u®-U], ¥n, ce qui démontre la stabilité. Le théoréme 1 est donc
une illustration du théoréme de Lax :

Stabillité + comsistance = convergence

Dans de nombreux cas (1) (par exemple F(X) =(Jg)'1es points fixes de
F(A) seront aussi solutions du probléme stationnaire

A(U)= 0.

(1) Pour tous les algorithmes étudids & la partie A sauf 1l'algorithme II.



-88-

La bornitude de u" est donc 1ige & 1'existence d'une solution pour
ce probléme. Noter que des résultats récents (1) ont montré que la non-
existence de u entraine u(t) ~ +« si t > . Dans ce cas, i1 n'est évidem-

ment pas raisonable d'expérer que u" reste borné pour tout n.

Remarque 1 : On peut remplacer (2-4) par la condition :
¥ee D(A) il existe g ~ & tel que

(2-11) tin PG g
wo T TR

La démonstration s'adapte de la facon suivante. On remplace £ par & dans
(2-8) en choisissant ny, = Ckgx’ et on obtient toujours (2-9) a 1a limite.

Dans la 2éme partie, on écrit, avec A = %
t n n n n
F() x = S(E)x[= [F(A)" x = FOO)T x, [+ [F(O)7 x) = S, (t)xy |

+ ISA(t)xA - Sk(t)x[ + ]S, (t)x - S(t)x|

Seuls Te ler et 3& terme sont nouveaux. Tous les deux sont majorés par
[xA-x[ qui tend vers zéro quand A -~ 0.

Remarque 2 : La condition (2-7) entraine (2-11).

En effet si 1'ona (2.7), on a
_ 1 -1 _ A -1
Yy = (I +p 7 (I-F(}))) x 7 >y = (ItpA) = X
alors

_ .yA"F(k).yA _ - A
x—y)\+p—>\-—————y+pa ou ae Ry

(1) pazy, 7. Funct. anal. 27 (1978), 292-307.
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Y5 F()\).Y;\ 1
= N =a+ 35 (yy,)
d'ol
. )\'F(}‘)yk
= 1im - oy = aecAy et Yy Y
d'od (2-11). #

Applications : En plus du schéma implicite signalé plus haut qui correspond

- - -

au choix F(A) = Jk, on peut choisir
(2-12) FO) = 2(1+ 3 A - 122021

qui est une contraction ¥A>0 (1) et vérifie (2-4). En effet

x-32/ 2y
l“-(x - F(A)x) = A . A x~ A% x A0
A A2 12

Dans le cas linéaire on retrouve ainsi le schéma de Crank-Nicholson, qui
a une précision en O(Az) alors que le schéma implicite est en 0()\) seulement.
Dans le cas ol A est lipschitzien on peut choisir

F(A) = I-2A

qui correspond @ un schéma explicite, et vérifie trivialement la propriété
de consistance. On a vu que dans certains cas, F()A) est alors une contrac-
tion pour X assez petit (cf Partie A, § 2).

On peut aussi choisir pour 0<6<1

(2-13) F(A) = 30 (1-(1-6)7R)
qui donne un algorithme intermédiaire entre explicite (6=0) et implicite

(6=1). Le cas © =-% correspond au schéma de Crank-Nicholson. Cet algorithme
n'est que conditionnellement stable sauf dans le cas 6 = 1.

(1) ef. Théoréme 2.2, partie A.
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Montrons qu'il est consistant : on pose u = A6 et X, = x=(1-6)\Ax

- ~JH
X = FOOX _ (X’Xu . X Ja xu)
A U U
ol i:f3-= 16y
SRR ¢
et _qu
XH JAXu

T — =+ Ax Torsque u - 0, puisque A est univoque. (Appliquer Te

lemme 5 ci-dessous).

x=F{X)x
A

Finalement + ((1-8)Ax+ 6Ax ) = Ax , ce qui démontre la

consistance de (2-13). #

3. Application & 1a somme de deux opérateurs

On considére 1'équation d'évolution

Ju

= + Au + Bua0
(3-1) 5t

u(o) = Ug

ol A,B et A+B sont maximaux monotones.
On va donner plusieurs exemples d'algorithmes du type (2.2) conver-
geant vers la solution du probléme.

Tout d'abord un résultat assez général, dans le cas olt B est univoque.

Théoréme 2 : Soit G(A) une famille de contractions consistante avec B sup-

posé univoque

(3-2) Tim X8QIX _ gy ¥x < D(B)
w0 A
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alors F(A) = JﬁoG(A) est consistant avec A+B :

Tim = (A+B)% ¥x e D(A+B)

x=F(X)x
A0 A
On établit le résultat préliminaire :

Lemme 5 : Soit C un opérateur maximal monotone, ue D(C) et u, une suite

RS

telle que lim El%ﬂ =y, alors
20

A
U, ~Jau
Tim X CCUA

- p
\a0 CU(Y)

QQ_PCU(-) désigné la projection sur 1'ensemble Cu.

Démonstration : Soit E 1'opérateur défini par Eu = Cu-y. On a pour ue D(A)

A
Ie(uy- ¥) = 9wy
Soit vy = uk-ky, on a
1 A 1 1, 3 1 32 42
X—(VA~JEVX) = X'{VA'U) + X'(U'JEu) + ~>:»(«JEU«JEV}\)
Or
Tim %—(vx-u) = 0 par hypothése.
-0

(cf Lemme 1)

Exu = %—(u-déu) > O = PEu(o), et~J% étant une contraction
1,2 A 1
¥ |dgu -IJvalg IX'(“'VAN > 0 quand A - 0.
Finalement

.1, A
Tim < \VX-JEVX) = PEu(o)
A0

d'oll le résultat. #
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Démonstration_du_théoréme 2 :

X=u
On pose u, = G(\)x d'ol ~7;§'+ b = Bx par hypothése. On a donc

X-u Uy ~d U
x-F(A)X _ Ay A AN gLp

A A N ax{

-b)
en appliquant le Lemme 5. On cenclut en remarquant que
z=b+ PAX(—b) vérifie
(-b -(z-b), (z-b)-a)= 0 Vae Ax

et donc zZ = P(A+B)x(°) = (A+B)°x. #

Applications

Le résultat précédent s'applique immédiatement & 1'algorithme I qui
correspond au choix G(A) = I - AB (ét vérifie trivia1eméntr(3—2)).

On peut aussi choisir G(A) = ZJQG% ou G(A) =VJé8(I-(1-e)AB) comme
en (2-12) ou en (2-13).

On peut aussi choisir F()\) = Jk JA comme dans 1' a1gor1thme IT. Dans
ce dernier cas, on peut démontrer la convergence. de FQ~) u, vers u(t)
solution de (3-1), méme dans le cas oll B est mu1t1v0que, en etainssant
directement (2-7) qui suffit, comme on 1'a signalé & la remarque 2
(cf BREZIS, loc. cit. Prop. 4-3).

Signalons encore la possibilité de choisir G(r) = Sp(A) ou Sp est

=

le semi-groupe associé a B.

Application aux algorithmes III et IV
L'algorithme III correspond au choix

F(A) = J)(235-1) + 1-0}

= F(x) V"

avec v0 = u® + ab® et b%c Bu® donne.
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Nous allons montrer dans un premier temps que
t\" o
(3-3) F(ﬁ) u > u(t) n-~> o

On en déduira alors que v > u(t) puisque F(A) est une contraction

=
tH
[
las
~
=
<
=
¥
j
~~
ot
p—

et aussi que u
Pour montrer (3-3) i1 suffit de montrer la consistance (2-11) de
F()).
Soit alors £e D(A+B.), on pose (A+B)°F, = a+b ou ae¢ AL, be BE.
De 1'inéquation
(=(a+b),a+b-c)=0 ¥ce (A+B)(E)
on déduit, en choisissant ¢ = a'+b avec a' ¢ Ax
((-b)-a, a-a')=20, Ya'e AE,
et donc a= PAg(“b)*
On choisit Ey =&+ Ab (d'ol & = JBEA) et

It

L (5-03(22-%,))

L (g0 (e-b))

1 -7

b + X—(UA JAuk)’

ot 1'on a posé Uy = g - Ab. D'aprés le Lemme 5, on en déduit qué
£,-F(2)E,

Tim A= b+ Py (D) = (MB)°(E)

=0

ce qui établit la consistance (2-11).
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Pour 1'algorithme IV, on démontrera de la méme facon que

A2 A2

F(A) = (23)/° - 1) (20}

- 1)
ver1fle (2-11). Cet algor1thme a 1'avantage important d'é@tre précis en.
O(A ) dans le cas Tingaire.

En conclusion on retiendra qu'il y a beaucoup plus de souplesse dans
le choix d'un a1gor1thme convergeant vers la so]ut1on du prob]eme d'évo-
Tution (u" -+ u(t) 1orsque N> et) = %~+ 0) que vers celle du probléme

stationnaire (u" > U Torsque n - « et 1 fixé).

Les algorithmes I, III et IV ont 1'avantage de posséder les deux
propriétés ; III et IV &tant en plus inconditionnellement stable et accep-
tant A et B multivoque. L'algorithme IV est en plus d'ordre 2 dans le cas
lingaire. Certains auteurs 1'appelle "algorithme universel®.

4, Approximatioh des problémes paraboliques

On se donne une famille d'espaces de dimension finie V, et des opé-
rateurs maximaux monotones A" : Vo= Ve On considére le probléme "approché" :

du
n n
+ A u 50
u, (o) ﬁ’uon
ol uon =‘Pnu0 et Pn : H‘» Vi, désigne la projection sur Vn'

Théoréme 3 : On fait les hypothéses suivantes : ¥ze D(A)

n

Pz~ 2z, lorsque n ~ +
(4-2) - -
(I+XA“) 1Pn'z = (I+AR) 1z , lorsque n >+
et pour tout A >0. Alors u,(t) solution de (4-1) converge uniformement

vers u(t) solution de (1-1) pour te [0,T] pour tout T fini.
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Démonstration :

e - - -

-1

Posons Y = (I+/1An) P u et y-= (I+J}A)'1 u

no 0

on introduit vn(t), Vn,A(t) solutions dans vy de

dvn n
=t t A vn.)O, vn(o) = Y,

vy oy on
3 —_ —
-t AA Vn,x = 0, vn,x(o) = Yo

et v(t), vx(t)e H, solutions de

d
3%‘+ Av 0O, v(o) = vy,

A - 3Y =
i + AAV)\ =0, VA(O) =Y.

On va écrire
(4-3)  Jup(t) = u(t)] = Jup(£)=vp(£)] + [y (£)vy, 5 (B)] + [vp 5 (£)-vy ()]
+ (8] + [v(e)-u(t)]
et montrer que chacun de ces 5 termes tend vers zéro.
1°)- Par monotorie de A" et de A, on a
[up(£)-v, (£)] = Jugn-yy|
Iv(t)-u(t)] < [y-u,
2°)- D'aprés 1'estimation (1-2), on a, pout te¢[0,T]

Y
V)=V, ()| < AT [(A") y, |

vy (£)-v(t)] < /AT |A%]
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0
D'autre part y +/A Ay 3P u = Al(A") y | <]y, -Pu,l
y+ /AAy.;uO = /A|A%] < !y—u0| R

0
puisque (An) y" et A% sont les &léments de norme minimale de
Anyn et Ay, d'ol '

[vy (£)=v ()| < /T y-u |
3°)~ Pour estimer le 3& terme on écrit
, L
(009 (1) = oy + | vy = ) s
d'ol
L
Vo (v, (8)] < [yl + L AT vy Ay, lds

T

< a +b J AANORNCILE

0

1
X

il

.
- - - n -
od a, = |y,yl + L]AK Py vy - Av,lds etb

+ IA;\]PnV)\)A)\Vkl et le ler

n n n
(Remarquer que levn’k A)\VAl < [A Vn,)\'AAPan|

P | - . - n . ch s
terme est majoré + lvn’A YJJ puisque v , = ann,?\ et que A, est Tipschitzien
)

de rapport '

Le Lemme de Gronwall montre alors que (pour O<t<T)

{vngk(t)—vx(t)[s a, Pl

Montrons que a, > 0, Torsque n + = et ceci ¥A>0.
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Soit g, (S) = A} Pv,(S). On a
6,(S) = 3 (P, (5) - (1AM P v (5)) > Ay, (S)

lorsque n -+ « et ceci pour tout Se [0,T13.
D'autre part, soit ze D(A) donné

|9n(S)] < [A"P v, (S) - AP 2| + [AP 7]

<

. %.!VX(S)“Z[ + ZIAAZI

pour nz n, donné puisque AnkPnz > Akz Torsque n ++, La fonction
%1VK(S)-2{ étant intégrable dans Ll(O,T), on en déduit, d'aprés le théo-
réme de convergence dominée, que

T

L [9,(S) - Ay, (S)]ds > 0,

d'ol a, > 0.
Finalement en passant & 1a Timite pour n -+ « dans (4-3), on trouve

Tim sup Il -ull < 2+2/T)|y-u, |
oo L7(0,T;H
qui est aussi petit que 1'on veut pourvu que X soit assez petit. #

Remarque : On peut supposer seulement que u
dent.

on~ Up dans le résultat précé-

APPLICATIONS

- - - - -

Si Vo< D(A) on choisit tout simplement An = PnA. L'hypothése (4-2)

revient alors & 8tablir un résultat de convergence pour le probléme
stationnaire.



Dans le cas ou V< VeHe V' et ol A est 1a restriction d'un opérateur
univoque monotone de V dans V', le probléme approché revient &

du
(g »Vy) + <Aupsv,> = 0 VeV

et i1 suffit de montrer que Ta solution Yn de

(yn’vn) + )\<Ayn$vn> = (Z’Vn)

converge vers celle de y + Ay =z lorsque n » « .,

On n'a jamais vraiment besoin de définir 1'opérateur A" et ceci
s'adapte & de nombreux cas multivoques. Par exemple pour le probléme de
Mosolov évolutif :

(%% sV=u) + a(u,v-u) + j(v) - j(u) - (fyv-u)z=0 ¥veV

que 1'on approche par

du
(YE? ,vn-un) + a(un,vn-un) + j(vn)-j(un)-(f,vn-un)z-o VeV

¥y, est Ta solution de

(yn,vn-un) +-ka(yn,vn-un) + Aj(vn)- Aj(un)-x(f,vn-un)z 0 Vvpe Vo

Vn est alors un espace de fonctions étagées sur un réseau de diffée-
rences finies, An peut &tre dans le cas linéaire la matrice du schéma a 5
points si A est 1'opposé du laplacien ; 13 encore i1 suffit de montrer la
convergence de la solution du probléme stationnaire correspondant et on peut
reprendre tous les exemples de la partie A section 5.
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