N° 202

Relations d’ordre et structures

associatives

Théréese MERLIER



Ne° 202

J£6s9
PSRN

12 kv 22
\= /

iy

&7

s, PR
N

e

RELATIONS D'ORDRE ET

STRUCTURES ASSOCIATIVES

Thérese MERLIER



A LA MEMOIRE DE

Madame M.L. DUBREIL ~ JACOTIN



RELATIONS D’'ORDRE

ET

RUCTURES ASSOCIATIVES



INTRODUCTION

Les relations d'ordre apparaissent naturellement dans de nombreuses
études mathématiques ; les propridtds supplémentaires que 1'on peut attribuer
4 ces relations, ou méme le simple fait de les considérer permettent scuvent
de démontrer des propridtds des ensembles sur lesquels elles sont définies :
par exemple, la notion de déviation (ou dimension de Krull) dans les modules
conduit & certains &énoncés : "Tout module non nul avec déviation est de
dimension finie". (ef [13] et [14]). De méme le fait d'imposer au
treillis des idéaux d‘'un anneau d'8tre distributif conduit 3 1'importante
classe des anneaux arithmétiques, cf [10].

Dans le cas ot E est un ensemble sur lequel est dé&finie une loi
associative (que nous noterons toujours multiplicativement) et sur lequel
est définie une relation d'ordre isotone par rapport & cette multiplication,
les propriétés de E sont assez mal connues. Des &tudes assez complétes ont
été faites dans le cas oi E est un groupe, un anneau ou un corps, cf [9]
et {22], mais peu de choses ont &té faites dans le cas oi E est un demi-
groupe, i‘eg;énsemble sur lequel est définie une loi associative.

De telles structures ordonnées se rencontrent cependant couramment &
QD(X), ensemble des parties de X, si 1'on a défini sur X une loi
associative, Gf(E,F), ensemble des applications de E dans F ol F
est par exemple un groupe ordonné.

Une grand partie de notre travail est consacrée 3 la théorie des
demi-groupes totalement ordonnds. Le but recherché &tait de trouver des
conditions nécessaires et suffisantes, algébriques, pour qu'un demi-groupe
S puisse &tre totalement ordonnéd, c'est-i~dire pour que 1'on puisse définir
sur S une relation d'ordre total ¢ telle que : a<¢b implique ac<be
et ca¢cb pour tout a,b,c de 8. On dit encore dans ce cas que’ S est
un o~demi-groupe. Ce probléme &tait "ouvert" depuis le début de la théorie
des demi-groupes ordonnés. Les premidres recherches sur ces demi-groupes ont

été faites d&s 1950, par Alimov [1] . Depuis, de nombreuses questions ont
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8té posées sur ce sujet par L. Fuchs dans son livre "Partialiy ordered
algebraic systems" et par 1'&cole russe dans "les cahiers de Sverdlovsk”
L2l

Lors des premiers essais de caractérisation "des e-demi-groupes" on
imposa aux demi-groupes des propriétds supplémentaires : commutativité [5],
idempotence {2@, ou on imposa & la relation d'ordre des propriétés
supplémentaires : ordre naturel [6], ordre tel que le demi-groupe n'admette
pas de sous demi-groupes convexes {1§.

Nous avons, nous aussi, effectud des recherches dans ces deux
directions, mais nous avons donné également deux caractérisations dans le
cas général (chapitre 3). Nous donnons un résultat important (Théordme 3.2.)
qui permet de se ramener au cas des demi-groupes finiment engendrés. Cela
nous conduit & décrire les g-demi-groupes localement finis et & &tudier les
bandes, les nildemi-groupes, les demi-groupes nilpotents. Ces derniers
o-demi~groupes sont totalement caractérisés (chapitre 4, chapitre 5).

D'autre part, la considération des demi-groupes ordonnés nous a amende
4 étudier les propriétés de certains demi~groupes et méme 3 étudier certains
anneaux,

Les méthodes utilis@es sont de plus originales.

-

De facom plus détaillée, le plan de notre travail s'établit ainsi :

Les deux premiers chapitres traitent des nildemi-groupes (demi-groupes
avec z&ro dans lesquels tout &lément a une puissance nulle), des demi-groupes
nilpotents (demi-groupes S tels que st = 0) et des demi-groupes dont
une puissance est un idéal (0)-minimal (& gauche). Ces demi-groupes sont
encore appelés demi~groupes de profondeur finie (de profondeur gauche finie),
et sont utiles en théorie des codes bipréfixes, cf. par exemple la thése
de D. Perrin [ 24] .

Nous caractérisons ces demi~groupes par leurs id&aux. Les demi~-groupes
de profondeur finie forment une bonne généralisation des demi-groupes
nilpotents quant aux propriétés de leurs id@aux. C'est pourquoi il nous a

‘semblé interéssant de les &tudier systématiquement, aprds 1l'é&tude des



demi-groupes nilpotents.

Dlautre part, peu de choses ont 8té faites sur les nilpotents, cas trés
pathologique dans 1'@tude des demi-groupes. Cependant, comme d'aprés 251 ,
tout demi-groupe abélien fini est par exemple produit sous direct de
groupes et de demi-groupes nilpotents, 1'étude qui est faite ici revét unme
certaine importance en théorie des demi-groupes.

Le chapitre 3 se divise en deux parties. Dans le premier paragraphe,
nous apportons une réponsé & un probléme posé par L. Fuchs {59}, probléme
n°41] i savoir : caractériser les demi-groupes rétic.ulds qui sont produit
sous direct de demi-~groupes totalement ordonn&s. Cela nous permet de domner
en un premier temps une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
demi-groupe soit un d~deni-groupe. Dans le second paragraphe, nous abordons
ce probléme par le biais du Calcul Propositionnel, et démontrons
(?héoréme 3.2e] gu'un demi-groupe est un ¢-demi-groupe, si et seulement si
tout sous demi-groupe de type fini est un ¢~demi-groupe. Un corollaire
immBdiat, mais important est qu'alors un demi-groupe localement fini est un
¢-demi-groupe, si et seulement si tous.ses sous demi—groupes finis sont
des dg-demi-groupes. Nous examinons donc de tels demi-groupes dans les
chapitres suivants .

Ainsi dans le chapitre & nous considérons les demi-groupes nilpotents
et les nildemi-groupes et caractérisons ceux qui sount des g-demi~groupes.

Dans le chapitre 5, nous caractérisors les demi-groupes idempotents finis
(ou bandes) qui sont totalement “ordonnables". Cela permet de les construire
et de caractériser toutes les d-bandes.

Dans un article [2§ , T. Saito avait décrit les demi-groupes
complétement simples (donc sans zéro) qui sont totalement ordonnables. Dans
le chapitre 6, nous examinons le cas des demi-groupes avec zéro O-simples
et complétement O-simples. Nous caractérisons ceux de ces derniers qui sont
des g-demi-groupes et ce, en utilisant la représemtation en matrices de
Rees des demi-groupes complétement O-simples. Les demi-groupes compl&tement

O-simples ordonnés ont 8té &tudids, par E.A, Behrens dans [2] ; leur
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étude peut se rattacher 3 celle des anneaux premiers et arithmétiques. Nous
déterminons aussi (Théoréme 6.16) tous les demi-groupes de Matrices de Rees qui
sont des g-demi-groupes.
Le chapitre 7 traite luil aussi des demi-groupes ordonnés, mais nous
nous préoccupons essentiellement des sous demi-groupes convexes et des
idéaux convexes de ces demi-groupes. Dans le premier paragraphe de ce
chapitre, nous caratérisons les demi-groupes ordonnés dont 1'ensemble des
sous demi-groupes convexes est une chaine de 93(33, ou plus généralement
un sous treillis de SP(S) (Théoxréme 7.4, 7.5, 7.8). Dans la seconde
partie, nous apportons une solution & un probldme posé par E. Ja. Gabovie [29] :
déterminer les demi-groupes ordonnés n'admettant aucun id&al convexe propre.
Les deux derniers chapitres apportent une certain contribution 3 la théorie
des anneaux(hon unitaires).Le chapitre 8 a trait aux idempotents d'un
anneau : nous démontrons en particulier [Théoreme 8.¥2} que si e est un
idempotent non nul tel que ef = e pour tout idempotent f mnon nul, alors
gf = g pour tout autre idempotent g.
Le chapitre 9 traite des anneaux dont une puissance est somme de
corps ; nous les caraétérisons dans le cas ab&lien. Nous en donnons des
propriétés dans le cas général et montrons que certaines de leurs propridtds
sont semblables 3 celles des anneaux artiniens (non unitaires) : identitéd
entre idéaux premiers et id8aux maximaux, radical de Jacobson nilpotent.

Le dernier chapitre est i relier au second, qui traitait d'un probléme

analogue, mais dans le cadre "demi-groupe'.
Une grande partie des résultats énoncds dans ce travail ont d&ji

été publiés. Lorsque nous pensons qu'il est inutile d'y apporter des

modifications, nous les insérons (enti&rement ou en partie).
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Dans les pages qui suivent, nous conservons les notations et définitions
de [7] en ce qui concerne les demi-groupes et celles de [9] , en ce qui
concerne les structures ordonnées.

Rappelons les définitions essentielles, utilisdes dans la suite sans
rappel :

8i S est un demi-groupe, i.e. un ensemble muni d'une loi associative

- 1 - . . . . ¢ .
notée . , S5 désigne le demi-groupe unitaire, ou monoide, associé :

gl = SL){IK , dans lequel l.x = x.1 =2 pour tout x de §, 1.1 =1,

Sf,gbsg),?é désignent les &quivalences de Green et elles sont

définies dans S par:

1 i

a=b(P)lé&=y Sa=5h>

a = b(®) &= as' = bs!

a = b)) &= a=1b(lnR)

a=b(@Dle= Jc€S, tq a=clP) et c = b(K)
== 3d€S8, tq a =d(®) et d=Db(AB).

I est un idéal i gauche [a droite, bilatéxe] , 51 I est une partie

permise & gauche [a droite, des deux c8téé} , cfest-3~dire si SI&I.



CHAPITRE 1

IDEAUX DES DEMI-GROUPES NILPOTENTS

Le sujet de ce chapitre a déja dnner lieu & 1'une de nos publications,
E%]. Toutefois, tous les ré&sultats donnés dans cet article [M;] ne figurent
pas dans ce chapitre ; d'autre part, les Propositions 1.3, 1.4, et le

Théorégme 1.5 sont nouveaux et n'ont &té ni publiés, ni exposés.

Dans ce premier chapitre, nous &tablissons plusieurs propriétés
du treillis des id&aux d'un demi-groupe nilpotent. En particulier, nous
caractérisons ces demi-groupes par le treillis de leurs id&aux bilatéres
(Théoréme 1.5). Nous généralisons &galement un théoréme de T. Tamura et
M. Yamada 531] » ce qui nous permet d'affirmer, que tout demi-groupe
nilpotent, s'il est de cardinal supérieur ou &gal 3 2, est extension
idéale d'un demi~-groupe nilpotent par un zéro-demi-groupe d'ordre 2.

Tamura et M. Yamada &tablissaient ce théordme seulement dans le cas

fini et abédlien.

Les résultats de ce chapitre nous seront utiles dans le chapitre 4.
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Rappelons quelques définitions.

DEFINITION 1.1,

Un demi-groupe S est nilpotent (d'indice n), si 8 est un demi-groupe

: : . . : P n
avec zéro, 0, et si tout produit de n facteurs est nul, ce qui s'€crit § = 0.

DEFINITION 1.2.

Un nildemi-groupe § est un demi-groupe avec zéro, 0, dans lequel

pour tout &lément x, il existe un entier p tel que x = 0.

Il est clair que tout demi-groupe nilpotent est un nildemi-groupe. lLa
réciproque est en général fausse, mais vraie dans le cas ol le treillis des
id8aux vérifie la condition de chaine descendante ; la démonstration est alors
semblable 3 celle donnéde pour les anneaux dans [1?} , ¢h. 4 §10. Il v a donc en
particulier identité entre les nildemi-groupes finis et les demi-groupes nilpotents
finis. Les nildemi-groupes finis abéliens ont &té& &tudiés par T. Tamura et
M. Yamada, dans [30} et [33] .
Dans un nildemi-groupe, si x = xay avec (x,y) €S xSlU Sl«x S,
a = xnayn pour tout entier n, donc a = 0. Il en résulte que les &quivalences
de Green sont 1'é€galité dans les nildemi-groupes.

Par convention ¢ est un idéal, et si O est le zéro, 0 est le plus petit

idéal non vide.

PROPOSITION 1.3.

Soit S un demi-groupe nilpotent, et soient I et J deux idéaux

bilatéres [é gauche, 3 droite] de S, tels que I est strictement inclus dans J.

Alors il existe un Elément x de J-I tel que IU{x} est un idéal bilatére
[agauche, a droite] de S.

~ Nous raisonnons dans le cas ofi I est un id&al bilatére. Si I est ¢,

| B . s . Y
étant un 1d8al, 1l nous suffit, de trouver

un &lément x de J~I tel que .IUS] X Sl = IU{x}‘ s c'est-d-dire un élément x

on prend X = 0. Sinon, IV s' x S

vérifiant

x&J~I et V(d,@)éSxSIU Slu S, dx{%éI.



it

(On ne peut en effet avoir oxf = x puisque x est non nul).

. . : . . . . 1 1
Supposons que cecl soit faux, et soit x]eJ‘-I‘; il existe (ot 1 (31)6'. SXSUS XS
tel que &) x; 5 ¢ I, mais x,€J (idéal) implique o/ x; € J, donc

. . 1 1
= 0‘I X, @IELJ-I. Donc il existe (Nz s (32)68 ¥ SWS xS, tel que

*2

X3 =0y x, (52 = dzdi X, (31 (526 J-I. En itérant 1'opé&ration, on trouve xpﬂ
avec poeJ-I et X1 = o‘,p 0‘}‘),.]*.. dl X pl"f'?p*l (5?, ol pour tout i,
ofi ou pi‘es. Par suite, XP“ est produit d'au moins p+l facteurs et est

égal 3 0, si sP est nul. On a ainsi une contradiction : xpﬂeﬁl et xp.}‘1 = 0.

PROPOSITION 1.4,

Toute chafne maximale d'idaux & droite [é gauche, bilatéres|{ d'un

demi~groupe nilpotent S est une chaine maximale de §2(8), ensemble des

parties de S.

Soit & = (Iy ),2€A une chafne maximale d'idéaux, 3 droite par exemple, de S.
Cette chaine contient nécessairement @, {D} et S. Pour toute sous famille

(Iy )0 € M, t:\ Iy et g I, appartiennent 2 & : il est en effet immédiat
de vérifier que tout idéal I de B est comparable & g Idk et & g I, -
Supposons que & n'est pas une chaine maximale de ¥°(S) ; alors il existe un
éléﬁent A de B(8), tel que Eu{A} est une chafme de §(S) et tel que

A n'est pas un idéal 3 droite (Ad@ Y. A ne peut $tre @, {O} ou 8. Donc

il existe des &léments I,a et I}1 de & , tels que Il? A ;'{ IF. Soit J = U I@ »
I@,QB et IoC A et soit K=0I, Ix€8, ACTy . Les idéaux J et X
appartiennent 3 8§ et vérifient J ?A g% puisque A n'est pas un idéal. Si

I est un &lément quelconque de & ,ona ICA ou ACI, étant donné que
I&@QGU{A}, chatne de &(8) ; done I¢J ou KCI. Mais des indgalitds strictes
JC ACK, il résulte d'aprés la Proposition 1.3., gu'il existe un &lément x de
K~-J, tel que JC JU{:{}QK et tel que JU{X} est un id8al & droite ; mais alors
tout idéal de & est aussi comparable & J U{x] et gufJu {x}] est une chafne

d'idéaux contenant strictement & , ce qui contredit la maximalité de & .
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THEOREME 1.5,

Un demi-groupe § est nilpotent, si et seulement si S admet au plus

un idempotent et si § admet yne chafne d'idéaux bilatdres, qui est une chaine

maximale de 1'ensemble des parties de §, G (8), ayant pour élémenma particuliors

8, Sz,.‘.,Sﬂ;... pour tout n de w*,

Condition Nécessaire.

81 8 est nilpotent d'indice p, nous avons ta chalne d'id@aux :

2(: §., Cette chaine d'id&aux peut se raffiner en une

gcio} = sPes®le ... e
¢haine maximale d'id@aux bilatéres, grice au théordme de Zorn. Mais d'aprés
1a Proposition 1.4., cette chafne maximale d'idéaux est une chatne maximale

de $(8). Enfin tout idempotent d'un demi~groupe nilpotent est nul, puisqu'il

appartient & g pour tout n,

Condition Suffisante.

Soit B cette chafne maximale d'idfaux de §, maximale dans $(8). Le
plus petit &lément de 8 ‘est ¢, le plus grand 5. Toute chaine maximale de . 9°(8)
2 un atome qui est réduit & un seul &lément de § ; cela signifie donc que §
admet un id8al réduit 3 un élGment, c'egt~d~dire un zéro, noté 0. Soit
I= f”\ " S“.: tous les €léments Sn, nesNﬂ,tappartiamnenu i & ; donc &i‘ K est
un &gg;gnm QUelcanqualde E , il est ¢wmpaf&ble i L. Comme & est maximale, I
est un ElZment de & . Montroms maintanamt“qua I= Qk pour un certain entier k.
i I=38§, le pmméx‘m est résolu, 81 I # 8, il existe un élément t, t¢ I,
tel que Yu{t] est un id8al bilatdre de §. et appartient & & (Tuf{t] est
1'élément de £ couvrant I dans B). Or tqd 1 implique qu'il existe k tel
que t& gk et alors ¥ ﬁ IU‘{tI, pui&qu’e g et IV ft} appartiennent & &
ko, gkl

n'od ‘I;Sk & Iuitj ., et par suite I = Sk. Is Sk‘ jmplique I = § »
Montrons que I = 0., 51 I # 0, il existe un ¢lfment ‘x £ 0, tel que I“{x}‘ est
un id&al bilatére, puisque € est une chaine maximale de G (85) -; donc
s(r-{xe1-{x] er (1-{x[)5€1-{iJ , ce qui signifie encore que x¢SyU zs

pour tout y et z de I-{x] . Mais %€ = I5, donc x = tt' avec t&€I et

t'€ 8 ; comme ac@(Iw{yj}S,“ﬂécaﬂsair&meﬂk towox ab owom owtt, ﬁ'¢ﬁ“ ¥om xt'k,
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avec t'ke Sk' = I ; et par suite t?k = X, puisque xés(l-‘{x}). Donc X = X

est un idempotent, nécessairement nul par hypothése ; il y a contradiction.

Ainsi I = Sk est 1'idéal O et S est un demi-groupe nilpotent.

Suivant la terminologie de G. Birkhoff [3} s nous dirons qu'un treillis
fini T est de longueur n, si les chalnes maximales de T ont nt+l &léments ;
dans le cas ol le treillis est distributif, si 1'une des chalnes maximales est
de longueur n, les autres chaines ont méme longueur. Avec ces définitions et

propriétés, et .em utilisant le résultat classique 3 savoir que l'ensemble des

idéaux d'un demi-groupe est un treillis distributif, on a :
g :

THEOREME 1.6.

Un demi-groupe S f£fini, ayant n &léments, est un nildemi-groupe si

et seulement si, § admet au plus un idempotent et si le treillis des idéaux de

S est de longueur n.

Si S est fini d'ordre n et si le treillis des idéaux de S est de
longueur m, on a une chafne maximale d'idéaux @<I;¢I, ...¢I =5, qui est une
chaine mazimale de Q(S). Donc I1 = {O} oi O est le zéro de 8. Tout élément»
x &tant d'ordre fini, 1'une de ses puissances « est un idempotent donc 8gale

0, et § est un nildemi-groupe.

Réciproquement, si on applique la Proposition 1.3. a 1'idéal 0 de S
et & 8, il existe a, tel que {0, az} est un idéal de cardinal 2. On cons-
truit ainsi par adjonction successive d'éléments une suite strictement croissante,
évidemment maximale, d'idéaux de S, de longueur n :

‘525 C{Of C {0,, 322 = Izc ..,CIn = {0, az,.a,,anf = §, Le treillis des id&aux de §

est donc bien de longueur n.

PROPOSITION 1.7.

Soit S un demi-groupe nilpotent d'indice p ; si I est un idéal

bilatdre (a gauche, & droite) non vide, il existe x dans I, tel que I—{x} est

un idéal bilatére (& gauche, 3 droite) de S,
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Raisonnons dans le cas oi I est un idéal bilatdre ; si S8I =.IS = 0,
il est clair que I-{x} est pour tout x # O un idéal de § ; si I = 0, 1'idéal
vide ¢ répond & la question. Si SI est différent de O, montrons que SIUIS
est strictement inclus dans I. Si nous avions SIVIS = I, alors pour tout x
de I, il existerait slé S, i]e I tels que x = slix par exemple, mais comme
il = 1'232 ou 3212 avec i2€ I, on pourrait décomposer x en p facteurs, et
on aurait x = O. De 1'in8galité SIVIS ? I résulte qu'il existe xgI,
d SIUIS, et par suite on a bien les inclusions S(I—S‘x}) cI - {x}, (I*-ixi) SQI"‘{X} s

et I-ix} est un idéal bilatére.
Nous allons maintenant &tudier les extensions de demi-groupes nilpotents.

Pour les définitions et propriétés des extensions idéales de demi-groupes, nous

renvoyons 3 [? ] , chapitre 4. Rappelons cependant:

DEFINITION 1.8.

8i I est un idéal bilatdre d'un demi-groupe S, notons = la relation

d'équivalence définie par v a = b (I) si et seulement si a et b appartiennent

4 I ousi a=>b; alors le demi-groupe quotient S/= est appelé quotient

de Rees de S par I et est noté S/I.

DEFINITION 1.9.

Soient S et T deux demi-groupes disjoints, T ayant un zéro O. Un-

demi-groupe Z est appelé extension (idéale) de S par T si Z admet S comme

idéal bilatére et si le demi-groupe quotient de Rees Z/S est isomorphe & T.

PROPOSITION 1.10.

Tout nildemi-groupe fini d'ordre nr2 est extension idéaled'un nildemi~-

groupe d'ordre n-1 par 31:1__‘ zEro—demi~-groupe d'ordre 2,

D'aprés la proposition 1.7., il existe un €ldment x du nildemi-groupe .
fini S, tel que S—{x} soit un id&al ; dans ce cas, le quotient de Rees

S/8~ {x} est un zéro-demi~groupe d'ordre 2.
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Cette propridté était domnde dans le cas gbélien et fini par T. Tamura
dans {30] . Dans le cas ol § est nilpotent; on peut d'ailleurs énoncer un

théoréme analogue i celui donné dans le cas oi S est un nildemi-groupe abélien

fini. Plus exactement on a

THEOREME 1.11.

Soit S wun demi-groupe nilpotent, sur lequel on a pu définir deux

applications @ et W vérifiant :

- \p est une translation 3 droite

(V x, V€S, w(y) = x9({y))

-

~ Y est une translation 3 gauche

(Vx, V€S, ¥ (xy) = ¥ (x)y)

-~V x€S, VYES ,v(x) v = xy(y)

- \?2 et q}z sont respectivement les translations internes 3 droite

et 3 gauche définies par un &lément b de S.

(\?Z(x) = xb, \yz(x) = bx.)

Alors T = {a}U S, ol a#S, est une extension id8ale de S par un zéro-demi-groups

d'ordre 2, si 1'on définit dans T 1'opération . par

"3

= Xy s S1 X et YyES

a et x€S

i

=\¥(x) , si y
Xeo ¥ =

%

=¢(y) , 8L x=a et ye€S

= b , 81 x et y=a

3

et de plus, T est un demi-groupe nilpotent pour 1'op&ration .}

Réciproquement, tout demi-groupe nilpotent (d'ordrew2) s'obtient de

cette facon.

Les conditions imposées sur \p et Y permettent de voir que . est
une opération associative, et que par suite T est nilpotent.
Réciproquement, si T est un demi-groupe milpotent, il existe (cf. Proposition 1.7.

un élément a tel que T = {a}U S, ol 348 et oi S est un idéal de T. Si
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nous appelons p 1'application de S dans T définie par \p(x) = xa,
l'apﬁlication de S dans T définie par Y(x) = ax, P et Y sont en fait
des applications de S dans S, qui vérifient bien les conditions du Théoréme ;

b est alors égal a az.
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CHAPITRE 2

GENERALISATION DES DEMI-GROUPES NILPOTENTS

8i § est un demi=~groupe, pour tout entier =n, le quotient de Rees
S/Sn (pour la définition, voir Chapitre 1, Définition 1.8.) est nilpotent.
Nous allons, dans ce chapitre, montrer que si s a pour un certain entier
n une propriété de minimalité (& savoir S® est un idéal O wminimal d'un
cO0té), S se caractérise au moyen de % et S/Sn, Théorémes 2.12 et 2.16.
De plus, dans ce cas, les id8aux de S ont des propriétés analogues &
celles des demi~groupes nilpotents.

Cette situation peut se produire dans le cas oli le demi-groupe §

. iéme
admet un groupe G comme pulssance n

(s est alors dit G°~potenﬁ}
Elle apparait aussi de fagon naturelle (et indispensable) dans 1'étude des
codes, cf [ZQ] . En particulier, on trouve dans @&} s le théoréme :bun
code fini C est bipréfixe, si et seulement si le démi*groupe M associé
au monoide syntaxique M(Cx) est tel que 1l'une de ses puissances M est

€gale 3 1'id&al minimal de M. On dit alors que M est de profondeur finie.

Aussi la suite de D. Perrin, nous donnerons la définition suivante :

DEFINITION 2.1. : Un demi~groupe S est de profondeur gauche [ﬁrcité} finie,

3 * - n' N * - K . - .
- 8'il existe un entier n tel que § est un id8al (O)-minimal 3 gauche,

[5 droitg} .
Les propriétés &lémentaires des idéaux (0)-minimaux sont donnés dans
[7}, Chapitre 2.
ma L4 e * hd » *
Nous¥considérerons ici que des demi-groupes avec zéro. Si un demi~-
groupe S est sans 2z8ro, 11 suffit pour lui appliquer les résultats qui

» - * * - - » P o
vont suivre de lui adjoindre formellement un zéro, et de considérer § .

" . o e Eam 2
Les résultats concernant les demi-groupes G =~potents ont &t& exposés
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dans [Mz], au cours du Séminaire de 1975 ; on y trouvera d'ailleurs
quelques propriétés supplémentaires. Par contre, tous les théorémes
relatifs aux demi-groupes dont une puissance est un id8al O-minimal
d'un cBté (i.e. demi~groupes de profondeur gauche ou droite finie) sont

noyveaux.

§1. Demi-groupes de profondeur gauche finie.

Soit S un demi-groupe non nilpotent tel que M = s est un idéal

O-minimal & gauche. (i.e. M est un idéal minimal parmi les idéaux i

gauche non nuls de §).

LEMME 2.1. : M est un demi-groupe O—-simple & gauche.

I1 faut donc démontrer que MZ est non nul et que les seuls idéaux
3 gauche de M sont O et M. M est un idéal bilatdre, puisqu'il est
égal 3 s". Comme S n'est pas nilpotent, M2 n'est pas nul ; done M ’est
un idéal O-minimal bilatdre. D'aprés le lemme 2.35 de [7}, M Etant idéal
O-minimal de S et contenant un id8al O-minimal & gauche de S, i savoir
lui-méme, tout idéal 3 gauche de M est aussi idéal 3 gauche de S. Comme

M est O-minimal 3 gauche dans S, M est un demi-groupe O-simple i gauche.

Ainsi Ma =M pour tout a de M, a # O.

DEFINITION 2.2. : E est un zéro-demi-groupe i gauche si ef = e pour tout

e et tout £ du demi-groupe E.

LEMME 2,3, : Si M est un demi-groupe O-simple 3 pauche, M"{O} =¥ est

un demi-groupe.

LEMME 2.4. : Soit M un demi-groupe O-simple 3 gauche, dont 1'ensemble E

—————————

non
des idempotents non nuls estYvide. Alors

a) M est simplifiable 3 droite {ab = ¢b ====) a = ¢)

b) M* vérifie 1'axiome des quotients 3 gauche : Vx GM*, Yy é:Mx,
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aizéMx, Zy = X.

¢) E est un z8ro—demi-groupe 3 gauche.

d) V£ €E, Vx €M xf = x.
e) Ve €EE, eMx est un groupe.

£) Ve€E, M est isomorphe au produit direct oMt XE.

Ces résultats sont donnés dans [ 7] , Chapitre [ et 2.

NOTATIONS. Si un demi-groupe est sans z8ro, nous noterons §° 1le demi-
groupe avec zéro associd 4 S : s = Sugo}.
. . - . - x - L *
51 8 est un demi-groupe avec zéro, intdgre, S désigne le demi-

groupe S- {0} .

LEMME 2.5. : Soit S un demi-groupe dont 1l'ensemble E des idempotents non

. . 1 . ss .. o
nuls est non vide ; si S =M est un idéal O-minimal 3 gauche, alors :.

Ve €E, Vx€S, 3£ EE® tel que xe = fx.

85i xe = 0, on choisit £ = 0.

Si =xe # 0, on peut appliquer les lemmes 2.1, 2.3 et 2.4, puisque S
n'est pas nilpotent (il contient des idempotents non nuls). Comme e €M,
xeéM*, donc d'aprés le lemme 2.4. b) il existe £ tel que fxe = xe ;

d'ol fxe = fzxe et par simplification f = fzeE. Dans ce cas fx

appartient & e et fxe = fx (L. 2.4 d) et finalement =xe = fx.

LEMME 2.6. : Avec les mémes hypothses et notations que dans le lemme 2.5,

ona: VeéE, Vx€S, il v a équivalence entre

a) ex=20

[}

b) xe = 0

]

¢) xX° = 0.
a)==== b). Si xe # 0, d'aprés le lemme 2.5., il existe £, &lément de
E tel que fx = xe. Comme E est un zéro-demi-groupe & gauche, fe = f

et xe = fexe = 0 si ex =0 ; d'oll une contradiction.

b)=====y ¢). Puisque M = Sn, X" appartient & M ; xe = 0 implique
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xe = 0, donc X = 0, d'aprés le lemme 2.4. d).

¢) === a)., Si x =0, il n'y a rien & démontrer. Si x # 0, soit kgn,

1'entier tel que xk =0 et xka}'% 0 ; alors e:’ck;.I appartient i M.
D'ol exk.-1 = exk_le #.0 par application du lemme 2.4. d) et exk = exk“]ex =0 ;

comme ex appartient & M, ex est nul d'apr8s le lemme 2.3.

NOTATION 2.7. : Si S est le produit direct de demi-groupes 8;s ie1, P,
i

est la projection de § sur la composante Si‘

DEFINITION 2.8. : Un demi-groupe S est produit sous direct du produit

direct TT S. des demi-groupes S, s'il existe un homomorphisme N2
injectif de § dans T S; » i€I, tel que Pg. o \P est surjectif
' i

de S sur Si’ pour tout i de I.

THEOREME 2.9. : Un demi—groupe S de profondeur gauche finie, dont 1'ensemble

E des idempotents non nuls est non vide et vBrifie : ¥xé€S, Ve€E, VFEE xe=xf, est

.

produit sous direct de N X(G XE)° ol "N est un demi-groupe nilpotent, G

un_groupe, E un z&ro~demi-groupe d gauche. (De plus, on a N isomorphe i

s/s" et (GXE)° isomorphe a S° pour un certain emtier mn).

Par définition, puisque S est de profondeur gauche finie, il

existe un entier n tel que s® est un idéal O-minimal dgauche. Dans ce

cas, le quotient de Rees S/S" est un demi~groupe nilpotent d'indice

inférieur ou égal & =n ; notons ce demi-groupe N. Soit e, fixé, un idempo-

tent non nul de S. D'aprés le lemme 2.4. e)feM# = G est un groupe et E,

ensemble des idempotents non nuls de M (ou 8) est un zéro-demi-groupe &

gauche.

Considérons l'application p de S dans N X (G'XE)® définie par :

P) = (X, ex, f) si ex # 0, avec ¥ image de x par 1'homomorphisme cano-
nique de $§ sur S/Sn,Vet f unique &lément de E vérifi-
ant £x = xe.

Y& = (%, 0, 0) si ex =0,



21

Cette application est bien définie puisque d'aprés le lemme 2.6, ex = 0 si
et seulement si xe = 0 et que si xe est # 0 il existe f&E (néces-
sairement unique) tel que xe = fx (Lemme 2.5.).

Montrons que \p est injective : si Y(x) = Y(y), T =7 ; mais X #0
implique xéM,. %X = x, en identifiant les &léments de S5 - M et de S/M.

Donc X =Y # 0 entraine x=y. S1 ¥=% =0, x et y appartiennent i

i
i

M ; si de plus P(x) = (0, 0, 0), ex = 0 = ey et comme dans M, il n'y a

pas de diviseur de zéro, x =y = 0. 8i Y(x) = (0, ex, f) = (0, ey, g) =V (¥),
alors £ =g, ex = ey, £x = e, fy = ve d'ol xe = fx = fex = fey = fy = ye
et en simplifiant dans M xe = ye implique x =y ; et (p est injective.
Montrons que \p est un homomorphisme : si (P(x) = (X, ex, f) et

Py) = (¥, 0, 0), ey = ye =0 donc xye =0 = exy = eyx = 0 et dans

ce cas \P(xy) = Y(x) P(y). Dans le cas oli Y(x) = (X, ex, f) et

W) = (9, ey, g), ona fx=x 70, gy =ye#0, ex# 0, ey#0 ; il en
résulte que exy = exey est différent de O, puisque e&x et ey appartien=
nent au demi-groupe M*. Reste a prouver que fgxy = xye ; mais fgxy est
€gal a fxy puisque fg = f (Lemme 2.4 ¢) ; d'ol fxy = xey = xgy

(car xe = xg)‘ Donc dans les cas on a montré que ({)(xy) e‘s'.t: égal a

QY x) Yy,

Soit § un &lément de N = S/M : si ¥ = 0, pour tout y de M,

PyoP(¥) =¥ =0. Si § est non nul, y n'appartient pas 3 M et ProP(y) = F
et ainsi Pyo P est surjective. Soit (a,f) un &lément de (GXE). Si

0,0), si x" égale O d'aprés le

(a’f) = (0’0) 3 P(G XE)o ° \P(x)

]

lemme 2.6. Si (a,f) # (0,0) ;3 a = ea comme &lément de eM et a est tel
que a" # 0. Donc fae est tel que p(G XE)° ° P (fae) = (a,f).

On a donc bien démontré que S est produit sous direct du produit N X(GXE)°.

PROPOSITION 2.10. : Soit § wun sous demi-groupe, prcd‘uit sous direct du

produit direct NX (GXE)® ol N est un demi-groupe nilpotent, ¢ un groupe,

-

E un zé€ro-demi-groupe 3 gauche ; alors il existe un entier p, tel que sP

"

est_un idéal O-minimal & gauche de S. De plus, 1'ensemble é des idempotents
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non nuls de S est non vide et vérifie : Vx €S, Ve&§, VE€E xe = xf.

Puisque N est nilpotent, il existe un entier n tel que N* = 0 ; donc
s® est inclus dans {N’X (GYE) °]n = 0% (GXE)®. Montrons. 1'inclusion
inverse ; soit x = (0, g, e), g&G, e€E comme p(‘GxE)" est surjective
de S sur (G XE)°, (8§ est produit sous direct), il existe y dans §
tel que y = (X ,,g,e). Mais G &tant un groupe, G = ¢t et par suite il
existe Bps BpreresBos élément de G tels que g = By 8y +0¢ B et pour
tout 1, 14é1i&n, il existe X: s appartenant & S, tels que X, = (Ofi,gi,e).
Considérons le produit x Xy ees X =25 2= (0, g, &), puisque

e = e2 et que N est nilpotent d'indice n. Donc x = z appartient &

st : d'oli 1'8galité st = OX (GXE)°. Ainsi, s"  est isomorphe & (GXE)°.
Done " est d'aprés le théoréme 1.27 de (7] , un demi-groupe O-simple

i gauche et S" est alors un iddal O-minimal & gauche de S. S .admet
 des idempotents non nuls, 3 savoir tous les &léments de la forme (O, € ,e)
od & est 1'élément neutre de G, et e un &lément quelconque de E ;
l'ensemble & des idempotents non,nul‘s de 8§ est d'ailleurs isomorphe

& E. Si x est un &lément quelconque de S et of un élément de & ,
ona x=(n, g, e), of=(0,€,7), d'oi xX = (0, g, e), ce qui prouve

inmédiatement que x& = x(3 pour tout autre idempotent (> non nul de S.

THEOREME 2.11: Une condition nécessaire et suffisante p‘our‘ qu'un demi-groupe

S soit de profondeur gauche finie et admette des idempotents non nuls,

vérifiant : ¥x €8, Ve = ez, Vi = fz, xe = xf est que § soit produit

sous direct d'un produit direct NX(GXE)®, oi N est un demi-groupe

-

nilpotent, G un groupe, E un zéro demi-groupe 3 gauche.

‘La condition suffisante est la Proposition précddente.
La condition nécessaire résulte du théoréme 2.9. en identifiant S
et \P(S).

Etudions maintenant les id&aux des demi-groupes précédemment é&tudiés.



23

. P}
PROPOSITION 2.12. : Si un demi~groupe S admet des idempotents et s1 S

est un idéal O-minimal & gauche, tout idéal 3 gauche de S est ou nilpotent

. n
ou contient §-.

$i I est un idéal pon nilpotent, on a O:;f_ %¢ §° , d'od = Sné; I,

. n . vaa e s il . “
puisque I  est aussi un idéal 3 gauche et que § est minimal & gauche.

PROPOSITION 2.13. : Si un demi-groupe 'S admet des idempotents, et s'il est

de profondeur gauche finie, il existe une injection de 1'ensemble des idéaux

(
(

for

gauche, & droite, bilat&res) nilpotents de S dans l'ensemble des idéaux

gauche, 3 droite, bilatéres) de s/st.

jord

D'apr&s le Théoréme 2.9., S est un sous demi-groupe, prodult sous

direct de NX (GXE)® avec N = S/Sn, en identifiant § et \P(S). Soit

P

I un idéal nilpotent de S ; I" = 0 implique que nécessairement- I est

-~

DEFINITION 2.14f Un demi-groupe § avec zéro est appelévgrcupe i gauche gvec

zéro, si S est produit direct d'un groupe par un zéro~demi-groupe 2 gauche.
(I1 y a identité entre les groupes i gauche avec zéro et les demi-groupes

O-simples & gauche avec idempotents d'aprés [ 7 7] , Th. 1.27.

THEOREME 2.15. Un demi-groupe S ayant des idempotents non nuls est de

profondeur gauche finie, si et seulement si § est extension iddale d'mn

groupe 3 gauche avec zéro par un demi-groupe nilpotent.

Si 8" =M est idéal O-minimal 3 gauche de S et si § admet des

idempotents, alors, d'aprés le lemme 2.4., M est un groupe i gauche avec
zéro et S/S" = S/M est nilpotent.

Réciproquement, si (S,.) est extension idéale d'un groupe i gauche
avec z8&ro, K°, par un demi-groupe nilpotent T, il est faciié de vérifier

’ A
que S = th;Tx of T"=T- {O} est un demi-groupe de profondeur gauche
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finie, avec des idempotents non nuls, le produit dans S prolongeant le

produit dans K°. (On a alors st = K°,,Tn'=‘o)

LEMME 2.16. Si un demi-groupe S vérifie les conditions du Théordme 2.15,

il v a bijection entre les id8aux & gauche de S non nilpotents et les

idéaux du demi-groupe s/s™.

L'application (¢ de S5 sur s/s®  est, rappelons le, définie par
. n . n ; . 1
Y(x) = x si x4S et q)(x) =0 si xXES et 1le produit dans S
est défini par Xoy = Xy si xydsn et 0O si xyéZSn. Aussi & tout idéal
I & gauche de S mnon nilpoﬁent donc contenant S- d'aprés la proposition
2.12, on peut associer WW(I) = (I - Sn)L) {O} et & tout ideéal 1I' de
S/Sn, on peut faire correspondre I = I'XL)Sn = q)—}(I'). Donc
u’uloyJ(I) = I, qio\p~l(1') = I', De plus cette bijection conserve 1l'inclu-

"sion des idéaux.

. PROPOSITION 2.17. Les id&asux bilat@res non nilpotents d'un demi-groupe S,

de profondeur gauche finie, avant des idempotents non nuls, forment un

treillis G de plus grand &lément S, de plus petit &lément S°. En

particulier pour tout I # S de G , il existe un 8lément x de S§-~1

tel que IL)‘{X} est encore un idéal bilatére.
(Onn a un résultat analogue pour les idéaux & gauche}.

Cette proposition est un corollaire du lemme pré&cédent et de la Proposition

1.3, puisque S/Sn est nilpotent.

Dans une derniére partie de ce chapitre, nous allons examiner le cas
particulier des demi-groupes dont une puissance est un groupe (ou un groupe
avec zéro). I1 est bien connu que dans un demi-groupe S, tout id&al i gauche,
i droite ou bilatére qui rencontre un groupe, sous demi-groupe de S, le
contient. Donc si S' =M est un groupe (avec zéro), M est un id&al 3 gauche
- O-minimal (et aussi 3 droite).

Donnons cependant auparavant quelques exemples et contre-—exemples.
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§ 2. Exemples., Contre—exemples.

Donnons deux demi-groupes de profondeur gauche finie. Soient
X = {0,1,2,3,4; un ensemble formé de 5 &léments. Soient x et y deux

transformations de X données par les tableaux @

_ (0 1 2 3 4 . /01 2 3 &4
x =0 30 4 4 et v o030 4) -
Les deux applications x et 'y engendrent un demi-groupe S}, sous

demi~groupe de XX. De plus S3 = {xz,yz,yx,xyx} est un idéal O-minimal

1

a gauche de Sy, z&ro & gauche. Donc §; est de profondeur gauche finie.

. . 2 .
Mais dans SI’ on peut trouver deux idempotents non nuls x et yx par

exenple tels que x.x2‘¥ x.y%. Done Sl ne peut &tre produit sous direct
3 3
de 5; X slls1 .

Toujours, sur le méme ensemble X considérons maintenant les deux

transformations x, et 7y, définies par :
01 2 3 4 : 40 1 2 3 4
%=l 2 0 & &) et yz‘(04024)‘
Elles engendrent un demi-groupe 82, dont les idempotents sont xg et yg.
Il est facile de vérifier que ce demi-groupe vérifie les conditions du

2

Théoréme 2.9, et par suite S, est produit sous direct de ~827<S2/S§ .

2
D'autre part noussavons (lemme 2.6.) que dans un demi-groupe S de

profondeur gauche finie, admettant des idempotents non nuls, il y a
équivalence entre : Ve, e = 82 #0, Vx€8, ex = 0 et il existe n tel
que x" = 0. Nous allons voir que ce résultat ne subsiste pas dans le cas
ol § est de profondeur finie (i.e. il existe un entier n tel que Sn
est un idéal O-minimal bilatére):Considérons dans 1'ensemble des matrices
MBGR) le demi-groupe multiplicatif S engendré par les deux matrices

0 0 O 0 0 1
x =(1 0 0) et , y =(0 0 0) .
01 0 0O 0 0O



26

[Cet exemple nous a &té& fourni par G. Lallement [ 21}). Le demi-groupe
. s 2 5

S contient trois. idempotents xzy , Xyx et yx  ; de plus I=15 oest

idéal O-minimal bilatére ; mais dans ce demi-groupe =x(xyx) est non nul

alors que x3 = 0. Donc les conditions du lemme 2.6. ne sont plus

équivalentes.

Dans le paragraphe suivant, nous allons voir un cas particulier

important de demi-groupes de profondeur finie.

§ 3. Demi-groupes G-potents, G°-potents .

DEFINITION 2.18. Un demi-proupe S est dit G-potemt, s'il existe un entier

n tel gue Sn est un _groupe G.

Si § est G-potent, et si G .se réduit 3 un &lément 1z, cet &lément
z est zéro de S et S devient nilpotent. Les propriétés des demi-groupes

G-potents généralisent donc les propriétés des demi-groupes nilpotents.

DEFINITION 2.19. Un demi-groupe avec zéro est dit G°~-potent, s'il existe.un

" I -
entier n tel que S est un groupe avec zéro, G°.

Dans le cas oli 8 n'admet pas de diviseur de zéro, S est G°-potent si et

seulement si le demi-groupe §* =5 - {O} est G-potent.

CORCLLAIRE 2.20. Tout demi~groupe G°-potent est extension d'un groupe avec

z8ro par un demi~groupe nilpotent, et réciproquement, tout demi-groupe

extension d'un groupe avec zéro par un démi-groupe nilpotent est G°-potent.

Ce résultat se déduit immédiatement du Théordme 2.15.

COROLLAIRE 2.21. Un demi-groupe est G°-potent si et seulement si, il est

produit sous direct du produit direct d'un groupe avec z8ro par un demi-groupe
g P g D

nilpotent.



Ceci ré8sulte du Théordme 2.11 ; si S est G°-potent et si st = G°, on
peut considérer 1'application @ de S dans 8/6°xG° définie par

Wix) = (X, ex), ol e désigne 1'élément neutre de G et X 1'image de
x dans 8/G°. Ceci prouve (cf. Th. 2.9) que S est produit sous direct
de $/G°x G°. La démonstration de la réciproque se déduit de celle de la
proposition 2.10 ¢t E est ici réduit au seul élément e, neutre de G,
donc P est isomorphe 3 «}X{e})°,‘soit i G° et ainsi S est

bien G°-potent.

COROLLAIRE 2.22. Le treillis des idéaux bilatéres [resp. a4 gauche, & droité]

d'un demi-groupe G-potent S est un treillis isomorphe en tant qu'ensemble

ordonné au treillis des idéaux bilatéres {resp. 4 gauche, 3 droité} du
o -

demi-groupe nilpotent §/G, quotient de Rees de S par G.

Puisque naqus supposons S G-potent, tous les idéaux de S contiennent G ;

il nous suffit alors d'appliquer le lemme 2.16.
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CHAPITRE 3
DEMI~-GROUPES RETICULES ET TOTALEMENT ORDONNES
Généralités.

Le but de ce chapitre est de donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un demi-groupe S, quelconque, puisse €tre totalement ordonné, c'est~
d~dire pour que l'on puisse définir sur S une relation d'ordre total,

notée & , isotone :
Ya€ S, VbE€S, Ve €S, a€b === acsghe, casgceh .

Un demi~groupe qui peut &tre totalement ordonné sera appelé ou
dg-demi~groupe, ou demi-groupe ordonnable, Jusqu'd ce que nous entreprenions

cette étude aucune condition dans le cas général n'avait &té donmnée.

Ce chapitre se divise en deux parties. Dans la premidre partie, nous.
étudions les demi-groupes réticulés, qui sont des demi-groupes ordonné&s en
treillis et cherchons leurs représentations en demi-groupes totalement
ordonnés. Nous obtenons alors comme Corollaire un théc;éme‘de caractérisation
des ¢-demi-groupes. Cette premiére partie sera une reproduction de notre

article [Mé]' Nous donnons ensuite un exemple d'application de ce Théoréme

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous montrons qu'un demi~-groupe
S est un d~demi-groupe, si et seulement si tout sous demi~groupe de §
engendré par un nombre fini d'éléments est un ¢~demi-groupe. Cela résultera

d'un théoréme classique du Calcul Propositionnel.

Cela nous conduira donc par la suite & &tudier les demi-groupes dont
tout sous demi-groupe est engendré& par un nombre fini d'éléments : demi~

groupes idempotents, nilpotents par exemple.
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SUR LES DEMI~-GROUPES RETICULES ET LES O~DEMI-GROUPES

Thérése Merlier

Présenté par Madame le Professeur M. L. Dubreil-Jacotin *

A necessary and sufficient condition is given in order that a
jlattice-ordered semigroup admit a totally ordered L-homomorphic image
{Theorem 1). This permits us to give (Theorem 2} a necessary and
sufficient condition that a lattice-ordered semigroup be representable,
that is, that it be f~isomorphic to a subdirect product of totally
ordered semigroups, thereby solving a problem posed by L. Fuchs ‘
{{2],p.289). We also establish a necessary and sufficient condition
that a semigroup be an o-semigroup, that is, that it admit a structure
of totally ordered semigroup {Theorem 3}.

Rappelons tout d'abord quelques notations qui sont générale~
-ment celles de [1}. 5 étant un demi-groupe, S1 est . le demiw
groupe unitaire associé a 8; si H est une partie de §, a un
&1lément de 8, (H..a) désigne l'ensemble des couples {x,y) de

§XS tels que xay € H et (H..a), celui des couples (x,y) de S":xS1
4

tels que xay € H. ‘@ q et\@;{ sont les équivalences de Croisot

v
relatives & H, définies dans S respectivement par & 2 b ((283
si et seulement si (H..a) = (H.o.b), et a = b (tg;) 5i et seule~

~ment si (H..a)1 = {H..b)1. Dlautre part, un demi-groupe S5 est

% +» The ceniral results of this note were presented by M. L.

Dubreil~Jacotin in an invited address at the Symposium on
Semigroups and the Nultiplication Strucsture of Rings held at
the University .of Puerto Rico, Mayagufz, Puerto Rico,

March 9-13%, 1570.
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réticulé s'il est ordonné en treillis et si, de plus, on a les
distributivités suivantes: ¥ a ¢ §, Voe S, Ve e 51, Vae 81,
c{avb)d = cadvebd et c{anb)d = cad Acbd. Dans un tel demi=
groupe, un l-homomorphisme est un homomorphisme pour les trois
opérations V, A et la multiplication, un l~idéal est un idéal
du treillis sous jacent, c'est & dire un sous treillis partie
héréditaire de S; enfin une partie H est A-premieére si :

apb € H entralne a oubd € H.

s

THEOREME 1. Un demi-groupe réticulé S admet une image

l-homomorpghe gui est un demi-groupe totalement ordonné non

trivial, si et seulement si,il existe dans S une partie &

qui est un 1-idéal propre de S, A -premier et tel gue l'ensem-

«ble des (H..a), a € 8, forme une chafne pour l'inclusion des

ensenbles dans S X S.

La condition est nécessaire.

Soit Z_, un demi~groupe totalement ordonné non réduit & un
élément, tel que Y soit un i-homomorphisme de § sur 2 . Il
existe donc deux éléments de Z, a ¢t b, distincts, comparables,
tels que a =v(a), b =P(b) et a b dans Z par exemple.
Considérons le sous ensemble de §, H = {x €5; wx)< )t
H n'est pas vide et il est distinct de S ( a € H et b ¢ H). Il
est clair que H est une partie héréditaire; de plus, si x et y
appartiennent & B, ¢@(xvy) = @(x) Vy) <Xa) et xVy ap-
~partient & H. Si x Ay appartient & H, V(xay) = \f(-x) A ‘{{(y)
est inférieur ou égal & k{?(a); Z étant totalement ordonné,
w(x) A Wy) = P(x) ( ou Y(y) ) et x (ou y) appartient 4 H .

H est donc un l-idéal A -premier.

1

Considérons maintenant les sous ensembles (H.o.s), & €5, de
8x5. Supposons (H..s) non contenu dans (H..t): il existe donc
x et y € 5 tels que xsy € H et xty g‘ H. I1 en résulte
COEMKSIUYI € gla) et (x)*ff(t)%’(y}% Pla), clest & dire
\{’(a) '4 W) IKy) puisque Z est totalement ordonné; donc
Q(s) L \P(t). Par suite si (z,2') € (H..t), Q{z) ) Wz) est
inférieur ou égal a Yla), \p(z)'f(s)’f(z*} aussi et (z,z') appar=
~tient & (H..s), d'oll'inclusion(i..t) § (He.s) .

65



—31.—

KERLIER. 3.

REMARQUE 1. L'équivalence dtapplication &Qassociée 4 lthomo-
-morphisme \;’ est visiblement plus fine que l'équivalence de
Croisot @E{" k

La condition est suilisante.
Soit H un 1-idéal propre, A-premier tel que 1l'ensemble des

{(B..a) , 2 € 5, est une chaine dans Sx5. On sait que l'équi-~

s > )
~valence §H est une congruence de demi~groupe {'1}. Iei, ctest

de plus une congruence de treillis grdce aux hypothéses faites

sur H. BSupposons en effet a 5 b (‘8}1) : si x(aVedly € H, xay

et xcy € H puisque H est héréditaire; xby appartient donc ause
«5i & H. Mais H est un 1-idéal, donc¢ xbyV xcy ‘qui est égal A
x{bVec)y appartient & H et (H..aVe) est contenu dans

(H..b Ve). Par symétrie nous avons 1'égalité (H..aVeo } =
(He.bvec) pour tout ¢ de S et aVe ¥ bVe ('8}{).

8i x(apac)y = xayaxcy € H, on a, K étant A -premier, soit
xay € H, soit xcy€H; dans le premier cas xby € H{a = b '@H)

et ainsi dans les deux cas x(bac)y € H . Par suite (H..apac)
est contenu dans (H..bac) et finalement (H..a ac) égale pour

tout ¢ de 5 (Hesb pc)e Sy = S/gH est donc un demi-groupe ré-

~-ticulé, image l-homomorphe de S.
De plus, si les (He.a), a € §, forment une chalne, l'ordre dé-
~fini précédemment est tobal. En effet, si & et b sont deux

éléments de SH’ classes de a et b respectivement, nous avons
dans Sy a £ b si et seulement 8i A AD = &, clest & dire si

(Ho ta ‘\b)
avons toujours (H..b) contenu dans (H..a Ab). Dome si a £ B,

n

(He.a); mais H étant une partie héréditaire, nous

(H..b) est contenu dans (H..a) . Réciproquement, supposens
(Heob) contenu dans (He.a): si x{aaAb)y € H, xay ou xby € H,
puisque H est A ~premier, et dans chacun des deux cas xay
appartient & He (H..a pAb) est contenu dans (H..a) et & A D = 5.
Liordre sur SH est en fait aussi défini par a & T si et seule~

ment &i (He.d) ¢ (H..a), et 5y est totalement ordonné.

REMARQUE 2. Le Théoréme 1 reste valable lorsqu'on reamplacée la
condition " la famille des (H..a) , a € 8, est une chalne pour

ltinclusion des ensembles dans SxS" par la condition:

66
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Mia famille des (H..a),i, a €53, est une chaine pour l'inclusion
des ensembles dans S“xs,i". I1 suffit en effet de cousidérer les
équivalences ﬁ; au lieu de gﬁ. Si, en particulier, nous repre-

~nons la démonstration de la condition nécessaire et désignons

par 3X l'image réciproque de la section commengante de \?(x)
r «
dans 2 , nous avons, pour tout x, J\{,gﬁ ;Ix ( ¢f. Remarque 1),
. . o 1 .
mais si a ¥ b (J{:{,), wla) € xe(b) par exemple et a ?’b (8 Ha)

Dans ce cas, nous avons l'égalité A 5\611{ .
) a

COROLLAIRE 1. Un demi-groupe S unitaire, commutatif et réticulé

admet une image l-homomorvhe gui est un demi-groupe totalement

ordonné non trivial, si et seulement si, il existe dans S, une

partie H, l-idéal propre, A-premier.

Dlaprés le Théoréme 1, il suffit de montrer que &i H est un 1=~
idéal propre , A-premier, la famille des (H..a), (a € §) est
une chafne dans SxS. k

Supposons (H..a) non contenu dans (H..b); il existe donc deux
éléments de 8, x et y, tels que xay € K et xby g{ H. Kous avons
alors, H étant héréditaire, x(aably € H et pour tout (z,t)
appartenant & (H..b), z{aablt € H. La commutativité entralne :
zt{a Ab) € H et de méme xy(aab) ¢ H; H étant un 1l-idéal, en
utilisant la distributivité, on obtient (thxy)(a)\b) € H, ot
est & dire (zt vxyla A (2t Vxy)b € H. Mais xby 95 H, donc & for=
~tiori (zt Vxy)b ¥H. Comme H est une partie A ~premiére, nous
avons nécessairement {zt Vxyla € H et zat € H. Donc (H..b) est
contenu dans {H..a) et les (He.x), {x € §), forment bien une

chaine.

THEOREME 2. Un demi-pgroupe § réticulé est l-isomorphe & un

produit sous direct de demi-grouves SA {Aae A) totalement

it —— —————————  ——

de l-:.deau.»: A=-premiers ue S5, tels que

1°) e&QAg est 1'ézalité.

POR €A, 1 ;'ensemb‘e des (H ..5)1. (s € 8) 4 egst une chafne

de 5 xS pour 1'inclusion.
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Les conditions sont nécessaires.
Soit L? ltapplication l-isomorphisme de § sur le produit sous
direct des S, et désignons par Y, le produit p ey ot p, est la

projection dtun é&lément du produit sous direct sur 5. y, est
donc un l-homomorphisme de § sur S, , demi-groupe totalement or-

~donné; d'aprés la remarque 2 et le théoréme 1, on sait qutil
existe dans § une famille HEy g (A€ A, 5 € 8) de l-idéaux

A=premiers btels gque ltensemble des (fi’hs..a)q, {a€8) est

1

une chafne de SXS8 et tels que m 8:{)‘ s est égale & J\(&.
]

5 ¢ 8
Mais AQJ(F'* est l'égalité puisque Y est un leisomorphisme;

1 et iag
35@6 8‘6 Hye est donc aussi l'égalité. De plus, pour ftout s

de S et tout A de A, 1la famille des (K,\,s..a)1, {a € 8) est une

chafne pour 1L'inclusion dans S‘izrcs1 -

Les conditions sont suffisantes.
Soit E, (X € A) une famille de l-idéaux A-premiers de S, véri=
~fiant 1°) et 2°). Chaque S, = 8/(81 ¢st un demi-groupe tota~
g
~lement ordornd, image l-homomorphe de § (The 1)
L*homomorphisme de S dans «Q A S« @ pour équivalence d'appli-
\
-cation ¢ h 6; qui est 1'égalité d'aprés la coudition 1°),
'3
et par suite est un l~isomorphisme dans «UA 5, -
COROLLAIRE 2. Un demi-zroupe S abélien, unitaire et péticulé

est représentable si et seulement si le treillis sous jacent es
——— W— oo Lo I ——————

a——

distributif.

Si S est représentable, c'est A dire l-isomorphe i un produit
sous direct de demi~groupes 5, (A€ M) totalement ordonnés ,
tout élément a s'identifie & la famille des \a‘(a), Ae A, avee
les notations du Th. 2. Comme chaque \?.x est un l~homomorphisume
de S sur S, , demi-groupe totalement ordonné, {aVd)pc et

(apne)Vibace) ont la mBme représentation et par suite sont
égaux et le treillis est distributif.

Réciproquement, considérons la famille Hy o % € 4, de tous les
1-idéaux A-premiers de 5; d'aprés un résultat d'Iséki, [3],
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gi a et b sont deux élémenis distincts de 5, il exwiste un l-

idéal A ~premier contemant & et ne contenant pas b; nous avoas

donc a ;-:"b (&C\A 01 ) et ainsi O‘QA‘@; est 1tégalité . En
»

appligquant le Corollalre 1. et le Théoréme 2, nous pouvons afw

~firmer que 5 est représentiable.

REMARQUE 3. On retrouve ainsi un résultat de L. Fuchs {résultat
démontré directement et non publid) A savoir que ¥ tout demi~
groupe abélisn, unitaire, réticulé, dont Je treillis sous jacent

est distributif, est représentable.

THEOREME 3. Un demi-groupe 8§ est un o-demi-groupe si et
seulement si, il existe une famille Hyo (de A) de parties

non vides de S, telles que:

%) m i es‘x; 1'égalité.
Aed ——

() Bour tout Ade A la fanille dés (Hye.a)ys (2 €8) est

11

une chafane pour 1 L'inclusion des ensewbles dans S x 8 et @

plus 4 53 a g__‘_gb sont deux élépents guelcongues de 5, on 2
(EA"a)q'n (By.e0), = (Hp..a), pour tout dde A ou

(Hy..a), N (Hyeob), = (H3..b), pour toutdde A.

Les conditions sont nécessaires.
Si 8 est un demi~groupe totalement ordonné, la famille des sece
~tions commencantes Hxy (X € 8), vérifie o et B En effet, si 3
élément a de S est distinct de b, & est strictement inférieur
& b par exemple et b ntappartient pas i la sectzoa commengante
H, de a; done af:b (‘81 Y et af’b (x€S€1 Yy dfolk
d ). 53. a £b, pour toute section commengante Ex s 00 & 3
(thab),} contenu dans (Hx..a).‘ et la condition f3) est véri-
-fiée.

Les conditions sont suffisantes.

sidelet si aA désigne la classe de a mod"o.. s définissons
dans S, = S/ﬁ; g la relation suivante:

a, & b &= (hA..b),‘ < (HA"a)'i; + Cette relation ianduit
un ordre total sur S, puisque la famille des (HA¢OX).‘Q X €8,
est une chalne; elle est isobones en effet, si &.\‘ bA N

&9
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V (z,2') ¢ S"xS1 » zbz' € H, = zaz' ¢ H,, deme en particulier
Vx es, V(z,za') e S‘tx.‘é‘»1 « 2xbzt ¢ HA*;_)Z'XG’&'C E,, et
(xa)y = x,a, € x,b, = (xb)y et de méme a,x, <& B,x, pour tout x,

de Sy, qui est de ce fait un demi~groupe totalement ordonné.
Considérons alors le produit direct des S, (X€A); en vertu de
la condition ), S est isomorphe & un produif sous direct de ce

produit. Ordonnons S par:
a£b > VYieA, a, < by dans S,. Cette relation évidemment

réflexive et transitive est antisymétrique d*aprés la condition

d\); nous avons aussi l'isotonie, puisque de &, < bA' on déduit

ATA
ment ordoané: si a et b sont deux éléments distincts, il existe

au moins un indice de A, tel que a_ ¥ b. et tel que a b
¥ w7 O p<Op

3 e T 4L -
xa, £ x,\b.-\ et a.x, £ beA dans chaque 5, . Eafin 5 est totale

s

dans Srpar exemple. Donc (H{A..a),‘ N (H:‘"b)’i est  égal &

(Hﬂ"b)'l et d'aprés P), on & pour tout 4 de A (HA"b)‘l qui
est égal A (H'x..a).‘ n (HA..b),‘, et a, < b, pour tout dae AL
Ainsi a {b dans § et le demi-groupe $ est mm o-demi-groupe

puisqutil a pu &tre totalement ordonné,
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Donnons un exemple d'application du thZoréme 3 précédent. Ce théoréme
est assez facile d'emploi dans le cas des demi-groupes finis. En effet
quelque soient les &léments x et y du demi-~groupe §, on peut calculer
3 la main ou sur machine les sous ensembles (x : y)e} et par suite pour
tout sous ensemble H de S, on a (H..y)I = \.gH (x..y)x. Ainsi,

X

considérons le demi-groupe S défini par sa table de Cayley, (S est

commutatif) :

[« N e B v ol

B0 M Pin
Leal o B o b . K of
080 0in
f=al £ Il o £ o N

i

Nous avons alors (a : a), {1, a, b, d} = (c : ¢

(a : c)l = (c : a)} ='{c} = (e b>l = (¢ : d)I =

(a : b)l = (a : d)I = {a}

@:a),=W@:b) -W@:e) =0¢; @:a) ={1}

(b:a)=(z:c) =6¢;®b:b, = (b:&)}=£b,dj .
On remarque alors que pour tout x de S (x : b)1 = (x : d)l‘ 3 donc on.ne
pourra trouver de sous ensembles Hi’ J’.>€.I de S tels que iQI@Hi = Egalité,

puisque pour tout Hi nous avons b= d é’ q ° Done le demi~groupe
‘ 1

considéré ne peut 8tre totalement ordonné,

§.2.

Calcul Propositionnel et demi-groupes totalement ordonnds.

Pour les &léments de Calcul Propositionnel nécessaires & 1'é&tablissement
de ce paragraphe, nous renvoyons 3 [20]‘, chapitre 1. Rappelons cependant

1'important théoréme suivant :

THEOREME 3.1: Un ensemble (5 de formules propositionnelles est satisfaisable,

si et seulement si tout sous ensemble fini de C%' ‘est satisfaisable.

Appliquons ce Théorme aux demi-groupes ; ainsi, 3 un demi-groupe D, nous
pouvons associer 1'ensemble DXD de variables propositionnelles et le

systéme OED suivant de formules



(1°) (a,a) pour tout a de D.

2°) (a,b)V(b,a) pour tout a et tout b de D,

&

D.—:{S") T [(a,b)/\ (b,aﬁ pour tout a et tout b distincts de D.

4°) (a,b)A\(b,¢) «——y (a,c) pour tout a, tout. b, tout ¢ de D.

5°) (a,b) =3y (ac,be)A (ca,cb) pour tout a, tout b, tout ¢ de D.
Si %‘DV est satisfaisable, cela signifie, par définition, qu'il existe une
application $ de DxD dans ({0,1} et par extension de 1'ensemble des
formules propositionnelles dans {0,% , telle que SF = 1 pour toute
formule - F de d;D'

I1 est facile de vérifier que D peut &tre totalement ordonnd, si et

seulement $i le systéme 335’}3‘ est satisfaisable pour une distribution & ;

il suffit de poser a<b si S(a,b) = 1 et réeiproquement.

THEOREME 3.2. : Un demi-groupe S peut &tre totalement ordonné, si et

seulement si tout sous demi-groupe engendré par un nombre fini d'@léments
peut 1'étre. | |

Si un demi~groupe est un d-demi-groupe, tout sous demi-groupe est aussi un
¢-demi~groupe ; il suffit de considérer la restriction de la relation d'ordre
total de §  aux sous demi-groupes.

Réciproquement, supposons que tout sous demi-groupe de S est un d-demi-
groupe ; utilisons le Théoréme 3.1. Soit D un sous ensemble fini de G%S
et soit H 1'ensemble des &léments de S intervenant dans les formules de
» par exemple, si la formule "(a,b)——> (ac,bc) A (ca,cb)" figure
dans 55 , les &léments a, b, ac, bc, ca, .cb appartiennent 3 H.

H est un so‘ﬁs ensemble fini de S 3 soit K 1le sous demi-groupe de S
engendré par H. Par hypqthése, X est un d-demi~groupe ; donc le systéme
%K de fofmule‘s propositionnelles construit sur 1'ensemble KXK de
variables propositionnelles est satisfaisable. Mais 8% est un sous
ensemble de %K‘; doncka' est lui aussi satisfaisable.

Ainsl tout sous ensemble fini de 6%.8 est satisfaisable ; d'aprés le

Théoréme 3.1., Q;q est lui-mme satisfaisable, donc le demi-groupe S
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peut €tre totalement ordonné.
Le Théoréme 3.2. &tait bien connu, et appliqué, dans le cas des groupes

[9] , Par exemple.

DEFINITION 3.3.  : Un demi-groupe est localement fini, si tout sous

demi~groupe engendré& par un nombre fini d'éléments est fini,

COROLLAIRE 3.4. : Un demi-groupe localement fini est un &-demi-groupe,

si et seulement si tout sous demi-groupe fini est un o-demi-groupe.

hd » » - * . - - - -
De ce corollaire, il résulte que pour obtenir des conditions nécessaires

et suffisantes plus précises que celle donnée dans le paragraphe 1, il

sera utile d'examiner les demi-groupes localement finis.

*

3

cf
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CHAPITRE 4

DEMI-GROUPES NILPOTENTS ET NILDEMI-GROUPES

TOTALEMENT. ORDONNES

Nous avons vu d&s le Chapitre ! que tout demi-groupe S nilpotent
(S‘ﬂ = 0) est un nildemi-groupe (Vx€S, Ip€N ; xon) et que réciproquement,
tout nildemi-groupe fini est nilpotent.

De plus, nous allons voir que: les demi-groupes nilpotents sont localement
finis, et que les nildemi-groupes totalement ordonnables sont aussi localement
finis.

D'aprés le Chapitre 3, Corollaire 3, nous devons donc chercher une
condition nécessaire et suffisante d'ordonnabilité des demi-groupes nilpotents
finis, i.e. des mnildemi-groupes finis.

Nous avons donné cette condition dams [Ei].~NouS‘reprodﬁirons»donc
une partie de cet article ici:

Nous verrons que la condition % : ab=o == a%-ou bz=o,‘ joue un grand rdle
et surtout que nous avons un résultat important : le probléme de savoir 2 quelle
condition un nildemi-groupe est ordonnable est ré&salu s'il 1l'est pour les
nildemi-groupes vérifiant (%).

Les\paragraphas I, 2 et 3 seront consacrés & ce probléme. Nous donnerons
des exemples de nildemi-groupes vérifiant %, ne vérifiant pas %, pouvant et ne

pouvant €tre totalement ordonnés dans le paragraphe 4.
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PRELIMINAIRES

LEMME 4.1. Un demi—groupe nilpotent est localement fini.

Soit S un demi-groupe nilpotent et soit S§' le sous demi-groupe engendré par k
éléments. Si Sn#O, S' est nécessairement fini puisqu'il est formé de produits
ayant au maximum n &l8ments choisis par k, (S' est de cardinal inférieur 3

N

B,

pz}‘

COROLLAIRE 4.2. Un demi-groupe nilpotent S est un o-demi-groupe, si et seulement

si. tout sous demi-groupe fini de S est un o-demi-groupe.

Par suite, on connaitra une condition nécessaire et suffisante d'ordonnabilité des

demi-groupes nilpotents quand on connaltra une condition pour les nil-demi-groupes

finis.

LEMME 4.2. Si un nildemi-groupe S vérifie la conditiom

n . s e g . .
(C) "a =0 === tout produit fini d'éléments dans lequel a figure au moins n
fois est &gal 3 0",

alors S est localement fini.

Soient al,az,...;ak k @&léments de S et soit D 1le demi-groupe qu'ils

engendrent. Montrons que D est fini ; puisque S est un nil-demi-groupe, on peut

supposer a? = ag B .. = a; = 0. Si nous considérons un &lément y # 0 de D, il

se décompose en un produit fini d'éléments de {ax,az,..,,ak} et d'aprés la

condition (C), les occurences de ag;, 1¢ i4k, dans 'y sont inférieures ou
égales & n-l1. I1 en résulte que D n'a qu'un nombre fini d'éléments, et le
' ’ k{n-1

- cardinal de D est majoré par kP
p=1

COROLLAIRE 4.3. Tout nildemi-groupe abdlien est localement fini.

La condition (C) est trivialement vérifiée dans tout demi-groupe abélien.

LEMME 4.4. Un demi-groupe avec zdro totalement ordonnd vérifie la condition (C).

Soit § -un demi-groupe, totalement ordonné par € , de zéro 0, et soit a un
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€lément tel ‘que a = 0. Considérons t un &lément de la forme
L % o p-1 oy N
t = a X.8 X.eeel x .,a‘, ol %, # 0 pour tout ‘i , ol
1 2 p=1 i oL
ol]+ 0(2+...+o{p__]+olp7,n ,o(ié,iN, o!i‘o 0 (avec par convention a . disparait si
Cxi = 0),

Soit x 1le plus grand des éléments x},xz,...',xp_.}, et soit y 1le plus petit. Alors

%, L o o %o op . B
ona:v=a vya V...ya " §t€a xa X...a . Xa © = u. Mais S &tant totalement
‘ < . - , 5 s
ordonné, on a, par exemple, xa<¥ ax, et par recurrigse il en résulte xa € a x.
=~ oA,
. - i1 -1 . )
pour tout entier s, et par conséquence, t<u § a =0 puisque thi?, o,

De méme 0<€v<t ; donc t =0 et la condition ‘7) est satisfaite.

THEOREME 4.5.S0it S un nildemi-groupe ; S peut &tre totalement ordomné, si et

seulement si S est localement fini et si tout sous demi-groupe fini de 8

peut €tre totalement ordonné.

Condition nécessaire : Soit S wun nildemi-groupe totalement ordonné& par la
relation & . D'aprés le lemme 4.4., S vérifie la condition (C):; donc en
appliquant le lemme 4.2., on trouve que S est localement fini, D'autre part tous

les sous demi-groupes de S sont totalement ordonnds par < .

Condition suffisante : il faut appliquer le Corollaire3.h

COROLLAIRE 4.6. Un nildemi-groupe abélien S est un g-demi-groupe, si et seulement

si tout gous demi-groupe fini de S est un  o-demi-groupe.

Cela résulte du Cofollaire 4.3. et du Théoréme 4.5.

Le Théoréme 4.5., comme le Corollaire 4.2., nous montrent qu'il faut tout

d'abord essayer de trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
nildemi-groupe fini soit un o-demi-groupe. Cette condition a &té démontrée dans [Mﬁ].
Nous reprenons donc intégralement le d&but de cet article. Les trois premiers
paragraphes tendent 3 prouver que le problme de savoir 3 quelle condition un
nildemi-groupe peut etre totalement ordonné est résolu s'il 1l'est pour les

2

nil-demi-groupes vérifiant ab = 0==> az ou b = 0",
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NILDEMI-GROUPES TOTALEMENT ORDONNES

THERESE MERLIER, Paris

(Regu Ie 30, Janvier 1973)

La terminologie utilisée est celle de A. H. CLiFForRD et G. P. PrestoN [1] et de
L. Fucss [2].

Un nildemi-groupe S est un demi-groupe ayant un zéro, noté 0, et dont tout
élément est nilpotent: ¥x € S, 3n e N¥; x" = 0.

(N* désigne les entiers naturels positifs.) Dans un nildemi-groupe, nous appellerons
index de I'élément x, le plus petit entier n tel que X" = 0 et nous noterons i(x) = n.

Nous nous proposons de déterminer les nildemi-groupes qui peuvent étre totale-
ment ordonnés, c’est-a-dire sur lesquels on peut définir une relation d’ordre total
isotone:

ash, ¢c£d=acgbd pourtout a,b,cd.

Ceci répond au probléme posé par E. JA. GaBovi¢ dans [3], probleme 13.

Si S, est Pensemble des éléments d’index 2 d’un nildemi-groupe S totalement
ordonné, S, U'{O} est un zéro-demi-groupe et par suite, on a: un nildemi-groupe S
égala S, U {0} peut étre totalement ordonné, si et seulement si, S est un zéro-demi-
groupe. Nous ne nous intéresserons plus 4 ce cas dans la suite, mais nous retenons
Ia condition nécessaire: S, U {0} est un zéro-demi-groupe.

§ 1. Quelques propriétés algébriques des nildemi-groupes totalement ordonnés. Soit S
un nildemi-groupe totalement ordonné par la relation £, et soient P = {x€S;
x 20}, N={xeS; x 20}. Désignons par S* Pensemble des éléments de S
d’index supérieur ou égal ¢ 3 et posons P* = P 1 §*, N* = N n §*. (Ces notations
seront conservées dans la suite.)

On a alors les propriétés suivantes:

a) PN = NP = {0}.

b) P est un demi-groupe positivement ordonné (Yae P, Vbe P, a < ab, b < ab)
et dualement, N est un demi-groupe négativement ordonné.

c) Sia et b sont deux éléments d’index strictement supérieur @ 2,

ab =0 siet seulementsi ba= 0.



Siab = Qetsiaetbsont d’index supérieur 4 2 strictement, on a nécessairement a ¢ P
et b e N par exemple, car si @ et b appartenaient &2 P on aurait g < b < 0 par exemple,
d’ol 0 = ab £ b* £ 0 et b appartiendrait 3 S,.

Soit, I la relation binaire définie dans S* par

a=b()«VxeS*, xa=0<wxb=0,

11 est clair que I est une relation d’équivalence de S$* et que si § est un nildemi-
groupe, qui peut étre totalement ordonné, I = J o J est la relation définie par:

a=b(J)«VxeS*, ax=0<bx=0,

d’aprés la propriété c) précédente.
De plus

Proposition 1. Soit S un nildemi-groupe totalement ordonné; alors les classes
mod. I sont P* et N*,

En effet si @ = b (I), ab est distinct de 0 puisque 4 est distinct de 0; donc a et b
appartiennent tous deux & N* ou P*, Réciproquement, si a et b appartiennent 3 P*
et si ax = 0, avec x € §%, x appartient nécessairement & N* et par suite bx = 0 et
ainsta = b (I) Donec les classes mod. I sont bien N* et P¥,

Ceci nous prouve en particulier que les éléments d’index strictement supérieur
G 2 se partagent en éléments positifs et négatifs et ceci de fagon algébrique, indé-
pendemment de toute relation d’ordre.

Remarque. Si S est un nildemi-groupe totalement ordonné, I admet une seule
classe, si et seulement si ,,ab = 0 => a* ou b* = 0% pour tout a et tout b de S.

En effet I admet une seule classe, si et seulement si S* = P* par exemple. Dans ce
cas siab = 0, a et b ne peuvent tous deux appartenir & S*, donc a ou b est d’index 1
ou 2.

Nous noterons désormais ("‘) la condition

ab=0=a% ou b*=0.

§ 2. Caractérisation des nildemi-groupes qui peuvent &tre totalement ordonnés. Nous
allons montrer dans ce paragraphe que pour caractériser les nildemi-groupes qui
peuvent €tre totalement ordonnés, il suffit de savoir caractériser ceux qui vérifient (*);

Théoréme 1. Si S est un nildemi-groupe vérifiant (*) et totalement ordonné, alors S
peut également étre totalement ordonné, de telle sorte que O soit élément minimum
ou maximum.
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Supposons S totalement ordonné par <; puisque S vérifie (*), d’aprds la remarque
précédente P* ou N* (relatifs & £, mais aussi relatifs 2 toute autre relation d’ordre
total d’aprés la Proposition 1) est vide. Supposons donc N* vide; dans ce cas, si
i(x) > 2, on a x < 0; et si i(x) = 2, on peut avoir 0 < x mais alors xS = Sx = 0,
Définissons alors une nouvelle relation d’ordre total < sur St

<0 VYaesS,
axxb, siagetbsontdifférentsdelOeta = b.

I} est facile de vérifier que <X fait de S un demi-groupe totalement ordonné.
On pourra donc toujours supposer si § est un nildemi-groupe totalement ordonné
“vérifiant (*), que 0 en est élément maximum ou minimum.

_Notation, S désigne I'ensemble des éléments de S admettant au moins une décom-
position en deux facteurs g et bde S: 5* = {ne S, Jae S, beS tels que x = ab}.
Ainsi, dire qu'un ¢lément x appartient 3 S — S?, c’est dire que x ne peut se dé-
composer en un produit de deux ou plusieurs factcurs on dit encore (cf. T. TAMURA
[’:’]) que x est premier.

Théordme 2. Soit S un nildemi-groupe et soit £, Iensemble: {xe S;x %0, 5x =

=xS=0etxeS— 5}

Alors § peut étre totalement ordonné, si et seulement si S — X, peut étre totale-
ment ordonné.

S — ¥, est toujours un sous demi-groupe de S; donc si S est un nildemi-groupe
totalement ordonné, il en est évidement de méme de § — Z,. ‘

Supposons donc réciproquement que S — Y, est totalement ordonné par £.
Nous pouvons ordonner totalement Z, u {0}, puisque c’est un zéro-demi-groupe.
Définissons alors dans S une relation binaire £ qui prolonge lés relatiens d'ordre
sur §' — Xy, et £ U {0} et telle que, de plus, siae S — £y et a < 0 dans § ~ I,
sibeS— X, et0<bdans S — I, etsixe, v {0}, alors @ < x < b dans S.

Cette relation est évidemment une relation d’ordre total’ dans S-et il est facile de
voir que les lois d'isotonie sont satisfaites, en utilisant le fait que a £ b dans S — X,
implique xa £ xb, ax £ bx pour tout x de §.

Définition. Un élément de Z, est appelé ,,élément superflu* du demi-groupe S,
D’aprés le théoréme 1, il nous suffit d’étudier les nildemi-groupes sans éléments
superflus,

Lemme. Soit S un nildemi-groupe sans éléments su perflus, Supposons que

2) $2 = {0},

b) Si a et b sont d’index strictement supérieur & 2, ab = 0 <> ba = 0.
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¢) La relation d’équivalence I définie sur S* admet exactement deux classes P*
et N*, vérifiant S'P*S* n SIN*S* = {0}.
d) Vx € S,, xP* U P*x = {0} = (xN* u N*x) = {0}.

Désignant alors par

X, = {xeS,; 3yeP* xy ou yx #+ 0} u {SIP*S* A S} u P* L {0},
Iy = {x€S,; 3y eN* xy ou yx 0} u {S'N*S$* A S,} UN* U {0},

on a: Zp et Zy sont deux nildemi-groupes, vérifiant *, tels que
S—"-‘ZPUES et ZpﬂXN ={0}-

Montrons tout d’abord que les deux classes P* et N* vérifient P*N* = N*P* = {,
Soienteneffetae Pr*et be N*;onadonca b (I), et par suite, il existe x € S* tel
que ax = Qet bx + 0. Comme a* # 0, x % a(I), donc x e N* et x = b (I), donc
ax = Oimplique ab = 0, et ba = 0 d’aprésla condition b). On a d’ailleurs P*SIN* =
= N*S'P* = 0; en effet, si x = u a v, avec @€ S, u€ P*, u e N*, alors si a e S*,
a € P* ou N*, donc av ou ua = 0 puisque P¥N* = N*P* = 0, et si a € S,, si av est
distinet de 0, d’aprés la condition d) ua = 0. Donc dans tous les cas x = 0.

L’idéal engendré par P*, S'P*S®, est contenu dans Zp, car si x € S'P*S' n
N (S, v {0}), il appartient par définition & Zp et si x € S'P*S* n S*, alors x? % 0
implique x & P* car sinon x? € S'P*SIN* = 0 d’aprés ce qui précéde. De méme,
SIN*S? est contenu dans Zy et ainsi, X, et Iy sont des nildemi-groupes, sous demi-
‘groupes de S. Ils vérifient *, car si nous avions ab = 0 avec a et b e N*[P*], alors-
a = b(l)et ab = 0 implique b* = 0, ce qui n’est pas.

Pour montrer que X, N 2y = {0}, il nous suffit de montrer que les sous ensembles
suivants:

({xeSz; Jye P*, xy ou yx + 0} n{x€eS,; IyeN* xyouyx % 0},

{xeS;; IyeP* xy ou yx + 0)n {S'N*S' 1 S,},
et
{x€S; 3yeN* xy ou yx # 0} n {S'P*S* N S,}

sont vides,

Il résulte trivialement de la condition d) que le premier ensemble est vide. Le
deuxiéme et le troisi¢éme ensembles sont vides, car si, par exemple, x € S; N S'N*St,
pour tout y de P* on a xy = yx = 0, puisque P*S'N* == N*§'P* = (,

"Théoréme 3. Soit S un nildemi-groupe, sans éléments superflus et ne vérifiant pas
@b = 0= a2 ou b* = 0%,
Alors § peut étre totalement ordonné, si et seulement si

2) S2 = {o).
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b) Si a et b sont d’index strictement supérieur & 2, ab = Q< ba = 0,

c) La relation d’équivalence I admet exactement deux classes P* et N* telles que
S'P*St n S'N*S* = {0}

d) Yx e S,, xP* U P*x & {0} = xN* u N*x = {0},

e) Ty et Ip peuvent étre totalement ordonnés.

(Zy et Zp sont définis dans le lemme précédent.)

Condition Suffisante. Zy et Z, sont, d’aprés le lemme précédent, deux nildemi-
groupes vérifiant(*) donc, d’aprés le Théoréme 1et la condition ¢), on peut ordonner
totalement Xp avec 0 comme élément maximum et Xy avec 0 comme élément mini-
mum, Comme d’aprés le lemme, ZyuZp=S et Iynip= '{0}, nous pouirons
définir une relation d’ordre total sur S, £, prolongeant les refations sur Zy et Xp, en

posant ;
a<0<b, Va0, aeXp, Yo+0, bely.

Il nous suffit de montrer que ZyZp = ZpZy = {0}, pour que I'on soit assuré de
Pisotonie.

Soienta € Zp, beZyisiaetbeS,, ab = ba = 0 d’aprés la condition a); si a € P,
beN*, ab=ba =0 d’aprés la démonstration du lemme; si aefpn S, et s
b e N*. D’aprés la définition de Zp, on sait qu'alors, ou a € S*P*S? et alors on a vu
que S'P*S'N* = 0 dans le lemme, donc ab = 0, ou il existe y € P* tel que ay ou
ya # 0; mais alors, d’aprés la condition d} a N* = 0 et ab = 0.

Condition Nécessaire. Soit S un nildemi-groupe totalement ordonné. On a vu
dans Pintroduction que Pon avait nécessairement S3 = {0}, d’ott a). Comme S ne
 vérifie pas la condition (¥), d’aprés la Proposition 1 et la Remarque qui la suit, on a c)
qui est vérifié, avec P* = {x € S;i(x) 2 3, x < 0} et N* = {x e S; i(x) = 3,x > 0}.
La condition b) est satisfaite comme on P’a vu au § 1. Enfin si xP* U P*x = 0, on
a nécessairement x < 0, donc xN* = N¥x = 0 et d) est satisfait. Les conditions
a,b, ¢ et d du lemme étant alors satisfaits, Zy et ¥, sont sous demi-groupes de S,
donc peuvent €ire totalement ordonnés.

Ce théoréme nous prouve quele probiéme de savoir & quelle condition un nildemi-
groupe S peut étre totalement ordonné sera résolu §’il 'est pour les nildemi-groupes
vérifiant ab = 0 implique a® ou b* = 0 (*). Pour étudier ces nildemi-groupes, nous
distinguons le cas fini du cas quelconque.

§3. ledcmx-grcups finis vérifiant (*) totalement ordonnés. Nous avons démontré
dans [5} qu’un demi-groupe S fini d’ordre p est un nildemi-groupe, si et seulement si,
S admet au plus un idempotent, et si le treillis des idéaux (non vides) de S est de
longueur p — 1,

Dong, si § est.un nildemi-groupe fini, d’ordre p, toute chaine maximale d'idéaux
est de longueur p — 1. On peut alors énoncer:

(1) Nous renvoyons &galement au Chapitre 1, Théordme 1.6.
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Théoréme 4. Soit S un nildemi-groupe fini d'ordre p, vérifiant (¥). S peut étre
totalement® ordonné, si et seulement si 'une des chaines maximales, I, = {0},
Iy oo, I, = § d'idéaux de S vérifie

Yxes, vr,¥se{1,2,..., p}
xl,cl,<ox(l, =1, )nIl, %0
I,xgl,@(l,-1_,)xn-f,¢@,

Congition Nécessaire, Si S est totalement ordonné, on peut d’aprés le théors-
me 1, supposer que.0 en est le plus petit élément. Dans ce cas, les sections commen-
gantes X% sont des idéaux de S, formant une chalne maximale de {0} 4 S de longueur
p—1.8ilonaQ=a; <a, <... < a, alors en posant I, = a¥, il est clair que,
xa, €1, implique xaf < I, et par suite x{I, = I~y n I # ¢ implique xJ; € I,

Condition Suffisante. Nous supposons qu'une chalne maximale K = {0} <
< Iy o, €l , = § vérifie les conditions du Théoréme 4, et nous posons a; = I; -
= I;-, et ordonnons S par 0 < a; < a; < ... < g, Cette relation est isotone; il
suffit de vérifier que @; < ayy; implique xa; < Xa;4; €t ;4% S ax, Or si xa;4; €
€l, xa;el, car a; €1, et nous avons nécessairement xa; £ Xa;4 .

Ainsi, la conjonction des Théorémes 2, 3 ¢t 4 permet de donner une conchtxon
nécessaire et suffisante pour qu’un nildemi-groupe fini puisse étre totalemant ordonné,
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§4. Exemples

a) Donnons un exemple de demi-groupe qui est un nildemifgroupe, qui ne vérifie

pas la condition % ¢

(%) : xy = O === x2 ou y2 = 0 3

Considérons l'ensemble S des matrices 4x4 sur le corps des réels IR,

]
<o

triangulaires supérieures strictes, c'est-i-dire si a = (aij) s, On & aij

.

si j<¢i.

Il est bien connu que S est un demi-groupe multiplicatif tel que 84 = 0,

Ce demi-groupe S ne vérifie pas la condition % ; considérons en effet les

deux matrices x et y de S définies par :

(Xi,j) avec x1,3 = xl’4 = X2,4 = x =1, et 0 ailleurs

M
it

i

y (yij) avec y},z = y1’3 = y1’4 = yz,& = 1, et 0 ailleurs.

On a alors x2 = (aij) avee a}.;4 =1 et 0 ailleurs : y2 =~x2 # 0. Mais xy = O.
De plus, S ne vérifie pas la condition b) du théoréme 3, ce qui prouve

qu'il ne peut étre totalement ordonné.
En effet les deux matrices x et y précédemment décrites, sont telles, que

xy = 0 et que yx = (bij) avec bl 4 =2 et 0 ailleurs. Domc x et y sont

s

d’ordre supérieur a 2 (4 exactement) et on a xy = 0 et yx # O.

b) Donnons maintenant un exemple de demi-groupe, nilpotent fini, vérifiant la

condition (%) et ne pouvant 8tre totalement ordonns.

Considérons 1l'ensemble D des matrices 3%x3 sur le corps Z+pZ%, triangulaires

i

supérieures strictes, i.e. si a = (aij> aij 0 si j<€i, D est évidemment un

demi-groupe fini, qui est nilpotent ; 83 = 0, Ecrivons toute matrice'de D

0.0c
000

(0 a b) sous la forme (a,b,c).
Nous avons (a,b,c)(a‘,b‘,c') = (0,ac',0). Cela nous prouwve immédiatement que D
vérifie la condition %. D peut il 8tre totalement ordonné ? Nous allons utiliser le

théoréme 4. (On peut de plus vérifier que D n'admet pas d'él8ments superflus).

Remarquons tout d'abord que tout &lément x = (0,c,0) engendre un idéal
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X =‘{x,0} » et que tout &lément y = (a,b,c) avec- a ou ¢ non nul engendre un
idéal bilatdre égal 3 Y = %y,o, (o0,x,0) 3 xe;E/pZ)}. Donc toute chalne maximale
d'idéaux de D est de la formé :
0 CI C.. CIp—ICJ}CJZ‘;'CD » avec
Ik - Ik~1 = {(O,Xk,O} et par exemple Ila {(031,0}

1

"

o} .

(a',b',c') avec

#

Mais si 1l'on considére deux éléments u = (a,b,c) et u
a#a', a#0, a" #0, il existe au moins un idé&al J. qui contient u et u' ;
donc il existe un idéal Jn qui contient u et u' et tel que u' par

exemple n'appartient pas i Jn-l : clest~3~dire que 1'on a :

k = gl
. % I, Jn\J R A

Ona u' = (a',b',c') et comme a est supposé non nul, on a en posant

}) s UV = (09}:0>-

vr-'(},l,a'~

- -1 o

Donc (Jn~JnmI)v(\I1 # ¢ ; conme uv= (0,aa’ },O) et comme a' # a, aa' "#1, et pat
suite uv n'appartient pas 3 I}. A fortiori on n'a pas Jnv_C}.I‘l.

Le demi-groupe D ne peut donc @tre totalement ordonné en vertu du

théoréme 4.

\%, | & ‘/’i
NG

¢) Donnons enfin un exemple de nildemi~groupe totalement ordonmnable.
Considérons le demi~groupe ab&lien libre L engendré par a et b. Fixons n
. 1 C vy B o T AT
dans N , n # 0, et considérons dans L, 1'id&al bilatére I= {a b:' EL 1+3;~,'n§ .
Et soit § 1le quotient de Rees , L/I. Alors S est un nildemi-groupe d'indice
n exactement et dans S, a b’ = 0 si et seulement si i+jzn. § vérifie la
e 2 2
condition % 3 Xy = O === x%x ouvy =0,
Vérifions que S est un demi-groupe totalement ordomnnable.
On peut considérer les id8aux bilatéres de § d&finies par : pour tout
(s » * » — a P . 2 » 'R Ca. ] {h K] R
1,3 , i+3 4 0 Xij"Xb 3 1] < A+p ou i) = 4p et i£4¢{ . On peut
3 .
voir que 3
cos € Xy .y si et seulement si i'+j'<i+] ou i'#3' = i+j et
1,3 L | ‘

i%1i et que les Xi 3 forment une chalne maximale d'idéaux de S. De plus, on a
s .

_ - i, 3+] - = § k-1,
Xi,jﬂ Xi-i-},j {a b fet Xk--l,o Xo,k~§a f’

X
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il est alors facile de voir que les conditions du théoréme 4 sont satisfaites.
'S est alors totalement ordonné par la relation suivante :
i3 | . el |
o&a ‘b’ pour tout 1 et tout j , i+j # 0
) T
A bp é::@ a‘i'}l g ?{"‘1‘}1' ou
Aip= Alept et AR

a% b}l.g a

§5. Nildemi~groupes quelconques totalement ordonnés. .

Les théordmes 2,3,4 précédents nous donnent une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un nildemi-groupe fini puisse étre totalement ordonné. Le théoréme 4.5.
nous donne alors une condition dans le cas général.
Toutefois, on peut aussi appliquer le théoréme 3 (dans la reproduction de l'article
{M3] du chapitre’ 3). Rappelons ce théoréme :

"Un demi-groupe S est totalement ordonnable, si et seulement si, il existe

une famille Hﬂ , €A , de parties non vides de § telles que :

M pl i1tz
00’36_/\ EHA est 1'égalité.
(5) Pour tout A de A > la famille des (H’P\ ..,.a)], a€8, est une

chatne pour l'inclusion des ensembles dans Slx S1 et de «plus, si a et b sont

deux éléments quelconques de S on a

(HA a)‘:i 0 (Hrﬂ b)} = (H?“. a}1 pour tout ()L,‘de A ou
(H'l a)i N (H,} b>}

{(.H.. a)I est l'ensemble des couples (x,y) de SIX S} tels que xay

4

(H1 b)1 pour tout Q} de A .

appartient i H] .

Dans le cas ol S est un nildemi-groupe vérifiant (%) on a :

. . . e 1 ~
THEEOREME 4.7. Soit S un nildemi-groupe vérifiant (%) ( ), S peut Etre totalement

ordonné, si et seulement si

a) il existe une famille I"R sAEA 5 d'idéaux bilatéres de S wvérifiant :

"ab€ To = a% ou b2€ I, -

) Condition % : ab = o ===y aZ ou b = o.
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b) ,A@\ By est 1'égalite.

A

¢) Pour tout ) de A , la famille des (I'A .. a)l, a &S, est une chaine
pour l'inclusion des ensembles dans S}7<Si, et de plus, si a et b sont deux
éléments quelconques de S, on a (Lﬁ .. a)lfi(I% .. b)1 = (IQB..-Q)I pour tout
A de A ou (I?t .. 'b)1 pour tout A de A .

Ces conditions sont suffisantes d'aprés le théoréme 3 (article‘[MB]) du
chapitre 3. Inversement, elles sont nécessaires, car si S est un nildemi-groupe
totalement ordonné par € , vérifiant =%, alors pour tout x , x$ =§y€S T V& xf
est un idéal bilatdre. Et il est facile de vérifier que les iddaux xS , x€S,

vérifient les conditions du Théoréme 4.7.

§ 6. Cas particulier.

Il peut arriver que l'on puisse, dans certains cas particuliers, donner de fagon
plus simple une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nildemi-groupe

puisse étre totalement ordonn&. Ainsi l'on a :

THEOREME {;.8.. Soit S un nildemi-groupe admettant un seul &lément d'index 2, I

savoir ™"a". S peut 8tre totalement ordonné si et seulement si

1) Tout &lément de S est d'index inférieur ou &gal i 3,
2) Si x et y son: deux &léments de s—io,a}:, Xy = a.
3) ¥x£38, xa = ax = 0.

Condition Suffisante. Ordonnons S de la fagon suivante ; soit

S, = %éléments d'index Sf ;3 nous posons O<a<x pour tout x de §

3 3

L'isotonie se vérifie aisBment grice aux propriétés 2) et 3).
Condition Nécessaire. Montrons tout d'abord que tout &lément est d'index inférieur
(xp)2 = 0 et comme

p+l)2 =0

ou &gal 3 3. Soit x, tel que i(x) = 2p avec p>1. Alors

P est différent de 0, x* est d'index 2 et est égal 3 a. Mais (x

. +1 R b
et xp est différent de 0, car xp

+1 .
xp =a = xp ; on.a alors x

= 0 implique 1(x) = 2p<$p+l ce qui

n'est pas. Donc 2 _ sz”l = 0 ‘en multipliant

"1 -~ v - . -y g . - . .
par <P ;3 d'oli 1i(x)€ 2p-1. Ainsi tout &€lément d’index pair est nécessairement

d'index 2 et €gal 3 a. Soit maintenant x, tel que i(x) = 2p+! avec p>1.
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-+ v o .
Si pr . 0, (po)2 =0 et xp+l est différent de 0, puisque X est

p¥l _ _p+2

+ +
p+l p+2 X , Ce

d'index 2p+1» p+l. Donc x . a, et de méme X =a et X
qui est impossible, car on en déduit sz = .0, La condition 1) est donc
satisfaite.

Comme dans tout demi-groupe totalement ordonné, =Xy est compris entre x2 et
yz, et comme ‘i(x)‘= 3 implique i(xz) = 2, on a pour tout X,y de

33’x =y = xy = a.'
Enfin, si x appartient & 83 s ézé xas:xz, done xa=a ou xa=0=a
(nous avons implicitement supposé que S admettait O pour &lément minimum ce
qui est possible d'aprés le Théokdme 1 du §2). Mais xa = a est impossible,

. . 2 ~
car cela implique x a = a =0 donc xa = 0 et de méme ax = 0.

Ainsi, si nous considérons le demi-groupe S dont la table est la suivante

b

o eNoNeNol (o

o oD O
oo ocoolm
Bp R ool
onswm ool
® OR OO

¢' est un nildemi~groupe qui vérifie les conditioms 1) et 3) mais pas la

condition 2) ; par suite, il ne peut 8tre totalement ordomné.

.
»
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CHAPITRE 5

BANDES ‘' TOTALEMENT ORDONNEES

Une bande est un demi-groupe idempotent, c¢'est-d-dire un demi-groupe, dont

- P e * * 2
tout &lément x vérifie x = x .

Dans le chapitre 3, Corollaire 3.4., nous avons vu le rdle important que
jouent dans la th8orie des demi-groupes ordomnés, les demi~groupes localement

finis. Or dans ([15] , on trouve le résultat suivant :

LEMME 5.0. : Tout demi-groupe idempotent est localement fini.

Nous en déduisons donc immédiatement, gr3ce au Corollaire 3.4.

THEOREME -5.1. : Une bande S est unerd-bande, si et seulement si toute sous

bande finie de 8§ est une dg~bande.

"Remarque sur 1'&tude des demi-groupes idempotents totalement ordonnés.

Dans un article {?Q}, T. Saito avait donné de nombreuses propriétés de ces demi-
groupes. D&s le d&but de nos travaux de recherche, ce probléme de caractériser les
¢-bandes nous avait intéressée. Comme nous savions que les bandes &taient
localement finies, il nous semblait ndcessaire de commencer par 1l'étude des
d~bandes. finies. D'oll notre travail D%J de 1971, qui répondait 3 nos voeux

et donnait une caractérisation. Nous essayons ensuite de montrer algébriquement
"qu'une bande est une d-bande, si et seulement si, toute sous bande finie est une
o-bande'". Durant ce temps, T. Salto publia lui-méme une caractérisation dans le
cas général [2i} . Dans le méme temps, par des méthodes classiques de Calcul
Propositionnel, expos€es ici et devant paraftre aux Proc. Jap. Acad. nous
arrivions au résultat voulu : une bande est une 6-bande si et seulement si toute

sous bande finie a la méme propriété. Cela confirmait bien notre idée de ‘départ,

et nous permettait de caractériser les d~bandes dans le cas général".
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Consacrons nous donc aux bandes finiles et trouvons une condition nécessaire et
suffisante pour qu'une bande finie soit une o-bande.
La partie A de notre travail [MS} donne une réponse & cette question. Nous

le reproduisons ici avant de donner quelques compléments.

Semigroup Forum, Vol 4 (1972), 124-149.

RESEARCH ARTICLE

SUR LES ¢ ~BANDES FINIES ET LES DEMI~GROUPES

TOTALEMENT ORDONNES - &-SIMPLES

Thérése Merlier

Communicated by T. Safto*

This paper is divided into sections A and B, In section A, we
characterize those finite bands which can be totally ordered,
g-bands,(Theorem 1-2), and we establish a process (§3) for
constructing +them. In section B, we answer in part a question
proposed by E. Ya. Gabovid in [4] since this section is concer=-

_ned with totally ordered semigroups which are ¢-simple, i.e.
they contain no proper convex ideals. We give, in particular, a
charaterization of totally ordered o-simple finite bands and
also of ¢-simple finite o-bands.

A - O -Bandes finies

€1 - Introduction.

Soit 5 une bande, c¢'est & dire suivant la terminologie de A. H.
Clifford [1)] un demi-groupe idempotent. Dans une bande, les équi-
valences de Green cf, R, D sont respectivement définies par
a;b(i}é_—> a:abetb:ba,asb(R)é:ba:baetb=ab,
azb (D)= a=aba et b = bab. [6].

¥ Les résultats de cet article concernant les O-bandes ont

été présentés aux " Journbes sur les demi-groupes " Lyon
1013 Hal 1971

124
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De plus, 1l'équivalence de Green D est une congruence et S¥ = S/@
est une bande commutstive, donc un inf-demi-treillis pour la relation

d*ordre & , Da'é ﬁbé% Da‘o = Da . (Da désigne la - classe de

1'é1ément a). Si 5% admet un plus petit élément DQ , co qui est

évidemment le cas 8i S est une bande finie, nous svong

Lenne 11 : [ Résultat de Y. Hatoushina (7)] . D_ est réiuit 3

un éiément 2 , si et seulement si, S admet un zéro 3z .

0 '—“—Q‘

Be est une iw clugse [R - classe] , 8i et seulement si, D es

2 2

llensenbis des zéros 3 gauche fé dr‘oite] de S.

(Ce résultat, établi dans le cas d'une bande finie, est valable dans

une bande quelcongue ) .

Lemwe 1-2 : Dans une bande S , ab es$ zéro 3 gauchs, fé\ drqite],

si et seulement si ba l'est.

5

Si ab=3z ol z est un zéro & gouche, ba=baba=bza=b z

3

et par suite ba est 24ro 3 gauche.

-

Rapoelons gu'un gnsemble ordonné E est un srbre, si pour tout

z

x de B, l'ensemble des élémonts inférieurs ou deaux 3 X 'est une

chatne..

5i une bande est une ¢- bande (i.e. admet une structure de demi~-

groupe totalement ordozmé)‘ nous Avons ¢

Lemme 13 :fRésultnt de T. 3atio (9)]. Si 8 sst e - barde,
8%  est un srbre-inf-demi-treillis.

Lemme 1-4 ( Résultat de 7. SaIto {(9) ]. Dans une &= bande, toube

D cinsse gst une of_o_g R—- glasse,

125
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§ 2 - Caractérisation des ¢ - bandes finies.

IL est facile de voir que toutes les bandes de cardinal inférieur
ou égal & 3 sont des ¢ - bandes, mais il n'en est déja plus de méme
des bandes d'ordre 4. Par exemple la bande S , dont la table eét

la suivante ne peut &tre totalement ordonnée,

3a b z1 2.2
aila 2 b 4

SR T
b 2 b 51 Zy
21 %1 :z :t' :1
Zo%a P2 Py %

Supposons en effet que pour une certaine relation d'ordre total nous
2 2

ayons & <b . Alors par isotonie s =38 -{ab = z,‘<b =% . (Le

produit de deux éléments est toujours comopris entre ces éléments dans

une bande ordomnnée. Nous utiliserons cette propridéié dans la suite ).

Mais b z2 = 21 , donc 21 est entre b et 22 et 32(z1<b s
d'autre part = 2, = 7y donc a (z1 <22 y.et les deux inédgslités
strictes 22< z, zi‘(z2 nous prouvent que l'hypothdse a (b
était absurde. Supposer b {a est de méme absurde. La bande §

n'est donc pas une ¢~ bande.

Dlaprds les lemmes | et 4, il est clair gue les zéros & gauche

ou & droite d'une ¢~ bande finie jouent‘ un rdle important.

Supposons que S soit une bande finie fotalement ordonnde par
la relation £, et supposons que S§ ndmette n 2zéros & gauche, ny1.
(a(h signifie a2 ¢b et a #b). Soit 2 1'ensemble de ces zéros,
ordonnés par restriction de l'ordre de S A& Z de la fagon suivante :
z1< Ty oee (zn . Appelons
Xo-n{xe‘.s i X<zt Xi a{xes H zi< x<“i+?} avec il{h 2ye n-‘}.
Xn ={X€S ; zn<x .

Nous pouvons alors énoncer

126
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Théordme 1~1 ¢ Soit S wne bande finie tofalement ordonnde, ayant

n zéros & gauche, n>t? . Avec les notations précédentes on g

a) Chacun des X,j s 8'i) n'est vas vide, est un sous demi-groupe
g-g S .
b) Si x»exoﬁ_i;_y;tfxc)xy-:z?

Pour 16{1,2, ',._,n~§},§g xexi et vy $ 2,4 XY =5,

yi!Kn,xyzzn,

2

etsi vy, o xy=a,, 5L x€X

In effet le produit de deux é1léments x et y étant compris entre
- x et y dans une bande fotalement ordomiée, chacun des Xg est un

sous demi~groupe. Montrons gue XO {s - XO) = 2z, ; soient x€ Xo
. . § : .

et y¢ Xo : alors x¢ zTé Y ; d'ol par isotonie xy$z1y =z,

puisque z, est zéro & gauche, et Xx z, £ xy . Comme x z, est

aussi zéro 3 gauche, 2z, £ x z, et par suite xy = 2

»

1 1 .

Seit x ¢ Xi i nous avons donc =z, <x L S P8 Yo
Xy ¥ % 240 2 x et xyg G4 ¥ =84 s donc

zi< X &x L £ Xy & Bi4q i COMDS X 2 est zéro & gauche, il

est nécessairement égal 3 L done Xy =z, ..

+1 i+l

A .
De méme, 8L y & zi

' xy-—-«zi, et Xn. (S*-Xn)nzn,
Il résulte de ce théorime, que la table de Cayley est de la forme

suivante : Xo 3 3 X, A )(N‘

x@ Xg %1
BF gy

. ‘5'1"""5" wme e cea3d

EH
: 35 Xi) Diw
3&}1%&‘:‘“““—“*- no.o-w-'.%r’:\

A N

127
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Plus particulidrement, nous voyons que

1°) Pour tout x de S, le cardinel de xZ , {xZ|, est égal 2

1 ou 2.
2%} 5i nous désignons par Hi ¢ ie{i, vesy n-t} + le sous~
ensemble de 2 {z“ ceny zi} s & tout élément de Xi s On peut

sssocier le triplet (zi v H 2 }, avee x H o=z, et

i+l

x(2 ~ Hi) =2, . . Les sous-ensembles K , ie{%, - S n-i} .

+1

el
forment une chafne de 'S(Z), ensemble des parties de Z .

Par analogie, & un é1ément x de Xc » on peut associer le triplet

(o, 8, zo) et & v de X, le triplet (zn o B s 8). Ainsi, h tout

x de S=7% , est associé un triplet (zi, 2, z;) ol H ﬁ@(z),
peut 8tre § {ou 2), au quel cas a {on z;) cet remplacé par le

sisme 3, de telle sorte que x Bx =3, x{2 - Hx) =zl ,des E

ine g2 §'
formant une chaine de 3 {2).

Ceci nous conduit & donner la définition suivanie :

Définition : Soit S une bande, et soit Z , l'ensemble supposé non

P4

03

vide, des zéros i gauche de S . est encheiné, si les conditions

suivantes sont satisfaitest

1®) Pour tout X s, lxzf=1 ou 2, glest-i-dire gue
- ¥ -
xZ "{Zx} v {zx} ' X2 = {zx} 2

29) A tout x do S~Z est asmocid un triplet (zx, Bx' z;} tel

2 B

que Hx est le sous-ensemble de 2 , povvant 8tre $ ou 2,
£ .' - - . 9 -y
vérifiant x Hx = {zx} et x (2 Kx) {zx} 8% Jel gue Jes s

X € S-2, forment une chatne de & (2).

128
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3°) Rtant donnés deux irinlets (zx, Hx, z;‘), (zy, Hy, z;} tels

Que H, ﬁé Hy » 2 appartient 3 Hy, zy n'sppartient pas 3 E et

z; = zy si et seulement si Ky = Hx L){ z;} .

La définition est analogue dens le cas ol Z  est llensenble des

by

. : . N
- zeros & droite. Nous avons alors

Proposition 1~1 L'ensemble des zéros {d'un ¢8%4) d'une bande foinle~

ment ordonnée est eanchaind.

Nous appelons S%’ Sz, 33' S4 les quatre bandes suivantes dont les

tables de Cayley sont :

S1 a b ¢ 2z
al & 2.2 2z
bi-z b 2z =z
¢i 2 z ¢ 2
2z} z 2z 2z 3%

&

54 ] a b z ¢z
ala a z 3,
»ib b z' 2
z2{2z 2 2 2
z']l z' z' ' 2’

Lemme 1<5 : Les gustre bandes Sy S, 33, S4 ne peuvent 2ire

totalement ordonnées.

- 81 est une bande commutetive admettent 2z comme zéro.

Comme ab = gc = be =2 , si S‘ étnit totalement ordonnde, z sersit
compris entre a et b, entre 8 et ¢ et entre b et ¢, ce qui

est impossible.

- S2 : nous avons ¢onsidéré cette bande dans llintroduction et none
tré que ce n'édteit vas une ¢ -bande.

129
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- S3 est une bande unitaire d'élément unité b . Or az' =32
donc est distinct de a et de z' 3 d'aprds le Théordme de [2} ,

33 n'est pas une < ~bande.

- S4 : Si dans cette bande, supposéde toitalement ordonnéde, nous
avions gz ¢ z' , 1'6galité az' = z impliquerait a<z<{z' et
1'égalité bz = z' impliquersit z<z'< b. Nous aurions donc
adz<b et en vertu de l'isotonie, on aurait

az =adaz = z<ab = a ce qui est impossible. L'indgalité 2z'< 2
conduit & la méme absurdité, 34~ n'est done pas une ¢ -bande.
Rappelons qu'un demi-groupe S' est gusl d'un demi-groupe 8§, si
5 et 8' sont définis A partir du méme ensemble X et si les
opérations de multiplication © et * de S.et 8§ respectivew
nent sont telles que a * b =b oa pour tout a et bde X. I1
est clair que si S estun _o -demi-groupe, il en est de méme de

son dual S'.

——

Théoréme 1-2 : Une bande finis S est une & -~bande, si et seulement

81 elle satisfait aux conditions suivantes :

10) 5% est un arbre inf-demi-treillis,

2°) Toute 2D -classe est une & ou R-classe,

39) S ne contient aucun sous demi-groupe isomorshe a S1 s 8

2 ]
83 '+ Sy ou & leurs dusux,

4°) Pour tout sous demi-groupe - D de 5., réunion de m«clas-

ses de S, dont 2, est l'ensemble des zéros k gauche [.‘g droi.{:e] ’

- D

on g

o) Si a, b, ¢ sont trois &léments de ‘D‘ZD » 2, &% z,
deux gléments distincts de ZD &t si azD - 51 , bZD =2, 4
r:zt = cza « alors CZD =z, ou 52 .

,’5) Z, est enchalné,

Condition Nécessaire.

Ces conditions sont nécessaires 4'aprés les lemmes 13, 1-4, 1-5

le Théordme 1~1 ef la Proposition 1~1, puisque, i S est une bande

totalement ordornée, tous sous demi-groupe 4@ 5 est une bande
totalement ordonnée.
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Condition Suffisante.

Soit 8 une bande finie ; puisque §* admet un plus petit
é1lément I)o et que 4'aprés la condition 2) D est une O€ ou
._’R-classe, on peut affirmer, en vertu du lemme 1, que Do = {z} oll
z est zéro de S ou que ‘DO est de cardinal supérisur & 1 et est

N

1l'ensenble des zéros & gauche, par exemple, de S.

Cas I. S admet un zéro .
1) 81 8§ - {z} est un demi-groupe, § est une ¢ -bande, si et
seulement si S - {z} est une o-bande ; il suffit de prolonger un

ordre totsl sur S - {z} en posant x<z pour tout x de S - {_zk.

2) 8 8- {z} n'est pas un demi~-groupe, il existie donc deux
éléments a # z et b £ z tels que &b = z, Soit alors ¢ un éldment
de S - {z& 1 8i ac =3 (= ca d'aprds le lemme 2}, slors be £z ,
car sinon {a, b, ¢, z) formerait un sous demi-groupe isomorphe &

S, . Mais ac #12 et be # 2 ne peuvent étre réalisés simultané-

ment § on sursit en effet, dans S* , Dz{ Dac{ Dc ’ 'D3<Dbc<pc
et comme S* est un arbre inf-demi-ireillis, Dac et Dbc geraient.

comparsbles, Or B .D,. =D =D , donc ‘D .D ne peut dtre
ac abe z ac

be be

égal ni & Dac ,ni & D

b

be *
Par conséquent si c€S ~ {z} , 8¢ ou be = z et § admet la parti-

tion §=S'vy {z} Us" ol §* ={xes -{z} ; ax = z} ot

s" n{x €S -—{z} ; bx = z}.

S' est un sous demi-groupede S : sl ax=ay =% ,a2xy =3

et xy est distinct de 2z car sinon {a, Xy Y z} est isomorphe & 81.
S' est saturd modulo D : si xeS' 1 ax=z etsi y=x (D),
oy = ax (D) car D est une congruence; comme ax = z ost le seul
élément de sa D-classe 8y = 32,

De méme, S gst un sous demi-groupe de 8, saturé modulo D,

Montrons enfin que §' S" = §* ' = g

Soient xeS' et. yeX" ; xa =ax = Yo = by = z. d'oh yxa =12,
xy b=z , mais xya =y xa (Q) puisque xy = yx (3)) » done

Xy a = 2 = xy b et nécessairemsnt xy = gz wy x .
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S sera slors une ¢~ bande si S' et S" sont des - dbandes,
car il suffira, si S' et S" sont totalement ordonnédes, d'ordonner S
par wne relation d'ordre prolongeant celles définies sur §' et 5° ,

et telle que x < z <y pour tout x de S' , y de 5",

Cas II. S admet n zéros & gauche, n D1 .

Soit Z 1l'ensemble de ces zéros A gauche, qui est le @,- classe

minimuom de 8%

8) 5'il existe z € 2 tel g‘ue ‘A :{x'e SwZ ;' xZ = z} est non

vide, A est un sous demi-groupe de S saturd modulo D.

Soient x et y , deux é1éments de A ; 2 =2 , ¥y2 =32 ,
donc xyZ=2z etdemdne yx2=23; si xy est distinet de sz,

z (lemme 2). Soit alors z'

1)

xy eappartient @ A. Si xy=z , ¥y %
un zéro & gauche distinct de 3z , 'x, ¥ % z‘} est un sous demiw
groupe de S isomorphe & 82 s ¢e qui est impossidle. Le produit xy
appartient donc & A .

A est saturé modulo SD ; car si x appartient & A , xZ =z
et 81 yzx (@),y:yxy et yd=yxyZ=y2z,qui estun
zéro & gauche. Montrons gue y z = z ; toute ‘2\).. calsse eat une Jz’,
ou -(R.-»classe ; si xzy(a) quy‘et Y2 =Xy %= 5,
si x2y ), yx=y,xy=x etsi yz était gal 2 z' ;

Xy ¥y B z'} serait isomorphe & 34 s ¢e qui ne peut &tre.

b) Si H est un sous-ensemble de 2 ef s'il existe x et vy,

éléments de S tels que x H=2 , x(Z2-H) =2' , 2 £ 2' yYHE=12,,

y(Z-H):z; ,z!#z; »alors z=z, gt z' =g .

8i xE=z et x(Z-E) =3 ,xz:xaﬂzxﬁuz,dom %

appartient & H, De méme z, appartient & H . xy He x z est

donc égal & z et deméme y x H = g, ; supposons z # z, ¢
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comme xyx H=2 , xyx estdistinct de y x , done x y est
&

dquivalent & y x mod. ol [car xy = yx D, done xy z yx (£

ou (3{.)] . Dans ce cas.{xy, ¥Xs 2, z,i} est isomorphe & Sa .

Done 2z = z, et de ndme 3z' = z.{ .

3\

¢) Définition d'une relation d'ordre sur les zéros & gauche de S

Puisque Z , ensemble des zéros & gauche de S , est enchainé,
& tout élément x de 8-Z, on peut associer le triplet (z ’

- ., z%
od H_ est éventuellement vide, les B formant une chaine %Zdeé(z)

.) 5'il existe x de S-Z , tel que xZ =z (A x est donc asso-

cié (a, 325 , % ) par exemple, nous posSons  z =z, . Dans ce cas,

d'aprds la condition 4-d, 8'il existe y de S-Z tel que

vy 2=zt f 2, v B ¥ est sssocié (z' y 2, u) et nous posons

z‘=zn et 8f ¢ 2 = 2" alors z"s:z.I ou g .
n

.) 5'il n'existe pas d'élément x de S-Z , tel que X ==(G , B, z).
considérons }Ii plus petit élément de la chaine "@; nous sommes
done assurés de llexistence d'un élément x de S-Z tel que

le triplet (zi I 2 )} corresponde & X avee B, de cardinal

pupérieur ou égal & 1.

S*'il existe un é€1ément y auquel est associé le iriplet

t ' ' - L
(zi P B, 2y } salors d'apris b) z, =2} et 2 = 2}

51 ‘Hi est de cardinel Xk , Hi ={zid, zi.z’ ey zi,k—‘i;’ zi} .
Nous ordonnons alors les zéros de Hi”{zj} par

2 4= z1< z; 9= Byee <zi, el = Piet < 2, = zk{ 2y = Zipt

Llordre sur {zi,?, ses zi’ k-l} est arbitraire.
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Supposons que nous ayons ordenné 2 Jjusqu'kd Zy [Zk pouvant
étre z, J . I1 existe donc x , €élément de S22 , tel que le
triplet associé & x eat (qu v By 2 )( qui peut 8tre
(D, 55 ’ zi) avec de B {21 RN zk-i} fou ﬁ}) .

Soit Hp le plus petit sous ensemble de ®(2) contenant strictement

Hk 1 et appartenant-a la chalne @ . Puisque 2 est enchainé, He

contient Hk 1 et zk et il existe un élément y auquel est associé
] p I’

(21 ’ Hf_ ’ zn) » 29 n'appartenant pas & Hk-t‘ Si Hl' Hk—tu{zk} ’

Zg =gy et nous posons‘ Ty ™= Dy et ordonnons : % < %

ket °

Si. HQ =E_, U{zk J IR M ze} , nous posons alors
e, et

Pet 00t 2% pt Pkep’ PR T Pioep * T T Tiepet
ordonnons par :
- 1

WAL PR GEETIR ¢ zk+p { zk+p+§ ; l'ordre sur
{Zk,i s sesy zk’ p-f} (quz. peut étre vz.de) est arbitraire.
Si }&_‘ est maximum dans ﬁ et si & x est associé
(zk-i ’ Hk-i ’ zk) » nous ordonnons alors srbitrairement
Z - {Hk-i v {zkk} S{Zkﬂ' vesg zn} par zk-e-i < P <zn
avec de plus 2, 4 By

Fipalement, Z est totalement ordonné par
z‘< 22<... <zn .

Noug posons alors :
X, ={r€s-zixz=5}, x ={x€ S~z ,xZ= zn}
X = & v . + RN
ot X, {x € S=~2 ; le triplet associé & x est (zi B zi-«-l)}

avec i(—.{!, 2y eve n—i} .

XO ’ Xn . Xi peuvent &ire vides.
Xi eat encore l'ensemble suivant :{x &S ; Xz, = xzz.. = X%, =3, 3
i

Xz, , = z_ =
jey T xR zi-r}
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D'aprds a) , nous savons 433 que Xo et Xn sont ou vides, ou

des sous demi-groupes de S , saturés mod % .

d) Chaque Xi (i = 1, 2, +evy n=1} est un sous demi~rroupe de S,

saturéd mod. &) , 5'il n'est pas vide.

A ——"

X, ={x€ S ; xz, = ... =%z, =2, 3} X%, =T oL.. M XZ W2, V.
i { R TR i i ¢ i+l S Tn T i

Il est clair que xi est un sous demi-groupe de § .

Soient & et b deux éléments de. § , avec o eXi et a=b ().

Py

Puisque a n'est pas méro h gauche, b ne llest pas, car 4 est
une - classe. De méme Xo et Xn étant saturés mod. <D , b ne

peut appartenir gqu'a X'}. {avec 3 j 0). Rnisonnons par 1'sbsurde
n
et supposons j # i et sz, £ z, par exemple, Dans ce cas,

b Z = {zj+13g{zj} . Puisq(ze a=b (D), d'aprés 1a condition 2)
azb (R) ou azb (). si a;b(-’ﬂ,).acb& et b =ab 3
§ et — - .
d'oll b2 =4gb32s= a( {zgn}“ {z'j}}}or 2y & %5,y § 7y done b Z= 20
ce qui est faux. Si az b (;t) ,b=Dba ,8=ab, d'ou
. 3 ¥ ¥ {
bZ= b[{zi-t-i)u{zin = zj-H ce qui n'est pas. L'hypothdse j i

est absurde, de méme 1 < j. Donc J =i et Xi st saturé mod. D .

e} X .X =2, et X.X =2 ,
o' n ' "o

1 o

Si 2 €X et bEX ,a#z’ et alZ=z, et b#zﬂ

i

lemme 2, adb = 2 et ba = .+ 0 ab appariient A XG et

et b 4= zh « Dol b Z =32, et ba i = zn . Donc, d'aprés le
ba & xn . Mais on & va en a) que Xo et Xn sont saturds mcd.‘:{);
comme &b & ba ﬁ)) y 18 seule possibilitd est ab = z, ot ba = LA

£} Pour i git, 2y ey n-z}, XX =153 xixO =3,

a—

Soit aexo et soit xiexi;axii"uzi- et xiaZuxiz*sszi.
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De plus axi = xi a (ﬁ)) . donc on & deux possibilités ou =a xi = z,‘
et x, a=g, ,o0u, 88 i=1, 8%, et x & appartierment s X .
i Pt d i i ppa °

I1 suffit meintenant de montrer que Xa X‘t =z, et . Xi Xo = 7

avee X ={xe S xzy =2, x{Z% - zi) = 22}. Soient D_et D

1

! 1

les deux SD«- classes minimum de XO et X? respectivement,

¥ontrons que Daxz = Dxi& =2 .81 & x, et x, 8 ne sont pas zéros

& geuche, ils appartiennent & Xo et par suite & z ax, ),
— 34
azxa (D), car Dax1 4D, dans S* .

Sila D~ classe de a est une (R;- classe, on » ax

I A

1 i 1

est isomorphe & §

2 ] .
X, BX, =8X, 4 X, 8 =X;8=a., et le demi~groupe 8Xyy Xys B 22

5 Si la ‘3)-* classe de a est une vﬁwclasae,

tas,xt ax%‘ax

isomorphe & 33. . Nous svons don¢ une contradiction dans tous les

ax

13 et le deni-groupe ‘{xia, xi, Azt, zzk est

cas et par suite ax, =z, et X8 =z, .

Soient alors a' et x' deux é1léments gquelconques de Xo at 3(1

respectivement. Si a' x' était différent de £ &' x' appartien-

drait 3 X et D 4D, ., .D'oh D 4D, et D 4D, - Puisque
5% est un arbre, Da et Dx sont comparables ; ceci est absurde

puisque D*x =2 # Da y # Dx « Done a'x' = x'a‘' =2 .

De_la méme f X, X
e _la méme fscon Xn ;=2 et Xixnuzi+4

=4

; sy n-2

T O . ié‘
&) si 3>1'xix5“zi+133-xxi”"‘3 ' G ER, veey n-t

3
Si jyi ,VXinZnXi( zj_ﬂu zj)ezi

X, Xz X (a0 )e g,

+1

Comme . 2, i ssai ;
i1 # % et zj # LI nécessairement xixj =2 et

XX =3, .
J 3 v

136



- H7 -

‘MERLIER

8i nous dressons la table de Cayley de S , slle est du méme type
que celle du Théordme¥t. Si nous ordonnons partiellement S par
XO( z,;< X1 < 22 e <zi < Xi< zi . <zn <Xn , relation
d'ordre prolongeant celle définie sur 2 , nous voyons que S sera
une <&~ bande, si et seulement si, pour tout i, Xi est une o'-bande }
i'ordre de S prolongera celui défini sur les X. de la manidre

précédente et 1'isotonie sera vérifide. [Y Czam YyeY, ve z].

Dans tous les ¢ss, nous avons vu que S était une - bande,
i et seulement si des sous demi-groupes de S , saturés mod. C;D
étaient des ¢~ bandes. Or ces sous demi-groupes sont de cardinal
strictement inférieur & celui de § et vérifient également les
conditions 1, 2, 3, 4. Une itération des démonsirations permei de
dire gue S est une ¥~ bande, si tout sous demi-groupe d'ordre 2
est une ¢~ dbande, ce qui est vrei. Les conditions sont done suffi-

santes pour qu'une bande finie S =s2oit une &= bande.

Bemargue : les quatre conditions du Theoréme 1-2 sont indépendantes.

1) Les quatre demi-groupes S%' S2’ 3.5. S4 vérifient les conditions
1, 2 et 4.
Les inf-demi-treillis S*i* (i =1, 2, 3, 4) sont en effet les sui-

vants @
3& 'Da : 3)%
3’&\{"/% > \/ %% D
o2 B S S Yt ¥
4 2 S; 5“

Ce sont donc des arbres inf-demi~treillis.
I1 est immédiat que toute <= classe est une & ou R—- classe et

comme les zéros A gauche de Si sont en nombre inférieur ou égal

& 2, les conditions 4-d et 4»{5 sont trivialement satisfaites.'
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o
o’
<
I8

2) Considérons le demi-groupe suivant : )

o o
e
o R o
oo
e ao

Ce demi~groupe est réduit & une seule D- classe, qui n'est ni uneii '
ni une R~ classe ; les conditions 1 et 3 du Théorime 1-2 sont donc
vérifides. Comme ce demi~groupe n'admet aucun zéro d'un cdtd la
condition 4 est trivislement satisfaite.

-Les conditions 1, 3, 4 n'entrainent pas la condition 2 .

3) Soit 2 ; la bande suivante : Z, 1a_b _c @
aia &8 a s
bia b 8 D
cla a ¢ o
dia ® ¢ d

a est un zéro et €D est 1'égalitéd ; le demi-treillis S* est le

/ ?
3&\/ D
D, ’
ce n'est. done pas un arbre inf-demi-treillis. Les conditions 2,5 et

puivant

4 sont cependant satisfaites.

4) Les conditions 1, 2, 3 n'entrainent pas la condition 4 :

considérons le demi-groupe S_. suivant :

5
S5, _ x oz, z z
Les zéros 3 gauche de S5 sont x |x oz oz, Zg
Z = {21’ Z, '23 }et lx Z‘= 3, donc 2 z, |z, 2y 2y 3
n'est pas enchaind. T, |2z, %2, 32, 32,
Les € ~ classes de S; sont % (%5 Iy %y I3

Dx ={x3 et I}Z1 ={zi, 22' z3} qui sont
des :z - classes et par suite, les conditions 1, 2 et 3 du

Théoréme 1-2 sont satisfaites.
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Nous désignerons dans la suite par SO la bande suivante :

So _ & b ¢z, B, 23
e |a oz oz 2,2y %
b z, b Z, %, 3, 22
¢ % Zg € By By z,j
z,0% 2y By By %y 3
2,12, 2, %y Z, % z,
iy | %5 s 35 Ty Zx Iy

Nous pouvons zlors énoncer @

Théordme 1-2' : Uns bande finie S est une %~ bande, gi et seule~

A e e e ntonbs | S O R R W e

1 et 2) du Théordme 1-2,

3') S ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe & S, 5
Sz R 53 R 34 R
4-p) du Théordme 1-2.

A ——————————.

H 1

ou & leurs duaux.

Condition Nécessaire : 5i S5 .est une ¢~ bande, d'aprés le

Théordme 1-2, S satisfait & 1, 2, 4- (5 et ne contient sucun sous

demi—gfoupe,isomorphe a S‘, 5., S., S,. Considérons So : les

2" 3 4
trois zéros & gauche Zyr 2y z3 jouent le méme r8le ; si So

pouvait &tre totalement ordonnée, on surait par exemols z,‘< zz<z3.

Comme ac = 2, et be = 22 snous 2urions &8<b et demdme b < c.

D'olr a<b<{c et par isotonie ba = 22 &b L be = 2, , ce qui est

2
absurde. SO ne peut donc &ire sous demi-groupe d'une ¢ - bande.

Condition Suffisante : Montrons que la condition 4~ o) du Théo-

réme 1-2 est satisfaite. S'il existe z élément de -2 , tel que

A ={x €D-Z ; x&=2}oh D est un sous demi-groupe de S réunion
de B~ classes et % 1'ensemble des zéros gauche de D , A est
saturé mod.@ et est un sous demi~groupe de D ; en effet cette
démonstration est celle du &) du Cas II de la Condition suffisante

du Théoréme 1-2 ei, elle est encors valable ici'puiaqu’elle utili=
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sait uniguement le fait gque § ne contenaii avcune sous bande
isomorphe & 82 ou 54 et que toute @aclusse était une of ou

@, ~classe. Done si x, et X, sont deux éiéments de D-Z, et

Zy zz deux zéros & gauche, distincts, de D , tels que x, Z = 2y

x22=--z1 .
i

;422=x22,alors X, x, = 2, et X, X, = 2, , car X,

X, X, 2=z, et X X x, (D). Par conséquent,{z&2

2 2 1 X2 2%
JxEDuz , 22 = z} est de cardinal inférieur ou égal & deux ; en effet.

s'il existait trois zéros & gauche 3 et trois éléments

1'% %
2,x3,telsque xizsz‘ ,x22=‘22,x32=23,

nous aurions xi xj =z, pour if£3,1i et 3§ valant 1, 2 ou 3,
et {x.} s X

de D-Z,xt,x

2" x3 N z1 ' za ’ 235 seraii isomorphe & So'

Soient alors trois éléments Xy 0 Xy xj de D-Z tels que
x,‘ Z = 21 M x2 Z = 22 ) z1 et z2 sont deux zéros & gauche de D
distincts et x3 z, = x3 z2 . 5i le cardinal de x3 Z est un,

Xy 2= Z, 0w 2z, , d'aprés ce qui précdde et la condition 4-ol)
est satisfaite, Si le cardinal de x, Z est deux, on ne peut avoir
‘x3 Z ={z1} Vv {22} , car alors ):3 2, =2, et x:; T, =2, Donie
X, & ={33} U {z}oﬁ 23 est un élément de Z , distinct de =z, et

3 1

2, et 7 un Slément de Z quelconque. D'apris les hypothéses nous

s8VORS que X, 13 %= Zy oy X, ::3 4= 22 5 33 X, Ze= x} 7, = x3. zZ,

= = é 1 X »
x3 xz Z, xs 23 23 et nous avons démontré que :r1 5 = 21 et
X, Xy =2, Si x3 x, n'étaii pas un zéro & gauche, comme
xi xB Z= %, = x1 Z , nécessairement xs x‘fr»;_ X, (S) et
x3 x3 =X, (@) et 11 x3 N 13 x‘ ne pourraient &tre égaux & x3 H

8i 1la  oJD-classe de x, est une &‘Z»c.lasse,{x3 Xy 1 X3 0 z‘,zs}

1

est alors iscmorphe & S y dans  le cas oh 1a

3

@- ~-glasse de x, est une R—cl&sse, -{xi x3 . x3 ' 2 2.3}

5
Done, ces conclusions ne pouvant &ire réalisées, xB x, est
est zéro & gauche. Comme

est isomoxphe & S

zéro & gauche et de néme :t3 X,

’xsx.‘jz:x X, 4 , nous avons X x’iwxsxzsxsz‘xxszz et

372

3
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x1 x3 =2, 4 X, x3 = z2 . Si x3 Xg =2, alors {xi R x3 ' Zy 22}
est isomorphe & 82 , ce qui est impossidle ; de méme x3 22 ne

2 3 z, = x3 z, = 23 =X, x3 =%, 3

et dans ce cas {xt v Xy s Ry s By s Ty 23} est isomorphe & S,
ce qui est absurde, Ainsi x3 Z est de cardinal un et la condition
4~} est vérifide.

Lés conditions du théordme 1-2 sont satisfaites, par suite S est

peut dtre dgal & z, ; donc X

une &-bande,

Remargue 2 ¢+ Si D est un sous demi-groupe d'une bande finie S,
réunion de &) -classes de § , 81 2 est l'ensemble des zéros
d'un cdté de D , pour que Ix 2zl ou 12 x| soit inférieur ou égal

& deux, il suffit que S ne contienne aucun sous demi-groupe iso=
morphe & 85 vu & son dual (voir la table de Cayley de S_ dans

5
4°) de la remarque 1.

En effet, si 1x 2| était supérieur ou égal & trois, il
existerait trois éléments de Z , By s 2y s 23 distincts tels
que x % :{21 ' 3, zB}; par conséquent X z, =z, , X z, = 3z,
et x 23 = 2, car sl X z =g, alors X 2, =X z=Xz=2z ,
et dans ce cas, les quatres éléments x , Zy oo zz ’ 23 formeraient

une bande isomorphe & S5 .

Corollaire 1-1 : Une bande finie § dont les D -classes ont un
ou deux gléments est une & -bande si et seulement si S* est un

EL- AL LS REAL2 = LA S ACA . CASASE U A=

arbre inf-demi-treillis et si S5 pne gontient aucun sous demi-srouve

isomorphe & Sy v 32 s 83 s 84 ou 2 leurs duaux.
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Ces conditions sont nécessaires d'aprés le Théordme 1-2 . Dfautre
part, si une D~ classe adnmet exactement deux éléments a et b ,
a=aba,b=bab etdeplus azab D), vzda (),
done ab =a oub. St ab=2a , b=Dba et la D- classe de a
est une cﬁ~ classe, Donc, toute D~ classe est une ot ou 3- alasse,
8i son cardinal est inférieur ou égal & 2.

Enfin, si D est un sous demi-groupe de S , saturé modulo D
dont 2 est llensemble des zéros & gauche, Z est la - classe
minimum de D donc admet au plus deux éléments. Les conditions de
4} du Théordme 1-2 sont donc vérifides et les deux .conditions sont

guffisantes.

Corollaire =2 : 35 des 47 bandes 3 guatre éléments sont des

& ~ bandes.

A

Pour la classification des bandes & quatre €éléments et plus
géudralement des demi-groupes 2 quatre éléments, nous renvoyons
a [10]. Les douze bandes qui ne peuvent &tre totalement ordonndes
sont les suivantes : S‘, 52, Sj‘ 84, S5 R 2 et Z’ (p’our’lee
définitions de S, 2 et 7, , voir remarque 1).et les bandes duales
de 5, , 55,85 15 et L.
Corollaire 1~3 : Une bande finie S computative est une &= bande,
si et seulement si S ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe
1.5 g8 2, -

(on retrouve ainsi le résultat de N. Kimura 5] ).

I1 est clair que ces conditions sont nécessaires puisque S3 et Z "
ne peuvent &ire totalement ordonndes.

Récivproquenent, dans le cas ol S est commutatif, 1l'équivalence de
Creen D est 1'Egalité, donc d'aprés le Corollaire 1-1 il suffit
de montrer que S¥ =5 est un arbre inf-demi-treillis et que S

ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe & St . (Les trois

bandes 32,,33, S 4 B sont en effet pas commutatives).
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Or, dans le cas ot S est commutatif, $* = S est un arbre inf-
demi-treillis, si et seulement si S ne contient aucun sous demi-
groupe isomdrphe 3 2? ; en effet si 8§ contient 21 ’ 2? n'est
vas un arbre inf-demi~treillis, donc S* ne peut 1'&tre, Inverse-
ment, si S* n'est pas un arbre, il existe quatre f,bn classes
b =-{a} , Db :{b}, D, -:{ck et Dd =s.{d} , telles que Da-< Dh-<1')d
et Da{ Dc< Dd avee D, = Da et dans ce cas,{a, b, ¢, d} a3t

be
isomorphe & 2.

PR

1

Remarque 3 : Si l'on considére S comme inf-demi-treillis, le
corollaire 1-3 est dquivalent & dire que S ne contient aucun

sous inf-demi~treillis isomorphe &

d

§ 3 - Construction des O~ bandes finies.

Poutes les bandes 4 deux ou trois éléments sont des ¢~ bandes
et d'aprés le corollaire 1-2, nous connaissons toutes les ¢- bandes
3 quatre é1éments. Nous pouvons & partir de ces ¢~ bandes, cons-
truire toutes les ¢~ bandes finies.

Supposons que nous connaissions toutes les ¢~ bandes de cardinal
strictement inférieur & l'entier p et que nous voulions construire
une & = bande S de cardinal p .

Plusieurs cas sont possibles s'excluant mutuellement .

1) Nous voulons que S soit une - bande avec zéro z et que S—{z}
soit un sous demi-groupe de S.

Dans ce cas pour avoir une telle &= bande, il suffit de consi-
dérer S'y { z} ol z est un sywmbole n'appartenant pas & S' et ol
S' est une ¢~ bande de cardinal p~1 . On définit évidemment le
produit ab dans S par ab , produit dans S' si a et b eppar-
tiennent & S' et az = za = 2z pour tout & de S . $ est alors

une ¢« bande.
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2) Nous voulons que S soit une bande avec zéro z , telle que Sfg)
ne soit pes sous demi-groupe de 5 .

Pour avoir une telle & - bande, il suffit de prendre
S=Ay Bu{z}, o AnB=96 , z n'aopartient pas B A yB,
et o A et B sont deux ¢~ bandes, telles que | Al+|B}= »-1.

En effet définissons dans S 1le produit de la fagon suivante :

(vﬂﬁky V‘OﬁB) ’ ab = ba = 3z
( Vxe s) ? XZ = 2X = %

(V a € A) , (‘i’a' € A}, sa's= produit de a et de a' dans A ;

de méme pour les éléments de B . Il est immédint de voir aue § est
alors un demi-groupe, qui peut &ire totalement ordonné en définis-
sant une relation d'ordre & qui prolonge des ordres ordonnant
totalement A et B et tels gque,de plus, a {z (5 pour tout

a de A, tout b de B,

3) 5i nous voulons que S soit sans zéro, _S doit avoir dans ce
cas, n 2éros & gsuche ou A droite, qui constitueront sa D- classe
minimum,

Supposons que nous imposions & S d'aveir n zéros & gauche
n&yp . (Le raeisonnement est évidemment le mdme dans le cas de
zéros & droite). Nous désignerons par S(p, n),n & p, une telle

bande. {n est > 1, car sinon S admet un zéro bilatdre).

5 = 5{p, p) si et seulement si S est un zéro demi-groupe &
gauche dans ce css, toute relation d'ordre total fait de S(p, p)
une bande totalement ordonnée. Si S = S(p, n) okt 1< n<p,
considérons 7% v Zys essy 3, N sywboles distincts et
XO, Xy eees J(n , 0t ’~bandes de cardinal inférieur A y-n , telles
que les Xj(i =0, ..., n) sont des ensembles deux i deux disjoints,

{z, HESLR N .,n'} n'est pas inclus dans @ X, Z’E{X‘ égale p-n ,
i =0 3 = J
avec toutefois la possibilité dtavoir [le= o (c'est-a~dire Xj = #)

pour certains indices j .
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Soit 5 = Lrj’ Xj V] {f"i’ ceer T } . Nous allons d4éfinir sur S
J=0 ' -
une relation binaire qui en fero une ¢~ bande,

- Si x gty appartienment 3 X ¢ xy {dans ) = xy dans la

e J

bande X. .
J

- Pour tout i 3{1, PR }, pour tout x € S : 2. x = z_
[ Y

~Si @ est l'ensemble vide, f. a=a ff = § pour tout a de S
si A.B :{a} ,cela signifie que pout tout x de 4 , tout y de B,
Xy = a ; avec cette convention nous définissons les produits sui-

vants ¢
.) X (s--x‘))=z1
Mieh, ..o n~1}~ X:;[ S IE 2y

X [Xiﬁu < VX u{zi”,.., 2 } 20

) xn('s--xm)azn

Nous nous sommes alors donnés fous les produits x.y , x €8, y € 8.
Il est facile de vérifier 1l'associativité de cetie multiplicatien.
S est donc une bande ; c¢'est une '~ bande, car un ordre total,

isotone prolongeant 1l'ordre des Xi est donné par exemple par
Xc‘{?.‘(X; vee <zi <Xi<zi+3 vee <zn <Xn'

La tsble de Cayley est celle du Théoréme 1~1. Aussi pouvons nous

dire de plus gue toutes les - bandes finies sont construites

de ceite facon. Le Théordme 1-1 et le résultat précédent nous le
de gevre 1acgon P
prouvent dans le cas ol il y & des zéros d'un cdté. La vérification

est immédiate dans le cas des bandes avec zéro bilatdre,

B Demi-groupes totalement ordonnés - simples ; <~ bandes finies

U-simples.
E. ¥a. Gahoviz, dans Ct%} » posait le probléme suivant :

"Décrire les demi-groupes ebéliens totalement ordonnés, ©- simples,

et les demi-groupes finis totalement ordonnés <= simples”.
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§ 4. Compléments

Nous pouvons montrer que les conditions 1, 2 et & du Théoréme 1.2 de ce

chapitre peuvent aussi s'exprimer sous forme de non existence de certains sous

demi-groupes.

LEMME 5.2. ¢ Si § est une bande, toute D ~classe de S est une ol —classe

ou une Sb-classe si et seulement si S ne contient aucun sous demi-groupe .

isomorphe & Z. .

( = est le demi-groupe considéré dans la Remarque 2 de la page 68 ).

Supposons que S posséde une éa*classe qui n'est ni une o& , ni une R -classe.
Cela signifie, qu'il existe des &léments a,x, d tels que a = x(&), x = d(&)

avec a # x, x#d, a #d. D'ol xa = x, xa = a, xd = X,. dx = d. D'aprés les

i

propriétés de régularité de & et B , on a da = d@x{(5), soit da = d(§&) ;

]

de méme a = da(x’). D'autre part a = ada et d = dad ; par suite ad est

d. De plus, da est différent

distinct de da, car da = ad implique alors a

d{5» et x = d. De méme

]

de a car da=a implique a = d(&) d'oli x
da est distinct de d, ad est distinct de a et d. Les éléments a, d, ad,
da forment un sous demi-groupe i quatre &léments domt la table est identique
3 cellede 27 7, en posant b = da, ¢ = ad.

Réciproquement, si S contient 2- comme sous demi—groupe, on a dans S

as= d(ED), puisque ada = a et dad =d, et a # d4{h), a £ 4O puisque

ad est distinct de a et d.

LEMME 5.3. : 8i S est une bande, dont toute éa-classe est une b -classe

* . . R . ) .
ou 5&;—c1asse, S est un arbre inf-demi-treillis, si et seulement si § ne

contient aucun sous demi-groupe isomorphe 3 S:}, SG ou & son dual,.

La table de 2:5 a été donnée dans la remarque 3 de la page 68 celle de 36’

est la suivante



- 78 =

Rappelons celle de L

Sg| U b ¢ d e 2:1 u b ¢ d
u |u b ¢ d e ujw b c d
b|b b d d d b{b b d d
d |é e ¢c e e cje . d ¢ d
did d d d d d jd 4 d d
e e e e e e

Dans 2:1 comme dans 36 ou son dual on a D&>»Dh}-0bc =D, et Du> DC)PDBC‘;

done Db et Dc bien que majorés par"Du ne sont pas comparables, eth,,

si 2:1 ou 86 ou son dual sont sous demi-groupes de S, ne peut &tre un

arbre inf demi~treillis. Réciproquement, si s* n'est pas un arbre, il existe
des €léments u,y,z tels que Du?~Dy>‘Dyz et Du>”Dz>'Dyz. Posons b = uyu,

=y + £ = = E-] . 1 -
¢ = uzu j on a Db D Dz Dc’ ch ‘Dbc Dyz D'autre partkla éa classe

de be est par exemple une B —classe grace & 1l'hypothése faite. D'ol

beb = be, ¢be = ¢b. Conme D est distinct de Bh et Dc’ be et c¢b sont

be
tous les deux distincts de b et c¢. De plus les &léments ‘u, b, ¢, be, cb
forment un demi~groupe d'unité u. Si be = ¢b, ce demi-groupe est isomorphe
a Z:i. Si be est distinct de c¢b, il est isomorphe a 86 en posant .

be=d et cb=e.

LEMME 5.4.»:»§i S est une bande dont toute 52)~classe est une <é§ ou

529 -classe, § ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe 3 S5 ou i son

dual, si et seulement si, pour tout sous demi-groupe D de S, réunion de

éa'—classes,de S, dont ZD est l'ensemble des zéros Efgauéhé [5 droité] on a :

¥x €D IXZDI [IZDXQ = | ou 2.

(La table de 55 a &té donnée dans la remarque & page 68 ).

SS’ les &léments zz, zz,;ZB

sont &quivalents modulo 4 ; donc Dz‘ égale Lz d'aprés 1'hypothése. Considéron
1

8i S contient un sous demi-groupe isomorphe &

) A . k4 - ~
alors DquZ1 comme le zys Dx>'LZ] et Lzl est l'ensemble des zéros &
gauche du demi~-groupe D = ng)LZI (lemme 1.1. du §1. de notre article). Dans ce
cas, on a dans D, foZl‘? 3.

La réciproque est immédiate.
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LEMME 5.5. :-Soit § wune bande dont toute ﬁa ~classe est une o5 ou Rrclasse.

S§ ne contient aucun sous demi~groupe isomorphe 3 34, 87 ou leurs duaux, §i et

seulement si pour tout sous demi~-groupe D de S, réunion de 9 ~classes, dont

Z est 1l'ensemble des zéros a gauche‘[é droité) on a : pour tout sous ensemble

- H de Z,'Eour tout a de D-Z alH =z [?a = é],

it
[H

a(Z-H) = z' RZ-H)a = zg =3 Vb, b = ana), bH = 2 {Pb = é]‘ et

b(Z~-H)

i}

z* [(Z—H)b = z'].

-

La table de §, a 8té domnée page 59 . Celle de S7 ‘est la suivante
s,|a b z z" z! Rappelons celle de 8, S,|a b z 2'
ala b z z z' ala a & z
b la b z z'z' b|b b z'z'
z |z 2z z z z z lz z z z
"1og" 2" g™ 2" 2" z'iz' z' z' 2'
z'| z" z' 2" z' 2!

4 S7 ou 1'un de leurs duaux comme sous demi-groupes, il est

facile de voir que la condition énoncée n'est pas satisfaite dans le demi-groupe

S5i 8 admet S

D= DQJLZ? dont l'ensemble des zéros & gauche est Lz.

Réciproquement, si S n'admet ni SA’ ni 57 ni leurs duaux comme sSous
demi~groupes! Avec les notations du Lemme, si H égale Z ou @, ce résultat
est vrai d'aprds la démonstration du Théordme 1.2. (Cond. Suf. cas II a page 62).
Si H est différent de Z etde ¢ : si a=z=b¥) ona a=a2ab et b =ba

et z # z', D'ol DH = baH = bz, b(Z-H) = ba(Z~H) = bz'. Si l'on avait bz = bz',

bRo),

et par

on aurait bZ = bz et dans ce cas aZ = abz ce qui est absurde. Si a

i1

ona:a="ba, b= ab, Donc aH= bgH =bz =2 et a(Z-H) = bz' = z'

suite bZ = abZ = {z,zi} . Raisonnons par l'absurde et supposons par exemple
qu'il existe un &lément 2" tel que az" =z et bz" = z'. Alors le demi-groupe
{a, b, z, 2%, z"} est isomorphe i 87, ce qui est impossible. Donc bBH = z et

b(z-H) = z'.

_LEMME‘S.é. : Soit S unme bande dont toute < ~classe est une Qﬁ‘gﬁl 8 -classe

et ne contenant aucun sous demi-groupe isomorphe & 32, 83, Sa, SS’ S? ou & leurs

duaux. Alors pour tout sous demi-groupe D de S, réunion de 59 -classes dont 72
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est l'ensemble des z&ros & gauche a droite, Z est enchainé si et seulement si

S ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe & 38’ S9 ou 3 leurs duaux.

Les tables de S8 et 89 sont les sulvantes :

(Les tables de Cayley de Sz, 83, S4 ont été données page 59 , celle de S5

page 68 , celle de S, dans le lemme précédent).

89 X ¥y zZ 0z, Zy 2z, zZ
88 y 7y 24 %, Z X |x z, 2z, z; 2, 2z, Z
b 2y Zy 23 Z; Zg Y | %y Y 2, 2, 2, Z, 2,
Yy |z ¥ oz 22 %, zylzy 2, %y 2 2z, z,
zy |l 2, 2y 3, % 2z % 2yl 25 2, Zy Z, Z, Z, Z,
Zy| 23 Z3 Zy Zy Zg Zg Zy| 29 23 23 Zg Zy Zg Zg
S A Pal % P4 % P % Py P
z (z =z 2z z z z z (z 2z 2z 2z =z z z

La définition Z est "enchaind" a &té donnée page 58; cette définition comporte
2 points. D'aprés le Lemme 5.4., le premier est réalisé& puisque S ne contient
aucun sous demi-groupe isomorphe 3 SS ou' & son dual.

Etablissons le deuxidme poinﬁ, moyennant 1l'hypoth&se de non existence de 58,'39
et leurs duaux.Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'il existe deux &ldments
X et y vérifiant les conditions suivantes : x et y appartiemnent & D-Z,

oi D est un sous demi-groupe de S, réunion de §a,-c1asses de S, dont Z

est l'ensemble des z&ros & gauchey} H , 2-H = H', H, H' = Z-H , sont des sous
L A A S

ensembles de Z deux 3 deux non comparables et xHx =2z xH;7= 23,.zr # Zq5

]

YH = z,, yH; 245 2y # zy. Ces hypothéses impliquent que ndcessairement z

y 1
1 . - . - - t - 1
appartient & Hx’ z2 a Hy, 23 a Hx et z4 a Hy'
. ' . ~ ' Py T Fa = - t = == : 4
Si1 zy appartient & H& et zy & Hy : yﬂy Z, = ¥Z;5 yHy Z, = YZq- Dans

E— DY - = ¢ '
ce cas on a xyZ x({zz,z4z)_.{zl,23} et yxZ y({zl,zsi) {zz,z4E . Comme
Xy = yx(SD) et conme yx n'est pas un zéro, en appliguant le lemme 5.5., on a
222,23} = {zz,z4§ .
(On peut appliquer ce Lemme puisque § ne contient ni S,, ni S_, ni leurs duaux).
4’ 7

Comme ,zl appartient 3 Hy, on a z, =_22 et 24 ='23 3 p?

ny; =2, xyHy =z xyH; =z, En appliquant & nouveau le lemme 5.5. on a

\ i} =
d'ol nyX z

Hx = Hy, ce qul est absurde.



On arrive 3 la méme contradiction, si 1'on suppose Zy &lément de Hy’ z) de

H;. Par suite on a nécessairement 'z, et =z, appartiemnent i Hy (6u & H§)

i 3

2 et z iennent & ou & H').
et de méme 1z, et z, appartiemment & H_ ( x?

s

Hx (Les

1 —_— 2 —

trois autres cas se traitent de fagon analogue). Dams ce cas xyZ = x(%zz,z&}) = z)

Supposons que z. et Z, appartiennent 3. Hy et z, et z,

et yxZ = z Deux cas sont alors possibles :.

2.

1°) xy = z et yx = 22 i.e. xy et yx -sont dewx z8ros 3 gauche de D.

) Si = on en dédui contient =z, £ =z, et z ' conti
a) Si z, z,, on e uit que Hx tie z, 2 4 Hx ntient

3 . . = T 4 .
Zq> H.y ZB et ZI' Commg Oon a. supposé que Hx n'est pas contenu dans Hy
il existe nécessairement un 8lément 2z de Z, tel gme 2z appartient & H;,
et pas & Hy, donc 2z est différent de zy et de "By S8i 1l'on construit la
table du demi-groupe ~{X’Y’ZI’Z3’24’Z} , elle est celle du demi-groupe 88.

Donc ce cas est 3 rejeter.
b) Si z, # z,, un raisonnement analogue au cas a) nous permet de construire

un demi-groupe semblable & 89.

2°) 8i xy = zys Y% = 2z, puisque les z€ros 3 gauche forment ici une gég*classe.‘

Supposons donc  xy # z; et yx # z,. Comme xy'i‘yxég)) et comme X ne

2
contient aucun -sous demi-groupe isomorphe i 34, 57, ou leurs duaux, on peut
appliquer le Lemme 5.5. et on obtient 2, = Z,. On a donc xyZ = yxZ = z. Mais

alors si xy est &quivalent & yx mod.¥[®] , on trouve que le demi-groupe
{xy, X, 25 33} {{yx, Xy Zys 23}} est isomorphe & 83, ce qui est impossible.
Donc le deuxidme point de la dé&finition Z est enchainé est démontré.

Montrons le troisi@me. Soit donc x et y deux €léments de D-Z tels que

S = 1 T o= LI L < [ ’ '=‘-—.H' 8
xHX Z XHx zx, yHy zy, yH& zy, Hx 7 Hy Z et H' = Z-H. D'aprés la

démonstration précédente, on a z, et z; appartiennent i Hy, et de méme zy- et

t

z;' appartiennent & H;. Montrons que z, o=z si et seulement si

H, = B oufzt.

> = H U z' ) . " -
Si Hy - { xg’ comme _Hx est strictement inclus dans Hy et comme zy



n'appartient pas a H, ona bien z; = zy. Réciproquement, si z

= 2.

t

X ¥y

XyZ = zy = yxZ. Deux cas sont alors possibles :

a) xy=yx = zy. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un élément
t de 2 tel que t est distinct de 2, et appartient & Hy et i H; ; si
nous considérons le demi=-groupe {x, Y, Zy’ t} ,, 11 est isomorphe 3 Sz, ce qui

est contraire & l'hypothése. Donc Hy = H;L){z;} dans ce cas.

b) =xy, yx et zy sont deux & deux distincts. Ce cas est lui aussi irréalisable,
car comme on 1'a d&jd vu il implique que S contient un sous demi-groupe
isomorphe & 83, 3 avoir {xy, X, Zy’ zX} ou ,{yx, X, zy, zxf n

Par conséquent, le demi-groupe D est tel que Z est enchalné.

Réciproquement, si § contient un sous demi-groupe isomorphe i Sgs ou a Sg,

[ou a leurs duaux:;nous considérons le demi-groupe D = DX&)Dy\)DZ. Clest un

demi-groupe puisque xy et yx appartiennent dans tous les cas 3 Dz et, de
plus D, en est 1'ensemble Z des zéros i gauche (ou & droite). Dans D, Z

n'est pas enchalné : en effet, on a par exemple dans Sg’ Xz, = Xz, = z, et

xz3 = Rz = 23, yz2 = yz3 = z2 et yzé =yz = Zy Done Hx contient 22 et 24,

¥ hl . 1 ¢ T
et 23, H.y 24 et z. Ainsi Hx’ Hx’ H, HY

H' contient 2z, et 2z,
X y

3 vz,

sont deux 3 deux incomparables.

Ainsi, finalement, nous pouvons é&noncer.

THEOREME 5.7. : Une bande finie est une o~bande, si et seulément si, elle ne

contient aucun sous demi-groupe isomorphe & E:l’ 5;,‘50, S], SZ’ S3, 84, SS’ 56’

S, ou 3 leurs duaux.

Sy> S5 Sy

THEQREME 5.8. : Une bande quelconque est une d-bande, si et seulement si, elle

S

ne contient aucun sous demi-groupe isomorphe 3 -?51, >, So"sl’ 97 33, i S5

S S., ou & leur duaux.

6) 873 883 9

(Les demi~groupes cités sont donnés par leur table au cours du chapitre).



CHAPITRE 6.

DEMI-GROUPES COMPLETEMENT O-SIMPLES,
DEMI~GROUPES DE MATRICES DE REES TOTALEMENT ORDONNES.

Dans un premier paragraphe, nous &tudions les demi-groupes O-simples
totalement ordonné&s et nous montrons essentiellement que cette &tude se
raméne 3 celle. des demi-groupes simples totalement ordonnés (Théoréme 6.5.).
Nous appliquons ensuite ce résultat aux demi-groupes complétement O-simples
et caractérisons les demi-groupes complétement O-simples totalement
ordonnables (Théoréme 6.9.). Dans {28}, T. Saito avait caractdrisé les
d-demi-groupes complétement simples (donc sans z&ro) ; nous généralisbns
donc ses résultats, mais par des méthodes différentes. De plus,nous
utilisons ensuite le fait que les demi-groupes complé&tement O-~simples sont
des demi—groupes de matrices de Rees particuiiers H et ainsi dans le
troisiéme paragraphe de ce chapitre, nous caractérisons les demi-groupes
complétement O-simples totalement ordonnables au moyen de cette représentation
en demi-groupes de matrices. Cela nous permet alors (Théoréme 6.16) de
caractériser tous les demi-groupes de matrices de Rees qui peuvent &tre

totalement ordonnés.

§1. Demi-groupes O-simples totalement ordonnés.

Rappelons les définitions et propriétés suivantes :

DEFINITION 6.1, Un demi-groupe S avec z&ro est O-simple, si S2 est

différent de z8ro et si S n'admet aucun iddal bilatére propre (i.e.

distinct de 0 et de 8).
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DEFINITION 6.1'. Un demi-groupe S sans zéro est simple, si S n'admet

aucun idéal bilatére.

LEMME 6.2. (Lemme 2.28 de [7]). Un demi-groupe S est O-simple si et

seulement si V¥a €S, a # 0, SaS = S.

LEMME 6.2". Un demi-groupe S est simple, si et seulement si : Va €S, SaS = S.

Les principales propriétés des demi-groupes O-simples a4 gauche ou i droite
ont déja été données dans le Chapitre 2, Lemmes 2.3, 2.4. Nous avons
aussi utilisé le fait que S est O-simple d gauche si et seulement si :

Va€S, a# 0, Sa=S.

LEMME 6.3. Dans un demi-groupe S O-simple totalement ordonn&, 0 est

le plus grand ou le plus petit &lément.

=Ex€S,x§0}, Sy ={x€S z O; x} ; et i1 en

résulte immédiatement par isotonie que Sg

Ona S=8uUS,uf0f, avec
est contenu dans Siu{O} s
pour 1 = 1,2, et que S]S2 = 5231 = 0. Par suite, si a est un élément
de S, différent de O, on a par exemple, si a appartient & §S,,

a S1 = S1 a =0 et alors, conme S est supposé& O-simple,
s = sas = 5, a5,0{03<5,0[08 .

Donc S = SZU{O} " Sl est vide, et O est le plus grand &lément.

COROLLAIRE 6.4. Ddns un demi-groupe O-simple totalement ordonné&, si le

produit de deux éléments est nul, le carré de 1l'un d'eux est nul.

Soient a et b tels que ab = 0. D'aprés le Lemme 6.3., a et b sont d'un
méme cOté de O et par suite on a par exemple a<b< 0. D'oll

32_4_ ab« bzs 0 et b2 = 0.

Si S est un demi-groupe O-simple & gauche, on démontre facilement
(Théoréme 2.27 de [7]) que S—{O}= Sx est aussi un demi-groupe simple a

. ~ . % 2
gauche. Par contre, un demi-groupe peut €tre O-simple, sans que S soit
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un demi~groupe. Dans le cas totalement ordonn&, mous allons voir qu'il

n'en est plus de méme.

THEOREME 6.5. Si un demi-groupe S, O-simple, peut €tre totalement ordonné,

S - go} est un demi-groupe simple.

I1 suffit de montrer que § n'admet pas de divigeur de O. Supposons
que S est totalement ordonné par ¢ . Considéroms dans S, 1'ensemble
1= -%xés 3 x2 = 0} . I ne peut &@tre égal & S, car alors S serait
un zéro-demi-groupe (SZ = 0), puisque tout produit =xy est comp’fis

) ,

entre x> et y~ dans un demi~groupe totalement ordonné. Mais I est

un id8al : si a et b sont deux 8léments queleconques de §, on a,

ab et ba étant comparables, azbzé(ab)zé (ba}z.é b2a2 ou
bzaz.f.- (ba)‘z.{—(a'b)zé azbz ; done si 32 = 0, azb2 &2 b232 = 0 et
(ab)2 = (ba)2 = 0 dans tous les cas et ainsi, I est un idéal de 85,

distinct de 8. Donc I =0 puisque S est O-simple. Par suite aucun
produit ab, oi a et b sont différentts de O, ne peut €tre nul d'aprés
le Corollaire 6.4. Il en résulte que S - {0} est un demi-groupe

évidemment simple.

§2. Demi-groupes compldtement O-simples totalement ordonnés.

DEFINITION 6.6. Un demi-groupe O-simple [isimple} est dit "compl&tement

O-simple" (t_:omplétement simple] » §'il admet au moins un idéal i gauche

O—minimal [g;inimal] ~et au moins un id&al 3 droite O-minimal Lminimag.

PROPOSITION 6.7. Un demi-groupe S “compldtement O-simple vérifie les

conditions suivantes :

a) Va€S, 1x€S tel que a = axa (i.e. S est régulier).

b) 1'ensemble des idempotents non nuls de S n'est pas vide, et si ‘e = e=2,

f=f2, ef = fe # 0, alors e = £,
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c) deux E&léments quelconques non nuls sont Bquivalents mcd.ﬁas.

d) si a€s et 32 f 0, a appartient & un groupe, sous demi-groupe de 8.

(On trouvera les démonstrations de ces résultats dans [i], th. 2.51 et 2.52.)

LEMME 6.8. Dans un demi-groupe S complétement U—simple totalement

ordonné, l'ensemble des idempotents non nuls est wn zéro-demi-groupe 3

gauche ou 3 droite.

Désignons par Ex 1'ensemble des idempotents nam muls de 8. D'aprés la
Proposition 6.7. et le Théoréme 6.5., EX est un demi-groupe. De plus,
pour tout e et tout £ de Ex, on a ef = fe (SDEX) et comme toute
&DEx' classe est une ob-classe ou une & -classe de E* (car Ex est
une hande totalement ordonnde, c¢.f. Cha. 5), on a pour tout couple (e,f)
de »E*x E* , efe = ef ou fe. Mais si efe = ef, les deux idempotents
non nuls ef et e commutent, et par suite e = ef en appliquant b)
la Proposition 6.7. Il s'en suit que £ = fe et que e = £ Q;@EX). Ainsi
deux idempotents non nuls sont &quivalents mod.&DEﬁ ; comme cette 9, 1

E

classe est en fait une o ou & classe, on a le résultat,

THEOREME 6.9.Un demi-groupe S complétement O-simple peut €tre totalement

ordonné, si et seulement si S - {O} est un demi-groupe isomorphe au

produit direct d'un zéro-demi-groupe d'un c8t€ par un groupe pouvant gtre

totalement ordonné.

§1 S est un demi-groupe complétement O-simple totalement ordonné,
alors d'aprés le Théoréme 6.5. S =— {O} est un demi-groupe simple dont
l'ensemble des idempotents Y est d'aprés le Lemme 6.8. un zéro-demi-groupe
d gauche par exemple. D'autre part, si a est un &lément de S ~‘£0},
32 est différent de O, donc appartient 3 un sous groupe de S, d'8lément
unité e, d'apr@s la condition d) de la Proposition 6.7. De méme si b est

un autre élément de § - {O}, b appartient 3 um sous groupe d'unité £ et

il existe des &léments a' et b' tels que aa =e, b'b = £ ; d'ol



- 87 -

a = ae = aef = ae b'b. Donc S ~ {Oi est simple & gauche. Le Lemme 2.4,
nous permet d'affirmer que S - {O} est isomorphe au produit direct d'un
groupe F, sous demi-groupe de S, donc qui peut &tre totalement’ordonné
et du zéro-demi~groupe 3 gauche E.
Réciproquement, si § *{Oj est'isomorphe a4 GXF ol G est un groupe
totalement ordonné et F wun zéro demi-groupe d'un cdté, F est un demi-
groupe qui peut &tre totalement ordonné par n'importe qu'elle relation 7

» d'ordre total. Aussi l'ordre lexicographique permet d'ordonner § - {05,

donc S.

Ainsi, il vy a identité entre les demi~groupes complétement O-simples

totalement ordonnés et les demi~-groupes O-simples d'un cBté ayant des

idempotents non nuls totalement ordonnés.

§3. Matrices de Rees sur un groupe avec z&ro.

Soit G wun groupe multiplicatif avec zéro, noté G°, et X, Y, deux
ensembles quelconques. On peut définir des matrices (ai‘j) de X XY
4

sur G° ou a; jGG", (i,i) €X xY, grice aux conventions suivantes @
b4

= 0 pour tout. 1 de X,

i
P

) a, ., =a,, . si a, , =0 pour tout i de X sauf i
n i, i ,
1i€X

s
| o

t 3 - L4 hd N . , .
§'il existe i, et 12 de X tels que ai]’j s & 2’5 sont non nuls,

E a, . n'est pas défini.

iex *°J

On peut alors définir le produit.de deux matrices A = (ai j), matrice de
b ]

XXY sur G° par B = (bj k) matrice de YXZ sur G° pér:

’

C=AB-= (c, oi c. , = a, . b, si ¢, existe
( 1,k) i,k 2::' i,i 3.k’ i,k ’
TR
clest~3-dire si ¢; | ©st une somme de termes tous nuls, sauf un au plus.
PR

En particulier, si 1'une des matrices a au plus un &lément non nul, le

produit est dé&fini.
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DEFINITION 6.10. Une matrice de Rees est unme matrice ayant au plus un

élément distinct de O.

NOTATIONS : La matrice de Rees de IXA  sur le groupe avec zéro G°,

ayant pour élément non nul 1'Eélément a, situé & 1'intersection de la

iéme ligne et de la Aidme colonne est notée (a)i% . La matrice nulle

peut se noter (O)i% oi i et A sont arbitraires.

On définit dans 1l'ensemble des matrices de Rees .une opération notée o,

par 1'intermédiaire d'une matrice P de AXI sur G°, P = (p,%‘)
i

(3)i?\ ° (b)jP = (a)l')\ P (b>jP ’

ol dans le membre de droite la multiplication des matrices est la multipli-
cation au sens ordonaire., On vérifie facilement que
(1) (a), b). = (aps b).
1fA e ( jp ( PfAj )lP s

et que 1'ensemble des matrices de Rees muni du produit o est un demi-groupe.

P est appelée "matrice sandwich". Ainsi, si G°,A, I sont donnés, 3

toute matrice sandwich P correspond un demi-groupe de matrices de Rees,

noté M,°(G ; I,A; P). Deux matrices P et P' peuvent déterminer des

demi-groupes M°(G ; I,A; P) et M °(G ; I, A;P') isomorphes. On a

dtailleurs.

PROPOSITION 6.11. Tout demi-groupe M°(G ; I, A; P) est isomorphe 3

M°( ; I,A; P) ol P' est une matrice normalisée, c'est-a-dire

dont les 8léments d'une ligne donnée et d'une colonne donnée sont &gaux

ou & zéro, ou 3 1'élément neutre e de G.

(Pour la démonstration, il suffit d'utiliser le Lemme 3.6. de‘{?])-

D'autre part de la formule (1), il résulte qu'un demi-groupe S de

matrices de Rees M °(G.; I,A; P) a un zéro formellement adjoint,

(c'est-a-dire n'a pas de diviseurs de zéro) si et seulement si, la matrice P

n'a aucun 8l8ment nul.

DEFINITION 6.12. Une matrice P sur un groupe avec zéro G° est régulidre,

si chaque ligne et chaque colonne contient au meins un_ €lément non nul.




Dans ce cas et seulement dans ce cas, le demi-groupe de matrices de Rees
m{f(G i I, \; P) est régulier : VA, 3X tel que A = AXA.

Nous avons alors le théoréme de représentation des demi~groupes complétement

O—-simples :

Théoréme de Rees : Un demi-groupe S est complétement O-simple, si et

-

seulement si, il est isomorphe & un demi-groupe régulier de matrices de Rees,

m e ; I,A; P). De plus dans l'isomorphisme précédent, G est isomorphe

4 un sous groupe de 8.

En utilisant cette représentation d'un demi-groupe complétement
O-simple, nous allons donner un Th&or@me permettant de caractériser ceux

gqui peuvent 8tre totalement ordonnés.

THEOREME 6.13. Un demi-groupe complétement O-simple S = M°(G ; I,N; P)

peut 8tre totalement ordonn&, si et seulement si le groupe G peut 8tre

totalement ordonné et si le cardinal de A -ou I est égal il.

Condition Nécessaire : si S est totalement ordonné, d'aprés le Théoréme 6.9.,
S est O-simple 3 gauche par exemple, avec z&ro formellement adjoint. Donc

la matrice P n'a aucun &l&ment nul ; de plus si (a)jp et (b)i% sont

deux matrices de S, il existe une matrice ;(x)k$> telle que

(x)k$>°(b)i2 = (a)jF, soit (XPTDib)kQ = (i). - Donc nécessairement A= p

Jp

et le cardinal de A est 1. Coome G est'un sous groupe de S, il peut

évidemment €tre totalement ordonné.

Condition Suffisante : si le cardinal de I est 8gal i 1, la matrice P

est unicolonne, régulilre, donc elle n'a aucun élément nul. On peut de

plus supposer que P est normalisde (Prop. 6.11), c'est-a-dire ici que

tous ses Eléments sont égaux & 1'Elément neutre de G. Le produit de matrices

dans S devient alors :

ONONENCONNS



En écrivant les éléments de S ~ {O} sous la forme (a,), on a

(a, A) » (b’P) = (ab,P) c'est-a~dire que S - {O; est isomorphe au

produit direct GXA , o A est structuré en z€ro~demi-groupe & droite.
Donc 8§ -~ {O}, et par suite‘ S, -peut etre totalement ordonné par l'ordre
lexicographique déterminé par le groupe G totalement ordonné et par un ordre
total quelconque sur A .

On trouvera dans [9], chapitre 3, des conditions mfcessaires et suffisantes
pour qu'un groupe puisgsse 8tre totalement ordonné.

Rappelons par exemple qu'un groupe ab&lien est um g-groupe, Si et seulement
si, il est sans torsion.

Examinons maintenant le cas plus général des matrices de Rees.

LEMME 6.14. Soit S =M°(G ; I,A; P) est un demi-proupe de matrices de Rees

totalement ordonné. Alors

-~ ou chaque colonne de P contient au moins un &lément non nul,

= ou-chaque ligne de P contient au moins un &l&ment non nul.

- ou P est la matrice nulle (et S ést:un zdro—demi-groupe).

Supposons que la matrice P admet une ligne,‘ko, une colonne jo formées

exclusivement d'éléments nuls. Puisque S est tetalement ordonnd, nous

savons que A2 = Bz'= 0 implique AB = BA = 0(AB et BA sont compris

entre A? et 32). Mais si (a)iﬂ est une matrice de Rees non nulle,

2 — » - — - a3 L
(a)iﬂ = 0, si et seulement si Pp; 0 ; de méme si (a)i% et (b)jP sont
deux €lé&ments non nuls, (a)i% ° (b)jP = (aqub}i¥A= 0 sl et seulement si

Py, = 0. Ainsi, dans un demi-groupe de matrices de Rees, 1l'implication
J

(A#0, B%0) A2 = Bze= O ====3 AB = BA = 0, me traduit sur les &l&ments

de P par

(2) pﬁi = 0’ ij =0 "”“‘—’7 p?‘j = '09 pPi =0.
Aussi, si nous avons . = 0 pour tout i Qe i .‘ =0 r tout
, P, i P F Py pour teut p
de M ; nous avons P = O pour tout p et tout i d'aprés (2). Bt P

est - la matrice nulle.



LEMME 6.15. Soit S wun demi~groupe de matrices de Rees, me¢e ; I, N; P,

totalement ordonné, tel que P n'est ni réguliére, ni idempotent nulle.

Alors le groupe G peut étre totalement ordonnd, et de plus ou toutes

les lignes (ou toutes les colonnes) de P sont nulles sauf une, dont

aucun élément n'est nul, ou la matrice P est uniligne (ou unicolonne).

DEMONSTRATION : Puisque la matrice P est supposée non régulire, 11 existe

une ligne ’ho, par exemple, dont tous les &léments sont nuls. Soit

A ={AEA 5 AT ligne de P est nulle} et soit M=A - B

. Puisque
P n'est pas identiquement nulle, M n'est pas vide. Considérons la matrice
Q de MXI sur G°, déduite de P, en supprimant les lignes nulles de
cette derniére. Puisque la matrice P avait une ligne nulle, d'aprés le
Lemme 6.14, toute colomne de P _admet au moins un &lément non nul ; par

suite Q est une matrice dont toute colonne a au moins un &lément non nul,

et de méme toute ligne par construction. Q est donc régulidre et le

demi-groupe T = M°(G ; I, M ; Q) est un demi-groupe compldtement O-simple.

-

Mais T est isomorphe & un sous demi~-groupe de S.

Considérons, en effet, dans S 1le sous—ensemble

X={(a), ;i€L, 'heM}

X est un id&al 3 gauche de S, car si (x)jPES, (a)i%e X
(x)j}1 0 (a)iﬂ = (xpPi a)jc/\ , donc comme F’}\éﬁ, cette matrice appartient

3 X. Il est alors clair que X est isomorphe & T. Par suite, T est un
demi~groupe complétement O-simple, qui peut &tre totalement ordonné. Donc,

G est un groupe qui peut €tre totalement ordomné et le cardinal de I ou M
est 1, d'aprés le Théoréme 6.13. Cela signifie que la matrice P est
unicolonne, ou a toutes ses lignes nulles, sauf une exactement. Mais alors
d'aprés le Lemme 6.14, si une ligne est nulle, chaque colonne contient au moins

un &lément non nul, donc la seule ligne, non toute nulle, n'a aucun

€lément nul.

(x) M : lettre B majuscule.



.-92..

THEOREME 6.16. Soit S = M °(G; I,A; P) un demi-groupe de matrices de Rees.

S peut @tre totalement ordonné, si et seulement si,

~ ou P est identiquement nulle.

- ou G peut €tre totalement ordonné et 1] on {A)z 1.

~ou G peut etre totalement ordonné et P a toutes ses lignes, ou toutes

ses colomnes nulles sauf une dont aucun &l&ment n'est nul.

Condition Nécessaire : soit S = m\°(G s IL,AN3P) wn demi-groupe de

matrices totalement ordonné. La matrice sandwich P peut 8tre nulle, auquel
cas S est un zéro-demi-groupe ; P peut &tre régulidre auquel cas, d‘'aprds
le Théoréme 6.13, G peut 8tre totalement ordonné et 1J| oi AL = 1.

Si 1'on n'est pas dans 1'un de ces cas, il suffit d'appliquer le Lemme 6.15.

Condition Suffisante : soit S = M°(G ; I,A; P) un demi-groupe de

matrices de Rees. Nous distinguerons plusieurs cas :

a) Si P est identiquement nulle : S, z&ro-demi~groupe, est ordomnd par
n'importe quelle relatiomn d'ordre tdtal.

b) Si G peut 8tre totalement ordonné, et si P est unicolomne (lI!=1)

o) Si P est régulidre, S peut étre totalement ordonné, d'aprés le
Théoréme 6.13.

@0 Si P n'est pas régulidre, certains des &léments qui forment ia
colonne de ‘P sont nuls ; on peut de plus suppeser P normalisée, ainsi
VAEN, Po, =0 ou e 8lément unité de G.

Soit M =§9\€ AN P # O} . Les &lémernts de S, (a)l(!\ , a€G,AEN >
peuvent &tre écrits sous la forme (a,’k) et alors le produit dans S  est
donné par i

(a, V) (b,

it

(ab,p) si  NEM, a€G, bEG

0 si A M, ousi-a=0 ou b=0.

it

G peut 8tre totalement ordonné par < , A peut €tre muni d'une relation

d'ordre total, notde aussi <€ . S admet la partition {O, T, T'} oli

.

T = {](a,')\)es ; Aey, aEGZ, Tt = g(a,r)\)f.ﬁ ; A M, aecg. T u{oz,
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T'V {O} sont des idéaux 3 gauche de S et de plus TI'S = o§ .
Définissons une relation d'ordre sur S @

0<(a,r>\)<(b,p) , pour tout (a,?\) de T', tout (b,p) de T.

n~

De plus, nous imposons & cette relation de prolonger les deux relations
binaires définies respectivement sur T et T' par :
(sur T) : (a,?\)é(b,p)%% a¢bh dans G ou a=bh et A<dp dans A .

(sur T') : (a,‘}\)s(b,p)é—*——}(/\dp dans A ou ":\::P et a<b dans G.

Les relations binaires sur T et T' sont des relations d'ordre
lexicographique ; comme G et A sont munis de relation d'ordre total, S

est muni d'une relation d'ordre total.

Vérifions 1'isotonie.

si  {(a, 'A)é(b,p) avec AEM et pEM, a et bEG.

L'isotonie 3 droite est trivialement vérifide, car (a,A)(c,V) =0
pour tout (c,P ) de S, L'isotonie i gauche 1'est &galement, car les
produits (e, D)(a,P) et (C,O)(b,p) sont nuls, si {c,V) appartient

a4 T' et appartiennent respectivement 3 T' et T si (¢,¥) appartient i T.

Si (a, A)4(b,1) avec (a,A ), (b,WET' et Aep ou ?\ap et a<h.

$i (c,Y)ET' : comme T' est un zéro—-demi-groupe,
(@, M) (e,¥) = (c,V)(2,R) = (b,p) (e, ) = (¢, D) (b,p) = O.
Si (c,V)ET (a,A)(e,P) = (byp(c,?) =0 et
(c,9)(2,N) = (ca, D) €(cbyp) = (c,P)(b,p) , car soit A&y dans A,

soit ca4cb dans G et QA = u.

Si (a,?)é(b;p) avec (a,A), (b,)ET et a<b dans G ou a=bh et%p.

Si (c,P)ET' : 1'isotonie & gauche est trivialement vérifiée puisque T'S=0

2 (a, A)(e,»)

]

(ac, ), et (b,p)(c,V) = (be, M), dont ces
deux &léments appartiemment 3 T' ; comme a<$b dans G, ac<4be et ainsi,
(ac,” ) £(be, ) dans S.

i (c,V)ET : (ac,V )£ (be,P) car ou ac<Lbec ou ac = be.
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(ca,?) é_(cb,}z) car ou ca<cbhb ou ca =cb et Ag B
Ainsi dans le cas (’s), S peut étre totalement ordonné.

¢) Supposons que G peut &tre totalement ordonné, et que la matrice P

a toutes ses lignes nulles, sauf une dont aucun &l&ment n'est nul.

Notons ‘A = 1, la ligne dont aucun &lément n'est nul et supposons de

plus que P est normalisée, de sorte que

Py =e Vi€L p,, =0 Vi€l VA # 1en .

Dans ce cas, le produit dans S se définit par :

(a)i:}\ o (b)jp = (ab,)ip si A= I, a et bEG

-

=0 si ‘A#1,ousi a ou b=0.

soit T ={(a) ; a€q, i€1{ et soit T' = {(a)i’,) ; a€G, N ¢ 16N |, i€r}
On a-alors S =TyuT'w {0% De plus, {O}u T' est un zéro demi-groupe de S,
T = {O%, ST'S T‘U{O}, T est un sous demi-groupe de S et
sTeTuog.

Comme nous pouvons supposer G totalement ordomnné par & , I totalement
ordonné par £ et de méme /\ & totalement ordonné par <€ , on peut

définir sur S, T et T' 1les relations binaires suivantes :

sur T : (a‘)ilé(b)j] @=} a<b dans G ou a=b et 1i<£j dans I.

sur T' : (a);q € (b)j‘l<=——> Aep ou Q= p et a<b dans G ou
re\=}1, a=>b et 1i£j dans I,

sur S : la relation prblonge celles définies sur T et T' et de plus :

< ' 4 : ‘
Occa)i?‘_ (b)jl pour tout (a)ifA et T', et tout (b)j} de T.

Cette relation binaire £ est une relation d'ordre total‘sur S, car les
relations sur T et T' sont des relations d'ordre lexicographique
déduites de relations d'ordre total. On vérifie alors comme dans le cas b)
que l'isotonie est satisfaite ; ainsi S est un demi-groupe de matrices

de Rees totalement ordonnd.
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CHAPITRE 7
SOUS DEMI~-GROUPES CONVEXES

IDEAUX CONVEXES DANS LES DEMI~GROUPES OBDONNES

Ce chapitre est indépendant des précédents, bien que nous y &étudions
encore les demi—groupes ordonnés. Les sous ensembles particuliers de tout
ensemble E ordonné, par une relation d'ordre <€ , sont les parties convexes .
C;‘c‘estré~dire les sous ensembles vérifiant : |

aeC, beEC, a$ xgb => x€C.
Lorsque E est de plus un demi-groupe, il est naturel de relier les notions
de sous demi-groupe d'idéal et de partie convexe, en étudiant les sous
demi-groupes convexes, et les id&aux, d'un cOté ou bilatdres, convexes. En
particulier, il est inté&ressant de voir quelles incidences algébriques ont sur
le demi-groupe des conditions imposées au treillis des sous demi-groupes
convexes, ou imposées au tteillis des id&aux convexes.

Jusqu'3 ce que nous traitions ce sujet, seul Khion avait démontré dans [i§]
que si le treillis des sous‘demi~groupes convexes d'un demi-groupe S réticulé
€tait réduit 3 un seul élément, il en était de méme de S.

Dans une premi&re partie de ce chapitre, nous examinons les demi-groupes
ordonnés dont 1l'ensemble des.sous demi-groupes convexes forme une chalne de
¢°(S), ou plus généralement un sous treillis de Q?(S}. Les demi-groupes
ordonnés ayant ces Propriétés sont trés bien décrits par les Théorémes 7.4., 7.5.
et 7.8. Les nildemi~groupes jouent ici une trés grande importance.

Dans la seconde partie, nous“tentons de résoudre un probléme posé par
E. Gabovic : caractériser les demi-groupes (abéliens) totalement ordonnés sans
id8aux convexes propres, cas fini, cas général. Nous montrons en particulier,
Théoréme 7.12., que tout demi-groupe ordonné abé&lien sans idéal convexe, ayant
un plus petit &lément oﬁ un plus grand &lément est trivial. Nous examinons
ensuite le cas des demi-groupes périodiques.

Les résultats donnds ici ont &té présentés au Séminaire Dubreil-Pisot

dans {MS},et EMA}. Nous y apportons cependant quelgues modifications.



§1.. Sous demi-groupes convexes des demi-groupes réticulés et totalement ordonmnés.

Al

Plagons nous dans le cadre d'un demi-groupe réticulé (pour la définition
duquel nous renvoyons au Chapitre 3).
Dans un demi-groupe § réticuld, un sous demi-groupe H est dit "s.t.c.",
s'il est sous treillis convexe de §. Les sous demi-groupes s.t.c. forment

une famille de Moore, si nous admettons la partie ¢ comme sous demi-groupe

s.t.c. Nous désignerons par Sx' le sous demi-groupe s.t.c. engendré par x
dans S. Si 'S est totalement ordonné, SX est le sous demi-groupe convexe
engendré& par X.

2

Dans un demi-groupe ordonné&, un élément a est f-positif (f-négatif) si a<a

Ea2s- a] . Nous désignerons par P 1'ensemble des 818ments f-pogitifs, et N

1'ensemble des Eléments f-négatifs. PAN est 1l'ensemble des idempotents de S ;

notons qu'en général PN est distincts de S. Dans le cas oli S est
totalement ordonné, on a bien six § = PyN.
Remarquons encore que, dans un demi-groupe réticulé 8, tout sous

demi-groupe s.t.c. est réunion de sous demi-groupes Sx"

LEMME 7.1. : Dans un demi-groupe réticulé S,

- . p ‘ q
Sx. = {Yf S :Fentiers pi,..;«,pr, Q‘I,...,ql 3 X i&.../\xprg 74 x ,IV-.‘.qu}»} .
La démonstration est classique.

Remarquons que dans le cas ol § = ?Q N, Sx ='§y€3 ; 3entiers p et q 3

xP< ysxq} et on peut méwe choisir p ou q #&gal & 1.

LEMME 7.2. : Dans un demijgroupe réticulé S, tel que S =P, N, SX, = Sy implique

X =Y.
I1 est clair que S_= S,
X y

. B, .
puisque S=P,N ; ¥y le x<y

si et seulement si x&€ Sy et y¢& ij; soit

9y - P q . .
1ot x 25 y<£x 2 pour certains entiers

P

;0 45 en appliquant le lemme précédent. Plusieurs cas sont 3 distinguer

(X) x et yéEP. Dans ce cas 1'indgalité ci-dessus devient

P
ysy 15 X et xéxpzasy.- D'ol x=y.
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(ﬁ)x€P et y&€N, On a alors :

q

, \ 4, 4
x4y £y, dont x€£y, et par sulte X 2‘.-:~y 2

Ly<gx 4.

q
Dol 'y = x 2 ,yqz.»

fl

si ’qu =1, y=% Si- qzvl,‘ y est un idempotent, et y =y lexey

D'od x = y.

Les autres cas se traitent de facon semblable.

Suivant la terminologie de T. Saito, nous utiliserons les définitions
suivantes :

Un demi-groupe S ordonné est dit "non négativement ordonné" si Va€S, Vb €S,

ab 4&, baq{a. I1 est dit "positivement ordonnd" si Va€S, Vb€S, a<ab, a<ba.

"Non positivement ordonné" se définit de facon duale, de méme que "négativement

ordonnd".

s

Un demi-groupe S ordonné est "archimédien" si

a et bEP, a<b ——» IneN, a"4b

we

a et bEN, a<hb ~——3p&N, a%bp .

PROPOSITION 7.3. : Dans un demi-groupe S zréticulé, tel que S = Py, N, Sx‘

est un sous deémi-groupe archimédien, non négativement ordonné ou non positivement

ordonné.

. 2.2 2 .
Soit =x%x" par exemple. Montrons que pour tout y de Sx’ y£y ; si y& Sx’

P p | P P" p - . . - 2 .

ona x¢y£€x . D'ol y€x £y ; comme y est comparable 3 y , y est
e eas ~ s .2 . ' e g3
inférieur ou &gal 2 y . Il est clair que Sx est archimédien.
Soient y et y‘éSx. Si nous avions yy'<y', nous en déduirions, par isotonie,
k . '
¥ y'; y' pour tout entier k. Or x<4y'< xF< y'P et X*-éyS)iP (On peut
choisir le méme entier p puisque S = P, N). D'ol

124 P p

Vey' 2 xy'syy's v

Ceci est impossible, donc yy‘;f y', et S, est nonm négativement ordonné.

Dans un demi-groupe réticulé totalement ordonné&, la famille des sous
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démi~groupes s.t.c. convexes ne se ré&duit 3 S, que si S est lui-mme réduit

& un seul &lZment (i.e. est trivial). La preuve est donnée dans ‘[18‘:} . D'autre
part, les sous demi-groupes convexes forment un sous—inf~demi~treillis de ‘:SDV(S},
dont le plus petit &l8ment existe, mais peut etre vide : il est en effet

immédiat que 1'intersection de deux s.t.c. est ou vide ou un s.t.c.

THEOREME 7.4. @ Soit S un demi-groupe totalement ordonné. Les . sous demi—

groupes convexes de S forment une chalne si, et seulement si, S est

archimédien et positivement ordonné (ou négativement ordonné).

Supposons § archimédient et positivement ordonné. Soient H et T
deux sous demi-groupes convexes tels que H?’Hk' ;3 11 existe alors he&H
et he,éH'. Puisque S est totalement ordonné et archimédie’n,- nous avons,
si h‘“ est un &lément quelconque de H', heh's hn ou h'<heh'™. Seul le
premier cas est réalisable, puisque ;h¢H" Par suite, h'e Sh et H' est
inclus dans H.

Réciproquement, supposons que leés sous demi*grcupes convexes forﬁent une
chalne. S n'est pas un demi-groupe idempotent, car dans un tel demi-groupe
lak condition précé&dente ne peut tre vér;'.fiée puisque Sx = {x} (sauf si le
demi-groupe est trivial, auquel cas le Théordme est immédiat). Domc il existe
au moins un &lément x tel que xéxz par exemple. Dans ce cas, en appliquant
la Proposition 7.3., tout &€lément y de S est f-positif, puisqué SXC Sy
ou SyCS’x. Soient alors a et bES : Sa~ est conte‘nuy dans S‘b par'eyxemple,

d'oli -a et bésb. Comme ce dernier est, d'aprés la Proposition 7.3., positivement

ordonné (car ici S est totalement ordonné) et archimédien, il en est de méme de §

: P, x . - ~ "
Exemple 1 : Considérons MN~, 1'ensemble des entiers naturels non nuls, ordonné
: . % ., . - s e
de fagon naturelle. Il est clair que N~ est positivement ordonn&, archimZdien.
Ses sous demi-groupes convexes forment bien une chaine dans 3 (Nx) ! ce sont

, . % ‘ o s
en effet les sous ensembles % = {xem s xzn} - lorsque n décrit INX.
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Si S est un demi-groupe totalement ordonné, ses sous demi-groupes
convexes forment un treillis T(S), si nous admettons ¢ comme sous
demi-groupe convexe impropre. T(S)‘ est évidemment um sous inf-demi-treillis
de 5%8), mais en général la réunion de sous demi-groupes convexes
n'appartient pas & T(8). Le plus petit élément de T{S) est @, mais S
peut -admettre un Sous demi~groupe convexe propre mimimum (1'intersection de
tous les sous demi*gfoupes convexes propres de S).

C'est pér exemple ile cas, si le demi-groupe S admet luiemBre un

sous demi-groupe minimum. C'est le cas des nildemi-groupes, dont le zéro

est évidemment plus petit sous demi-groupe. Nous allons démontrer qu'en fait
les -seuls demifgroupes totalement ordonnés ayant un plus petit sous demi-groupe

convexe sont les nildemi-groupes totalement ordonnés.

THREOREME 7.5. @ Soit 8  un demi-groupe totalement ordonnd. § est un

nildemi~groupe, si et seulement si, S admet un sous demi-groupe convexe

propre minimum et si T(S) est un sous treillis de $°(S).

Soit S un nil-demi-groupe totalement ordonné de z&éro z. Puisque
pour tout x de S, il existe un entier n tel que x = z, z est le plus
petit sous-demi—gtoupe convexe de S.I1 suffit .de montrer que ia réunién-ée
deux sous demi-groupes convexes l'est encore. Si Sx et . Sy’ sont deux sous
demi-groupes convexes quelconques engendrés par x et par ¥ il est
facile de voir que Sxtjsy est encore un sous demi-groupe ; Sx‘)gy est convexe
puisque Sx(\Sy est non,ﬁide. Tout demi-groupe comvexe &tant réunion de sous
demi-groupes de type Sx’ le résultat voulu s'en déduit.

Réciproquement, supposons que les sous demi-groupes convexes de S
forment un sous treiilis de GP(S) avec pour plus §etit 8lément  H # ¢Q
H est‘nécessairement de la forme Sz, et comme npous avons toujours SZZSQSZ,
par minimalité, nous avons 5, = SZZ et d'aprés le Lemme 7.2., z = zz;
- Cet .idempotent‘ z - est alors le seul. Soit a€8S ; nous savons que zé‘Sar pour

. 2 n . n_.mn n n
tout a de S. Si a<a”, a<zsga .D'oli a €z =2zga et a =z ; comme

n+l 2n

o " : A . 2
S est-totalement ordonné, 2za = az = a = a = =z. Il en est de méme si a"g a

3
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S est donc bien un nil-demi-groupe.

Remarque : Le Théoréme précédent donne une autre caractérisation des nil~demi~groupes

totalement ordonnés. Rappelons que E. Ja. Gaboviec avait énoncé dans [}1] :

Un demi-groupe totalement ordonné est un nil-demi-groupe si et seulement
si, 11 satisfait 1'une des conditions suivantes :
a) § est archimédien et périodique,

'b). S est réunion d'une suite de demi-groupes nilpotents convexes.

LEMME 7.6. ¢ Soit S un demi-groupe totalement ordonné, sans idempotent. $i

T(S) est un sous treillis de &(8), T(S) est une chalne.

Pour que ce treillis T(8) soit une chaine, il suffit de démontrer, en
vertu du Théordme 7.4. qvue S est archimédien et positivement ordonné (ou
négativement). Supposons qu'il existe a&€N-P (i.e. ’3.2;- a) et bED
(i.e. bébz 1 si a<b, S 2usb ‘n'est pas convexe car azz. a<h et

a
ad Sazusb. Le cas b<a n'est pas & considérer, car alors ab est un
idempotent. Donc S = P par exemple. Soient a et b deux &léments de §

avec a<b, a<az, b<b2 : 51 a «b pour tout entier n, SaU 'sz n'est pas

convexe. Donc il existe un entier p tel que a<beal., Par suite § ‘est
archimédien et étant f-positivement ordonné, il est positivement ordonmé

“{a £ab pour tout a et b de s).

LEMME 7,7, : Si T(S) est un sous treillis de ¢(s), 8 admet au plus deux

idempotents. En effet, si e,f,g &taient trois idempotents de S, on aurait
par exemple, ecfeg, puisque S est supposd totalement ordonné&. Mais alors

Seu Sg = {e,g} ne serait pas convexe.

THEOREME 7.8. : Soit S un demi-groupe totalement ordonné, et soit E 1'ensemble

de ses idempotents.

l‘(S) est un sous treillis de G°(S) et S .n'admet pas de sous demi.-—gm‘upé

‘convexe propre minimum, si et seulement si,
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1°) . E est § et T(S) est une chaine.

ou 2°) E = {z} , z est zéro de S, la section commencante [finissante] de

z est un nil-demi-groupe, la section strictement finissante [commenganté} de

z est un demi-groupe non vide dont le treillis des sous demi-groupes convexes

est une chaine.

ou 3°) E = {e,fj oi f couvre e et oli les sections commencante de e ‘g_f_:_

finissante de £ sont des nil-demi-groupes.

Rappelons que la section finissante de x est ¥ = {t stz x} et la
section strictement finissante est % = {t H t; x} .- Les sections commengantes,

styictement commencantes se définissent de fagon duale.

Condition nécessaire. D'aprés le Lemme 7.7., E=¢ ou E '—'—'{x} ou E = {e,f}‘

- 8i E @, on a bien 1°) d'aprés le Lemme 7.6.

Nin

3 p * 7 . .
-+ 85 E-= {zf . Soient et Z respectivement les sections commengante:

.. . 2,
et finigssante de =z. Si =x<z, alors x<xX , sinon S QUSZ n'est pas
~ X

convexe ; de méme si z<x, x2<x. S1 x<z<y, et si xPe z<yq pour tout.

entier p et tout entier g, SXQSy ne contient pas z, donc n'est pas

. : I > o . Z : .
convexe. Donc si z et 2 ne sont pas vides, Z par exemple est tel qu'il

contient un €lément x vérifiant x* = z.
: < . . . . :
Dans ce cas, z est un nil-demi~groupe ; en effet si x' est un autre

p:-"

élément de z : si x<x'< 2z, alors x P

x'" =z et si x'< x, comme

qs z, donc -

SX,USZ est convexe, il contient x et par suite x'< xsx'
L3 é , -~ & - * » .
z=x =xP Mais £ et % ne peuvent @tre simultanément deux nil-demi-
groupes car alors {z} serait minimum parmi les sous-demi~groupes convexes propres
. £ s . > - .
donc si 2z est un nil-demi-groupe, z = {x ;) X zj ne peut etre vide et est
#
: . s . 2 . :
sous demi-groupe. Enfin, si 2z<x < x, zx est un idempotent, donc 2zx = z
. - . R - >
et z est zéro du demi-groupe S ; de plus d'aprds le Lemme 7.6., T(z) est
une chaine, donc la condition 2°) est satisfaite.

- 8 E= {e,f} avec e <f. S'il existait x - tel que e<x<f, la convexité

de SeUS 5 dmpliquerait ‘e.éx2<: x et la convexité de Squ g s ¥ <x2£ £
X X



— Jug

donc f couvre e dans 8.
., 2 . P ~ .
Enfin sl x<e, x<x%x , car sinon S'zt}se n'est pas convexe ; et de plus, il
, o : X °
existe p tel que x<x” = e car sinon ‘SXL)Sf n'est pas convexe. Alnsi,

’ : v Z
la ‘section commengante de e est un nil-demi-groupe. Méme raisonnement pour f£.

Condition suffisante. Il est facile de vérifier que dans chacun des trois cas;

Sx‘)Sy est un sous—demi~-groupe comvexe pour tout x et tout vy ; done T(S)
est un sbus treillis de  $(S).

De plus, si § admet‘un sous demi~groupe convexe minimum propre, on sait

(cf. la dém. du Th. 7.5.) que ce dernier est un idempotent. Donc si E = @,
on a le résultat. Dans le second cas? Sz()Sx = ¢ pour tout X k&e la section
‘strictement finissante [pommengantél de z ; dans le dernier cas SefKS

£=9

donc S mne peut admettre de sous demi-groupe convexe minimum propre.

Exemple 2 : Considérons les rationnmels de 1'intervalle [O,Q ; soit § est
ensemble., Définissons dans S 1la loi + :
atb = a+b (somme dans Q), si a+bé [O,l[

= 1 si at+bwl.

Il est alors clair que (S,+) est un demi-groupe abélien, de zéro &gal
a1 ; de plus, § - {O} est un sous demi-groupe,nildemi-groupe, puisque

pour tout rationnel ‘% # 0, il existe un entier & 'savoir ¢, tel jue gq. == 1

o Y

dans 8.

Ce demi-groupe est totalement ordonné par la restriction i ‘EO,Q de 1'ordre
naturel de Q. S est donc un demi-groupe totalement ordonné, satisfaisant
aux conditions 3) du Th&oréme 7.8. Le treillis des sous-demi-groupes convexes

de S est donc sous treillis de &(s).

§2. Demi-groupes totalement ordonnés sans id8aux convexes.

Un demi-groupe (totalement) ordonné est c-simple [c~simple 3 gauche,

c-simple & droite] s'il n'admet pas d'idéal bilatdre [ gauche, 3 droitg}
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convexe propre, c'est—3d-dire distinct de lui-méme. E.J. Gabovic, dans {29] .

posait le probléme suivant : "Décrire les demi-groupes totalement ordonnés

c~simples, et les demi-groupes (abéliens) finis totalement ordonnés c~simples™.

Nous apportons ici une solution 2 ce probléme dans quelques cas particuliers.

A) Quelques Propridtés des demi-groupes ordonnés c-simples.

Lorsqu'il s'agira d'idéaux d'un cOté, nous étudierons les id&aux & gauche j

le cas des idéaux 3 droite se traiterait de fagon analogue.

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Dans un ensemble ordonné X, une partie A est :
- héréditaire, si (x€X, a€A, xga)===) (X€EA) ;
~ héréditaire duale, si (x€X, a€4, asx) =) (X€A).

, - »

Si A est un sous—ensemble de X, nous noterons A 1la partie hér&ditaire

- 3 - g é-
engendrée par A, c'est—d-dire que A = {x €X ; Ja€ A, x< a}

—9 ! * » - - . . » red

et A désignera la partie héréditaire duale engendrée par A,

A= {xé:X ; Faca, aéx}.'

PROPOSITION 7.9. : Dans un demi-groupe ordonnéd, tout idéal bilatére [5. gauche]

convexe est 1'intersection d'un idéal bilaté're..[é gauche] , partie héréditaire,

et d'un idéal bilatdre [& gauche} ', partie héréditaire duale.

&
Soit I un idéal bilatére convexe ; I est par défipition une partie héréditaire.

Soit y€I 5 on a donc y<€i pour un certain i de I. D'od xy<xi, et
yx<ix, pour tout x. Comme xi et ix appartiennent & I, qui est idéal,
Xy et yx appartiennent 3 I, qui est donc idéal bilatére. De fagon duale,

-
I est un idé&al bilatére, partie héréditaire duale. Mais comme I est

« -
convexe, INI est 8gal 3 1.

THEOREME 7.10. : Soit S un demi-groupe ordonné. Il y a dquivalence entre :

(a) S est c-simple 3 gauche (c-simple) ;

-

(b) S n'admet ni idéal 3 gauche (bilatére) héréditaire propre, ni
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jdéal & gauche (bilatdre) héréditaire dual propre ;

& — ) [ —y
(c) Va€s, Sa = Sa = S [SaS = Sa$ = §].

(a)

convexe ; done cette implication est immédiatement v@rifisde.

5 (b) : Toute partie héréditaire ou héréditaire duale est en particulier

.

(b) &== (a) : Il suffit d'appliquer‘laV?ropoéition 7.9,

* - -~ [ d " - ~
> {c) : Sa @&tant un idéal & gauche, Sa et %Ba sont des idBaux 3

(b)

gauche aussi, d'ol le résultat.
(¢) === (b) : Soit I wun idéal & gauche héraditaire, et soit a €I ; alors

é; " ‘ é‘ - - \ . » oy t\
Sa¢Il et, Sa étant égal &8 S, I =8, et I est wn idéal impropre.

LEMME 7.11. : Soit S un demi-groupe ordonnd, de plus petit &l8ment z. Si S

n'admet aucun idéal 3 gauche, héréditaire dual propze, z est zdro 3 gauche de

-S.

Puisque 8 n'admet aucun idéal 3 gauche, héréditaive dual propre, Sa =8 poﬁr
tout a de $ ; en particulier zes’;‘; donc z<$wa¥z, pulsque 2z est le
plus petit &lément de S. D'oli xa = z. Mais ZE€XK, 40l zsza<xa =z

et =z = za. z est donc z&ro 3 gauche.

THEQREME 7.12. : Soit 'S un demi-groupe ordonné abflien, avec un plus petit

€lément 2z ou un plus grand 8lément u ; S est c-simple, si et seulement si

S est réduit 3 un seul &lément.

D'aprés le lemme préc&dent, si z est le plus petit &lément de S, nous avons
za = az = z, et z est un zéro de S, donc un idBal convexe et par suite,
S = {z} . 81 u est le plus grand &lément de S, un raisonnement dual permet

de conclure.

COROLLATRE 7.13. : Un demi-groupe abélien fini, totalement ordonné, est c-simple,

si et seulement si, il est réduit 3 un &lément.

LEMME 7.14. : Soit™ S un demi-groupe totalement ordonné c-simple. S admet un
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plus petit &lément, si et seulement si, 1l'ensemble de ses zéros 3 gauche (ou &

droite) admet un plus petit &lément z. Dans ce cas, -z est le plus petit

glément de 8S.

. . . PO : . . .
Si S admet un plus petit ele.ment; -z, comme SaS'= S pour tout a, on en déduit
que zaz = z. Mais S est supposé totalement ordonné, donc nous avons par

. . . 2 2
exemple z< zasaz d'ol, en vertu de 1l'isotonie, z € z a< zaz et alors

za = z. Par suite, pour tout a de 8, za ou az = z. Si S n'est pas réduit

[

3 un élément, z n'est pas un zéro ; donc il existe x€S tel que zx = z
et xz # z. Dans ce cas,ksoit yéx : z&zy£zx =z et 2y = z. Soit y>»x,
alors z< xzsyz, puisquél xz est distinct de z. yz est done distinct de z
et on a également .zy = z. Ainsi pour tout y> de S,: zy = z, et 2z est zéro
‘3 gauche de 8.

Réciproquement, supposons que 1l'ensemble des zéros & gauche de S n'est pas
vide, et soit 2z son plus petit &lément. Supposons qu'il existe xXE€S; X<z.

§ étant  c~simple, il existerait %, Bes tels qu‘e ozf ¢x<gz. Ox

z (=2, et ainsi ofz€x<z. Mals «z est aussi un zéro & gauche, donc

o z<z est impossible, et z est le plus petit &élément de .

THEOREME 7.15. ¢ Soit S un demi~groupe totalement ordonné, de plus petit

€lément 2z et de plus grand Elément u (z # u). S est c-simple, si et

seulement si, z et u sont deux zéros 3 gauche (ou & droite)..

Condition nécessaire : D'aprés le lemme précédent, et celui qui s'en déduit par

L.

dualité, z et u sont deux z8ros i gauche (ou i droite).

Condition suffisante : Il suffit de montrer que, pour tout a de S ,

sy ‘
SaS. = 8aS = S ; or wua = u, za = z, donc uwau = u, zaz = z, pour tout -a de S.
ra » . ? * -~ >

Ainsi, pour tout x de S, x€ SaS, puisque zaz = z<£x, et de mBme, x€ SaS,

puisque x¢€uau. S est donc c-simple.
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COROLLAIRE : Soit S un demi-groupe simple. S peut 8tre totalement ordonnd

avec un plus petit et un plus grand €lément, si. et seulement si, S est un

zéro-demi-groupe & gauche ou 2 droite.

Si S8 est un zéro~demi~groupe d'un c3t8, toute relation d'ordre total définie
sur S 1l'ordonne totalemént. En particulier, D peut @tre totalement ordonnéd
avec un plus petit ou un plus grand élément.

Réciproquement, si S est un demi-groupe simple, il est c~simple a fortiori.
Supposgons qu'il SOit ordonné avec un plus petit et un plus grand &lément:
d'aprés 1e‘Théoréme 7.15., ces deux éléments sont donc deux z&ros 3 gauche ou
3 droite. Mais 1l'ensemble des z8ros & gauche est un idéal bilatére ; comme

'S est simple, S§ est un zéro-demi~groupe & gauche.

B. Demi-groupes périodiques totalement ordonnés c-simples.

Rappelons que dans un demi-groupe, on peut définir wune relation d'équivalence,

appelée 8quivalence en fuseaux, et notée & , qui est la relation suivante :

a=b (F) & 3Inem, 3Ipen, a® = bP.

0]

Les classes mod. 0% sont les fuseaux ; le fuseau de x se note Fx.
Un demi-groupe est dit "Eériodigue", si pour tout &lément x, il existe un
. n .
entier n tel que x  est un idempotent.
Dans le cas ol § est un demi-groupe pé&riodique totalement ordonn3, '3 peut
P < _ 2 n n
encore se définir par : a = b(0) &= In€N ; Je=e" €8, a =1 =e.
On vérifie alors (cf. [é} par exemple) que les fuseaux sont des sous demi~groupes

convexes.,

THEOREME 7.16. : Soit S un demi~groupe périodique totalement ordomné, et soit E

le demi-groupe des idempotents de S: 8§ est c-simple si et seulement si, E

" "

e plus petit

Elément de S", et "f plus grand 8lément de E" implique "f plus grand

est c—simple et vérifie e plus petit EI&ment de E" implique

é18ment de 8".

1°) Supposons S c-simple. Soit I un idéal convexe de E ; et soit x
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un &lément de E. Si e<x<f ol e et f appartienment 3 I ; par convexité

de I, x appartient' 3 I. Si x<e pour tout e de I: comme S est

c~simple, d'aprés le Théoréme 7.10, §c?§ =8, et il existe des &léments ¢t et t'

tels que tet'<x<e. D'ol pour tout entier b, tPetP< tet's x<e 3 en particulier,
il existe un entier n ‘tel que’ £t = gs. g<€E, et e h, h€E et l'on a

geh<x<e, Comme geh€I, car e€I idédal de E, x€I. On en déduit que I =E

et que E ‘est c-simple. (Le raisonnement est en effet le méme, si f£<x pour

poﬁr £f de E). Si e est le plus petit 8l8ment de¢ E, soit %€ S, xge j comme

précédemment on trouve un idempotent geh tel que geh<x<e ; d'oli x =.e.

2°) Réciproquement ; montrons que S est c-simple. D'aprés le Théoréme

7.10., il faut montrer que Va, VbE€S, Ix, x', vy, y', tels que xay<bsgxtay'.

Si a et -b _réciproquement au méme fuseau Fe"

Si e n'est ni-maximum, ni minimum dans E, il existe f,g dans E tels

que f<e<g. E étant c-simple, on peﬁt trouver By ,gz,g;, gé €léments de
E satisfaisant aux inégalit@s suivantes : 8] 8 8,¢ fce <g$gi~ f-'gé . I1 vient
alors, en utilisant la convexité des fuseaux, glagzéglggzéﬁb <g;fgéé g‘;ag‘fZ R
puisque a, comme e, est inférieur & g et supérieur 3 f.

Si e est minimum dans E, e est aussi par hypothése le plus petit &lément

de S. De plus il existe un autre idempotent £ car sinon, S est trivial. On

: n ,
a donc e<ac<f, et comme e = a pour un certain =n, ,e&’-fs.’fl

ef2 puisque E
est c-simple ; nous avons ¢ |

a = e<b<féf]anf2.
"Méme ré&sultat si e est le plus grand &lément de E. -

——

Si a appartient & Fe et b & Ff, avec e # f. Supposons e<f par exemple.
Si e n'est pas minimum et £ non maximum, il existe h et h', idempotents
de S, tels que h<e<fch'. Donc E é&tant un .,demi-groppe c-simple, il existe
gi, gy g;, gi €léments de E vérifiant glh"‘gzéhcec‘h‘sglhgé. D'ol »var
cénvexité des fuseaux, 8128, < b‘<g1agé.

Si e est le plus petit élément de E donc de S, et si f n'est pas le

plus grand, on a e<ac<beg, avec gE€E et g # f. D'oli:
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e = eae<b¢gsg1eg2 = gleaegz = yay', avec g et ‘gz 8léments de E '
Si e est minimum et f maximum dans E, alors e<a<bgf. Ddans ce cas,
il existe des é&léments- g,» 8y g;, gér de E tels que gifg2k= e,
=eca<fbf = f..

ool o £ NYaN ' PR O P
8,28y = f. D'ot eaedb,égla 34 et g]b 8y

Les autres cas se traitent de fagon semblable.

COROLLAIRE : Soit S un demi-groupe pédriodique totalement ordonné. Si. §

n'admet ni.plus petit ni plus grand &lément, S est c-—simple si et seulement

si E, ensemble de ses idempotents est c-simple.

COROLLAIRE : Soit S un demi-groupe périodique totalement ordonné, dans

lequel les idempotents commutent. Si le demi-groupe- des idempotents admet ou

un plus petit ou un plus grand &l&ment, S est c-simple si et seulement si

§ est trivial.

Ce corollaire résulte du Théoréme 7.16. et du Théoréme 7.12.

Le Théoréme 7.16. fait intervenir des demi~groupes idempotents, bandes }
nous allons donc nous intéresser aux bandes ordonnées c—simples, et plus

particuli@rement aux bandes finies.

Soit S wune bande finmie totalement ordonnde c-simple. Si cette bande
n'est pas triviale, elle admet d'apr@s le Théor&me 7.15. deux zéros d'un cOté
qui sont ses plus‘petitvet plus grand &léments. Ainsi, si comme dans le
Chapitre 5, Z = {zl,...,z'nf' désigne 1l'ensemble des n z8ros 3 gauche de S,

n»2, z, est le plus petit &€lément de Z et de S, et z, le plus grand. Par

1

suite de l'étude des d-bandes, nous déduisons que pour tout x de S-2, xZ
égale 2 : nous avions en effet vu que [xZ] &gale 1 implique =x<¢ z; ou z;€x

pour tout z., zéro & gauche. D'ol

THEOREME 7.17. : Soit S une bande finie totalement ordonnée, non trivizle. $

est c-simple si et seulement si, l'ensemble Z de ses zéros d'un c3té est de

cardinal supérieur ou égal & 2, et si de plus, pour tout x de S-Z (si S$-Z # @)




| %2 } égale 3 2.

C. Construction de demi-groupes totalement ordonnés c—simples.

Nous savons que tout demi-groupe S peut &tre plongé dans un demi-groupe §'

simple (on peut consulter le Théordme 8.45 de .[7] & ce sujet). Nous avons

un théoréme analogue dans le cas c—simple.

THEQREME 7.18; : Tout demi—groupe S totalement ordonné [bartiellement

ordonné] peut 2tre plongé dans un demi-groupe S' totalement ordonné

[bartiellement ordonné}c—simple, 1'odre défini sur $' prolongeant celui donnd

sur S.

Considérons, en effet, 1'ensemble 8' = Sk;{z}u{u}, oi z et u sont
deux symboles N'appartenant pas & S. Définissons, dans S', les relations
suivantes :

Vxés,zéxau;
2S8' = z ; Sz =z ; xy dans S' égale xy dans S.;

uS' = u ; Su = u,
z et u sont donc zéros 3 gauche de S'. Si nous montrons que §8' est
un demi-groupe, il sera c*éimple, en vertu du Théordme 7.15. Pour vérifier
que S' est un demi-groupe, il suffit de voir que (xy)t = x(yt) lorsque

X€S et y ou t &S, L'isotonie se vérifie facilement.

PROPOSITION 7.19. : Si S est un demi-groupe totalement ordonné, simplifiable,

c~simple et si S8' est un demi-groupe totalement ordonné, le produit direct

D= SXS est un demi-groupe totalement ordonnd c-simple.
Ordonnons D par l'ordre lexicographiqué
(a,b) € (c,d) &=3 be¢d ou b=d et acgc.
D est c~simple pour cette relation d'ordre total. Puisque S est simplifiable,
S n'admet, ni plﬁs petit, ni plus grand &lément ; de tels &léments sont en
effet zéros a géuche ou & droite puisque S est c-simple.

Soient (a,b) et (c,d) deux €léments de D. Il existe donc un élément x
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de S tel que b<x, d ¢<x. Comme S est c-simple, b<xgzdt, z et tES et
(a,b) € (2',2) (c,d) (t',t),
avec z' et t' Eléments quelconques de S'. De méme, il existe donec un
€lément y de S tel que y<b, y<d, et par suite il existe u et v
tels que udvey et |
(u',u) (c,d) (v',v)< (a,b).

D est donc c-simple.

REMARQUE : Si S' n'est pas simple, D ne peut 1'Gtre. Donc, si S est un .

demi-groupe totalement ordonné simple, simplifiable (donc c-simple)V, si §'

est un demi-groupe totalement ordonné non simple, D = 8'X S est totalement

ordonnd, c-simple, sans 8tre simple.

Exemple 3. : Soit S 1le groupe multiplicatif des rationnels strictement

positifs ; § est totalement ordonné par (a .Sb)(:.—;—:) a/bs f, et S ~est
évidemment simple, et simplifiable. Soit S' 1le demi-groupe addifif des

entiers positifs, S' est totalement ordonné par (a ¢ b)e==2 (b-a ‘;0} . Le
produit S'X 8 est un demi-groupe, totalement ordonné par 1lTordre ‘iexicographique,

c-simple (comme S), et qui ne peut 2tre simple, puisque S' ne l'est pas.
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CHAPITRE 8

’SUR LES IDEMPOTENTS D'UN ANNEAU.

Soit R un anneau ; son demi-groupe mﬁltiplicatif a, en tant que
demi-groupe, dés propriétés particuliéres. Toutefois, il est bien connu que
1'on ne peut caractériser les demi-groupes qui peuvent &tre considérés comme
demi*Qroupes multiplicatifs d'un anneau ; cela a &té démontré par
S. Kogalovskij dans l}@ . 8i 1'on impose des conditions particulilres au
demi-groupe,. ces conditions ont une incidence sur 1l'anmneau. Plusieurs
‘articles ont d&ja éﬁé consacrés 3 ce sujet, cf. par exemple [23], {1 éj

Nous allons examiner dans un premier temps les anneaux dont le
demi-groupe multiplicatif est un d~demi-groupe, ou dont, plus spécialement
1fensem‘o}.é des idempotents est un. g-demi~groupe. Nous verrons que dans ce
cas l'ensemble Ex des idempotents non nuls de 1'anneau est un z&ro-demi~
groupe 3 gauche, ou 3 droite (Proposition 8.5.). Aussi dans un second
paragraphe nous donnerons une condition nécessalre et suffisante pour que
1'ensemble-des idempotents non nuls d'un anneau soit un zéro~der§i-gr0upe
d*un coté ‘?héoréme 8.12] . Nous donnerons également un exemple de tel
demi~groupe.

Les résultats énoncés dans ce dernier paragraphe ont &té publiés

dans une note aux C.R.A.S. de Paris [M;].

§1. o-demi-groupes et anneaux.

PROPOSITION 8.1. Si R est un anneau dont le demi-groupe multiplicatif est un

d*demi*grbupe, alors R vérifie la condition : Va ER, VbéR‘,‘ 2ab = O.

En effet, si  (R,.) est un o-demi~groupe, pour une certaine relation

d'ordre total € , a et =-a sont comparables. Si a £-a, par isotonie on
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2 2 2 2 . s . <
a a &-a et -a"&a” en multipliant par a, puis par +~a. D'ol

2 2

2 . . . ' .
a” = -a7, soit 287 = 0, et ceci pour tout a de R. Soient alors deux

P L2 . . .
&léments a et b : 2a2 = 2b" = 0. S1 - a<b, on a par isotonie,

2a%¢ 2ab et a(2b) = 2abe 2b°.

Dol 2ab = O.

Désignons par E 1'ensemble des idempotents d'un anneau et par E*

1'ensemble des idempotents non nuls de cet anneau.

LEMME 8.2. Si E est un o-demi-groupe, et si e et £ appartiennent i E,

on a ef'=0¥=-m-§e'9_t_1_ f = 0.

.

En effet, si £ ordonne totalement le demi-groupe E
(0£egf)=——9 (Ogegef).
D'oll e.= 0.
De méme si O0<f<e, ou si er et f sont inférieurs & 0, e ou £ = 0.
Si e£0%£f, alors ef = fe = 0 ; donc e+f est aussi un idempotent, d'od
e+f£ 0 ou O=£e+f ; dans le premiei: cas, etf20<££, et (e+f)f =0 = £, 11 '

en est de méme dans le cas contraire.

Donc, ~si 1'ensemble des idempotents d'un anneau est un o-demi-groupe,

c'est un demi-groupe sans diviseurs de zéro, dont O est le plus grand

&lément ou le plus petit.

LEMME 8.3. Si l'anneau R est unitaire, et si E est un c-demi-groupe, E

est ré&duit 3 {I,O} .

Soit e€E, e # 0 ; 1-e €E, Mais e(l-e) = 0, donc e =1 d'aprés le lemme 8.2.

LEMME 8.4. Si E est un og-demi-groupe, et si e et £ appartiennent i E,

e#0, £#0, e# £, alors e=ef et f=1fe (ou e=fe et f = ef).

Lors de 1'étude des o-bandes, Chapitre 5, nous avons vu que efe = ef ou

fe.-Utilisons ici ce ré&sultat. Si ef = fe, alors efe = fe = fef = ef, et
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e — ef est un idempotent. Comme (e—ef)f = 0, on en dé&duit e = ef d'aprés
le lemme précédent. De m@me? £ =fe et e=f, ce qui n'est pas.

Donc ef # fe : si ef = éfe, alors: fe = fef et

(é"ef)2 =g+ ef —~ef -~ efe = e ~ef. Dol (e-ef)f =0 et e =ef,

de méme, £ = fe. Si ef = fef, ona e = fe et £ = ef..

PROPOSITION 8.5. 'Si I'ensemble E des idempotent d'un anneau R est un

- M - " L Pl hd N Ped -~ * -
d-demi-groupe, de cardinal supérieur ou &gal d 3, alors E” est un zéro-

demi-groupe i gauche, ou # droite infini.

Puisque E est de cardinal supérieur ou &gal & 3 par hypothése, il existe
deux idempotents distincts, non nuls. Alors, d'aprés le lemme 8.4., on a |
par exemple e = ef et f = fe., Soit g un autrei&eﬁpotent non nul

(Ad) si ecgsf i eceg tef = e,‘d'oﬁ eg = @, et alors ge = g,

toujours d'aprés le lemme 8.4. De plus £ = fedfg<f, d'od fg= £, gf = g.

[}

((3') si gee<f : gfcef = e. Donc gf =g, fg = £. Donc d'aprés (cx"),V

eg = e, ge = g,

H

(¥) si eéfy<rg.: gez fe = £, Comme ge =e ou g, ona ge =g, donc

4

eg = e. En appliquant (ol ), on trouve fg=f et gf = g.

Ainsi de e =ef et f = fe, nous en avons déduit eg = e, ge = gs fg = f,
'gf = g pour tout g de E'. Comme E est totalement ordonné, si 1'on
prend un idempotent k quelconque de Ex, on trouve que kg =k, gk =g,

[

* - .
et E est un z8ro-demi-groupe & gauche.

Ainsi dans un anneau R dont 1'ensemble des idempotents est un d-demi-groupe,
nous venons de voir que, si pour deux idempotents e et f mnon nals on.a 3

ef = e ; fe = £ alors l'ensemble des idempotemnts non nuls est un zéro-demi-
groupe 3 gauche. Nous allons voir maintenant gue dans le cas d'un anneau
quelconque, de ef = e pour tout idempotent £ de E, e @&tant fixé résulte

que E est aussi un zéro—~demi—-groupe & gauche.
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§2. Idempotents d‘'un anneau.

Si ‘A est un anneau, nous désignon par E 1'ensemble de ses idempotents et

b ! » . o S
E® 1'ensemble de ses idempotents non nuls.

LEMME 8.6. §_:_L_ Ex est un zéro-—démi*gfoupe' a gauche, Ié = {x‘é‘A 3 eFx eEx}‘

est un idéal bilatére de A pour tout e ggL‘Ex.

8i ei‘i’Ezk et si -e-t-xé‘E*; on a e(e+x) = e, (etx)e = e+x, donc xe = x,
ex = -0, pour tout x de Ie' De plus pour tout y de A, etey - aye est
un idempotent non nul, donc  e(etey-eye) = e et ey = eye pour tout

y de A. Les trois 8galités xe = x, ex = 0, ey = eye pour tout y de A,
tout x de Ie permettent de montrer alors que Ie est un idéal bilatére

‘de A.

'Soit e un idempotent de E, et notons Cé;) la condition :

6) 1, ={x€A; e+x€E*] est un idsal bilatere de A

Cherchons les propridtés qui en découlent.

Remarquons tout de suite gque e ne peut appartenir & Ie,‘si ce dernier.

est un id&al. En effet si e appartient i Ie’ -e lui appartient aussi,

et alors e + (-e) = 0 appartiendrait 3 E*. ‘

LEMME 8.7. Si ) est satisfaite, ef et fe appartienment & Ex ~ pour.
tout f£ Qgthx.-Si fc;Ex, f =e + (f-e), donc £f-e appartient i . Ie’
et comme ce dernier est un id8al e(f-e) = €f - e appartient aussi & Ie’

donc ef est un idempotent non nul 3} de méme fe.

LEMME 8.8. Si (é ) est vérifige, et si x appartient 3 I xz = 0.

w3 2 - e - - - )
Si x€I , etx = (e+x)”, donc en développant on obtient ex + Xe + X = X.
e : »
feoms 5 : 2 . _ .
En multipliant par e & gauche, on a exe + ex = 0. Mais =x appartient
- - X . 2 . - . N *
aussi & Ie, .donc =exe + ex = O, Par symétrié, on a aussi
2 - L2 s 2 .2 . 2 .
exe + X e = —exe +x e =0, d'oll ex +xe=0.Mis x € Ie, donc

2

(e+x2)2 = e + X, et en tenant compte du fait que exz + xze =0, on a
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4 2 2 e . 2 .
X =X , et X est un idempotent. Si 1l'on suppose x non nul, 11

s'en suit que exzeiﬁi (Lenme 8.7.), et que ex’?’ -,-Ve'e.Ie. Mais comme Ie

2 . - . y .
est un sous groupe et comme exX appartient aussi 3 Ie" i1l en résulterait

e élément de Ie’ ce qui est absurde.

: . . . . - =
LEMME 8.9. Si (%) est satisfaite, et si f et g appartiemment 3 E°,

on . a

e+tf = ef + fe, egf = ef, fge = fe.

VSoit“ f= fz # 0, alors f—e éIe, done d'aprés le lemme prééédent, (£ - 3)2 = 0,
clest-d-dire e + f = ef + fe. Multiplionscgtte &galité successivement

.par g, puis par e & gauche ; nous obtenons ege + egf = egef + egfe.

Mais e + f = ef + fe implique e = efe, f = fef pour tout f de E? 3

donc ege = e et l'ona e + egf = ef + egef. Mais f-e E'Ie,’ dori;:

eg(f-;-e).é Ie" soit egf - 'ekél’_e et egf est un i&ﬁmpotént non nult. Il en-

résulte que e(egfle = e, et que egf = ef. De méme fge = fe.

PROPOSITION 8.10. Si -dans un anneau _A, il existe un idempotent: e non nul,

tel que {x €A ; e¥x est un idempotent non nul} est un iddal, alors

1'ensemble des idempotents de A est un demi-groupe int3gre vérifiant

VECE, VheE, Vg, g # 0, g€E, £gh = fh.

Soient f£f,g,h trois idempotents non nuls. De e+f = ef + fe, on en déduit
fef = £, d'oi fgh = (fef)gh = f(efg)h = f(eg)h d'aprds le lemme 8.9. Ce
dernier terme est encore 8gal 3 f(egh) = f(eh) = (fe)h = {fhe)h = f(heh) = fh.
Donc fgh = fh ; &e'cette formule résulte que E est un demi-groupe, car .

) ,

fgf = £7 = £, done (fg)2 = fg. Comme fge = fe et comme fe est non nul

d'aprés le lemme 8.7., fg est non nul, et E est un demi-groupe intdgre.

LEMME 8.11. Soit e un idempotent mon nul d*um anneau A. Si pour toct f

de Ex, ef = e, alors Iej = {xéA'; e+x~éE*§ ~est un idéal bilat@re contenu

dans 4de.
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i

Soit >:£Ie’; on a donc efe+x) = e = e+ex d'oli ex = 0. Donc de

2 ey
(e+x)” = e+x, nous déduisons x

2 . 3 2 -2 o, 2
xex + x3 =x, d'oi X =x et x  est un idempotent. Comme ex = O,

2‘ . * A - 2 - - - . .
xe+x « De cette derniére &galité, on déduit

1'hypothése faite implique x2‘= 0. Donc x = xe et Ie est inclus dans Ae.
Soient x et y deux &léments de Ie :

‘(e+X"y)2 = é+e(x-y) + (x=y)e + (X"y)2 = e + (x-y)k+ (X*y)z, car on a

X = xe, y = ye, ex = ey = 0. D'autre part (x-y)2‘= ~-xy - yX, puisque

x2 = y2‘= 0. Mais xy = xey = 0 = yex

1

= yx = 0. Donc e + x-y est un
idempotent non mnul car e(etx-y) = e ; et Ie est un sous groﬁpe.

Soit x!iIe et soit =z quelconque dans A ; e + ez-eze est un idempotent
non nul, donc

e(ztez —eze) = e =e + ez ~- eze , et ez = eze.

2 v .
“Alors (e+xz) e + exz + xXze + Xzxz = e + xze + XzXz

e + xeze + xezxz (car X = Xe, ex = 0) = e + xez + xezexz = e + Xz

et ainsi T, est un idéal 2 droite et par symétrie un idéal bilatére.

THEOREME'B.IZ. Soit e un idempotent non nul d'un anneau - A.

; 11 y a équivalence entre les assertions suivantes :
: (a) pour tout £, idempotent non nul, ef = e.
by I = {xéA 1 e+ x est ‘un idempotent non mﬂ} est un idéal bilatére de A,
contenu dans Ae.
’(c) I= {xCZA $ e + X est un idempotent mnon nul} est un iddal bilatdre de A,
“contenu dans 1'annulateur 3 droite de Ae (0."Ae).
C () L’ensemble‘ Eik des idempotents non,nulé,de A est un z8ro~demi-groupe

3 gauche (i.e. Vf€ E*, VgéEx., fg = £f).

Nous venons de voir dans le Lemme 8.11 que (a) implique (b).

(b) == (c) : si (e+x)2 = e+x, On 4. ex + xe + xz = x et comme d'aprds (b)

2 _, . . -
Xe = %, ex + x" = 0. Mais nous pouvons appliquer le lemme 8.8. et alors

2 : » - »
X = 0.Donc ex =0 et on a bien le résultat voulu : I est inclus dans

Oc‘Ae:
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(c) === (d) : Soit £ um idem?otent non nul ; (f-e) appartient & I,
donc e(f-e) = 0 et ef = e. De plus nous pouvons appliquer le Lemme 8.9.
et par suite fe = f, Donc d’'aprés la Proposition 8.10., fg = feg = fe = £
si g est un idempotent non nul. Ainsi 1'ensemble des idempotents non nuls
est un zéro~demi-groupe i gauche. Comme (d) =—==> (a) trivialement,

nous avons &tabli le théoréme.

‘Rappelons‘que sur les idempotents E d'un demi~groupe ou d'un anneau on
peut toujours &éfinirrune relation d'ordre (appelé&ordre de Rees), £ :’
e.éf‘ém%%f e =‘éf = fe. Du théoréme précédent, il résulte en particuliér,
qu'un é€lément e = ez, non hul, plus petit €lément de }3)t pour cette

relation d'ordre est nécessairement 1'unique idempotent non nul.

Terminons en donnant un exemple d'anneau dans lequel les conditions du

Théoréme précédent sont satisfaites., Soit R un anneau unitaire intégre,

d'élément unité 1 et soit A = RXR 1'ensemble des couples (x,y),

X€R, YER, sur lequel nous définissons les deux opérations :
(x,5) + (x",y") = (x4x', y+y') et (x,y)(x',¥") = (xx',yx")
A devient alors un anneau dont les idempotents non nuls sont de la

forme (1,x), x€R. Comme (1,x)(1,x') = (1,x), les idempotents non nuls

forment bien un z28ro-demi-groupe & gauche.

REMARQUE : Les conditions du Théoréme 8.12. ne peuvent &tre vérifiées dans un
.. . 2 : . e . .

anneau unitaire, car si e = e", e(l-e) = 0 en dé@signant par 1 1l'unité de

1'anneau et comme 1l-e est aussi un idempotent, la:.condition a) ne peut &tre

remplie.
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CHAPITRE 9
ANNEAUX DONT UNE PUISSANCE EST UNE SOMME DE CORPS

Dans le Chapitre 2, nbusravons'étudié les demi-groupes dont une puissance
est un id&al O-minimal (3 gauche) et plus particciiéremént le cas ol cet idéal
est un groupe (avec z&ro). Nous avions alors vu que ces démi~groupesy S s'exprimaien
assez facilement en fonction:du demi-groupe nilpotent s/s" et de §°, si
ST‘t était idéal O-minimal & gauche, ou un groupe. De ylus; leur structure, du point
de vue des id8aux 8tait assez voisine de celle des demi~groupes nilpotents

(Corollaire 2.22, Lemme 2.16).

Par analogie, nous allons examiner ici le cas des anneaux dont une
‘puissance est un corps, non nécessairement commutatif, ou mieux est un composé
vdirect.de’corpsf Ces derniers anheaux sont appelds K-anneaux . Nous en donnons’
plusieurs propriétés et montrons par exemple que dans ces anneaux tout idéal
premier est maximal. De plus nous les caractérisons dans le cas ab&lien : ils

sont somme directe d'un anneau nilpotent et d'un anneau, module semi-simple.

Les résultats de ce chapitre ont &té exposés au Séminaire P. Dubreil-

M.P. Malliavin au cours de l'annde 1974~1975.
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"§1 Anneaux K-potents

DEFINITION 9.1. : Un anneau A est dit K-potent, si 1'une de ses puissances est

. - - 1L - .
un_corps, c'est-d-dire A=K ol K est un corps, sous anneau de A.

PROPOSITION 9.2. : Un anneau A -est un K-potent si et seulement si son demi-

groupe multiplicatif est . G°-potent.
(Pour .1a définition de G°-potent, nous rencoyons au ChapitreVZ)

La condition est évidemment nécessaire. Supposons maintenant que A est un anneau
dont le demi-groupe multiplicatif est G°*poﬁent 3 A?=Go » groupe avec z&ro.
Montrons que G0 est aussi un sous groupe additif de a. Soient X, et X,

deux &léments non nuls (sinon.il n'y a rien 3 démontrer) de GO, et consid8rons

e . P . A0 1
la différence x -x,. On a, puisque X, et x2 appartiennent & G aAn,

1 2 I
} = - 0 [ PR - = - p
x| = 2a,eeeay et x, = yx,, avec yEG, d'ol XX, (a, yal)az...aﬁ, et
X", est &lément de ¢C.

THEOREME 9.3.. : Un anneau” A. est K-potent si et seulement si A est isomorphe

au produit direct d'un corps et d'un anneau nilpotent.

Si An=K,-oﬁ K est un corps, désignons par B 1'annulateur 3 gauche
de X, B = {b €A ; bK = 0}. B est’,un id&al bilaté;z:e, et BAK = 0. D'autre
part, B est encore &gal 3 {béﬁA ; be = 0} si é»désigne i'unité du corps
K. Comme Bn est contenu dans B(K, B est un anneau nilpotent. Mbntrdns‘que A
est somme directe de B et de K : il suffit de remarquer que tout &lément
% s'écrit sous la fofme; x = xe + (x-xe), avec xe dans K et x-xe dans . B.

Donc A est isomorphe au produit'directy KX B. La réciproque est immédiate.
(On remarque ainsi que la structure des .anneaux K-potents est beaucoup

plus précise que celle des demi-groupes G0~potents).

On peut comme dans le cas des demifgroupes,'détefminer les id8aux d'un anneau

K?potent. D'aprés la représéntation A=K ® B, tous les idéaux sont de la

forme K& J, oi J est un idéal de B, ou bien sont &gaux 3 un id&al de B.
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On a aussi les résultats suivants ¢

PROPOSITION 9.4. : Dans un anneau K~potent, si I est un id&al bilatére [5

gauache, é‘droitej, distinct de 1'anneau, il existe un &lément x nfappartenaut

pas 8 I, tel que I + Zx soit encore un iddal bilatére [5 gauche, & drdite} .

D'aprés la forme des idéaux d'un anneau X-potent que nous venons de
donner ci-dessus il suffit de déﬁbntreﬁ cette propriété dans le cas d'un
anneau nilpotent.
Soit donc I un idéal bilatére, par exemple, d'un anmeau A nilpotent, I # A.
Il faut démontrer qu'il existe x € I, tel que I + Zx solt eﬁcore un idéal.
Comme- I *'gx est manifestement un sous-groupe additif pour tout x, il suffit‘
de montrer que, pour tout a de A, les &léments ax et xa appartiennent
& I,pour un certain x _ x € I. Le raisonnement est le méme par conséquent que
- dans le cas d'un demi-groupe, et nous renvoyons & la Proposition 1.3. du

Chapitre 1 pour la démonstrationm.

COROLLAIRE. : Un anneau nilpotent noethérien & sauche (i droite) est de la

§3§§g{ gxl + zxi L %Xn‘

En effet, si A est un anneau nilpotent, noethérien & gauche, en
appliquant la proposition p:écédente 3 1'id8al 0, om trouve qu'il existe un
&lément %, tel que %XI est un idéal. Et 1l'on peut construire une suite

croissanteyd'idéaux Zx gx1+gx2, etc.., et:comme A est noethérien,

1

A=Zx, + Zx, toes ZX
A"l W72 ATn

§2 Céndralisation de la notion d'anneau X-potent

DEFINITION 9.5. : Un K-anneau est un anneau A pour lequel il existe un entier

. .y n
. n: tel que A" est somme directe de corps, idéaux de A

s LD . . g2 . , :
-8i A - est somme directe (ou composéd direct) .de corps, nous noterons

R -~ . PRI 2oy I
A= 8 Ki..De plus les Ki‘ peuvent €tre considérés comme idéaux minimaux de
i1€1
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A, car nous avons A" = Azn-; A"k, =K, ,d'ol AK, =K..
i i i i
. .n . n . s U
Si A = & K., tout &lément de A est donc somme finie d'E&léments

, ier *

ki ""’ki avec ki €K, , et cette décomposition est unique & l'ordre prés
1 n i 4

des facteurs.

PROPOSITION 9.6. : Si A est un K-anneau, tout idéal bilatére de A est ou

it

nilpotent ou est un K-anneau.

‘ n . . ¢ 4n e
Supposons donc que A = @ Ki’ et soit L un id&al bilatére de A,
% ,
tel que L’ est non nul pour tout entier p. Les id&aux minimaux Ki sont
donc tels que Kif\Ln est égale & Ki‘ ou & O. Soit y un élément particulier

‘ P :
de L™ ; y appartient a A, et par conséquent il s'écrit y = 2 k;, avec
‘ i=1

-

kidgKi' Comme les Ki forment une somme directe, on a encore, si e, désigne
1'unité du corps K, ye, = ki’ puisque kjei =0 si j#i.Dloll y=7 vess
o : i=}]
. o L0 n
et chaque ye; appartient- 2 L (\Ki. Comme L est mon nul, et comme tout

-t - n - ' n e » » * -
€lément de 1~ est somme d'éléments de L (\Ki, il existe au moins des indices

jsJE€ICI, tels que anLn = Kj' Et 1'on a

8 ®K.NI™M = o K =1"

jeg 3 j€3

i

PROPOSITION 9.7. : Toute image homomorphe d'un K-anneau est encore un K-anmeau

ou un anneau nilpotent.

Soit L un id&al bilatdre d'un K-anneau A, soit A' = A/L, et soit \p
1'homomorphisme canonique de A sur A'. 8i K; est un corps, id8al bilatére |
de A, \p(Ki) est éncore un id8al de A' et il est ou égal & 0, ou est un
corps, id8al de A'.

Done A'" = \P(AP) est de fagon immédiate ou &gal 3 O, ou somme directe des

WK = K.

THEOREME 9.8. : Tout idéal L d'un K-anneau A est somme directe d'un idéal

nilpotent et de 1'une de ses puilssances Ry (1'un de ces facteurs pouvant atre nul)

'8i L est un idéal nilpotent, le théoréme est immédiat : sinon d'aprés
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1a Proposition précédente, comme l'anneat A est un E—-anneau
. ¥

A= 8 K et L'= 8 X, 0CJGI.
iel jey 3

Soit B = {x EL an‘ = O} . Comme L est un idal bilatdre, B est un
idéal bilatére, et de plus BALY = 0 : en éffet, soit ej‘, j&€J, la famille des
. - s n R - .
éléments unités des corps K, , j€J, tels que L = ® K, ; on a nécessairement
J j€J |

xe, = 0 pour tout j, si x est &lément de B. Mais si x appartient & Ln,

; k. L ;
X =~z_ Xei {(voir Proposition 9.6.) donc si x&BOL, x = 0.

i=1 ’ :

Montrons maintenant que L = B & ~Ln ; soit x €L, alors

. "k

n n

x éLn et x = z :_;n ei.
di=} ‘

k
Seit y =x - Z Xe; ; montrons que ¥ est un €lément de B, c'est-d-dire que,
i=]
pour tout J, j€7J, avec "= 8 K., yej‘-== 0. Tout d'abord, ve, = 0 pour

jer 1 o |
ie{l, e ,k} &J. si ej‘ est tel que j é:{l,...,k} » ¢'est-d~dire que X0

n'a pas de cémposan’te sur Kj’ alors yej = xej, et % ej = 0. Mais K. @&tant
n

R
un iddal bilatdre de 1'ammeau A, ‘xej‘ = éjx = ej'xej, done (xaj)n = x ejr , et

xnej = 0 implique, dans le corps Kj s xei@"- 0= (yei).
L'élément y appartient donc 3 ‘B’. De plus, B" est nécessairement nul
puisque B" est inclus dans L'AB = O.

i . ‘ . _ .n A \
L'idéal B est nul, si et seulement si, L = 1L  est somme de corps.

COROLLAIRE 9.9. B Lerradica}’. ‘de Jacobson d'un K-amneau A  est nilpotent. -

Soit J(A) 1le radical de Jacobson. Il est ou nilpotent ou contient des
id&aux qui sont des corps, donc dans ce dernier cas, il contient au moins un

idempotent non nul, ce qui est impossible. Donc le radical est nilpotent.

COROLLAIRE 9.10. : Le radical J(A) d'un K-anneau A esf: un_sommant direct de A,

g_g A/3(A) est isomorphe 3 AR,
‘D'aprés le Théoréme 9.8., A= A" ¢ N, ol nécessalrement N est lg¢
radical nilpotent, et ol A®  est somme directe discréte de corps. Mais N est

€gal & J(A) d'apris le Corollaire précddent. D'oli le résultat énoncé.
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Ainsi un K-anneau A est €gal 3 J(A) © A?.

PROPOSITION 9.11. : Dans un K—anneau, tout idéal premier est maximal.

Soit L un idéal premier ; d'apré@s la Proposition 9.6., L est ou
nilpotent ou est un K-anneau.

Supposons tout d'abord que L est nilpotent, 1P = 0. Alors si A=4A"® N, ol

N est le radical nilpotent et ol A" = o Ki’ Ki corps, nécessairement LEN.
. : i€éx

si l1lz 2 et si Kl et K2 sont deux corps, idéaux minimaux de A,

K K, = OEN, d'od K, ou K, est contenu dans L, id&al premier, ce qui ne

peut &tre., Donc lt1l=1 et A= Kl ® N avec KIN = 0, et comme Kl n'est

;‘

pas contenu dans L, nécessairement N 1l'est, et N=1 et L -est tel que

A/LQ’.KI, done 1 est maximal.

n

Supposons que L est un K-anneau, S1 A = ® K,, on a avec les résultats et
iel

les notations de la Proposition 9.6., "= @ K., JEI, et L= " e B, of B
jeJ

est un id&al nilpotent.

S'il existe deux corps le‘ et KZ' ‘tels que K1 et K2 ne soient pas contenus
dans -Ln, ceci contredit le fait que K}K2 = Oéi. implique K, ou ‘Kzg L. 11
existe alors au plus un corps K tel que KEA" et tel que K& 1P, si

n n . . . . ,
A =1L, A= 1L, puisque L est premier. Donc il existe exactement un seul

corps K, tel'que KEA™ et K &1L", et A=(6 K)O6N et
1 i 1 fieI 1
L=(8& Ki) $ 3B ; NI(1 = 0, donc N est contenu dans L et par suite
1€1,1i#1 ' ‘
B=N et A=1L1L8 Kl’ et L est bien maximal.

Ainsi les propridtés énoncées dans les Corollaire 9.9. et Proposition 9.11.,
prouvent que les K-anneaux généralisent dans une certaine mesure les anneaux

artiniens.

REMARQUE : Dans un K~-anneau, tous les idempotents sont centraux.

8i A est un K-anneau, et si e est un idempotent, e€A” = @ .{i et

: ( ‘ i€r
e =k, +,.,+ k, , avec K., €K.. Nécessairement, e = e ,+...*e_, avec e,
1 'lp , i, 3 1 P 1
€lément unitd de XK. Mais e,x = e, xe; puisque K, &tant idéal bilatire,



e.x appartient & Ki' Ponc e,x = xe, pour tout x de 1l'anneau.

Dans le cas commutatif, nous pouvons donner une autre caractérisation des

K-anneaux.

THEOREME 9.12. : Un anneau commutatif est un K-anneau, si et seulement si, les

conditions suivantes sont satisfaites :

{2) le radical de Jacobson J(A) est nilpotent ;

(b) le radical J(A) est facteur direct de 1'anneau A ;

{(c) tout idéal de A/J(A) est facteur direct.

Remarquons tout d'abord que la propriété (c) précédente peut encore s'énoncer

A/J(A) est un module semi-simple au sens de Bourbaki f&} 1 mais comme 1'anneau
A/3(A) n'est pas unitaire, il n'a pas les propriétés données dans [4) pour les
anneaux semi~simples.

En particulier, il n'est pas de longueur finie.

Démonstration : Il est facile de vérifier que ces conditions sont nécessaires. Les

conditions (a) et (b) résultent des Cofollaires 9.10. et 9.11. Puisque
A/J(A) est isomorphe 3 une somme directe. de corps, il est bien semi-simple
en tant que module. Inversemenﬁ, la condition (b) permet d'écrire

A=J(A) 8 A", avec A' semi~simple. Dans YA', tout idéal est facteur direct,
donc A" est somme de ses idéaﬁx minimaux. Ces derniers sont des‘corps
puisque A/J(A) ne peut admettre d'id&al nilpotent et que 1'anneau est

commutatif.

Ainsi les K-anneaux commutatifs sont caractérisés comme somme directe d'un

anneau nilpotent N et d'un anneau 3B, B module semi-simple.
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