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INTRODUC TION

Ces notes sont issues d'un cours enseigné 3 Orsay au printemps
1975. Les deux résultats fondamentaux démontrés ici sont le théoreme
de Roth sur l'approximation rationnelle des nombres algébriques et sa
généralisation a l'approximation simultanée des nombres algébriques,

due 3 W. M, Schmidt,

Les connaissances requises se limitent aux rudiments de la théorie
des nombres algébriques. Sauf pour la démonstration des théorémes de
W. M. Schmidt utilisant des résultats de géométrie des nombres -qui sont
indiqués en appendice- les préliminaires qui nous sont nécessaires sont
présentés dans le'premier chapitre., Il s'agit d'estimations, dﬁ type de celle
de Liouville, permettant de minorer le module d'un nombre algébrique non
nul et d'un lemme 'de Siegel' sur la résolution en nombres entiers de sys-
témes dlinéquations linéaires, dont la preuve repose sur le céléebre principe

des tiroirs de Dirichlet.

Le théoréme de Roth est 1'aboutissement d'une suite de travaux de
Thue, Siegel, Dyson et Gel'fond., Le second chapitre contient la démonstration
des résultats de ces différents auteurs., Nous avons tenu a offrir au lecteur
la possibilité de suivre en détail 1'évolution de cette théorie. C'est, i notre
point de vue, un exemple privilégié en mathématiques ou il est possible de
mettre en évidence la progression historique d'un théoréme, Le théoréme
de Liouville date de 1844, celui de Thue de 1908 et Roth démontra le sien
en 1955, Dans cette lente progression il n'y a pas eu de rupture, chacun

des successeurs de Liouville ne fit qu'ajouter une nouvelle pierre i un m&me
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édifice, mais la durée de cette construction témoigne du mérite de ceux

qui ont su apporter une idée originale., Peur résumer, Liouville utilisait
une approximation rationnelle d*un nombre algébrique a , Thue eut 1'idée
géniale de considérer simultanément deux approximations de a , Siegel
construisit un polyndme d'approximation plus général que celui de Thue; :
cette construction de Siegel fut elle-m@me généralisée par Dyson et
Geltfond, enfin Roth considéra simultanément un grand nombre d'approxima-
tions de a (idée déja utilisée par Schneider), Ceé idées sont simples

mais leur application nécessitait la mise en oeuvre de techniques profondes
permettant de trouver des conditions suffisantes pour qu'un polyndme de
plusieurs variables, & coefficients entiers, ne s'annule pas en un point

rationnel.

La méthode de Thue et. ses généralisations sont par nature ineffec-
tives : elle ne permettent pas de déterminer les solutions des inéquations
diophantiennes considérées, Cependant, elles peuvent conduire a une majora-
tion du nombre de ces solutions. Dans le second chapitre 1'étude des
théorémes de Thue et de Gel'fond nous permet de déterminer des classes
dt'inéquations pour lesquelles on sait déterminer toutes ces solutions sauf
peut-8tre l'une d’entre elles, ces résultats améliorent des théorémes de

Davenport et Schinzel,

Le troisid¢me chapitre contient la démonstration du théoréme de
Roth. Nous revenons ensuite sur le probléme de la majoration du nombre
de solutions des inéquations considérées, Ces résultats sont appliqués
3 certaines équations diophantiennes ainsi qu'ad 1'étude du développement

en fraction continue des nombres algébriques.



Le quatriéme et dernier chapitre est tout entier consacré i la
démonstration des théorémes de W, M. Schmidt qui portent sur 1'approxi-
mation simultanée des nombres algébriques réels par des rationnels,
1'approximation des nombres algébriques pari des nombres algébriques de
de degré donné et sur certaines équations diophantiennes i plusieurs

variables,

Certains des exercices proposés apportent des compléments au
cours, d'autres en sont des applications directes. Plusieurs qui suivent

le premier chapitre sonttrés utiles en théorie des nombres transcendants,

De nombreuses questions importantes ne sont pas abordées ici.
En premier lieu, les améliorations effectives du théoréme de Liouville,
obtenues pour la premiére fois par A, Baker dans le cas de certains
nombres algébriques, en reprenant une méthode déja utilisée par Siegel,
puis, en toute généralité et & nouveau par Baker, gréce a des minorations
de formes linéaires en logarithmes de nombres algébriques. Comme
1'indique W. M, Schmidt dans 1'introduction de sa monographie il est possible
qﬁe la méthode de Gel'fond et Baker joue un r8le croissant dans le futur
au sein de la théorie de 'approximation diophantienne des nombres
algébriques. C'est ainsi que, derniérement, T. Cusik a otbenu par cette
voie un théoréme effectif sur certaines formes linéaires en nombres
algébriques et que K. GySry a démontré des minorations de discrimiants
de polyndmes,, Il n'est pas question non plus de 1'approximation dio-
phantienne p-adique, dont 1'importance a été mise en évidence d'abord
par K. Mahler et qui a donné lieu a de nombreux travaux parmi-lesquels,

récemment, la généralisation p-adique des théorémes de W, M, Schmidt
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par H. P, Schlickewei et -indépendamment- par Dubois et G, Rhin. La
bibliographie contient de nombreuses références relatives a ces différents
sujets et surtout ils sont abordés dans 1'excellente monographie de Schmidt

qui fait le point sur 1'essentiel des résultats antérieurs a 1972,

Ces pages ont été dactylographiées, avec beaucoup de soin et de

compétence, par Sylvie Lutzing ; je 1'en remercie trés vivement.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

Pour z complexe, on note

z* = max(1, lzl) .

Pour un nombre réel o, on pose
[¢]=n , ot n désigne l'entier défini par les conditions n < o < ntl,
c'est la partie entiére de «,

T T T Y T T L Y Y VY

{a} = o - [o] , partie fractionnaire de «,

”a”?Min({a}, 1-{a}) , distance de o 2 l'entier le plus proche,

O PD D PGS N 0D P P2 9 ~eere ~ro e ”

d .
Si P= 3 aiX "' est un polyndme a coefficients complexes, on pose
i=0
HP” = max |ai| , c'est la hauteur de P,

”P”1= Z |a.

i=(21 1|
P, = % |2, |H)1/2

i=0

s

Le nombre d est appelé le degréde P, et noté deg(P). Le nombre a

OIS 0

est appelé le coefficient dominant de P,

~rs

Plus généralement, si Q est un polyndme a plusieurs variables, [|Q]
désignera encore le maximum des modules des coefficients de Q , et ”Q]]l

la somme des modules de ces coefficients,

Soit @ un nombre complexe. Sil'application Q[X]-C, P Pla) est

injective, « est dit transcendant., Dans le cas contraire, o est dit algé-

L e L 2 oS

brique ; le noyau de l'application précédente est un idéalde C[X7; il

LYY Y VL VP

existe un polyndme ( unique a coefficients entiers, premiers entre eux



dans leur ensemble, de coefficient dominant positif, qui engendre cet

idéal ; ce polyndme est appelé le polvndme minimal de o . On dé&finit le

L

« On

degré de o degy =degQ, la hauteur de o estla quantité || = ||Q

S evr s

pose ainsi [laf[, = [[Qf|; » [lofl; = [IQ1; -

Les racines de Q(X) sont appelées les conjugués de « , elles sont simples.

PP OIS PSP PO S
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I. Préliminaires.

1. Approximation des nombres réels par les nombres rationnels.

Le premier résultat de cette théorie, démontré par Dirichlet en

1842, est une application bien connue du principé des tiroirs.

THEOREME 1. - Soient o et Q deux nombres réels, Q supérieur 3 1.

Alors, il existe des entiers p et q tels que

1< 9q<Q et 'aq-pISQ_l.

» Nous nous contenterons de démontrer ce résultat lorsque Q est entier.
itl
Q

0 & Q-1. L'un de ces intervalles contient au moins deux des Q+1 points

Découpons l'intervalle [0,1] en Q intervalles [é—; ], i wvariant de

s, tels

s 2

0,1, {a}, {20},..., {(Q-1)a} . D'ol l'existence d'entiers T Ty 85

que

-1
0sr,<r, <Q-1 et |(r10z-s1) - (rzoz-sz)l <Q .

Les nombres p = s1 -8, et q=r, - r, vérifient les inégalités du

1

théoréme. @
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COROLLAIRE. - Pour tout nombre réel irrationnel ¢ , il existe une infinité

de nombres rationnels p/q distincts qui vérifient 1'inégalité

‘oz-P—[<—%.
1 q

» C'est une conséquence facile du théoréme 1 .«

_Approximation des nombres algébriques par des nombres réels.

En 1844, Liouville démontra le résultat fondamental suivant.

THEOREME 2. - Soit o un nombre algébrique réel de degré d . Alors,

il existé une constante positive calculable c = c(a) , telle que l'on ait

|ar-P—] >
q qd

pour tout nombre rationnel p/q distinctde «.

» 1. Soit P le polyndme-minimal de « . Considérons le nombre

y=P(p/q) s

od p/q est un rationnel distinct de « . Par construction, vy n'est pas

nul.
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2. Majorons y . On a
v = P(p/q) - Pa) = (% -a) P'(x) , pour un x¢ Jp/q,of .
Si p/q vérifie |a -p/q| <1, on en déduit
vl = Jo- 21 @ Ry (el + 1% .

. : d , .
3. Le nombre vy est rationnel, non nul, et admet q comme dénomina-

teur. D'ol la minoration

lv] = q'd .

4. Pour loz - p/q| <1, l'encadrement précédent de [y| conduit a

1'inégalité
2 d -1
a” |lell (le] + 1)
o By o 1o |d| -
: q

q

qui est aussi vérifiée pour loz - p/ql >1. =

Nous avons volontairement détaillé la démonstration de ce théoréme,

en mettant en évidence les étapes suivantes

- choix d'une fonction auxiliaire (ici le polyn8me P),
- construction d'un nombre convenable y non nul,

- majoration de vy (obtenue par un raisonnement analytique),
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- minoration de |y| (qui résulte des propriétés arithmétiques de

’Y)a

- conclusion.

On retrouvera le m&@8me schéma de démonstration pour les théorémes de
Thue, Siegel, Roth. Il est & noter que ce schéma se retrouve aussi dans la
plupart des démonstrations de la Théorie des Nombres Transcendants (voir

par exemple [93] .

Ce théoréme permit & Liouville de démontrer pour la premiére fois
1'existence de nombres transcendants, en construisant explicitement de tels

nombres, Par exemple :

COROLLAIRE. - Si ¢ = (¢)

00’ enE{O,l}, X en=+oo, le nombre

n>0

2--n!

est transcendant.

Ce corollaire, dont la démonstration est laissée au lecteur, montre
que l'ensemble dé¢/s nombres transcendants de Liouville a la puissance du

continu.

Une inégalité sur les racines d'un polyndme.

THEOREME 3. - Soit
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P = g aXd_i=a(X-z) (X-.z)
2 0 e d

1

un polyndme a coefficients complexes. Alors, 1'inégalité

3% 3
[aolzl... zy SHPHZ
a lieu.

» I1 suffit de considérer le cas ol les racines de P sont non nulles.
Si R désigne un polyndme a coefficients complexes et si o est un nombre

complexe non nul, un calcul algébrique immédiat conduit a la relation
- —-1
% - @) RN, = [ i - R, -
Supposons que Zys eee s Zy soient les racines de P contenues

dans le disque ‘z[ < 1. En appliquant plusieurs fois 1'égalité précédente,

il vient

||PH2 Iaol (X - zl) eee (X - zd)HZ

= Jagl lzq vee z ) 02 - 270 e (X = 20]) (X - 2y s (o2 )|,

—-1 —~-1
[aol lzl... zk[ Izl coe By Zygg e zd‘

9

= .I'a‘.ol Izk+1 oo zdl )

ce qui n'est rien d'autre que 1'inégalité cherchée.
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COROLLAIRE. - Soient Q et R des polyn8mes a coefficients entiers et soit

o une racine de Q. Alors, si Q et R n'ont pas de racine commune, on

a
IR(@| = [R]7E |[@;" " , ot q=degQ , r=degR.

1

» Soit b le coefficient dominant de Q. Considérons le nombre
= b* R{a.) R{a )
'Y l e v » q 3

ol a'l =, ozz sy ese 5 & sont les racines de Q. Clest un entier non nul,

puisqu'il est égal au résultant des polyndmes Q et R. On a

1= y] = [R@] b7 RIF (@5 .0 o))"
< |R{a) | HRH?'I o ”QH; (grace au théordme 3).

D'ou le résultat. «

4. Sur la résolution en nombres entiers des systémes linéaires.

Encore une application du principe des tiroirs.

THEOREME 4. - Soient Ll’ .oy Lm des formes linéaires i coefficients

réels, en n variables (n>m).

Alors, pour tout entier positif H, il existe des entiers Xps eee s X

non tous nuls, de valeur absolue majorée par H, tels que
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|Lj(x1,...,x)|<HlellH'(n'm)/m , pour j=1,...,m.

n
» Soit E 1l'ensemble des n-uples (Xl’ ceuy xn) d'entiers tels que

0<x,<H, i=1,...,n. L'application (L ,...,Lm) envoie E dans un

1
parallélépipéde C de ]Rm dont les c¢dtés ont pour longueur HLJ” H.

1
Soit g l'entier défini par les inégalités ,(J,m <H+ 1D <(p+ 1T,
Partageons C en P petits parallélépipeédes égaux.
.Ona P <CardE =(H+1)"; par conséquent,

deux éléments x' et x'' de E ont une image dans un mé&me petit

parallélépipede. Alors, x = x' - x"' convient.

COROLILAIRE, < Soient les formes linéaires

n
ou les uij sont réels pour j=1,.. .,ml et complexes pour j > m1 « On
suppose n supérieur & m = m, + 2 m, . Alors, pour tout entier positif H ,

il existe des entiers x +es X, , DOND tous nuls, de valeur absolue majorée

I

par H, tels que

e -{n-m)/m D .‘
!Lj(xl, oo e xn] < 'HLJ.HI H pour j = Iysrs, M,
et
R L I R T
NOTES.

§ 1. Le corollaire au théordme 1 a été amélioré par Hurwitz en 1891 :



§ 2.

§ 3.

1.8

pour tout irrationnel réel o, il existe une infinité de rationnels
irréductibles p/q vérifiant |o - p/q| < _L—Z'. , de plus la constante
V2 est la meilleure possible. Ce résultat a51 %’cé précisé par Markov
[38.:[ , voir & ce sujet le second chapitre de 1'ouvrage de Cassels rio].
Le théoréme de Hurwitz est contenu dans un résultat d'Emile Borel,

[ 9], quidit que, de trois réduites successives de o , l'une au moins
vérifie 1'inégalité ci-dessus. La théorie des fractions continues a été
étendue i certains corps quadratiques imaginaires par G. Poitou

[55] qui a, en particulier, démontré les variantes du théordme de

Hurwitz valables pour ces corps.

Le théoréme de Liouville montre en particulier que le corollaire du
théoréme 1 est, i une constante multiplicative prés, le meilleur
possible pour les nombres irré.tionnels quadratiques réels.

Le théor&me de Roth (voir chapitre III) monfre que l'exposant deux est

le meilleur possible pour les nombres algébriques réels.

A. Schinzel m'a signalé que le théoréme 2 figure dans un article de
Landau [287], datant de 1905 . La démonstration algébrique qui figure
ici semble originale, elle est extraite de [42] . Pour des compléments,
voir les exercices.

Le corollaire du théoréme 2 implique une variante de l'inégalité, dite
de la taille (voir [93], introduction), qui permet de minorer le module
d'un nombre algébrique non nul, i savoir |a| = ]]oz]]él . Il est & noter

u'il contient aussi une forme raffinée du théoré&me de Liouville :
g
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*

o 1
Iole e+ jap?

B

EXERCICES.

1.

Soit o algébrique réel de degré d, admettant P pour polyndme

minimal. Démontrer que l'on a

L. d- .
lim inf g ! quz”zlﬂ,lm si quto .

Si o est un nombre quadratique réel et si D désigne le discriminant de
P, en déduire que

lim inf q [jq o] > D"1/2,

et en particulier,

L S1E./5
NE pour o > .

lim inf q ||q @|| =
(C'est la partie "facile'" du théoréme de Hurwitz.)

Soit ¢ : IN - IR une fonction positive. Montrer que si la série T ${q)
est convergente alors l'lensemble des réels o tels que l'inéga.li:‘:;lé21

lla @|| < ¥(q) admette une infinité de solutions entidres est de mesure de
Lebesgue nulle. En déduire que l'ensemble des nombres de Liouville est
de mesure nulle. (Si on suppose § décroissante et la série divergente
alors le m&8me ensemble est de mesure pleine. Ce résultat est dll &

Kintchine » pour une démonstration voir, par exemple, Cassels

[10 ], chapitre VIL)
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5.

6.

Te

I. 10

Démontrer le théoréme 3 en utilisant la formule de Parseval (voir, par

exemple, [40 ], lemme 2).

Soit P un polyn8me non nul défini comme au théoréme 2 . Démontrer
1'inégalité
d -1
_1'[ min(1, ‘Zi‘]) = [adl ”P”2 .
i=1
Soit P le polyndme défini au théoréme 3, P non nul.

a) Démontrer que toute racine z; de P vérifie

P
[zii<-‘u;ﬂ +1.

b) Si P est i coefficients entiers, montrer que toute racine non nulle

de P vérifie
|z; | > (|P|| + n-t.

Démontrer que la norme quadratique est la meilleure possible dans le
théoréme 3, De maniére précise, démontrer que, pour tout A > 2,
on peut construire un polynéme P unitaire admettant une racine =z
d~i

vérifiant [zl > HP”A . (Si P=3% a; X s, on a posé

”P“?\ = (g ]aiI l)lll) . (Un exemple est donné en [42].)

Démontrer que dans le théoréme 2 on a en fait
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11.

12.

11

b
w

i

%22
Iz < ||PH2 .

]aolzn z dlz i

De plus, siles racines z; sont réelles positives alors

Iaolz 1I zf2+(2é_l— 1) Iadlz I z?'z < [P, -

Soient Ql’ ooy Qm, R des polyn8mes unitaires et Q = Ql coe Qm R.
On pose D = deg(Q1 ce Qm) . Démontrer la majoration

151 191, = 2° e

(Voir [42 ] pour un exemple d'utilisation dans un algorithme de factori-

sation des polyn8mes a coefficients entiers.)

Utiliser le théoréme 3 pour obtenir une majoration du discriminant de

P .

Lorsque P est a coefficients entiers et n'a que des racines simples,
donner une minoration non triviale de IP'(a)i , pour toute racine «

de P.

Grace au théoréme 3, minorer - a| , pour o et algébriques
b q

distincts.

Soient P et Q deux polyndmes non constants, de degré respectif p et

q , a coefficients entiers et premiers entre eux. Démontrér que, pour
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14.

15,

I.12

tout nombre complexe ¢, on a
max(|Plo) |, | Q) ) > (P2 QP (#2032 (q+2)P/2)" 1,

(Considérer le résultant R de P et Q. Le majorer en faisant apparafltre
P(y ou Q(y dans une des colonnes. Conclure en utilisant la minoration

triviale lR‘ > 1. Voir Gelt*fond [22] , chap. III, lemme 5.)

Soit P = aO(X - zl) cee (X - zd) un polyndme 3 coefficients entiers.
Démontrer que, pour tout sous-ensemble {il’ .ees ik} de {1,..., d},

le nombre a, z. ... z, estun entier algébrique.

0 11 i
(Démontrer d'abord, par récurrence sur deg Q, que si Q estun

polyn8me dont les coefficients sont des entiers algébriques et si

Qa) = 0 alors }%(}é) est encore a coefficients entiers algébriques.
Appliquer ensuite ce résultat au polyndme Xz )P(X) Xz) ° Voir,
1

par exemple, [11] lemme 1,8, ou [80] lemme 17.)

Soient m formes linéaires L_,..., Lm , en n variables, & coefficients

1
entiers, vérifiant ”LJ.HIS A pour j=1l,...,m . Démontrer qu'il existe

m/(n-m)

des entiers x.,,...,%X_, non tous nuls, majorés par A tels que
1 n :

Lj(xl’ cves xn) =0 pour j=1,...,m . (Appliquer le théoréme 4.)

Principe des tiroirs et considérations probabilistes.
Soient m formes linéaires Ll""’ Lm en n variables, a coefficients

réels, vérifiant HLJH < Aj pour j =1, eee 5 m . Pour tout X entier



16.

L13

vérifiant (X-l-l)n/m

>2 , il existe des entiers (xl, cee Xn) non tous
nuls tels que max |x1| <X et
x|

max | Lyl %0 +ve s %,)| < (log 18 m) 12 (/n A (x4 ™2)

J

1,

(Soit E = {(xl, coe 3 xn) ¢ Zn, 0 SXiSX pour i=1, eee 5 n} . Afin
de présenter 1'idée des indications qui suivent considérons le cas
m=1, Pour n=1, 1'ensemble LI(E) est constitué par des points
équidistribués sur un intervalle, Par contre, pour n > 2, ces points
sont distribués de manidre irrégulidre, une forte proportion d'entre
eux étant concentrée autour d'une valeur moyenne., De maniére plus
précise, leur distribution s'approche, pour n tendant versltinfini,

de celle de la loi de Gauss (théoréme de la limite centrale)e On
n'appliquera donc pavs le principe des tiroirs & L(E) tout entier,

mais 4 une partie de L(E) ou les points sont suffisamment denses.

. 1. 1
| %,
F=fxcE;| £ a (x-%X/2)] <ivn(X+DA}, F=q F, ,
J l<igsn 7j l<j<m J

F' =E - Fj s, N!'=Card F, N'J. = Card F'j . On peut se ramener

Posons N=Card E, A= (log(18 m)/5)1/?' ’ Lj= T oa. X, »

a Al oo = A= A . En utilisant la m&me méthode que dans la
démonstration du lemme III, 1 , démontrer les majorations

N’J. <2 N exp(-6 )\Z) , dlod N! =N(1 -2m exp(-6 7\2)) . Par cons-
truction L(F) est contenu dans un cube de c8té 2 A «/n A(X+1) que

1'on découpe en ™ petits cubes égaux, h étant le plus grand entier

vérifiant h™ < N' . Conclure. - Voir [467 pour plus de détails,)

Géométrie des nombres et formes quadratiques.
1°) Soit F une forme quadratique définie positive, en n variables,

de discriminant D, Démontrer qu'il existe x ¢ Z" , non nul, tel que
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F(X)snDlln .

(Soit t un nombre positif, Alors, 1'ellipsofde F(x)<t a pour volume

/T(14n/2) . D'aprés le théoréme de Minkowski,
cet ellipsofde contient un point non nul de Z% si t vérifie V(t) =2",
Conclure,)

2°) Soit n un entier positif. Soit L une forme linéaire en n variables,

a coefficients réels, avec ||L||= A . Démontrer que, pour

t >«/n (n+1)1/2n il existe Xys see s X entiers avec 0 « max lxlr <t
et [L(xl, cess xn)] < nn/2 \/n+1 A t~2F1 . {Appliquer 1°) 3 la forme
quadratique F(X) = s* 3 sz(x) +x)2, ob =l = xo e+ xl,

1 I<j<m
s > A" . Voir Mahler [37], ou [447.)

17. Systémes linéaires i coefficients dans un corps de nombres.,
On considére m formes linéaires Ll’ ese 3 Lm en n variables
n>dm, dontles coefficients sont des enfgiers d'un corps de nombres
fixé K de degré d , majorés ainsi que leurs conjugués par un entier
A, Alors le systéme LI(X) =eee =L _(X) =0 admet une solution
entiére (xl, wee xn) non triviale vérifiant

max |x;| < (2(n aydym/a-md)

(Considérer les m d formes linéaires oy Lj od {cl, oo 3 c‘d} est

l'ensemble des différents plongementsde K dans C . Appliquer

le théoréme 4 avec un choix convenable des paramétres. et utiliser le

fait que pour ., ess ; X_ entiers les nombres I O, LAX.s00esx. )
1 n 1 <h<d h7* 71 n

sont des entiers rationnels. Voir [447) [Ce résultat est & comparer

au lemme classique sur la résolution de tels systémes qui figure par
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exemple dans l'ouvrage de Schneider [807, lemme 30 et aussia un

résultat de Schinzel [637. ]

Sur les multiples des polyndmes irréductibles.
Soient 61’ vee 5 Oy les racines d'un polyndme irréductible i coefficients
entiers, de coefficient dominant positif égal & q . Alors il existe un

polyndme P de degré au plus n, a coefficients entiers, qui s'annule

aux points 6; » de hauteur majorée par q eele cee ez; dés que n vérifie

+1-d)/ 3
(14¢) @=L [ 11 L 2(Log 18 @)1 /2 ¢ 8] e 0]

¥* ¥* _ 3 3%
[q 91 so e ed]'l' 1= (l+e) qel eee edo

(Généraliser 1'exercice 16 au cas ol les formes linéaires sont a

coefficients complexes. Appliquer ce résultat aux formes

n .

Lj(X) = % Xi 9;.' 5> 7515 eee 5 r+s ol les ej sont numérotés de
i=0 _

telle sorte que ej soit réel pour j =1, eee 5 r et ej+r+s = ej+r

pour j =1, eee s 5« Soit Q le polynBme ainsi obtenu, il vérifie

qn| Q(el) cee Q(ed)l <1l . Conclure en montrant que le nombre de
gauche de cette inégalité est un entier rationnel, Voir [447 ou

[467.) [L'existence d'un tel polyn8me a été démontrée pour la premiére

fois par Martine Pathiaux [537. ]

Mesures de transcendance et mesures d'approximation,

1°) Soit o un nombre transcendant, Une fonction f positive de ]N2

dans R telle que |P(a)| >{f(n, H) pour tout polyndme non nul de

degré au plus n et de hauteur majorée par H est appelée une mesure

de transcendance, Démontrer que 1'on a nécessairement



L 16

f{n, H) = (2 Q-x-)n = pour toute mesure de transcendance de o,

2°) Soit o un nombre transcendant, Une fonction g positive de ]N2
dans IR telle que ‘oz - g] > g{n, H) pour tout nombre algébrique £ de
degré au plus n et de hauteur majorée par H est appelée une mesure
d'approximation, Démontrer que si f est une mesure de transcendance
de o et g une mesure d'approximationde o, ona

gln, H) 2 f(n, H) H™® =37

20, Une forme effective du théoréme de 1¥élément primitif,
Soit K = (D(ozl, ees 3 oek) un corpsvde nombres de degré d . Alors il
existe des entiers 3ys ees s 3 5 avec 0<a, = d(d-1)/2 pour
i=2, eoe s k, tels que le nombre @ = o ta @, tee. ta

17272 k
K (ieee K= ®(o) . (Il suffit de considérer le cas k=2, Si Os ose s T4

oy engendre
désignent les plongements de K dans € considérer le polynBme

P(X)= 1 = (9y(e+Xa)) - o) +Xa,))
l<icj<d
et démontrer qulil existe n tel que P(n) #0 et 0 <n <d(d-1)/2.
Conclure., Voir [447 pour plus de détails, )[Comparer ce résultat au
lemme 1.6 de Masser [397]. Ce résulat est trés utile en théorie des

nombres transcendants (cf, par exemple [49 ]);]

21. Quelques remarques élémentaires sur le comportement de Henf[ .
(voir [48 ]). Soit & un nombre réel supérieur a 1. Pour n >0

désignons par a, un. entier & distance minimale de 8, ¢

1°) Soit L une forme linéaire & coefficients entiers telle que

L(ao, eee 9 aN) =0
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et
n -1
e < {(e+1) “LHI) pour n =0, 1, 2, eas
Démontrer que 1'on a 1{1,8,. ,eN) =0 .
(Démontrer par récurrence que l'on a L(ak, PN a‘k-l-N) =0 pour
tout k = 0).
2°) Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que ¢

soit entier est que l'on ait Hen“ < (e+2)'2 pour n>1.

3°) Démontrer que s'il existe )\ positif et un entier positif N tels que
1PN en][ < ((1+9)(N+1)(a0+...+aN)I/N)'1 pour n =0, 1, ees

alors @ est un nombre algébrique de degré au plus N, En déduire

que la condition Hen[[ =9 (1/n) implique que 6 est un nombre algébrique

(de Pisot).
[Ces résulats sont & rapprochei- du théoréme, suivant de Pisot 3 si
b3 Hen”z converge alors o est algébrique. Une variante du résuliat

de la question 3°) figure dans un article de Pisot [547.]

Minoration de formes linéaires en logarithmes de nombres algébriques.

Soient Oz ove s O des nombres algébriques et bl’ cee 5 bn des
entiers avec max Ibi[ = H, Démontrer qu'il existe une constante
positive C , effectivement calculable, telle que

-CH

b, log o

i 1+...+ bn log ozn#O = lbl log al-{-...-i-bn log cfnl >e

.
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(Soit a (1 <j <n) le coefficient dominant du polyndme niinimal de

@ ou ozj-l selon que bj est positif ou non, Considérer le nombre

algébrique

b b

w = alibllooc anlbnl (Ql looo o:nn-l).

Le minorer et conclure en utilisant l’inégalité lz| = e"|ZI IeZ -1].)
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II. Le théoréme de Thue-Siegel-Dyson-Gel'fond.

Dans tout ce chapitre o désigne un nombre algébrique réel de degré d,

supérieur ou égal a trois.

Construction d'une fonction auxiliaire,.
LEMME 1. - Soient r, s et 4 des entiers positifs vérifiant
(r+1){s+1) >dg. Alors il existe un polyn8me non nul, i coefficients entiers
r s i
A(X,Y)= T T a. X I
i=0 j=0 Y
tel que
ah+k
5 Ale,a)=0
X' 3Y

pour un ensemble E de 4 couples (h, k) vérifiant h+k < £, et

Log [[A]| < c {rts) 4 / ({r+1)(st1) - d4) .

» Pour (h,k) parcourant E , il s'agit d'annuler les expressions

h+k r s . A
_ 1 1 D _ iy 4] itj-h-k
- - A(Q', 0() = zZ T { ) ( ) a.,. o )
!
Ph,k T BT kT S8 v F i=0j=0 B K i ,
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considérées comme formes linéaires en les inconnues aij .

On a la majoration

r+s

oy, 1cll; = (22)°7% .

Le théorédme 1.4 montre 1'existence d'une solution entié&re (aij) non
triviale des inégalités
. kl < (2%)7Ts -t (s+1)-2)/ 2 pour (h,k) ¢ E,
2

max Iaij] <H (entier) .

Si P Kk n'est pas nul, le corollaire du théoréme I.4 fournit la minoration
£

r+s

r+s H)-d+1 H -(r+s) aee

O{HZ .

lcph’ kl > (2
D'ou le résultat cherché si on choisit

y{rts) 4/ ((r+1)(st1) - dz)] +1 .

H = [(2% o,

On peut donc prendre

¢, = Log(2d+1 HOIUZ) - <
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2. La méthode de Thue.

2.1, Choix des parameétres.

Soit p>% +1. Onpi’end es» O<eg<1/3, tel que p >1+(1+3e)%~

L'entier positif 4 > 2 sera choisi plus loin. On pose
r=[(1+e)d /2], s=1 , E={(h0; h=0,...,4-1}.
Le polyndme construit plus haut est donc de la forme

AlX,Y) = P(X) - Y Q(X),
avec

Log (max(|[P||, Q) <2z¢™ ¢, .

On suppose que 1'inégalité
(1) I"oz~§ | <a™  (p<d
admet une infinité de solutions rationnelles. On peut donc choisir

deux solutions p1/ql et p2/q2 irréductibles, q, >4q; > 0, telles

que q, et log qzllog q soient assez grands.l

2.2. Construction'de Y non nul.

Considérons le polyndme

W(X) = P(X) Q'{(X) - PY(X) Q(X) .
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D'aprés le choix de A, & est une racine d'ordre au moins g - 1 de
W . Mornrons que W n'est pas nul. Dans le cas contraire, P et Q
seraient proportionnels et donc divisibles par (X_&)!& , ce qui est
impossible puisqu'ils ne sont pas tous deux nuls’et que leur degré est
plus petit que dg.
De plus,

c 1

W) = 2640 o) o =e 2 L ey = 12087 e

En appliquant le lemme de Gauss (voir appendice), on obtient

log lw) __S2*
log q1 log q,

v := ordre (W,pl/ql) <
Ce qui implique que les quotients

PO ra) 10 /a) =0, v
ne sont pas tous égaux. Ainsi il existe j < v+l el que le nombre

L 2AaPL P2y 1 0 Py
Y ¢ ‘!axj (ql,qz) 71 (P (pl/ql)-qz QJ(pI/ql))

St

soit non nul. On supposera log q; > ZCZ ; alors j< 4.

2. 3. Majoration de v .,

On a l'inégalité
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vl =5 (P90 /a)) - @ e 7a)) [#]e-pyla, | 10700, 70,) ]
D'aprés le choix de A,

1 {;) ; 1 J P
j—!' lPJ (pllql) - Q('})(Pl/ql)‘ = ‘3‘,— ‘:;J- A('{{i“;&’”

P - h p . r+l
=] 5 (DRI M2 Ale )| < [at T 22T At
hxp J n13x 9y

et

]-J-l;— Q(j)(pllql)l <2F ”A” (pllql)*r .

En appliquant (1), il vient
27, . -plg-i), - %, v 3t ol g-i) -

{ﬂ <r 2 r(ql pls-j *q, ) la]| (@™+1)" <e mem(q1 pt £-J ' 4, A,

1

ol ey=2¢7 ¢ ¥ (3+Log(a™+1))d .

2.4. Minorationde |v]| .

Clairement,
~-rt+j -1
Ylza;7" W, .

2.5, Conclusion.

L'encadrement précédent de |y| donne, en choisissant

% = [log q,/log qu + 1 , et en utilisant la majoration j < v+l
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)
q,l_r_(V'i-l)(p-I) qz(p-l) ce 3

.

En tenant compte de la majoration antérieure de v, on en déduit

d c.+c

) 2 3
(p—l-.-(l"‘e)'i’ -

_—_—-) g -].l\
logq1 L<p

Pour loggq, > (c2.+ c3)/€ , on a donc

(p-1-(1+2)9) 1

o-1-(1+2e)5) g < p - 1,
et en particulier

2 d

1 <2/e (on a supposé 1+(1+3€)2-< p<d.
Nous avons donc obtenu le théoréme de Thue : pour p > % + 1 1'inéga-
lité (1) n'a qu'un nombre fini de solutions rationnelles. Mais, en
analysant la démonstration, on constate qu'on a démontré le résultat

suivant :

(T) Pour p>1+(1+3¢)d/2, ¢ >0, si (1) admet une solution p1/q1 avec

q; > Qo, ¢) (explicite) alors toute autre solution pz/qz , avec qy >q;

vérifie

log q, b-1
logq; < o-1-(1+2gd/z
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3. La méthode de Siegel.

3. 1. On considére encore, si elles existent, deux solutions irréductibles

pl/q1 et pZ/q2 de (1) telles que g, >q; >0 , q, assez grand.

On pose
log q
= 2 - (1+e)dy o )
£—- [10gq1} ! r= S-i'l 4 E_. {(h30)’ h‘o,..o,ﬁ,-l}.

ol ¢ est un nombre positif trés petit et s un entier positif plus petit

que d . On utilise la fonction auxiliaire A construite au lemme 1, qui

vérifie donc
Log ||A|l < (24 z/e)cl .
3. 2. Pour construire vy nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2. - Soit K un corps de caractéristique 0 et soient

fl’ coe ’fn € K(X) , linéairement indépendants sur K . Alors, le

wronskien

fl ceneene fn

W=W({{.,...,f) = .
(1 3 n f: ft‘
1.‘0.!.0 n

¢ * s 2 e s e e

(n-1)
ff cens

f(n- 1)
n

n'est pas nul,
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» Le cas n =1 esttrivial. Récurrence sur n . Supposons le résultat
vraipour n -1 facteurs. Posons g_= ?1%’( (fk/fn) pour
k=1,...,n-1. L'indépendance des fi entrafthe celle des g

L'hypothése de récurrence implique donc

W(gl""’gn-l) #0.

La conclusion résulte de la relation

n

W(fl,...,fn) =f W(gl,...,g ) .«

n-1

Dans la démonstration du théoréme de Thue nous avons rencontré le

cas particulier n = 2 de ce lemme.
Nous nous proposons maintenant de majorer la quantité
u = ordre (A(X, pz/qz), pl/ql) .

On proceédera en plusieurs étapes.
1) Remarquons d'abord que le polyndme A(X, pZ/qZ) n'est pas
identiquement nul. On a

r : .

i=0

TM o

0

et il existe i, tel que le polyndme I a; . Y) soit non nul. D'apres

0 j o’
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le lemme de Gauss, on a

j .
X a’ioj(pZ/qZ) #0 si q, >max laioj"
et cette derniére condition a lieu pour
log q; >4d cl/e ,
ce qu'on supposera vérifié (on a alors
2
log q, 2% logq; >2d ¢, 2le = ||A|) -

2) Parmi les écritures possibles

A(X,Y) =

i et

U (X) v (V)

k=0

ou Uk et Vk sont des polyn8mes i coefficients rationnels (il en
S r ..

existe: A= ¥ (3% a;; Xl)Y‘]) , choisissons en une ol t est mini-
j=0 i=0

mal (donc t<s). Alors U Ut (et VO’ ceos Vt) sont linéaire-

0,-..,

ment indépendants sur @ . Le polyndme w(X) = w(u Ut) est

0’ v ooy
non nul d'aprés le lemme 2 . De plus, d'aprés 1), 1'un des

Vk(pZ/qZ) n'est pas nul ; On suppose que tel est le cas pour

VO(pZ/qZ) . De la relation
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A(X, Y) UZ(X) Ut(X)
_ 3
(2) W(X) v, (Y) = %( AlX, ¥) S U,(X)
t
—5—? AlX, Y) eevennncen
3%

on déduit
ordre (A(X, pZ/qz), pl/ql) <t + ordre (W(X), pllql) .

3) Il reste & majorer l'ordre de W au point pl/q1 . D'aprés (2)

et le choixde A, on a
ordre (VO(Ol) W(X), o) = g-t ,

avec VO(OI) non nul, puisque deg V0 <s <{d « Donc W estde la
forme W'= r%-t Wi o ot R désigne le polyndme minimal de o .

On en déduit
ordre (W, pl/ql) < ordre (WO, pl/q_l) < deg(WO) < (t+1)r-d(g-t) .

4) En conclusion, on a montré qu'il existe j tel que le nombre

13
11

y 3= -
iV axd

A(pl/ql, pzlq?_)

soit non nul, avec
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jetH(t+)r-d(g-t) < ¢ d g+ (d+])s < ¢ d g+ d% .

3.3. La m&me méthode qu'en 2,3, fournit la majoration

lv| < 2r 2°7 ||A[(e*+1)7 max (ql“p(ﬁ‘j)s a,"")

c, g .
< e max (ql—p(ﬂ"‘]),

a,"" s ¢, = 2¢,d o1 Ha+Logla™+1))d.

1

3.4. On a encore

~r+j -5
!Y' = qy dy .

3.5, De l'encadrement de vy , en tenant compte du choixde r, 4 etde

la majoration de j, on obtient

1+ | 2
(log ql (p "-gﬁ d“'s"(p"‘l)S d) - C4)£ < 10g ql(s'!'(p"l)d ) Y

Soit p vérifiant

p> min (—-é--s) .
l<s=d s+l

et soit s un entier ou ce minimum est atteint,

Alors, pour ¢ assez petit et log q; assez grand, le coefficient de
4 dans 1'inégalité ci-dessus est positif, il en résulte que g est borné,
donc aussi log qzllog qy Le théoréme de Siegel est donc démontré,

Plus précisément nous avons obtenu le résultat suivant,
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(S) Pour des paramétres p, ¢, s (s entier, 0 < s <d) vérifiant

p(l-e d) > (1+s) d/(s+1) +s ,

on peut déterminer une quantité Ql(oz, ¢) telle que si pl/ql et

pz/q2 sont deux solutions irréductibles de (1) , avec 9 >qg > Ql(a, 9
alors on a

2
+p~1)d
[log qzllog q;7 < st{p-1)

(Tra)d :
pll-g d) - 3gf= - s

4, La méthode de Dyson-Gel'fond,

4. 1. Soient deux solutions irréductibles pllql ’ Pz/qz de (1), avec
maintenant

9, >q; >0 , q; assez grand, On pose = Log qZILog q, « Soient

¢ un nombre positif fixé (g < 1) et 4 un entier trds grand,
On choisit

H
]

[{da(1+e) (m+p-1))“?‘] s 8= [(dz(1+¢)/(w+p-1)”2] ;
{(h, W e N? ;2425217 ob as=

Q]
1l

N2wh=ws b= zﬂlw-l .

Alors,

Card(E) < (atl) (b+1)/2 < g .

On applque le lemme 1 (qui est encore vrai pour Card E < g}, ici
(r+1) (s+1) > (1+¢) d y , donc on trouve
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log HAH < cl(r-!-s)/d e .
4.2, On cherche a nouveau & majorer la quantité
u = ordre (A(X, pzlqz) ’ p}./ql) .
On considére comme plus haut une écriture la plus courte possible
t
AlX, Y)= % Uk(X) Vk(Y) (donc t < s),

k=0

et on lui associe les wronskiens

* 1 S 1
U (X)= m W(onooo,Ut) ,. V (Y) = m W(Vosooo,vt)
qui vérifient la relation
* % 1 i 1
W(X, Y):=U (X) v (Y) = det(m —T A(X, Y)} .
Y yxtiyyd

Dtaprés le lemme 2, W n'est pas nul ; de plus, c'est un polyn8me
a coefficients entiers et le lemme de Gauss implique que W admet

une factorisation

W = U(X) v(v),

ou U et V sont a coefficients entiers,

La hauteur de W majore celle de U et V, on en déduit
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(22£(r+s)f

Log(max(||Ul, [|[V|]) < Log t1 1A

< t(rts) (3+cllde) < 6d(3+cllde)£ .

Pour logq; = 6(3d+01/€) 2/we » ce qu'on supposera, on a donc
V(pzlqz) #0 , ce qui montre que le polyn8me A(X, PZIqZ) n'est pas

nul, On a alors
u <t + [(Log||W|)/Log q;7= ttey

Dol I'existence d'un entier j < stgy tel que le nombre

J
= L2
y = = 2—  Alp./q,, p,/q,)

soit non nul,

4, 3, En utilisant la formule de ‘Taylor au point (o, o), il vient

2(r+s) . P1 n-j, P2k
ly| <4. 2 Al max  (fo- = [T [o= =)
g M

< exp((3+c1/de)(r+s)) max (ql"p(h-j) qz—pk} .

h, 6k
Ttp=21l

4,4, La minoration de [yl est toujours aussi facile,

-{r-j} -s
(r-j g

I'Y' =dy 2 .

4.5, En comparant la minoration et la majoration de [y] s il vient
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rHp-1H(1+e)w)s = - ¢ w«/d(w+p_1)/z +pa.

On en déduit

24d glytp-1) + 2¢ Ja g - 0 ’\/Zwﬂ,’*‘pw‘i'ew'\/d(w’*‘p-l)/ﬂ >0 .

Choisissons 4= [d(ytp-1)¢"27#1 ; 1'inégalité précédente implique

alors

2(1te) va(gtp-1) > (1-e)p N2y »

ou

+ te 2 o
wlo’-2172)% @) < 26422)% alp-1) .
Nous avons démontré le résultat suivant,

(G)Pour p > ((1+e)/(1-e))W2d, O0<e<l s si (1) admet une

solution irréduétible p./q, avec q, > Q,(@, ¢ (effectif) alors
=55l M R

toute autre solution irréductible pzl q, » avec qu> q; » vérifie

log q, o 2d(p-1)
log gq
1 (dog2 2

5. Complément au théor&me de Thue-Siegel-Dyson-Gel'fond,

l. Considérons deux solutions irréductibles pl/q1 et PZ/qZ de (1)

vérifiant 9, >q;» Oona
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L<|pyap ~pp apl =9y [py-0qy| + q; |pp-oay]
-p+l ~-ptl -p+1
<y, P Tty a P  c2qy 70

et donc

-1
2q2>qlp .

Posons y = log qzllog q; - Seit 1 >0 fix§, d'aprés l'inégalité

précédente et l'assertion (G) , pour p>+2d, ona
(3 p-1-T < o< (2d(p=1)/(p%-2d) + 7 , si q > Qyla, 1) (effectif) .

D'ou, en particulier, la proposition suivante,

LEMME 3, - Soit o un nombre algébrique de degré d , alors pour

> .?A/d , on peut déterminer Q,{w, p) tel que 1'inégalité
p 4 p

|o - p/a] < q7P

admette au plus une solution irréductible vérifiant q > Q4(oz, o) .

2. Grice 4 la méthode de Thue, nous allons &liminer 1'intervalle (3) .

Nous avons besoin de quelques lemmes algébriques.

LEMME 4. - Soient «, B, y trois nombres distincts, 4 un entier

positif, Alors s'il existe des formes binaires A, B, C de degré au

- plus m , non toutes nulles, vérifiant
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(X-a)? A(X, Y) + (X-p)* B(X, Y) + (X-y)? C(X, Y) =0
ona m x»[h/27 .

» Supposonsg l'assertion du lemme fausse. Par multiplication par une
puissance convenable de Y , on peut se ramener au cas ou les
formes A, B, C, non toutes nulles, ont un degré maximal m égal

N

a [g,/.?."]-l . On peut supposer B et C non nulles, et, par transla-

tion, o égal a zéro. Appliquons maintenant 1'opérateur (3/30)™

la relation du lemme, nous obtenons une identité de la forme
(X-8V) "™ B (X, ¥) + (X-y0)2" 0 (X, V) =0,

ou Bl et Cl sont des formes de degré au plus m , non nulles
(du fait que X% ne diviseni B ni C). Cette nouvelle égalité est
impossible puisqu'elle implique que (X’-BY)z'm divise C1 s et donc

4-m > m ., Cette contradiction achéve la démonstration. «

COROLLAIRE, - Soit o« un nombre algébrique cubique et soit un

systéme du type

Po(l)(a)+ozPi(l)(oz)=0 R 120, 1y eees g=1 ,

ou les Pi sont des polvndmes 3 coefficients entiers, non tous nuls, de

degré maximal r. Alorsona r »[34/27.




II. 18

» Le systéme ci-dessus équivaut & une relation de la forme

P(X, Y) + « Q(X, Y) = (X-aV)? A(X, Y) ,

o A est uné forme binaire de degré au plus r-y . En remplagant
o par ses conjugués, on obtient deux nouvelles relations analogues.,
En éliminant P et Q entre ces trois relations, on aboutit a une
identité semblable a celle du lemme, avec des formes de degré au

plus r-g. Onadonc r-g>[4/2]. Ou r>[34/2].4

LEMME 5. - Soient o un nombre algébrique irrationnel de degré d et

P et Q deux polyndmes a coefficients entiers de degré plus petit que d,

non nuls. Alors le systéme

PY o) + @ QY a) = Pla) + o Q(a) = 0

est impossible,

® Supposons que ce systéme admette des solutions vérifiant les hypothé-
ses du lemme. Le polyndme P}¥X) + X Q¥X) , dont le degré est
plus petit que d et qui s'annule en &, est nul, Il en résulte d'une
part que le degré de Q est plus petit que d-1 et, par intégration,
que le polyndme P(X) + X Q(X) - R(X) est nul, si R(X) désigne la
primitive de Q qui s'annule en zéro, On déduit de la premiére assertion
et de la relation P(a) + o Q(e) = 0 que le poljrname P(X) + X Q(X)
est nul, L'application de la seconde assertion montre que R est nul.
Il en résulte que P et Q sont nuls, Cette contradiction termine la

démonstration. 4
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COROLLAIRE., - Les seuls polynbmes 3 coefficients entiers de degré

au plus d+g-2 vérifiant
(1) (D), .
PO (01)+0!P1 (d =0 , pour i=0,1,ee4, -1 (s =3,

ol o estun irrationnel algébrique de degré d , sont les polyn®mes nuls.

> Appliquer le lemme aux polyndmes P = po(»@"z) et Q= Pl(i’)-z)v.<

LEMME 6. -~ Soit h(X) = £f(X)/g(X) une fraction rationnelle sur Z ,

irréductible, non nulle, de degré d (égal au maximum des degrés de

f et gl . Soit a un nombre rationnel tel gue f(a) g(a) soit non nul,

alors on a

: -1
2a( ]|, gl Jall® @

< |[bla)]| < max(JiF]] > gl 2l -

> L'inégalité de droite est évidente. Considérons celle de gauche,
Soient F et G les formes binaires associées fespectivement af
et go. Si R désigne le résultant des polyn8mes f et g, il existe

des formes S, T, U, V & coefficients entiers telles que l'on ait k
k k
SF+TG=RX sy, UF+VG=RY .

Il en résulte que si a =p/q, ol p et g sont premiers entre eux,

le p.g.c.de de F(p, q) et G(p, q) divise R. On a donc
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I|n(a)|| = max(|F(p,q) |, |Glps @} |})/|R]| .

Reste a minorer le nombre de droite, On peut supposer ”a” =qge On

considére alors a nouveau la relation

Ulps ) Flps @) + Vp, o) Glp, @ =R q" ,

k = deg(F) + deg(G)-1, deg U = deg(G)~1, deg V = deg(F)-1 .
Par conséquent,

max (|F(o, @], |Glo, @) = |R/2d|q% /max (U, [VI) -

L'écriture des formules de Cramer donnant U et V conduit, en

utilisant 1’inégalité de Hadamard sur les déterminants,a la majoration
deg(g)-1 deg(f)-1
max (U] [|V]) = [£,"°€ 7 (g, /R ]
Dlou le résultat. <

3. Reprenons la méthode de Thue., Nous considérons des fonctions auxiliaires

non nulles, a coefficients entiers,
AlX, Y) = PO(X) +Y Pl(X) ,

ou les Pi ont pour degré maximal r , et qui vérifient

h

"a'"‘_}{ Ao, @) =0 pour h =0, 1, eee » 2-1 , (,@,22) s

X
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ol 4 ne prendra qu'un nombre fini de valeurs, Dans ces conditions
(voir exercice 1) |A]] sera majoré par une constante ne dépendant que

de o, Soit alors un nombre vy non nul de la forme

j

L'encadrement de v (voir 2.3 et 2.4)

-rtj -1

q, a,”" < |v] <e ~pls-3), a,”P)

rnta.x(z;t1
montre que ¢ n'appartient pas i llintervalle Ig = [odr, j)-m, Blx,j)+N7,

ol
ofr, i = (1‘-3)/([3-1) ] ﬁ(r: = p(,(?,-'j)-(r-.]') s

dés que q, vérifie logq; > csln . Dlaprds les inégalités (3) ,dé&s

que 1'union de certains intervalles I , recouvre 'intervalle

[b"l"'ﬂ’ atn1, o Q= Q(p) = Zd(;jul)/(pz-Zd) , on aboutit & une contra-
diction, Si Pg désigne un nombre tel que pour p > pg cette condition
ait lieu pour 1) assez petite, on aura prouvé que pour fout nombre al-
gébrique de degré d et pour g > pq on peut déterminer effectivement
toutes les solutions irréductibles de (1) sauf au plus 1'une d'elles.
Llexistence de ce nombre pg @ été démontrée en l., avec Pg = 2 '\/d .
Nous allons chercher pour d =3 et 4 un nombre p, aussi petit que

possible,

Il nous faudra utiliser des informations plus précises sur les fonctions
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auxiliaires A, Nous ne considérerons que des polyn8mes A de degré
minimal, ce qui impose que le psgeceds D de P0 et P1 est une
puissance de F , le polyndme minimal de o, et de plus r <[d ,@/2] .

Notons aussi que si A(pllql, pzlqz) =0 , etsi Q)= PO/D s Q= PIID )

on a
Qo(pl/ql)/Ql(pl,ql) = "qzl_Pz .

On peut borner explicitement les hauteurs de QO et Q1 (par exemple

en utilisant I'exercice I,8)., Le lemme 6 montre alors que l'on a

(4) r-deg D - 1)< gy < r-deg D + 1 si j=1
pour q > Q4(Ol) (effectif) .

4, Soit o un irrationnel:cubique., Le corollaire du lemme 4 montre que
1'on a nécessairement r = [34/27 et D = 1. Pour chaque valeur de ¢

on a donc deux possibilités (dé&s que q, est assez grand)

(i) i=0 et wé 3, = Lo, *15 B =175 ol o, = r/(p-1) » B, = AT

(ii) j

1 et r-ﬂ<d)<r+’r]-.

Notons que les valeurs de r sont distinctes et donc que la seconde
possibilité ne peut se produire qu'au plus une fois. De plus, pour

p>1+'\/3 s On a Olz<p-]. ’ 56>Q , et
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By - opy = 4o - [32/27 - [3(4F1)/27/(p-1)
> go - 34/2 - (3(g+1)-1)/(2(p-1))
=(1-3/(2p-2))pyg ~ 1/{p-1)

>(\/3-1),{7,/2 - l'\/3 2’\/3—1-1 \,/3 >0 ,

donc les intervalles ‘TZ’ sve 3 J"é recouvrent tp-l-T], Q—l-n] dés que

N est assez petit, Ainsi, la seconde approximation pz/q2 ne peut
exister que si (ii) se produit et, dé plus, (ii) ne peut se produire que
pour une valeur de g telle que r appartienne a 1'intervalle [« 4 B ,\Z] .

Or,
r SB£:2['3;,€,/2]£,@;3:>(,@ impair et 3,€-l<jz,p)=>,@= 3 .

Mais pour g=3, ona r=4 et comme @, < 4 -~ By la possibilité (ii)

est encore exclue, On peut donc prendre p3 = 1+ \/3 .

5. Considérons maintenant le cas d = 4 . Supposons p > (3+ '\/1 3)/2 et

q, assez grand. Si @, = 24/(p-1) et B, = #p-2) , onapour 4=>2
B %41 = (p=2-2/(p~1)) 2-2/(p~1) = 2(p-2-3/(p-1)) >0 ,
Q’z<p"1 et B4>Q6 .

Considérons particulidrement le cas g=6. On a al6, j) < g < 6.
Minorons B(6, j) . Si r est au plus égal & 11 alors B(6, j) = 5p-10.

Sinon, on peut trouver deux solutions A = PO +Y P A= P2 +Y P

1° 1
<12 , degP, <12 ., Le

3

telles que deg PO = deg P'3 =12 , degP

1 2
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polyndme POP3-P1P2 n'est pas nul, onvpeut donc trouver vy non nul
avec j = 0. Dans les deux cas, B(6, j) > p) et donc ¢ < a1 < 6-1 .
Pour =4, ona 6<r 58 (d*aprés le lemme 1 et le corollaire du
lemme 5/, D=1 car r >4 pour 4= 3 (d'aprés le corollaire du
lemme 5) ; la majoration ¢ < 6-1 jointe & (4) montre que j est nul,
Donc < o+ <5-1. Pour =3 ona 5<sr<6 , D=1 (car r >4
pour g = 2), la relation (4) montre encore que j est nul., Donc
m<o(3+'ﬂ<4-'ﬂ e Pour =2 ona r=4, D=1 et j='0 o« On a recouvert

I'intervalle [p-1-T, Q77 . Ainsi Py = (34*\/13)/2 convient,

6. Résumons les résultats obtenus,

PROPOSITION, ~ Soit o un nombre algébrique de degré d >3 . Il

existe un nombre pg < d tel que pour o> pg on puisse déterminer

toutes les solutions irréductibles de 1'inégalité

|a-p/q| < q7P

sauf au plus l'une dlentre elles. On peut choisir

og = (3 +4/13)/2
pd=2«/d pour d =5 .
NOTES, -
§ 4 Notre théoréme (G) améliore le théoréme de Gel'fond ([227, th. 1,

chapitre 1) en ce sens qu'il fournit une meilleure majoration de

- log qzllog q -
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§ 5 C'est Schinzel [617 quile premier démontra llexistence de 0g
pour d = 5), il obtient p, =3 m/d/Z en utilisant le théoréme 1, chap. 1,
de }_!ouvrage de Gel'fond [227 . Indépendamment, Davenport [15] |
démontra 1'existence de Pq (pour d > 3) en utilisant la méthode de
Thue. La valeur obtenue par Davenport est de la forme d/2+0(1) . Nous
indiquons dans le tableau suivant la comparaison entre ces résultats et

les ndtres,

; d ; Schinzel ; Davenport ; notre méthade ;
(3 ; 2,732 : :
; 4 ; ; 3,828 ; 3,415 :
: 5 : 4,743 ; 4,238 : 3,648 ;
: 5 : 5,196 ; 4,832 ; 4,238 ;
: 7 : 5,612 ; 5,238 ; 4,822 ;
T 6 5,899 : 5 :
: g ; 6,364 ; 8,357 ; 5,677 ;
: 10 : 6,708 ; 6,816 ; 6,154 ;
: 11 : 7,305 ; 7,328 ; 6,563 ;
: 12 : 7,348 ; 7,928 ; 8,923 ;

La démonstration donnée ici pour d = 3 est extraite de 1'article de

Davenport,

Il est a noter que des améliorations effectives du théoréme de Liouville
®

sont connues, Baker [2, 3 ] futle premier a obtenir un-tel résultat

: . : P 3 .
pour certains nombres algébriques, comme par exemple ¥2 ., Puis
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Baker [8 7 et Feldman [21] démontrérent que pour tout nombre
algébrique o de degré d >3 il existe p = p(e) <d tel que 1l'on puisse
effectivement déterminer toutes les solutions de 1*inégalité (1) . Il n'en
reste pas moins que dans tous les cas les valeurs de p(a) sont proches
de ‘d , donc trés supérieures a g A I'héure actuelle on ne connaft
aucun exemple d'une forme effective au théoréme d'approximation de
Thue. Ainsi, la connaissance de g présenté encore aujourd'hui un
intéret, Par exemple, elle permet d'obtenir des informations sur.
certaines équations déophantiennes qui résistent a 1'étude par toute autre

méthode générale (voir IIL 5) .

Exercices

l. Soient m et n deux entiers, m >n ., Sile systéme a coefficients

entiers

ajy Xl S P +aian=0 pour 1= 1, eee , m
admet une solution entidre non triviale, démontrer qu'il admet une
solution entidére (xX., .es s xX_) non triviale et telle que
1 n !

0 < max |x;| < (Wn-1 AL L on A= max |a
1

1, ijl

(Soit r le rang du systéme, r <n. En changeant éventuellement la
numérotation on peut supposer que le déterminant A de la matrice des

(aij) (1<i, j =<r) estnon nul, Le déterminant de la matrice
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(

j= 15 eees v+l et Xj=0 pour j=r+t2, «ee, m , on a donc

)

est nul, soit Xj le cofacteur de a pour

31 1<i, j<r+l r+l,j

a;q xl+...+ainxn=0 pour l<i<rtl,

Ces égalités sont encore vérifiées pour i=r+2, ..., n puisque les
m-r-1 derniéres équations sont des combinaisons linéaires des r

premid&res, Majorer les xj « Voir [207, chap. IL,)
2. 1°) Démontrer le résultat suivant,
Soient Aps eoe 5 O des nombres distincts et g un entier positif,

alors s'il existe des formes Al(X, Y)s oo s AZ‘(X, Y) de degré

maximal m , non toutes nulles telles que 1l'on ait
£ 2 -
(X-0,V)* A (X, Y) +oee + (Xeqq V)7 ALK, ¥) =0
on a nécessairement m > [ g/(k-1)7.

2°) En déduire que si o est un nombre algébrique de degré d et sile

systéme

Po(i)(a) + o Pl(i)(oz) teee +a° Ps(i)(oz) =0 i=0, oo g-1

(s < d-2)
admet une solution non triviale a coefficients entiers alors on a

max (deg (Pi)) > [(s+2) g/(s-1)7 .
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3. Généraliser le théoréme de Thue en démontrant que si K est un corps

de nombres fixé et si @ est un nombre algébrique de degré d > 3 sur

K 1tinégalité

la-g | < Il "
n'a qu'un nombre fini de solutions B dans K pour o> 1+d/2 .

4, Soient Ay see s X des nombres algébriques non nuls. Soit ¢ >0 fixé
démontrer que la relation

b

b
1 n-1
(R) 0 < |al eee O -1

n -oznl<e-€H , H=max|bi| ,

n'a qu'un nombre fini de solutions entiéres bl’ ees bn 1
(Raisonner par 1'absurde, Supposer que la relation ci-dessus a une
infinité de solutions entiéres bl’ eee bn '1 . Soit s un entier positif

fixé., Quitte 3 restreindre 1'ensemble des (bl’ eoes bn-l) s on peut

supposer que ces nombres sont de la forme bj = s b'j + r; ou les

Tis ewe 3 T sont fixes et vérifient 0 < r. < s . Si
b 1 b nol r rn__1
@=a, cee O et = 0; ... @ alors (R) implique
| 4
0 < ozs-a'n/w]<e-SSH/3 , ou H'= max b' .

J

En déduire qu'il existe une racine s-iéme de o:n/w , disons B , telle

que les inégalités

0<la-p]<ems M/
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admettent une infinité de solutions, Démontrer qu'il existe une constante
C , qui ne dépend que de @is eee s @ g o telle que l'on ait

CH

”oz“l <e . En choisissant s assez grand, conclure grfce a l'exerci-

ce 3;)

5. Minorations de formes linéaires en logarithmes de nombres algébriques
(suite).
De l'exercice précédent déduire que si Aps eoe s O sont des nombres
algébriques et si ¢ est un nombre positif fixé alors la relation

o+ - H
0< lbll;log @y toaes +bn logozn[ <e”¢

n'a qu'un nombre fini de solutions entiéres bl’ eos 3 bn de valeur

absolue au plus H,
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III. L.a méthode de Roth,

Llobjet principal de ce chapitre est la démonstration du célébre théoréme

de Roth,

THEOREME 1l.- Soit o« un nombre algébrique réel de degré d >3,

L'inégalité

(1) o - plq] <q7°

n‘admet qu'un nombre fini de solutions si p est un nombre fini, p>2 ,

Nous aurons pour cela besoin d'un certain nombre de lemmies.

Construction de la fonction auxiliaire,

l. Un lemme combinatoire.

LEMME 1. - Soient Tys eee s T des entiers positifs, Le nombre N

de solutions entidres (il, cee 3 im) des inégalités

m
0<iy <r, (h=1, oo , m) et El ih/rhs(O,S-s)m ,

s réel positif, vérifie la majoration
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8

N < (r;*1) oo. (r +1) exp(-6m s2/c), c:i= ‘(1+1‘1:1)2/m .

Ml

1

> Soit u une variable positive. Considérons les quantités

Fh(u) =OS.ZS eXP(U-(ih/l‘h - 1/2)) ) h=1, eoe » m ,
W“Th
Flu) =F . (u) oo F_(u) = z see z .‘ eXP(U- z (i, /r, - 1/2))
1 m . " *"h!"h
O0<i.<r O0<i_<r I<h<m
171 m  m
On a

sh(‘rh-l-l) u/Zrh)
(rh-l-l) u/Zrh

Fh(u) = sh((rh+1) u/Zrh)/(uIZrh) < (rh+1)
et 1'inégalité (voir exercice 1)
sht/t < exp (t2/6)
fournit la majoration
F,(u) < (r +1) exP(((rh+l)(u/2rh))2/6) .
Par conséquent,
Flu) < (r;#1) ees (r, +1) exp (c m wl/2 4) .

Nous allons maintenant minorer F(u) en fonction de N . En effectuant

la transformation (il, oo s im) [N (rl-il, cee 5 T -im) , nous

m

constatons que N est aussi égal au nombre de solutions des inégalités
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0<i <ry (h=1, eoe y m) , 11/::'1 S R im/rm > (0, 5+s)m .,
D'ol la minoration
F(u) =N exp(sum) .
Le résultat découle de 1'encadrement de F(12 s/c) .<

2, Le polyndme d'approximation.

LEMME 2, ~ Soit o un nombre algébrique de degré d. Soit A >1.

Soient Tys eve s T, des entiers positifs et soit s un réel positif qui

vérifient

mszzclog(?\d)lé sy C33= 3 (1+4r

Alors il existe un polynd@me non nul, 3 coefficients entiers,

’ : 1 m
A(X,...,X )= Z L Z a. » X OO.X
1 m OSiISrl Osierm e im 1 m
tel que
(I’ +oo-+r )/(d(}\"l))
d 1 m
Al = 2(¢7 [lf|,)
et
aj1+ooo+jm
- - Alty eee 5y @) =0 si ¥ jh/rhs(0,5-s)m .
XJ]‘ Im l<h<m
a 1 .l.aXm .
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> La démonstration est analogue a celle du lemme Il.1 . Le lemme

~

1 permet de majorer le nombre d'équations a résoudre, <
P J q

2. Le lemme de Roth,

Dans tout ce paragraphe nous suivrons dlassez prés la présentation de
Y P

[35, chap. V7], auquel nous renvoyons le lecteur pour plus de détails.

le Wronskiens généralisés,

Soient f., see 5 £ des polyn8mes en m variables a coefficients dans
1 n

un corps de caractéristique zéro., Un opérateur différentiel
j1+. ee i,
d sera noté D et j1+...+jm sera appelé

. . j1 jm

31!...Jm! aX1 ...aXm

son ordre, On appelle wronskien généralisé un déterminant du type

det (D. f.) s ou chaque Di est dlordre inférieur & i. Le
1<i,j <n

lemme IL.2 admet la généralisation suivante,

LEMME 3, - Soient fl, eee 3 fn des polynB8mes en m variables, a

coefficients dans un corps K de caractéristique zéro, linéairement

indépendants sur K . Alors l'un au moins des wronskiens de fl, eve ,fn

n'est pas nul,

> Soit g un majorant strict du degré dejs fj . Les fonctions
§>J.(X) = fj(X, X8, ..., Xgn-l) sont aussi linéairement ind épendantes
sur K, Le lemme II, 2 montre que le wronskien des §j n'est pas
nul, Ce wronskien s'exprime linéairement en fonction de wronskiens

généralisés des fj s ce qui montre que ces derniers ne sont pas tous

nuls, <
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—— s g ot O ot St

De m&me que dans le cas de deux variables, on décompose un polyndme

A en m wvariables, a coefficients entiers, sous la forme

A(X1’0003Xm)= 2

l<i<m

Pi(xl’ L Xmml) Qi(Xm) 3

avec n minimal, les Pi et Qi étant A coefficients rationnels. Les

Pi d'une part, les Qi d'autre part, sont alors linéairement indépendants
. . * . 3#

sur @ . Il existe alors un wronskien U (respectivement V') des

P, (resp. des Qi) non nul, soit
U* = det (D, P,) v* = det (DI Q,)
i“n ? i kT

Si D, = D' D", on ala relation
1] 1]

W(XI,...,Xm) e U (Xl".‘,xm-l) V (Xm) - det (DiJA) 9

qui montre que W est i coefficients entiers. Le lemme de Gauss
montre alors l'existence de polyndmes a coefficients entiers U et V,

proportionnels 3 U* et V¥, tels que
W(X seee, X )= UX pe0e, X ) VIX )

Si deg, A <r; pour i=1, vee » m , on démontre facilement la
i

majoration

2n(r +...+rm)
wy<2 ! nt A" .
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De plus,

max (||U||, ||V||) < HW” et degX.(W) <nr, .

3. L'indice d'un polyndme.

L'indice d'un polyndme A(Xl’ cee 3 Xm) non nul, relativement a des

réels positifs s *ee s Py, s €D UD point Ups oo s O est dé&fini par

. . JyFteeeti
. 21 Im 31 o
J(A;pl""’pm;al"°"am) = Mln(;; +oo-+-p_r'r1; jl J A(al’ooyan,l)#o)o

m
aXl eeedX |

Si A est nul, on convient que J(A) = » . L'indice possé&de les propriétés

suivantes
(i) J(A+B) > min (J(A), J(B)) ,
(ii) J(A B) = J(A) + J(B) ,
( ) £1+'°'+ﬂ'm
iii O .
J( r 7 A) > max (0, J(A) - lszhsm bl op)

m
BXI "'aXm

On s'intéresse a la quantité

® =®m(a;r1’ see 3 T

m ;ng eeoe H )= max J(A;rl,...,rm;ﬁl,...,ﬁm)

m m

ol le maximum est étendu & l'ensemble (fini) des polyndmes non nuls
AcZ [Xl’ cee s X7, vérifiant HAH <a et degXi As<r, , et des
rationnels Bl’ ces 3 Bm tels que ”Bi”w = Hi .

Le lemme de Gauss implique la majoration

@;(a; r; H) < [log a/log H]/r .
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__________ ~1°
Pour t fixé, O <t<1/2 et c fixé, 0O<c <1 , ondira que des

entiers positifs b, Sys eee s S

m? KI’ eee s K possédent la propriété

r si, soit
m

cs.t
) m=1, K;>16, bskx, ',
soit
2) m=2, max(szlsl,...,sm/sm_l)st, sp log Ky = ¢ s, log K,
t: 2 Cst/m
(h=2, oo , m), min(k, ) =>2""", bex, 1 .

Supposons que a, Tis eee s T H, ... » H possédent la propriété
m m

2n(r1+...+rm)

Try * Montrons que b = 2 n! a e

=n vérifient T

HI’""H siona nsrm-i'l.La

"m-1? ma1l m-1

seule condition non évidente porte sur la majoration de b . Notons

d'abord que l'on a

2n(r1+. .e +rm) 2n(r
n! <2
4n r

=2 1

: P -1 P o o PN ¢ 41
+...+rm) nr 2n r1(1+2 +oeeF27 42 )

1 2 <2

2

nr,t c/(m-1)
Il s'agit de vérifier que l'ona h=< K1 . Pour cela il suffit

que 1l'on ait

4r ¢ tr /(m-1) c {{m-1)"1-m=1)
a < K et 16 < Kl .

2
tc . 24m

Ces inégalités résultent de la minoration K1 . La construction

du paragraphe 2 permet maintenant de passer de m a m-1l variables.
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El’ eee » B, tels que Al < a, degXi Asr,, ”Bi“m =H, et

J(A) = J(A;rl’ooo,rm;Blyaoo,Bm) = @m (a;rl,...,rm; Hl’o.o,Hm)

(une telle égalité a lieu puisque 8, e©st égal au maximum d'un ensemble
fini) , Si U, V et W désignent les polyndmes construits plus haut &

partir de A, on a ”U” ”VH <b et degX W< o; et
i

J(W;p13o--9 pmsﬁl:ooosﬁm) = J(U;pl’o-os pm-l;Bl’...’Bm-l) + J(V;pm;ﬁm)
(d'apres (ii))

< @m_l(b;pl’oco, pm"‘l; Hl’...’Hm-]_) + @1(b;pm; Hm) 9
ol b, Prreee2 01 ? Hl""’Hm-l possédent la propriété rm-bl ,

@l(b ;Hm) < [logb/logH_1/p  <log b/(c p, log Hl) <t ,

3pm
et

J(W) = J(W;rl’---9rm3315000sﬁm) =n J(W;pl’oovs pm;Bl""’Bm) .

En développant le déterminant W , on obtient

J(W) > min J(D, ] Aeee Dy A) (d'aprés (i)
. e s s , i,n
i.5ese,1 distincts 1 n
1 n
> min ( = Di . A) (d'apres (ii))
isees,i distincts l<jsn 37
> v max(0, J(A) - rn-l - A=l ) (grace & (iii))

I<j<n m-1 m
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> 3 max (0, J(A) -t (j-l)/rm) (puisque n-1 <r_ <tr

min {n, N)
= 3 (3(a) -t - (G-1)/r ) , ot N=[(JA)-t)r T+1 .
j=1

Distinguons deux cas. Si N =n on obtient les inégalités
J(A) <t + J(W)/n + 1/2

et
J(A) <t +23(W)/n .

Tandis que N <n implique

J(A) <t +24I(W)/n .

D'ol les majorations

- dans le premier cas

@m(asrla ey rm;Hl""’Hm) < 2t+@m_l(b§plso'o ’ pm-l;H]_’.'.’Hm-l).l-l/Z

et
®m(a;rl’ evey rm;Hl""’Hm) < 3t+2 ®m-1(b_;pl’ coey pm-I;Hl""’Hm-l)
- dans le second cas
1/2

@m(a—;rl’ L d ')rm;Hl’ LS ’Hm) < t+2(@m—1(b;pl’ o) pm-l;Hl’ LA | Hm_1)+t) .
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5. Le lemme de Roth,

e s e s Mttt e e e i e P

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :

LEMME 4, -~ Si les nombres ajr.jeeesr ;H. ,eeesH vérifient la
1 m’ 1 me2 m e——

propriété I alors, pour t < min ((3+2 \/2)'2 , 1/4), on a

2-m+1
@m(a;rl,...,rm;Hl,...,Hm)+tg(3+2«/2)t R

> Récurrence sur m, Le cas m =1 a déja été vu., Supposons m =2,
D'aprés 1'hypothése de récurrence et le paragraphe qui précéde, on
a

-m+2 -m+]1
@m+tszt+2max((3+2J2)t2 . (3 +24/2)1/2 42 )

~-m+1 ~-m+1
(1 +203+ 24201277 L (34 2402082 o<

Le lemme 4 conduit a la variante suivante du lemme de Roth,

LEMME 5, - Soit ¢ >2/m fixé, Soient t et c positifs,

-z(l-e)m
t < Min (6 , 1/4), c <1, Soient a, T1s eees T Hl""’Hm
des entiers positifs, m > 2 , tels que
Tpey StTL (h=1,00e,m-1), rhlothzcr1 logH1 (h=2,.0.,m)
2 ctr,/m
H_ > 2% Ite acH, U,

Soient ﬁl’ coes Bm des rationnels vérifiant Hﬁh“w = Hh pour h=1l,.e.,m.

Soit un polyn8me non nul A ¢ Z[Xl, eees X T tel que
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Al <a degy Ax<r, pour h=1, seo, m .
h

Alors il existe fyreees by vérifiant

telsque

soit non nul,

> Soit 3 la borne supérieure de @k(b; pyreses pk;Kl, coes Kk) pour

des entiers b, Pyreees Py2 Kl""’Kk vérifiant la propriété I‘k , alors
J(A;rl,oo.,rm;ﬁlgo-ogﬁm) < §m .

Il suffit donc de vérifier la majoration 3 < 2. m , Soit la suite
Ve définie par (

1/2

t+ 2(t +v,) si vy, < 1-t
k k

let , \P-k_l_l:

\2t+y + 1/2 sinon .

Notons que la suite ¥y est croissante. Démontrons, par récurrence,
que Yy, majore & . Clest vrai pour k=1, Supposons ce résultat

Pd pd - ,\ 'Q 3 - -
démontré jusquta l'indice k . Examinons §k+1 « Si §k+.1 < l-t ona

soit ¥y > 1-t et alors Vg > ¥ > §k+1 s soit ¥y < 1-t et alors
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)1/2 1/2

B4q St + 2 max (§k+t, (§k+t ) <t +2 max (qu+t, (\yk'i-t)

)= ¥y e
Si By > 1 -t considérons un polyn8me B tel que J(B) = Oy > 1-t
dans 1'étude du paragraphe 4 c'est la premiére majoration qu:. stapplique
et on a
Oppq < Min (2(t+ y )4t , 2t+y +9)

Z(t-hyk)l/z-!-t: < 1t

Yiep ST %
1 _ .
2t+«yk+-2~~ Vi SEov > 1-t ,
donc encore §k+1 <Yy o
Il ne reste plus quld étudier la croissance de la suite Vi * Soit j 1le

plus grand indice tel que 1'on ait \yj <l-t, Si j>m.l alors

VYo < 2(t+«ym_l)1/2 +t<2+t<2¢em ., Supposons donc j<m, alors
Y, St+ 2+ (m-j-1) (2t+1/2) .

La démonstration du lemme 4 montre que

k Z-k-i-l

-l .
-_vakﬂsét < 1<t,

t<6
On adonc j>(l-g)m et encore

Yoo < (2t+1/2)e m + 3/2 <2 m <
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3. Démonstration du théoréme de Roth,

o —— S T—— "

Pour des raisons de commodité, on consid&re au lieu de (1) 1'équation

(1) Ioe~?/ql < max (|p], |q]}7°

Il est équivalent de supposer qu'il existe p > 2 tel que (1) admette
une infinité de solutions ou qu'il existe o > 2 | tel que (1)' admette
une infinité de solutions. Soit ‘p > 2 tel que (1)! admette une infinité
de solutions, p<d., Posons p=2+E¢ et

m+2) C=1,

’

m = [0, 7 (log(d+1)) o £%7+1 , t= exp (-2
A={d+1)/d, s=¢2/(W4,2 p) , donc 6 m s2 = (1+7) log{d+1l), >0 .

Soient B, = ]g)h/qh des solutions irréductibles de (1)! telles que, si
I8l = Hy » on ait
2
H, > max (52 ||o:||2)25 , 2wl
et

log H lzzt-lloth s = lyeeeymal .

h+
On choisit ensuite r trés grand et rh' (h=2,...,m) vérifiant
r, =T, log Hlllog Hh >rp-1 , donc ry <t Thol °

On peut supposer T trés grand, d'ol en particulier c < 1+7 (notation
~des lemmes 1 et 2). On considére alors le polyndme A construit

grice au lemme 2. Le lemme 4 s'applique et montre que l'on a
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-6

J(A;rl,ooo’rm;slso-ogam)Se ’

d'ol l'existence d'un nombre v non nul de la forme

Y = I’l 1 A(Bl,...,ﬁm)

avec

A := ,el/r1+...+,em/rmse .

2. Encad_l_'_e_a_ment_gg__y_.

r r
Le nombre vy est rationnel et admet a4 1 ees Q. ™ comme dénomi-

nateur, il vérifie donc

| s r J:'m‘_.1 H-m rll(l"llrm)
Y = ql eee qm = 1 .

Majorons IY‘ . De la formule de Taylor au point (&, ..., ®) résulte

la relation

aJ1+oou+Jm jl
'Y= 2 csoe = j J A(Ot,...,a)(z )ooo
0<j,<r O<j <r .y L 1 m m
1 1 m m Jl.oooJm-aXl oooaXm
YRl BN
‘em 1“‘& L 2K Bm-a L]
On en déduit
r +.oo+r J -2 j -4
1 m 171 m “m

(jl"."jm)e
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ou J désigne l'ensemble des indices tels que
j +o .o +j
3 1 m
- — Al eees) £0 .

J J
1 m
aXl ...aXm

D'aprés les propriétés de A et des By, il en résulte

2r ~p r (2 j, [, -p)
]yls(kﬁdﬂanz) 1. max H R e

. 1
Jl/rl'i-.. .+Jm/rm >(1/2-8)m

-.rl(p((l/Z-s)m-e'é) - 0,04)

< I-S[1
3. Conclusion,
Du fait que r , beut Btre choisi arbitrairement grand, de l'encadrement

de |y| résulte 1'inégalité
m > mp(l/2-8) - e-6 p-0,04 ,
soit

0, 7(logld+1)) o221 (0,5 - 4/1/4,2) - =%, - 0,04 <0 .

On vérifie que cette inégalité est impossible pour "2 < p <d . Cette

contradiction achéve la démonstration,

4. Majoration du nombre d'approximations,

La démonstration du théoréme de Roth ne permet pas de déterminer
effectivement toutes les solutions de l’inégalité‘ (1) . Cependant, Davenport
et Roth [167] ont déterminé une borne N = N(w, p) du nombre de solutions
de (1) pour p>2 ., On peut en fait démontrer un résultat plus fort qui

généralise les résultats du paragraphe IL. 5.
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THEOREME 2, - Soit & un nombre algébrique réel de degré d . Soit

p unréel fixé, 2 < p<d. Alors le nombre N de solutions rationnelles

irréductibles de 1'inégalité

(2) lo - p/lq| <Mq™P ,

qui vérifient

. 2
max(|p|, @) 2Q , Q:= max ((5° ”a||2-)"25 , 24wt (0247 Pan 10078
o ,

£=p-2, m=[0,715(log(d+1)) pZ g'zj +1 et t=exp (_2m+2)

vérifie la majoration

N < m(1+5. 2™ /log (1+99€/100)) .

-2
En particulier, pour € < 0,005 on a N < (d-l-l)Zg .

On notera surtout que ce théoréme donne, au dela d'une limite effectivement
calculable Q= Q(o, M, p) , une majoration de N qui ne dépend que de

€ etdudegréde ao.

> Pour toute solution p/q de (2), de hauteur H, vérifiant q 2 Q, on

a |a-p/q| <1 , donc q> |pl(2cz%)'l , et

la-pla] < M q~P < (M(2%P) H™P < 0, 5, 1~ (P~5/100)
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On est donc ramené a 1'équation (1') avec un exposant 2+99&/100 .
Comme dans la démonstration du théoréme de Roth, on aboutit & une
.contradiction si on considére des solutions de (2) XpseeesXy de hauteur
HiseoobH vérifiant

1

H. =Q et logH

] > (2/t) logHk pour k=1,.0.,m-1 .,

k+1

Soit yl, cees VN la suite des rationnels, de hguteurs hi croissantes > Q,
qui vérifient (2) . Les inégalités

~(2+99€/100)

-1
(h; by )70 < [yi-vigg | s lo=yg] + Jomyyy, | <By

conduisent & la minoration
logh,,, > (1+99£/100) log h, .
Si k = [log(2/t)/log(1+99€/100]] + 1 , on peut donc choisir X =Y
Xy T Vi4k ? X3 V42K oo D'aprés ce qui préceéde le nombre de choix

des x, est inférieur & m . D'ol la majoration N <« m k , ce qui démontre

le théoréme, <«
Considérons maintenant le développement en fraction continue d'un nombre

algébrique réel irrationnel ¢ . Soient pllql, pZ/qZ, ees les réduites

successives, Rappelons que l'on a

(3) ]oz-pn/qn] <1/lq, qn+1) , pour n=1, 2, «u.
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Davenport et Roth [167] ont démontré la majoration
log log q < cla)n (log n)"”2 .

On peut démontrer le résultat plus fort suivant,

THEOREME 3, - Soient p;/q,seeesP /0 5 oee les réduites successives
2olent pi/qy P/,

du développement en fraction continue d'un nombre algébrique réel «

de degré d =3 . Alors il existe n(a) ealculable tel que

log log q_ < n (2(log(d+1))/log n)llz si n=>nla) .
n ————

> SJ. Apyq > an-‘§ » 'inégalité (3) montre que (1) a lieu avec p = 2+E.
Le théoréme 2 fournit une majoration du nombre N(g) de solutions de

(1) wvérifiant q, > Q(g) . De plus le théoréme de Liouville fournit 1'inégalité
c

Unt1 < 9y (c1 calculable) pour n >1, Il en résulte la majoration

N(g)

logq, < log Q) + (1+§)n c; log a; -

)1/2

Dol la conclusion en choisissant £ = (1,99 log (d+1)/log n et en

utilisant les expressions de Q(g) et N(g) .<

COROLLAIRE, - Pour tout d, il existe une constante c(d) telle gque,

pour tout o algébrique de degré 4, on ait

lim sup ({log log qn)(log n)llzln) < c(d) ,

ol q, désigne le dénominateur de la n-.iéme réduite du développement de
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o . De plus, cld) < (2 log (a+1)17% .

Les résultat de Davenport et Roth permirent & Baker [ 1 ] de construire
des nombres transcendants, tandis que le théordme 3 permet de construire
des nombres d'un type semblable dont on sait qu'ils ne sont pas algébriques

de degré <d, voir [437.

Application aux équations diophantiennes,

l. Soit F une forme binaire de degré d , i coefficients entiers, sans
facteur multiple non constant, Soient x: et y des entiers tels que
F(x, y) soit non nul. Nous nous proposons de minorer F(x, y). Sans

« Supposons aussi

perte de généralité, on peut supposer |y| = |x
F(X, 0) non nul. Posons alors £(X) = F(X, 1) . Soient Upreees @y les
zéros du polyn8me f , numérotés de telle sorte que l'on ait

]x/y-all < ...slx/y-adl , et donc lx/y-o(i| > [ozl-oziI/Z pour i>2.

On a

[FGey)| = [b] [y||xly-ay|eee [x/y-o4]
> |b| IYIdIX/Y-ozll o =ey e @ -0y ] 2 -4+l
= |y||xty-ay | |2ap] 274,

oli b désigne le coefficient dominant de f . Reste a minorer [f'(ai,)

Pour cela considérons le discriminant de f, il vérifie

= [Disext®)| /2 = [0 0% || 1 Jayea]

<icj=d
< If'(al)l z(d-Z)(d-l)/Z lb ozz%...a;]d-z (utiliser ’oti-o(j|32a§oz;6)

< If'(a1)| (z(d-l)IZHf”Z)d-Z (grice au théoréme L1) .
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On a donc

-d(d-l)/Z‘ ~d+2

|F(x, v)| = [y]d 2

1F1l, Min |xly-o;] -

La démonstration de ce résultat prouve qu'il reste encore vrai si Y

divise F(X, Y). Nous obtenons ainsi la proposition suivante.

PROPOSITION 1.~ Soit F une forme binaire de degré d , i coefficients

entiers, sans facteur multiple non constant, de la forme

F(X’ Y) =b (;'BIX"QIY)OQQ (ﬁdx-ad

Alors pour tout couple (x, y) d'entiers on a’la minoration

IY ‘)d-l 2-cl.(d--l)/Z HFHZ-CH-Z

|Fix, y)| = max (|x], Min |B;x-a;y|
1

Examinons quelques conséquences de la propostion et des théorémes
d!approximation que nous avons démontrés,
D'aprés le théoréme de Roth, pour tout ¢ > 0, on a, pour x/y différent

des @;
. t "‘2-6
Min |x/y-ozi| >c! |y| .
1

On obtient donc le corollaire suivant,

COROLLAIRE 1. - Soit F une forme binaire homogéne de degré d
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coefficients entiers, sans facteur multiple non constant, Alors, pour tout

¢ positif il existe une constante. C = C(e, F) (non effective) telle que

IF(X, y)' > C (‘X! + }Yl)d-z-e

pour tout couple dlentiers (x,y) n'annulant pas F .

Ce corollaire a pour conséquence le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.- Soit F une forme binaire vérifiant les hypothéses

du corollaire 1 et soit G un polyn8me de degré total inférieur & d-2.

Alors 1'équation

F(x, y) = G(x, y)

n'a qu'un nombre fini de solutions entidres qui n'annulent pas F .

En particulier,

COROLLAIRE 3, - Soit F wune forme binaire de degré d > 3 3 coefficients

entiers, sans facteur multiple non constant. Pour tout entier m # 0 donné,

1'équation de Thue

(A) F(x, Y) = m

n'a qu'un nombre fini de solutions entiéres,




IIL. 22

3. Voyons le cas ot F est réductible et & coefficients entiers, Alors les
a; sont de degré inférieur & d et, d'aprés le théoréme de Liouville,

il existe une constante positive calculable ¢y telle que

)-d+1

| ]x/y-ai] 2c1(|x|+]y] si xly #a; .

D'ou l'existence d'une constante positive effective c, telle que, si

xy F(x, y) #0 , on ait 1'inégalité

[P 9] = eyl x4y ])
qui d'ailleurs reste valable sous 1'hypothise plus faible F(x, y) #0 .
Dans ce cas, l'équation (4) n'a qu'un nombre fini de solutions, que

1'on peut déterminer effectivement.,

4, Supposons maintenant F & coefficients entiers et irréductible, Si on

dispose d'un raffinement effectif du théoréme de Liouville
Jawpla] > g0 S, od = [olal],
) étant une fonction calculable qui tend vers l'infini avec H, alors
|F(x, ¥)| 2 cpl(maxq‘x], |¥])) pour x,y entiers,

ol @, estune fonction calculable qui tend vers l'infini avec la variable.

- Par conséquent, la relation

[F(x, y)| = m
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implique m > cpl(max (|x]s |¥|) s ce qui montre qu'on peut alors
déterminer effectivement toutes les solutions de 1'équation de Thue,

Dans le cas général de 1'équation F(x, y) = G(x, y) considérée au

corollaire 1, le mieux que nous puissions faire est le résultat suivant,

THEOREME 4, - Soit F(X, Y) une forme binaire irréductible de

degré d = 3, & coefficients entiers, et soit G(X, Y) un polyn8me de

degré total au plus d-3 . Alors le nombre N1 de solutions entiéres

de 1'équation

F(x, y) = G(x, y)

qui vérifient max (|x|, |y|) =2Q, od Q est effectivement calculable,

satisfait & 1'inégalité

N < 27 (log (a+1)) (a+1)®7 %47 ,

I1 est & noter que la borne N ne dépend que de d . De plus, les résultats
du paragraphe II.5 permettent de remplacer cette majoration par
N1 sdz lorsque d et d' vérifient d! <d-pd, et Q est convenablement

choisi,

> Supposons d'abord qu'il existe des solutions avec y nul, x est
alors racine d'un polyndme a coefficients entiers non trivial et de
hauteur majorée par max(||F|, ||G|), ce qui implique

x| < max (||F|l, |G|} +1 . On peut donc se limiter d 1'étude des
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solutions x', y' pour lesquelles y' n'est pas nul. Pour une telle
solution soit t 1l'entier défini par les condtions x'=tx, y'=ty ou

x et y sont des entiers premiers entre eux et y est positif, Alors

t est solution d'un polyn3me non nul de degré d et prend donc au

plus d valeurs, de plus pour tout X et y on peut borngr t par
(11.F]]1+]\G‘]1_) max(lxl‘, Iy])d . Par conséquent, pour Q assez grand N1

est majoré par d fois le nombre de solutions de 1'inégalité

|F(x, v)| < HGH1 max (|x|, Iy])d', avec (x, y)=1 ,

vérifiant max (]xl, |y|) > Ql((dfz)., D*aprés la p;-oposition 1, pour une

solution de 1'inégalité précédente il existe un indice i tel que l'on ait
}x/y-ail < M max (x|, |y|)d’—d .

Avec les notations du théoréme 2, on a donc
N, <d N .

On conclut en appliquant ce théoréme. <

EXERCICES.

1. En étudiant les dérivées successives de la fonction Log(sht/t) démontrer

1'inégalité
2
sht/t < exp(t®/6) .

2. Soient Pl’ coey Pn des formes binaires de degrés respectifs PyrecesPy >
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a coefficients entiers tels que les racines de chaque polyndme P(x, 1)
’ k
soient des irrationnels distincts, Soit P(Xl, Yl’ coes Xn’ Yn) un polyn8me
tel que pour k= 1,...,n on ait Py 2 degX P+ dng P+ 3, Alors
k

k
1'équation

P(Xla Yl) coe (P(Xnayn) = P(X19Y1’0-0:Xnyyn)

n'a qu'un nombre fini de solutions entidres non triviales (i.e. vérifiant
2, 2 2, 2

(Xl +y1 )...(Xn +Yn ) #0) .

[Comparer ce résultat au théoréme VII, chap. I, de 1'ouvrage de

Gel'fond [22 17
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IV. Les théorémes de W, Schmidt,

l ° Introductiono

1. Dans ce chapitre les problémes suivants seront en particulier abordés :
approximation des nombres algébriques par des nombres algébriques
de degré borné, approximation simultanée des nombres algébriques
par des nombres rationnels, Considérons d'abord l'approximation
simultanée des nombres réels par des rationnels, Les premiers

résultats dans ce domaine sont encore dus & Dirichlet.

THEOREME: 1, - Soient o:l,...,ctn des nombres réels et soit Q un

. . . . . s aps *
entier supérieur & 1., Alors il existe un entier q vérifiant

1$q<Qn et ”q°'1”31/Q‘ pour i=l,eee,n .

La démonstration est une généralisation immédiate de celle donnée au

chapitre I pour le cas n=1,

COROLLAIRE, ~ Soient Ajseees o des nombres réels non tous

rationnels, Alors il existe une infinité de n-uples (pl/q, cvey pn/q)

avec q >0, tels que g, PysecesP, soient premiers entre eux, qui

vérifient

ai -pi/ql <q-1-1/n * i= lyeeersn o

# Dans tout ce chapitre | || désigne la distance a l'entier le plus proche.
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THEOREME 2. -~ Soient Upreees des nombres réels et soit Q un

entier supérieur & 1, Alors il existe n entiers non tous nuls

Qyseeesq, vérifiant

In

]qil<Ql Qour i:'.].’o.o,n :e__t_ ”Ql ql+ooo+anan<1/Q -

COROLLAIRE, - Soient 1, al,.‘..,an des nombres réels, linéairement

indépendants sur @ . Alors il existe une infinité de n-uples d'entiers

premiers entre eux Qpresesdy non tous nuls vérifiant

“alql PN +ann”<q-n ’ _O:li q=max(lq_1 "."lqnl) .

2. Notre but est de démontrer les théorémes suivants, tous dlils &3 W, Schmidt .,

THEOREME 3, - Soient 1, Otl, cees O des nombres algébriques linéai-

rement indépendants sur @ et soit ¢ positif, Il existe seulement un

nombre fini d'entiers q tels que 1'on ait

la o] eee ooyl <a™™® .

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de ce théoréme.

COROLLAIRE, - Soient %pseees®,, ¢ COmme au théoréme 1. o

existe seulement un nombre fini d'entiers q tels que

-(1/n)-¢

aniHSq Eou.r i=1,.¢.,n .

Par dualité, on peut déduire du théoréme 3 le théoréme ci-dessous,
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THEOREME 4, - Soient 1, o

1o 9 des nombres algébriques linéai-

rement indépendants sur les rationnels, Alors, pour tout ¢ positif,

il n'existe qu'un nombre fini Qys e s 9y de n-uples d'entiers non nuls

tels que

-L-e

”qlfxl + ess T qn an”< Iql os e qn

D'ou :

COROLLAIRE, - Soient @ps ees s @, ¢ COmme au théoréme 4., Il vy

a seulement un nombre fini de n-uples d'entiers non nuls Qyr eee 2 9y

vérifiant

Ne g

’ 01\1 q:max(lql ;.."'qnl)‘

Hq_loz1 + .0 + qn\oan <q

3. Du théoréme 4 résulte un théor@me sur l'approximation des nombres

algébriques par des nombres algébriques de ‘degré borné,

THEOREME 5. - Soit o un nombre algébrique de degré supérieur & n

et soit ¢ positif, Il existe au plus un nombre fini de nombres algébriques

B, de degré au plus n, et vérifiant

-n»-l-e

-8 <[], .
> Soit P le polyndme minimal de B, On a alors

[P < alle|+D7 B |e-e| si |8-af <1 .
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D'ou le résultat en appliquant le théoréme 4 aux nombres a, az, coes o:d

si d estle degréde B .<

2. Un lemme combinatoire.

Le résultat suivant généralise le lemme IIL 1 .

LEMME 1. - Soient des entiers positifs n, Tis eee s T et ¢ un réel,

0 <e<1l. Alors le nombre de n.m uples (11’1,...,11’11;12’ peeeriy

cee  esey i ) dlentiers naturels vérifiant
m, n
(1) 1hA’1+...+1.h’n= r, pour h=1,¢0e,m
et
| = i, Jfry, -m/n| zem
| Zhem M 1'7h

est au plus égal a

r.+n-1 rm+n-1 _

2( 3;_1 )o'o ( n-1. ) eXP(-SZ m/3) .

> Désignons par M, (resp. MZ) le nombre des (ih k) vérifiant (1) et
H

1

> 1h I/rh <m/n-¢ m (respe > m/nte m) .
l<h<m ’

Majorons M1 . Pour cela, considérons l'expression

S=yexp (¢lm/n- 3 i )2,
l<h<m ?
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ol la somme est étendue 3 l'ensemble des éléments de IN nul vérifiant

(1) . On a d'abord

M, < S exp (- 2 mf2) .

En regroupant les termes de S en il 'ERLRE im 1 constants et en utilisant
s ]

le fait que le nombre de solutions de (1) en enfiers naturels est
rh+n-1
( nel ) , on obtient

s r.-ctn-2

- J
S = . fjsm g;___o fle)) exp (¢ (1/n - c;/r)/2), od £(c) = ( I
J

Considérons les facteurs de ce produit, Pour r = rJ. , C= Cj et f= fj .

on a

T f(c) exp(e(l/n - c/r)/2)
O<c=sr , :

< v flc) (1+ell/n - c/r)/2 + 2(e(1/n - c/r)[2)2/3) (car e®< 1+xt2x%/3 si
O0<cgr
lxl <1/2)

<( = f(C))(l‘*‘ezfé) +(e/2) = (1/n-c/r)f(c) (car |1/n -c/fr|<1)
O<c<r O<c<r

=( 3z f(c))(l+92/6) s(rtrf.'ll) exp (e2/6) (car 14+x<e™ si x>0) .
O<cs<r

Lt'égalité ci-dessus provient de la relation

-ctn.2 reC-n-l
b3 ((F-¢ )/ ( V=zr/n,
-2 n-1

O<c<r n

++cin-

1 .
a1 ) points

que 1'on vérifie comme suit, Soit 'ensemble des (
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(i,5000,i ) de INT vérifiant i, +.e0s +i = 1 , affectés chacun d'une
1 n 1 n.

r-c+n-1)-1

n . La relation ci-dessus expr que l'espérance

probabilité (
de la variable i, est égale a r/n (on a en effet E(il) =eee = E(L) et
E(11+ooo.+ln) = r) .

D'ou les majorations

r.¥+n-1

ss(n (1| Ve (mclre)
I<j<m -
et
r.+n-1 2
Mls( 1 (‘:11))GXP(-me/3).
1<j<m -
J< v

Une démonstration analogue conduit 3 la m&@me majoration pour M2 . D'ou

le lemme., <

Ltindice,

On considéredes polynmes P en mn Variables Xh, K (l<hs<m,
1 <k <n), A coefficients réels. Soient Lh (1 <h <m) des formes
linéaires non nulles en Xh, 170000 Xh, n® L'indice d'un polyn8me P non
nul par rapport aux L, et a des entiers positifs Tireee,r  est, par
définition, égal au maximum des nombres j1/r1+. . .+jm/rm tels que

iy i

L coe me divise P (comme l'ensemble des nombres

1
jl/rl teee + jm/rm est fini , il existe bien un tel nombre maximal ) .

Par convention, l'indice du polyn8me nul est infini, L'indice poss&de les
propriétés suivantes :

(1,) I(P+Q) = min (I(P), I(Q)) , 1'égalité a lieu si I(P) £ I(Q),

1
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(1)  I(PQ) =I(P) + Q) ,
ajl’ 1+“'+jm,n
(1.) (e - P)>IP) - X ((5,, ;teeeti, V/r.))
3 31,1 3m,n 1<h<m h, 1 h,n"""h
aX oooaX
: 1,1 m,n

dont la démonstration est laissée au lecteur,

REMARQUES. -

1. Soit T 1l'espace défini par les équations L1 =eee =L =0 . Supposons

A aLl
que chaque L, contienne effectivement la variable X (iees = #0).
h : h,1 aXh, 1

-Alors 1'indice P est au moins égal & c si, et seulement si, pour tous les
(jl’ eses jm) vérifiant j1 /r1+. .o +jm/rm < ¢ le polyndme
aJ 1+¢ o +Jm

= - P stannule sur T .,

3 Im
aXl, 1: LA N J aXl, m

2. Cette définition de 1'indice généralise celle de Roth rencontrée au
chapitre III , En effet, 1'indice de Roth d'un polyn8me P(Xl’ cees Xm) en
un point (pl'/ql’ eeesp, /q, ) est égala 1'indice du polyn8me
d d
1 ,
2,1 1,1 2,1""’X1,‘m/
linéaires Lh = thI, h"phXZ, p etaux r, , ou dh désigne le degréde P

m

X 2, m

ees X P(X. /X ) par rapport aux formes

XZ, m

en Xh'

Le polyn8me auxilaire,

LEMME 2, - Pour chaque h=1,...,m soient n formes linéaires

Lh, 1reeee Lh, o Bon nulles en Xh, preees }\(h, n dont les coefficients sont

des entiers algébriques réels appartenant un corps K de degré d . Soit

¢ positif inférieur & 1 vérifiant exp( ezm/3) ~2d n. Alors il existe un_
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polyndme P(X1 preees X1 preeer X, n) non nul, 3 coefficients entiers,
? ? ?

homogéne de degré r, en Xh,l""’Xh,n (h=1,0ee,m), tel que

r1+. .o +rm
W p|=c,

(ii) Ind (P;Ll’k,...,Lm',k; rl,...,rm) z(n'l-e)m pour k=1,.e.,n,

En outre, si on suppose les Lh .

linéairement ind épendants, dans les
, .

développements

j']., 1+ooc+j'

(2) B 0y 1t P= N d (j) Lj].’]. ij,n
+t ] ¥} 1 - ] LN ] s
Jl’l-oooJm,n-axl’ 1oooaXm,n (j) J 1,1 m,n

on a

1'1+...+rm
|dj(J')| <C, ,

dj(jl, 1""’jm, n) =0 sipourk=1,.0.,n0n0 ?sz};gm jh, k/rh-m/n<-em(j1/r1+

e +Jm/1'm)

(iii) d.(j1 yreeeriy o) #0 implique | = i, k/rh-m/nl < (n-1)
J 74 ’ l<h<m ™7

(em+j1/r1+...‘+jm/rm) , k= 1,00esn

> Sans perte de généralité, on peut supposer que, pour chaque h, k, le
ici 1 ! P
coefficient (ozh’ k) de Xh, , dans Lh, x n'est pas nul. D'aprés la remarque

1, la condition (ii) équivaut au fait que lés polyndmes

Gitewi D"Masex. 'L ta/ax. )™ b= P9 gtannulent sur 1
Jpteseip! 1,1 e m, 1 =3 s'annulent sur l'espace

14 i = = = 3 ; Avifi
d'équations Ll,k oo Lm,k 0 pour (Jl,...,_]m) vérifiant

. . . c s
31/r1+...+3m/rm <(1/n-¢g)m ; ce qui s'écrit
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X )=0 .

(i) i
(3) pY (-Ll,k(O,X Lo

1, 2’...’X1,n),'al,kxl, Z,OOQ,ul’k
D'aprés les conditions d'homogénéité imposées & P, cette relation revient
a annuler 'fl(jl) oss fm(jm) (notations du lemme 1) coefficients, Chacun

de ces coefficients est une forme linéaire en les coefficients de P , dont les
coefficients sont des entiers de K . Il nous faut majorer les coefficients

de ces formes linéaires. Chaque terme du membre gauche de (3) estla

r1+n-1 rm-!-n-l
somme d'au plus N := ( n-1 Yool n-1 ) termes dont la hauteur est
’ . +‘0'o - +r
majorée par (n B)r1 M | o4 B désigne un entier majorant la hauteur

des coefficients des Lh K * On a donc & résoudre un systéme de g M1
t4
équations, avec Ml <N exp(-ezm/3) dlaprés le lemme 1, de hauteur au
n r1+6 s +1’m N

plus (2n B) . D'aprés le théorédme I.4 (voir aussi l'exercice
I.17) il existe une solution P vérifiant (i) avec

Cl =2 nan 0
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la majoration des
‘dj(j'” a lieu avec

C

=2C,nG,

2 1

ot G désigne un majorant de la valeur absolue des coefficients des
matrices inverses des matrices dont les lignes sont constituées par les
coefficients des formes linéaires Ly ke

4
(3)

D'aprés (13) s l'indice de P par rapport a (Ll, Ko Lm, WTpreees rm)

est minoré par
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(1/n-¢)m - (j1/r1+...+jm/rm)
. . i .
donc si dj(‘]l,l"”"]m,n) n'est pas nul on a

Z j /r ‘m/nZ‘em"'(j /r +ooo+j /r ) .
l<h<m h,k‘"h 171 m’' m

(.) -~ . pd
De plus, PY est homogeéne en Lh, ERRRE) Lh,n de degré au plus Ty s

ce qui implique

z /r, <1, donc % (= j /r,-m/n) <0 .
1<ksn h, k" "h l<k<n 1<h<m b, k"h

D'ou (iii) .<

Grilles,

Soit T un hyperplan de ]Rk engendré par des vecteurs UgrooosUy 5o
Par une grille de taille s sur T on désignera l'ensemble des points
Wiy teee Wy _1%k.1 ©OU les w. parcourent les entiers de 1 a s. Le

lemme suivant, d@ & W, Schmidt, est fondamental pour la suite,

LEMME 3, - Soit P(X. .je0e0) Xm,r) un polyndme de degré total <r, en
1,1 _ ‘h
Xh, 1""’Xh,n (h=1y.040,m) . Soient Tl""’Tm des hyperplans de
R" . Soit Gh une grille de taille s, sur Th pour h=1,.,..,m, Soient
trseeest des entiers positifs vérifiant sh(th+1) >r, pour h=1,...,m,
t,1 tm,n
On suppose que les polyndmes (3/3X, .) 77 .. (3/3X ) P
1,1 m,n

s'annulent sur Tlx... % Tm (on identifie R™? et (R™M™) das que

1'on a
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t +...+ t pour h=1,.ooo,mo

h, 1 th,n <t

Alors P s'annule sur T1 X eoex T . e

> Il suffit d'abord de démontrer le résultat pour m =1, le cas général
s'en déduit par récurrence sur m , De plus, par une transformation li-
néaire convenable, on se raméne au cas ou la grilie est définie par les
vecteurs (1,0,ee050)50005(05044,0,1,0) . Il suffit donc de montrer qu'un
polynamé Q de degré total au plus r , en k variables, est nul si ses
dérivées partiel-les d'ordre au plus t s'aﬁnulent aux sk points*. Si k=1
le résultat est trivial, Raisonnons par récurrence sur k , Pour
h=1,.ee,8 soit ey le plus grand entier <t tel que (Xl--h)eh divise Q.

"1 ~©s
eee (Xl-'S) Q. SOit i tel que

Considérons le polyn8me R = (Xl-l)
e, =e soit minimal, On vérifie que le polyn8me

R(Xl’ cees Xy L Xoiiseees X,) ainsi que ses dérivées partielles d'ordre
au plus t-e s'annule aux points (wl, cees W 19Wii1s00es wk) pour

W.= lyeees s , comme sond degré est au plus r-e.-... e <r-es< s(t-e+1)

J 1
1'hypothése montre que ce polynBme est nul, Il en résulte que
(Xl--l)t.l-1 oo (Xl-s)H'1 divise Q. En comptant les degrés on aboutit

au fait que Q est nul,<

Minoration de 1'indice par rapport A certaines formes linéaires rationnelles,

Dans toute la suite on posera g = n-l ., Soient Wy ...,wﬂ’ des vecteurs
de Z" linéairement ind épendants, il existe unf forme linéaire M non

nulle a coefficients entiers premiers entre eux dans leur ensemble qui

% entiers (Wl,...,wk) » 1w, <s (1 <i<k), pour t vérifiant s(t+l) >r .
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sltannule aux points v, {M est unigque su facteur + 1 prég!, on notera

MA{W,senes Wﬁ,} ure telle forme,

13‘

LEMME 4, - Soient c¢

TRETTEN des nombres réels, Icil <1 pour

1= lyeaesny Cl+"’+cn =0, Soient . et & des nombres positifs vérifiant

16 nZ e< &< 1. Soient Ll’ eoes Ln des formes linéaires en m variables

telles que les hypothéses du lemmme 2 soient satisfaites en posant

L

e Li.("(h, e ’Xh, n) . Soit P le polyndme construit & ce lemme.

Soient Qig..., Qm des réels tels que

(4) Qhe > max (2" C,s nll+1/¢)) pour h=1,e0e,m
et
(5) r, log Q) =r, logQ < (I+e)rl log Q, (h=1,e0s,m) .

n .
2

Soient enfin, pour h=1,...,m, des points Wi ,...,w de R
s 1 h,)Z

coordonnées entiéres, linéairement indépendants tels que 1'on ait

; C.=§
(6) §L3(Wh,k)1$QhJ (1<j<n, 1<sk<y l<h<m).

Alors P vérifie

Ind (P ; Ml”"’Mm

H rl""’rm) = e M,

ou Mh est une forme linéaire en Xh, e Xh, n du type

M].'l:: M {V\’h’ lgoocywh, ﬂ,} .

> D'aprés la remarque 1 et le lemme 3 il suffit de montrer que les

dérivées partielles P(J) s'annulent aux points (Vl’ vees vm),
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. ol chaque i parcourt la grille Gh de taille 1+[1/¢7 sur les vecteurs

w soeey W pour tout (j) vérifiant ¥ j /r. «2 ¢ m
h, 1 *"h, g’ 1 <he<mm h,k'"h ?
k= 1,400, (on applique le lemme 3 avec sy = 1+[1/¢] et t, = lery]

et on utilise 1'inégalité enl+[rle]/1'1+-- «t[r _e]/r <2 ¢m). On utilise

les expressions (2) . De (4), (6) et 16 nze < & 5 on déduit les majorations

2
c, -15n
[ Ly (v )| < n(1+[1/e]) rr;ax]Lk(wh’ J <o k B

pour k= 1,...,1’1 et h'—‘»}.,.oo,mo

En utilisant (iii) et (5) , on vérifie que si d(J)(jl 1""”jm n) n'est pas
H ¥

nul on a

(n | lshzm jh,k log Q - Ty log Q, m/nfis 7 ¢ m n log Ql (k=1,40.,n),

ce qui implique

j j r.mc, /[n - r mn
(8) th(Vl) l,keoobLk(Vm) m’k! SQI 1 . k 1 ’ k= 1’0.0’n .

On en déduit que les P(J) (vl, cons vm) considérés vérifient

]P(j)(v v )| =<(cC )rl+-..+rm max ] ‘II L, (v
1’°°°*? 'm 2 k

<)
1<k<n

j J
1,k m,
1) L N Lk(v )

(ot le maximum est étendu aux (j1 preeerdm, n) vérifiant (7) (utiliser le
H ]

lemme 2))

2
+...+rm ~r, mn g

r
< (2" CZ) 1 0 (utiliser (8) et la relation c, +.. cte = 0)

1

ooo+r -l -

r + r 2 ;
< {2" C,) 1 S (o YR Q. mye 1 /(1+¢) (grace a (5))
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r
m

T
< (2" C, Q7€) Lo, @ C, Q_"° (ona 0<¢<1 <n-1)

<1 (d'aprés (4)).

D'ou le résultat puisque les P(J) (vl, ceses Vm) sont des entiers rationnels. <

Une généralisation du lemme de Roth.

Le lemme suivant fournit, sous certaines hypothéses, une majoration de

I'indice, Il est d2 3 W, Schmidt,

LEMME 5, - Soit ¢ >0 {fixé, Soit m un entier avec ¢ m >2 . On pose

t = exp (-2m+3/€ m) . Soit P(X1 1? cees X n) un polyndme i coefficients
-_ ’ 9

entiers, non nul, homogeéne de degré r, en Xh, 1""’Xh,n (h=1,00., m)

avec ry., <try (h=1,000,m=1) . Soient Ml’””Mm des formes

linéaires non nulles 3 coefficients entiers, premiers entre eux dans leur

ensemble, Soit ¢ un réel positif, + <n. On suppose que les inégalités

suivantes ont lieu

2 2.
HtT224m n (h:‘lsooo:m)

VR BRI Ve

et que P vérifie

r tq-/nzm
1] =< vy )t :

Alors, on a

Ind (P ; Ml""’Mm

;rlgooo’rm)<€ m .
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X eeetm X . Sans perte de généralité, on

h, 1 h,1+ h,n "h,n

suppose que ”M“h =m, | pour h=1,¢ee.,m, On peut aussi supposer
?

> Posons Mh =

' o qle=1)/y ;
que l'on a p.g.c.d. (mh, 1? Py, 5) < Imh,l'l e (En e_:ffet, si

— . o s . n-Z
dh,j = P ge Coda (mh’ 1’ mh,j)’ dh’2 cee dh,n divise my

puisque,
pour tout p premier, on a Vp(dh, i) < Vp(mh’ 1) et min (Vp(dh, 2), cees
vp(dh, J=0).

Quitte a diviser P par des puissances convenables des Xh,k (h=1,000,m,
k = 3,.0s5n) (ce qui ne modifie pas son indice par rapport aux Mh) on
peut supposer qu'laucune d'elles ne divise P, Considérons maintenant

le polyn8me Q(Xl,...,Xm) = P(Xl,l,O,...,O 5 X551,05000,0; cee) s

C'est un polyn8me non nul, i coefficients entiers, dont la hauteur est

major ée par celle de P (car P est homogéne par rapport a chaque groupe

de variables). Posons ¢, = my lldh, 2 et py = -my Zldh, 5 « On a alors
I(Q 3 rl,ooo,rm H pllql,...,Pm/qm) = Ind(P H Ml""’Mm H r]_"??rn,e
Pour conclure il suffit de vérifier qu'on peut appliquer le lemme de

Roth avec ¢ = ¢/n, ce qui ne présente aucune difficulté. <

Bases duales,

On note x.y le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R". A
une base (al, cees an) de R" correspond une base (al%, cess an%), appelée

. cps #*
duale, qui vérifie a.ea, = §, ..
i*% i, j

LEMME 6. - Soient (al,..., an) et (bl’ ...,bn) deux bases de déter-
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minants respectifs D et E . Soient 7\1,..., )‘n tels que la‘i’bjl < >‘j
(1 <i,j<n). Alors ona '
%

3¢ 1 . .
ai.bj | <n! Apmes 7‘3‘-1 7‘j+1 coe 7‘n/|DE| pour 1<i,j<n,.

> On vérifie la relation

:‘I
PN (a... X)(a-vo y') = Xe¥Y
. i i
1<i<n
e e, . . * *
par linéarité en choisissant x = Ay sesesdy et y= Ayreess a e Donc,

en particulier,

% . % _
N (a..bh)(a.i 'bj )=b

: b¥ =
l<i<n J

h. h,j (1 Sh,jsn).

Il en résulte que l'on a
® % _
a; 'bj = Ai’j/det A,

oli A estla matrice des ae bj (1 <i,j<n) et Aij le cofacteur de age bj
dans cette matrice., Dbaprés les hypothéses du lemme ona det A=DE et

: - 1 1 AN 2
lAijl S(n l)- }\1000>\.j-1 }\J+l e An. Dlou le resultat.<

Soient ajrseeray une base de déterminant D, On considére les paral-

1élépipédes

(9) 0= {x; Iai.xl <1 pour l<is<n}, T = {x;‘ai*.x| <1 pour l<izn}.
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Leurs volumes respectifs sont 2"/|D| et anD[ . Soient Ajseees )

les minima successifs de [ (voir appendice) et ?\1*, seey )‘n% ceux de 1.
Par définition, il existe des points & coordonnées entiéres Wiseess W, qui
vérifient ']ai. le < )\j pour 1 <i,j<n. D'aprds le corollaire du théoréme
sur les minima successifs, si E = det (wl,...,wn) , ona |E| <n! . Les
points E Wl%, cees B Wn* sont & coordonnées entiéres, D'aprés le lemme 6,
et les majorations Iai. le <)\, ona

J

% % -1

puisque (Zn/,D ])}\1. eed, < 2™ par le théoréme de Minkowoki, Comme

les E W:‘.* sont des vecteurs linéairement ind épendants de z™, on obtient

* .
1 =
}\J. <nl /2 +1- pour j = ly,eeesnn o

Du théoréme des minima successifs résulte la minoration

)-2

(2 eee (29 = @%/(0127 D] "2 /(ar2” | D) = (n!

On en déduit }\J.*)\n_l_l iz (n!)"n"1 pour j = lyees,n . D'ol le résultat

suivant.

LEMME 7 (Mahler). - Soit ajreeesa, une base de R" et al*,..., an*

e

la base duale, Soient }‘l’ coes An et )\1*, seey }‘r: les minima successifs

des ensembles Il et II* définis par (9) . Alors on a

CH S W W U R TR
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De plus, si Wiseess W, sont des vecteurs i coordonnées entidres vérifiant

. . . & : +* .
. (1 <i,j <n) alors 81 W, seees W " sont les vecteurs duaux
Jj Y —— 1! n

on a

* -1 N - . .
]ai.wj sn!(lE\kj) , ol E-—det(wl,...,wn), 1<i,j<n .

9., Le théoréme de 'avant dernier minimum,

Le résultat suivant constitue 'l'outil principal de la preuve des théorémes

3 et 4,

LEMME 8, - Soit un entier > 2, -5 un sous ensemble non vide de

- n Y -~ -
{1,...,11} . Soit ajseessa  une base de IR, ou les a; sont & coordon-

nées algébriques, Soient Al’ P An des nombres positifs avec Al' .o An=1

On pose

1

m= {xla,ex| <A;, 1 <isn}, m o= {x;]ai*x] <A, l<isgn},

Soit & >0 . Il existe un nombre Q, E Qz(a, ayseeesas S) positif qui

posséde la propriété suivante :

-1
1

pour i parcourant S et sil'avant dernier des minima successifs

s/2 2‘1

SiQ vérifie 0>Q,, Qsmax{Aj.ee, A0, A7) et 4,087,

ll""’)‘n de 11 vérifie >\£< Q-6 alors, si Wiseoes W, sont des points

n
de Z linéairement indépendants, on a

(10) |ai* Wn*‘ Sn!lD! Ai-.l Q-éﬂ’ N 1 <i =nh, (D:' det (?‘lgooo,an))

et
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£ % ) .
(11) ai’ w_ =0 pour i parcourant S.

> Notons que le point difficile est (11) . Preuve de (10) : on applique le

lemme 7 aux bases duales (ai/Ai) et (Ai ai%), on obtient
Iai%. Wn%l < n!Ai"1 )\n-l , et la majoration de }\ﬂ, jointe au théoréme des

minima successifs implique

1 -
(12) Ay m![D] Aje..n, < nt|D] )\;’<n! D] @7° £ .,

C.

Posons A; = Q ‘. La condition A ceeA =1 implique c +...+cn =0.

1 1

Un procédé classique permet de se ramener au cas ol les c; sont fixes,

Soit N un entier positif. Alors il existe des rationnels cli, cees cr'1 de

dénominateur N vérifiant lci'-cil <1/N (1 <i<n) et cl'+...+cn' =0

lc'il <1 (1 <i<n). En choisissant N = [9/67+1, 8, = (8/9)s , on
obtient c’i+(3/4)61 >0 pour i dans S. Alors si Wiseees W sont des

points entiers linéairement ind épendants et vérifient Iai. WJ.| < }\j A;, on
’ 1

c’i+1/N ct
a !ai.wjl < )\J. Q . Il en résulte que si ' = {x; |a,..x| =Q 7}

admet )\'ﬂ pour avant dernier minimum on a )\"e < QI/N A <Q7%1, De
1/N

plus les points Wiseees W appartiennent a }\L Q M, ettout w' entier

£
indépendant des Wiseess W

vérifie max (|a,. w'| /Ail > A, etdonc
<cli+l /N :

b4
max( Iai. w'|Q )>A, » ce qui ~montre que w' n'appartient pas a
i

1/N )
7\2 Q / ' pour Qén >n! |D| (on sait que A > Q%% (n1 D) 1| donc

A, > X,G Q%% /(n! ‘DI)) . Ainsiles w'_ ,... ,w']& appartiennent a l'espace

1
engendré par wi,..., W, donc w'* est proportionnel a wn* . Sila
n

conclusion du lemme est fausse, il existe des nombres i €S et
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cl,eessc! fixes tels que l'ensemble des nombres Q pour lequels
1 n ! !

3%

1 =61
on a )\L<Q et a; .

wn'x' # 0 est non borné., Supposons que ceci ait
lieu. On peut aussi supposer que les composantes des a; sont des

entiers algébriques. Soit 6, avec 0< 6, < 6i .
vérifiant 16n2€ <6, et m entier > 3 6-2 log(2nd), ou d estle

Prenons ¢ positif

degré du corps de nombres engendré par les coordonnées des a; Soient
Ll"' s L les formes linéaires définies par Li(x) = a.x (1<i<n).
Choisissons Ql’ cees Q. tels que les conditions (4) et (5) du lemme

4 aient lieu. Considérons le polyndme P construit au lemme 2 , Soient
Wh,17°°** Wh, n des points entiers indépendants avec Wy, 5 ¢ )‘j H'(Qh)
pour j= l,eeesn (ol )‘j = )\J.,(Qh)) . Alors la condition (6) du lemme

4 est satisfaite (avec 62 au lieu de §) . Si M1 sevey Mm sont les

formes définies au lemme 4, on obtient 1'inégalité
Ind(P H Ml""’Mm H rl”"’rm) Zen .

Supposons que l'on ait prouvé 1'existence de constantes C3, C4 et C5

telle que 1'on ait

C C

(13 @ <M< *

(h=1,e00,m) pour Q, >Cq (ce qu'on suppose
vérifié)

. rh rlT
On a‘aglorsHMhH > HM1” pour h= l,eee,m, ol = C4/C3. Pour
Q

| assez grand, les autres conditions du lemme 5 sont vérifiées, On

obtient la majoration

Ind(P;Mlyooo,M ;rl’ooo,rm)<emo

m
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On aboutit a la contradiction souhaitée,
Démontrons (13) . Pour simplifier les notations nous supprimerons

~cl

J

1'indice h, Le lemme 7 appliqué aux bases duales (Q aJ.) et

c.
(Q’ a*j)' et (12) conduisent & la majoration

T Cj' 2 =84 ’-C'j
(14) Iaj ew | <nl/(|JE] A, Q7)< (nf) ID/ElQ (i=1,.e00,n).
Puisque les a%; sont linéairement indépendants et les |ci| au plus
égaux 4 1 , il existe une constante C6 . que de n etde ap .

cesa_, telle que l'on ait Iwn%‘ < Cg Ql'alf’, donec an%l < Q pour Q

assez grand., Minorons Iwn*‘ . De (14) et de cl, +3 61/4 >0, on tire
(15) 0 < |ai*.wn*[ < Q-6/5 pour Q assez grand.

3% % . . .
Le nombre laic. W l est algébrique, son dénominateur est borné (celui
* . . ® .. ..
des a; est fixe, celui de w~ divise E et, d'aprés le corollaire du thé-

.. . .. . * ,
oréme des minima successifs, E divise n!), soit d° son degré, On a

3* l-d*
o |

donc |Norm (ai*. wn*)[ > C,, ce qui implique ]ai*. Wn*l > Cg | w .
Cette inégalité, jointe & (15) , montre que l'on a d* > 2 et donc

lwn*] < Q"6/5/C8 pour Q assez grand, Pour démontrer (13) il suffit

" maintenant de comparer I|IM|| et ]wn%[ . Considérons le vecteur (encore
noté M) de zZ ayant pour composantes les coefficients de M., Par
hypdthése on a Wwge M=0, 1l<i<n, donc M et wn* sont proportion-
nels, Soit M = ) Wn* « De w_. Wn* = 1 on déduit que ) est entier. Du fait

que E Wn% est entier (avec Eln!) et que les composantes de M ontun

pegec.d égalda 1, ) divise E . D'ou le résultat.<
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COROLLAIRE, -~ Soient Ajreeerd, s 5 comme dans le lemme 8.

Supposons qu'il existe un ensemble non borné £ de nombre Q tel

qu'i chacun d'eux soient associés des nombres positifs vérifiant A
1

oooAn'_“l

1

et max(Al', cees A, Al' seees An-l) < Q. On suppose encore que pour tout

Q¢  l'lavant dernier minimum de I = I(Q) vérifie A <« Q"'6 . Alors,

4
~ % %
pour un sous-ensemble Q' non bornéde O, les vecteurs W= w, (Q)

colncident,

> Pour une partie non bornée de £, l'lensemble S = S(Q) = {i;AiQ6/2 =1}

est le m&me (non vide). On se limite & ces valeurs de Q qui sont supé-

*

. . *
rieures a ors a.
Qz . Al al .Wn

=0 pour i dans S et
" -1 862 . . % * .
[ai.wn { sq! |D| AT Q » 1sisn. Soient X;"5ese, A les minima

n+1)"1

successifs de H* o« Dlaprés le lemme 7, on a }‘2* > ()LE nl , donc

?\2* > 1 pour Q assez grand (car )\ < Q"a) ; en d'autres termes, pour

4
Q assez grand, les points entiers de 1 (Q) appartiennent & une droite
fixe, Soit M le vecteur associé a wn% comme dans la démonstration

du lemme,}La majoration des ]a.i%‘ wn*l jointe & |M]| < n! lwn*! montre
que M appartient a ﬁ*; . Donc, pour Q assez grand, M prend au plus

deux valeurs et w " ne prend qu'un nombre fini de valeurs, D'ol le

résultat, «

10. Le lemme de Davenport.

Ce résultat permet, sous certaines hypoth&ses, de. montrer quié lés minima A,

et A, d'un parallélépipéde sont assez voisins,
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LEMME 9, -~ Soit al,...,an'une base de R" et >‘1""’>‘n les minima

de 1'ensemble 1= {x; [ai.;c] <1 pour 1 <is<n}. Soient des nombres

Eosit:'.fs. Py \2 Py Zeee =p qui vérifient pl)\l < pyhy < pn"n . Alors,

apres une permutation convenable des a; » les minima 7\'1, cens )\'n de

o= {x; lai.xl sl/pi, 1 <i<n} vérifient

2

A 0. <AL <2 al A g, .
jPi=t; j Pj

2-11

De plus, si (wl, oo wn) est une base de Z vérifiant W € )\j I

(1 <j <n), tout vecteur w linéairement indépendant des WisWoreee ’Wj-l

vérifie

-n
max (p. la..wl) =2 p.h: e
l<i<n - ' 7
> Par homogénéité, on peut supposer que le déterminant des a; et le
produit des p; sont égaux a 1. Soit Tj 1'espace engendré par les
vecteurs Wisess ,Wj . Pour chaque j > 2, il existe une relation linéaire
de la forme u, a

171

parmi ceux de Tj « On permute les Lj de sorte que chaque |uj| soit

« Wk, ..+uj aj.w = 0 caractérisent les points de Tj Il

maximal. On a alors

Iaj.wl"s ]al.w +...+]aj_1.wb si we Tj-l

d'ou 1'on déduit

Ial.w|+...+|aj.w| ZZJ'n(lal,w]+...+|a£.w|) si we¢ TJ.-'_1

(1<j<n).
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De plus, si w est dans Tj sans appartenir a Tj on a

-1

max |ai.W] > )\j , donc 1'inégalité ci~dessus implique alors
1<izn '

j-1,. -1
2o e0y pnlantwl) Z(ZJ /J)pjkj 22 p-?\.- .

max(pllal.w i

Du fait que les pj'?\j sont croissants, cette minoration a lieu pour w ¢ Tj 1°
Donc )\'j > Z-npj)\j . La borne supérieure est obtenue en utilisant la relation
Preee Py = 1 et les inégalités )\'1.. . ?\’n <1 et Ajee. )\nb > 1/n! déduites

du théoréme des minima successifs. «

11. Le théoréme des deux derniers minima.

LEMME 10. -~ Soient Ayrecesd, des vecteurs linéairement indépendants

n ~ 7y ‘ e e X

de IR i coordonnées algébriques réelles, C,,.se,C_ des réels vérifiant
17" n =

c1+...+cn =0 , max ]cii <1 . Soient ll""’}‘n les minima successifs

de mQ) = {x; |a;ex| = Q°i, 1 <is<n}. Soient Wiseess W, une base de

z" avec W € }\j T (1 <j £n). Supposons qu'il existe § >0 et que un

ensemble non borné de Q on ait }\z < 7\n Q'6 alors il existe un ensemble

non borné de Q tels que les Wn* cofncident.

2~1 72
oy, = pO”‘ﬂ, .Ona pjeeep, =1. Lelemme 9 s'applique et montre qu'il

>POSOHS pO:(klno.}k ‘A. ) plzpol)\l’."’p,@:pol)‘,@ et

existe une permutati.en p’l, sees p’n des 0; telles que les ?"i relatifs a
i .
= {x; lai.x[ <=Q /p’i} vérifient la conclusion de ce lemme, En

particulier,
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2 2
n _ ,n
wﬂ,sz n! J xz— 27 nl! pg << O‘,@/}‘n)

lln < Q-a/n ?
ol les constantes impliquées par << dépendent des a; . Par ailleurs
c;-1
pour x ¢ Z' nonnul on a max ,]ai.x| >> x| 21=20Q J (1<j=< n),
donc A >> Q-l . En sens contraire, si (el, ...,en) désigne la base
canonique de R"™, ona |a.i. ejl <<1 < Qck+1 (1 <i,j,k <n), donc
= 1/n
A<< Q. Ona p; =pg/hy << (7\,&/7\11) /N < 1/h << Q et
o, = pO/)\f, >> (hzlln)llnlhz = 1/7\n >>1/Q . Par conséquent ‘
e.
Q"'1 << Py Seee < pp << Q . Considérons les nombres Ai =Q 1/p'i . 11

vérifient Q"2 << Ai << Q2 (1<i<n), A, eee An= 1. Pour Q assez

1
grand, les hypothéses du lemme 8 et de son corollaire sont satisfaites
(3 quelques changements de notations pré&s) pour le parallélépipede T',

ce qui prouve qu'un certain w' estle m&me pour un ensemble non borné

de Q. Un argument déja employé prouve que w *

et w'" sont propor
N ! propor-

tionnels et que le facteur de proportionnalité ne prend qu'un nombre fini

de valeurs. Dol la conclusion.

Algébre extérieure.

. . . n
Pour 0 <p <n on considére la puissance extérieure AP]R , elle

admet pour base les vecteurs er = e;

i Aooo Aei (11<ooo <1p) ou

-

2

T = {il, sy ip} parcourt les parties & p élémentsde {l,...,n} et
ol €ireeese désigne la base canonique de R" (on pose ey = 1) .

Ll'espace G =60 AP R" est muni d'une structure d'algdbre définie
O<p=<n
par

0 si TNS £
en A€ =
T S c .

(-1) eTUs sinon ,
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oli ¢ désigne la signature de la permutation qui réordonne les éléments
de T yS dans l'ordre croissant. On munit AP R du produit scalaire
défini par

e (=1 si T=S , 0 sinon).

T s~ 8, T

On a l'identité de Laplace

(X A e e AX )o (Y A oo AY ) = det(x-.y.) (X-, V. e ]R.n) .
1 P 1 P t 1<i, j<p v
En fait XlA oo Axp a pour composantes les mineurs d'ordre p extraits
de la matrice ayant Xyseees Xp pour lignes, il est non nul si . et seulement

si Xyreees xp sont ind épendants.

LEMME 11. - Soit Ajrecesay une base de an. Soit 1 <p <n. Pour
S = {il""’ip}’ 1Si1<... <ipsn » on pose

ag = a; Neee N2y o

1 13

Alors les (;) vecteurs ag constituent une base de APR™ . On a

- t N _ (=1
det(as) —det(ai) , ou t= (p-l) .

Si (a K eees an*) est la base duale de (al, cees an) dans R" alors les
vecteurs
*®

% *
ag —ai.-A...Aai
1 P
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constituent la base duale de (as) dans 7APR .

> La premiére assertion est évidente. Nous admettrons la seconde. La

troisieéme résulte de 1'identité de Laplace.<

"Compound bodies'' de Mahler,

Soit. ajseeesa, une base de RrR" , de déterminant 1 . Soit
= {xe¢ R"; laex| =1, 1<isn},
Soit p, 1 <p <n. On pose (voir les notations du paragraphe 12)
M= {x ¢ "R”; |ap.x| <1, Te Clapl} ,

ol C(n,p) désigne l'ensemble des parties de /{1, eesyn} comportant

p élements,

3

T ¢ C(n',}pbn pose A= I A:. Onordonne: ) <A £ vee Soient
T jer 't )
des w, entiers associés aux minima )\;. On pose Wp =W, Aeee AW,
i i° T 11 lp
Ceee < ip <n} parcourant C( ,p) . D'aprés

Le volume de Hp est 2 . Soient }\1, coes )&1 les minima de [ . Pour

pour T = {il,...,ip; 1 sil

1'identité de Laplace,

ae Wg = det(ai. Wj) (avec !ai. wjl < )\J. » 1 <1i, j<n)
donc

laqewg| <p! Ag .
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LEMME 12 (Mahler). - Soit (\)i) la suite des minima de Hp . On a

(p!kk!)'lk < v; s'p!)\T , 1<i<(M=1k .
i

T.
i

> La majoration des v; résulte de ce qui précéde, Comme d'habitude,

la minoration résulte des inégalités

}\, s e }\ZS]. ’ \)looo \)kZ]./k!«<

1

Le théoréme du sous-espace.

Ce résultat contient en substance les théorémes 3 et 4 et dlautres

plus généraux qui seront démontrés dans la suite,

THEOREME 6, -~ Soient Ll’ cess Ln des formes linéaires indépendantes

en x = (xl, ceey xn) , a coefficients réels algébriques, Soient CpreeesC,

des constantes de module <1 et de somme nulle, Posons, pour Q>0,

C.
m=1mQ) = {x; [Lj(x)l <0’,1

A
.
A

n} .

Soient )‘i = Ai(Q) , 1 <i<n , les minima successifs de I . Supposons

qu'il existe 6 positif, un entier d, 1 <d<«n , etunensemble £ non

borné de réels positifs tels que llon ait

-6

(16) Ag < Agep 9 si QEQ .
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Alors il existe un sous espace rationnel Sd fixe, de dimension d, et

un sous ensemble non borné § de § tels que les d premiers minima

de T(Q) soient atteints en des points de Sd lorsque Q appartienta 9 .

> On peut supposer que le déterminant des L, est égala 1. On dé&finit
les vecteurs a, par Li(x) = A x , l<i<n .. Posons p = n-d . Pour
T ¢ C{n, p), on pog.e Cp= I ¢, Alors Y ¢

: icT
H={x;}ai.x[sQ », 1<is<n}, On a alors

T=O et !'CTI <p . Soit

C
M= {xe PR |agex| <0 T, Tccm ny.

Comme plus haut on ordonne les T de sorte que l'on ait Ap Seee < Ap e
1 k
Clairement, on peut prendre

Tk= {n-p+1,oo.’n} = {d+1,ooo,n} I3 T _1 = {d,d+2’0..,n} .

k

D'aprés le lemme 12,

Ve << >‘d+1>‘d+2"’7‘n<< Vi ot Vel << 7‘d>‘d+2’“7‘n<< \’k-l s

-8 Q-5/2

et (16) donne Vi << ka , soit Vieo1 < Vi pour Q assez

grand., On applique le lemme 10 aux vecteurs ap , constantes c .
et A I, « (le fait que 1'on ait seulement | cT] < p n'a aucune importance).
On conclut que si Vl’ ceoVp sont les points entiers de APIRn ou les

minima de Hp sont atteints, le vecteur sz est le méme pour Q par-

courant une partie ' non bornée de 9.
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. . . n . ..
Soient Wireees W, des points entiers de IR~ ou sont atteints les minima

successifs de [I . Avec les notations du paragraphe précédent, on a

C

s
(aS.WT[ << V,Q,Q pour T # T, ,

d'aprés le lemme 12, La majoration Vo1 << Vi Q™% montre que les

W T # Ty appartiennent a l'espace engendré par Vireees Vi g e Donc

(WT )* est proportionnel 3 Vi){ , ol (WT)* = (w") . (lemme 11), soit

K T

% * _ 3*
Wd+1A'°' Awn—)\vk;£0 .

xR

"« La relation précédente

Soit §* 1'espace engendré par w§+l, ceer W

™

3
S

montre que X ¢ S* si et seulement si x A vi{ =0 . Comme v%li est fixe

3

¢ . . N
pour Q¢ ', S° 1llest aussi, D'ou la conclusion avec Sq égal a

1'orthogonal de s*.<

COROLLAIRE. - Soient ng TR Ln N Clg ooy Cn I3 & comme da.ns :Le

théoréme 6., Supposons qu'il existe un ensemble non borné de réels

positifs Q tels que les inégalités

c.-8
(17) ]Lj(x)} <0 (1<js<n)

admettent une solution x = x{Q) entidre non nulle. Alors il existe un

ensemble non borné de valeurs de Q pour lesquelles x appartient 3 un.

sous espace rationnel Sd fixe de dimension d, 1 <d <n.,

> Soit Q tel que (17) ait une solution entidre non triviale, Soient
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Wiseses W des points entiers indépendants avec W € )\il'[ (1 <i<n)
et soit Si l'espace engendré par Wiseees W, o Lt'inégalité (17) implique
)\l < Q"6 et donc )\,6 >1 pour Q> QO » ce qu'on supposera. Il existe donc

_51

61>O et d, 1<d<n , tels que }‘d<>\d+lQ e On a xeSd. D'ou

la conclusion, gréce au théoréme.<

Le théoréme fondamental.

Nous considérons des formes linéaires I1{x), x = (X.,,e0e5x ) , & coefficients
? 1, b n 3’

réels ou complexes. Un systéme de telles formes Ll’ cees Lt sera dit

symétrique si en m@me temps qu'une forme L il contient la conjuguées

complexe de L .,

THEOREME 6, ~ Soit L _yee0s Lt un systéme symétrique de formes

1

linéaires a coefficients algébriques, Soit 1> 0. Alors les condtions

suivantes sont équivalentes,

(a) Il existe une constante c

1= Cl(Ll’ cees Lt; 1) et une infinité de points

entiers x solutions de 1'inégalité

L () eee L] < ¢ ]x]t'n

(b) Il existe un sous espace rationnel Sy de R" , de dimension d

(1 <d <n), et un systdéme symétrique L; seeesL; (l<mcz<t,
1 m

il <esoe < im) » dont la restriction a Sq 2un rang égal & r avec

r<dm/f et r<d .
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> 1. Sile systdme contient une forme linéaire proportionnelle a une forme
d coefficients réels R, d aprés le théoréme 1.4, pour n > 2 il existe
une infinité de points x entiers qui vérifient |R(x)| << fxlrl-n (ol la
constante impliquée par << ne dépend que des Li) et donc aussi

t-n s 5
!LI(X) eee Li(x)| << |x| 7" . Dans le cas n >3, onarrive & la mame

conclusion en considérant si nécessaire les parties réelles et imaginaires

de deux formes conjuguées,

Si une des formies Lj du systéme s'annule en un point entier # 0 alors
(a) a lieu pour tout 17 positif ainsi que (b) en prenant Lj ou (Lj’ ;'-Jf,j)
comme systéme symétrique, r = 0, et pour espace la droite rationnelle

contenant x .,

Si pour tout x # 0 entier on a Ll(x) eee L(x) #0, alors pour n=1

on a toujours Ll(x) cee Lt(x) >> !x]t , et ceci a encore lieu pour n = 2

si aucune des Li n'est ‘propo;tionnelle a une forme réelle, Dans ces deux
cas (a) n'a jamais lieu et (b) non plus (en effet on a nécessairement

r=n etdoncpas r<d).

Nous pouvons donc nous limiter 3 démontrer le théoréme sous les hypothéses
supplémentaires : aucune des formes Lj ne s'annule en un point entier
non nul,ona n >2 et m&me n > 3 si aucune des formes Lj n'est propor-

tionnelle a une forme réelle, 7 vérifie 71 >n,

2. Démontrons l'implication (b) = (2} . Sans perte de généralité nous
supposons que la condition (b) a lieu avec les formes Ll’ eses Lo Les

redrictions des parties réelles et imaginaires de ces formes a Sq ont
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aussi un rang r , et sontdonc combinaisons de formes réelles Rl’ coes Rr .
Supposons que les restrictions des formes Rl’ cees Rr’ Xr-l-l’ Y Xd a
Sd soient indépendantes, Dl'aprés le théoréme, pour tout Q positif, il

existe x entier non nul dans Sd vérifiant
IR (x) | << Q™% (1<isr) et Ile <Q" (rt1<j<d),
ce qui implique |x| << QF et

]LI(X) se e Lm(X)l << RI(X)oooRm(X) Lm_i_l(X)oooLt(X)
<< lxl(m/r)(r-d)+t-m << lxlt—'n .

En faisant croftre Q on voit que cette inégalité a une infinité de solutions

entiéres dans Sd R

3. Démontrons 1'implication (a) = (b) dans le cas ol les formes linéaires
considérées sont réelles.,
Soit d le plus petit entier tel qu'il existe un espace rationnel Sq et une

constante c pour lesquels 1'inégalité
- (18) |L. (%) oo L(x)] <c |x|5T
1 L R ] t -

admette une infinité de solutions entiéres dans Sd e« Le cas d =1 estexclu
puisqu'il implique l'existence de x entier non nul avec Ll(x) cos Lt(x) =0.
Sans perte de généralité on peut supposer que les solutions entidres

x €Sy de (18) vérifient
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0 <L (=] Seun = L]

Y

Soit u le rang de la restriction des formes Ll’ cees Lt a Sy Soit il

le plus petit entier tel que Lil ne s'annule pas sur S g bar hypothése
i, = 1. Soit i, le plus petit entier tel que le systéme (Lil, Liz) ait un
rang 2 sur Sy ... Et ainside suite, jusqu'a iu . Le pro;lufii -
ILI(X) coe Lt(}i{.)} ipour x dants+1sc}. ne différe de ]Ll(x)l Z ILiZ(X)I 372
cee !Li I(X” uu-1 lLi (x) | Tu que par un facteur positif borné
inférieuli'-ement et supériezremLent.

Supposons que M =L1, M, = Li seeey M = Li y M
u

1 2- T, u wtl = Kgtyreerr Mg = %g

soient ind épendants sur Sd s soit P(x) leur produit ., A chaque x corres- )
p;HpAd

pondent des réels (p; pl,...,pd) définis par P(x) = Ixfp , Mj(x) = ]x] J

(1 <j<d). Soit (q; ql,...,qd) un point limite des (p ; Pl"“’pd) .« On

a g=<d, 9 teeetqy=0, Q) Seee Q0 Du fait que pour x dans

Sy l'ordre de grandeur de |x| estle m@me que celuide

Max (iMl(X)I"." }Md(X)l) s O & Ma.x(ql,..., q_d) = I-Q_/d « Pour

e >0, il existe une infinité de nos points x qui vérifient

+(q/d)- +(q/d)+
(19) }x]q3 4 es}Mj(x){slxqu aee , l<jsd .,

Montrons que l'on a g > 0 . Supposons le contraire. Soit ¢ assez petit

pour que l'on ait ¢+(q/d) < 0 . La somme des exposants dans le terme

droit de (19) est alors négative., Le corollaire du théoréme 5 s'applique et
contredit la définition de d.

De (18) et (19) on déduit 1'encadrement
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Ht+(tq/d)-te << IL]_(X) cee Lt(x)]'<< ]xlt-n ’

| x|
H = q1(12-1)+q2(13-12) teeo tq (ttl-i),
Ainsi H vérifie
H < t-N - (tg/d) +te &
Dl'aprés ce qui précéde on a aussi
(20) q1+...+qu+(d-u)20 et qISoo.SquSI .
Dl'aprés le lemme 13 ci-dessous (avec a = d-u, a; = iz-l, a, = i3-i2, eses
a = t+l-iu) , la fonction H(ql, ceos qu) ou les q; vérifient les contraintes
(20) atteint son minimum en un point qui vérifie q; * eees +tq ¥+ (d-u) = 0
avec q, Sees TQ,<quyq T eee Q= 1 pour un certain r, l<r=<u.
Posons Q) Teee = Q. =2, alors z = 1-(d/r) . On a donc
z(1r+1-1)+(t+1-1r+1) < H < t-ntte (ou i41 = t+1 lorsque r =u) ,
ce qui implique

(21) dli 4, -D/r =1-te .

Nous allons montrer que 1'ona u<d,. Supposons u=d . Nous savons que
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q tees T q =0 et g, <... < q, = 1-(q/d) .

Une variante du lemme 13 montre que le minimum de H pour des q;
vérifiant les conditions ci-dessus est atteint en un point tel que
Gy Seee Q. SQq g Teee T q = 1-(q/d) pour un certain r vérifiant

l1<r<u. Posons a nouveau qy Tees ¥q, %2z, 0na

z = 1-(d/r)-(q/d)Hq/r) et ’

2(i_ g -1) + (1-(a/A)(t+1-i ) <H =< t-n-(ta/d)+te .
On en déduit 1'inégalité

t(1-(a/d)) - ((d/x) - (q/x)) (i, ;-1) < t{1-q/d)-Ttte ,
qui jointe & q = 0 contredit (21).

Il existe donc r «d tel que (21) ait lieu. Posons m = ir+1-1 . Considérons

les m formes Ll""’Lm o Elles ont un rang r sur Sd s avec

md/r > N-te » A chaque ¢ >0 assez petit on peut faire correspondre

de tels r, m, et m formes linéaires extraitesde L.,;cee> Lt qui

1
possédent ces propriétés, et une infinité de ces choix cofncident, d'ou,

le théoréme dans le cas de formes réelles,

4, Démontrons enfin 1'implication (a) = (b) dans le cas ou le systéme

contient des formes complexes, Nous écrirons L = LR+i LI la décomposi-

tion en partie réelle et partie imaginaire d'une forme linéaire,.
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Soit donc un systéme Ll’ ceey Lt symétrique vérifiant la condtion (a) .
Choisissons d et c, comme précédemment. On a encore d > 2 et

on considdre encore une infinité de solutions entidres x de (18) qui
vérifient 0 <« !Ll(x)[ Ceee < lLt(x)I . Sans perte de généralité , on peut
supposer que ces points vérifient ]LIR(X)[ > }Li (x)| et LI;(X) Li(X) =20.
Nous définissons alors des formes Mi de la maniére suivante : Mi = Li
;47 sont complexes conjugués (une
telle num érotation est possible 1), Mi = LI.; et Mi +1 = L1§+ Lg ou -

M, = LI;’+ Lg et Mi-i-l = LRi' {ce choix va 8tre précisé plus loin), en tout

si Li est réelle ; sinon, si Li et L

cas ‘Li(x)j (::{Li_l-l(x) [), {Mi(x)} et §Mi+1(x}} ont le m&me ordre de

R R I o

grandeur, Nous posons Mi =L ; et M,,, = Li + Li a moins que Ll;._{ soit

it1
’OOOQLi

-1
= LI;. Avec ce choix lorsque

s s s I .
sur S 4 une combinaison linéaire des L sans que L; le soit,

Sinon nous posons Mi = L% + Lifi

1

et M,

Mi+1 sur Sd est ind épendant de Ml""’Mi alors Mi sur Sd est

ind épendant de Ml’ cees Mi-l .

Soit u le rang des Ll""’L

t t

est aussi égal & u . On définit Mi ’“"Mi de m&me que L; ;ee., L,
1 u 1 u

sur Sd' Le rang de Ml,."..,M sgr Sd
plus haut (i1 =1). Ona

‘L (X)ooo L(X)[>><<]M (X)ooo t(X)l . . .

13-12 lu‘xu-l t+l-1

>> << | M (X)] M ( x) | . M 1(:)c)l 1M, (x)]
U~ u

=]

(o A >> << B signifie A<< B et B << A) . On peut choisir ¢ assez
petit pour quellon ait 7-t¢ >n (ona 7 >n). L'étude précédente montre

qu'il existe r, 1 sr<u , r<d, tel que (21) aitlieu (avec
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1r+1=t+1 si r=u). S m=i

rang r sur S; avec md/r >N-t¢ >n etdonc m>r >1. Nous

r+l-1 , les formes Ml,...,Mm ont un

considérons trois cas :

(i) Le systéme Ll’ eoss Lm est symétrique ; il a un rang r sur

Sd, r<d, md/r >10-teg.

(ii) Le systéme Ll’ .+., L n'est pas symétrique et Mm+1 sur

Sd dépend linéairement de Ml’ cees Mm . Dans ce cas

Ml""’M aun rang r sur Sd’ le systéme Ll"'."Lm+l

m+1

est symétrique, a un rang r sur Sd avec r <«d et

(m+1)d/r > N-te

(iii) Le systéme Ll’ cses Lm n'est pas symétrique et Mm+1 est
ind épendant de Ml’ cees Mm sur Sd « Dans ce cas Mm sur Sd
est linéairement indépendant de Ml’ cees M 1° Le rang

de M. 6060, M

1 m-1 et celui de Ll""’L

m.] SYT Sq sont égaux
a r-1.Onaalors r>2 et m>r, ce qui implique
(m-1) d/(r-1) 2 m d/r = N-te¢ . Le systéme Ll’ cses Lm-l est

symétrique, a un rang r-1 sur Sd , avec r-1<d et
(m-1)d/(r-1) > N-te

On conclut comme dans le cas réel, <

"LEMME 13, - Soient a, ayrecesdy, des nombres réels positifs ou nuls.

Alors la fonction H(Xl’“"xu) = a;x +ees t+ a X » pour des x;

1

u
vérifiant 3 + .0 +xu+a20 et Xy <oee SXusl » atteint son mini-
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mum en un point tel que 1'on ait x, + .00 +xu+a=0 et

1
= ese = = eee — = i <Tr < °
xl . x, < Xr+1 X, 1 pour un certain r, 1 u

> Il est clair que H atteint son minimum en un point de 1'hyperplan

]

X, *eee +x +a=0. Les conditions x, <... <x_<1 et
1 u 1 u

%y *ees * X, + a =0 définissent un polytope de dimension u-1, Le
minimum de H est atteint en point extrémal et ce polytope, d'ol la

conclusion, <

Preuves des théorémes 3 et 4,

l. Considérons d'abord le théoréme 3, Il est clair qu'il suffit de considé-

rer le cas ol les nombres algébriques o ,e¢se; @ sont réels, Soient

1’

les formes linéaires Lj = o:j X - Xj pour j = l,eee>;n o Le théoréme 3

n+1

sera démontré si pour T = ntl+(c/2) on prouvé que la condition a) du
théoréme 6 n'a pas lieu ou encore que b) n'a pas lieu. Il suffit tout
simplement de vérifier que les formes linéai;'es Ll’ eoey Ln sont linéaire-
ment indépendantes, ce qui résulte directement de 1'indépendance linéaire

sur les rationnels des nombres 1, Aireees @ o

2. Pour démontrer le théoréme 4 on peut encore supposer Uysoves

réels. On considére cette fois les formes linéaires Ll = X1 , L2 = XZ’ cees

L =X, L Soit 7 = nt1H(¢/2) + Griace

=, X, teee to X -X
n n n - n n

n+1 171 +1°

au théoréme 6 il suffit de montrer que la condition b) n'a pas lieu,

ce qui résulte 3 nouveau de 1'indépendance de 1, ¥yseee, @ sUT o .
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17. Un théoréme sur les formes normiques.

Nous appelons forme normique une expression de la forme
N(Xl, YRR Xn) = J\(alxl.‘. Py + G’nxn) ’

ou les X parcourent les entiers rationnels et ou Upreses sont des
éléments fixés d'un corps de nombres K, x)P désignant la norme de K

sur @ .

Soit k le degréde K, Il existe k isomorphismes de K dans C,

(1) (k)

nous notons B’ ,eees P les images d'un élément B de K par ces

différents isomorphismes, Posons

M(x) = g, X, T eee +

171 n>n °?

alors N{x) = (M(x)) = M(l)(x) cos M(k)(x), s
ou
M(i)(x)=01(li)x + oeee +01S“)xn (i=1,0ee5,k) o

1

Grice au théoréme de Minkowski sur les formes linéaires on voit facilement
. } § —_ - (1) (k) : 2

qu'en dehors des cas n=1 ou n=2 et MI"', ..., M conjuguées par
paires (sur @), il existe une infinité de points entiers x vérifiant

|N(x)l < Clxlk-n

pour une constante C convenable. Le théoréme ci-dessous montre que,

sous certaines hypothé&ses, cet exposant est le meilleur possible.
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(1)

Soit y un élément primitif de K et K* = Qlgy yeees w(k)) la fermeture

galoisienne de K. Soit G le groupe de Galois de K* , on dit que K est

h fois transitif si G opérant sur l'ensemble {w(l), FRPRP w(k)} est h fois
(i) (i)
transitif, c'est-a-dire si pour toute suite (g 1 seees () h) de h éléments

distincts de {w(l), ooy m(k)

1 il existe un élément ¢ de G tel que

(i) , ? *

Y1 (B} _ (i)
- w

Cp(w(l)) = 4 seses cp(w . On vérifie que cette définition ne dépend

pas du choix de .

THEOREME 7. - Soit M(x) = @) %, +ees T @ x une forme linéaire 3 coef-

ficients dans un corps K qui est n-1 fois transitif et telle que n conju-
(i) @) -

gués quelconques M reees M de M sont linéairement indépendants,

Alors, pour tout ¢ positif, il existe seulement un nombre fini de points

entiers x tels que

R(M(x) < |x|57P€

ot M désigne la norme de K sur 0 .

Il est facile de vérifier que ce théoréme contient comme cas particulier

le théoréme du chapitre III,

COROLLAIRE, - Soient M comme dans le théordme, N(x) =d{M(x)), et

P(x) un polyn8me de degré total plus petit que k-n. Alors 1'équation

diophantienne

N(x) = P(x)

n'admet qu'un nombre fini de solutions,
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Preuve du théoréme.

> Il est facile de voir que 1'hypothése du théoréme implique que le rang

d'un systéme de m formes distinctes M(l) est égal & min(n, m) .,

Soit Sd un sous espace rationnel de dimension d et soit r le rang de la

restriction de m formes M(l) distinctes. Nous allons montrer que 1l'on a

r = min(d, m) .

I1 est clair que le membre de droite majore r . L'égalité a lieu pour

m >n puisque dans ce cas le rang sur R" de la famille des M(l) est

égal 3 n, Supposons donc m < n . Du fait que K est m fois transitif
(e))
r est égal au rang de la restriction a Sd de toute famille M 1 semes
(e_)

M pPour €; <eee <€ _ o Si ce rang est plus petit que m , il en

1

résulte qu'il est égal au rang de la restriction a s¢ de la famille

M(l) M(k) , clest-a-dire a d,

Supposons maintenant que 1'inégalité du théoréme ait une infinité de

solutions, On applique le théoréme 6 au formes M(l), eses M(k)

avec
. . n
T = ntg . D'olu l'existence d'un sous espace rationnel non nul Sq de R

(i,) (i)
de dimension d, et d'une famille de formes M 1 seees M M dont 1a
restriction a Sd 34 un rang r qui vérifie r <d m/(nte) et r <d, donc

r < min(d, m) . Contradiction.<
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le Le lemme de Gausse.

Il s'agit du résultat suivant,

THEOREME 1.~ Soient P _(_e_t_ Q deux polyn8mes non nuls en n variables

' Xireees X et i coefficients entiers, Si on note cont(R) le p.gec.d. des

coefficients d'un tel polyn8me R, alors

cont(PQ) = cont(P) . cont(Q)

> I1 est clair qulil suffit de prouver ce résultat lorsque les quantités

cont(P) et cont(Q) sont égales & 1 . De m&me que pour le lemme IIL 3,
o i-l

une transformation du type Xi H,Xg (i= l,eeeyn) pour un entier g

assez grand permet de se ramener au cas d'une seule variable, Posons

k h k B
P(X)= 1 ahX , QX)y= 3% th o
i=0 j=0

Soit maintenant p un nombre premier quelconque. Par hypothése p ne
divise ni tous les ay ni tous les bh « Soit alors i (resp. j) le plus petit
indice tel que p ne divise pas ay (resp.:bh) » alors le coefficient du
terme degré (itj) du produit PQ est congru i a; bj modulo p , donc
il n'est pas divisible par p [nous avons redémontré que 1'anneau

IF‘p[Xl, eves X ] est intégre ! . Ainsi p ne divise pas cont(PQ) . D'ou

la conelusion. <
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COROLLAIRE 1. - Soient deux polyn8mes - P(Xl, cees Xn) et Q(Xl’ coes Xn)

a coefficients rationnels, Si les coefficients de PQ et de P sont

entiers alors ceux de Q le sont aussi lorsque cont(P) est égal a 1.

> Soit t un entier positif tel que tQ. soit & coefficients entiers. D'aprés
le théoréme et la relation cont(P) =1, on a t cont{(PQ) = cont(tPQ) =
cont(P) cont(tQ) = cont(tQ) , ce qui montre que: t divise les coefficients

de tQ . Donc Q est a coefficients entiers, <

COROLLAIRE 2. - Soient deux polyn8mes P(Xl, coes Xn) et Q(Xl, cees Xn)

a coefficients rationnels., Alors si le produit PQ est i coefficients entiers

il existe un entier positif k tel que les polyndmes kP et k'lQ soient &

coefficients entiers,

> Soit k le plus petit entier tel que kP soit a ceefficients entiers. Alors

cont(kP) = 1 , On conclut grice au corollaire pr écédent, <

Géométrie des nombres.,

l. Les résultats qui suivent concernent la présence de points & coordonnées

. . . . s n
entiéres dans certains domaines de 1'espace euclidien R .

Soit R un sous-ensemble de IR, pour 3 réel on désigne par
3R 1'ensemble des points x ol x parcourt IR ; R est dit symétrique
si -R= R. Si, pour tout » ¢ [0, 17, R contient )\R+(l-)\)R on dit que

R est convexe.



THEOREME 1 (Blichfeldt). - Soit R une région mesurable {pour la mesure

de Lebesgue ) de R"™ vérifiant u{R) > 1 . Il existe alors deux points de

R dont la différence est a coordonnées entidres.

> A tout point u a coordonnées entiéres associons l'ensemble

Su = {x= (xl,...,xn) 3 0 <x; <1 pour i=1l,ese,netxtu ¢ R},

Les ensembles u+Su constituent une partition de R, par conséquent

=z . p(S) = s plutS ) >1 .
u¢ Z
Mais l'union des S, ¢étant contenue dans un cube de c6té 1 a un
volume au plus égal & 1. Il s'ensuit qu'il existe un point commun & deux
ensembles S et S, (u £ u') ; autrement dit il existe deux points x et

y de R vérifiant x-y = u-u', d'od le résultat, <

THEOREME 2 (Minkowski) .. - Toute région convexe et symétrique de RrR"

dont la mesure de Lebesgue est plus grande que 2" contient un point &

coordonnées entidres autre que 'origine.

> Soit R wune telle région. Le domaine %R a un volume supérieur a 1.
Dtapres le théoréme précédent il existe deux points distincts x et x' de
-%-R dont la différence u est & coordonnées entiéres. On conclut en véri-
fiant que u appartient 3 R . En effet, -2x' ¢ R (symétrie de R) et
uw=Hex) +H-2x) ¢ R (convexits de R).<

Un raisonnement simplé, laissé au lecteur, conduit au résultat suivant,



A. 4

COROLLAIRE (Minkowski). - Toute région compacte convexe et symétrique

de R"™ dont la mesure de Lebesgue est au moins égale 4 2™ contient un

point & coordonnées entidéres autre que 1'origine,.

2. Introduisons maintenant la notion de minima successifs. Dans toute

la suite R désignera un domaine compact symétrique et convexe, Pour

) positif assez petit l'ensemble R ne contient aucun point de Z" autre
que l'origine tandis que pour 3 assez grand cet ensemble contient une
base de Z". Ces remarques justifient la définition suivante : pbur

i= 1l,eeeyn on pose
A;=inf {A;1>0, rang AR n Z") =i} .

I.es nombres A; sont appelés les minima successifs de R , Is vérifient

0<)\l S)\zSOOO ‘S?\_n .

Du fait que R est compact, )R contient i points linéairement indépen-
n . . . ‘

dants de Z~ pour 3 = A; » mais ceci n'a pas lieu pour 3 < Aj e Dlou

1'existence de n points linéairement indépendants Xpreees X, a coor-

‘données entidres tels que x; € \;R (i= lyeeesn) .

Le théoréme 2 équivaut i la majoration fll w(R) < 2", Le

théoréme fondamental suivant renforce considérablement ce résultat,

THEOREME 3 {Minkowski), - LLes minima successifs d'un convexe compact

symétrique R vérifient




A.5

n n
2 /n! S)\_l eo e )kn p,(R.) Sz -

> Il n*existe pas encore de démonstration simple de 1'inégalité de droite,
nous 1'admettrons donc (voir, par exemple, [10j , appendix B) . Par
contre 1'inégalité de gauche est presque triviale : soient x'l, cessx des
points définis comme ci-dessus, alors R contient l'enveloppe convexe

E de ces points et on a donc

anDet(Xlg o.',Xn)t zn

1 27 ~ <<
nn)\.l.QO)\.n n-)\_loog}\_n

p;(R) = p,(E) =

L!'inégalité ci-dessus, jointe i la majoration de Apeeedy fournie

. par le théoréme, fournit le résultat suivant.

COROLLAIRE, -~ Soient Xireees X, des points 3 coordonnées entiéres de

an qui sont linéairement indépendants, on a glors

}det(xlsopo,xn)* < nl! .
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