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donnés en M.G.P. (sections IT et ITI) durant 1l'annéde 1965-1966G.
Ces problémes sont désignés par leurs numéros.



Lo~ Séries numériguesy
e

O~ Quelgues exemples.

Exemple 1, § soit la suite 3 'gozl
B =ltg=6,+3
" ) i 1 1
) 4
, et g L4tz ri=6+]
o. 4 /Q 45/8 .
Y 43 . 1 1
g =Ll 4+ 3+ see + — +t = =g . k=
L_n 2 2111 oh n~l oR

IL est clair que la sulte '(gn) a uné limite g = 2,

En effet g =2 - 2‘-», la suite- (-l-) tend vers
n oR ot

Plus généralement soit u € €, la suite ¢
/

gonl

gl=1+u=go+u
< 2 2

g2=.L+u+u zgl-l-u

» n n
Lgn—1+u+ evo + U =gn_1+u
vérifie la relation 3

n+l

et par suite tendj

(l-u)gnzl-u

l=u

iveré + o lorsque u € JL, wls

Lorsque w = 1 8, =1 tend vers + «

vers la limite g = L lorsque

o quand n tend vers .

lu| <1,

Loxrsque u € }- o, - 1 g, m° tend vers aucune limite,

o/ s



Il en est de mfme lorsque |u| >1 et axg u# 2x .

Exercice l.

u= 2, Egtimer

Exemple 2.
8, =%
(81 =3

1 1
828-2-4-8-—81

Slelel
83 =35 *g3*tiz

On remarque que

Calculer & 1l'aide d'une table de logarithmes 863 lorsque
ll'erreur commise,

Soit maintenant la suite §

+% & A Aﬁa ?3 {
hoho7
1
=82+]-:;2'

1 1
* ¥ AmL) T Baee T onlned)

1 = l - —-:l-'---c ar suite, que
n(o+l) "0 " e P s @

sl=1-%
83"1“”*%”}5*%*%“1—% et par récurrence sur n que

La guite (Bn)

tend dono vers la limite 8 = 1,

n/vv.



Exemple 3. ¢t Considérons maintenant la suite

(i =3

1. .1
<h2‘1+'2‘“131+2
S R ) 1
h3~1+§+3=h2,+5
' 1.1 101 1
Lhn~1+"2'+‘5+.¢'+n_l+zzhn1+5

Cette suite tend-elle vers une limite finie ?
La réponse est négative.

lére Méthode. Pour le voir, on va remplacer la suite (hn) par une suite

(h'n) telle que h’n § h pour tout n 21 et on va montrer que h'n —> o
n ‘
aves n, Pour cela, remarquons que log(l + X) < x pour tout x € J- L, + ool

Et par conséquent

1. 1 I o
-2 Llog(l + ﬁ) "{5,
n
; 1
. =
poso.ns L Z log(l + p)
=
n
= Z log(p + 1) — log p -1 ?
s 0 2
p=l /

= log(n + 1) ¢ b

qui tend dono vers l'infini avec log(n + 1),



=4 -

28me_Méthode, On peut également construire une suite (h"n) de la facon

suivanbey Considérons le tableau i

il ale,., iz, alz N SR |
2 3 l'_ 5 rvwy 8 9 Yeewy i‘é 17 ved] ewv zp_‘ -1 vow 2P
: ' 2 +1
ERR Lo | |
5 & L B owew gﬁg v e ‘]‘_332 vod P oo oy D ) D
| p 2 2 2
1| 2 L 8 16 ’ Pt
ter4 ter—| termes tormes  [termes termes
me | mes '

Les nombres de la 2&me ligne sont 5 & ceux de la lére ligne et par suite la
somme des n premiers termes de la 22me ligne, que nous appellerons h"n, est
inférieure ou égale & la somme des n premiers termes de la lére ligne qui vaubt
h  par définition, La somme de chaoun des paquets de termes de la 28me ligne vautb

%. En d'autres termes on a 1

ot par sulte h" p ™ 1+ g qui tend vers l'infini avec p. On vient de trouver
2
une pous-puite de la suite croissante (h"n) qui tend vers l'infini, Et par suite

(h"n) tend vers 1'infini. Comme on & h >h" pour tout n, la suite (h )

tend elle aussi vers 1'infini.

v/cbv



3éme Méthede,  Plus généralement on peut remarquer que -

- o & 1 L 1 L. L
h211 hn-on+i1+n+2'f‘nv-+.2n>2n+2n+~itv+2n
n feis
.-:2—;:% pour tout n 2 1L

84, la suite (hn) tendait vers une limite finie alers ce serait une suite de
Céuphy, clest~a~dire une suite telle que &
Peur tout & > e il existe un entier n 2 1 tels que quels que séient
Ps Q=1 onéit Ihp~hql<e.
On vient de montrer que la suite (hn) n'est pas une suite de Cauchy, c'est-a~
dire qu'il existe & > o tel que}pour tout n il existe p et g 2 n tels
2

que lhp - hql # €. Il suffit; en effet, de prendre €= z et peur toub

4éme Méthede, Introduisons la fonctiom wu(x) définie sur ltintervalle
(1, ol par u(x) =% lorsque x € [n; n+l[ quel que soit Llentier n > 1,

| 1. . : s
On nete parfois u(x) = BT Elx] = gup p B appelle la partie entiére de x,

C¥est une fonctien en escalier et 1

nti
[ u(x)dx est L'aire cemprise
1

entre la courbe, llaxe dep x, et

i3

les paralléles & l'axe des y - ,'/’g

peggant en x =1 et x = n+l.




o 6 -
C'est dono la somme des aires des rectangles a A' A valant
_ ‘ , p prl T pp

: 1 nt1

respectivement o On voit donc que j u(x)dx = h .
: 1

Le prebléme consiste A mentrer que cette aire tend vers l'infini avec n,
Pouy cela cengidérens la fenctieh f£(x) :%{ définie sw [1, w[, Comme £(x)
est décroissante (puisque £'(x) = - -J&; <o) en a, pour teut x, £(x) = u(x).

X

Et par conséquent on a gomme dans la lére méthede

nti ntq o
h‘*n = ] f(x)ax = log(n + 1) < f w(x)dx = hn
¢ ' 1

qui tend vers l'infini.,

Exergice 2,

Montrer & l'aide des fonctions auxiliaires

£ (x) = 3-:; ot £ (x) = 3:;, que les suites

X X
£ o8 ns 1
& t t
(an) éfinie par & = 1l e L + (a)? e
1

(bn) définie par bis 1 e# bm‘l =b + )’

tendent respectivement vers des limites finies a et b et que l'on a pow

boub n » 2

n/'i--



(1) aw= a, s¢ = [n fl(x)dx <a-a % fn ,f(x)dx === ot

1 © © 1
(2) b»bnswsfnfz(X)dx‘b~bn_1<[ £o(x)ax = ==

2n2 et 2(11?1)2

(remarquer que fl et f2 sont décroissantes et opérer comme dans l'exemple 3

(ke méthode).)
Exemple 4. Etudions maintenant la suite

= - - ht
¥, = © ot pour tout =n > 1 Y, =h log(n+1)=hn h' 3o

(cfe exemple 3, ldre et Ldme mé thodes)

‘ n+l ¢
na ¥y = [1 (u(x) - f(x»dx = Z Y, Yp
p=l
p+l
oy -y = [ (u(x) - £(x))ax » o
P

(puisque f£(x) est déoroissante). Ceci montre qus la suite ('rn) est croissante,

B

Le nombre Yy~ Yp-'l est l'aire de la région

(p sty e @ t AA
p délimitée par l'arc de courbe Ap pil

¢ t "
et les segments Ap A P et Ap.,.]_ A P on a3 H

v 1 5 '
(3) Yp = Ypi < F(prI) Sive du rectangle

A At A AN, |
ptL. " pTpP T p @

of v



Translatons les cpp dans le carré

0<$<x<€l, ogy<1l comme _7’\

indiqué sur la figure,

Ceci donne une traduction graphique ve
. > J'..f R
en termes d'inégalités d'aires de T _ !
ys i e U
1'inégalité suivante qui s'obtient : . >
] 4 D

par sommation sur p € [1, n] de 1finégalité (3) t

n n
1
Y-=Z(Y-—Y_)s>: — =5,
B ppd p(ps1)
p= p=1 |

ol (sn) est la suite de l'exemple 2y En passant & la limite sw n il vient 3
¥y €8 =1 aire du carré,

D'autre part comme f est convexe (puisque £"(x) = -% > 0), on voit également

X
- 1 3 f s
que YP ?‘P__l > m aire du triangle -AP A . AP +1 et par suite que
1 — s 1
Y,?58, d'ob y2x35=3

Le nombre ¥ _s'appelle la constante d'Eulers

Exemple 5. Evaluation de la somme des inverses des n premiers entiers

pour de grandes valeurs de n,y On vient de voir quev
n-l . _
D L o toe X
hn—laz palogn+yn_l<1ogn+y et que 1'on a

p=

v/viv



1 : 1 1 v
AR RS L ok WL L L R W
On peut dono éotvire
1 1

by =logn+y= =g ob affimer quo g € [0, 5]

Exemple 6. Raffinement du prooédé (méthode des trapdzes). On a i

. q
En.g (Y—'Ynﬂl) - %(B bt sn-l) = 1im Z \yp
Gepoo :

oo
) : f“' - :-L" ( - m
ou oK, = ('fp ‘fp_,_)‘ 5 (ap “8o) = [ 5(x) f(x))dx < Py
(o y= 5(1&) xipid est 1'équation de la corde A A et ol
p(pHl)
p+
- af 1
fp 8(x) dx = 5 (; ) est 1l'aire du trapdze a, 8 pHl Ap+1 Ap)

Le noubre Y, est l'aire de laréglon y, comprise emtre 1'are E;' A ot

le segument A A On verva dans la sulte du oours (of. lemme du § 6/ b) que

P+l
PHLopsopil 1
fi £1(p) w4 4y / %r%* ¥ &

pHl -
B [T o) ax < Ey = & £7(p)
- 2p(prr) 'y 6"~

En somment suxy p € [n, q] ocebte inégalité et en passant & la limité quand

g~ on a(aveo lep notations de l'exeroice 2)
4l
S 4 I 1
1dm ~ n('bﬁ’b)n('bmb e i e $5b~Db )
oo ‘%3,3 ng " 8 wd! T3t tE ne-1
psn-l-l
= 1im L
w1 677
' -/o'v



En comparant ces inégalités aux inégalités (2) de l'exercice 2, on aboutit
au sohéma suivant t

13
¢

- 10 -

-

1(1,...1, ).....:."... s 1(1,,..1, )

5 n-l’ T3 1on2 2 n-1’
y —H— .

1 1 1

z( - bn—l) - ‘6:3, ®a K(b —bbn~l)

et par suite si l'on pose 3

1 ' Y
enzlanz] & , on peut affirmer que [en_lu.__:’;

(noter qu'on ignore le signe de a"n)o

On en déduit i

hn = hn‘.—-1. +

B

= . &:’-‘---—1—-... t
._1ogn+y+‘2n s+ 8

12n B

Application. Caloul de B ?

3 8veo ume exreur < 10
10

Dans la formule précédente on a pour u = 1000 !s* | = {s* *32 1010

10001
dang Jles tables on trouve

¥y = 0,57 721 56 649 OL132 4yue

% = 105,10 = 2,30 258,50 929,94 Ohbu s
dtautre part

5% = 0,0833344

6/67&



(of« Flotoher Any Index of Mathematical tables (22me Edition Blackwell Oxford

1962 vole. 1 pe 136 et 133)).

On a dong 3
. . a4 1 -6

h103 = %— + ¥+ 5x10 F510 7+ e'
% = 6, 90 775 52 790 + 3 e, avec ]s’l 5 %10"lo
Y = 0, 57 72L 56 649 + & le,| < 3107°
5.10™* = 0, 00 05 00 000 ]qsl 5 3“2-10'10
- 3510”6.3 ~ 0, 00 000 00 833 + &

i _ 3

d'ol une erreur totale € telle que

-0 25, -10 1. -
le] < (g + %) 2070 = 2210730 < 510 I

En effectuant les caleculs il vient

h =7, 48 547 08 606
103

En forgant l'avant dernidre décimale on a done h ;= 7, 48 547 0861,

10 |
Cette opération introduit une erreur supplémentaire %10_9 ‘ol le résultat
cherché avec la précision demand<e,

Exeumple 7, Considérons maintenant la suite 3

l1 = logl=o

l2 =logl+log2=1log 2= 11 + log 2

?
1 =logl + vewew +log =1 + log ns
n n n—1



4\"/ - 12 -

Cette suite tend vers + e
puisque Llog n—p+ e

La fonotion g(x) = log x étant
al

conoave (puisque g"(x) = = v»]é <'o):'
X Ql"

On voit oomme précédemment que 41

n+l 1 83 y
‘wn':j. - log x dx - -é(log n + log (n+l)) # o es - By
n .

) 2: _ [ P h t 7
(puisque 2(10g n + log (n+l)) est ltaire du trapéze B n B'na1 Poea Pa.

—
Le nowbre ﬂf’n gst 1l¥aire Ade la région v'n comprise entre llarc '.Bn Bn+1

et la porde B, B4 Hn outre la conoavité de log x entraine que la pente

de la tangente & son graphe en Bn est inférieure ou égale & la pente de la

corde B o B (powr le mombrer passer & la limite sur la condition ii) du

Probldme 11).

11
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o
Ceci permet de translater les ir’n 4 l'intérieur du triangle rectangle de

sommets (0,0), (0,1), (1,1) sans qu'elles empidtent les unes sur les autres.

oonsz.&eré

n
Comme L'aire du triangleVvaut on voit que la suite (kn) = Zqﬂp tend

2 }
prl

vers we limite k € [o, _;2'-].“ Dtautre part

X
(pu:.s«mej log (t)dt = xlogx=-x+1) onas
1

n~1
Ky o = f log x Gx Z =(log p + log (p-l-l))

p=l

wnlogn-n+l+3logn=1 dlad

(L) x -k 4 = k - 1}-’(11 + %) logn+n+1
tend vers zére quand n—-;éo»

On verra dans la suite du cowrs (ofy Lemme du § 6 b) que

P+l , 1 - :
s“ (p+l) = = f g(x)ax ~ 5(log p + log(ptl)) = k -k

12(p+1) P Rl

1
i’ % -*—-5— - 75 g™(p)s
- 12p

En gommant sur p € [n, q] llfinégalité précédente et en pagsant & la limite

quand g-—3w on a (aveo iles notations de l'exercice 2)

a+l
1 1 . v 1
lim g (a-—a)z (a = )~ == gk=-k . €% (a~a o)
o0 12;9 T“ 2 b | 12n2 n=l I3 \° n~-l
p=n+l
» Lim -
K 3o 12p

/ose
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En comparant ces inégalités aux indgalités (1) de 1'exercice 2 on sboutit au

schéma suivant ¢

:%‘2'(‘aL = ey a)- 12 1% | :‘Lz‘Lé(a - aﬁ—l)
l2n n '
1 1 : 1
ﬁ(a 8'n--l) 12n2 k - kn-l 12(8' 8'n-{l.)
Et par suite si 1lfon pose k ~ kn-l = ]'_—]é‘ﬁ +m, on peut affirmer
In | < 2=
k. 12n2

Exemple 8. Formule de Stirling.

Tia formule de Taylor & l'ordre 1, avec reste de Lagrange, donne

& =14+x+ Z-E-(eex) ou 6¢€ ]0, 1] et par suite (puisque la fonction

™ est croissante), lorsque x € [0,1], on a

1+x€.ex<1+x+gx2.

Puisque, pour tout entier n 31, ona

1
0<k—kn<-2-'

On en déduit que

1
——— e
I i
1 k-k 2p 1 g1 2
Legmmem e ol <e $14m 4 g5+ Bg5n + )

o/ uu
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En utilisant les inégalités
lnnl s 2, e €3, et -15 £un (pour n 3 1)
2n ‘ n ,

et en posant

d'ol, en exponentiant (1;-) il vient 3
1

: n+4 =
(B)nl-:eldkn 2 (1-!-1;1 ﬂ)

aves e K = X € [Ve, ely

Exemple 9. Calcul de K = el-k (Intégrale de Wallis)
/2

Posons In = f gin® x dx rc'est une suite ddcroissante de nombres réels et
o

positifg, On a I = 5 IIZ:L = 1 eb par intégration par parties

2 T
I = L (n-1) 8in®2 x oos® x dx = (a-l) Lo = (a) I,

soit ul = (n-1) I _, et par réourrence

T Pl >
2!1"'1 2ny3~5..u.(2n—1)
I ’3¢5o¢¢‘(2n—1) ‘K;
on ® D ) 2

t
I 20,

2n+L © 315: vee(2n4l)

v/vct
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dtou

~22n@5)2 _ zhn(nz)“ <5 21’“@2)1* _ 22n(n:)2
(2041)(3.5000(20-))°  (2041)((20)1)° % 2n((20)1)®  2n(3.5eus.a(2-])”

Ce qui montre que le 2e membre de cette inégalité tend vers g quand D3,

d'ol en remplagant les factorielles par leurs expressions tirdes de (5) on a

L . ' &

"‘nxz rsl*mzel*n zan x§2~

2 hn+l ~hn 2 L

L2 ZnK?(Zn) e o
ak

tend vers ?25 et comms 1; tend vers 1 quand n tend vers
*on '

on en déduit XK = V2

et par suite

n+z
2 -m 1 1
| P =V2xn T e (1 4+ o * Qn) avec an' < ;;5

c¢'est la formule de Stirling.
Exercice 3. Avec quelle incertitude peut-on caleuler (1000) { & 1laide
de la formule de Stirling em utilisant une table de log. & 5 décimales,
15
Exeroice 4. La suite by &5 VYo | oconverge-t~elle si oui calouler

85, .limi'beu

v/vﬂv



L B R

1.~ Position du probléme .,

Une guite est une application de 1l'ensemdble N (bufdé*l‘QQSmele"Nf
ou plus généralement de 1'engemble des entiers nan, €2z donng) dans un
ensemble E,

Lorsqﬁe B est un espace vectoriel, l'ensemble 8 des suites u § N-—E est
lui aussi un espace vectoriel powr la loi d'additién

BAYE (U, Uyyeray Ugues) ¥ (vo, Viseevs Vypees) = (u° *‘vp’f"’-“n A ATITY
(u, ¥ € 8, o'est-a~dire U vy € E)

et pour 1l'homothétie 1

Mmo= X(uea Brovery un"") “»(7@30: '7\“5;_:”-: Kunn")

(M soalaire) (on vérifiera A titre d'exercice que dea deux lois satlasfont aux
axiomes des espaces Vectoriels), Dans la suite de oe chapitre on aurs toujours
EsR ou &,

Lcréqu’une sulte u = gn nlest définie gu'd partir 4'un eatier n, >0 on
pourra toujours convenlr que. uo B ® ooy E unouié o e% raisonner comme si
u étalt définie sur N tout entier,

Quel que soit 4 € N, désignons par g, la sulte dont tous les termes somt

nuls & 1’exdeptiqn du i-idme qui vayt 1.

v/co'
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_e_o = (l, 0, 0, 'll)
_e.l = (0’ l, 0, '00‘) vew
Le systéme (—e-i ) est libre dans § mais il n'engendre pas S, En effet, une

Rd

combinaison linéaire des 8 est de la forme Z u.e, (otr les u, ERoul
=0 4

sont tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux), Pour qu'une suite u soit
engendrée par les g, il faut et il suffit que tous ses termes soient nuls &
partir d'un certain rang, Une teélle suite sera dite ume suite finie.

Sur llespace vectoriel Sf des suites finies oconsidérons la forme linédaire z
définie par Z(gi) = 1 pour tout i € N.
Pour une suite finie (un), la forme Z vaut 3

Yy

Mg

Z(uogo+u1§_1+n.)=uo+u1+ vay =

w
i}

O

expression qui a un sens puisqu'il n'y a qu'un nombre fini d'ui £ o

8i lfon cherche & étendre Z 4 8 +tout entier on se heurte au fait qu'il
0

est impossible de définir algébriquement Z u, pour une inf'inité d'ui £ o,

i

=3
=

, Néanmoins per des procédés de passage & la limite, on peut donner, dans certains
cas, un sens A l'expression précédente,

C'est L'objet de la théorie des séries.,

o/'oo
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Le sujet du présent cours est . 1'étude d'un de ces procédés i la méthode des

sommes partislies.,

2.~ Rappel de quelques définitions,

Liexpression " & partir d'un certain réng sse" signifiera 1

" il existe n € N tel que pour tout n 2 n, on ait veo"

Exemple 1, 2 suites (un) et (vn) sont dites égales & partir d'un

certain rang, si l'on a la relation i

il existe n, tel que n » n, =, wo=v,
c'est-d-dire si la suite (u - v ) est une suite finie,
Exercice 5. Montrer que cette relgtion est une relation d'équivalence

sur S, Montrer que la relation "4 partir d*un certain rang u €V, " est

une relation dlordre sw S,

Exemple 2, Dire qu'une suite (un) tend vers une limite u revient &
dire que quelque soit & » 0, 1la éuite ([un - ul) € € & partir d'un certain
rangs Rappelons que lorsque les suites (un) et (vn) tendent respectivement
vers u et v, la shite‘-(un.+ yn) tend vers u + v et que la suite (kun)

tend vers My Ce qui exprime que l'ensemble Sc des suites convergentes est

un sous-espace vectoriel de S et que 1l'opération de passage & la limite pour

T
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une suite convergente (un) est une forme lindaire sur S,

Remarque importante. Lorsque les suites de nombres réels (un) et (vn)

tendent respectivement vers des limites u et v, si, & partir d'un certain
rang, on & u €V on peut en conclure giie u < v § mais si, & partir d'un
certain rang, l'on a u, $Vv,, onne peut en déduire que u < v,

Relations de comparaison.

a) on dit que la suite (un) est dominée par la suite (vn) et 1'on note
3, = o0,
s'il existe k€ R' et n €N tols que pour towt n > n_-on ait
o | < x lv,[.
Lorsque v £ o quel que soit n, cela revient & dire qu'a partir d'un
certain rang
Yn
v 1=
|21 < x
n
ou encore qu'il existe k' € Y tel que
Y
‘;?“l £ k! quel qué soit n € N,

D

b) on dit que la suite (un) est négligeable devant la suite (vn) et 1'cn note
U, = o(vh)
sl pour tcut & > o, il existe n, € N {el que, quel que soit n » n, on ait

;,/,4-9.
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Yn
lorsque A £ o0 pour tout n, - cela revient & dire que le rapport == 0,
n

c) on dit que la suits u

" est équivalente & la suite v " et 1'on note

“uw, ~v,  sdl'on ala relation u -V = o(vn)
u
lorsque Y # o pour tout n, cela revient & dire que _';3--919
n

Exercice 6+ Montrer que la relation u = O(Vn) est réflexive et tran—
sitive, mais qu'elle n'est ni symétrique ni antisymétrique.

Moutrer que la relation "w = O(vn) ot v = O(un)“ est une relation
d'équivalence sur S,

Montrer que 51 u_ = O(vn) et u! = O(Yn), alars u +u' = 0 )
et que, pour tout A € X (K = R ou €©) M o= O(vn) et par conséquent que
l'ensemble des suites (u n) dominées par (vn) est un sous-espacs vectoriel
de 3,

Exempless (1) l'ensemble des suites '(un) telles que u = 0(0) ~est

1'ensemble 8

o des sultes finles,

(2) 1'ensemble 8, des suites (un) telles que u = 0(1)
68t 1'ensemble des suites dont tous les termes sont majorés en valeur absolus

par une constante (suite bornde).

-/v-o



(3) 1'ensemble 8, des suites (un) powr lesquelles il existe
k€N tel que u, = O(nk) -8'appelle lTensenble des suites & oroissance lente s
Vézifier que o'est encore un mous—espave vectoriel de 8.
(l;-) l'ensemble des suites (un) telles qus pour tout k€ N
on ait u, = O(EE) s'appelle l%ensemble Sr &gs sultes & déoroissance Iga;gia._e.
Montrer que o'est encore un sous-espace feotoriel de 8,
Q_raeroioe Lo Mcntrer que ;lea,'rq;lation
ug = ofv n) entraine la relation u = o(v,,)
Montyer :que les relations
u, = O(Tn) et . o‘(wn) =) u = G(Wn)
qutrer 'que les relations
uﬂ = o(vn) ot v, = O(Wn) = u = u(wn)...,...
Montrer que la relation
u, = o(ﬁ;n) est transitive mals qu'elle n'est pas réflexive.

Montrer que l'ensemble des sultes (“n) négligeables devant une sulte

(v,) fixée est un sous-espace vectorigl de 1'ensemble ' §,
Exemple v L'ensemble B o des suites (un)‘ telles que u = o(1) est

1'ensenbls des sultes qui tendent vers zéro.
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Bxercice, 8., Montrer que la solution w v, = o(vn) entraine
u, = v, = ofu )
Utiliser cette propriété pour montrer que LR ast une relation
symétrique et transitive.
En déduire que o'est une relation d'équivalence.
Montrer que si u ~v, alorsona u = O(wrn) et v, = 0(u )s
Exemples L'ensemble § ° des sultes convergentes est la réunion de
&
l'ensemble S, de 1' exemble précédent et de 1l'ensemble des suites (un)
tel que .w ~k constante £ o.
Diagramme récapitulatif des mus-espaces vectoriels . S considérés
8,C8,C8 C8 C8 G5, <5
Exercice 9
@) Yontrer que les relatioms
¢ ' 1 ut
uw =0(v) et u = O(w,) entrainent la relation wu' = 0(vw )
Montwer que les relations
¢ ; P :
u = O(Vn) et uf = o(wn) entrainemt la relation wuf = o(vnwn)

Montyxer que les relatioms

L L et u ™V, entyrainent la relation . wul A W,

c/vco
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B) Montrer que si (np) est une suite d'entiers strictement oroissante

la relation izn = O(vn) “entraine la relation u =~ = 0(vn J, (et 3 mbme en
' P P

remplagant O par o) et que u ~v entraine w NV, .

P P
Bxercice 10,
o4
®) Montrer que si v, > oV¥ 5w et que si. u, = o(v, ) alors

u - v
e % =ofe ™),

Montrer que si W o>0, ¥, >0 et v -, la relation gup ~
entraine la relation log w o~ log ¥ o
B) 'Montrer que si a, u., ¥, >0 les relations u = 0('«;-111)n w v lv)

et uw ~v eatrainent respectivement les relations uozn = O(vn“) yut = ol vu‘x)

et ut;'* v naq Que deviemnent ces relations lorsque & < O

3~ Sommes partielles d'une suite, oconvergence d'ume série.

a) Sommes ' partielles.

A toute puite (u n-) € 8 on assooie la puite (= n) € S des gommes .
v n
partielles de ‘(un) définie par 8 =u +W o+ oewetu = Z 1, .
n
i=o
-84 .,(vn) €8 etsi i = Z v, est la suite des sommes partielles de
i=o

(vn), la suibe des sommes parbielles de (u + v ) est la suits (an ).
Quel que solt A € K la suite des sommes partielles de (M) est la suite

(Mn)v
v/:‘v'd



En dtautres termes 1l'opération qui & toute suite associe la suite de ses
sommes partielles est une appliocation lindaire de 8 dans lui-méme, Cette
applidation est bijective et admet pour inverse l'application définie comme suit s

Soit (s ) une sulte arbitrairement donnée on lui associe la suite

Uy =8, et w =8 -8 , pow chague n 1 (suite_des différences)s
Remarques Lorsqulune suite (uh) n'est définie qu'd partir d'un certain
vang 1 on la prolonge par zéro pour touf n € [o, n, - 1]y La suite de ses

sommes ,artielles vaut alors B, =0 lorsque o €1 ¢ a; = 1 et
n v

ien
')

b) Notion de_ convergences.

Définitions.

1) la suite (sn) des sommes partielles d'une suite (un) € 8 ‘s'appelle
la série de berme géﬁéral u

n
2) larsque L BZE: uy tend vers une limite finie 8, on dit que la

=0

série oonverge et que 8 est sa somme, On note

n 0
8 = iiz’ 8 w}lim EE: #i = 2{: u, .
‘ i=o0 ixo0

3) lorsque la suite (sn) ne tend vers auoune limite finie & on dit

o/oen
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o0
que la gérie diverge. Alors l'expression Z u, nfa aucun sens.
i=o

4) oependant lovsque K =R od exprime le fait que 8,—» + w par la

notation Z L + wy Aveo cette convention une série de terme général

i=o
%, e est une suite oroissante admettemt toujours une somme finie ou
infinie ¢
5) on dit que deww séries somt de m8me nature si elles sont simultanément
convexrgentes ou divergentess
6) lorsgue w est le terme génédral d'uné série convergente de spomme =8,

n-1
la suite x =8 -8 . (ol 1%0n & posé 8, = Z ui) s'appelle lz su'te

i=0

deg resteg de la série de terme général u s Noter que cette suite tend vers
%610 et qu'eile déoroit lorsque tous les w, 0y

Exempless La sulte des sommes pax'biellleﬂ- de la sulte L W est la
sulte g, de l'exemple 1 § Oy On 1'appelle 1.5 série géométriquee On & yu
qu'ellé comverge powr Ju| < I,
qu'elle diverge powr |ul » 1,

ol quo ,8a somme est + e« quand u 3 1L,

a/eﬂl
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Le puite 8, = i~ ﬁ—i- admet pour suite des différences la suite
W (of s exemple 2 § 0) |
n o n(ntL) ° P ¥ M/

On a vu (§ O exemple 3) que la série de terme général % divergs et que

(-]
Z %1 ¥ 4 el (c*___g_gt is périe hq:;mnique)u
n=l

Remarqueg«

1) 8l les séries de terme général u, efa v, sont convergentes, de sommes
resPedﬁves‘ 8 et +, la série de torme général w ) est convergente et dn
somne j?\a. En d'autres termes l°ensemble des suites (un) dont la série
assooide converge est un sous—espace veoctoriel de S noté B o

La suive des restes de la sé:rié u dépend lindairement de la suite

(un) €8

2) si deux suites sont égales & partir d'un certaln rang les séries assooides
sont de m8me nature.

En effet, soit (s ) et (’cn) les Buites des sommes partielles des suites
données j la suite (‘bn - an) est constante 3 partir d'un gertain rang.,

g quel que soit p € Z la série de terme général u A et la série de
¢ sin+p<o

terme général v =
o W, 8lao+p 30
n+p '

(obtenus en déoalant les indices) sont de méme mature.

c/'oov



o) la théorie des Séries se propose les buts suivantg.

i} déterminer si une série donnée est convergente ou non,

ii) loréque. la série est divergents éalouler (de fagon exacte ou approchée)
les termes 8, de la gulte de sos sommes partielles étudier le comportemsnt de
la suite (sﬁ) ‘quand B-—3ew (au moyeum de développement 1imité),

Exemple § caloul exaoct § lorsque w =l pour n2l, ona- 8 = Dy

nin+l 2

= = - ~
lorsque un. n ona 8 5 |

)] s 2 . k k+l ~ k+1
et plug généralement lorsque u = Gn ona B = c.n-v-l u

n(n+l)(2n+1) _ 2’ n?
b

'lo:c_'sque un’:’um2 ona g = ?-ﬂ-ﬁ-{»%
on a donné au début de ltannde des formules de réourrence permethtant de -7 ~uler
s, lorsque u = X (k entler » 1) et par suite lorsque u n' = P(n) est
un polyndme en n,
oaloul approohé t (ofe § O exemples 5 & 7).

iii) lorsque la série est convergente calouler sa somme.
Lorsque le caloul exact est impessible donner une majoration du rests r,
(définition 6) en vue d'une estimation de & = r, + 8 _, 3 daos tous les

cas tudier le comportement de la suite (r ) quand n—3w au woyen de

développement limité (rapidité de la convergence)s

./6"
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Exemple 2 la série géométrique’ ponverge plus rapidement que la gérie du
§o exe;npl'e 2, Les exemples 4 & 6 (§ o/) étudient le oomportemep‘h du reste
Y‘.Ynﬁ'l” L'exemple 7 éelui du reste . k - kn-l’

d) Premier résultat.

Théoxdme 1. Pour qu'une série soit convergente il faub que son terme
général Y, -~ tende vers zéro. En d’autres termes on a Sd_ﬁ Soa,

En. éffe%: gl la suite (sn) des ;sommes partielles tend vers une limite
finie B, alors c'est une suite de Cauchy et par conadquent pour toub & » o,
:IJ. existe - tel que, quel que soit =un » n, on ait Hsn o gnﬁ-li T lun{ $ 8
oe qui exprime que 'un tend vers zéroy

Rewarquey Cette condition n'est pas suffisante comme le montre Lier-+; ‘s

de la série hgxrmonique dont le terms géndral esh g‘; (of¢ exemple 3 § o),

o) Convergence absolues

A toute guite (u n) - on peut aséocier la suite de ses valsurs ebsolues
(I%D*i(Ce n'est pas une applicgtion lindaire),
w
Théordme 2. 84 Z lun! € w0, alowrs la série du terme générel wu st
=0

convergentey

(la wéciproque est fausse somme on Lle verra plus loin).

W/ yov
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"
En effet la suite s’n = Z Eudﬂ est wne sulte de Cauchy puisquion a
J=0
supposé qulelle tend vers une limite finles Il en est de méme de la suite

n
8, = Z U - oar quels que solemt p, q €N ona lsp Bqﬁ < ls p =¥ qla

o
Définition, Une série de terme général W, ‘el que Z [nu§ < w ot

=0

dite absolument gonvergents. -

E:ztegoic§ 1l. Montrer que 1'ensemble 8 g de8 sultes dont les séries mont
absolument convergentes est un sous-espace vectoriel de ,S° Les théordmes
1 et 2 moutrent que l'on & la suite dYespaces vectoriels emboités éuiwmta %
Sf; Cﬂs CSO_CSOV

Ie’ '!;héor'éme 2 suggére_ de s'intéresser en ler lieu & la sonvergence des
s8éries dont 1p terme géndral w est positif.

o+ Théorémes) de comparaison pour les séries 3 termes positifs.

a) Critére de ldre e5péce

Théordme 3. (théordme priniepal) @ Solent (un) ot (v ) des suiten
telles que (vn) # o et ¥, >0 pour towt m €N et uw =0(v ).
o) sd (sn) et (tn) désignent les suites des sommes partielles de

.(un) ot ('v’n); respectivement alars.on a B, = @(*hn)g

'/‘;o
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B) la vonvergence de la série de terme général v, entraine la somvergence

absolue de la série de terme général wu Lo Celz revient & dire que xi

. co ) -
Z' lunl = o alors z ¥, % o
=0 n=0

En outre si (rn) et ( pn) sont les suites des restes des séries ds
toxms général u et v, onag ¥ G(pn)o

Démonstrations

@) per hypothdse il existe wn emtier m  tel qus v, Ao et wm
' o
ermtiey n (que 1%on peut supposer }B‘ ng)'v tel que pour un nombre réel k > o

on alb luh'& @krh ‘pour toub fis'nl 6t par suite tel gue

mmy L Xl et )

% n
ddeh .]snl $ ]sn_l!'-e- s, = B”li < Isnll-_«a-'k(‘kn é.tnl)
< .k'-bnl L G ‘bnl') = kM

5
ot L'on a posé k¥ = sup (k, -L;n-lL)
n o
8) | posons Bt = z luilv Goms ¢n a luni w O(Yn)

=0
on déduit de @) qutil existe k"€ r* et n, € X tels que pour tout u » n,

)
on alt = q SES .
La sulte (k"'kn) étant bomée par hypothdse il en est de mdme de la suite

oroissauts (7 ) qui est dono sonvergentes Aves les notations de o) powr bout

at a
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:a>x:¢.2 et tout p>n ona 3

l'?'p = Sn—ll s lsép - S?n-li < k(tp = tn-'l)
et en désignent par B et t les limit;s respectives des sultes (sn) et (tn)
on & en pasgant & la limite sur p,

el = ls =5 | ¢ x(t~ t#_l) =k pe

Exemple 3 ou a pour toubt nombre réel « 2 2

g'-a 4 j-‘- < L terme général d'une série convergente (cfy exemple 2 |
n’ n? n(a-l)
<o
§ 0/) ot par conséquent Z e—%-‘ <w pour o€ (2, «f
v n
n=l
P ' l l - l 4 2 q
Pour tout nombre réel o <1 onat = >Z >log (1 + E) terme général diune

n

série divergemte (of. sxemple 3 lére méthode § o/) et par comséquent

=

Z]‘:&g'ﬂa pour @€ )= e, L[
n=l

Conséq_uexice , avec les nobatious de Ltexercice 6 (exemple) et de ltexercice 1l
on a 1'idolusion 5, <8,

Onverra au § 5/ quelle est la nature de la série de terme général A

IR

lorsque « € JiL, 2[,
Corellaire 1v 8i (u n) st (v‘n) sout deux suites & termes positifs

telles que u = O(vn) et v O(un)‘ glorg les séries de terme général w



u}2u

et v, sout de mlme na‘kui‘ee

Sorollaire 2+ 8i (,un) et (vn) pout deux suites & termes positifs
et i il existe k > o tel que w, ~k V2 alors les séries assr;tciéea' Boub
de méme na‘l:u::’é»

Traiter 1ltexercice 12 ci-dessous .

b) Critére de seconde espices.

Théoréme Ls . Seient (un) et (vn} des sultes b termes striotemert

positifs telle® que, & partir dun certain rang on ait i

( 1 ) un+l - g 'vn'l-l
u b
n u

Llors u = O(Vn) (et 1%on peut appliquer Le théoréme 3).

Démong trationy Seit n llentier & parbir duguel (1) est vérifide

u
n
n & alers u, -ﬁ-lév Vo o+ 1
Q o 0
0
A u
’ <
et éo o Yonti v
par precurrense gur Lfentier P';luno-!-_p‘vn‘.no-rp
o

| dfoll le théorime,

Remargg_e,
I serait faux de ¢roire que 1!hypethdse w, = O(Vn) implique

1'nypothése du théoréme 4 comme Le montre L'exemple des suites (u) et (vn)
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définies powr u 3 1 par uzpu&-' et u.. z'--j;- et v ,...}.....

2P 7 2l 5P B (y2)°
En effety on' & bien u = O(v, ) mais le rapport -22—3-—- 5 (3)P tend vers
2 + 1
o Vol 1
1tinfind aves p, tandis que le rapport FL reste oongtamment égal & 7; M
n .
&0

conme Ou & % <1l l'exemple 1 du § o/ montre que Z w, < ey le théordme 3

n=o
permet d%en déduire que - z u L S w, tandis que le théoxrdms 4 ms permet pas

n=o
de conglure,

a) Ihéordms- du développement; Timitde

Théordme 5¢ Solent (un) ot (vn) ‘des suites telles que v 3o pour
tok nEN et u o (v)

, oo

@) 8i Z vV, $e alors la série de terme général u est gbsolume. t
n=o

convergente et l'on a r = o(r”n) en désigngnt par (rn) st (rfn) los
suites des restes des sériss de terme général respectif u et V¢

g) =i Z Vo= w et sl (s ) et -(tn) dépignont les suites des
n=0c '

somms partislles de (u ) et (v,) wespectivement slors on & 5 = o (t)s

Démong tration.

) 5 Y =0 (vn) alors u = O(v'n) ot le théordme 3 mont¥es que la

w/uov



série de teyms général u _ est absblumeni convergente,

D'autre part, pour tout & >0, il existe n_ ‘el qus, quel que soit

[
n ¥ 3, on ait ¢
lr[alim! ia«,mqu 41:!.st7
= g lim v, =8&r!
Pwo
- =N

B) oomme par hypothdsé pour tout € » o, il existe n, tel que, quel
que goit p > n, on ai'b lups‘ € -g vp on: en déduit pour tout =n » u, par

sommation gur l'entier p € [nl + 1, n] que

n
Iy =5, | 5 Z lpl € § =) ¢ S
. P::nl-%-l o

Dire que la série de terme général v , o8t divergente signifie, en particulier
que pour tout & » 0, il existe =n, tel que, quel que soit u » h, ou ait

.[snil 4 —E'bn.
Posons 1 = maxe (ny +1, nz) } alors pour tout n > u, ona
Isnl g lsnil_-t- lsna Bnll 4 etn,

Corollsire, Sodent (u ) et (vn) des suites ds nombres réels et

positifs telles que (un) ~ (vn) .

L
g) i Z v, < alors Z u <w ot l'on a aveo les notations du

Xz
=0 9/'40
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théordme (rn) ~ (2t )
(-

ﬁ) 8l Z v, = alors avec les notations du théoréme =8 N 'kn-

n=o
En offet par définition lun - 'anv = o(vn) ot dfapréds le théordme, dans

0
lecas B) ona lsn - 'hn] € ZRuP - vp'. = 0 (tn)

p=0
de w8me dans le cas @) ¥
P
. pf ] - % feoe 4
h’n r n! < lim luq vq! =0 (r n).
Pyeo :
g=u

Remarquey Le théoréme 5 permet, lorsquion connait un développemen'b :
limité de la suite (un) de calculer un développement Llimité de la suite (sn)
de ses sommes partielles ou de la suite (rn) ‘de ses restes (suivant Les cas)
du type de ceux domnés au § 0/ éxemplesk & 74 Cela est possible notamment
1praquia partir d'un certain rang - u = R(n) (ol R est une fraction ration—

nelle en n).
| g

k

uI'1 = C° ;U = log (1 + f—‘;‘-‘), w, = (1 +;Lk)a

u = log(l + « log(L + g))
(“l BER, k€ N) e'b(_) “rwy
Il guffit, en effet, pour cela de comnaitre un développement limité des suites
} n '

1
5, (x) = Z X

P

p=l

(k€2 fixé)y On a vu au § 3/ o) comment le faire lorsque Xk € o

o/ ove
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ltexemple 6 § o/ domne un développement limité de % (1), (of. aussi § 6 o)
exexroice II 5)«

Application suite de Césaro.

Propogition 1. Soit »(un) une suite définie pouwr n 2 1 tendant Vers
une limite  w (finie ou infinie) et soit (sn) ls suite de ses sommes
5, _ |
partielles j alors la sulte (i'f") tend vers u.
- Ex offet, lorsque u ¥ w la suite (u ~ul 03 en d'aulres termes

u “uxo (1) d'ol d'aprds le theorsme S B, =Ou = 0 (n)s Ce qui exprime

Bn- nu Bn :
qUe S e U—30 quand n.yoo,

Lorsque W =+w on & 1= 0 (un) et par suite (d'aprés le thé~riwa 5
qui s'applique encore puisque W >0 & partir d'wn certain rang) n = o (5:»4)
ou encore 1 = o (‘%)w Comme & partir d'up certain rang on a 8 > o cela
isn
exprims que )+ e
Lorsque u = - w- on applique le raisomement précédent & la suite (s un)u ,
(nebe) la puite u = (= 1) (définie pour n > 1) ne tend vers aucure Iimite

“% 'a:!.' n est impaiy

8
tandis que la suite '-'-2 = { tond vers zéros

o 51 n est palr
oce qul wontre que la réciproque est faussee
Treitex Llexercics 13

o/ een
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Exercioe 12.

u:c)1 montrer que 8i la série de terme général w ? 0 oonverge alors pour
toub o >.1 ‘la série de terme générel u n_oz est convergentey Montrer que sl
la série de terme général u n} o est différgente , elors pour tout o €1
la gépie de terxﬁe général un“- est divexrgente (~onﬁ(;’ra:‘i‘.‘%era; & part le cas
61‘1-‘ tous leés - u, ue sont pas plus petits que 1 & partir d'un certain rang)s

B) utiliser la convexité de la Ponetion efx -e%jlf.identité
u s el@g»u (pour tout u € R*) pdw montrer que si les séries de torms
général, regpectif w o0 et v, >0 -sont convergentes alors pour toub
g€ {oj,l} la série de terme général ‘a.v.nm vnl"“ - est convergents,

¥) en déduire qus si la série de terme général u, > o esh converc-u.e,
‘alors il en est de mdme de la série de terme général ﬁf;ﬁ; +1°

8) montrer, & 1'aide d'un conbtre-exemple, que la réoiproque est fausse,

mais qulelle devient vraié si 1'on suppose, en outre, (u n) déoroigsante ¢

Exorsice 13+ soit (u ) une suite définie powr n » 1 de nombres
>0 et (s ) lasuite ds ses sommes partielles.
@) éorire en fonotion de u " ‘la suite (*i:n) - des sommes par'hifeneé de

la puite (sﬁ) et montrer que

‘!/' te



(n+1) Bn-'tn
o,

_t (-]
i -E ] . X 3 d -
.- Z L Eorire en fonotion des L la suite v, =
et

n=l

- L.
et déduire de oe qui précdde que, si _Zun~< v, alors Vy—0 quand N-—ycow
%0 v [ m:l ’
g) wontrer que Z E'I'-:'i' = Zu'n (remarquer pour cela que
Jsl n=1

v
L 1 . . ;
-ﬁ%-i-: ((n+1)sn’ - tn) (H - ;—;]-.) et exprimer en fonotion de s la nlime

Y,
pomms partiells de la série de torme géndral -——)y
n+l

y) montier, par réourrence sur llentier n » 2 que sl £ es% une fonotion

convexe sur R, alors quels que soient Xyy Xpy sewy X € B ona

f(ﬁ*xZE"""'xn ) < }i[f(xl) + aee ® f(xnﬂ

(on remarque que 1lfinégalité est vraie pow n = 2 par définition den

fonobions convexes et que powr n > 3 si l'on suppose % £.%, € oww S §

Ty #Xpty et o o
ona x# - € [xl, xn-l] j§ on applique ensuite la aéfimition des

n -1
fonobtions oonvexes eux points x, x, ob

Xt vy vHE
¥y = ! 211 L= nn' 2x oy + %,'xn_e {x, an] et 1'hypothdse de réourrence

au point x)
5) ubiliser la comvexité de la fonotion e et 1'inégalité préocédente
. ‘ -~
_pour monitwer qus si tl’ tz"""’ -kn ER, alors on a

1/n 1
('Bl 'bz “'v-. 'tn) < E(‘ﬁl 'Q- %2 4 #.‘p e ‘t‘n)‘y
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Monbrexr que sl les ‘i;i ne sont pas tous-éé:aux, dlors ',onb peut remplacer < par <

dang 1'inégalité préoédente .
, v ,
g) déduire de o) et &) que =i Zun < e . alors

1/n =l
lim (o § WUy e un) = 0 et whiliger la formule de Stirling pour montrer

poo"- ]
, ( )l/n
que  lim n(w, U, eee U = Oy
W Y n

%
: o U,eee u Y1/n -
%) utiliser p) powr montrer que Z< a2 n) < Zl u
n+ 1
- n=1 v : n=L

Montrer que si Z W, < e, OB peut. pemplacer < par < dang 1'inégalité

=l
précédente s Utiliser la formule de Stirling powr en déduire que les séries

do toxme géndral $ Vi W d  sont de mdue nat
(<] eme geney: un- [} i Ul u‘zpvq un ﬁon‘ 8 meme navturey

—as O il O oDt § wcmtons o wkeswos

Exercice 1he Montrer , en stinspirant de la 3e méthode (exemple 3+ /),
que, si la suite '("uﬁ) de nombres réels strictement positifs est déoroissante
‘ot ptil existe k € N tol qu'h partir d'un certain rang om sit kw_ u,

alors la série de terme général u, 8 une somme infinies

— e & o 8 eSS

Exexcice 15, Montrer que pour tout k » 2 si (u‘n) est une suite
déoroin sante, de nombres réels ot positifs, définie pour n > 1 et
u*n Y a alors les séries de terme géndral respesotife w et v, souob de

4

mﬁme' m‘buréc :

q/tﬂ.
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Bew Uritéres classiques de convergence absolue e

a) pommation par paguets.

Remarque : soit (un) une pulte de nombres réels j lorsque la suite (sn)
de ses mommes partielles admet une limite finie ou infinie, toute sous suite
(sn ) de ‘(sn) admet la méme limite.

P
Eorivons la suite (vp-) des différences (cfy § 3/ a)) de la suite (Bn') ,
n : n

il vient 2 v = u et v =\
0O o Y N un v

n=o n= n_p—-l""l

La remarque préoédente montre que l'on ne shange pas la somme d'une série
lorsque cette somme existe en caleulant cette somme par paguetss Ioi les
paquets d'indices considérés sont les intervalles d'entiers
[og myly Ing + 2, 1, weuy Tn 31,y n ]y wun

On, ‘i:rouvé une illustration de ce procédé dans l'exemple 3, 28me méthode,
§ of ob la suite oroissante d'entiers (np) utilisée est la suite (2,

En partioulier on peut done énonceyx ¢

Proposition 2, Avec les notations préoédentes si on a u > o0 alors les

géries de termes général u et v, sont de mdme nature,

(n.‘b.):.Il seralt faux de eroire que cette régle est vraie en général,

Aingi la suite (s ) des mommes partielles de la suite (('-4 1)“) ne tend

v/u-o
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vers suoune limite et pourtant les suiﬁes (82p) Qt (52p+1) sont constantes
:e‘b velent 1 et o respectivement,

Sgholie lw La propriété de sommabilité par paquets est llextension aux
séries convergentes de la propriété d'associgbivité dont jouissent les sommes
finies. Les séries sbsolument convergentes vérifient, en outre, une propriété
de commubtativité, fausse pour les séries convergentes en général, qu'on ne peut
énoncer ipi car elle ne peut slexpliciter en termes de somme‘partielle (notion
de séries sommables).

b) Critére de condensation

Théoréme 6. Soit (un)- une suite décroisgante de nombres réels sogitifs
définie pour n 271 et soit (u'n) la. suite définie pour n > o par
u’n =2y nA; alors les séries de terme général respectif un-et u’n sonb
2

de mBme natures

(figures & Ia page Ll bis)s

'/n:v
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La démonstration de ce théordme généralise le procédé du § 0/ exemple 3,
2¢ Méthode,
Désignons par (sn) la suite des sommes partielles de (un) et posons

Vo, B Uy F B ot pour tout =n » 1 v, Szn -8 d%aprés la proposition 2.

toub revient & montrer que les suites v et u’n' sont de méme nature, Or,

comme. (u ) -est décroigsante, on a lorsque 21}"1--< P % 2;1’ u zu_.2u
n , , 2n~1_ i) A

et en sommant cette indgalité sur l'entier p € [211“1 + 1 ,Zr_l:l il vient 3

n
2
un_1-v2;u2n_1>vn=z u, > 2 “amE
:p:?n—.:-}f-l

oe qui exprime que u' = o(v,) et vnAzz o(ut_ )
on oonclud en appliquant le corollaire 1 du théoréme 3.

' Corollalre « Si le terme général u o d'une egérie comvergente est
déoroissant alors la swuite . (nu J—30,

n
En effet, lorsque 2P < n < ZP"-']" om a nu. € .2p+lu p= Zu'*p qui tend
' ‘ 2 .
vers zéro quand p—jew (dtaprés le théordme 1) comme terme génédral d'une série

convergente, Puisque, quel que soit & > o0, & partir d'un certain rang »p N

. . P
ona u <e onen dédult que nu < & & parbir du rang 2°°,

V/ﬂ-l
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Remarquev Le théordéme 6 ot son corollaire sont faux si on ne précise

pas que (un) est décroissante, Posons, en effet u_ = loraque

(Logg’

n egb de la forme 2P et ﬁn.z o dans le cas contraire la sommation paxr

paquets sur la suite d'indices (ZP) moﬁire'que la série de terme général

v est de méme nature que la série de terme géndral 55 qul
| (10g2)“n"
. . : 1 oP L
converge (cf, exemple du théoréme 3)y Or ut = 5 X =5~ —>es puisque
P (1082)° p

o0

p2 = 0 (Zp)., Ceci montre que Z u?n = & ot que la suite (n un)', (q_ui_

n=0Q

vaub u'P lorsque n est de la forme 2p), ve tend pas vers zéroe

. s o . .
Traiter 1llexercice n° 1k et ltexercice n° 15,

%) Echelle des péries tests.

On considére la suite de fonotions log(x) = x log,(x) = log x et
pour bout: k » 1 logk(x) = log (1ogkyl(x)) définies suxr l'intexrvalle

]ekkzg ol et positives sur [eksl, wle Ona s

& 1 (x) : ’
a A dx 98k 1 I
-‘-‘dx logk(x) = — = - —
1ogk?1(x) ‘ N % log (x) xlogx.,y.logk?l(x)

= }krl(x) >0

sur 1l¥intervalle ]ek~2, o[, ce qui montre que les fonctions

N(x) = L * gonk positives et déoroissantes sup
ﬁ 108 (X) xlogx~.vlogk(x) R

j=o



Mg (%)

(1og, (x))*

rekrl

[e™ ™, wl, de mémes les founctions sont décroissantes sur

N (®)
(1og, (x))®

N (n)

(1og,(n))®

[ek-l

; oL pour o > oy En vestreignant les fonctions

1l'ensemble des entiers, on définit donc des suites positives et

décroipgsantes & partir d'un certain entiex 0 lorsque « > o+ Avec ces
- notations on a les résultats suivants 3

(1) la série de terme général u _"z.J—‘-n-‘ eat convergente pour a > 1 et
-l o « »

divergente pour « < 1 (& > o) (dtaprés lfexemple 1 du § 0/).

(o) la périe de terme général U = L est convergente pour o« > 1 et
en n

divergente pour o s 1 (a € R)» Clest évident lorsque « < o. Lorsque o S o,

2 \ s e s ol
avec les notations du théordéme 6, la série de terme général ut = mm
o n 27 7))

est de mBme wature que la série de terme général u .
o n

Or 2@—1 a~1

<1l lorsque o« >1L, et 2 21l lorsque o £ 1, on est doue

remend au eas (-1),

_ 1 - AAm)
(1) 1a périe de terme général w = — = L —
’ 1 n n(logn) (logl(n))b

pour & » 1 et divergente pour « <1 (€ R)y Clest évident pour a < o

est comvergente

d'aprés (o)«

t
Lorsque o > 0 la série de terme général u . & L (u) est

R — "
1n (10g2)%%  (1022)* o n’

de méme maturs que la série de terme
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général ,u . On est dono rawené au cas (o).

1 ) (8)

(2) la série de terme général U = = = = é et
nlogn(log logn) (1og2n)

convergente pour o« > 1 et divergente powr a1 (a ¢ R), Clest évident

powr & £ o0 d'aprds (1), Lorsque a > o la série de terme général

ut L

= ———= &3t de méme nature que la série ds terme
nlog2(log(nlog2))

général P

Comparons les suites (2ufm-) ‘ot (lmn). Comme ona Vi 4y ¥ «2<¢ o5 8

1

5 < dog 2 < 1y La fonotion étant ddorolissante on en tire les

x(logx)*

deux congéquences suivantes t

) l
“‘une az"b % T et —— “*
P ! l'n',, (] )a g

otest-a-dire, 1Y, = O(Zu'n)

1

Dl'autre part, .u_= : 2 ut, zout
' 1 3 o 2" 2p "2 2p+l
P p(logp) poA A

et par suite, v, = oy ¥ 2u.’2P+1== D(lup)'

D'aprés la proposition 2, la série de terme général Vo étant de{ méme
nature que la série de terme général 2u’n, le théordme 3 montre que la
8érie de terme général o4, est de méme naffure que la série de terme
général 4w « On est dono rawené au ces (1)s

sevVyevy



N v __)”k-l(n)

(k) la série de terme général — = —
' k'n nlogn. .'.(logkn)“ (logk(n))“

est convergente pouwr o« » 1 et divergente pour a1l (a € R)s

Clest évident lorsque « < o dfaprss (k=1)e Lorsque a » o la série

) N_o(n lcj)-gi 2)

de bteyme général . ut

est de méme nature que la

¥ n "~ Y o
(log,_,(n log 2))
série de terme général 1 Comparons 1§s suites (ku,'n) et (k-l n)’
. o)
La fongtion . . -  étant déeroisgante, les indgalités
(Log, 4 (x)) | |

% < log 2 <« 1 permetitent de tirer les deux eonsé.qtienoes suivantes -

_ () - N p(nlog 2)

D*une part g ut
: k—l n = o k ,n %
(0g,_; (n) » (logk_,l(n log 2))
1 —divae’ = !
olegtmd-dire’ , .u = O(ku n)
Dtautre part = ‘Ak"z(p) 2 .uf, » u'
re P kK 2p %k 2ptl

17p (1og, 4 (2))"

ot par sulte v, = july o 2 op 004y p)

D¥aprés 19._propos;i.'i;ion 2, la série ‘de terme‘général,.'vp étant de méme
nature que la série de berme géndral ku'ri’ “le théoréme 3 montre. que la
sér’ig de terme général 1 est de m8me nature que la série de terme général
1%

On est donc ramené au cas (k-1),

v/'wt
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Sohéma de la démonstrations

-~ d -y, R
AL MM \ MR

& v = v v
7 kY, 7 n 7 kga g gaed

Sohéma de 1'échelle &tudides

VAN

'&: -4 O 4 vese . --‘&
A = S —
.o deo 44 (o0 Avg 1o 4ag) ot
- Y
CMW
(n)
Si on pose (a) = Dl -

(1ogk(n)) ¢

lorsque le point (k,a) est situé & gauche du point (k*,a') dans le tableau
‘prégédent,
Définitions On dit que deux suites (u ) -eb (vn) sont gomparableg p. L¥on -
2 u = O(Vn) ou v, = 0(“n)'
- Sgholie 2¢

@) le théoréme 3 implique que si une suite (qn) est dominée par une
suite (vn) _dé'l‘échelle dont la série associée cénverge, alors la série
de teyme général un“eat dbsblument pomvergentey Si,; en revanche, la suite
(u ) ~domine une suite (v,) de 1'échelle domt la série assooide diverge,

™0

alors le théoréme 5 implique que zz:-lu [ ; o
n

=0

'/vto
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On va, ma:i.ntengn‘b, donner des oonditions sur 1e‘s‘ termes u a'une
suite permettant d'affirmer que cette suite éét comparable & l'une des suites
de l’éche?_Lle ot par conséquent de décider si elle est comvergente ou nonj

p) Lllexistence d'une échelle du type précéderrt permet de se poser
la questj.on suivante 3 peut—on construire une échelle de suites & termes
positifs dont les séries assocides soient de nature connue telle que s quelle
que oit la suite (-xin) on gt w = O(vn) (pour une spite (‘E‘n) g
1%8chelle ‘don’c la série converge); ou W, = O(un) ‘(poﬁr wne suite (wn)
de 1'échelle dont la série diverge)

~ L'exeroice 17 montre que cela est impossible car, & toute série

T

convergente de terme général w0, il permet d'associer une série o

terme général v, > o comvergent telle que -u = O (vn) 't en outrey &

toute ‘suite de séries comvergentes de termes généraux o > © tels que

— : 1. . . » : PRy
K = © (k-l-lun) il permet d'associer une série oonvergente de terme général

v, ? o telle que Wy =0 (vn)' pour tout k'€ N» Dans le cas de la divergence

on a une situation g.nalogué décrite dans l'exercice 18,
Trailen len tatacius 16, 47 4 18,
 Ezercice 16, Montrer que si une miite (un)' de nombies réels > o

n'est pas identiquement nulle & partir d'un certain rang, alors il existe

W/ ven



" wne suite (ozn) de nombres réels » o telle que pour tout o« > o la
suite (uncon“) ne: soit pas bornée, Montrer que la suite t

1

® i
n e gi un#o

L 8l u =0 et
- n
n {

répond & la question,
Exercice 17» (Du Bois~Reymond), Soit ’(un) une suite de nombres

réels 7 o et goit (z'sn) la suite de ses sommes partielles.
0

¢) montrer que si- Z u =B < e, alors il existe une suite (wn)
"n=o

oo
de nombreg réels -1 itendant vers + o telle que Zuhwn < « (montrer

n=0
par réourrence que si (‘un) # o alors la suite
o L
{-.1, pour tout n. tel que B %83
W = v '
n , 1
vp pour toub n tel que & - 5 S 81 <8 7RI

répond & la question {p » 2 entier)),
Cotte propriété reste~t—elle vraie, si on ue suppvose' plus u >0 ?

p) déduire de ) -qu'il existe une suite double (up n.) telle que
: s

% quel que soit Lllentier p 2 o0

q/bv\!

Juc ) IR



Uy =0 (up+1,n) quand N-—) e of
co

Z up,n = By < e

n=o

¥) montrer que sl la suite (up'n) jouit des propriétés p), alors
Pi

il existe une sulte (vn) de nombres réels positifs tels que

[}

uP’n::o('v'n) pour tout peEN etlz v, e

n=¢
(on pourra montrer que pour tout n € N on a 3
Lo

u -u
Z" VTR Pl’r)lzvnkm
s o

Plsp = oy

et que la suite (v n) ‘ainsi construite répond A la question),

——— ——  # —— B Sm— &

Exeroice 18, (Du Bois—Reymond)s Soit (u ) wune suite de nombres

réels positifs et soit. (8,) 1la suite de ses sommes partielles,
[~+3

®) montrer que si z W, =y il existe unme suite (wn) de nombres
. n=O
-
réels po ot <1 tPendant vers zéro tels qus. Z W = e (Montyer
V n=o

par exemple gue la suite w, " 1 et (Lorsque xt ;_l) w, = % sl
p=l<s o <p répond ala question) e

B) trouver une coniition néoessaire et suffisante sur (u ) qui
pexmette dlexiger; en outre, que ”(wn) solt convergente (la condition est

o/ vyn
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que W, B8oit non bornées Montrer alors qu'il existe une sous-suite (un(P))'
telle que ‘uh(b) > pﬁ‘ “Prendre alors w, =0 si n.%f n{p) .et quel que
. L - .

soit p» « = = si n=n(p)s

y)' déduire de a)  gu'il existe une suite double (uP n) telle que
’

quel que goit lfentier p > o
Upyn ® Bpilyn

-+

up+1’n = Q(up,n) quan.d. n—-)oo e'bz up,n 2 oo g

=0

8) montrer qiis si la suite double (up ﬁ) jouit des propriétés ),
y

alors il exiéte une suité ‘(vn) de nombres réels positifs telbe que

v, O (up,n)_ pour tout p € N et Zv‘v’n = sy (BOi% (nq) ‘la sulte

=0 .
dlentiers construite par réourrence sur g de fagon & vérifier les : .priétés.
n ~l
q n
a
o et .
To WO ° ZE: Yo < 1< ) ouw
. N Qyde
J=n_ .+ .
q-L Jnnq“1+l

On pose p(o) =06 et p(n) =g si Neq € 2% By

Montrexr que la suite v répond & la question,

a " p(n),n

e 8 i 8 v & —— O Sy @y O iy

d) Critéres de premidre espdces

(0_1) Cheroher s'll existe o > o tel que la suite (un) soit comparable

& la suite (=) revient & ohexcher s'il existe @ > o tel que, & partir
o/

v/vav



d'un certain rang, la suite (o ]unl) soit minorée ou majorée par une
constante Xk » o ou encore (puilsque %F—-—-)l quand n-—>e) & chercher s*il
exigte ‘& > 0 tel que, & partir dtun certain rang, la suite (9Tﬁ;]) soit
plus petite ou plus grands que la constante ?‘&i Le théo'réme_ 3 domns alorg
les wésultats suivants

Criteére de Cauchy.

@) s¥il existe « > 1 tel que la suite (an]uhl) soit majorée par un

nombye k 2 o alors la suite de terme général w est absolument convergente,

) hY

8i & partir d'un certain rang la suite (Iunl) est minorée par wn nombre
. oo

k >0 alors Z lun[ . O encore 1
: n=0 1

5) stil existe a = P € lo,1[ +tel qu's partir d'un certain ran;
n - 2 . » » »
v lunl € a alors. la série de terme général u est absolument convergente.,
(noter qufon ne peut conclure lorsqu'on a seulement ¥ %] < 1)«

. . o0
8i & partir d'un certain rang 'elunl > 1 -alors Z']un] = ooy
n=o

On en déduit 1@

y¥) lorsque la suite (glunl) tend vers une limite a < 1, alors ls

o/tth
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série de teérme général o, est absolument'convergen{:e. Lorsque la suite

n =
{ V lun[) tond vers une limite & > 1 alars z lun{ = o LL en est de
| n n=o
n8me lorsque la ‘suite. (V lunl)_.)l par valeurs 2 L.

Application #

Proposition 3e (Lemme d'Abel)s Soit ‘-(an)’ une suite pour laquelle il

exigte un nombre Rd > 0 tel que la suite (aan;) soit bomée en valeur

absolue,; alars pour tout x € .[o,Ro[' ‘les séries de terme général ,a.nrn,

a

n - N1
n+l

= et m anr -sont sbsolument convergentesy
En effet, par hypothdse il existe um mombre. M.>o0  tel que

la.nll?.f)L ¢ M quel que solt lYentiexr ns Par suite on a 3

o e oz ‘n{‘—ﬁ o V“‘
V[an_lr B e laanO I My
R R
o ©
expyxession qui tend vers ?—- quand N—)coy
Ro
De m8me on & t

n - % n
} n]~ bl r.o \w n L X .
VoL © % ; \ n+llaano < B V ot ¥
() ] :

ezpmssian' gul tend vers -5- <1 quand n—3ow

R
o



‘u55..

Fpfin ona ¢

n"l lnwi r 5% %) 'x"nn
nia r ':—u-e- -—-a:R g s -.»M’
[¢] 0

oxpregsion qui tend vers - quand n—eos
. :
Dans les trois cas comme e < 1 pexr hypothdse +#) s'appliques
R
o

Exercige 19+ Montrer que la proposition 3 reste vrale si on suppose

seulement que la suite (a an) ‘est & croissance lente (of, exercioce 6 exemple).

(GO) Chercher 8'il existe « > o tel que la suite (u ) soit comparable &
la spuite (—%} revient & chercher stil existe o » o; tel que, & parbir
\a _

dfun certain rang, la suite (naiunj)soit minorée ou majorée paxr

constante k » 0 ou encore (puisque —0 quand B —3) & checcher

logn
| Loglu |
stil existe o » 0o tel qu'i partir d'un certain rang la suite (

Zl.ogn

soit plus grande ou plus petite que la constante - @» Le théordme 3 dorme
alows les régultats suivants 3

Critére logarithmique dfordre ©e.

@) s'il existe o > L tel que la suite ('nalunl) soit majorée par
un nombre k > o alors la série de terme général w est absolument

convergsnto s

i/ﬂ'!
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Si & partir d'un certain rang la suite (n»lunl) est minorée par un

nombre k » o alors Z Iun[ = oy OU encore

n=o0

| Zoglu |

B) s'il existe a > 1 tel qu'a partir d'un certain rang — g -
logn

alors la série de terme général w, est absolument convergente,

- log|u |
(No‘«;er quton ne peut conolure si l'on a seulement 2. < -1).
logn
log[u l
Si & partir d'un certain rang —2. >-1 aloxs Z lunl ¥ oow
logm
n=o

On en déduit

1og[unl ,
tend vers une limite a = - ¢ < = 1

%) lorsque la suite (
logn

alors la série de texme général v est absolument convergente,

. loglu l
Lorsque la puite (==} +tend vers une limite a > -1 alo.pg

logn
=0

log]unl
Il en est de méme lorsque la suite (

)= -1 par valeuwr > =~ ly
logn

(Gk) Les mdmes considérations appliquées & la suite (un) et & la suite

1

teast -
nlog n sey (log n)%

permettent d'énoncery

Critére logarithmigue d'ordre k ou Critére de Bertrand.
@) s'il existe & » L1 tel que la suite (n 1og' n ees ,(1ogkn)a|unl)soit

majoyée par un nombre k » oj alors la série de terme général w est



..‘55...

abgolument convergente
8i & partir d'un certain rang la suite (n.logn s«» logkn]unl) est

00
minorée par un nombre k » o alors Z]un] = .« -ou encore (puisque

=0

, - —30 - quand D—Jew)y
10gk+1(n)

B) 8'il existe a > 1 ‘tel qu'ad partir d'un certain rang

1o‘glu l + log n + ene + log. n
— n , - k
-

, <~ o
108141 ®)

alors la série de terme général w est absolument convergente.

(Noter guton ne peut conclure si l'on a seulement v, <=1)e

co
8i & partir d'un certain rang v, ® ~ 1, alors Z W= e

n=o

on en déduit ‘
¥) avec les notations de ) lorsque la puite (v,) tend vers une

limite a =« & < ~ 1, alors la série de terme général v, est absolument

convergente .

‘Lorsque la suite (vn) tend vers une limite a > - 1 alors

(=]

Z_Iunl’ = oo

n=o0

Il en est de méme lorsque la suite (vn)—-—->-1 par valsur 2 - 1,

e) Critéres ds sesonds espéces, On Buppose iei w £ o pour tout

e
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n € N et on cherche & savoir s'il exigte uue sulte. (vn) de 1'échelle

A la ] v
telle que & partir d'un certaln rang la suite | ail . n+1> soit de

'unl § vn

signe oonstante S'il en est ainsi le théordme L permet d'en déduire que les

suites (un) et (vn) sont comparables,

o | _ Tnal

Si & partir d'un certain rang = | =
n

- §0 et sl la série de
n : :

terme général v est convergente, alors la série de terme général w est

abgolument conwergente,

lun+ll vn+l

81,5 partir d'un certain rang, == - = > o et si la série de
Y %] Ta
terme général v, est divergente, alors zgjjun{ = con
n=0

En exprimant ces oonditions pour chacun des types de suites (vﬁ> ‘e
- 1%éohelle, on obtient les critéres suivante.

(c*wl) Critére de D'Alemberts

81il existe un vombre positif a = % <1 tel que, & partir d'un certain

: [un’*‘l l - d 4

rang, - i § a alors la série ds terme général w, est absolument
n

convergentey

. ('Iun+1l
(Noter qu'on ne peut conolure lorsqu'on s seulement -Tt—Tw < 1)

e
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w1 3
Si & partir d'un certain rang ~I%i1~ 21 alors zngunl = ey On en
‘ .
=0
1y s !un-t-l! v ' |
deduit que sl ~——"=- tend vers une limite a < 1 alors la série de terme

n
général u est absolument convergentes

lun*ll.

Si " tend vers une limite & > 1 ou tend vers 1 par valeur

lu

v n
21l alors ;{:luh[ = ooy
n=0

Exempley La série de terme général w,o=

¢h. VEE

n
e

est convergente,

ch V& . eqym
£ o

En effet, on a .V ¢
n"
e 2e
v Ld
Or nﬁlvz % g‘n+1 Vo % <.%F'

§<!

(C*)) Critére de Duhame]..

Sl existe « >1 tel qu's partir dlun certain rang
]u I o
oL s (1+ l) = ] -

1
- + © (""‘)‘
un! n n

i

Clestmd~dire s'il existe ' > 1 +tel qu'd partir d'un certain rang

u B
l n+ll : 1
1~ g——, ou encore 8i & partir d%un certain rang

L
n(l - lnﬁili) > a'>1 alors la série de terme général u, est absolument

convergentes, (Noter qufon ne peut conclure lorsqufon a seulement

G/de
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Iun+l| 1
Si & partir d'un certain rang lu | 2 1 -= ouencore si
' n
. !un+ll T
n(l - =—===) <1 alors Iu[:oo.
U] n

n=0
(C'k) Critére de Raabe.

Stil existe @ > 1 +tel qu'd partir d'un certain rang
o
n+1 <1 - A . 1 o
un‘ n

~ vew - e
n log n N 102 N see logk_l(n) n log n .., tog, (n)

alors la série de terme général w, est absolument convergente.

81 & partir d'un certain rang

!un¥1]

Uy | n nlogn """ nlogn e.e 1ogk(n)’

<o
alors % lunl = o {(on démontrera ce critére & titre d'exercice).
n=0

Traiter les exercices 20 et 21,
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Exercice 20. Série hypergéométrique,
@) Soient a, B, ¥ €R ot a B, ¥ ¥ - n.quel que soit n € N

Montrer que la suite

- a(a+l) eow (0n=1) B (B+Ll) e»v (ptn=l)
1w2vww 1 ‘Y(‘\"*‘l) wve (Wn—l)

n

est ;é 0 ef de signe constant & partir d'un certain rang., Utiliser le

critére de Duhamel pour montrer.que la série de terme général u est
i

abgolument convergente pour o + B < y el & une somme infinie pour

% + B > ye Montrer & llaide du critére de Raabe que cette somme est encore

u
n+l

infinie lorsque o +B = ye (On donnera de un développement en %

n

limité & L'ordre 24
B) “Utiliser les méthodes des exemples 7 et 8 du § o/ pour montrer

que 81 « vérifie les hypothéses précédentes, il existe une comstanst. 1

4 -’
telle que ¢ a(atl) vy (@n=l) ~ K n™ 2o,
(On &tudiera & part le cas o < 0)s

¥) En déduire qu'il existe un nombre a £o0 tel que u -~ ana+ﬁ—‘{“l

et appliquer (Go) pour retrouver les résultats du a ).

Sy B dwmmam @ v g m—— § ————

Bxeroice 21, Soit (un) une suite croissante de nombres strictemcnt

positifs tendant vers + w.
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¥ 3
@) utiliser le corollaire du théoréme 5 pour monirer que si EE” —>1
n-1L
_ u u ~u 1 .
quand n-—jew, alors on a ' -La——l’:—- ~ log w et que pour tout
P
p=
L o+l
o . 1
#r-d zg: w W mug) T
p=l
g) sans faipe dthypothése sur le comportement de T montrer que la
n-1
N A
série de terme général = _ a toujours une somme infinie {on traitera
n
un
& part le cas ol == ne tend pas vers 1)«
n-l

1 1 B
Y) pour tout « > o, comparer les suites (st = ) et;( : : ~~)

ua ua u(ua)
-l n n' n-l
Uy - uh~l :
en vue de montrer que la série de terme général est convorgente.
uu
n n-l

Exercice 22,
@) quand X--—ye dommer un développement en % limité & l'ordre 1

de £(x) = x log (1 +'§) et & ltordre 2 de f£'(x) en vue de montrer quiil

existe x  ~tel que g(x) = (1 + i)x est décroissante lorsque x > x et

que ILim g(x) = e,
Egoo

B) soit (un) une suite & termes positifs. Montrer que s'il existe

u
n+l -
En < B alors la séris de terme

B < % tel qu'd partir d'un certain rang
n

/
./wih
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général u, est convergente (pour le voir choisir o« tel que P < = <
e

4 A l
en vue de comparer, & l'aide du théorime 4, (un) et —(;é).

u
n+l

‘ . » ) . . l
y) montrer que si & partir d'un certain rang on a > =, alors

n

la série de terme générel w & une somme infinie (utiliser a) pour

comparex, & L'aide du théordme 4, les suites (un) ot é%)).

6y~ Comparalson des séries et des intéeraless

a) Critére de condensation pour lesg intésrales.

Théoréme 7« (Cauchy — Mac — Laurin). Soit f wie fonction continue,
positive et ddoroissante sur [0, |, alors la série de terme général f(n)

ot L'intégrale /. f(x) dx sont de mdme nature.
0 .

En effet, posons  £(x) = £(E [x]) (ofv exemple 3, he méthode, § o/),
otested~dire T(x) = £f(n) lowsque =n & x < n+l,

Alors, comme f(x) est'décroissan’ce,' quel éue soit x € IR{' on a
P(x41) ¢ £(x) < F(x);

&0 oo
f(x) d&x et j' £(x) dx sont de

ece qul montre gue les intégrales ‘[
, 0

0

mdme nature, Le théordme se déduit alors du fait que l'on a

[0n+115(x) dx = i £(p) s
p=0

Q/dtu
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Remarques Le théortme reste vrai si llon suppose que f£(x) ne déoroit qu'a
pax“bir d'une certaine valeur X de la variable, ce qui permet notamment de
ltappliquer lorsque f est définie seulement sur ]xc') s ool (xo >o0)y Il
reste évidemment vrai si f(x) est croissante § la série et l'intégrale
sont alors divergentes,
Applicatione La fonction :f‘_l(x)‘ est monotone, et admet pour primitive
o :
F__l(:x:) R elle est dono convergente pour « > 1, divergente
pour « € Jo, 1],
La fonction fo(x) = X * est monotone et admet pour primitive
-0
Fo(':x:) = —— lorsque « £ 1l et Fo(x) = logx lorsque o =1 j o lle
est done convergente pour « » 1, divergente powr a £ 1,
- -0 .
La fonction - fl(x) = Qﬂg-i-x-z——-f est monotone pour x assez grand et
R
admet pour primitive Fl(x) = %%?——-— ~ lorsque - a £1 et Fl(x) = log log x
lorsque o =1 3 elle est donc convergente pour a« > 1, divergente pour o € 1,

Plus généralement (avec les notations du § 5/ ¢/) la fonction

(105, (%))
"% 108 X eve logkgx)

fk(x):n est monotone pour x assez grand et admeb

(20g, (=)™

lL~a

pour primitive Fk(x) = - lorsque & £ 1 et

Fk(:x:) ® logk+1(x) lorsque ‘@ =1 } elle est donc convergente pouwr a« > 1,

o/ oun
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divergente pour a« £ 1,
Le théoréme 7, appliqué aux fonotions fk(x) ‘et aux suites (fk(n)),

redonne les résultats du § 5/ o/«

D) Méthode des brapdzess

Proposition L«

®) soit £ une fonobion positive, continue, monotone swr [o, ef §

alors on a

- n

4 |
Z #(p) = j £(x) dx - 3(£(n) - £(0)) + B (o, n)
o
P=0 | 1
aves lRo (o, n)| % 5 [£(n) « £(0)| en outre-si f est convexe on a
Ro(a, 1) 0 ;5 .8l f est concave on a
Ro(o, n) < O«

B) soit f unme fonetion positive, continue, décroismante sur [o,

»o
telle que f #(x) dx < », alors quel que soit l'entier n on a
o

(-]
r, = Lin £(q) ‘xf f(x) dax + 2?'_;-f’(n) + Ro(n, o)
Poyeo n

g=n

avea lRo (ny )| 4% le(n) |y

En outre, si £ est convexe on a RO(n, w) > Oe

/oo
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Démonstration . o).

. 5
Yar nhypothése le nombre o = [ f(x) dx ept compris entre
(]

n-l n
a = Z f(p) et b = Z £(p) et par suite
p=0 p=l ‘ |
a+b b-a .';&
le.~ *-2-“] < l"“z—"lv } ¥—t |
A iR c @
- En outre,
" (1) + o(p) | [
b 1) + £ip)- , ‘
az“Z' e =f° g(x) ax, | ;
p=L f |
| L
: :

ot g(x) est la fonction obtenue en

interpolant lindairement f entre les valeurs entidres de la variable« La

deuxiéme partie de a« résulte slors de la définition de la oconvexité,

Démonstration de {5)

0n a par hypothése rﬁ - f(n) S./ f(x) dx € r
_ ’ n -
e | 1 ® 1
et par sulte. lrn -3 £(n) - | f£(x) ax] $5 £f(n)s

n
co

En outrey, x, }2' f(n) = Z £(p) +2f(P+1)s=. f g(x) dx ot g(x) est
n

p=n

définie comme en ) La deuxidme partie de ) résulte alors de la
déCinition de la convexité,

On va maintenant améliorer les résultats de la proposition 4.

l/o-c
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Propogition 5+ (formule des accroigsements finis généralisés),
Soleut f et g des fonchions continues sur un intervalle [a, bl € R

et dérivables sur Ja, bl, Si L'on suppose g(b) # g(a), alors il existe

. 3 - {
& & ]&, 'b[ - tel que M) Ce f_.g.g)

g(v) - gla) gf (o)

En effet, la fonction ¢ (x) = (f('b) --f(a> g(z) - <g(b) - g(a)> f(x) est
continue sur [a, b] et dérivable _su; Jay b et 1'on a
¢ (8) = ¢ (p) = £(b) g(a) = &(v) £(a)s
Dtaprés le théordme de Rolle il existe doue € € Ja, b[ tel que
(o) = (200) = £(2) ) &(0) - (5(0) = (&) ) £1(e) = o
ce qui, démontre la proposition.
Lemmee Soit f une fonotion de classe ot admetta.nf; une dérivée
seconde sur un intervalle Ja ~ g; b+ efCR (a<b et &> 0) j alors

il existe ¢ € Jay b[ tel que

f Pe(x) ax - (b - a) fa) + £(b) , . (b-—;—‘zf"‘)Bf“(o).
a

. b " X , ‘LLaoL)A
En effet, la fonction ¢ (x) =f £(t) at - (x - a) B 2+ e

est de ¢lasss 'Gl et deux fois dériveble. sur "Ja=~ e, b + s et l'ona

g/io(



oa) = ¢*(a) = o, =)

En appliquant la proposition

)

L a olx) et é'.(:c---aa.)3 on

0o
ORI ?f’cwqmﬂef«

(b=a)”  3(a-a)? 43% Frow e

En appliquant la proposition L aux fonctions of(x) et 'B(x’—a)z sur

voit qu'il existe d € Ja, bl

»

3

tel que

[a, 4] on voit qutil existe ¢ € la, d[ < Ja, b[  tel que

g f" X
{%:3233 ?{c&i—)— comme . ¢"(x) = - (x~a) '-ZQ’

le lemme est démontrd.
Le lemme précédent permet de préociser les résultats de la propositio: 4

2 et de trouver notamment comme cas particuliers

lorgque f ept de classe ©
les formules des exemples 6 et 7 du § o/« Il fournit en outre une méthode pour

le caloul approché dfune intégrale définie,

Propogition 6. (Simpson).

Sous les hypothdses et aveo les notations de la proposition 5 lorsque

f o8t de classe ¢ sur wn intervalle J- ¢, «[ (& > 0),

“/“"
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") ona |R (o, n)| <
o+ 12 oo

En outre, 16r8que £" est monotone,
1 ,
(o, 5) = 5(£1(n) = £1(0)) + Ry (o, 1)

a&ea_ lBl(o,n) | < %élf"(n) - £"(o) |

B) lorsque ' et f" +tendent vers zéro et que f" est positive et

déoroissante alors on a
R(n, o) = Le (n) + R, (n, =)
o' ! - 12 Rl ’
aves |R(n, w) | & Z=£" (n)
Ryin, .Y I2 M

Démonstration de d,

Dtapres 1e Lemme on a

)3
“y 1 .
R (0, n) = o Z £ (p-40)

p=l

aves o0 < ep < 1y, La ldre inégalité en résulte immédiatement., D'autre part,

lorsque f" est monotone, les nombres R(‘)(o,-n) et

1" 1
| () ax = a(et(a) - ;f’(OD)
° o n-1 n
1 _ 1
sont ‘tous deux compris entre ]-_-éz £*(p) . et 15 Z £*(p), diol la
A . =0 p=l
28me indgalitéa

’/"'
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Démonstration de -

. i , . , .
les nomvres Rb(n, w) et 5 £'(n) sont tous dewx compyls ol
. Ll
+ .
4 N .

: e Lo, . . 2 E e
T3 dim - (q) et Tz lin NV oof(q) (oces limites ewistent dfepris s
Doseo Pyoo j
q::n+1 g

LA -

théoréme 7. puisque par hypothése, " est positive, ddcroissanite el guo

&

@]

£'  tend vers zéro),

L

On démontre de fagon toubt & fait aunalogue la proposition sulvanie.

.

Proposition 7. (Caloul approché des intégrsles définiss;.

. ' ) 2 . o .
Soit £ ume fonction de clasze G gur un intervalle

ey, 14 el (&> o), alors on a

.2 o

R e (By o Lo(es 207 R(n>

[ Emam=d ) e (B - Fee) + 1)) ¢ )
P=0

aves |R(n)| = —=— sup £Mx).

&
o] -,
1207 ogxgl

re, si % est monotone on a

e CHORENOMEENC
16}

=v]
N
=
N

it

aveo  [Rf(n)] < len(z) = £7(o) |+

lan

— r . . [N o
Lorsqus £ est de classe G pour »r assez grand une géudralisaticn
convenable de la proposition 6 permet d'aboutir & liune des
menvales du calcul numérigue qufon pourra établir & <itre & oxe Loa.

Traiter Llexercice 23,



oy~ Formule d!'Buler Mac Larin.

Exercice 23

I,~ Préliminaires.

@) Polyndmes de Bernmoulli, On considére la suite des polyndmes & une

indéterminde (Bn(xﬁ) définie par les conditions

Bo(x) = 1 et
(1)
d.Bn(x) .
d x =n Bn-I

(x) pour n > 1.

n
(1) Bn+l(x+l) - Bn+1(x) = (nt+l)x¥ pour tout o > 1
Pour tout n > o on pose b = Bn(o)

%3> Calouler les B~ powr n < 5, Montrer que 3

Bl(o) = - Bl(l) et & 1'aide de (1') que pour tout n > 2
(2)

B (1) =3_(0).

%;> Montrer; par réeurrence sur n » o, & l'aide de (1) que l'on o :
n .

B (x) = Z P b £2P

n n o.p
p=0

et déduire de (2) que
n-1

Zcpb = Oy
.np

. P::O
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o\ . .
%/> i) Montrer, par réourrence sur .n » 0, gue

B (x) = B_(x) = (1) B_(=x) + "™

- \I
= Bn(x+l) - (-1) Bn(—x) = 0,
[}orsque n 2 1, on montrera que

d Pn(x)
& 7R R

L'hypothése de récurrence entraine alors que P~ est constant. Lorsque
n = 2py vVérifier que Pn(o) = o } Lorsque n = 2p+l, remarquer que la

constante

n+l n+1 o
P = fo pn(..'t) it = fo[ Bnu“t.)« + Bn(t)] at = 2 ( — >~ o«

S

En déduire que pour tout k > 1

B B i) = Qg

o1 (P) = By g (1) =By 0

"En déduire également que Bn'(% + x) est pair ou impair selon que n
pair ou iﬁpair et par suite que BZkﬁ1<%) = 0 pour tout k > o.
ii) Montrer que, pour tout =n » o, les polyndmes
o (x) =B (x +3) + B () -;li B_ (2x)
ont méme parité que n et que
Lo () = (a1) @ (x)-

Montrer que Qo =0 et que pour tout k » o,

si Q. =0, alors Qoppq = Ov

est



Utiliser le fait que Q2k+3(%) = Qp,5(0) = 0
(que 1'on vérifiera)pour en déduire qu'alors

En conclure que Qn = o0 pour tout n 2 o.

Q2J¢c+2 =

Oy

Utiliger le fait que Q2k(0) = 0 pour montrer que

oL Ll
(3) By (3) = (2“"“"1{—1 = 1) by
1A

(= !
Bhfa-ra ) 49
th+g :

\B (’I)

L Bed

. QAN \ \\\

>
? Zx.
o 7
?fcu\/le %(’/‘(('/ffi(,-’/{f() (,:,/j{
I
B il
T ke
fa_ )
':Qm &?Q+a.‘_._ -
\
J
1
AL L L)/\B (oc>
1&+3 /)ubu ? q§+5
: 2

l,éad.‘

i//)
X{w:ae ’e\«:u/’é\wu;~ &/Y e
Uw&M& “@QA;Q

6 b(. 304-(/3
HQQ-Pé
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-'%3> Montrer gqu'on a Bz(o) >0 et que BZ(X) n'a qu'une racine

sur [o, lj‘ Montrer, & l'aide du %3) que, 8i BZk(x) n'a qu'une racine

2

4 1
sur [o, 5] et si BZk(o)'>o, alors on a B2k+1(x) > o sur [0, 5];

2

Montrer qutalors B (x) n'a qu'une racine sur [o, %] et que

2k+2

: P 1
B o(0) < 0 3 Onen déduit que B2k+3(x) <o sur [o, 31 et que
t 1 . 1 .
n'a gqu'une racine sur [o, 2] avec sz+4(0) > O
Déduire de la récurrence précédente que pour tout k > 1 b,

signe  (<1)",
o ‘ 1
5/> Montrer que pour tout .n » 1, j. Bn(t) dat
(o]
1/2

tout k 21, f sz(t) At =0,
s}

i

o et que,

1

/o
B2k+4k£)

est de

pour

Utiliser la formule (3) pour montrer que, quel que soit k 2 1,

L 1/2 [Pows2] | ,
| j By (®) 6 | < Tores et que Byy,p = SU Boea() | = Jop ol
. co g

f) Formule de la moyenne généralisée.

1) Solent f et g des fonctions continues sur '[a, b)] cR ;5 on

suppose g 2'0 pour tout x € [a, b] et l'on désigne par G(x)

une

primitive'de g» Montrer, & 1'aide de la formule de la moyeme et du

changement de varisble u = G(x), qu'il existe & € Ja, b[ tel que

S
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b b
f £(x) g(x) dx = £(o) [ g(x) dx,
a a
2) On suppose maintenant qu'il existe 4 € Ja, b[ tel que g(x)‘ ? 0,
pour tout x € [a, d], g(x) € o pour tout x € [d, b] et

Ldg(:sc) ix = - f: g(x) ax

Utiliser le le) pour montrer que, si f est déoroissante, on a

a

b d
ECECE N COREON O
X a
3) A l'aide du «) 5°), déduire du ) 1°) que, si f est une fonchion
continue sur [o, 1], alors
1 _ 1
1 fo £(x) By o) @x | % oyl [ [2(x) | axe
A 4 o
Déduire du p) 20) qué , 81 £ est une fonction continue, décroissante
sw [o, 1], alors

L flo) = f{l}
. fo £ (x) B2k+l<x) dx & le signe de s Poro

et que 1ton a

1 b
[ 2 By ) ax | < (5(0) = £(0) ) ISR

v) Intéeration par parties itérée,
Solent a, b €R (a < Db)s Montrer, par récurrence sur llentier p en

utiligant l'intégration par parties, que, si f et g sont des fonciions de



)

olt Rk(a) =

- 7l -

classe Cp+l ‘sur un intervalle Ja - &, b + e[ (e > o), alors
ba ( b~alp+l)
() f ¢ (m) g(b=t) at = [ P (bet) glatt) dt
o
B (
q)  (p-q) (q) pﬂq) b-a +1)
= EE:E% gb) g (a) - £ (a) g )ﬂj ]' £la+t) g (b~t) dt
g=o
e (x-a)F
Que devient cette formule lorsque g(x) = .
D

8) Application, Dans (&) on suppose b =a + 1 et l'on pose

g(x) = . Utiliser (1) et (2) pour montrer que 1l'on a,

lorsque p = 2k,

#(a) = [ "H0)as - —<f(a+1) - f(a)> Zﬁi—< (anﬂ) _ f(2(3>> - 2 (0)

g=1

1 (2K+2)
SRS [ B (%) £ (a+i-t) dt.
(2=+1) Jo 2kl

Utiliser e B 3°) pour montrer que

Boreat a+l (2k+l)
1 a
) el < f £ (8)'] as
ol 1ton a pose B = sup |B (%)

2k+l ozl 2kl

(2kﬁlg
2) si £ (x est de signe constant sur ’[a,va+1],
B () (2x)
alacs [R (a)] ¢ 2| £ (as1) = £ (a)]
k (2541)1
2k+2

3) si £ est de olasse G - , alors

v/ ¥ v
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]R (a)] s J—-z—ki%l [ f(m({;ﬂ) ~ f(Zk?ig | + f ﬂf@kﬁ%z dt

2K.+2

compte tenu du fait que @

1 (2k+2) b (2x+1) (2x%+1)
R (a) = f £ (atl~t) B (t)at 22 <f (atl) - £ (a) )
k (2x+2) 4 2k+2 . (2k+2)!
_ 2k+1
1{-) i £ est de cla._ssa ¢ et si msa dérivée 2k + 1 iédme est nmonotone

sur [a, a+l], alors

b (2k+1) (2k+1
’RK(a) a le mBme signe que = iliii-; (f (a+l) = (93)
+2)1

(2k+1) (2kl
e a --—2-]9:-—2—-—- - (a+l) = a) ||«
¢ IRk( 1 * l(21‘:+2) <f b=t g>l

II,~ Formule sommatoire d!'Fuler Mac Laurin.
2Lkl .
@) On suppese f de classe © dang un intervalle -8 n+ el

pour un entier n ‘donné (e > o), En remplagant dans (5) a par p (entier

compris entre 1 .et n-l) et en gommant pour 1 < p € n-l ; montrer que llon a

ol 2g-1) (2q-1
(6) & 4 = Zf(p) = [ £()at - "g*f(n) - f(l)) Z“‘L (f’ (3) - T (1))> k(l’n>
= n (2k+1)

e [ B (%) £ (n~%) dt
(2k+1)& 1 2+l

avee g (I,n) =
k
ou 1l'on a posé sy pour tout x € R,

B (x) =3B (x-E[x]) (ot E[x] désigne la partic entidre de x)
2kl 2k+L
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Utiliser le ' B) 3°) pour montrer que

1) aveo les notations du ¥ 1), on a

n (2kﬁ1
o (2m)] < 2L [ )l e
(2k+2) 1
(2k+1)
2) 8l £ (x) est de signe comsbant sur [l,u] alors
(2x) (2x)
e (L)) ¢ = i R P Y
(2m+1) }
2k+2
-3)’5:“&. £ est de classe © ‘alors
(2kL)  (2e#l) ., n (2ke2)
o (22m)] «J-—%lﬁ?i[l GY -2 @)1 [Te () le ]
2k+2 1 —
Compte tenu du fait que
n (2K+2) b (2x+1) (2k31;
3 (l,n) . f (5) £ (nt) at - K2 <f () -2 (1))
(2k+2)' 1 2ke2 (2+2)} /
aves B (x) =3B (x - E[x])
2k4-2 2k+2
2kl
L) sl £ est de classe O© et sl sa dérivée 2k+l iéme est monotone

sur [1,n] -alors

b (2,+1) (2%+L
p (:L,n) a le méme signe que = e (f z-n) - f (13)
k ' (2K+2) %
©, (2k+1) (2k+1
e n 2k+2 ‘ A .
b Ip (1,m)] < ]M(2k+2), (f | (n) - £ (1?)1

- Q/tv'



-7 -

2kl
B) On suppose maintenant que f est de classe G sur

- g o[, que f £(t) ab est convergente, que f£(x)—»0 quand X-—ye,
-4l

(2q-l
que (= ——>0 gquand X-)ew pour L <'¢g <k, et que
(2%+1)
ﬁ (=t) £ (%) at est convergente, Montrer que
1 2ktl
< (29-1)
(7) x, = Lim) 2(p) = [ 2(t) at + 32(a) - Z Z2a g Gy p (s =)
Tpoo (2q)}4
p=n
1 -y (2k+1 .
ot p (z, m)z-———_—f 5 (<t) £ () as
k (2%41)} Jn  2k#1
1 m (2k+l)
(pour le voir développer p (n, m) = —————-f £ (m-t) B (t) dt
k (2:+1) 4 2k+1L

(pour m = n) & L'aide de (6) et passer & la limite quand m—yeo),
Utiliser B) 3°) pour montrer que

uo (2k+l o
1) si f (t d‘b <, -alors avec les notations du ¥ 1 ) on a

I (ny )| < Poen wlf<21({f)' | at
k (2k+1)1

(21 _ '
2) si £ -(x) est de signe constant swr [n, ], alors

lp (3, w)| < ilﬂ*lf(z?in
(21+1) !

2kt2 o (2k+2
3) 5i f est de classe © et si f £ (%)] dt < w, alors
n -

'/001
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21(‘!‘2 e

comphe tenu du fait que

: o (21+2) b (2x+1
p (1, w) = [ B (=) £ (t) at + =2 _p (n
k (2+2)3 Jn 22 (2x+2)1
2k+1
L) s8i f est de classe O et si sa dérivée 2k+l idme est monotone
[0, w] alows
b (2k+1
p (n, ©) & le ndme szgne que - 22 (n;
k (2k+2) !
(2k+lg
2k+2
et [p (n, =) < I-—-—lii-—- £ (n)|
k (2x+2) ¢

‘{) On suppose maintenant qu'il existe un entier £(o < £« k) tel. que -

(21+1§
[ B (=t) £ (%) dt est-convergente
1 2041

(29-1 |
que f (xg tend vers zéro quand X-——3jc pour 4+1 < g sk

oo (2k+1
et que [ ('h |at < oo Montrer, en développant pz(l,n) a l'aide de 6

et P (n,0) & llaide de 7, que l'on a

n-l

©) =) £ = [2ea - Yo) - 1)) Z-—ﬂ-}—( e (Zqilg)

p=l
ko
(2¢-1
+ K + -—-—q---f (ng - p (n,w)

(2q)'
g=£+1

o oee
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1 po_ (2£+1§
o l'on a posé K= p (1,0) = = jﬁ:B (-t) £ (%) at
L (2A+1)t 01 2841

qui est finie par hypothdse., Montrer que les majorations de p (n,o) données
k

en ) - sont encore valables,

8) Utiliser le formule (8) pour donner des développements limités en

1

= diordre arbitrairement grand de’ hn’ ﬁh, Y-y sk=k et «

n-1 n-1 .
(exemples 6, 7 et 8 dau § o/).
Utiliser les formules 6 et 7 pow donner des développements limités en
l& (q € 2) des sommes ;n(k)- définies dans la remarque du théordme 5, et

n-

calouler les développements limités des exemples proposés dans cett« remarque,

.&) Par un changement de varisble dens (5), montrer que si f est de

2k+1
classe €. sur un intervalle J- &, 1 + e[ alors on a

1 | .
[ (t)ak = %[%f(o) w £(2) + £5) ¥iven + £(2D) 4 %’(f(l)]

.q=l « .

B (2k+1
aveo lpfk(n)l % (EZ;L): 11121&1 f: Es <t§x dte

o/v’n
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7= Produit de convolution des séries absolument convergentes,

Remarque. On sait que, si les suites (un) et (vn) tendent
respectivement vers des limites u et v, alors le produit terme & terme
(unvn).-- de ces suites tend vers uv, .Ce serait une erreur de croire que,
8i les géries de terme général u -et" Yu sont ponvergentes et de sommes
regpectives s et t, alors la séfie de terme général WV, & powr somme st,

On va définir, sur l'espace S des suites s une nouvelle notion de
produit possédant cette propriété que 1l'on appellera produit de convolution
pour le distinguer du produit terme & terme.

Définitions Solent u = (w) ety = (vn) des suites de nomb- = rdels
ou oompiexeéy On appelle produit de convolution de u et de y et l'on

note u * ¥ la suite E:-(wn) définie par

n
=UYv_ o+ e + U LV LV uvY = ) uv.
W = YoVn F W Vg Foeee -un~11+un0=ZPn‘,'P Zupq
’ * p=o p+g=n

En revenant aux notations du § 1), ce produit est entidrement déterminé

par la taeble de multiplication gi “&y = pour tous - i, j € Ne

€. .
-:L+J

of »ee
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a v 1.
%N -
L4 , ‘ \
Propriétés fondamentales, ' N
: , N
N
. . ' N
Quels que goient u, u', v, v' €S N
AN
hY
on montyera & titre d'exercice que 3 {%u% Y% 4% N
~
4 uo»; v, '{1 9 \g' ~ .
g Vv Y, v g J v Vv
. a
UxY=Y,u (comutativité) N : ° h_ o
0 - a L3
U (Te¥)=(u,¥) . (associabivité).
Uxg =8 4 u=u (existence d'un élément neutre),

(u+ut) o, Y=u,¥+u, v (dstributivité i gaucke par rapport 2 ltaddition)
e (T+3) =0, +u, v (distributivité & droite par rapport i
1l'addition),

Ces propriétés expriment que l'espace vectoriel 8 muni de ool
opération est un anneau,

En outre; quel que soit A€ X on a
(7»11) Y =0, (&) = Mu 4 ¥) (compatibilité avec 1'homothétie).,
(un- groupe abélien muni & la fois de struotures d'anneau et d'espace vectoriel
compatibles au sens précédent s’appelle une algébre st o'est le cas par exemple
de l'anneau des polynddmes & une ou plusieurs indétermindes sur un corps
commutatif K).

Théordme 8¢ Soient u = (un), Y= (vn-)‘ des suites et u , v = (wn) leur

o/ vee



produity Si les séries de terme général w et v

gentes et de sommes respectives B et %,
Wnr -est absolument convergente et de somme st

Démonstrations

i) notations Quel que soit n € N on pose

Wn-zlzlup v L Z | Iv, |

p+g=n p+g=n
hel n
L 2{: up 's’n.z ;{:lupl
p=0 . =
h23 n
t = z v tt = z [v l
n. P n P
p:."Q =0

sont absolument conver—

alors la série de térme géndral

5 = i v Z wv () sty = Z W z o, | v
p=0 |

pra<n p=o

B =1lin 8 s =1lim '
n n
oo Dyoo
t = lim. ¢ t' = 1lim  +¢
n n
Lyco L yc0
n
((*) Noter qu'on n'a pas z' = Z !Wpl>,
b=0

ii) convergence absolue.

Wn est absolument convergente, il suffit de vérifier que

Pour montrer que la série de terme général



car pour tout n €N on a an.l g W'ne
En dtautres termes, il suffit de montrer que la suite croissante (z'n)

- agt borndey Or on a

2! = Z [up[ lvql. g Z ll_lpl [vql.g Bt t' < s'tl.

ptqsn - Ospsn
et o<qsn

iii) Calcul de la somme, Montrer que la série de terme général W,oa

pour somme sBv¥t, revient, puisque (Sntn)’""’“ , & montrer que la suite

(sn‘bn - zh-)—--)o quand n—ywy Or on a

[‘snfn - znl = !Z upvql < Z Iupl ,lvql = s'nt?n - z’nw

pgyn - pHg>n
psn et g<n psn et ga

Il puffit donc de montrer que la suite (s'nt'n» - z’-n)--)o.
Si k= E‘ [g] (clest~a~-dire si Zl;sz g_ ou k= n___;& selon que n est pair
ou impair), alors les inégalités p s k et ¢ s k entrafnent p+ q s n
- et par suite s’k‘b’k = z’no

On en déduit que

t 4t gt ¢ gt 4t t gt Y4t 1 1 gt f gt LI T
Sntnzn<sntn”(snsk)tkﬂn(tntk)s(snsk)tn+”n(tntk)

< (8t st )El4s" (6! -8 ) < (8'-8t )tl+s (t1=51,),

of v
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puisque les suites (s'n) et (t‘n)- sont: croissantes et bornées par s et tf,
Comme. les suites (s'n) ot (t‘n) tendent respectivement vers s' et tt ek,
puisque k—sw avec u, on vdi‘h que le dernier membre de 1'inégalité

précédente tend vers zéro quand n-— e, ce qui achsve la démonstrationy

IVe~ Représentation schématique des ensembles de couples d'indices sur lesquels

ont €46 effeotuées les sommations ubilisées dans la démounstrationy

(.,, o (n,n) -

1
G L

1% l2k)
g t’é
0 gaeanty @ (=9 &9 (9
At & e
(e (o) (* )
2o tn - 20 (En- ) b -nfly =
! 4 ’ I ’
o LW (An‘ Cn)c’é-o” (L”-t'é)
% ‘& o
X
\\5

ORI (9 D)
P S PN -4)*5' 5

n"n 9o €080 - 2 CR
Le théoréme 8 a pour principale application la proposition suivante, .

essentielle pour la puite,

&/Q"
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Proposition 8, Soient (ah) et (bn) des suites pour lesquelles il

exigte un nombre Ro > 0 tel que (atha) et (bnR?o) soient bornées en
véleur absolue, alors pour tout r € [o, Ro[ la gérie de terme généwral
n

n R A ' » . :
o r (ol 1'on a posé o, = EE: afbn_p) est absolument convergentes

p=0
En offet, si 1l'on pose u = (a rn) et v.= (b rn) alors
3 Y =er
wp ¥ =p T T Y

On sait, pax la proposition 3, que les séries associées u, et X,

sout absolument convergentes, ce qui permet de leur appliquer le théordme 8,

8y~ Comvergence des séries non absolument convergentes,

a) Transformation d'Abel. Il est impossible de donner des conditir .:

sur le terme général u d'une série'qui permettent de décider dans tous les
cas sl la série donnée est convergente ou non, Cependant, il existe des
procédés permettant d'étudier des séries de types partiouliers. Le p}us
courant dlentre eux, est l'analogue pour les séries de 1l'intégration’ par
parties et fait llobjet du lemme suivant.,

Lemme, (Transformation d'Abel) Soient (un) et (vn) deux suites et

soient (s ) la suite des sommes partielles de la suite (w) et (&)

S res
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la suite des sommes partielles de la suite (unvn), alors on peut éorire &

n~-l

b, =8 v - Z 8, (vp+l - vp’,) et lorsque m >n

p=0
m—1 5
S 1-'n = 5pm 7 BnVne1 T Z 5p (vp+1 - vp)’
p=o+l

En effet, en écrivant que (,un) est la suite des différences (§ 3/ a))

de la suite (‘sn), on peut mettre 'bn sous la forme 1

n n
(1) t, = Z UV =BTt Z (sp - sp—-l.) A
pzd v p=l
n-1
= Z SP(VP - vp_l) * 8V
p=0

Proposition 9. Soient (un) une suite de nombres réels et (vn) une

suite déoroissante de nombres positifs, On désigne par (sn»)" la suite des

- sommes parbtielles de la suite '(un) et 1'on suppose qu'il existe

M 4 €R tels quey quel que soit n € N on ait

(2) Mss, % u

Sous ces hypothdses si (tn) ‘désigne la suite des sommes partielles

de la suite (u#vn), alors pour tout n € N on a

(3) A AL NAN

/
(7 IR
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Démonstrationy Comme par hypothése pour tous les entiers p, n > o on a

V=Y

A Pl > 0 et_.vn g 0,

§n déduit de (2) 1les indgalités
(&) (vb - vp+1) < Bp(vb - vp+l) < (VP’ﬂ vp+l) ot
(5) Av &8V < y‘vn.

En somﬁant les inégalitésv (4) pour o< p<n =1 eten ajoutaut (5),
compte tenu de (1) on obtisut (3), ce qui démontre la proposition,

Théoréms S.

Soient  (zn) une suite de nombres complexes: et (Eh) une suite
déoroisgante de nombres positifs tendant vers zéroy Si la suite (sn) .des
sommes particlles de (zn) est bornés en valeur absolue par une constante
p > o0y aloxs la série de terme général 5 & est comvergentes Soit % sa

pomme } en posgant -

n~1

r o=t - Z_E& 5 wd &
n Py

p=o0

(6) 'l;nl < 21s,
Démonstrations Soit (tn) la suite des sommes partielles de (znen)

#/iuv
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quels que golent les entiers q et . p >0 ona

[s | (e

gt Y%~ £§+l)$p (sq - 8@*1)

et IS[&&M&Py

E N

En oubtrs, pour tout n >1, ona

lan»llsn g u enf

Dans ces oonditions en appliquant la transformation d'Abel quels que
soient les entiers n et p (n < p) il vient, en sommant la lére inédgalité

pour- WK ¢ £ p - 1 et en ajoutant la seconde et la 3dme

~L
Itp - %nrll sv§E:[sql (sq - q+1)'+ ]sp‘ &, + ]snﬁll g, <28

q=n.

)

expression qui tend vers zéro par hypothése, ce qui montre gue la suvbe (tn

est une puite de Cauchy et par conséquent qu'elle tend vers une limite t+ € &.
Daﬁs Ll'linégalité précédente en faisant tendre p vers 1'infini n
restant fixe, on cbtient (6), ce qui achdve la démonstration.,
Corollaires Soit (an) une suite de.nombres positifs gt soit z £ 1
un nombre complexe tel que lzl =1 3] on poge Ozarg z. Pour que la gérie
de terme général vahzn soit comvergente il suffit que (an) soit
déoroissante et tende vers zéro quand . n—w, Lorsqﬁ?il en est aingi, soit

t la somme de la série j alors on a

oz/ao-
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n-1 :
v [ = |4 - z a 2| < 2ula|
p=0
Ofl, p_u Wj':"-‘—-é—"
sin 5]

En effebty posons
n

n+l . .
B = 2{: 2 = }_:;E_._ (puisque (L = 2) # o par hypothése)
L=z
p=0

on a ]1_*'2{ = 2 lsing’l
ot |1 - g0

: S:Ln-él
le théoréme 9 montre alors que la série est convergente et donne la majoration
de ll‘n] ¥ -

Remarquey Le théoréme 9 et son corollaire deviennent faux si on ne suppose

pas (g) et (an) décroissantes

‘b) Jas par’ciouliér t Série alternées

Définitions Une gérie de nombres réels est dits alternde ai son terme
.. \ 3
général est de la forme u o= (wl) a, avec a. > 04

Proposition 10, Pour qulune série alternée soit convergente, il suffit

que la valeur absolue de son terme général W soit décroissante et tende

vers zérosy Lorsgulil en est ainsi, le reste r ~dela série est majoré en

\‘/vov
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‘Valeur absplue par ]un[ et a le signe de u .

Pour le voir on applique le corvllaire précédent avec € = 7t ; ce gul
donne u=l, Alors il réste seulement & déterminer le signe et la valeur
absolue de T lorsque la série est convergente, Il suffit pour cela de
remarquer que, quel que soit l'entier p 2 o0, ona

et

u2p + u2P+1 # 0 u2P+l + u2P+2 § Oy

rs

e , . . s roN
Oi o déduit que les sous-suites (52P+l) et (szp) de la suite {s_)
des sommes partielles de - (un) sont respectivement croissantes et
déoyoiggantes et tendent toutes deux vers la somme s de la sériss

On voit alors que [rnl =[-8, 4]« ls, = s 4| = lu | et que

T w8 =g a le s8i - - méme 8igns que u
n o=l e 8igne de B -8 =u =7, qui a méme 8igns q n

puisque lrn} < !unl ¢ { S B é:: 4 —
4
24 43 45 AQ p+t OQ ' L o& 40

Exercice 24, Soit (un) une suite de nombres réels, non nuisy
tendant vers zéro, On suppose qu'il existe un nombre réel r(o <r < 1)
et un entier n = 0;. tels que, lorsque = > n onat

U

o

@) Montrer que la suite (]uni) est déoroissante (au sens 1aine .

/!
% we.
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B) On désigne par d 1'ensemble des entiers n > n_ pour lesquels

u
n-+1

Q
n

on &a - o

Lorsque 3 est fini, utiliser la pro?osition 10 et @) pour montrer
que la série de terme général w 68t convergentey

) on sﬁppoée»désormais que J est infini et on ordonne ces éléments
en une sous—suite (np) (p 1) de fagon & avoir n <n <n < e

En notant (sn) la guite des sommes partielles de la suite (un)’
montrer qu‘onva

ls -8

n n
. P

| < lu [ <o, 417 (@)

n + 1 n
P 0

loxrsque nP <u g 41

8) Soitv‘(vp) la suite obtenue en posant

v, R et wv_ = B, =8, | lorsque p 2 1
o P P p-1l

Déduire de (1) que la série de terme général v est absolument
convergentes On désigne sa somme par S

&) Montrer que, pour tout nombre réel & > o et toubt entier

log((1-r)%)
~ 2 on a [s - sn l 3 g et lun + ll <
logr o Tp

Pt

P =

4 1'aide de (1) en conclure que-la série de terme général u = est

convergente s
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Exercice 25, Utiliser les calculs de l'exemple 9 § o/ pour montrer que

<o

R =

(l - "-'_—"—""') =

I_[ (2041)2 N
n=l, '

(Ecrire N et constater que l'on sait déja que 2ﬂ5}-*9. g )e
Exercice 26,

. . 7
a)4Montrer, par réecurrence sur n, gue, lorsque © S X € =, on a

Y
s——-—-—-—-inx =2nﬂ COBE‘ N
sin(EH) 2P

2 p=L

A in : X
B) En déduire que §§—~§ =]—T 008 —.

N ~ . - 2
Trouver, & lfaide de une expresgion de - Bous forme de
: ) P x 5

Sg s s s o s X \!l + COS X
produit infini (en utilisera la relatien cos 3 = | =)

9y~ Notion de preduit infini,

Définitien., Soit (uh) une suite de nembres réels ou cemplexes £ — 1.

On appelle produit infini de terme général 1 + u la limite, lors:;u'telln
n

existe, de la suite N =I_I-(l + uq).
g=o

Conformément & la cenvention faite au § 1, lorsque le terme général du
preduit n'est défini qu'd partir d'un certain rang n, - en conviendra gque les
termes non définis sont égaux & 1, Clest—d-dire que les u, non définis

seront supposés nuls.



Proposition 1l, Soit (un) une suite ds nombres réels (meb.)

supérieurs & - l.

@) Une condition néocessaire et suffisante, _pour que le produit infini
de terme général‘ 1+u existe, est que la série de terme général
Log(l + un) soit convergente,

B) Pour que le produit infini de terme général 1 + u_ existe il
suffit que la série de terme général w soit absolument convergentey

Démons tration.

¢) résulte de ve que L'application log (1 + x) est sontinue et
striotement monotone sur ]~ 1, wf,

En effe'l?, pour que la suite (xn) tende yers une limite il fau‘b ot L

n .
suffit que la suite 8, = Zlog(l + up) = 1og(7vh) tends vers une limite,

p=o

Pou montrex B) on applique la formule de Taylor & l'ordre 1 3 la
fonotion Log(l + x). | Il vient 1og(;1 + un) =u +7, avesc v, = o(un)
ou encors ¥, = O(u ). Comme la série de terme général u = est absolument
‘oom'ergente», le théoréme 3 montre que la sézzig de terme'vg‘énéral v n Oonverge
ot par suite aussi la série de terme générel u ,, + ¥ye On pout eloxs

appliquer o«

€nsby) Lthypothése u , €ER n'est pas néoessaire lorsqu'on dispose du loga-

rithme d'un nombre complexs.
/

o/ w e e



ITy~ Séries de Fonctions,

1°) ¢ Notion de convergence simples

a) limite simple d'une suite de fonotionsy Soit E un ensemble.

L'ensenble g des applications d¢ E dans K =R ou € est un espace

vectoriel sur K, pour la loi dfaddition

(£ +g) (x) = £(x) + g(x) )

quels que soient f, g€ KE, pour tout
et pour Lthomothétie

~

x € B et pour tout N € K,

(n£) (z) = & £(x) J

On vérifiera, & titre dtexercice, que les axiomes des espaces vectoriels
sont 'wérifids par ces deux lois,

Une suite u (x) ::(un(.x)) de fonctions définies dans E & valeurs
dans XK est une application de N. (ou plus généralement de llensemble des
enbiers n » n €2z donnéd) dans - 3 olest aussi, i 1l'on veut, une
fonotion u(n, x) définie suww N x E & valewrs dans K, L'ensemble des
sultes de fonctions E——K est dono j.ui aussi un espace vectoriel,
[Lormu*une sulte u (x) = (u (x)) de fonctions n'est définie qu'a partir

dtun entier n >0, on pourra toujours cauvenir que

uo(x) " uq(x) = oypy ® u “1(1:) = 0 quel que goit x € B
)

faes
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et raigonner comme si u(x) était définile sur N toub entier].
Pour tout x € E, la suite (un(x)) est une application de N dans K,
Ctegt donc une suite numérique & laquelle les constructions et les résultats

du ghapitre précédent sont applicabless

Définition. Limite simple« On dit qu'une suite (un(x)) de fonctions
définies dans E & valeurs dans X tend (ou, lorsqu’on a besoin de précisger,

tend gimplement) vers une limite wu(x) t E—K si pour tout x € E la suite

numérigue (un(x)) tend vers une limite wu(x).
Plus généralement, soit D CE 1'ensemble des x tels que
lim u (x) = u(x) existe et soit finie, on dit (un(x)) tend, sur D, vers
Do
la fonotion wu(x) 1 D—K,
Exemples La suite un(x). = x  est une suite de fonctions définies dans
R tout entier et dont la limite wu(x) est définie swr J}-1, +1], Ona
o lorsque x € J~ 1, + 1l
u(x)=
1 lorsque X = 1

Remarques Comme on va le voir dans les exemples sulvants, les propriétés

(8tre dérivable, continue ou bornéde, etv...) vérifides par chacune des

fonctions u ~d'une suite, qui admet une limite simple u, ne se conserveubs

Q/e-v
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pas en général lorsqu'on passe & la limite, On étudiera plus loin une notion
de convergence plus stricte (la convergence uniforme) permettant d'affirmer

que u est bornée ou continue quand les u ~ sont bornées ou continues,

(1) Lorsque les fonctions un(x) sont bornées et lorsque la suite (un)"’ est
simplement convergente, on ne peut en déduire que la limite u(x) de cette
sulte est bornde.

: +
Exomples Sur E =R , les fonotions A

(x lorsque cgxX<n

u(zt)=< -x+2n lorsque n £ x € 2n

I

]

i

1
o lorsque 2n < x . L3
\ o n

sont boxnées et pourtant la suite (un(x)) admet pour limite u(x) = x qui
n'est pas bornée,

(2) - Lorsque les fonctions un(x) sout continues et lorsque la suite (un)
est simplement oconvergente, on ne peut en déduire que la limite u(x) de

cette suite est continue .

o/ o



Exemples Sur E = [0, 1] les fonotions

..97...

|
|

/.

A
n . —— e
un(:x.) » ¥ gont continues et pourtant la 1t .
suite (u (x)) tend vers la limite
o lorsque x € [o, 1]
u(x) =
1l lorsque x =1
)

qui nfest pas continue,

.4

(3) Lorsque la suite un(x) tend vers une limite u(x) la suite

aumérique v = sup |u(x) - u (x)]
0 n
x€E

ne tend pas néoessalrement vers zéro,
Exempley La suite de fonotions
r

1
nx lorsque o € x g a

un(x) ® { —nx+2 lorsque 1/n € x % 2/n‘

o lorsque 2/n < x

ond vers zéro et cependant sup + [un(x)[ = Ly
x €R

Le suite de fonctions
(2
n'x lorsque o € x § 1/n

un(:x:) = ﬁ-n2x+2n lorsque 1/n € x § 2/n

o lorasque 2/n € X

tend vera zéro et cependant é‘“%iﬂf l“n (x)| =n
X

gt



(4) Lorsque les fonstions un(x), définies sur un intervalle
b ‘ .
[ay ] GR, sont telles que [ u (x) dx soib définie quel que soit
’ a
n €N eb lorsque la suite (un) tend vers une limite wu(x); on ne peut

b b
en déduire que j' u(x)dx = Lim un(x)dx'
a N J &

Exempley ILa suite de fonotions

%% lorsque 0o €x < 1/n

un(x)=4 —n®x42n lorsque 1/n ¢ x g 2/n
o lorsqus 2/n<x <1 .
L o 3 1

‘ 1
tend vers zéro et cependant j un(x)ax = 1 pour tout n € N,
' o

EARY

La suite de fonctions
(3
n’x lorsque o0 ¢ x §1/n

u:h(x)'=< ~n3 x+2n° lorsque 1/n < x € 2/un

o lorsque 2/m € x < 1

\

tend vers zéro et oependant j u n(x)dx E Ne—doos
0 B

D) Convergenoce simple d'un série de fonctions.

A partir d'une suite de fonctions (un(x)) on peut former la suite. (sn(x))

n
do ges -pommes paxtielles en posant s pour tout un € N, sn(a:) = z ul;(x)'-
p=0

Suoe
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De mdme, & parbir d'une suite (sn(x)), on peut forméif}viéb.‘ suite (uﬁ(x))
de ses différences en j?osa.nt
uo(x) = so(x) et pour tout n VB 1 un(x) = sn(x} - sﬁ~1<x)

Définitions

1) isa suite (sn(x)) des sommes partielles d'uné suite (—un(x))

s'appelle la gérie de terme général u (X)e

2) ZLorsque, quel que soit x € B, la suite ( sn(x)) tend vers iine
limite finie s(x), on dit que la séris gonverge (ou, si l'on a besoin de

préciser gonverge simplement) et que la fonmwtion 8(x) est sa somme, On note

I 00
s(x) = lim _u(x)nZu(x).
nye /s P P
p=0 p=0

3) Lorsque la suite (sn(x)) ne tend vers wne limite finie s(x) que sur

un gous-ensemble D CE (éventuellement vide), alors 1'expression

o

_Z_u n(::) représente Ll'application u(x) ¢ D—K.
u=0

) Lorsque u (x) est le terme général d'une série simplement convergente

sur un sous—ensemble D de E de somme s(x), la suite

rn(x) = s(x) - s-n__l(x) (ot l'on a posé 'sn__l(x) = i “p(x))

p=o

Sen
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est définle sur D et s'appelle la suj.te des restes de la série de 'berme‘

ééne‘rail. un(x).. Noter que cette ;;uite $end simplement vers zéro sur Dy
Remarques Comme plus haut, on peut constater sur des exemples que la

somme s(x) d'une série wie torme général un(x) ne posséde pas nécéssairement

les propriétés des fonctions L Néanmoins , lorasquion connalt déja une i‘onoﬁon

8(x) il est souvent intéressant de pouvoir démoptrer gu'il existe un sous-

engemble D de E sur lequel elle peut se metire sous la forme d'une série

de terme général ur;(x)v

On va maintenant étudier une illustration importante de cette remarque,

©) Séries de Taylors

Soit £(x) une fonction de olasse (° sur un intervalle ouvert I CR
contenant lforigines La formule de Tayloxy permet d'éorire, quel que soib
ltentier n > 1 £(x) = Sn-l(x) + rn(x) (pour tout x € I)

ou, pow;' w cértain nombre 6 € lo, 1[,

) = B (e - =) " ()™ et = o) w o)

quand x ‘tend vers zéro, et oli 1ton a posé

Bo(x) » uo.(X) = £(o) et, pour tout pm 1L 'sp(x) - Bp—l(x)'” up(x) . fipigg) <P,

o ves
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Remargue 1+ Rappelons que, si par dfautres méthodes, on parvient & derire
f sous la forme
2(x) = B (x) + p_()
ot pn(x) = o(xp—l) et ol Ph_l(x) est un polyndme en x de degré < un - 1,
alors on a nécéssalrement Pn_1 =584 et Py = Fpr

En effet, par soustraction il vient

Py (2) = 5, (x) = 5,(x) = p_(x) = o (&)
ce qui n'est possible que si le polynSme P, -8 4 =0 (unicité du déve-
loppement limité).

En particulier, soient £ et g des fonctions de classe C® sur I e

£(x)

i

sn_l(x} + rn(x)

et  g(x)

i

3 -
tn~1<x) + T n(x)
leur déyveloppement de Taylor & llordre n~l,. Alors
(=) + 8 () )+ (r (=) + 2t () )
est le développement de Taylor & lloxdre n-l de (f+g) (%) ;
81 A est un nombre réel,

Sn~l(1x) + rh(hx) est le développement & l'odre n-1 de £{Xx) ;



enfln, pour tout entier p positif

sn_l(x?) +frn(xp) est le développement & llordre pn-l de £(xF)

8t xpsnﬁl(x) + xPrn(x) est le développement & llodre p + n-l de x°£(x).

Définition, Soit f wune fonction de classe O ° dans un voisinage de

- pla)
o € R» DLa série de terme général un(x) = £—-L9;xns'appelle la_série de
nl

Taylor de 7T,

Remarque 2 Dlaprés la remarque 1, si, en un point x € R, les séries de
Taylor de f et g convergent respectivement vers f(xo) et g(xo), les séries
de Taylor des fonctions f£ + g, A, f£(dx) f£(xF) et xf(x) tendent respec—
tivement en =z vers les limites ‘f(xo)ﬁ.g(xo), Kf(xo), f(lxb), f(xop) et
Xopf(xb)'

Remarque 3. Quel que soit x € I, pour que la série de terme général
uh(x) = gngLQ)XH soit convergente et de gomme f(x), il faut et il suffit

nl
que rn(x) tende vers zéro quand n—jwo.

IL en est toujours ainsi pour x = 0, Mals on ne peub rien conclure &
pripri, lorsque x n'est pas nul, comme le montre 1'exemple éuivant. On va
donc étudier le reste rh(x) du développement taylorien des fonctions usuelles,

elin de savoixr s'il existe un voisinage de llorigine sur lequel ces fonctions



s'identifient & la somme de leur série de Taylor.

1/x?

1) la fonction f£(x) = e est définie et de classe C° sur RB*,

Quel que goit n € N, on a

P =1,Q =1 et pour tout n 21

o o
= 3pt - -3 1
Pn(x) - ZPn—l Qn—-l *xP n-1l Qn- < Pn—l ¢ n-l,

et Qn(x) = x’(Qn_l)%‘.

Loyxsque x ~—P» © on sait quej pour toute fraction ratiomnelle R(x), on

e—-l/x2 = o(R(x))

En particulier, quel que soit n € N,

(1) lim f(n)(x) = lim ?%Zﬁzsl = o,

1
X0 &30

(

Pour tout n € N, posous fn(x) = f n)(x) quel que soit x # o et

fn(O) = 0y Les égalités (1) moutrent gque les fonctions fn(x) sont continuss sur R
tout entier et que f'n(x) = fn+l (x) quel que soit x ER ,
On en conclut que la fonction

e~-.'l./x2 Llorsque x £ o

fg(x) = 5
o lorggue x = o




est de classe C sur R et que, pour tout =n € N, f<n>(o) = 0.

Lia formule de Taylox donne alors
fo(x) = Sn~l(x)'+ rn(x) avec sn_l(x) =0
et par suite
'fo(x) = rn(x)-, pour tout =n € n,

-'Comime fo(x) # 0 lorsque x £ o, la suite (rn(x)) ne tend vers zéro en
auoun poimt x # o, (Dans le méme ordre d'idée on consultera le probléme n® 8 1),
qui donne un exemple de fonction de mbme type).

ii) Puisque la fonction f£(x) = ¢~ est de classe C° sur R, et comne,
pour tout =n € N, f(n>(o) =1, ona

n-1
<

£(x) = — +xr (x)
P} a
=0

ol pour un certain nombre 6 € Jo, il

(=) | = lil; (e < x lvs_il_l

avea K = max(l, ), Quel que soit % € R, 1'expression g—-—»o et lton
voit (divectement ou en utilisant la formule de Stirling) que le produit infini

T_{ -Lx-l est nul ce qui exprime que
i ow |
n=l '

'/v'v



el
T, =:~l§~—-l- — O guand N -——poos

el
ny
La remarque 3 permet alors de conclure que
< xIl .
e = — gur R tout entier,
1
e

=0

Dlaprés la remarque 2 on en déduit que

n 2 2 2n
oF g'jgj (L) m X ZE: x

nl nl
=0 n=0
X =¥ v _2n X =% e _2n+l
ch x = 228 =Z§-~ et sh x = &8 o T,
2 (2n)} 2 (2n+1)}
D=0 =0

iii) On sait que la fonction f£(x) = cos x est de classe G o= R

et que pour tout k€ N on a

25 () - 1, o)y Lo, f(#k+2)(o) =1, AB3) 0y Lo

On a donc
k
cos X = Z (=1 E 4 r (x)
 2xb n
os2ksn~1
n
o [z (x)] < B
n!

Comme plus haut on peut donc écrire

oo

o .
COo8 X = z ,(.;:L)__ X2n sur R ‘tout entier,

2ni
n=0

v/v-v
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LS
De méme, gin x = (G M S (x)
(2x+1)% n
o<2ksn~2

.Lffl

\ .

aveoc: [rn(X)i g on peut donc affirmer que
1

s
= n
sin x = f—l} X2n+l'
(2n+1)1
=0

On retrouve sur ces formules le fait que ocos (—x) = cos x et

sin (-x) = =~ sin x, En divisant par x e développement de Taylor de sin x

il vient

. k 2k '
sin x _ j{: (-1)7x v p (x)
x

(2341)1 n
o<2ksn—~1
]
o p (x) = o{x™ 1) est tel que |p (x)] < l&;lﬁ_ ]
" n (1)
On en gonclut que la fomction f£(x) = BBE  géfinie sur R¥, g
Py .

prolonge & llorigine par continuité en posant £(o) = L et que l'on a

pud ol
£f(x) = g-:EI‘--Z----«- 2 gur R tout entier,
(20+1)1
n=0

A Remarquer que rien ne nous permet encore d'affirmer que cette fonction
est de olasse G au voiéinage de 0O et que son développement soit unm
développement de Taylox.

iv) On sait que la fonction f£(x) = log(l-x) est de classe C° sur

1- m,'l[ et que quel que goit Llentier n > 1 on a f(n>(o) = = (n=L)1 .
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On a dono
n I

Lleg(lm=x) = - Z i—-' + rn_l_l(x).
p=l

ke
Comme f(n*l)(x) = - ? - )n ltexpression du regste soug forme intégrale donne
l-x

‘ = x—t
Sl = (S

Posons ¢ (t) = Xt ¢ comme ¢'(t) = Eind o on voit que pour lxl < 1
1-t (1-%)

la fonobtion ¢ (t) est décroissante sur Jo, x (lorsque x > o0) ou sur
Jx, ol (lorsque = <Ao) et qu'elle x'annule pour <+ = X.

Dapns tous les cas on a

loCe) [* < [=[*
sur l'intervalle d'intégration et le théoréme de la moyenne permet G'écrire,

lorsque |x| < 1

l n+l

Lgn+l(x)l < |x qui tend vers zéro quand n ——poco.

On peut donc' écrire :

©o
n
log{l-x) = - j{: = swr 1-1, +1[.
n
n=1
Pour tout a € R 1la remarque 1 permet d'écrire
n

o
log(a=x) = log a + log(l - g) = log a - j{: E—H sur )~ a, + al.
a

o}

=1

B



On a également

- -1 n+l &2
log(l + x) = ZE: (1) 7~ =
n

=l
et encore
2 < in
log(l = x7) = = _—
n
‘n=l
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¥) On sait que, pour tout « € B, la fonction f£(x) = (1 + x)¥ est de

classe C° sur J=1, o[ et que, quel que soit l'entier n > 1 on a

n-L
f(n)(o) =0 (0=~1) yoe (2 = n+l) =}—I (o = p)w

p=0
On a done
n
=
(1+x)%=1+ a{o-l) ve. (@ = p#l) .2, r_.(x),
: o1 o+l
p=L_

Comme f(n+1>(x) =I_¥'(a—p) (l%x)d-n—l 1'expression du reste sous forme

b=0
intégrale donne 3

rn+l< x) -

_ %(o=l) <. (o-n) ]’x(l—t)a'n—l(x—t)n at
0

. o) ooy (@on) [X(w(t))n (1-6)*" as,

nl

en utilisant les notations du iv) “comme on a lo(£) [® < 5%

lbrsque ‘lx[ < 1, D'aprés le théoréme de la moyenne, en posant

(1”t ol on a

ltT % |l



[ < {a(q-l) vev (a0l K lxln+l~

lrh+1(x) '

Or; la série numérique de terme général

Vn - CL'(CC"].) you (O.""n) K lX]n+l
n !l

est absolument convergente lorsque |x| < 1, car

ivn+ll‘ - ]oz - n+1I IXI

{v ~ !xl, quand n 3o,

n} n+l

ce qul permet d'appliquer le critére de d*Alembert.
Dlapres le théoréme 1 la suite (vn) tend donc vers O et en conséguence

on peut écrire :

o0

(14x)% = 1 + ;{: a(o=l) +.o (& = n¥l) &2

n !

n=1

sur llintervalle J=- 1, + 1[.

Lorsque o € N on retrouve, comme cas particulier, la formule du bindme,
n-lL
car le développement s'arréte dés que le coefficient I_l (a~p) contient un
po
facteur nul.,

Pour tout a € R* la remarque 2 permet d'écrire,

(a+x)a = a“(lf%)g = a’ + }Z: a<:;il ...'(a—n) = sur - lal, lal[« En

partioulier, lorsque o =1 et a=-1 ona
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0

—-:-L-—szn sur J- 1, + 1[
1-x

=0

(on retrouve les résultats de l'exemple L1 § o/).
Toujours d'aprées la remarque 2 on peut aussi identifier les fonctions
xp(l—xk)“ 4 leur développement en ‘série de Taylow sur |- L, + 1[

lorsque k€ N,

11) Notion de convergence uniforme .

a) limite uniforme d'une suite de fonctions.

.Définition, On dit qu'une suite (un(x)} de fonctions définies dans un

ensemble E & valeurs dans K= R ou ¢ tend uniformément vers une fonction

u(x) 3+ E—K si, pour tout & > o, il existe a € N +tel que, quel que soit

n>n  onait sup |u(x) - un(x)] £ &
° x € E

La founction wu s'appelle la limite uniforme de la suite (un).

[:ther que la définition a un sens, car sur XK on a une notion de valeur

absolue ; cela signifie que K est muni d'une application K-—;—; R*

(1tapplication v(x) = |x|) telle que +v(x) =0 & x=o0
quels que solent
v(xy)= v(x)v(y)

x, y €K,
v(xty) < v(x) + v(y)
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La définition a un intérét du fait qu'il existe x €K (x#o0) tel que

v(x) # 1« Un corps muni d'une telle application s'appelle un gorps valué non

diso'get.]
Remarque. Il est clair que la convergence uniforme entraine la comvergence
simple. En revanche, tous les exemples du § 10/ a) montrent que la convergence

simple n'implique pas la convergence uniforme.

X sin x . . . .
Exemples. La suite un(x) = wmm—m  tend uniformément vers zéro dans R.
X
2

La suite un(x) = X tend uniformément vers zéro sur un intervalle
n
[a, bl € R mais ne teﬁd pas uniformément vers zéro dans R.

La suite un(x) = A.arotg(x—n) tend uniformément vers -f dans toub
intervalle [a, b] € R ; la suite u (x) = Mc%z__(x + n) tend wniformément
vers :Z-r dans toubt intervalle [a, b] € R ; mais ces suites ne tendent pas
uniformément vers leur limite dans R tout entier.

Théoréme 10, Soit E un sous-ensemble de R ou €., Soit (un> une

suite de fonctions E~—)K continues sur E, qui tend uniformément vers une

limite wu« Alors la fonction u ¢ E—3 X est continue sur E.

[Plus. généralement, on peut prendre pour E un ensemlle sur lequel on dispose



d'un voiginage pour ochacun de ses points x, ce qui permet de parler de
L . : . : , I -
fonctions continues., C'est le .cas notamment lorsque E € R™ ; un voisinage

d'un point x = (x1, Xy vewy X )€ E est, pour un 7 > o donné, l'ensemble
Bt .

#

V,q(X) deg. y (y%, F,a wves yn) ¢ E tels que

naxly. - x. | < q (vois images cubiques),
. i 4
l<isn

On aurait pu premdre aussi, pour volsinage de x, les ensembles V;l(x)

\

n
définis par y € V’n(x) lorsque z (%; - xi)z < m (voisinages sphériques).
i=l

Une fonotion f 1 E—K sera ditecontinue au point x € B , 81 pour tout

e >0, il existe 7 tel que, quel que soit y € Vn(x) (ou y € V;](x)), on
ait |£(y) - £(x)] < &
La démonstration suivante s'étend & de tels ensembles, qui seront étudies

dans la suite &Y cours -]

Démonstration, Comme la suite
w&&_\_/; w ()
(un) est uniformément convergente,

quel que soit & > o, il existe B € N

tel i
el que gi =n = no s, alors uh(\/) n

lu(x) = un(x)l g —% pour tout x € E.



_113._

Cholsissons un tel n } alors, puisque la fonction u est continue,
pour bout x € E, il existe M > o tel que I.Y - x[ §$ n entraine
o () = w1 < o/

On en déduit que, quel gue soit y tel que 1y - x| g N on a
fa(r)=a(=)| s la(y)=u ()] +la (3)-u )] + [u (=)-u(x)] < %e = &
ce qudl montre que la fonction u est continue.,

M&&é}ﬂ* Soient un(x) ' des fonctions continues sur R ou € telles
que pour tout » € R la suite (un) soit uniformément convergente sur
l’ensgmble D, des x tels que x| & r. Alors la limite u(x) de la
suite (un(x)) est continue sur R (ou G)~ tout entier,

Remargué 1a Lorsque (un(x))- est wne suite de fonctions dérivables dans
admettant une limite uniforme wu(x), on ne peut en déduire que u(x) soit
dérivable ni, lorsque u'(x) existe, que Ilim u'n(x) existe et séit égale

. Ny oo
& ut(x),
‘Exemplew La suite un(x) = -:l-r; gin n x tend uniformément vers zéro,

tandis que la suite u‘n(x) = co8 nx ne tend vers aucune limite.

Remarque 2. Lorsque les un(x) sont des fonctions continues sur R

.R’



oo v
telles que [ un(x) dx soit définie et lorsque la suite (un) tend
-0

uniformément yvers une limite u(x), on ne peut en déduire que

+ oo doo
[ u(x)dx = Llin [ () ax
- 0 DwmmePoo J= o0 n :

ni mdme que ltintégrale du ler membre soit définie.

-Exemples ¢ La suite de fonotions

(G lorsque x £ -~ n

2
un(x) .ﬁ 1/ x +1/n lorsque -n<x <o

—1/n2x+l/n - o€x<€<n

k' ) ) o /ﬁk\\
(@éfinie pour n » 1), : 2
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-1 ©
tend uniformément vers zéro, mais on a
+eo
f un(x) dx = 1 pour tout =n » 1,
La suite de fonctious
(o loraque x < - ng
' 2‘-—3— X 4 %: lorsque - = fnz $x %0
u_(x) < .
a 1 .. 1 . 2
_ - == X+ = lorsque ¢ <x<n
> n
n _
‘ 2
L ¢ lorsque n £ x

“+eo
tend uniformément vers zéro, mais on a f un(x)d.x = Do
handt - <4



La suite de fonctions

fo lorsque x € ~ & n2 1r2

un(x) < lorsque - L 2 F < x s L n? F
x
o lorsque xz A4 n2 112 ),/\
\
4
B : 0 e L‘TTQ

<& Ta \\Jﬂ‘? \_’/ -~

tend uniformément vers u(x) = gin VIx[

V[

oo , oo
Or j un(x) dx est définie quel que soit n tandis que [ u(x) dx

00

oo

n'est pas définie, (Comme on le voit au moyen du changement de variable
u = w:x:l.) En revanche, on a le résultat suivant,
Théordme 1la Soit (un(x)) une suite de fonctions continues sur

[a, P] € R, aduettant wie Limite uniforme u(x). Alors on a

lim[bun(x)dx = [bu(x)dx.

D-300 J & a

(1e théoréme est faux si on remplace [a, b] par Ja, b[)+

Démenstrationes Par hypothése, pour tout & > o, il existe o € N +del que



...]_;_6 —-

quel que soit n 2 n on alt |u(x) = un(x)l < =,
° . b-a
DYaprés le théoréme de la moyenne, lowsque n 2 n oma
b b b -
/ a(x)dx - [ w (x)ax| s f la(x) = u (x)ex < o
a a. _ a
ce qui achéeve la démongtration.
Corollaire. Soit I € R un intervalle ouvert et soit a € I.
Solent un(x) des fonctions continues sur I +telles que pour tout x € I,

la suite ‘(un) converge uniformément sur tout intervalle [b, 6] CI vers une

fonotion u(x) ¢ I—3K, ~Alors la suite de fonctions

v v X _ . x
Un'(x) = f un(_t) dt  tend uniformément vers. U(x) = [ u(t) dt
S N

a
sur tout intervalle [b, ¢] CI.
Bn effed, quel que soit & > o0, il existe . € N +fel que, pour tout
c-b

nzo oo ait lu(x) - un(x)l § ey

1oréque % € [b R ole On conoclubt alors comme dans la démonstration du théoréme.

b) Convergence uniforme d'une série de fonctions .
Définition.s Soit (u (x)) une suité de fonctions définies dans E 2
valeurs dans K, On dit que la série de terme général u  counverge uniformément

dans E si la suite (sn(x)) des sommes partielles de la suite (un(x)) tend
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uniformément vers la somme 8(%) de la séries

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la suite (rn(x)) des
restes de la série soit définie sur E. %out entier et gue (fn(x)) tende
uniformément vers zéro.

Exemple . Les séries de Tayior des fonotions e~, sinx et cos x sont

uniformément convergentes sur tout intervalle de la forme [- a, + al oar,

n
a

Y suivant les cas.
L

lorsque |x| $-a on a lrn(x)l <K %T ou Irn(x)[ £
Les séries de Taylor des fonctions log(l+x) et (1+x)% sont uniformément

convergentes sur [~ a, + a] ds que a <1, oar, lorsque |x| < a, ona

[rn(x)l s a8 ou
la(o-1) ... (@ = n+Ll)] X o

l= (=) < Y

sulvant les cag.

De mfme, toutes les séries étudides au § 10/ ¢) ii) «ve v) sont uniformément
convergentes suf tout intervalle fermé borné contenu dans l'intervalle ol elles
convergent.

(N.B.) Le théoréme 10 permet d'affirmer que la somme s(x) d'une série
uniformément convergente dont le terme général wu (x) est une fonotion continue

sur un gous—engemble E de B ou U, est continue.



Son corecllaire montre qu'il suffit en fait que la série converge uniformément

sur E(\Dr (ot Dr est llensemble des x tel que lxl's )

0

Le théordme 11 permet d'affirmer que si Z un(x) est une série

n=o0

uniformément convergente de fonctions continues sur un intervalle [a, ] C Ry

alors, zg: j. u (x) dx = /. j{:u (x)dx.

n=0

it
Cette formule est fausse si llon remplace [a, bl par la, B[ ou uniformément
‘convergente® par "simplement convergente". (intégration terme & terme).

Le corollaire du théordme 11 permet d'affirmer que si .Zun(x) est une
n=0

série uniformément convergente sur tout intervalle [b, ¢] contenu dans un

intervalle ouvert I (ol les un(x) 1 —>K sont continues) alors, en posant

0

x _
Un(x) =f un(‘b)dt ((a, x) € I), la série Zun(x)dx est uniformément
. a ‘
n=0

convergente sur [’b, ol et quel que soit x €I ona



Applications
Loxrsque !Xl <1l ona3
. n, 20 % n x n
@Arc“ch= fZ(l)t at = Z(—l).fﬁdt,
‘ 0
n=o n=o

yoeyw

S_-—];).I_l 2n+1 X5 x5 .
Z b I R e
j 2n+l 3 5

©

X 4. . 3
@Al‘g’cth: -ai'—-zzz 1 x2n+1=x+§-+£+...
0

1-t 2n+l 3 5
n=o
@AI'(%Sinx '[ fx[l"‘ZIBB’ «(an) Zn]d‘kz
n=l
&
ni(2n+1)2 2,3 2.5
n=1 ‘

3.5 7, 3500 9. .

2,647 24e648.9

X X L 2 n
] Jl""t o . n f' 2

n=l

( 1)1’13 5'"_(2n-1)£2n+1 © X - 32— + “"3"—315"
ni {2n+1)2% 2.3 2405

= X +

nz#l
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5 -5 v
2444647

5

X Aoeee
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3,54..(2n~1) % 2o+l

[+=]
x .
O[T st
' Jo -t ni(2n+1)2

n=1
v 1 3 3 5 3,5 7.
- R 2.4.5"5 Dalrebyle & Tt

Lorsque ab €1 (a, b € R), on salt que

Arctg a + Arctg b = Arctg (ié:i;%a.

On en déduit que 2 Arctg % = Arctg %ﬁ et que

4 Arotg % = Arotg é%g = Arctg 1 + Arotg §%§ et par suite que

™, L rotg phymbo o b L1, 1
I = hrote B - Arote ggp = 5 - g7 v grpos = e 239'?3.(239)3

En utilisant ce développement en série et en appliquant la formule

sommatoire d'Euler Mac Laurin (exercice 23 II), on peut, moyemnant un peu

de ocourage, trouver que .

=53 , 141 5 9 2 6 > 3 5

Que j'aime & faire apprendre un nombre utile aux sages |

8 9 7 9
. Tmmoxtel Archiméde, artiste, ingénieur,

3 2 3 8 ‘4L 6 2 6
Qui, de ton jugement peut briser la valeur

L 3 3 8 5 2 7 9
Pour mol ton probléme eut de pareils avantages.

1
.

50288

Les amateurs de moyens mnémotechniques apprendront aves plaisir que la phrase,

"Les trois journées de 1830 sont un 89 renversé" permet de retenir que

= 0 s 3-183098 v

s
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12, Notion de conversence normele .-

a) Espaces vectoriels normés .

Définition L+ Soit E wun espace vectoriel sur R ou € (ou plus généralerment

sur un corps valué, cf § 11/ &) définition). Une norme sur E est une application

de E dang B%, notée x— N(x) (ou plus couramment x —> ||x||), vérifiant

les propriétés sulvantes @
1) llxl] =0 = x=o0

lxl] pour tout A € K et quels que solent x, y € B.

ii)_llmxll = |a].
131) |l=ey|] < |]=]] + [ly]]

Un espace vectoriel E muni d'une norme s'appelle un espace vectoriel rorné.

Définition 2, Un sous—ensemble K dfun espace vectorieli EB( sur R ou &)
1% /

est dit convexe, si poﬁr tous x, y € K, le segment [x, y] (ensembie des poinis
de la forme Mx + (L -M)y, quel que soit A€ [0,1] est inclus dans X.

Proposition 11" Soit E un espace vectoriel normé. L'ensemble B .des points

x tels que llxll g 1 est un ensemble vonvexe. En outre, pour tout y € I,
v £ o, Ll'intersection avec B de la droite joigrant y & l'origine est

Ll'ensemble des points de la forme Ay, avec




En effet, si x| < 1, l[yl[ <L et A € [o,Ll] alors on a
o+ =0yl L < allxl ]+ @) sl svri-a=1,
Dfautre part, pour tout y £ o, la droité joignant y & llorigine est

arit e

L'ensemble des points de la forme Ay et une condition nécessaire ev suffi

pour que ][kyll s 1 est que [Ki <

Exemples dlespaces vectoriels normés s

@ 1) sur X%, 1lapplication x—s N (x) = ||x|], acrinie par

s
4

Ixi[ (ot L'on & posé x = (xi, X s wews % )), est une norme.
n

e
il
!

Daus B® 1l'ensemble B des
pointg (xi, Xa’ X3> tels que

]xf! + lle + lxsl < 1, est

L%

1'ensemble des points situés &

l'intérieur ou sur l'octaddre réguller
de sommets (+ L, o0,0), (o,+ 1,0) et (0,0,+ 1)
ii) Sur llespace ”SS {noté aumsi l1> des suites dont la série est

absolument convergente, L'application .g——alN1(3) = jig];, définie par

J

luil (ol L'on a posé u = (uo, U, e u )), est une norme,

B
I
(e}



vectoriel .
iid) Sur ltespacey €([a, b]) des fonctions continues sur un intervalle

fermé borué [a, b] € R, l'application £ —3 N1(f) = ||£]l], aéfinie par

b .
He]l = f [£(x) |ax, est une normes

a

La seule difficulté consiste & montrer que si £ £ o ||f|] £ o il

existe alors x € [4, b] tel que |f(x)]| > e>o0 " ot, puisque f est combinue,
il existe m 2o tel que |[f(y)] =z -2‘?, lorsque y € [x = m, x+ n] N [a, b] d'ou,
en verty du théoréme de la moyenue, Hfll > nz—g—; > Oy

- @® On suppese que P -est un nombre réel = L.

i) Sur K", l'application x -3 Np(x) = ||x||, définie par

1]
N .
? Ixilp (o L'on a posé x = (x1, X2 vevs X )), est uve norme,
n

i=l
La seule difficulté consiste & montrer que si Xy Ky sevy X
; 2 n
y‘l; yz’ veusy yn EK, on a

b v \PI™n
@ \[Y Iy 0l e

i=l i=l

(inégalité de Minkowski), Cette inégalité résulte de la proposition suivante).



Propogition 12. Soient p, q, r des nombres réels > o <tels que

+

-
—

v
Q-
HIH

(inégalité de Holder),

T BES.
® Da‘ibilm' ‘( Zlbi ! >
=1 i=1

« ‘Alors, pour tous @y @,y wvry 8, b1', by wevy bn €K, ona

- 12 -

En effet, c'est évident si tous les a, ou tous les by sout simultanément

nulsy Dans le cas countraire, posons:

(o
o'

: i
O ﬁiz'&p (1 <4<m),

Il est alors équivalent de montrer que

hol

i=1 i=1 i=l

0

n yo n
\ r r . r loci lpi"“'
R DI el

n
lorsque z iotilp = Z [pilq = 1, Il suffit pour cela de montrer gque, quel gue
i=l

1=l
soit l¥entiet 1€ [1, n] omn a

r P q
e S I e I LA | ,
r P q

ou engore



Ory comme la fonction e* est convexe, quels que soient x, y &€ R et

t € [o,1] , ona

t 1=t
(e5) () = oFF* EE (g ¥y (1t)eY,

Ltinégalité (3) s'en déduit en posaut

X = [_‘o&ilp, o’ = Ipilq‘ et ’c = % (compte-tenu du fait que 5 = 1 -% »*

On a dong démontré (2).

Démongtration de 1'inégalité de Minkowskd, .

En élevant le ler membre de (1) & la puissance p il vient 3

n n
z =, + 5, [P = Z CRSAN v P
i=l i=l
n - ol
= Z inl lxi + yil + Z lyll lxi + Yi]Pal-
i=l i=l

...125._

Appliquons (2) & chaoun des termes de la somme du dexnier membre, en posanb

=1 - Z (plest-d~dire . = 1) et
?

2 1H

) P-1,
bi = (xi + yl) 2

%,
1, .
a; =L' selon les casy Il vieunt

£l



o
1
En divisaunt les deux membres par [ z lxi + .Yi’[P:] Ei,

il

1 1 . R

A '(-1-=§, il viexnt
5 1

? P P _.

L )l ]P<
=l

otest Llindgalité (1),

Cag partieulier, Lorsque. p = 2, la norme l\Ip s'appelle norme euciidienms .

Dans BR*, l'ensemble .B des points x = (xi, X s xz)", tels que

o ]
HX“ = inz + X22 + ij £ 1, est l'ensemble des points situés & ll'intérica

ou gur la sphére de centre o et de rayon 1 et s'appelle la boule de rayon 1

o

ii) L¥ensemble lﬁ des suites (un), telles que Zlunlp < w, est un

=0

P ast convexe Lorsque

sous~espace vectoxiel de S § en effet, comme la forotion X

pzl, ona

L

by e, P F (gl e v l?),

ce qui montyre que
luy + 7,17 = o([u [P + |v_|P),

et par sguite que 1p est stable pour l'addition.,
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Sur Llespase vectoriel lp, L'application B-)Np(g) = |lul]|, aéfinie
P r=

Z Iunlp (ol 1ton a posé u = (uo, U, vev))y €8t une norme,

=0

0o le voit, en généralisant la démonstration de la proposition 12 & desg
suites (an) € Il.P et (bn) € lq ot en établissant, comme ci-dessus, L'indgalité

de Minkewskl pour des sultes "de puissance p . iéme sommable".

? oy - ?

Z lu, + vulp <

n=0

iii) Sur l'espace veotoriel g([a,’h]) des fonctions continues sur wa

intervalle fexrmé borné [a,b] € R, L'application f__;i\rp(f) = |le]] dérinie par

p ;

Hell = jblf(x)lP dx, est une nOrme 4

On vérifie, comme plus haut, que £ # o == ||£]] £ oy
La démonstration de I'inégalité d*Holder pour les fonctions fait Llobjet du
Probléme 1k L. On en déduit, par la mme procédé que ci-dessus, llinégalité de

Minkowskd powr les fonctions
1 -

5 = ~ 0 .
L [£(z) + a(x)|Pax.< w [£(x) [Pax + Vf le(x) [Pax.,
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[Notex' que Llfapplication NP n'est une norme, dans aucun des trols cas

précédents, lorsque p < l] v

i) Swr X%, 1'application x-_.)Nw(x) = ||x]], aéfinie par

x|l = max l:zcil (ot L'on a posé x = (X, X, sesy, X)), €56 une noxme,
T lds 1 T2 T

Dans R’, l'ensemble B des points (x{, X xs) ‘tels que
max(blxil: lle, ]XSD € 1, est l'ensemble des points situés & 1l'intériewr ou
sur ie oube centré en | O dont llaréte est de longueur 2 et dont les faces sonb
paralleles aux plans de coordonnées.

ii) Sup Llespace 3.,0‘ (noté aumsi lm) des suites bormées, 1':ipplication
B."""Nm(ll.> = “P-.H: définie par “EnH = i&glunl (ot 1'on a posé
u = (uo, u s svv)), et une morme,

iii) Soit E un sous-ensemble de R. ou &, (ou de R", en utilisant les
conventions indiquées au théoreme 10.). Sur l'espace vectoriel fb(E) des fonetions
continues et bornées dans E, L'application f——gN”(f) = ||£]|, définie par

[ell = swp | £(x)|, est une norme,
xe B

SL E est un fermé, borné dans R, € ou R", L'espace fb(E) stidentifie
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& Lllespave vectoriel bﬂ(E) des fonctions continues sur E 3 on l'a démontré

lorsque B egt un intervalle fermé bormé de R,

Exercice 27« Montrer que sur R® les applications

#

x " e 8 |
i(x) [ : :x:i‘t; +x b+ x db,

Q

.2 2 .,
Nz(x) = .[Q (:x:i't +E G X;;) dt, e%,

2
'N"“(x>gg§i‘§, Ixit +x b+ xsl,

(ol L*on a posé x = (3:(, X, xz)) sont des normes.,

Trourey la forme des ensembles B( » B et B des points x ‘tels que
2

Ni(x) § Ly Na(x) < 1 et N(x)< 1,

——— & c———— ——— o omema— s —— o er———

) Suites & valeurs dans un espace vechoriel mormé.,

Définitione On dit qulune suite (sn) y dout les termes s sont des
éléments dtun espace vectoriel normé E, tend vers une limite 8 € E, =i,

quel que soit & > o, 1l existe no € N %el que, pour tout n » 1, on ait

Ha “SRH" < 8
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- Proposition 13, Soit (sn) une suite & valeurs dans un espace vectoriel
normé E qui tend vers une limite s € E ; alors la suite (sn) est une_suite de
Cauchy, e'est-h-dire une suite telle que, quel que soit & » o, il existe: o

tel que pour tous o3P # 13.1 on alb Hsn - BP” S €

En effedy pour tous n, p>n, ona
) o
«I‘lsn-sPH_ < H&n—-s[[ + Hs-—sp“ < 23»

Om pait que la réciproque de la proposition 13 est vraie lorsque E =R ou'C R
.en prenant pour norme la valeur gbsolus,

CGette réoiproque est wraie aussi lorsque E = K s ~poyr lfune quelcongue des
normes NP (pe€ [L, wl)« En effet, se dormer une suite (s,) d'éléments de £,
équivaut & se dommer les m suites numérigues (si’) (L £ i€ m) (les suites des
i-émes poordomnées des points de la suite initiale) ; si (s ) est ume suite de
Caughy, pour l'une quelconque des normes étudiées plus haut, on volt immédiatement
que les puites (B::;) sont aussi des sulbes de Cauchy, quel que soit L'entier
i € [1,m] ; elles tendent donc respectivement vers des nombres | si € K sl
1'on pose & = (8%, 82, 8%, vus, 8") € X on voit alors que 8 est limite

de la suite (sn).

(A titre d'exercice on pourra préciser les détails de cette d.émons tration)w



La réociproque de la proposition 13 est encore vraie lorsque E est l'un des
dspaces j’p étudiés . dans les exemples d'espaces vecbtorisls normés, mais la
démonstration de ce fait est asses délicate.

. normé
(N.By) IL serait faux de croire que, dang un espace vectoriel¥ B quel.oongue,
une guibe de Cauchy. (sn) tende nécesmsairement vers une limite 8 € E.

Exemple » Dans l'espace vectoriel f( [0,1]) des fonctions comtinues sur

[0,1], muni de la norme

‘ 1 ‘
l£l] = f [£(x) lax, 1e suite de fonctions
O .

NI lorsque o% x< 1/n

X =
n 7 <
l/\fi: lorsque 1/n < x s 1

est une suite de Cauchy, qui ne tend pas

S
4
i on

vers une limite dans g([osl])g
Cetbe suite tend, au sens de la convergence simple, sur Jo,11, wvers la limite
_ 1 bﬂ
f(X) B e ﬁ ([031])w
Vx

Etudions maintenant un cas trés important ol la réeiprogue de la propositicn
13 est vraies

Théorsme 12, Soit E wun sous-ensemble de B ou € (ou encore de R", avec

les conventions du théoréme 10), Sur L'espace vectorisl 'gb(E) des fonctions

combinues e borndes sur E, on cousiddre la noyme
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S sng‘ [£(x)|, pour toute fonotion £ continue et bornde dans B
X

(norme de la convergence uniforme)y Soit (fn) e suite d'éléments de gb(E)y

Alorg les conditions sulvantes sont équivalentss i

@) La suite (fn),%en& vers une limite £ dans fb(E)c
B) - La suite (fh) est une suite de CaﬁoW;-

Démongtrations « enbraime B d'aprés la proposition 13, Montbrons que

B entraine . Pour tout =x € E, la suite numérique (fn(x)) est une suite de
Cauehy, qﬁi tend done dams K vers une limite f£(x), Cela exprime que la suite

de fouotions (fn) tend simplement vers la fonction £, Moghwrons qu’elle tend

uniformément vers f t par hypothése, guel que soit & > o, il existe . el
que pour tous n4 p > n et tout x€E, on ait l_fp(x) - fn(x)[ % &y Eu fixant
n et en faisant tendre p vers l'infini, on en déduit que

(1) sup |£(x) =2 (x)] % e
x€E n

Le théoréme 10 montre alors que £ est continue, D'autre part, f est bornée,

car il existe a € B tel que sup lfﬁ(x)i < a, dlol sup|f(x)| < a+ e En
x€E

dtautres termes on a f € KD(E) et (1) exprime que ||f - an £ 8,
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Définition. Un espace vectoriel normé, qui satisfait & la condition de
Cauchy, clest-d-dire qui vérifie la réciproque de la proposition 13 s'appelle

un espace vectoriel normé complet.

Les espaces vectoriels et ,l? sont complets pour toutes les normes
Nb de 17 exemple. du a)e Le théoréme 12 affirme que lTespace !gb(E) est complet

pour la norme de la convergence uniforme .

o) Convergence normale d'une série,

Définition. Soit (un) une suite & valeurs dans un espace vectoriel normé
E, On dit gue la série de terme général u o est convergente, si la suite (sn)
des sommes parbtielles de la suite (un) tend vers wne limite s € E,

Définition, Soit (un) une sulte & valeurs dons un espace vectoriel

normé E. On dit que la série de terme général u est normalement convergente,

51 L'on a zliunu <o
=0

Remarque 1, La notion de convergence normale n'a pas de sens pour les suitess
Remarque 24 Lorsqu'une série de terme geénéral W, est normalement convergente,
La suite (sn) de ses sommes partielles est une suite de Cauchy, ce qui permet

dtaffirmer que la série est toujours convergente lorsque E est complet (mais
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seulement dans ce cas), Nous allons énoncer ce résultat dang le cas
partioulier des fonctions continues et bornées, gqui seul nous servira dans la sulte,
‘lThéogéme 12¢ Soit E um sous—enaeﬁble de R ou © (ou encore de ﬂfa,. avec
les couventions’ du théoréme 10), Séit (uh) une suite de fonctions conbinues

et bornées dans E. Si, pour la norme

[ell = sup [£(x)]
x€EB
de la convergence uniforme, la série de terme général w est normalement
oonvergente, alars la série de terme général wo ést‘uniformément convergente
sur By
En effet, la suite (sﬁ(x)) des sommes partielles de la suibe (un) agt

une suite de Cauchy pour la norme comsidérée, car, quels que solent

ng pEN (n ¢ p) et x€E ona

b% ’ '
) - sl < ) luq<x>_1-<_i 1ol

g=n+l, g0+l

On applique alors le théoréme 12,

Remarque, Lorsque (un) est une puite de fonctions bornées telle que

n

"N il < -

«©
T
? u_ solt uniformément convergente, on mne peut en déduire que
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_ )R
En effet, la série de terme général u,n(x) = -(-——)——n sin x (défini pour m > 1)

est uniformément comvergente (comme on le voit en utilisant le théoréme 10), mais

[~

on a Z HunH = Z % = o (exemple 3 § 0/)s
=l

n=4

- Exemple de -séries mormalement convergentes.

On appelle distance d'un point x € R 5 un ensemble EC R et L'on note

D(x, B) le nombre réel positif inf |y ¢ x| (cette expression étant égale
yEE

b

"4 + = seulement lorsque E = £),

- Quel que soit a € R+, on désigue par a.BE. Lle sous—ensemble de & dea
nombres réels de la forme oy aves y € By

Avec ces comveniions, la série de terme général u = d(x, ?‘2:5' z) (o 7 est

l¥ensemble des entiers rationnels) est normalement convergemte, sax

bl =2mp o0 ) Zp= (omomien o),
=90

Le probléme 8 III se proposait de démontrer que la somme s(x) (qui est

continue d'apres le théoréme 10) de la série de terme général v, ‘ntest déri-

vable en aucun des ses pointa, ’?\ |
' T
72
- -4 0| L
a“ a () an aﬂ'!‘"

Traiber llexercice N° 28,
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13, Séries enbtitres,

@) Position du problime

Au paragraphe 10/ c¢), on a considéré une fometiom f de classe (™ dans
un volsinage de l'origine dans R et l'on a gherché & savoir s'il existalt un

voisinage de O .sur lequel £ était égale & la somme de sa série de Taylor

[--)

n N f(n)
Z ax (ol a *'"’n‘fg’ol)'
=0 )

) » . Id ’ - n
Inversement, on peut partir d'une série de terme général un(x) = ax

(ol 1a suite‘ (an); des coeffioients, est domnée arbitrairement) et se demonder

quelles conditions doivent vérifier les ah pour qutil existe un voisiiyje de
. N 0 st -
Ll'origine sur lequel la fonction f(x) = ZEJ a X soit définie, Lorsqu'il en

=0

est aingi, on peut se demander si £(x) est continue, dériveble, de classe c”,
8l ses déxivées successives ou l'uns quelconque de seg primitives psuveut

slexprimer (sur un voisinage de Lllorigine) comme sommes de séries de la forme

(-]

zg: bh;n.

n=0

Clest le point de vue auquel on va se placer maintenant 1 ce faisant, om

ne pexd rien en supposant que les coefficients a, et la variable x de la séris

étudiée sont des nombres complexes,
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Au oontraire; on va voir qufil est beaucoup plus naturel de ne pas se reg—
treindre a R pour défrelopper cette théoris,
L'utilisation systématique des nombres complexes permettra enfin de définir,
sur & tout entier, des fonctiona (telles que. 6*) qui nfont été enmcoxe définies,
en principe, que sur R,

b) Séries formelles,

On sait qufun polynSme formel & coefficients complexes est une expression

0o
- ‘ .
de la forme P(X) = Z s,an (ot les a € U sont fous nuls sauf un nombre
1=0

fini d'entre eux) ; on appelle degré du polyndme  P(X) (supposé non nul)

Llentier s;?v I,
a #o
Liensemble G[X] des polyndmes est muni de structures d'espacé vectoriel
ot d'ammean, qui en fout wne algdbre (efo § 74)s

Définitions» On appelle gérie for _le & coefficients complexes une -

expregsion de la forme

(e
8(X) = 2_' anxn (ot les a € € ne sout plus astreints & &tre tous nuls
0=0 -

sauf un nombre fini d'entre eux),
Une série formelle est donc embidrement déterminée pay la suite (an) de

ses coefficients



Exemples Tout polyndme peut &tre considéré comme une série formelle,y mais

la série formelle Z_, 5 ntest pas un polyndme.
=0

LYengemble {[X]:l des séries formelles & coefficients ¢omplexes est un

espace veotoriel pour L'addition-

: w\ )
8(X%) + T(X) = Z (a'n'+ bn) (ot (a.n) et ('bn) sont les coeffiolents de
n=0

S et T ‘respectivement), et 1fhomothétie
A (8(%) = Z?&anxn, AN E €
0=Q : '

(on vérifiera qu'il en.est bien ainsi).
. '
En outre, c'est un anneau pour Ll'addition qu'on wvient de définir et powr
da multiplication

(-]
8(X) ™(X) = Z csnfl (ot o, = Z apbq pouxr tout n € N).
n=o0 pHg=n |

O vérifiera 1'associativité et la commubativité de cetbe multiplication
ainsi que sa distributivité par rapport & lL'addition,

Notexr que la suite (on) des coefficients de lé série produit est le
produit <i£e convolt;;bién (.§ 7). des suites (an) et (bn) (coefficients des
séries fapteurs) et que, si S et T sont des _polyn&ﬁes, le i)roduit ST, qu'on

vient de définir, n'est autre que le produi’c de polyndmes déja étudié antérieurement.
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L'élément neubre pour lfaddition est la série Z}O.Ku que l'on note O 3}
n=0 .w

1'élément neutre pour la multipiica‘cion est la série 1 «+ }: 0,5 notée I,

n=l

IL n'y a pas, pour les séries formelles, de notionde degré, Ea revanche
oun a la définition suivante .

Définition. On appelle ordre d'une série formelle

(-]

Zanx =8 £ 0 le plus pebit entier (8) = inf n tel que a, £ o

an o
=0

Si p est ltordre de S, alors o peut éorire

«©

: P
8(X) = X Z an+PXn.
n=0

Ceci. permet de vérifier que l'ordre « (S + T) de la somme de deux séries
S et T est » min (w (8), w (T)) et que L¥ordre de  (S,T) de leur
produit = w (8) + w (T),

Exemple t Posons S(X) = o + z x 3 l'ordre de cette série est égal &

n=L
le Ona

(s (x)% = Z (vnk—l)xn = X° Z”(‘ml)xn‘,
n=2 =0

cest une série dlordre 2,



- 140 ~

Flus généralement, on voit par réourrence sur p (en crivant que

(8(3))® = (.?S(JK))P“:L S(X) ot on appliquant la formule

n ’ o

p-2 Pl P yP p-L
Z 2 =02t ) e (S(N)P =3 z o2 2y
g=0 n=0

ctest une série dlordre p.

Le caloul peut se schématiger ocomme suit

T X
T
le ) 49
\ L]
X: C,P‘° 3 e
}_ 9-4\K+ . +C“ hxn .
A, Caa X c?§ % +3P3 o n
d. - \')’ % C X
kv i\\cp ? 2 X3 Ny P P.3 n
A N n4+P-3 X
Remarque, Soit _SP(X)'z z & nxr.‘ une suite de séries formelles telles que
: ?
n=0

Ltordre m(SP) de chacune des séries 'tende vers 1l'infini avec p+ Alors on

o

peut effeotuer la_sgume infinie S(X) = z SP(X) en posant S(X) = Z aan

- =0 n=0
ol = uel que soit n €N
U ay Z ap’ a0 9 L q ’

p=0
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€0
En effet, zgj,ap .~ 5% en fait une gomme finie, car, par hypothése, quel
B ‘ _

P=0

que soit .n € N, il existe p € N tel que, powr tout 'p 2 p, on ait

‘mF(SP) B n + 1 et par suite & = o,

~p,n
Exemple, Posons SP(X) = ZE: ', La somme S(X) = j{: SP(X)' est la
n=p - | p=0

série j{: (n+1)X%,
n=0 |

Le caloul peut se schématiser comme suitb ¢

3 (D) = 14X+ 4%+ .,

5 (%) = E+ XA + e
SZ(X) = y i S
Sz(X) = X 4 ey
vy W + oaew

oo
Cette remarque permet de Jjustifier la notation Z{: anXp adoptée pour
| n=0

les séries formellgs, qui se trouvent ainsil exprimées comme sommes infinies
de mbnomes,

La multiplication est encore distributive par rapport aux sommeg infinies
de séries, ve qui signifie quey sl 8 = So +-S1 + S2 + yeu eBt définie, alors

ona ST= SOIT + S1iT + Ssz + s



- 142 -

Séries formelles inversibles.

Propopition 1is Pour qutume série formelle S soit inversible, ¢‘'est~a-dire,

pour }qu*il existe une série formelle T <elle que
8(X) ™(X) = 1,
il faut et il guffit que o (8) = o.

La condition est nécessaire, car, si a, et bo désignent les coefficients
initiaux de S et‘ T respectivement, on doit avoir ao'bo = 1 (dtod & £ 0)s
Pour voir qu'elle est suffisante posons vS = aOQL ~ U) et montrons que la série
formelle 1 = U .es‘h inversible, (Cela suffit, car, si T' est inverse de 1 - T,
alars T = %‘:—- Tt ogt inverse de S)s

°

Par construction, la série U et dlordre » 1, et W dtordre » Ny
ou peut effectusr la somms
l+U+U2+ yxv +Un'§- veny
C'epb 1a série T' ocherchée, sar

2+ UZ - g = lp

(3 =T) (L+U 4T 4 yuy) =L =U+T =T
Llinverse T delasérie S dont on vient de montrer l'existence et que 1ton
note S“l ou -Sj: est unique, car si T!' est une série telle que S,T' = 1

on doit avoit T,8,I' =T ;

or pax hypothése TS =1 dtoa TV =T,
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Exemples Soit P(X) un polyndme de terme constant non nul, Les coefficients
de la série % s'obtiennent en effeobuant la division de 1 par p, s8ulvant
leg puissances croissantes de X,

o0

Substitution des séries. Soit S une série formelle et T(X) = anxn

n=l

ude série formelle d'ordré 2 1, Alors, pour tout n € N, lasérie formelle
(P(X))* est d'ordre » m, Si (a'n) est la suite des coefficients de S, om

peut effectuer la somme, sur n, des séries an(T(X))n; La série .
o
Z an(T(X))n ainsi trouvée se mote S(T(X)) ou encore SoT et s'appelle la

n=0

séxie obtenue en gubstituant T & X dans S,
Quels que soient S, S' € € [[X]] on a

(8 +8N)eT=So0T+8 o
et
(8487) 0T = (S0 7T) (St 0 T),
Exemple s S5i dans 8(X) = Z aan on substitue & X la s érie nulle on

0=0
troure S(0) = a +*o=a (terme constant de S),
o

Lorsque oe texrme comstant est £ o, la série Sul(X) s'obtient en

o .
substituant & - ;;- S(X) dans la série :ia"-'- Z 32,
o °

=0
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Séries formelles réciproques s

Proposition 154 Soit S(X) = Z a.an une séris fomdle » Pour qu'il existe

=0
we série formelle
(X) = Z ann telle que  S(T(X)) = X,
n=1 |

il faut ot il suffit qe l'on ait a =o ot a # oy
La condition est nécessaire, car on doit avdar

S(T(e)) = 0, dfol a =0 et

(X)) =ab X + 3 U (o% U esb ume série formelle), ce qui implique

a " ?é Oy
Pour montrer qu'ells est suffisante, il suffit de cdnstater qu'en écrivant

S0oT(X) =X on peut exprimer les 'bIl de proche en proche en fonction des &, .

Or on & 'bi = -:';—- et 1'on voit en explicitant les calouls que

1
Pn(aa,. &y senya b, 'bg, veuy bn_l)
a

b = , (ou P estun polynfme en les

.
8y vewy 8y (supposés connus) et en les LIVRL TP (supposés déja
OalOUléS))r

Les palouls falts montrent que la sérle T, réciproque de la séyie S, est

unique puisqutelle satisfait aux conditions de la proposition, T admet une série

réoiproqus S( et L'on a Si = Sy



Séxie formelle dérivie,

Définibtions Soit S(X) = z a,an we série formelle, On appelle

} 0=0
gérie dérivée de S la série
w.
d gy
& 5(x) = 80(x) = Z s & B,
.11=1

84 S et T sount des péries formelles on a
a & g4 a1
a} (S-l-T) = i3 ax
et
d d d
=¢(8,T) = (35 8)T + 83z T)»

En dérivant p fois il vient,

;‘% 8(X) = S(P)(X) = Z a(n=1) yve (oep+l) TF

n=p
et par suite,

P
g;ﬁ S(o) = pk a.p

ce qui permet d'écrire

s(x)gw a-x’i=-w §—(f;)§9)-xn

(formuile de Taylor pour les séries formelles).
L]

: &
Enfin la série formelle T(X) = Z o x0H

Ti= 0y

- 145 -
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vérifie la relation
d
& (2(%) = s(x).

Elle mérite dono le nom de primitive formelle de Sy

Ap_pliqa‘hion' La notion de sgérie formelle dérivée peme'b dj'écrire des
équations 'différén'tieli-eé dans G_EEX]] et de les ‘résoudre,cgiefficiez}’t’;s par
coeffiaients |

Exemples Les coeffioients des séries S ‘vérifianfb

s+ - (s(x_))' - o

doivent satisfaire aux relations

a4 4+ 28 =0
| 2

pour toub un > 2 a + (a + l)an+l - (1 = l)an-l = 0,

¢) Séries entidressy

i) Définition, Une série entilre est une série de fonotions définies dans

¢ & veleurs dans ©§, dont le terme génér al un(z) est de la forme anzn (ot
a € € est une sonstante).
Au D) on a ébudié les diverses opérations qu'on peut effectuer & partix

d'uge ou plusieurs séries entidres. On va maintenant se demande r sil existe un
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L=}
2 » ’ » * 8\ : n .
voiginage de O, sur lequel une série enticre E a z converges JLorsque
n=0

o'est le cas, la série définit une fonction, de la mdme fagon qutun polyndms
formel, définit la fonction polyndme qui lui est atbtachées Mais, & la différence
dep polyndmes, on ne peub toujours asscoier é;une série entidre ,v' une fonotion
définie en dehors de Ltorigine, ni affirmer que la f’oncti._qn représentative soit

" définie dans ‘le plan tout entiovw,

ii) Rayon de_convergence s
LY
Théortme 14, Si }_, .anzn est une série entiére,alors il existe
+ =0 . |
R(RER ou R = répondant aux oconditio ns suivantes
@) Quel que soit z € € tel que |z] ¥R, la série numérique de teyms

général, a,nzn est divergenta,

B) Quel que soit x.€ [0,R[, 1la séwle de fonctions Zanzn est norma=-
n=0

lement convergente sur l'ensemble Dr des points gz tels que

Izl < v (disque fermé de rayon ;’).

En effet, désignons par A 1'ensemble des nombres réels positifs x pour
kosquels il existe un nombre complexe z de valeur absolue égale & ¥, tel que

. - . s . . ’
la séxie numérique de terme général 8,3 soit convergentes
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Get ensemble est non vide, car la série converge lorsque z = o» Montrons

que la borne supérieure R = sup r de lfensemble A répond aux conditions du
' r€E A
théoréme »

Lorsque |z| > R, Zla série de terme général anzn est divergente, car
au’srement ou aurait |z| € A, ce qui contredirait la définition de R.
Ghoisissons maintenant r € [o,‘R[ t par définition de R il existe
R.Q € Jr,R[ et Zo, €0, aveov. izol = Ro tel que la- gérie de terme géunéral
ahg? couversge »

La suite (lan[Ri) tenddm ¢ vers zéro (théoréme 1) et par sulbte, tous
Bep bermes sont majorés par uné consbante M € R', Le critire de Cauchy

bel

(proposition 3) montre alors que la série de terme général ar est

abgolument convergente et par suite que la série de fonctions de terme général

n .
un(z) = a7 est absolument convergente sur D,

Définition, Le nombre R (fini ou infini) que le théoréme 14 associe

-

Y i > Y N n 7 L4
& toute série entidre % &% sfappelle le rayon de convergence de la série,
n=0

o
N - » ) ) n
Lorsque R.> o, on dit que la série entidre % 8 2 est convergente,
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Remarque ;‘ Le nombre R est la borme supérieure des r € Y tels que

va',n = 0 (2'-5) ~ (noter qu'on n'a pas nécessaivement a, =0 ( ))
¥

Le critére de Cauchy permet donc d'éorire (formule d'Hadamard)

§=n (g;jg VIe))-

-2

2
” K3 n
Exewpless La série % n ! 2z a un rayon de convergemce nuly

n=0
Chacune des séries
—(ﬁ‘ . [+ <« -] . [-+] 00_\ o0
il =n 1l n 1l 2n nn n 2
e fie Sre e Te DA Ses
n
o=, n=l n=1 0n=0 n=o n=o .
o0 -+
2
Z,n 2 et 1+ z a(@L) +yo (@-ntl) 7 (quel qye soit € R¥)
nl
u=o n=o

& un rayon de convergence égal & 1.

De m¥me les séries du § 11/ b) Application ont wyrayonde convergence .

égal & 1,
Ghagune des BéI@eB 1;*_5 Zn, Z ;'L"ﬁ Zn e.b Z a(a-.i) "" (Ot'-n'l-l) zn
- na a a n}
nx=l n=o n=l

(pour tout a € €*) a un rayon de convergence égal & lal.

L

- . n .
Plus généralement, =i Z a % & un rayon de convergence égal & 1, alors

n=0
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w .
. & .
quel que soit le nombre complexe a ¥ o la série z -—g 2 aun rayon
‘ a v ‘
v =0 }
de convergence égal & |a]s
L]

[~

[
[_ay8 = _1\B
Chaoune des séries Z . zn, Z\i’)——- z?‘n', -(—L 52114-1’
n! (2ut) (2u+1)t
=0 n=0 =0

o

N 3

ZJ ..-....."1:_....4 22n+l a un rayon de counvergence infini.
o (2n+1)} _

u=e :

Plus généralement si (an) est une suite de nombres complexes bornde en

[+
&
- e non . cro
valeur absolue, la série - a un rayoun de convergence infini,
n=0
oD

4 s n ‘. Cy .
CGorollaire, Soit Z & 7 une série entidre ot soit R son rayon de
n=0

couvergenoey Alors la gsomme de cette série est une fonotion conbinmue suxr

Q .
Lfensemble Dp des z € € tels que [z] < B (disque_ouvert de rayon R)w

Ctest une conséquence immédiate du corollaire du théoxréme 10,

©

Définltiony, L'ensemble DR, défind, dans le corollaire, s'appelle le

digque de_ponvergence de la série s L'ensemble I‘R des points 2z € T +tels que.

|z] = R slappelle le gercle oritiques .Lowsque R = o, le disque de couvergenoce

est vide et le cercle critique est réduit & {o} .
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iii) Sowmme dfune série entidre sur le cercle cribique

Le théordme 14 n'affirme rien sur le comportement de la série numérique

de ‘teyme général anzn lorsque |z| = R,
o

PO fos ! .
Dtaprég le-théordme 1, pour que la série Egjanz converge eux un point
n=e

%z € ;R’ il faubt gue la suite (ahgp) tende vers zéro® Dfaprés le théordme 3,

L)

-
-~ L n ° . . 4
pour que la série % a z goit wormalement convergente sur le disque fermé Dy,

D=0

il faub et il suffit que la série de terme général ahgp solt absolument
convergenter Le corgllaire du théordme 9 montre que, si (an) est une puite de

wombyres positifs telle que la sulte (ahﬁg) goit décroissante et tende vers zéro;
™

alors la périe 2{: anzn converge en tout point 3z € QR sauf peut-8tre pour
=0

.% 5 Re
[~ 4

. n. ‘s s
- Bxemplesy La sépie ;{: % ntest définie en aucun point de 21.

00

L]
Lia série ;{: éﬁ zn est normalement convergente (et par conséquent sontinue)
n .
n=l,

sur Di‘q
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La série Z % 2% est définie sur D1 - {1} »
=l

2]

NyBy Lorsquune série entidre est définie sur un sous-ensemble E de son

sercle oritique I‘R, on ne peub en déduire que sa somme est une fomction
. [} -

contioue sur lYensemble DV Ei. Néaomoins on peut affirmer

o

Proposition 16, (4bel)s Solent Z anzn une série entiére et z, wi

B=0

nombyre somplexe tel que la série gunérique do terme géndral anz]: seil
ssnvergentey Alors la série de fonctions de terme géméral u n(r) = (anzI:) r
est uniformément convergente sur [o,l], (Noter qu'onnhffirme pas iol que la

convergence est normale)y
<«

Démongtrations Posong Wa = Z & nzn et remplagons ao par a = WQ de
_—— o

n=a

. °°__\ n
fagon & avolr }_/ &7 = O
n=0

Moyemnent cette modification, la suite <5n). ~des sommes partielles de la

. n
suite '(a.nza) tend vers o,

(.-

Il puffit de montrer que la suite de fonctions sn(i‘) = Zazqrq

90
g=o

o8t uns suite de Cauchy pour la norme de. la convergence unifoxme (théordme 12)
sur [o,1],  La trausformation dtAbel (§ 8/) permet d'éorire, pour tous

oy pEN, (p»n)



P P-1
- ( - q P _ . o+l q _ aF
sp(x'} 8 (r) = Z (sq sq_l)r =8 ¥ -s T z sq(r )
g=n-+l g=ntl
p-1
D _ o+l - ‘ q
= s - B+ (1wx) Z B

. @=L

Or quel que soit & > o, il existe a €N tel que pour tout u > non alt

lsqf £ _%: » Par sulte pour tous n, p » o (p >n) oma quel que soit

€ [o,1[
loy (&) - s, @) < syl + ls | + (1-2) 3 Z <B4 San)(E) = e
g=n+l,

Lorsque x» =1, on a encore

ls (1) - 8, (1)

- .28

- s ——
[Sp nl <3 <6

89 qui achdve la démonstration, -

~ La proposition 16 permet d'affirmer que, si. 29'6"’fi'3,' et si la somme

0o -

anzz' est dsfinie, alors elle est égale A la limite £(z) = z a2

n

=0

ANk

quand z——pz  en restant sur le segment [o,zof.

Applications
pad n~1
logZatzﬁi%‘u—- %-{-%-—,,'

Uit

=~ wwe

-]
n

20+l

Ipalter llexercice 29,
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IVs = Opérations sur les séries convergentes,

&0 &3

Proposition 17, Soiemt S(z) = Z anzn et T(z) = L bnzn

=0 =0

des méries entidres de rayons de gonvergence respectifs 31 et Rz v

Alors les séyries eutidres

&0
’ e
U(z) = Z (o, +3) ° ot
0RO
n .
V(z) = j{: ¢, 2 (ol c = j{: aﬁbq)
=0 ptg=a

out des rayons de convergence supérieurs ou égaux & R = min_(Ri, RZ),

o]
Lorsque R # o, ZLes fonctions U(z) et V(z) (définies suwr D.) sont

regpectivement égales aux fonctioms S(z) + T(z) et S(z).I(z) (qui sont
0

définies sur Dp par hypothése) «

‘En offet, quel que moit » < R, il existe R € Je,R[ tel que, s&i
oo L4
’ - 0 o . X .
'Izol = Ro’ les séries zg: a7 et ZE: bnzo soient convergentes, ce qui

n=0 0B=0

enbraine que les suites (ahﬁi) et (bnRﬁ) sont borndées en valeur absolue,
Comme la sulte ((an + bn)Rﬁ> est, elle aussi, bornée en valeur absolue,

£0
A > v
s ; L
la proposition 3 montre que (ah + bn)z est normalement couvergente sur
n=0

D, e% que sur cot emsemble sa somme vaubt S(z) + T(z)., Enfin la proposition 8



°0
montre que la série Z cnzn est normalement convergente sur Dr et que sur
n=0

oot ensemble sa gomme vaut S(z),T(z), On montrerait de fagon analogue les

" propositions suivanteg,

Propogition 18, Solent S(X) = Z anx“ et T(X) = Z b X
=0 L=0

des méyries formelles telles que bo = 0 § posous

[+
S(R(X)) = U(X) = Z o X
n=0
Si les séries entidres S(z) et T(z) sont convergentes de rayons R, et R
regpectivement, alors la série U(z) est convergente 3 si R3 démigne son rayon
¢

de oconvexrgence on a
U(s) = 5(2(x)), lorsque [z]| <min (R, R) et [2(z)] <R,

w0
Corellaire, Soit S(X) = z aan une série formelle telle que 8, #o
- n=o
e'.E solt T(X) = z bnxn la série inverse (proposition 14) de la série S(X),
| 0=0

Si la gérie entidre S(z) 'a un rayon de convergence 1?.1 a, alors la série

>
T(z) ~a un rayon de convergence R2 >0 et Llfon a

T(5) = E%‘z‘)‘ lorsque |z| < min (R , R ),

Proposition 19, Soit S(X) = zanxn une série formelle telle gue - a =0

0=0



=155 -

o

ot 8, #1 et soit T(X) = Z bnxn la série réeciproque (proposition 15) de
n=o »
la série S(X), Si la série entidre S(z) a un rayon de convergence Ri' > 0,
alors la série T(z) a un rayon de somvergence R >0 eﬁ l'on a
8(%(z)) = 5, lorsque |[z] < Rz et [m(z)] < R
et ' ' b»

- 1(S(z)) = z, lorsque |z| < Rt I.S(z)l»; R e

Ve~ Déxrivation des séries counvergentes,

Théortme 15+

w) Soit Z:anzn une série entiére et soit. R son rayon de gonvergence.,

=0

©0

Alors le rayon de convergence de la série Zn anznnl' est égal & R,

n=1l
B) Lorsque R > o0, solemt S(z) et S¥(z) les fonotions respeotivement

(-4 (4]
. 0
définles par les séries Z an'zn et Zn anzn T dans DRo Alors, quel, que goit

=0 u=l
RS | ~
Z€D, ona S'(z? = lim Sah) = 5(a)
hl < R"‘lzl: ‘
h—o

- Démoustrationey

) D¥aprés le théordme 1k, pour tout r € [o,R[ et pour tout R € Ir,R[,

la gérie de terme général anR}: est comvergente, d'ol l'on déduit que la suite
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(anRI:) est bornée en valeur absolue par un nombre M » o, La proposition 3

montre alors que la série de terme général n anrn“l est absolument convergente
o0

et par suite que Z n anzn"l e 8t normalement convergente sur Dr’ ce quil
n=l

prouve que le rayon de convergemoe R' de cette série est supérieur ou égal
& Ry On montre de fagon tout & fait analogue que R > R', ce qul permet de
sonelure qﬁe R = RY, .

B) La condition |h| < B~ |z| entraine ltinégalité Lzml < B,
ce qui montre que S(z+h) est définie.

Pour z fixé, on a

©

S(ath) = 5(s) Zun(h)

n=0 0
n n =
ol les fonctions wu (h) = & ZE) = h . g Z ¢PpP—L,0-P
ol n b n n
. p=l
définies pour h ¥ o se prolongent pan conbinuité, en posant uo(o) =0 et

un(o) = n anzn"l lorsque n > L.
Montrons que la série de terme gémnéral un(h) eat normalement conve rgente

sur D_, pour tout € lo,& = |z][.

En effet, lorsque h # o, ona
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()| < o, = | | Lzktel = [s]”)

peurvu que !h] < & } cetbte inégalité reste vraie lorsque h = o0 e%t par
suite ||u || =a.
Or les séries numériques lan](lzl +e)* et lanH z|®

sont convergentes, car. ]zl + &< B et ]zl < R ; on en dédult que
«©
Z an < ton
=0 0
La somme de la série Z un(h) est done une fonction continue au point

h=wo et l'ona Zu(o) sZna 2
n n
n=o n=l

CoQaFuDo

¢
Gorellaire 1» La restriction &8 R de la somme S(z) dfune série entidre

<O
n
et leux Z 8z, dont le rayon de convergence R est non nuly est une
=0

fonotion & valeurs complexes de classe €% sur J-R, + R[.

En effet, en appliquant le théoréme 15 aux séries
£0.

SP(z) = Z a(n-L) vey (n—-p+l)anzn—P, on voit, par réourremce swr P, que
0=Dp

les fonctions Sp(x) sont définies et continues sur J-R, +R[ et que

aP
SP(X) = @ S(X).

Corollaire 2, Si les sommes S(z) et T(z) de deux séries entiéres
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convergentes Zanzn. et Z b'nzn coincident sur un voisinage de lforigine
n=o =0

dang € (ou méme seulement dans R), alors on a a, =b  'quel que soit n € N,

En effet, d'aprés le corcllaire 1,

n n
angdn8§o)=d.n1‘{o)= b
dx" nf “d&x nl

o S8(x) et T(x) sont les restrictions de S(z) et T(z) & R,

d) Applications.

i) Développement en gérie entidre d'une fraction rabtionnelle sans pdle

: o
4 l%origine, La fonction E?-;E. admet suxr lg disque ouvert D la[ le

[+

V ’ s » l N . n
développement en série. S L A
%8, a n
: a.
n=0

et par suite (proposition 17) pour tout k € N .la fonotion L - admet suwr

4]
'D}a'.l le développemsnt -

1. (—1)k (k1) ! _n

Z e
(z—-a)k & nf (k1) 3 a"
n=o0

Soient P(2) et Q(z) des polyndmes premiers entre eux. On suppose que

les racines By By vesy By de  Q(z) sont toutes différentes de zéro,
-2 .

Alors la décomposition en éléments simples permet d'éerire
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Q<§> " R v Z <Z (20,7 )

i=l §=1
(o R(z) est wn polyndme et k, la mutiplicité de-la racine ai)“
La proposition 17 permet alors d'écrire que

0
E(z) = 6nzn sw Dy (ot R = min ]a [) ot de calouler les ¢, en fonction
- Q(z) lgisr
' 0RO

dos a;, des b, , et des coefficients de ‘R(z).,
)
Dtautre part, si lton pose
q :
o(s) = ) g (o B #0)

on &

o0
g ) N n N ) -
o(z). (a) Z"_‘n" = P(z), ohles &, = Z Pi®5  somb les coefficionts

=0 I+j=n

de P(z) et par suite sont umuls powr n assez grand. Ceoi fournit un autre
moyen de calouler les € (di'visiion du polyndie . P(z) ‘par le polyndme Q(z)
suivant les puissances croissantes de z),

Inversement, soit (on) une suite numérique pour laquelle il exigle des
nombyes oomplexes po, B«z’ vew, Bq tels que {30 # 0 et que ‘la suite (otn),

définie par @, = Z pe 59 soit nulle & partir d'un certain rang ptls Alors

it+j=n



- 159 -

- . el . .
la série eunbidre > o2 est convergente et représembe sur son disque de

n=0

convergence la fraction rationnelle

ii) La fonction e”

A i

(-]
La série Z z" est convergente sur € tout entiers On a vu
=0

(§ 10, 0) 11)) que la restrioction de sa somme & B est égale & la foncvion e®.
Ceci muggére de noter 6® la somme de cette série , quel que soit z € €,

Soient =z, z' € € ; les séries numériques de terme général

n n
% 7! . %
— ot == pgont absolument convergentes de sommes respectives e~ et o

o} ni

Par suite (théoréme 8) la série de terme géuéral

2 21 (z4z)?
™ =
: p} qi n}

p+q=n
z+zt . . z a¥
est absolument convergente et sa smme -e est égale au produit e"e” .
. . , 24zt z &' R
Quels que sodent 2z, z' € €, on a done e = g e et en particulier
g =z X X

e " =Ly, Dl'aprés le théordme 15 on a, pour tout x € R, ?‘E e” = e

c¢e qul permet de retrouver toutes les propriétés déjA connues de la fonction e
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et en partioculier quw ¢ test une fonction croissante de R sur R_*'; (utiliser

pour cela le fait que e >0 quel que soit x 2 o et en déduire gque LlYon

R
a aussi e ~ > o0),

et

Foncbions trigonométrigues.

Si 7 désigne le conjugué de z on a

% _ 7

e =6 4

En particulier, lorsque z est de la fome iy (avec y € R), on a
[eV] = [o™V]

et par suite (comme eiye-jy = 1)

leiyl = 1 ' pour tout y € R,

o 4 oW VLW . .
Pogons oo08 y = = et sin y = ————————, e qui revient & écrire
2 2i
oV o8 y +i siny (avec ooy, siny € R),

» ' » ' )
Dg la formule el(y +y*) = ej‘ye:Ly on tire

cos (y4y!) = cos y cos y' = sin y sin y!

quels que soient y, y' € R,
gin (y+y') = sin y cos y' + cos y sin y'

Y

Le développement en série de eV permet d'éorire
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<
n 2n
o08 = Z Gy
(2n) 't v
et n=o > pour tout y € R,
pad -1 n 2n+l
Biny = Z L——L-'Y—---
(2n+1) %
n=0 J

Drautre part

Ie;ylz el 00§2y-+ gin®y = 1 pour fout y € R

Duisque %ely =ie”, ona

%(c:os y) = = sin y.
et pour tout y € R.
%5;(313 ¥) = cos ¥«

De ¢es formules on déduit que les fonctions -gin 'y et cos y sont bornées,

que cos o =l et asin o = o,

2 4
Comme -cosZ=l~§-—+%—.”<-—%<o,

l'ensemble des zéros de la fouction continue cos y restreinte & [0,2] est

un ensemble fermé mon vide j on note %‘ le plus petit élémeunt de cet ensemble

i

Zsor Ona €2 =1 et, pour tout y € R,

fermé borné § on a >

T e
HEty) L

il

dtol sin(y + -;-‘) = cosy et cos(y + -725) - sin y.

e 23 .4
Enfin on a elle‘zl

et Lton voit que 2% est le plus petit ¥ >0 tel que -_,e?’y =1 } on en déduib
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que 'ei(y + 27w eiy’
ce. qui montre que les fonctions ocos y et sin y sout périodiques, de période
2x. Ces résultate permetient de retrouver toutes les propriétés déji comnues
des fonctions trigonométriques et en particulier que siny et cos y
appliguent R sur [-1,+1], Om en déduit que quel que soit u € ¢ (avec
16

Ju] =1).-:il existe 6 ER tel que u=-e

Degeription de la fonection eZ«

Clest une application de € sur C€*, Posous z =x +iys Ona
e’ = e*(cos y + isin )

La fonction exponentielle applique les paralldles & l'axe réel sur des
demi~droites issues de O, Deux paralléles distantes de = sount appliquées sur
des demiwdroites opposées:. Deux paralléles distantes de 2w sonbt appliquées
sur la mfme demimdroite.

Les segments de longuemxr 2w paralléles & l'axe imaginaire sout
appliquées sur des cercles de ceuntre O,

L*image réoiprogue @‘un point w ;é © par l¥application e? est l’énsemble
des points de la forme loglw| + i(6 + 2kx) pour tout k € Z ol le nombre réel

0 (dérimi & 2kox prés) s'appelle L’argument de W et se note arg W,
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Exercice 28.~

@) Montrer que la fonction f(x) = x log x définie swr Jo,1] se prolonge
par continulté & Ll'origine en posant f£(o) = o et que la courbe représembative
de cette fonetion admet une tangente verticale

: j/\
<]

lersque =x = os Montrer que

”

£(x) % o, quel que soit ' r

x € [o,1], es% convexe, que

CFY(L) = 1 et que

i
!

est atteint pour x = =,

inf f£(x) = - S

o<xsl

o

B) Soit P(x) un polyndme de degré n & coefficieuts réels ou complexes

ebgoit a € R ou €. Montrer, par réourrence sur 'n, que

] 5

;:o'
et une primitive de ¥ P(x)» En déduire, & l'aide du changemeut de variable

(-1)" nt

1
U ow - lqg X, que [ % log x dx = =
3 (n+l)

y) Montrer que la série de terme général un(x) = (f‘(x))n (i £ estla

fonction définie en a)) est normalement convergente sur [o,l]q En déduire que
i ped . n-x { pud
- ) ol
jxxdx:uzgzj-%—- et que ‘[xu}"dx.:L}-H.
0 be o n
- n=l n=l
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.Bxeroice 29,

‘&) Montrer que, quel que soit k € Jo,1], Lles inégalités

o=z |

1 8 el §'% (o z,3 € €, z#15) sont équivalentes aux inégalités
lal=1a | ~ ° °
0
Z =z
—- Ara ocos k € arg ; £ Arc cos kv

Q

p) Reprendre lea démonstration de la proposition 16 en vue de montrer que,

: e .. i s ' n
s, zo est un nombre complexe tel que la série numérique de terme général a.nz°

soit convergente, alors, pour tout k € Jo,1], la série entidre

o .
LU

n ) ’
ZiJ a 7z est uniformément comvergente sur lfensemble Ak des nombres
n=0

complexes 1z, +tels que

1 =22 g1 ot lz - Z°l < .
0 lz] - |z |  x

Exercice 50 4=

Dans l'exercice 23,1 @), ou a étudié la suite (bn) de nombres rationnels

définie par les relations de réourrence bo = 1 et pour tout =n 2 1,

©one=l
1 P P
bn alialev Cn+l bp. Déduire de cette formulg que
=0
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‘s Z € +1
Montrer que la série I R RN -—E-t-- est convergente,
nl 2 2 e'-l
n=0

Retrouver, sur la formule précédente, le fait que b_{ = - ;Lé et que

b2k.+l = 0, lorsque k » 1. Montrer que

0 2n -
11 0 2y ana .
The " % = etremie 7, et que

(2n)!

o=l
1 1 T <~l) 2 ann 2n
ey 2™ Z % e Utiliser cette formule et la démonstration de
& (20)t

n=l

la proposition 14 pour calculer les coeffigients du développement en série de

%8z en fonction des bzn’

Exercice 31 .~

@) Quel que soit a € [o,%] , on désigne par Q(f) 1'ensemble des oouples
(x,y) € 82 tols que osx<l, osy<l et x4y < 2(1-m), OCalouler L'aire q()
de L'ensemble Q(a).

Quel que poit «a € Jo,g‘é] on pose

Ha) =ch(oz) Z%%°

Montrer que I(a) est une fonction décroissante sur Jo ,:—;'-]-1
B) A l'aide des changements de varisble x=u-7v, y=u+v et

u = sin 6, Montrer que lfon a



du Arcte L-u

u . ‘[ 1~
a2 d1 Vi V142

74 Are gin (l-a) -
gj ®6as +j (}:~.-2-e~) de.
0 17/6 .

%—_I(a) xf 72«- -, Arctg
* o

Y l~u2

Bn déduire que I(a) est continue sur JO,%] et que, lorsque «  tend
. 2 : .
vexs zéro, cetlte fonction tend vers T—% (que 1ton notera I(o0))s

%) Quel que soit a € ‘[o,%] et n€ N on pose
u (@) zfj. =" dax dy.
4¢(a)

Caloulex un(o) en fonction de n+ Montrer que lggs fonctions un(oc) sont
déeroissantes et que la série de terme général un( @) est normalement comvergente
_Buy [01%:1;

En déduire que la somme s(a) de cette muite est une fonction combinue

0
surr [0,1»21] et qus s(o) = Z %-2-,
o)
n=l
8) Soit f(x,y) une fonocbion continpe sur Q(a), Pow y fixé on pose

oy) = (f{‘:ﬁ) ¢ o) £(x,5) »

Montrer (ou admettre) que ¢(y) dépend continuement de yvy Bn déduire

que f£(z,y) est bornée et atteint son maximum en un point de Q(a), Utiliser
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le théoréme de la moyenne pour montrer que

| f fQ (a)f'(X:y)dx @l‘ < q(a) (1:;? 3 Q(‘q) l2(x,7)

(ot q(&) est le nombre défini em a))

e) Montrer qua quel que soit n € N la série z xPy? & pour somme
p=n
une fonction Rn(x,y) continue sur Q(oi). Montrer que

<o

1
e BN ), 3

p=n+l -

Utiliser 1'identité i—?_-i-,e = Z £ (valable pour I‘bl <1l) et &) pour
n=o
montrer que, quel que soit « € Jo ,%] s

n~1

() ~'z u (o) = f[q(a) R (x,y) dxdy

=0

tend vers zéro quand n tend vers l'infini., En déduire que

, 1 L o |
I(e) = s(a) sur ]o,—z-] et que 24 =5 = =z,
n

=0
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D) séries formelles
¢) séries entidres

i) définition

ii) rayon de convergence

iii) somme d'une série entidre sur le cercle critique

exerclce 29,
iV) opérations sur les sé ries convergentes

V) dérivations des séries convergentes

116

119
120

121

L2l

122 - 123

129
129
133
133
135
136+
136

137

146
146
141
151
16
15k
155
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d) applications 157 bis
i) développement en série entidre d'une fraction
rationnelle sans pSle & 1l'origine 157 bis
ii) fonctions e” 159
exercice 28, 163
exercice 30, 164
exercice 31, » 165

Je signale au lecteur qu'il trouvera dans ce cours les pages

12bis = 41 bis = 49 bis - 154 bis ~ 157 bis.

—g=3mg—g=f—
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