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CHAPITRE O - INTRODUCTION

Nous avons tenté de recenser et étudier ici un certain nombre de
problémes se posant en glaciologie & propos de l'écoulement des glaciers.
I1 apparait alors deux directions de recherche :

- D'abord 1'étude des équations régissant le milieu. On établit ainsi
l'existence et 1l'unicité des solutions pour différentes lois physiques
”habituelles" et on met en évidence les deux principes variationnels duaux
felatifs au éhamp des vitesses et au champ des contraintes.

— Puis 1'étude des problémes inverses dans les différents cas physiques
envisagés : identification de la loi de frottement au fond ou identification
du 1it rocheux.

Le chapitre 1 est avant tout un chapitre de rappels et s'appuie essen-
tiellement sur le "Traité de Glaciologie! de M, Lliboutry [1]. On y.pose le
probléme des vitesses sous sa forme la plus générale et on indique les diffé-
rentes lois de frottement envisagées.,

Le chapitre 2 traite le cas de 1l'écoulement permanent paralléle des
glaciers de vallée dans les deux hypothéses ol la loil de frottement est soit
connue, soit & identifier,

Ie chapitre 3 est consacré & l'écoulement dfune nappe de glace dans.
le cas bidimensionel, puis & l'identification du 1it rocheux.

Cette étude n'a pu &tre menée & bien que gréce aux fructueux contacts
que nous avons pu établir auvLaboratoire de Glaciologie du C.N.R.S. de
Grenoble avec»Me Lliboutry son Directeur, et M. Reynaud. Qu'ils sodent remer-
ciés ici pour leur collaboration ainsi que M. Gastinel dont‘une conférence
au Colloque d'Analyse Numérique a été le point de départ de ce travail.

Ma gratitude va, bien s{ir, tout spécialement & M, Temam, et & 1'équipe



d' Analyse Numérique d4'Orsay dont les encouragements et les conseils amicaux
m5ont été précieux, ainsi qu'ad M, Glowinski & qui la partie numérique de
Cétte étude doit beaucoup.

Je remercie également M. Deny d'avoir bien voulu accepter la présidence
du Jury et M. Métivier de m'avoir, & l'occasion de mon second sujét, proposé
une ouverture vers les équations aux dérivées partielles stochastiques.

Mme Parvan a bien voulu se charger de taper mbn manuscrit ; son effi-
cacité n'a eu d'égale que sa gentillesse et je lui en suis trés reconnaissante,
de méme qu'a Mmes Launay et Zielinski qui en ont assuré avec diligence le
tirage.

Je dois enfin remercier mon maril et mes enfants qui non seulement

supportent mais méme encouragent mon encombrant penchant pour les mathématiques.



CHAPITRE 3 - DESCRIPTION DES MODELES MATHEMATIQUES

I. HYPOTHESES GENERALES Ef BQUATIONS & IFI

10) Propriétés mécaniques de la glace.

La glace est assimilée & un matériau incompressible et isotrope. On suppose
de plus sa densité p constante. L'équation de continuité est alors automatiquement
vérifiée.

20) Equations de 1'équilibre :

On écrit les équations de 1'équilibre sous la forme

(1) st 2 vl v s ek ieh 23
TE YR

ol Xi représente la composante selon 1'axe X, de la résultante des. .torces.d'origine
extérieure par unité de masse. Les oy Jsmf les oposées es composantes.duitenseur des contraintes

E;ij](qdcmmﬁe.&xu:pd&ﬁﬁvem@ﬁtles compressions, et [cij] = - [Tij]), et les u,

-

les composantes du champ de vitesse u = (u1, u2, uB);
On notera [Eij] le tenseur des vitesses de déformation, de composantes
1' bui éuj
(2) Sij =3 (SES_ + gz;) .

3°) Loi de comportément.

Introduisant la pression hydrostatique
(3) p=
on définit le déviateur des contraintes [Oij] par
! = —
(n suppose, en glaciologie, la loi de comportement linéaire ; les hypothEses d'iso-
tropie et d'incompressibilité conduisent alors & une relation de la forme
1 - *
(5) [Gij] == 27 [aij] .
‘Admettant de plus que, i température donnée, la viscosité n n'est fonction
que du second invariant de 1'un ou l'autre des tenseurs (critdre de Von Mises géné-

ralisé), -on obtient alors, & partir de (5), une nouvelle expression pour la viscosité s

(6) n =

= }a



ou T désigne la cission efficace

RV _ _1 PR Y 2
T = I2 avec 12 5 [ % (cii p)< + %;g Gij]

et y représente la vitesse de cisaillement efficace

. hd ’___1 — 2
y = 2\/1 J2 avec - J2 =3 g;j Eij .
*

4°) Loi de déformation.

Comme il est d'usage en glaciologie, la loi de déformation admise ici sera

la loi de fluage non linéaire de Glen. Nous l'écrirons généralement sous la forme

(7) vy =B T avec

(8)

B et kn désignent des constantes positives ne dépendant quede l'exposant n choisi et

1l

Be,n Bn e H

6 ls température (supposée exprimée en degrés Celsius, c'est-&~-dire voisine de O,
1Y pp |9 ’

§i 1'on remplace © par la température absolue T, il faut prendre (8) sous la forme
!

! T
B! e ).
I1 peut aussi &tre intéressant de considérer des lois polynomiales de la

forme

n
T

(9) =
¥ %

ol JV, désigne un ensemble fini d'exposants. Ce cas sera examiné au Chap. 2 § vr.

B
osn

Remarque : on retrouve comme cas limites de (7) le corps visqueux newtonien
(n=1) et la plasticité idéale (n infini). Dans le pratique l'exposant n, souvent
égal & 3, est toujours strictement compris entre 1 et + o

50) Ie probléme des vitesses.

La loi de déformation (7) permet de réécrire la viscosité (6) sous la forme
1 1

o -1

- 0
(10) n=35,
et la loi de comporfement (5) devient
1 1y
' - _ —ﬁ ¢\ °
(11) [Gij] ==-2 Be,n y(u) [Sij] avec
ou. 2 ou, ou: o 4
(7)) = 2 — g z
(12) v =2y Gz +1 0 (55 +55 )]
i <] J 1

Ies relations (3) (4) (11) permettent alors d'éliminer les contraintes dans



les équations de 1'équilibre (1) pour obtenir le probléme des vitesses sous la

forme

o Ou—) 3 6«—) 3 5 -.,l .1— 6-»

u u n o /11 u g g -

dlgg + 2 vy o] -1 o (B 7T G Vupleve=re s
, =t ° 3 3= J 3
(43) 4

3 ou,

5 —J =0

: dX., ’

Ld=1 77

&(53 étant donné par (12), p désignant la pression hydrostatique et E' ltaccé-
lération de la pesanteur.

Remarques :

a) Si la loi de déformation est supposée polynomiale (forme (9)), elle ne
vernet plus d'exprimer la viscosité en fonction de la vitesse seule; Nous verrons
au ¢hap, 2 § VI que l'on peut cependant, par dualisation du probleme des contrain-
tes, poser un probléme variationnel pour la vitesse.

b) On retrouve, dans l'hypothése du corps visqueux newtonien (n = 1) & tem—

pérature constante, les habituelles équations de Navier-Stokes

p[g;*ﬁ uj5‘}'gj"nl\u+V|£>—pg
J=1 J
3 0u

c) L'écoulement des glaciers est assez lent pour que l'on puisse négliger

bd

ou

le terme quadratique z: uj ST dans (13)° Pour les valeurs de n couramment
2 .
admises par les glaciologues (n » %), la dérivde ?5; est, elle aussi, négligeaw-

ble devant le terme

1
é . Eu GIT — . . ,1
ggg [Y(E) (SES +V uj)] qui est d'ordre e

On suivra donc ici lfusage des glaciologues, qui, supposant les mouvements tres

J

lents, négligent les forces d'inertie. On posera dans toute la suite le probléme

des vitesses sous la forme simplifiée

3 =4 S N~
o T e, N ou — —_ —
F3 [Be,h y(u) (5§f + ¥ UJ) + Vp=p &g

(14)



ol &(Gv est toujours donné par (12).
Des vitesses et de la pression hydrostatique, on peut déduire le champ de
contraintes par les relations (11) et (4).

69) Equation de la chaleur.

la situation est différente selon le type de glacier considéré, (n se limite-—
ra aux deux cas suivants @

a) Glacier tempéré : il n'y a pas de transfert de chaleur. La température

reste constamment égale & 0°C et 1'équation de la chaleur se réduit donc a
(15) 6=0.
Ie probléme des vitesses (14) est, en conséquence, indépendant de la température.

b) Glacier froid : la chaleur peut &tre transférée soit par conduction,

s0it par convection., L'énergie transformée en chaleur par unité de volume et unité

de temps est égale &
}: 1 kg .__‘
(16) A GlJ ElJ = Y T o
1sJ
Notant K la conductibilité de la glace et (C sa chaleur spécifique, 1l'équation
de la chaleur s'éerit :
(17) Cp%—i=KAe—CpE.§e+{m.

Ies relations (6) et (10) permettent de calculer ¢ en fonction de f pour ob-

toni
o BRI T B
n .au n n o .n
(18) T = Beﬁn Yy =8 e v
Notant alors h = ég la diffusivité de la glace, l'équation (17) devient dans
le cas stationnaire : _d
n 1
- n kne —>l71+1
(19) - h A0 +u.V 6~ To eXP(‘ _ﬁ—) ?(u) =0 .

On doit donc, pour les glaciers froids, résoudre globalement le systéme couplé

(14) (19).



1I. IES CONDITIONS AUX LIMITES.

1°) Conditions en surface.

On considere, en tout point de la surface du glacier, un repére orthonormé

— . 7 ° g . - N
v) 1lié au glacier ; vy est un vecteur unitaire normal 3 la sur-

. -— >

direct (sg L,
-_— el . . ) )

face, s et 1 deux vecteurs unitaires orthogonaux du plan tangent. Dans ce re-

pere on écrit le tenseur [Gij] sous la forme

0s Gst Gsv
[Gij] = ] %t %% Tty
. csv %ty %

Sur un plan tangent & la surface ne s‘exercent aucunes contraintes de cisaille-
ment (le "frottement" est nul) et la contrainté normale (quaon appellera aussi
ia "pression normale") est égale & la pression atmosphérique notée H . On obtient
ainsi les condtions aux limites en surface
(20) a. =
(21) o =H.
La composante normale de la vitesse en surface, El;, étant généralement faible,
on pourra remplacer la condition (21) par
(22) El;)z 0 en surface.
Notons que cette hypothese simplificatrice n'est nullement essentielle pour les
résultats ultérieurs.,

Pour un glacier froid la température en surface est supposée égale & la
température extérieure

(23) 6 =6 eo connu.

20) Conditions & la limite du 1lit rocheux.

a) Glacier froid : on suppose la vitesse de glissement nulle .au fond,

clest-a~dire

(24) Z=0 au fond.



On fait sur la température 1'hypothese

(25) %g =va gradient géothermique.

b) Glacier tempéré : il semble par contre peu réaliste de supposer qu'il

n'y a pas de glissement dans ce cas. L'hypothese de non décollement de la glace.
fournit une premiére relation :

(26) 2.y = 0 au fond.

4 laquelle il faut adjoindre une loi de frottement au fond, Les deux hypotheses
les plus fréquemment évancées par les glaciologues sont :

- déune part la loi de frottement solide de Coulomb en présence d'une pres—-i
sion interstitielle proposée par Lliboutry [2], Le frottgment £ est alorS'suppoéé
de la forme
(27) f=c, ¥,
ou Co est une consténte et N la valeur moyenne de la différence entre la pres—
sion de la glace et la pression de l'eau dans les cavités.

- d'autre part la loi de Weertman, qui s'apparente & une loi de frottement
visqueux, et lie le frottement sur le 1lit & la vitesse de glissement au fond par

la relation 5

(28) £ = 01]1’1’]“*1

ol C1 est une constante et n 1l'exposant de la loi de Glen (7).

Remarque.

La détermination de la loi de frottement au fond est un probléme extréme-
ment. délicat, qui, de l'avis des glaciologues, est loin d'étre résolu de manidre
éatisfaisantep Les difficultés pratiques d!'évaluation, soit de N (si 1'on veut
prendre en compte 1'hypothdse (27)), soit de c, (si 1ton envisage de tfavailler
avec la loi de Weertman (28)), nous conduiront & poser le probléme en termes dfi-
dentification : nous ne conserverons au fond que la seule condition aux limites

(26) et nous chercherons a déterminer le frottement sur le 1lit rocheux en utilisant

des données supplémentaires en surface.,



111, CONCLUSION.
I1 apparait ainsi deux grandes familles de problémes :

10) Etude des équations du milieu.

a) Glacier tempéré : la température 6 &tant donnée par (15), on cherche
3 résoudre le probléme des vitesses (14) (indépendant de ©) avec les conditions
aux limites (20), (21) ou (22), (26), (27) ou (28).

b) Glacier froid : la vitesse et la température sont données par le systéeme
couplé (14) (19) avec les conditions aux limites (20), (21) ou (22), (23) (24) (25).

20) Problémes ihverses

Les contraintes sont données en surface par les relations (20) et (21).
S5i 1l'on mesure en outre les vitesses en surface, on obtient donc des-infofmations
surabondantes sur la surface & l'air libre. Ceci permet alors de se poser divers
problémes d'identification. Par exemple 3
P1 : la géométrie du glacier étant connue, identifier la loi de frottement au fond.
P2 : la loi de frottement au fond étant donnée, trouver l'épaisseur du glacier,
clest-a~dire identifier le 1it rocheux.
PB : connaissant la géométrie du glacier et admettant la loi de Coulomb (27) au

fond, identifier 1'exposant n de la loi de Glen (7).

Les chapitres suivants concernent les glaciers tempérés. On y étudie les

équations du milieu pour les glaciers de vallée & écoulement parallele, et pour
les nappes de glace. (n y donne également divers résultats concernant les problémes

P1 et P2, Le cas des glaciers froids fera 1l'objet d'une publication ultérieure,




CHAPITRE 2 - ECOULEMENTS UNIDIMENSIONNELS

I POSITION DU PROBLEME.

On considére dans ce chapitre l'écoulement permanent parallele de la glace
1z long d'un canal régulier cylindrique d'axe OX19 de section dféife Q -(située
dans le pian (X29X3))¢ La surface libre de la glace, o_, est le plan X, = 0
qui fait avec l'horizontale un angle o . La hauteur maximale de la section droite
est notée a, et hw. dééigne la distance du niveau piezométrique & la surface,
On suppose que le mouvement permanent se fait parallélement & 1'axe OX1 avec la
vitesse 1, ., le champ de vitesses est donc de la forme 7= (u s Oy 0).

1 1

Les équations (1.14) et (1,11) fournissent alors les relatlons :

ou

1 - . -
(1) ol 0 (2) o5 =P Vi=1,2,73 (3) Ops = 0

1 11

-3 E~1 éu1
(’ = e . 2o J o=
(4) 9, ;5 B Ty b.x;j i=2,3
et l'expression (1.12) de vy se réduit 2
du, 2 du, o %
: = (=2 ]

(5) it = ()" DT

Les inconnues du probléme sont donc toutes indépendantes de la variable x, .

1

La troisidme équation de 1'équilibre (1.1) permet de calculer la pression hydrosta-

tique . Blle s'éerit en effet

(6) g%i =p g COS g

ce qui, jbint éBla condition aux limites (1021) : 033 = H (pressiom atmos phé-
rique) pour Xy = 0 donne :

(7) p=H+ (p g cos oc)-x.3 .

I1 ne reste donc plus que les trois inconnues u1 9 512 et 513 o

Pour simplifier les équations, nous introduisons les variables réduites :

X .
Xj T a J 25 3 HW a
u = : = Tj:umngmgasinoc J=2,53
a Blp g a sin o) P
et les notations :
T = (TzaTB) v = (5§~ 5 5§=)a



L'équation de 1'équilibre (1.1) pour i = 1 s'écrit alors

oT. ST
2 3

(8) —— e el = ]
©X2 6X3

et la loi de comportement (1.11) fournit la relation

(9) Fu= |77

ce qui conduit a l’équa?ion vérifiéevé 1'intérieur pour la vitesse u :

(10) - V,,<I—V->ulﬁ—1 €U) =1 dans Q .

La condition en surface (1.20) entraine

(11) ’ T3 =0 sur T -

Si 1'on adopte pour condition de frottement au fond la loi de Coulomb sous la
forme (1.27), on obtient sur le 1it rocheux Tr la condition aux limites
(12) ~£=T.V=~0C Npega sin g

od v est le vecteur unitaire normal & L. et dirigé vers le 1it. Dans le cas

considéré ici (écoulement paralldle d'un glacier de vallée), 1l'évaluation de VN

conduit & expliciter f sous la forme :

¢ X 0 X, < H
(13) £ = pBW oo 55w
C[-E—HW—-—F;-XBJ HW<X3\<1

Py désignant la densité de 1l'eau (et p toujours celle de la glace). La cons-
tante C sera déterminée en écrivant que le champ de contraintes est statiquément
admissible, c'est~a~dire

(14) Jﬂ f dFr = mes Q
Iy
ou mes Q désigne la surface de la section droite Q .

Si 1'on choisit 1'hypothése de Weertman <1°28)9 on remplacera (12) par la
condition

(15) -f = T,y = ¢



IT. DETERMINATION DE LA VITESSE 30US L'HYPOTHESE DE FROTTEMENT SOLIDEOI

On suppose dans toute la suite § borné et sa frontiere de classe C2 par
morceaux. (n pose
L16) p=1+}11 1<p<2.

Les relations (9) ,(10),(11),(12) permettent d'écrire le probléme relatif & la

vitesse
(17) - 6.(]3111?‘2 7u) =1 dens @
- 0 sur T
(18) AR o |
v ~f sur Fr

Inversant la relation (9), on peut calculer le champ de contraintes & partir de la
vitesse par :
(19) Fo T2 T

Nous démontrons au théoréme 1 ci-apres l'existence de solutions du probléme
(17) (18) dans l'espace W1’p(§2). Avant cela, nous établissons quelques lemmes qui
permettent de donner un sens aux conditions aux limites (18) lorsqﬁe u E W1’p(§2>e
Lemme 1.

Si Q@ est un ouvert borné de R dont la fronticre I est de classe 02 par

morceaux, et si v € E = {? € [Lq(,Q)]m ; div ; € Lq(Q)}9 2 <q< +0o, on peut

b d

définir de maniere unigue la trace normale fv de v sur T par

(20) ¢ — - - !
<€Va @/F> =f v °V®d€2+f div v @ dQ V@e w1,q (Q), q’=_~.31
Q Q ' 1 b
~= 3 4
Liapplication ?’f est linéaire continue de E dans W 4 (I‘) et sa restriction _33._

[01(5)]m (qui est un sous espace dense de E) coincide avec la trace normale au

sens usuel < fv = \-;o;) V?€ [01(?2)]m .
1 40
prae]
Démonstration. Soit ¢ donné dans Wq (I‘); par hypothése ¢! & 2. On peut

1

' '
donc associer & ¢ un reldvement @ € W '8 (), vérifiant CD/1_. = ¢ et tel que

) i } .. . q: 4 1,9
1'application p =@ soit linéaire continue de W (r) dans W'? (Q)

(cf. Grisvard {4]).



2. 4

Pour v et ¢ fixés la quantité jv. V@dézj{ div V. dQ est indépendante du
Q
relévement @ choisi. En effet si @1 est un autre relevement, (CID - @ ) € w tsa! (Q)
t
et le résultat est immédiat par densité de @(Q) dans w”q Q).

L'appllcatlon ® Hf v . v@ dsztjr div v.® dQ est donc une forme lindaire
1 Q
continue sur (I‘) et 1'on peut écrire la formule de Stokes :

f v . §®d§2+f div v.24Q = <Gv y > avec
Q Q r

d
€v ¢ wd’ (1)
Le reléevement ¢ @ pouvant &tre choisi 1linéaire continu il est facile de voir

que 1l'application trace normale € est linéaire continue, de E muni de la norme

: “’J' » 4
du graphe dans W & (T). Soit maintenant Y€ [0_1(5)]111 :

<Cv, ¥/p > =f (v . v@der div %?cp_d,gz)dg;f 7 . j@v/r ar Vo ¢ cl(@).

Q 4 q!
Or les traces des fonctions de C1(§) forment un sous espace dense de Wq’ (1”)

. s e . 1,q9 . Y

et 1'égalité a donc lieu pour tout @ € W (Q) I1 s'ensuit que Ev=v.

- 1/=yq0 . 1/m=yqm '
Vv € [C (Q)] . Remarquons enfin que [C (Q)] étant dense dans E, 6 est donc
définie par (20) de manidre unique.

Temme 2.
1 ?
D —f;ryp ‘
Siou € W' ( ) et si f €W (Pr) les conditions aux limites (18) ont un

sens dans W

(Fou r.)e.

— — t
Démonstration. Si u € w1-9p(§2) alrs| v ulpﬂ2 Vu € [Lp‘(s’z)]2 et on peut

donc appliguer le lemme {.car pf > 2.

Remarques. 1
v -3 ’pﬂ
. 8 f est donné par (13), f est a fortiori dens W ¥ (I‘r).
D' . : .
o 81 f eW P (Pr) et si f désigne le prolongement de f par zéro
w o~ -p-ln 1P
(f =1 sur Fr et 0 sur I"O), alors f € W (Po).

Le probléeme des vitesses sera donc posé sous la forme plus précise:s

Probleme $ : trouver u € W1’p(§2) solution de (16) (17) (18).

(n montre facilement gue le probléme P est équivalent au probleme variatiommel



trouver u € w19p(g) vérifiant :

(21)

f 17 w2 G o'v’vdgz{ v dQ - < £,v > vv e w Pa) .
. T
Q 0 _ ) . r
Introduisant 1%'énergie potentielle du sysiteme définie par :
(22) tw =3/ | vjpdg_f D RN
P Q Q r

(21) apparait comme 1'équation d'Euler du probleme de minimisation

(23) Min g(v) .
v € wleP(Q)

On retrouve ainsi le ler théoréme de l'énergie potentielle :

THEQREME 1.

-1 :
. (. preP . X . © e
Soit f donné dans W V(Fr)o Résoudre le probléme % revient & minimiser

sur W1”p(9) 1'énergie potentielle & du systeme.

On peut alors établir le résultat d'existence et d'unicité suivant
THEOREME 2.

Si de plus f vérifie (14) le probléme P admet une solution wu, unigue & une

constante additive pres.

1 N
Démonstration., L'espace W P(q) contenent les constantes, 1'hypothése

(14) < £,1> = mes Q, est bien une condition nécessaire & l"existenée d'un mini-
mum pour le probléme (23).

Cette hypothese permet en outre de définir dans l'espace w19p(9>fﬁ (quotient
de w1’p(9) par les constantes) une fonctionnelle J en posant :

I(v) = &(v) Vvevd;

J est alors strictement convexe, continue et coercive et 1'on obtient ainsi
l"exiétence et 1'unicité de U € w“p(sz)éR minimisant J .

Alors tout wu € uw est solution de (23) et done du probléme ® .

Remarques.

Il apparait ainsi que, pour déterminer de maniere unique la vitesse, il est

indispensable de se donner une information supplémentaire provenant des mesures

physiques. Ce peut &tre par exemple la vitesse au centre en surface si le champ des



vitesses est continu ou le débit.
Par contre, le champ de contraintes ﬁh, 1ié a la vitesse par la relation

t
(19), est toujours uniquement déterminé dans [Lp (Q)]2 .

ITT, DETERMINATION DE LA VITESSE SOUS L'HYPOTHESE DE WEERTMAN.

On peut également étudier lé probléme des vitesses sous 1'hypothése de
la loi de frottement de Weertman (1.28).
I1 se pose alors sous la forme

Probléme P! : trouver u € W1’p(9) solution de

et e it i e s ey s s s e

(24) r\'—.V_>.(|§>u|p“‘2§79u)=1 dans @,

(25) < IS'u|p-2 %% = 0 sur T

(26) lsulp—g -g—l'\j‘ + C,l‘u]n_'2 u=0 sur T,
v

ol lfon a toujours :

PN

(15) p=1+

et ot n est: donné:. par

(27) n= 1+ ==,

01 étant une constante strictement positive.
On voit facilement au moyen du théoréme de Sobolev que la condition aux

hmims(2@ a un sens car :

ArsD q
WP (F ) C L O(T ) avec
r r
2

q, = 1 + ] si n > 1 (1.e. p < 2)

(28)

(29)

qo fini quelconque si n =1 (i,e. p = 2)

pone si we w'Pe), w/ e M) .
: r 1o
Alors ]u‘“—2 ue ¥ (rr)<: w PV’ (Tr), n! = E%é , p' =n+1 , de sorte que

-1, p?
(26) a un sens dans W P ,p‘

(r).
Remarque

On a donc toujours g < 4 et 11 en résulte que



Y

4
p! T oo . .
(rr)(: L (Tr) 1'injection étant compacte.

(30) W
Notant alors &!(v) 1'énergie potentielle du systime sous 1'hypothése de Weertman,

définie par :

C
(51) (0 =3[ [vePaas [ prar- [ va
Q T Q
T
on démontre les théorémes 1' et 2' analogues aux théorémes 1 et 2,
- THECOREME 1'.

Résoudre le probléme (3") revient & minimiser sur w1’p(g) 1'énergie potentielle
&' du systeme.
THECREME 2'.

Le probléme (P') admet une solution u' unique.

Remarque 2.

. Avec la condition de Weertman le probléme des vitesses est. coercif sur
w1’p(9) et 1lton définit la.vitesse u! de maniére ﬁniqueo
” . L'étﬁde faite pour les deux lois de frottement envisagées est trés sem—
blable. Poﬁr éviter les redites on supposera dans toute la suite de ce chapitre
que la loi de frottement est celle de Coulomb Bﬁ(qQYHJ%f contre au chapitre sui-~

vant (chapitre 3), 1'hypothese de base sera la loi de Weertman,

Iv. DUALISATTION DU PROBIEME DE LA VITESSE. ETUDE DES CONTRAINTES.
Nous allons maintenant, mettre en évidence la dualité entre les deux prin-
cipes variationnels régissant le champ des vitesses et le champ des contraintes.

10) Rappels sur la dualité au sens de PFenchel-Rockafellar.

On rappelle ici le cadre d!'Ekeland-Temam [5] :

- V et ¥ sont des espaces de Banach réflexifs, V¥ et Y*¥ leurs espaces
duaux.

- A est un opérateur linéaire continu de V dans Y A¥* son adjoint.

- F (resp. G) est une fonction convexe s.c.i. de V (resp. Y) dans



RU{+ =}, non identique & + o .
- P* (resp. 0*) désigne la fonction convexe conjuguée de F (resp. G).
Elle est s.c.i. et non identique & + o .
A partir du probléme dfoptimisation ? (dait probldme primal)
(‘P) Inf {F(u) + G(A u)}
uev
on définit un probléme F* dual de ® au sens de Fenchel-Rockafellar
(#*)  sup {- F* (- a% g¥) - 6*(q%)} .
q*eY*
Les relations entre le problime primal ¥ et le probléme dual ®* sont les sui-
vantes :
a) Sup ®*  Inf ¥
b) S'il existe u €V tel que F(uo) < +o0, G(A uo) < + o G continue
en A U s alors
- Inf® = sup ®*
- ®*% admet au moins une solution: p¥ .

c) Relations d'extrémalité :

Q* € Y¥ est solution de ®% et u € V est solution de § si et seulement si

il

F(u) + F¥(=A% Q%) == < A% g%, 0 > et

li

gla ) + ax(g*) <T*, AT > .

m m
Si Y estun produit Y = @I Y. , Y¥ = I Y¥ les espaces Y. et Y¥ é&tant
i:‘! 1 ]_:‘l 1 L 1
en dualité, et si la fonction ¢ se décompose sous la forme
m Y.
- =71
6la) =) ¢(q,) e R on a
m
*(g¥) = * * * = * * *
*(q*) 21—1: ax (a¥) Vax = (a%,... a¥) € ¥
ol G? est la fonction conjuguée de Gi R

Dens ce cas la seconde relation dlextrémalité du c) se décompose en les m rela-

tions :
- - e = - o
650 B) + e (@) = <q LAy T V1—1,m,:.m

N - .eme -
ou 'Ai u est la 1 composante de A u .



20) Dualisation du probleme {21).

On applique le 10) ci—-dessus avec

v =w"P(g) v = [1P(2)]? A=Y
(52) B == [wa+crus
Q I'r
(33) (q) =2 fmpdx,
Pdg _
Mors : O 81 div g* =-1 ;3 g¥y = - f sur T
F(A%q*) =
+ o ginon
oh F=1 sur Fr et O sur Fo , et
1 p! b
G*(q*) = == * ax g
(@) = | o o =

e probléme P est alors exactement le probléme (21) ci-dessus.
t
Définissant le convexe K de [LP (Q)]z par

0 sur T
0

$ q*ev
(34) K= {g* ¢ [I® (2)]° ; aiv g* = =1,
qfov-z -f sur Pr

ce qui a un sens d'apres le lemme 1, le probléme P* stécrit
1 ?
Sup {—-lgvflq_*lp aQ}
q*€K Q ’
et les relations d'extrémalité donnent :

o* = |7 u|®?% vu

q* représente donc le champ des contraintes. D'ol le

C1C théoreme de l'énergie potentielle).

THEOREME 3. (2

Liensemble K des contraintes admissibles &tant défini par (34), le champ des
contraintes “réalise le minimum sur K de l'énergie complémentaire.
1 - '
(35) E(Q) =3,-f [aG)|* e .
Q

Corollaire 1.

Si Q est borné et sa frontiére de classe 02 par morceaux, si f est donné dans

-l
W P

(Tr) vérifiant (14), alors il existe un champ de contraintes unigue T¢ K

et une vitesse @nique_é une constante additive prés) u € W1’p(9) solutions du

probleme posé.
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L'ensemble des couples (u,iﬁ coincide avec l'ensemble des points-selle

) !
gens w''P(Q) x (1P (2))? du legrangien

—. - - - !
(36) x(v,q)=jqevvd€2-fvd9+fdeTr—ﬁn‘jlqlpdQ .
Q Q T A Q

r
Remarques.

1°) On a mis en évidence sur cet exemple la dualité classique en mécanique

entre principe de 1l'énergie et principe de 1'énergie complémentaire (Moreau [6]

Duvaut-Lions [7] Germain [g]).
20) (n peut démontrer directement l'équivalence entre le probldme aux
limites relatif aux contraintes et le probléme de minimisation (35) (cfo § VI

ci-apres).

V. FONCTION DE COURANT.

A partir de la relation (8), on introduit de maniére classique une fonction

1’P'(

de courant ¢ € W Q) définie par

L . 5 2 g o, 2
(57) OX2 - TB t3 ? OXB B TZ T o

Paisons Sur;ié frottement f 1'hypoth®se supplémentaire (vérifide si f est
donnée par (13))

(38) e 1P (r,) .

Alors si lton désigne par % le prolongement de f par O, (% € Lp'(r)v % =f

sur Fr et 0 sur PO ) et par 1 = (¢ ,13) le vecteur unitaire de la tangente

2

N

a I , on a la relation :
X

X
~ d¢ 2 A 3
-=f= - T m——o—o — — ——— — °
T2 TB T3 Ty 6X3 13 5 13 + ©X2 Ty + 5 Ty o
dtou X b'd
O = 2 3
— = = I —_— R 4
37 T T3 T T W T
Po étant un ouvert connexe non vide de T, il existe une seule primitive g de
X X
- T + 2; 13 - ?; 12 gui s'annule sur Fo (car sur Fo X3 =0 et 13 = 0, donc

%% = 0). On obtient donc pour ¢ le condition aux limites
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(39) $ =g sur T avec g/f = 0
0

et les relations (37) et (39) définissant une fonction univoque (méme si @ n'est
pas simplement connexe).

De (9) on déduit 1*équation vérifiée & 1'intérieur par ¢ 3

2 X_. X 2. x X, 2

0% 1o (4 32 (34 _ 227 3% 0 | 132 9¢ _ -2

bG35 + G- I G+ ) G -5 1+
(40) 0%, 2 g > |

2 X X
+ 2(o=1) 6;2@;';3 <§§; +2) <§}§)-3- £) =0,
D terminer le champ des constraintes revient donc & trouver la fonction de
courant ¢ € W1’p'(9) ~solution du.probléme.elliptique (40) (39)o
Il résulte du corollaire 1 que ¢ existe et est unique. lLa formulation

en termes de fonction de courant du probléme présente un grand intérét numérique

(Reynaud [9]), l'exposant n de la loi de Glen intervenant comme coefficient dans
(40) et non pas en tant qu'exposant comme dans le problime des vitesses (22) (o

_ 1
p'_1+?1)°

VI. CAS D'UNE LOI DE DEFORMATION POLYNOMIATE.

1°) Résolution du probléme des contraintes.

Nous avons jusqu'ici considéré la loi de déformation (1.7) qui liait la

vitesse de cisaillement efficace § & la cission efficace ¢ par la relation

N . . . . c4 s T .
En inversant cette relation, on exprimait la viscosité == en fonction de

20

y seul ce qui permettait d'éliminer les contraintes pour obtenir ainsi un probléme
relatif aux seules vitesses.
On considére maintenant une loi polynomiale de la forme :
L] n
(41) y=>_. B 1
n
neoff

N désignant un ensemble fini d'exposants avec dfc:]1,¥w[ o On ne peut plus alors
éliminer aussi aisément la variable < dans la viscosité (notons cepehdant que (41)
est facile & inverser numériquement). On est alors conduit & faire disparaitre les
vitesses pour mettre en évidence le probldme des contraintes. Nous verrons comment
la dvalité permet dans ce cas de poser un probléme pour les vitesses.

Des relations (1.6) et (41) on tire
B Tn—1

1
v I

(42)
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et la loi de comportement (1.5) devient alors

-1
(43) e, 1 =-(57 B <) [o.]
ij ST n lq
avec
2 1 2 2
(44) BRI HCTER S wE
i 1#]
go0it en tenant compte de (2) et (3)
2 2 2
(45) T T 0, t O
(45) joint a (43) permet diécrire (en passant aux variables réduites) :
- e = =
(46) vu=(y 1B |T7[7)T .
neH
Le probléme des contraintes est donc :
(o 0 =2 =1 ) =~
(47 — [ 8 |7 )T]-—-[(Z;BITI ) 7] =0
GXB ne 2 0%, " ntk ® 5
(48) div T = =1

avec les conditions aux limites inchangées

(11) Ty =0 sur T_
(12) Ty = =f sur T .

Posant V= {q, £ [o?)(@)]z 3 div ¢ = O} et multipliant (47) par une fonction test

dans W on obtient :

(49) [ (s @™ 3= Vo e .
Q neEd
Si 1'on note :
(50) N=ﬁ?§ﬁn9 1 <N < +o0

et 8i 1'on admet un instant le

Lemme 3. Vq,2<q<+°°,
g

{¢ € [08(82)]2 , div ¢ = 0} est dense dans

H .

alors le probleme des contraintes :

{o € [Lq(Q)]2 ; div ¢ = 0 30\7= 0 sur 9Q},

“Trouver T € [LN+1(Q)F]2 solution de (47) (4.8) (11) (12)" est équivalent au

probléme variationnel :

“"Trouver T€ K = {-'f€ [LN+1(§2)]2 3 div T = =1 ; T

—
Vv

0 sur PO ’ ?.V:-,f sur

H
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vérifiant :

(51) f(i: B |7 )E.g - o Voek v ot
Q neyp B

ko= f{ge [0 @)% aiv T=0; TV =0 swr on)

et 1'on peut démontrer :

Lemme 4.
L'ensemble des contraintes admissibles I’% étant défini par
(52) I% = {E‘)e [LN+1(Q)]2 ; div 5):—1 3 _T)o‘\jz 0 sur 1“0, TI.‘); = ~f sur I’r}
le champ des contraintes réalise le minimum _s_u_f; e de l'énergie compléméntaire
(53 B(T) =57 ;{1_1 F e |

ned’ Q

Démonstration. Il est immédiat que (51) est bien 1%équation d'Euler du pro-

bléme de minimisation de (53) sur K .

THEOREME 4.
- ....,1_..9N+1
Si few N+t (Fr) et vérifie 1'hypothése (14), le champ de contraintes

existe et est unigue dans X .

Démonstration, .(53) est une fonctionnelle strictement convexe, continue et

coercive sur ‘[LN+‘1(Q)]2, et X est un convexe fermé de '[LNH(Q)]ZO X est non

vide sous L'hypothdse {14) car il contient 1'élément _q:) = 6 6 ou 6 est la solu-

tion dans W“NM(Q) du probléme de Neuman - A8 =1 sur T o
29 ~ 0 Bur FO
oy | =f sur T
r

Dmonstration du lemme 3, Nous suivons la démonstration de Temam [10]

dans le cas q =2 ,
Notant A4F 1'adhérence de WV dans [Lq(Q)]2 et

Sl

V N
WY ¢€[Lq.(£2)..]2,;u< b:v>=0 Vvewl.

Nous démontrons tout d'abord le

Lemme 5.
(54) FLofoe [V @)% p=aradp , pewd(@)l .
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Démonstration de (54).

(1) Si ¢ appartient & l'espace défini par le second membre de (54),
alors pour tout ¢ € W

< s> =< grad p, 9 > =~ < P,y div g > =0
done ¢ € iﬁl .
(ii) Soit maintenant ¢ un élément de iVL . Alors

< Qv > =0 ‘V[V€®/
et 1l'on démontre au moyen d'un résultat de de Rham (ef. Lions [11] et une démons-
tration plus détaillée dans Temam [1Q]>que ceci est‘une condition nécessaire et
suffisante pour que ¢ soit le gradient d'une distribution (pour Q ouvert
quelconque). Or sous l'hypothése Q ouvert borné lipschitzien les conditions
pED(Q) et grad p ¢ [ng(g)]z suffisent & assurer que | € W1’qv(9> (a' 3 2)
en effet tout ouvert borné lipschitzien peut &tre recouvert par un nombre fini

dtouverts tels que Y j € J cj()Q soit €t0ilé par rapport & 1l'un de

{o—j}j€J
ses points. Bt pour un ouvert étoilé la propriété résulte de Deny-Lions [12] ainsi
que l'inégalité :

[Io]]

< ¢(Q) |lerad pl

e (@) £ [1% ()]

Revenant alors a4 la démonstration du lemme 3 nous allons déduire de (54) que

¥ = H, et tout d'abord

(iii) YcHn.

Soit v ¢ % . Il existe une suite {wm} de fonctions de 1 convergeant vers v
dans .[Lq(Q)]2 fort. Puisque din¢m =0 m , on déduit que div v = 0 .

On peut alors, d'aprés le lemme 1, définir la trace ndrmale ;};' de v comme
é1lément de W— q'q(r) et par continuité de l'application trace on déduit de

Py = 0 sw T, $:V'= 0O sur T . L'inclusion est donc démontrée.

(iv) Free —foe Y@ <ov>=0 Yven.

. - L 1
Soit en effet ¢ €1 . D'aprés le lemme 5 ¢ = grad p, p € w1,q (@) et dlapres



le lemme. { on peut, pour . .tout , v e,[zﬂ%gdjz avec ' div v ¢ Lg(Q), écrire la
formule de Stpkesyz
R — -
< Qv > =‘[ grad p v = —‘[ p div v + < p, V.v >P o
Q Q
Par conséquent < ¢,v > = 0 b/v € H . Diol 1'inclusion cherchée,
. - . =1 1
Il résulte de (111) et (1v) que ¥ = H o

le lemme 3 est donc démontré.

Corollaire 2,

Soit Q un ouvert borné de me de frontiere I de classe C2 PAr morceaux.

Soit g uwnréel, 2 < q< +xo, et g'= q/§_1 . 81 H désigne l'espace

H={¢¢€ [Lq(g)]m ; div g =0 dans Q@ ; e =0 sur I}
son orthogonal al est 1'espace

Bl = gy 1315 1 pew’® (@), ¢=Vol.

20) Dualisation et probléme des vitesses.

Nous allons nous placer dans le cadre du § III 1°) ci-dessus et plus spé-
cialement de la remarque Tinale. Le probléme des contraintes défini par (52) (53)

sera pris comme probléme primal.

On pose
1
V= [LN+1(Q)]2 y Y=10 Y , V¥ = [L1+N (Q)]
1 ) ned o 144 .
n+ n
ro=["@]% Voew , mr=[1 ()]
An = in injection canonique de V dans Yn

AV = Y, de composantes An ne¢ JF .

On peut réécrire le probléme (52) (53) sous la forme

(®) 1mf {F(D) + ¢ (o m)}
avec F(T) = X% fonction indicatrice de l'ensemble K défini par (52),
B
' __n n+1
Gh(pn) T on+1 a lpnl da .

La fonction conjuguée de P est alors donnée par

(55) F*(A*p*) = Sup < A¥p* , T > ou encore
o TcK
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P*(A¥p*) = Sup <ixopE o, T,
. R TEK ned_
si K = €V ;divd=03; G =0 sur '} et si T~ est quelconque (non
nul) dans Ko s pour tout T1 € IIZZ (T1 + }\TO) € I% v AER .

Pour que le Sup ne soit pas infini dans (55‘)‘:',1 faut donc

' S ¥ ¥ - -
(56) <Y X, T > =0 Ve ek
» nEf
ce qui d'apreés le corollaire 2 est équivalent a

* Tk PE =
(57) 19 v’ (sz) 2. i pE= gx .
ned® -
Montrons que la condition (56) est suffisante : soit donc T quelconque dans

Utilisant successivement (57) et le lemme 1 il vient :

(El*p*, > < grad ¢*, T >

=-f <p*divT+f ¢* T.y dr
Q r

:f (P* dQ - < fs,(P* >1_| °
Q r

La condition (56) est donc aussi suffisante pour que le Sup soit fini et :

f % dQ - < L,0% > si (57) est vraie,
(58) Fr(a*p*) ={7Q
X + o sinone.
Enfin _ﬂ
B B = (5,)
(59) iz =2 | Izl ,
no “n Yo £ = q oy
O = n °
On peut donc écrire le probléme dual du probléme §
(@)  sup {- F*(-a*p*) - e*(p¥)}
so0it en explicitant
OC*
n
€0 s [ gty -37 2 [ [
P¥EK* Y Q T nef % Jg

1

k¥ = e 11 L Q H (p"{ €W EQ 1Y Vo °
nec)/) % n

Lorsque N = {N}g le probléme (®*) peut se réécrire sous la forme

14
Trouver u.€ W .N(Q) réalisant

(60) 1

B, 1+5
bin, '[_I'Li [V u] ngz—fud@+<f,u>r]
uew!+3 (Q) 14570 Q r

X.
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1+-11
car dans ce cas K¥ = {{o¢¥*, ¢*¥ € W bo

On retrouve donc exactement le probléme des vitesses (23)o

On va montrer que dans le cas ou QN? contient vlus d'un élément
p* . représente aussi.la vitesse et que (§%) est donc bien une formulation

variationnelle du probleme des vitesses,

ILes relations d'extrdmalité.; s'écrivent :

* * = *

¢ (o T) + aX(p¥) = < px , A T> Vo ¢ ot

so0it ¢ -
B o 1.|.._1,
= lT!n+1 aQ + By lp*! n'dQ _ p* T ag
n+1 1 n n

ce qui est équivalent a

> Ve
(61) pé:Bn!Tl r, Ve,
et par sommation en n on trouve la relation

(62) Tor=0G2 5 0D 7,
neHy

¢* représente donc la viteése u cherchée (comparer a (46)).

Remarqgue .

I1 résultait directement de la formulation variationnelle (51) et du
corollaire 2 que le champ des contraintes '¥ pouvait &tre caractérisé par :

? € [LN+1(Q)]2 , div 3'= -1, ¥}§'= 0 sur T Ei§>= - sur Tr

o
) 143
(63) et il existe un élément u de W (Q) tel que
Y7 BT T T,
nef

toutefois (51) seul n'impliquait pas que cet élément u so0it solution

d'un probléme variationnel.
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VII. IDENTIFICATION DU FROTTEMENT SUR LE LIT ROCHEUX.

10) Position du probléme.

On suppose ici le frottement f inconnu sur Pr » par: contre le débit

ont été mesurés

d :K[ u dQ et la distribution de vitesse en surface ud
Q

on se pose alors le probléme de déterminer £ .

L'ensemble des frottements admissibles sera défini par

?
(64) Fad = {W € L7 (Tr), “W“ e Y ,'[; w drr =mes Q, Wy 0 ppsur T

T
n+3

1
" (1)
avec g donné par (27) et ' = =& = 5
=1 2

dans (61) Y, -est une constante positive.vérifiant

{65) Yo > (mes Q) (mes Pr) L
11 résulte de la remarque 1 du § III que
p'’

(66) F 4 ©St un convexe compact de W ' (Fr)
de plus l'hypothése (65) entratne que Fad ntest pas vide : il est aisé de

. . . mes Q
constater qu'il contient en effet la fonction w = o

mes Ty,

A tout w € Fad on peut donc d'apres le § II assccier un unique élément

1 N o
u_ € W“”p(Q) défini comme solution du probléme aux limites :

W
.
= - p=.2 -
(67) -v.( vul vu) =
0
— =2 u’W _
(68) ) I \v4 qu rl 0 sur Fo
d
o |2 v
(69) ‘ v uwl 55 = w sur Tr
(70) f u 49 =d .
L “Q
Un contrble optimal Wbpt = f s'obtiendra alors comme solution (si elle existe)
du probleme
, 1 T
(71) Min —E[ [w - u ar .

o)
Remarqgues.

1) On aurait pu aussi imposer la vitesse moyenne en surface et faire rentrer
la contrainte (70) dans le critére, Ia résolution numérique du probléme est alors
un peu plus délicate.

2) On peut interpréter physiquement la condition contenue dans Fad :
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(72) wll <y,
I NL,I ) Yo

vEn effet si 1'hypotheése de Weertman est vraie, le frottement w et la vitesse
uW au fond sont liés par une relation de la forme

2!
or (72) est équivalent i

(74) f ] (w) ar, < v,
r

(73) s, | = o]

et prenant en compte (73), (74) devient

Jiuposer (72) revient donc & limiter supérieurement,en moyenne,le produit du
frottement par la vitesse de glissement sur le 1it, ce qui est tout & fait rai-
sonnable.

20) Existence d'un contrdle optimal.

Nous allons démontrer la continuité de 1'état par rapport au contrdle.

L'existence d'un contrdle optimal résultera alors directement de la compacité

de Fad°
Soient donc w et w+h deux contrbles de F s, u et u les vi=
ad. w w-+h

tesses assocides.,

D'aprés le § III les champs de contraintes correspondant TW et Tw+h définis
T = ‘V'u lpﬂg Vu
w W W

(75) -2
Tw+h . lvlaw+hl Vl%N%h

sont caractérisés par
TW € KW

e T2 T .3de=0 Voex
g w © Y - ¢ o

Tw+h € K§v+h

(77)
—> p"'_.2 e - _
,[; lTw-&-hl TW+h =4 42 =0 Vo e 5

par



. - ¢ 2 = — > : - -
ol Kf={T€[Lp (@] divT==1 ; Ty =0 sur s Ty =-f sur Fr}

e ' cd o
et KO = {? € [Lp}(Q)]Z 3 div T==1 ;3 T,y = 0 sur rou gr fe

lemme 6. 1
) '

-—=rs» D
1l existe un opérateur de relévement linéaire continu de {h¢ W P (I});<h,1>r =0}
' r

— ; ¢ — - — —
dans (e [P (@]°; aivE=0; B =0 sur T ; H.

0 =h sur :T‘r e

1
Dmonstration. L'on note y 1la solution dans W1,p (@) du probléme

de Neuman

»

-
Ay =0 dans Q

(78) { io sur T

oy
ov 1 sur T
r
Jj y dx = 0
L v Q

Lihypothese < h,1 >P = 0 et la condition .[ y dx = 0 assurent l'existence
r . .
et l'unicité de y dans w19p (Q) et on peut trouver une constante € ne

dépendant que de Q telle que :

B e € PPt

Posant alors & = e’y on obtient le lemme.
Scient maintenant w et w+h deux contrdles de Fad . AMlors h vérifie

?
les hypothéses du lemme 6. On peut donc lui associer son relévement E'E [Lp (Q)]2

et

(79) T~ Lo+ECK,.

Bn écrivant (77) et (76) avec ¢ = Tw+h - TW + H et en soustrayant il vient :
— ] pv..2 — ps p’_2 -~ — - - .

(20) fQUTWml i - 1B IP2 ) (T, - F +Bax=o.

Rappelons ici deux lemmes techniques :
Lemme 7. Glowinski Marocco [17]

Si g » 2 1l existe une constante a = a(q) > 0 telle que

(Izlq—z Z = lqu_g I Z-Y)]Rz > alz—qu Vv, z ¢ IR2 o



lemme 8. Glowinski Marocco [17]
§i g3 2 il existe une constante B = g(q) > 0 telle que
(12|72 2 = [9]2 5] < slz=y] (J2] + [yDT2 ¥y, 2 e®

Dmonstration. Evidente en appliquant la formule des accroissements finis

3 la fonction f(z) = jz!qmz
L'exposant p' étant toujours supérieur ou égal & 2 on déduit de (80) et

des lemmes 7 et 8

ot - P, < T p | P( --_)P(\p“‘z) . V
Iy = B g € L [ESNEE RO A o
et par inégalité de Holder
(81) T p-f <l | 4/

It 5 € el = ISR
Ecrivant maintenant (77) avec g =T - T + H on obtient

_—
jf lW+hlp"2“9 (T -F) ax .

Bl

Dtou
(82) T | g X T [ H ?
I W,,h_MLLp ()2 <l WU[LP @72 " | !l[’Lp.(m]z
et de (81) et (82) on déduit finalement
(83) [ LR R3O I Eaal

ce qui avec le lemme 6 prouve la continuité de TW par rapport & w et fournit

la relation

(84) |z P o e P72
e4) |z~ WHL o (@]’ [ I!TWH[LP 07 | “w—%"p"(rr) I “W_%ﬁ,pkf )

THEOREME 5.

La vitesse U dépend de manieére continue du frottement w admissible imposé

sur le 1lit rocheux. Plus précisément on a 1'inégalité ;

(85) Iy | U 77+ el

e , ) P'1”h“P=1
- i) W) WET ()

W)



Dmonstration. Elle découle de (84) et de l'analogue dans le cas

1< g 2 du lemme 7,
Lemme 9, L18]
Si 1< qg 2 il existe une constante o' = o'(q) > 0 telle que

ooy |? ¢ (2] + yDFY(U2|TF 2~ [9]TP 5, wyle Vi, 2 e

n en déduit

0|V, - Vo < IV

vl 1750 )

"R(g)32
IP‘Z $1ﬂmﬂf4§;uwjp-2 6'¢3(€1%H%7 §;uw)

w+h

(]9 u
Q

soit en utilisant (75) et 1'indgalité de H¥lder
. =1y 2~
oc'llvuw+h~vuwllL <k W+hllp +z llp )Pz - TWIILP.

On se sert alors de (82) (84) et du lemme 6 pour obtenir :

Tu-vu | ¢ o( P e 2T
19 gm 7oy < ol L+ ”h“w S“p’@r)) -l )
: p -2 1
N S L np"1
L WF:PY(TI‘) - ~D ' D' (I'r)
B _..l_,., .
<ol + =p? P P

Soit finalement 1'inégalité (85), en utilisant 1'inégalité de Poincaré généralisée

(vegas [ 14])

(86) u-vume < elfvvl . 1[9 vx)ax|) Vv e w"a).

[1P(a)]?
On peut maintenant facilement établir le théoréme d'existence pour le contrdle
optimal,

THEOREME 6.

€EFr

Il existe un contrdle optimal w solution du probléeme (67) (68) (69)

(70) (71),

Démonstration. L'ensemble des contr8les admissibles étant compact dans

opt ad

? .
~=zs P
WP (Fr) il suffit de montrer que l'application W‘—>%‘[ lu —ud!n
' r
)



est continue sur Fad . Or elle apparalt comme la composée des applications

W qui est continue de Fad dans w1’p(§2) dtapres le théoréme 6

u = oy
w

application trace continue de WUP(Q) dans Lq(F )9 Vq > a
w/T, 0’? 4

défini par (29)
u S - “n qui est évidemment continue de I™(r ) dans R .
W/TO W/l" d LTE(I, ) o]
o

Te thécoréme 7 est donc démontré.

Corollaire 3..

Le résultat d'existence du théoreme ¢ reste valable en remplacant le critere

(71) par
Min - / [u - udlq‘ ar .

q ayant une valeur guelcongue ( qo défini par (29)0 (En particulier pour

n g 3 on peut prendre un critere quadratique).

Corollaire 4.

' 3
. (s s . T
On peut également remplacer dans la définition de Fad l'espace L (Fr) par

n'importe quel espace qu(j:r) avee Q' > —=- = qé
Remarque .
Si p =2, le contrfle optimal du théoretme 7 est unique : soient en effet
w, et w_ deux solutions du probléme de contrlle, v, et v, les états asso-

v, = (1-.e)u.1 + ou, 0£ 61

] !ue _ udl2\< (1-0) J'rr, ]u1 - udla + ef luze— Uy 2 :
Ty )

T
(0} [¢]

1'8galité n'ayant lieu que si u = u . On a donc obligatoirement
g y q 1o, = Vo g

(w1 = 0 de sorte - u st solution d blém
(u, d2)/1“0 e sorte que u, - u, e olution du pro e
- A(uT - uz) =0 dans @
1;1—=u2=0 sur FO
= (u1 - u2) =0 sur T

et 1'on déduit immédiatement du théoréme de Holmgren (Mizoh'ata [13]) que 1.11»«-119:0o

Orw-w:—-g-(u-»uz) sur Tr . Dok w =w

1 2 Oy 1



VIII. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS DU PROBIEME DES VITESSES.

.
On suppose le débit d donné non nul, et f dans " (Pr)o Posant

Vo= {uc W' P(a), Qf u dQ = d}
Q

le probléme des vitesses peut s'écerire

Trouver u € V  vérifiant :

(87) fl?u]pﬁz Y u. §vd9:fvd£2-f fvdl"r Vvev
Q Q r

r
ol encore

Trouver u € V réalisant

(88) Min  &(v)
’ VEV
1 [ (g P
E (v) _-ﬁleVv[ dg_fgv aQ +~[11r fvar,

On suppose le domaine Q@ polygonal (hypothése non essentielle) et 1'on intro~
duit une triangulation qf% finie de Q vérifiant les hypotheses hébituelleé
(Ciarlet-Raviart [ 15], Strang-Fix [16]) :
(89) T @ VTefh
(90) Tg\%hT =0,

Deui éléments de la triangulation

—~ sont disjoints

(91)

N 7’ o
- ou ont un cOté entier en commun
- ou n'ont qutun sommet commun,

h désignant la longueur maximale des c8tés des éléments de ‘ﬁ; on doit imposer

en outre la condition :

I1 existe eo > 0 minorant uniformément en h les angles des

(92)

triangles de ?ﬁh o

Notant P1 1l’espace des polynlmes de degré ¢ 1, on introduit l'espace approché

v, o= {v, € @) ; vh/T'e P, Y eﬁal}c: v P(g)

et 1'on pose

d
v, =1{v, eV 9‘[; v, @ =dlc v, .
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La solution approchée est alors définie comme la solution Uy du pro-
bléme (en dimension finie)
Y ¢
(93) ) v
(w ) ¢ &(vy) v, €7,

vérifiant

(94) .[ w d = 4 ;
Q

Vh étant un sous-espace fermé de V, on a bien existence et unicité de woo

THEOREME g8.

Sous les hypothéses (89) (90) (91), la solution w du probleéme (93) (94)

converge dans WT’p(Q) fort, vers la solution u gg_probléme des vitesses (88)o

Démonstration. Une formulation équivalente du probléme (93) (94) est :

Trouver uh € Vﬁ vérifiant

(95) jgl ﬁ)u.h[p-z’) ﬁuh . .V_)Vhdg_zjg v, 9@ —fl“ £ v, dr Vvh €V .
: - :

Remplagant »vh par uh dans (95) on obtient

N
J Tl el

( r

et la continuité de 1l'application trace sur Fr jointe & 1'inégalité de Poincaré

r*(r,)

(86) entratne :

S Bl < T bl
(96) est une inégalité de la forme
¢ ax + B avec a, B, x> 0 et p> 1
si x ¢ 1 alors xP 1 ¢ 1
si x 3y 1 2P o+ g o+
donc on a toujours
<1 & sup(1, o + B) soit
(97) b 750 < ofasa® s e, ]

W' P(Q) " (r.)



la constante (' ne dépendant que de Q .
On peut donc extraire de la suite {uh} une sous-suite {uh’} telle que :
w, —» u w''P(Q) faible, 1P(Q) fort et p.p.

(98)
uh,/% — u*/fr Ln(rr) fort.

Soit alors ¢ €&(Q), et m, ¢ son interpolée définie par

n, ¢ € V
(99) Aol
T, cp(P) = cp(P) VP sommet de €

h
Il est classique que m ¢ — ¢ dans W1’p(9) fort.
Ferivant (93) avec v, = mye on déduit facilement
(100) E(ur) < &(g) Vg €B@)
et par densité de D(Q) dans W1’p(9) ot dontinuité de c'est encore vrai pour tout ¢ dans
Wl’p(Q), D'autre part, il résulte immédiatement de (94) que

.f u¥ dQ = d .

9]

On en déduit donc que u¥ = u solution de (88) et qu'il y a convergence de la

suite u

» tout' entiére,

Reste & montrer la convergence forte.
Il résulte de la démonstration de convergence faible que S(uh) — %(u)

et donc que

(101) llvuh|‘¢:Lp(Q>]2__,, “vuu[%)]2
L*espace LP(Q) étant uniformément convexe, (101) et la convergence faible
de Vlﬁl vers Vu nmontrent que
Vu, - Vu [F(e)]® fors
et avec (98) ceci entraine le résultat cherché.
Remarque.

On pourrait & l'aide des résultats de régularité de Simon [19]9.comme dans

Glowinski-Marrocco [17]), [18], des estimations de ltérreur

o =



1X. DETERMINATION NUMERIQUE DU CHAMP DE VITESSE DU GLACIER DE I' ATHABASCA.

Nous avons déterminé numériquement le champ de vitesses dans une section
du glacier de 1'Athabasca, sur lequel on dispose d'un grand nombre de mesures
expérimentales, et d'une étude numérique effectuée par L. Reynaud [9]°

10) Le probléme continu.

La section étudiée est assimilée, en coordonnées réduites (voir Chap. 2,

§ I) au domaine compris entre llaxe x_ = 0 et la parabole dléquation :
3 q

2
X
X3 = 1 = 75 . Du fait de la symétrie on prendra
biq
3 Tr
r X €
2 N
FO x2 JX
3

pour Q 1'intérieur de la demi-parabole. Po sera formé des deux segments portés
par les axes et Fr désignera l'arc de parabole. (n fait sur Tr 1'hypothese

de frottement solide de Coulomb (13) et 1'on prend f de la forme

¢ x 0 H
(102) f - w3 < X3 < W
c,[(1+6)E_~ & x3] H, € Xy §

P

avec b = ??I" 1 = 0.12 . Mais 1lt'imprécision sur HW est grande. On calculera
donc la solution pour différentes valeurs de. HW de maniere & déterminer un champ
de vitesses s'ajustant au mieux avec les mesures physiques. La constante CW de

(102), qui dépend de la valeur de HW s Sera calculée par la relation :

(103) f far =4 .
r 3
xr

L'exposant n de la loi de Glen (9) est pris égal & 3 ce qui donne pour p la
valeur
4
10 = 3
(104) p=3
et conduit au probleme

4
(105) Min [gf[VuIBdQ-f ud§2+f f udrj .
uew*3(@) ¥ & Iy



La vitesse réelle u1 se déduit de la solution wu du probléme (105) rar la
relation

(106) u, = u[a B(p g & sin a)n]

?our obtenir u1 en métres par an (maf1) les valeurs des constantes sonht pour

le glacier de 1'Athabasca o = 3°30', a = 310m, B = 0,17 , p g = 0.087.

20) Te probléme discret.

On discrétise, comme il est indiqué au § VIII, le probleéme (105) sous la
forme (9%). On est donc ramené i résoudre le probléme (en dimensionrfinie) (9%) .
Pour cela nous avons tout d'abord essayé la méthode classique de surrelaxation.
Mais cette méthode, qui donne de bons résultats pour p > 1.5, s'est révélée
inopérante ici, la valeur de p considérée étant trop petité : f = 1.3%, Nous
avons alors adopté, une variante d'une méthode -de pénalisation-dualité ;tilisée

dans un cas voisin par Glowinski=Marrocco [ 17]. et inspirée de Hestnds[20] Le principe de la

-

méthode est le suivant : on introduit la contrainte supplémentaire %L =V vy e

ce qui permet de découpler la partie linéaire et la partie non linéaire. (n péna-
lise cette contrainte w, = VV£-= 0 puis on lui associe un multiplicateur de
lagrange (variable duale). On montre alors que le Lagrangien ainsi obtenu admet

un point selle qui fournit la solution wu,_ cherchée et le champ de contraintes

h

2 fosx o s s (o
lp_ V’uh o Plus précisément on utilise la propriceté mise en évidence

Chap., 2, § VI 20) (équivalence entre le probléme Eﬁ' et le probléme (60)) : le

probiéme (106) est équivalent au probléme :

Minimiser sur w1’p(9)>< [LP(Q)]2 la fonctionnelle

(107) e(v,w) =%f [w|? dsz—f v dQ +f £ v ar
Q Q r

. r
sous la contrainte w= Vv .

Introduisant alors l'espace w, des fonctions constantes sur les triangles de Tfh

Wh = {wh H Wh/& 6232 Vﬁ‘€ ﬁ% }

il est immédiat que le probléme discrétisé (93) est équivalent au problime de



minimiser sur V, X Wh la fonctionnelle e(v,W) sous la méme contrainte :

h
w=Vv .0 pénalise la contrainte sous la forme
(108) e (v,w) = e(v,mw) + 51- 7 v - w]f? 5. 12
€ € [L (Q)]

et 1l'on introduit le lagrangien défini sur (Vh % Wh) X Wh

(109) oga(v,w 5 Q) =j q . (Vu-wa -f

de‘+f f v dr
Q Q T

r

1]’ P 1 2
+= | |Wt dQ + =— f ]VV—WI dQ
P Q 2¢ 0

Nous allons démontrer la

PROPOSITION.

L'ensemble des points selle du lagrangien 02;_: est indépendant de e et coincide

) , § . p=2 ..
avec l'ensemble des triplets (uh,Vuh H ]V uhl Vuh) lorsque u, décrit

1’ensemble des solutions de (93)., o?fs possede donc un point selle unique & une .

constante additive prés.

Démonstration. Remarquons tout d'abord que, pour ¢ fixé, &b est stric-

e

tement convexe par rapport au couple (v,w) dans l'espace Vh/ij Wh (ol LY

désigne l'espace quotient de Vh par les constantes).

Les points-selle (u,w ; gq) de (109) sont caractérisés par les relations

(W, w3 Q) €V xW xU

» n X ' X
fﬁﬁ"zw d@+.1j<a—., VE)(w - Vv )
o h ed n” V'
(110) -
=f vhdgz -J.f v, ar +f q(wh -=Vvh)d9 V(vhgwh) € V.h X Wh>
Q iy o
et
(111) Vi=w.

I1 est alors immédiat que, si Uy est une solution du probleme (93)9 le triplet

|72

(uh’vuh ; quh

D'autre part, reportant (111) dans (110), si uh est une solution de (93)”

&

Vuh) vérifie (110) (1.11) et est donc un point-selle de & o

on obtient la relation :

f@lvqp—z Vi W d _fglvuhlp«?. Vu Vv, =f9‘a](wh—: Vo) Ve x
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et 1l'on en déduit facilement
- - 2 o= 2
G=|velTC VR = vy T Ve .
les points selle sont donc tous de la forme (G,Va ; quhlp—'z Vuh) et la

remarque de siricte convexité faite au début entraine wu = uy a4 une constante
additive pres.

Notons que ¢ représente alors le champ de contraintes.

30) Résolution numérique du probléme discret.

n applique l'algorithme d!'Uzawa au lagrangien xe . Partant de qo donné,

‘ . . n n n 5 .
on determine donc les suites u , w , ¢ de la maniere suivante

(112) qo donné dans W
(U-n’ Wn) € Vh X Wh
(113) (P s ™)« Elv w5 ) Vv, ow ) €V x W
A s ; N e h, h ’ h’ h h h
(114) e e - vl

(n démontre comme dans G.LOWiriski—.iMarrocoo;[‘l7][,'18] la convergence de cet algorithme
5 . . ,
pour O < A < P
I1 est facile de voir & partir de (110) que la résolution de (113) est

équivalente & celle des deux équations couplées :

i
1 n _ w n -
Ejvuvvhd9~j(—€-—q)VwﬂdQ+fvth-jrfvhdr
(115) & Q Q T,

\?’vh €T

(116) jlwnlp—z W ow do +.1. (Wn—-Vun)W dQ = qnvv_ dQ Vw €w .
9 h edg h o h h h

0n a, en fait, choisi de découpler les deux équations (115) et (116) en reﬁpla—
gant dans (115) Wn par Wn—1 . Cette variante simplifiée de 1*algorithme d"UZawa‘
considérée dans Glowinski-Marroceco [17][18],converge sur tous les exemples au moins. aussi
bien que le procédé habituel, et souvent mieux. Elle s'écrit :

(117) ¢° = (0,0) w® = (0,0).

Puis pour n ) O
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n
(118) -3 \711][1.*'1 Vu,  dQ = (W-- - qn) Vuhd§2+ v, dQ - f v. 4r Vv €V
e J h ] € h h h h
Q 9} Q T
. r
(119) anH]p—Z Wn+1 w dQ + -1 (Wn+1 - Vun+1)w daQ = qnw dQ VW €W
h £ h i h h h
Q Q Q
(120) I Y C AL Stk

(118) est un systéme . lindaire de N équations & N inconnhues (N dési~
gnant le nombre de noeuds de la triangulation). On la résoud par méthode de surre-
laxation avec paramétre optimal wopt'
La résolution de (119) revient sur chaque triangle T & trouver la solution

d'un systéme non lindaire de 2 équations & 2 inconnues., Mais on se raméne facile—

ment & ne résoudre qu'une seule équation non linéaire : (119) est équivalente &

n+1
E L I I
(121) 2 e 2 e 0x, 2
IWIl+1IP'2 W+ _1 W = _1 n+1 + n
5 € 3 & ©X3 3

+

en posant Wn 1 = (W2’W3> qn = (qZ , qg). On déduit facilement de (120)

lowinski- .
(Glowinski-Marrocco {18]) e

J ou n
€ éXi + qi
(122) W, = i=2, 3
1 IWII+1IP'2+ _81
d'ol 1'équation
=1
l#Hw +élWM4l—Rh%1FH)=O

(123)

) 1
n _n+ly 1 6un+1 n,2 1 6un+1 n\217
R(quw ™) = [(= o, )+ (2 i a5)°]

(123) est une équation de la forme Fy) = 0, ou P est une fonction concave

/

croissante. On la résout sans difficultés parlaméthode de Newton. Puis les for-

mules (122) donnent immédiatement Wﬂ-F1

n . .
+1] ainsi calculé.

a partir du lw

4°) Choix des parametres.

La résolution de (118) par méthode de surrelaxation a nécessité la détermi-

nation effective sur l'ordinateurvdu parametre optimal wopt . On a utilisé la

méthode décrite par Varga [21] et retenu la valeur Wy = 1.93 (valeur approchée

pt

par exces).
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La détermination d'un parametre optimal pour la pénalisation €opt stest
avérée beaucoup plus délicate, (n s'est contenté finalement d'une valeur mojenne
assurant une convergence correcte : g = 045.

Il resteenfin & préciser le paramdtre )\ de l'algorithme d'Uzawa (équation
(120)). Pour assurer la convergence cette valeur doit &tre compriée entre O
et é . Dans la pratique, on s'est apercu qﬁe les trop grandes valeurs de A sem—
blaient favoriser les oscillations sur la solution un « On a donc choisi A un
peu inférieur & é s A= 1.9,

50) Tests.d'ariét.

Les tests dlarrét sont effectués sur uﬁ n continuera les itéra—

tions de l'algorithme d'Uzawa jusqu'ad remplir la condition

N
n+1 n
NI L .
(124) 7, = <15,

n+1 N N
I

1=1

~

u? désignant la valeur de un au ieme noeud de la triangulation.
4 1'intérieur de chaque itération en n, il faut résoudre le systéme linéaire
(118) par surrelaxation et les NT équations non lindaires (123) par la méthode
de Newton (NT désigne le nombre de triangles de T;h>e

On a choisi, pour arréter les itérations de la méthode de relaxétion un test
variable, qui permet d'effectuer, aux différentes étapes de la méthode d'Uzawa,
un nombre d'itérations & peu prés constant dans la relaxation : on pose
wi?? = u? Vi=1 ... 0N. 4 partir de uw’° on définit les itérés successifs

n,k

de la relaxation u y €t 1'on arré® les itérations dés que

~

N
k+1 k
%;% lu?’ o u?’ |‘
: — <«
(125) ¢ il n,k+1 o
=
T
L ol « =min((x s —}-1)
n =1 10



Alors LN

Pour la méthode de Newton appliquée & (12%) on définit de méme, & par—

K et 1'on arréte les itéra-

tir de w0 = Wﬁ/ les itérés successifs w-
T T T

tions sur chaque triangle T dés que :
n,k+1 Wn,k

T T ~5
(126) TR <107 .
w
T n+1 n,k+1
- ’
On pose alors w /& = WT .

6°) Triangulation.

La triangulation se fait automatiquement & partir d'un petit nombre
de tfiangles recouvrant Q et asseé réguliers (Marrocco—Bourgat). En prenant
le milieu de chaque c0té des triangle de base, le programme les divise auto-
matiquement en 4 triangles semblables, puis en 16, en 64, etc... . Dans le cas
présent la triangulation de départ est composée des 9 triangles ci-dessous 3

X3 IS
1

On & dans un premier témps arrété la division automatique & 144 triangles
(87 noeuds) ; on a ainsi effectué les premiers calculs et déterminé ¢ .
Puis 1l'on a raffiné une nouvelle foié la triangulation et calculé les résul-~
téts définitifs avec 576 triangles (317 noeuds dont 261 intérieurs).

7°) Résultats numérigues.

On a donc effectué plusieurs calculs de u, correspondant & différentes
valeurs de la hauteur piezométrique HW intervenant dans l'expression (102)
du frottement. Pour la commodité des calculs, HW a toujours été choisi comme

étant 1'ordonnée d'un noeud frontidre. On a ainsi testé les valeurs 0.142,
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0.212, 0.282. Pour obtenir les vitesses pour les autres valeurs de HW intéres~
sant les glaciologues, on a changé les coordonnées d'un point de la triangulation.
Ces valeurs de HW sont 0.13 (valeur théorique estimée par les glaciologues),
0.33 (valeur calculée par L. Reynaud [9]), 0.216 (valeur obtenue par nos calculs).,
A.chacﬁne des valeurs de HW correspond par la formule (103) une valeur de la
constante CW o

n a d'autre part imposé, pour avoir L'unicité des solutions, une vitesse
nulle au poiﬁt & de coordonnées (2,0). En ée point, ou s'effectue le raccord
entre le 1it rocheux et la surface & 1'air libre, la vitesée attendue est, pour

des raisons physiques etite, Bn fait 1'imprécision des calculs au voisinhage
q s =

du point A entralne l'apparition de quelques vitesses légerement négatives

en un petit nombre de points voisins de

A,

On obtient le tableau de résultats suivant :

vitesse |vitesse |vitesse [itesse| ., ., |nom- | temps
déebit .
- o au cen- |au cen- |moyenne |moyerme -1 bre |jmachine
W W tre en |tre au |en sur- jsur la hmBa d*ité| IBM
surface |fond face section ratiog 360
ma™ ma~ ma~ 1 ma~
0.142] 7.688 |162.11 159.95 114.44 39 3% 15"
0.212] 3.985 | 54.83 48.55 37.06 27 156"
0.282| 2.741 | 30.13 21.19 19.49 23 1%45"
0.130] 9.128 1221.56 {220.16 157.29 45 322"
0.330] 2.280 | 22.04 11.60 13.88 {14.73 | 3.718 | 22 2° 05"
0.216] 3.887 | 52.82 46.36 35.61 {41.46 {110.63 | 30 21 57"
valeurs eX-
périmentales 52° 56.  |41- 10.9

On pourrait préférer, au lieu

de la condition u(A) = 0, imposer la vitesse au
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centre en surface, ou le débit. Ies valeurs obtenues ne sont pas sensiblement
différentes. Par exemple, si Xk est une constante, en changeant u en u+k,
le débit 4 devient d + kmes Q . 8 donc d est le débit calculé sous 1'hy-

pothese u(a) =0 et dexp le débit mesuré, on en déduit la valeur de k :

d _ ~d
k = —3525—— , et le point A a alors la vitesse k . Pour la valeur H = 0.216
mes Q w
3 .3

on trouve dexp - d=275.10" m afj et comme mes Q = % (310)2 m2 on obtient
donc u(A) =k =1.07 maf1. Avec cette condition la valeur HW = 0.216 reste une
valeur acceptable. Finalement on est donc conduit>é adépter la valeur HW = 0,216,
Les résultats obtenus sont alors convenablement ajustés avec les mesures expé-
rimentales. Notons que cette valeur de HW est é.mi—chemin entre celle prévue
initialement (HW = 0.13) et celle calculée par L. Reynaud (HW = 0.33) [9]9

Par contre le champ de vitesses & l'intérieur coincide bien avec les données‘

des glaciologues.

On peut comparer les résultats calculés aux résultats expérimentaux dans

le tableau ci-~dessous :

vitesse au ;. vitesse vitesse
centre en moyenne en| moyenne de débit
surface surface la section :
valeurs -1 - 1 =1 3 =1
expérimentales 52 ma 56 ma 41 ma - +0.9hm7a
valeurs cal-
culées avec 52.82 35.61 41.46 10.6%
u(a) =0
erreur 1.6 1.2 1.1 3
relative 100 100 100 100
valeurs cale
culées avec 53.9 367 42.5 10.9
u(A) = 1.07
4 2 4
crreur 100 700 100 0
relative -
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Nous donnons enfin les courbes d'égale vitesse & 1l'intérieur de la
section. Leur allure est tout & fait semblable & celle des courbes obtenues

par L. Reynaud [9] lors de ses essais.

En conclusion, l'on retrouve ainsi d'une maniére satisfaisante les

résultats expérimentaux donnés par les glaciologues. De plus l'algorithme
utilisé fournit conjointement le champ des coﬁtraintes si nécessaire.
Remarque.
La méthode de pénalisation~dualité utilisée s'adapte sans difficulté
au cas d'une léi de déformation poiynomiale env%sagée au § VI, la seule
difficulté supplémentaire est de résoudre uﬁe équation algébrique du type

oly) = 0, avec G monotone, analogue discret de (62).



CHAPITRE % — PROBLEMES BIDIMENS IONNELS

Nous étudions ici le mouvement dfune nappe de glace. Nous supposons
que 1l'écoulement se fait paralléelement & un plan vertical et que 1fon peut

donc se ramener & un probléme plan.

I. MISE BN BEQUATIONS.

10) Position du problime.

On suppose la pente de la surface du glacier, son épaisseur, la tempé-

rature, la vitesse et les contraintes indépendantes de X2 . n en déduit :

(1) wu,=0
_ _ =2
(2) 612 = 032 =0 022 =3 (611 + 033)0

Le probleme (1,14) relatif asu champ de vitesses devient dans ce cas un prcbléme

plan 1 1 1 1
5 TR ene ouy d r.m no 1 omy oy
~ 5 (B p v@T 25 1o g (B @7 G+ 5]
i i J Jd 1
d i ' .
3) + B ooy i€ {1,3) G414
du du i
V6X1 OXB
avec 1
- Ou. 2 du ou 2 7
i€l1, 3} i 3 1

Nous notons dans la suite E'= (ugw) le champ de vitesses et (xgygz) le
repere de références fixé : l'axe 0z est vertical descendan’, l'axe 0Ox
horizontal avec (02; OE) = g . L*écoulement se fait parallelement au plan
0X%. L'orientation du bord de la section plane Q du glacier est choisié pour
que le vecteur unitaire de la normale 3 soit dirigé vers l'extérieur du gla-
cler, et o désigne alors l'angle de la tangente t avec Oxo Cette seotion.
plane @ est supposée comprise entre les verticales T!' et 1" d'équations
x=0 et x =1, et les deux courbes Po et Pr d'éqﬁations Z =‘ro(x)

(la surface & l'air libre) et z = r(x) (le 1lit rocheux). Le probldme posé



correspond alors & l'écoulement d'une nappe de glace dans une région limitée
par deux plans verticaux. To , T' et TI" sont connus. On cherchera évenituel-
lement & identifier I‘r .

20) Conditions aux limites.

On suppose le glacier tempéré. les condtions aux limites sont celles
données au chapitre 1. Il faut donc calculer le frottement ¥ et la pression
normale c)f en fonction des vitesses et de la pression hydrostatique. On obtient

les relations
1

~n - ou  Owy . ou  ow
(5) ¥ = Bn y§u> [(6—5’( - 57/%10 20 = (5-5 + 5’3‘() cos 2qa]
/ n o er0u 0w ou ow .
\6) C)f— P = BIl Y(u)[<8§ - 5"Z") cos 2a + (5‘2 + g}-t) sin Za]c

La co_ndit'ion en surface (1020) et la loi de Weertman (1.28) stécrivent alors ¢
(7) F=o0 sur . T,

1=n

(8) ¥ = 02 lu.t! u.t sur T, ,

avec C2 constante strictement positive., Les conditions (1.22) et (1.26)
restent inchangées. On écrit donc. :

(9) Wy =0 sw rur, .

Sur les deux bords verticaux TI'' et TI" on suppose avoir pu, au moyen de
mesures, se donner le frottement et la pression normale. Dol les conditions :
(10) F=r donné sur T*UT"

(11) # =N donné sur T'UTI".

On peut maintenant préciser le probléme des vitesses.

1T, IE PROBLEME DES VITESSES.

Multiplions (3) par une fonction test & = (cpgq;), g € [09(5)]2, div 3 = 0,

et intégrons par parties. IL vient :



r 1 1

[ar @ (@ G- @I W
Q
IR

(12) { —.[FB-H y(@" [(— - —)(c,oCOS(v,X) ¢COS(v,Z))+ 53 ax)(cpcos(v,zm cos (y,0lr

+f pa.:@=pj 2.5,
T QR

L
§'= (0,g) désignant l'accélération de la pesanteur. On établit facilement
le lemme tecﬁﬁique :
lemme 1.
Va, b,c,derR et Yp
alc sin B + d cos B) + b(-c cos p + d sin g8) =
= (a sin 28 -'b cos-28)(c cos g +.d sin B) + (a cos 28+b sin 28)(=c sin g+d cos B).
Utilisant alors le lemme 1 et les égalités (5) et (6) on voit que le terme de
bord peut se réécrire sous la forme :
fﬂ*"éi?dr+j(df’- p)5,$dr+f @5.?&‘.

T T T
La pression hydrostatique disparait donc, et, compte tenu des conditions au
bord (7) (8) (10) (11), on arrive enfin & la formulation définitive du probléme
des vitesses : posant comme au chapitre 2

(13) =1+ (14)  m=1+=2% (n > o)

J
n

on se propose de

s

Trouver € V= {u e [w'Pa)]?, aivid =o, =0 suwr T_UT}
solution de :
(15)
SR Pf [Y) [P Y@ 4(@)aa + ¢ f 15]"° 2.8 ar =
Iy
pf g’c'ﬁdgz-j £ &.Edr - N&.vdr V@ev
Q rr ror"
- ou ow  du ow
{16) Y<53 = (SE A gi)-
Remarque.

Comme nous l'avons déja remarqué au chapitre 2 § 111, (Remarque 1), il

résulte du théoréme de Sobolev que si p et ¢ sont donnés respectivement



par (13) et (14)

L Cs T

W (2) compacte L (E) v.n T e

N > =2 > . fps o s >

de sorte que 1l'intégrale ‘[ ]u] u® dr est bien definie pour u et
. Ty
o ¢ [wP()]°.
Comme au chapitre 2, on va tout d'abord montrer que, pour w € V, les

conditions aux limites (7) (8) (10) (11) ont Un sens. Pour cela on doit établir
les lemmes suivantss

lemme 2,

Si Q@ est un ouvert borné, lipschitzien, alors V/q avec 1 < g < + oo

81(5) est dense dans

(17) 84y*, @) = {v ¢ [12@)]% ; y*v € [1%)]3 ,
3
5% dz
(18) Y* =
, o d
-5

muni de la norme du graphe.

Démonstration. On adapte sans difficulté la démonstration du lemme 4.1

P. 335 de Duvaut-ILions [7].

lemme 3,

-4
Pour tout v € Hi(y*, @) on peut définir une trace unigue Cv ¢ [w ¢ (F)}Z,

2 < g K + o0, par
- — - — bl ";
(19) <Cv, 2/p> =f v*v.8 dQ +f V.3 d VZe[u? ()]
. Q Q ‘

l'application € &tant linéaire continue dans les espaces indigués.

De plus si V€ (¢'@1%, €v=(F5,70.

Démonstration. I1 suffit de reprendre la démonstration du lemme 2.1.

L'unicité de la trace résulte du lemme de densité ci-dessus.

Lemme 4.

Toute solution (W, p) € [W19P(9)]2 X W1’p'(9) du probleme (3) (4) (7) (8) (9)

(10) (11) est solution du probléme (15).



Démonstralion, Si 7€ [V11’p(§2>]2 alors

(200 v = |y(@[P? () € [P ()]

avez p! :-}3_2,1“ , de scrte que (3) peut e'écrire, (p° > 2,

. .
(21)  —y*v) + Vp=peg.

4 t ' ?
Si g€ viP (@) il en résulie que v € HY (y*,Q) et les lemmes 3 et

permettent de justifier les intégrations par parties pour obtenir (13)
= ’ .
Réciproquement si est solution de (15} on peut écrirs (15) avec

-

Belv=1(oc[D0)]°; divd = 0] et obtenir :

(22) <y¥v) +pg, @5 =0 Vo v

2.

ch y*(v) est défini par (20) et (18). I1 en résv_lte que

il

(23) y*(v) +pg==Vp avec p Qo?)? (@).
SLou ¢ [\~,’1"’P(Q)]2, sens régularité supplémentaire, y*(v) nlest pas

' L
[Lp (Q)]g, de sorte que {23) n'entraine pas llappartenance de Vp &

t ' T
[_Lp (P)]z . I1 nous mangue donec lt'informstion Y p € whp ()" pour p

Q@

n
o~
-
~——r

justifier, au‘remert que formellement, les conditicns aux linit

(11).

201

gens

0z peut, comme au chapiire 2, calculer 1l'érergie petentiells totale dv svs'Zo
On obtient
B P 2
g - n . on  Aw\2 du 0wy 2,2
(@) = 2 [ @R L2, 22,0022 5
(54) , D 0X 02 0% = 0X
L 24/ c Q .
o] — 1r N -y R d -—> - -— —-)\ N
+ «'sf ’4! ar - pf g.u 49 +j . (f Vel + N u,yvidl .
% "
r. . Q rrure
er .., PR ) s ,
Ile 1 théoreme de 1'énergie potentielle s'énonce alors :
THECREHE 1.
Si @ est bowné et sg frontidre de clesse € par morcesux, si f ef X
e 1 ‘ .
e VRN < L ) s sl
sont dornés danz W (I’r), résoudre le prcblene des viltesses (15) revien*t

4 minimlser sur V. 1fénergie potenticlle totale du sysiéme (24},




THEORENE 2.

. s 2
Si. © est un ouvert borné dont la frontlnre, de classe C par morceauXx, a pour

. . . . kA s
seules singularitésg des "001n°" d'ln"le inférieur a 1nf(§ o n) Jle probléme des

vitesses (15) possede une solution ; € V.

Démonstration. On va montrer l'existence dl'une solution pour le probléne
5 . . - . - N 7 . v ' » .
de minimisation de (24). Or g(u) est a 1'évidence une fonctionnelle convexe et
2 13p 2 4. s ' :
continue sur [W (Q)] ; V est de plus un convexe fermé et non vide de

LW1’p(Q)]2. Il suffit donc d'établir la ccercivité de é pour assurer l'existence

d'une solution. Cela se démentre au moyen d'une inégalité de Korn dans les espaces

LP(Q) et fait 1'objet des lemmes ci-apres,
Lemme 5,

Soit Q@ un ouvert borné gg_]Rm (m RS %) de frontidre de classe C2

. Pour tout

£ € LHQ), 1 < q'}< +, il existe h = (b» B h ) € [wl’q @71 et une

1,...,

constante C(Q) ne dép endunt que de @ telles gue :

(25) B

_:1

O/l /
'—J-

(26) Il

, < c@ el ..
[Wl’q(sz)]m” ) IMI 1i(x)

Si m =2 le résultat est encore valsble lorsque la frontiere de @ est de

2 \ . . . .
classe C par morceauX sans possd@der d'autres sinsularités que des coins

d'angle inférieur g_inf(g q ,m), 4 q = a%? .

Démonstration. Soit ¢ € Lq(Q) et {@n} une suite de fonctions de Q(R)

telle que ¢, £ quQ).

Soit @ une fonction fixée de (@) telle que fg@o(x)dx = 1. Alors
¢, se décompose sous la forme :
¢, = AD -~ Xn

(27) A =~[ ¢, (x)dx

n

X, € Q) et ‘f‘ xn(x)dx = 0.
L £

. 2
Iorsque la frontiere de Q .est de classe C on szit consiraire, au moins en




%, 6 bis

dimension inférieure ou égale & %, une suite de vecteurs g, vérifiant

x.1’q, "\Iﬁ ) - -
(28) g, € [do (Q)J_,.'dlv g, = %,
el o o wcce@ v,
2! 9(0)) ()
(cf. par exemple TEMAM [10] et la bibliographie de ce travail) et

(29) o, = A2 - diveg .

n

On déduit facilement de (27), (28) et de la convergence de ¢, dans Lq(Q), que

‘ 7 U 111
hn @O (resp. gn) est une suite de Cauchy dans wl’q(Q) (resp. [Wl’q(Q)J ) et

que :
' i e . .. <cilell
(30) .n' Oswl’q(ﬁ) | @nqu(Q)
| L & Cn' )
”gn l[wg’q(Q)]ul N ”‘Pn ILQ(Q)

oW C!' et C" ne dépendent que de @ (et de la fonction fixe @O choisie).
Par passage & la limite dans (29) et (30) on obtient ainsi les résultats
(25) et (26) dans le cas Q régulier. Lorsque la frontiére posséde des "coins",
la difficulté résidg dans la construction de g, vérifiant (28). En dimension 2
ceci se ramene classiquement au pfobléme de la régularité WZ’QZQ) d'un problime
de Neuman, et d'un probléme biharmonique.
On construit tout d'abord & E[W1’QZQ}]2 vérifient diva =% comme
gradient de la solution en du prébléme de Neuman. :
bo =y
06
<=/r =0.
La condition néoessaire_ *] €‘W2’qk9) implique sur les angles ¢ des
coins de Q la condition ¢ g q (cf..Mérigot [22]).
Pais-on construit bn € [W1’q29)]2 vérifiant div bn = 0 comze rotationnel

d'une fonction de courant ¢n solution du probléme biharmonique :

2
1 =
A(’)Il 0
{4/ =0
% - o .
7;? /F = "(n'T/F 1 vecteur unitaire tangent & T .



. 2907 . V12 s s o
Bt, pour avoir ¢n dans Lw ’q(Q)J , 11 suffit de vérifier la condition

2
S

Lo ([22]). ilors &, = an-+b est solition de (28).

n

Ceci acheve la démonstration du lemme 5.

. . . g - . ‘ .
Démonstration, On sait que L(Q) &3 X avec injection continue.

. Q' . . ' .
Soit £ € L* (@), ' = —*~ . On lui associe per le lemme 5 une décomposition

et (£ Lh) € [yi’“ (Q)Jw+' (28). Ca pose vour v {ixd

i) @_(z) ne dérond cue de £ et non de la ddcomposition (31) choisie

B effed 3

f s .
wérifie (* - CGiv

O en ddduit

l%’)u(ﬁ)! <

‘!:l” -
e

et dleprés 1'indealitd (24) cn & denc

ey . ¢ N
(32) lQn(i)! < Cfuh{ L]l "
“ 2N 1S3
L (e)
o2 ¢ uwe dérond guo de 0 .




iii) Si u € Lﬂ(@) alors oy = V.

Fn effet si - g EAD(Q) uriec décomposition (31 possible est ﬁo = 2

et h = 0. (%2) stéerit alors :
<g =wyf>=0 Vi),

ce qui dénontre le résultat.

: - ' R RS . g

iv) On note o 1l'applicaticn de - X dans L (@) : u+r Py

. . e s . 5 nel
I1 résulte de (33) que ¢ est lincaire continve de X dans Q).

et iii) monire que ¢ est surjective ; ¢ est de plus injectiv

[¢]
[
B
%
14
8
=
f
>

. t
. L A Lo ] ; P . _ .
il suffit d'écrire (32) avec g = ﬁo 3 wo’q (Q) our 61 Géduire queu=0., Liepnlizat.. -

est donc un

kY

: : . N 2
Soit @ vwvn cuvert berné de R dont la frentisre, de classe € per morcezux,

a pour Seﬁleé singularités des "coins" d'engle inférieur & inf(g p,‘x). On pose :
[35) y = {u ¢ [LP(Q)]Z s ylu) ¢ [L‘"(.Q)]2, dsv u € 1P()}

(36) o el v I fasv P
X }[LP(Q)}z ” ILP(Q) 1P(0)

it iy s : .
Alors gy = ¥ ’p(Q) alsevriguement et fovrcloaiguement,

PO e

=
2,
it

‘ . i a : e {
Démenstration, y est évidemment un espate de Banach pour la nirvws £z}

et il est évident que

(37) W1’p(Q)C:;_X aver injec{ion continue,

o

. o . { ’ PRI NP
Ssit maintenznt w € x 3 u étant dens hpxg)]“ toutes les dérivédes pramires

je

~1,p . P : v
2 ses conposantes sont dans W "‘(Q) (rais on ne peut pas déduire directumeln”
. 2 o4 |
T(u) € [up(Q)] et div w € LP(Q) gu'ellec scent toutes duns LP(Q)).
On voit facilement de plus que toutes les dérivées secondes de u  sont cons

et .
v ~.T(Q . lruwwmbn1 alors e lemme (6 aux dérivées premitres de v, on on

déduit qutelles sont dans ,I(Q) ce qui rrouve 1'épalitd alglbriqus v =¥



Ie théoréme du graphe fermé permet une fois encore, avec (37), de conclure
a 1'égalité topologique.
Lemme 8.

On note V. = {u € [w"P(@)]% ; divu=0}. 8 wev

div? il existe une cons-

tante C ne dépendant gque de Q telle gue

(38) fmu)[P a0 +f lu® ag 3 offuf?

1P()

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 7.

Lemme 9,
on définit 1l'ensemble R des déplacements rigides par
(%9) R={v;v=(az+b, —ax+c) a, b, c € R},
Alors si u € V.. on a
£ 22 div ==
(40) [y(w)] =0 pp &= uwueR .
Démonstration. lLes égalités ]Y(u)l =0 et divu =0 pp entrainent
ou  dw . du 0w o,
5% " 53 - 0 donc u = 91(2) et w= ez(x)o De plus 57 + 37 = 0 . En consé-~

quence 6’1(2) == eé(x) =a €R . D'ou le résultat.
Lemme 10.

Soit S une partie de classe 02 de 0Q , de mesure strictement positive.

Il existe une constante o« > O telle gue pour tout u € [W“p(Q)]z
(41) @|° g - div | dg u|" ar y o nf (1, WP ks
J MNP s [ Jase @l aa s | 3 e 2P

Démonstration. Si “17“ = 0, 1'inégalité est éVJ.dente‘>

[°(2)]°
Sinon remplacant u par —t—— -:‘;x? on est conduit & distinguer les cas
( )]

”E“ <1 et “"” 1 - Rappelons que = > p .

~
[1P(e)]° [1°(2)]°
i) Lorsque “17” > 1, on divise (41) par [la)”p et . on
| [1P(e)]? [1P(2)]°
minore ”u”n— par 1. On est alors ramené & montrer gu'il existe une
[1P(2)]°

constante o, > 0 telle que :



3. 10

) [ @1 s [ qa @t [ @7 ar 5 o

Ve lwh @), W

[1P(0)]° o

On raisonne par l'absurde : sinon il existe une suite

{wm} € [W1,P(Q>J2 R ”Wm“[LP(Q)]2 =1, telle que :

R AR R A LRSI ALE I
.Q : Q S
Par le lemme 7 ceci entrailne

A

1 5 & Constante,
[v'**(a)]

donc il existe une sous-suite -{wm'} telle que

w, = w dans [w'P(@)]° faible et [1P()]? fort,

y ) 2
et %m/se W/S dans [L(S” fort

—%)-'_’P ’ ’JT
par compacité de l'injection de W= (S) dans L"(8).

De la propriété (43) on déduit par passage & la lim inf que
,.—> = d. = 't = °
[y(w)l o, iv w 0 e ‘W/S 0

Donc $'€ s $'€?i par le lemme 9, et W/S = 0, Or on voit facilement

Vdiv
sur la définition (39) que tout élément de R s'annulant sur une partie du

bord de mesure non nulle ne peut &tre qu'identiquement nul., Il en résulte donc

—> . . 7 : g
que w = 0. Bt ceci est incompatible avec les résultats connus sur la suite w

”%;1“ et W, W [LP(Q)]2 fort.

[LP(Q)]Z =1 m!

(n a donc montré l'existence d'une constante o, > 0 telle que

1, 2 -
Vu e £W Pl avec "u”[Lp(Q)]2 > 1

jgmunp % +f9,div o] ® g +js|u|n =y bl

(44)

1P(@)]°
ii) Examinons maintenant le cas “3” 5 <1 ot £0 .

[1P(Q)]

¢ . Lo -7t
Démontrer (41) dans ce cas revient, en divisant par Hu”

[1%(a)]°

ol

montrer qu'il existe une constante %, > 0 telle que



30 11

fly(v?)]p daQ +f [div w|® a0 +f |w]™ ary a, > 0
Q Q s

- 1, 2 -
V,W € [W P(Q)] avec ”W“[LP(Q)]z =1 .

On est ramené au cas i) et on établit donc le résultat
r

] une constente o, > 0 telle que

{45) Ve [wP@)]® avec |7 <
{ vee || H[ P2

Jf ly(w]® +f laiv u|® 4o +f u™ ar s «,

(41) résulte alors de (44) et (45) avee g = inf(a1, ag)o

[1P(@)]°

Lemme 11. (coercivité de &(W).

11 existe une constante B > O telle gue, pour tout % dans [w19p(9)]2

f@lv@tp aQ +jg!div al? aq +Jf [Z|" ar

(46) fr
» el ant (|7 IR + |V 4 1
[*@]° [P )72 [LP()]*
Démonstration. C'est une conséquence immédiate des lemmes 10 et 7.
(on a néfé “V u“p la somme des normes dans LP(Q) des dérivées pre-

[P(e)]%

miéres des deux composantes de w ).
z - - o - . Ve | —> . ° 7’ .
On etablit ainsi la coercivité de &(u) ce qui termine la démonstration
du théoréme 2,

THEOREME 3. (Unicité)

Il existe u. unique minimisant sur "V 1'énergie potentielle (24).

Démonstration. Posons

1-p
—f-*-—-j Y|P

—zj 2"

Alors &(u) 8 (iv + 2 u) + Qf(u) oi € est une fonction lindaire de .

£, (@)
(47)
g,

g1 et 532 étant deux fonctions convexés, E est une fonction convexe. Pour

démontrer l'unicité il suffit de montrer que & est strictement convexe. Or
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(48) &1(1~»0)u +ev) ¢ (0) €. () +o g (v)
avee égalité si et sevlenent si ;?ﬁ) = ?(53
(49) E,((r6)u v ov) < (1-0) £, (0) + 0 &,(v)
avec égelité oi et seulement i u/]p CG} I'p-
L'égalitdé dens 1tindquatien
&((1~O)u-+ ev) ¢ (1-e) &lu) + 0 &lv)

pourra éire obtenue si ot u3er“nt si il y & ézalité & la fois dens (48)

' v N N . -3 -3
(49). Or on dédvit de (48) dlaprds le lemme © que (u -~ v) CR , ¢ aveo

52N

v, (U=-%) =0 pp

o

(u - v) = 0 pp sur Fr ceci entraine, comne on lta 4éja
dans Q . & est donc siriciemeni convexe.

Renargues

3 . . . ndbed n . ’

Ies conditicns eux limites wu.wy = 0 sur T et Pr nfont joud asucun
rdie dans la démonsiration dlexistence ef d'unicité, Ceci permet par exemple d=
{raiter Je czs ol 1'épaisssur du glacisr est verizble et oU 1l'en n'a <conc plus
-3 3
woy =0 gur T .

0

los conditicns aux limites imposdes sur I et I pouveni de mfpe
&étre remplacées par la mesure de la vitesse sur les deux sections,

On pourrait, enfin, éiudicr comme au chanilre 2, le méme provléme en

. A . - : . \ S \
remplagant la loi de frottemen® de Weeriman (1.28) per la loi de Cowicx™ 11.27)

(m obtiendrait une solution dans les mémes espaces, @éfinie & une ofonstanie

additive prés, =i les donndes sur T UT'U I" perient toutes sur le frolamont
. 0

oo}
bt
(o)
-
[ Y
. 4.
n
‘R
8
“
o
[

et la pression norrale, ocu unique i l'en se domne wie partie

du bord.

3

o La borne & imposer sur les argles des coins de la froniigre n'est pus

génante dans les aprlications : par exeuwple dznus le cas usuel p = % 1z limite

trouvée est ce qui suffit en pratique paisguton dluyO e du libre choix des

ERN
coupures arbitraires ' et I'M effectudes dans la nappe de glace, et que, bien
~

a3 -, X z : :
sur, la noppe s'éeoule “dans le sens de la oitte,
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IIT1. DUALISATION DU MODELE DE LA VITESSE. ETUDE DES CONTRAINTES.

On se place & nouveau dans le cadre rappelé au chapitre 2 § 7vV.
Le probléme des vitesses "Minimiser sur V 1'énergie potentielle (24)" (pro—

bleéme primal) peut se réécrire sous la forme :

(5’) ue:[[;:g‘,p(g)]z{}?(u) + G1(A1u) + (G2(A2u)} avec
(50) F(u) = - —>.1_1-.> dQ }T . a) dr
. p'[Qg +jrnu - + XV

ol x_ est la fonction indicatrice du sous-espace V de [W1’p(9)]2 et

(51) P=ftT+N7
| S .38
0x 0z
(52) A1 =y = B B
0z 0X
(53) A2 = opérateur de trace sur I‘r A= (A1 , A2)
(54) 1. =[] =[P r-1xy,
1_
=\ _ b
(55) 6,(@,) = — f |g]* a@
=\ 2
(56) G2(<D2) = f .
Avec ces notations
F*(A%3*) = sup {< A% * 4 0g , 3>
wev (Lw'*2(@)13)" . [v'"P(2)12
+f5§,3dr-f h . T dr}
1 i
I‘r ur
donc en notant (’}(,) la condition
(%) '<A*®*+pg,17>+j S*OEdr-j haudr=o0 Viev,
11 r 2 oyt
r
il vient : N
. 0 si & vérifie (%)
(57) Pr(A% &%) =

4+ o ginon.

B
" n 24| D' p

8 %) = — d [
(5 ) G1( 1) . j]g] Q P 1
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c* :
(59) Gg(cb;) =-ﬁ-§f j@;]“ dr a' ==t ¢
1_‘I"

Le probldme dual du probleéme (P ) stéerit alors 1
Bn ot (CZ) = - ot
(33*) Sup . 5 [— ?-»f l@ﬂp aQ - = f l@zln ar ].
o* e [P (Q)] Q T
@%€ (7' (1.)]°
~(e%,2%) € (&)

Il reste maintenant & préciser la signification de 1l'hypothése (¥). on peut

réécrire () sous la forme :
(60) f 5%1% . ylu)de +f

Q Q : I’r
3i 1'on prend dans (60) e €V = {x—; € [08(9)]2 s div ;= O} on en déduit comme

pga’d@+f E,S*dr—f Rudr =0 VYiev.

au lemme 4 qu'il existe une distribution P, 658'(9) telle que
(61) (&%) +pg=-7
o y¥*¥ est défini par (18).

5% vérifie donc les équations générales de 1'équilibre (1.1) écrites
au début du chapitre 1.

Pour retrouver les conditions de frottement et de pression normale
au bord, la situation est analogue & celle du lemme 4 : il faut, pour pouvoir
justifier les intégrations par parties, savoir que 5% appartient & 1l'espace

9

g? (y*9 Q) défini en (17) ; ce qui est vrai si 1l'on peut déduire de (60) un ré-
sultat de "régularité" supplémentaire sur P, P, € w1’p (Q).

THEOREME 4.

Le probléme dual (®*) admet une solution unique

Tx = (5%;9 5;) e [1¥' (2)1% x [L”’(I‘r)]z.

Démonstration. On vérifie facilement sur le probleme primal (P ) les

conditions suffisantes rappelées au chapitre 2 § IV, (b).

THEOREME 5.

Si B* = (59{9 cf;) désigne la solution du probldme dusl ($*), alors 5919 repré~

sente le champ des contraintes et 592? de frottement sur le 1lit rocheux.
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Ve 3 - N » 7/ 0 fpacg
Démonstration. On va écrire les relations dlextrémalité liant &%

4 la solution u du probléme primal (probléme des vitesses) :
*(d*) = * ‘ T —
¢, (au) + ex(e¥) = <ox , Au> Vi=1,2.

Prur 41 =1 on obtient
pP

o j@g;mg & +.§3;f915ﬂp' & =f9 T . 8

qui n'est autre que la loi de fluage non linéaire de Glen :

o,

Q

) ) — ) (>, —> 2 =
(62) & =3BI"F|IF@|"% V&) ams o
Pour i = 2 la relation d'extrémalité :

C —15—
2 @ra - [ @~ -] W8«
T T b r r 2

r r r

donne 1'égalité :

(‘ a—>= S ~e —>
(63) 2% = ¢, [ u sur T

qui est exactement la condition (8) de la loi de Weertman (puisque Uy = 0

sur Fr)o

e

THEOREME 6 (2em théoréme de 1'énergie potentielle),

Parmi tous les champs statiguement admissibles (1,e., vérifiant (ﬁﬂ)), le

champ des contraintes est celuil gqui minimise l'énergie complémentaire

B ~7= .
n po (C ) 5 '
(64> E(@19 @2) ='§ng’®1] aQ + —’_’2'?_ r l©2‘n ar .

: r
Démonstration. C'est une conséquence des théoremes 4 et 5 et de la

formulation du probléme @*),

IV, IDENTIFTICATION DU LIT ROCHEUX.

10) Position du probléme.,

On suppose maintenant que le 1it rocheux 'rr est inconnu, I'', T" et
I restant fixés,

On dispose par contre de mesures physiques permettant de connaltre :
"y
Z

7 = o ° -
- la répartition de vitesses en surface : u/f =24
o



3. 16

- le débit du glacier :f 1;)\7 dr =—j 173 dr = 4d .
'I-H ‘I\H
On cherche 1'équation du lit rocheux L, sous la forme paramétrigue
z = r(x). L'hypothése essentielle est donc que le 1it rocheux ne posséde
pas de portions verticales. On supposera de plus que le rocher n'affleure
pas en surface, et que la pente et la courbure du lit restent bornées, hypo-
théses raisonnables si 1l'on veut pouvoir conserver les conditions aux limites

adoptées sur Tr (pas de décollement de la glace, et loi de Weertman).

On définit donc l'ensemble des paraméirages admissibles par

~

U= fr e 70,00 el . <y y () +n, b}
W (01)
K65> ﬁ ]‘)1 ‘J,;K‘.qq,zj dO_flIlé;S .
e 0 u . y
,(uad = {I’ € WB, (OM:)!‘]‘U, s Sup l;:j RS no }u,_J, . no donné

ou zZ = ro(x) est le paramétrage de la surface & l'air libre Po (ro € auvad>°

On note Q le domaine (variable) limité par T YT'ur U TI"
]?iema-fr:gl,les° © *

. Ugqg est un compact de W2’°°(091).,

. De plus %ad ast inclus dang ;‘_C%(Q“)Q de sorte que, 81 r et rOE Cu'ad’
la frontiere de Qps OQ:@ = T,U T'y I'pV T" est de classe 02 par morceaux, -

. On peut en fait au prix de nombreuses complications techniques affaiblir
Tes hy’pofh‘eses de régularité sur le fond et prendre pour ‘Had . compact de W1°?q(’0 K
Le probléme dfidentification du 1it rocheux se pose alors sous la forme suivante :
(66) Min j o, - Z,|% ar

regg r T d

Dans (66), q:?f—p si p#2 et g=2 si p=2; ;d'est donné dans

[Lq(PO)J2 et Sr est la solution du probléme

1=

p N C —, 1T _ = - >
(67) _Min {-B_—-m f [Y(@)]® a + -—@f [u] * dr - er g.u do +f n.u ar}
wev, PooJg * Y Q Ty T
r “r xr
avec

(68) VI- - {176[W1’p(9r)]2 3 div 17: 0 3 1?,?: 0 sur I’OUI‘I’;‘/"IT,\)—) dr = d}.
T :

Une forme équivalente au probléme (67) est :
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~ -
"Trouver ur € Vf tel que :

']—»_p >, P=2 == — - .]-[_.2;—> ~—> B
5 j 7@ (P2 75 7 @)ae + czj 572 & ar =
Q , r
=p[ gﬁdgz-f L& ar VEe v
Q ryrt |

(69) ¢

g r

(o) — 1 P 2 . . -5 > - >
(7o) v, = fuefw”’ (gf)] ; divu =0, uy =0 sur T UL, fﬂuuov dr = 0}.
I1 est évident d'aprés le § II que les probldmes équivalents (67) et (69) ad-
mettent une solution unique pour r fixé dans ‘uad °

20) Formulation du probldme dans un domaine fixe.

On va mainternant par changement de variables envoyer 1'ouvert Qr sur
le carré Jo 4[ x Jo 1[.

On transforme alors par ce changement de variables, non pas directement

le champ de witesses, mais la fonction de courant gul lni est associé. la
nouvelle fonction de courant ainsi obtenue détermine un nouveau champ de vi-
tesses sur le carré ]01[ X ]O1[ , champ qui aura conservé la propriété fonda-
mentale d'&tre & divergence nulle.

Soit donc 5’:(@9¢) guelconque dans l'espace Vra On peut lui associer

une fonction de courant 6 ¢ w29p(QT) par

08 06
(71) 3% = Q =33 " ¢
> 1 < . N 69 . .
v =0 sur TUT sont équivalentes a =~ = 0 sur T UT
o] r o 'r

. o -
Tes conditions @, 3
T

donc

(72) ©=C" sur T UT,

Choisissant par exemple 6 = 0 sur ro , la fonction 6 ainsi déterminée est
univoque.

Par «changement de variables
z—ro(x)

(73) Z:m X = X

le domaine @  devient en axes (x, 2) 1le carré

(74) g =TJo[ x Jo1
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~

les bords Fog Pr9 I'*, ' devenant respectivement les c8tés Fo d'équation

ar ~ ~ ~ ~ ~
z=0, I, d*équation : z = 1, T' d'équation : x =0 et T" d'éguaticn

M2
Il

1o

On obtient en inversant (73)

(75) z =r (x) +5[r(x) - r_(x)]

et le Jacobien J de la transformation vaut

v 1
(76) J = r(x5~rO(X5

On pose 5(%,;) = G(X,z) soit

(77) 6(§9E) = 9(§9 r, + Z(r—ro)) puis
SO - B
0z 0x
(19) 2, 2) = [z -x.]88 Gir,(5) + 2x(E) - r (D])
06(7 Ty 08 (2 My er ~
(80) g(xy ) == (%, r (%) + 2[x(%) - r_(X)]) +

+ [ré + z[rt - ré]] 5% (x, ro(x) + z[r(x) - ro(x)]).
On peut ainsi établir le lemme :
Lemme 12,
Soit @ = Jo1[ x Jo1[

T fre (W@ 5 divv =0, 7T = 0 s Fyf, f 7.7 ar - a)
— I’"f
Vv = 0] Sur T U.I- 9
I o T
1-!2
Pour tout r € U on peut définir un isomorphisme RT de V% sur %9 les

normes de R_ et R:1 étant bornées indépendamment de r, r €W,

p—
oV

ar = di.

<}

Vo= {ve [vﬂ’"p(sar)]2 s div v =0, V.

() e dico e Veeu .

Dmonstration, Soit r fixé 5)= (@, ¢) quelconque dans Vr °

On pose (comparer & (79) (80)),
(2(x) - = (X)) olx, v (&) + i[r(x) - z_(X)])

¢(§9iro + E(r—ro)) - [ré + E(r“ - ré)]@(§gro+;(r-ro»

(82) o(%, 2)

il

(83) o(%, 2)

Aors en inversant les formules



- Z=T
(84)  9lxy2) = o= olx, =)
o] o

Z=T ZmT*

- ) 1 : ~ e

(85) o(x,2) = olx, ==2) + 5 (rlr = r et +oa(etr!))e(x, o)

o - (r-r) 0

et il est facile de vérifier que pour €9 , il y a équivalence entre

1'appartenance de & = (¢,¢> a [IP(Q”)]2 et celle de 5’: (;, E) a
[1P(@)]°.
Calculons maintenant les dérivées. Il vient :

(e6) 22 (%, %)

(=) = ri(x))elx,z) + (r-r ) = (x,2)

a + (rf" - ror' + z(rt = rg)) Y (x,2)
(1) 8 (% %) - G )? Y (x,2)
dz
(6a) % (& 5) -3¢ (x0) + %‘r@;jﬁrqﬁ[%@z> 2% (x,2)]
: rré - ror” + z(r! —ré) 2099 rry ror"-+z(r“—rg)
- L r - ro ] éz(x’z) - T ~-r6 p(x,2)

(0)  M(E, 8) - (r ) & (x,2)=(x'-x!)glxz)-(mmior 2t 4 a(xi=z!)) 32 (x,2)
oz '
et les formules inverses s'éerivent :

5 r'-r’ ., 3G/~ ~y (r? +z(r -rt )) OB~
(9O> 5“2}2(};95) == '(_r:;—":)é CP(X9 Z)+ T 5‘%(3592)4‘ = T )2 —2( 9Z>
(91)  L(x,2) = —1— 28(,5)
fo}/ ? (r=r0)2 dz ’
~ B +Z(I’“—I‘") ~ :
0 O (&~ ~ ~ o~ dgp [~ ~\q
SN CORE 1 Rt RN O
vty z(rl-r!) 5 o~ riyz(piarh) 2(r'—r”)(r’+g(r“—r'» L
- L T 0 ] 9“2 (X,Z) + | ° P 0 - 3 2 ](P(st‘)
o 0z o (r—r )
(93)  Llx,2) = - W (5,5) + ——2 5(5,5) + - ) o (o g
7 =T 5z per (p=r )2 >z

Sous l'hypothése r € U, il y a bien équivalence entre 1'appartenance de
= N 19}) ] : '-:> pY 19P ~
& & W (Qr) et 1l'appartenance de & a W '*(Q).

D'autre part

(94) div & = -

donc si 1 € ﬂad divd =0 < div 5 =0 .
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z(0) R
= - jﬁ ¢(0,2)dz =‘[ ®.v AT « Donc
r(O) T’
o0 [, Eve-] Fia.
1‘!9
L'isomorphisme Rr défini par
Rr(5> =8, & donné par (82) (8%) répond donc & la question.

30) Résultats. d'existence. pour. Le probléne.d'identification,

Nous allons maintenant établir le théorsme

THEOREME 7.

Il existe T € ‘u'ad solution du probléme (66) (67).

Démonstration. Soit {ym} une suite minimisante pour le probldme (66).

%Lad étant compact dans wzfx(o,m), on peut extraire de la suite {rm} une

. 240 .
sous-suite {rn} fortement convergente dans W’ (0,1), i.e. :

(98) 1r €U, | r_ =T w2(0,4) fort.

Pour tout n ,.on note w la solution dans Vy du probléme (68) associé
n

a Ty Us la solution associée & T .

Nous allons tout d'abord montrer la proposition :

Proposition 1,(coercivité uniforme en n)o

1l existe deux constantes C'(?) et x(?) indépendantes de n telles gue :
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¢ ¢ (%)

ou bien |fu R
i B g e

ou bien

09 [ W@ e (R
£ I'r

T,p 2
. W (an)]

n ‘n

Kmonstration de la proposition 1. Elle résulte directement de deux lemmes :

lemme 13,

Il existe une constante C(?‘) ne dépendant gue de T telle gue pour toute suite

r convergeant vers T dans WZ”OO(O,,1 fort, on ait :
n . ——

(100) j [y(u)|Pde +f [u|® ag 3 c(@)[jul®
Q Q

n n

[Wllyp(Qr )]2 Vu ¢ VrIl ’
n

Lemme 14,

I1 existe deux constantes ¢C'(P) et e (%) ne dépendant que de ¥, telles que,

pbur toute suite {rn} convergeant vers T dans wz”oo(o, 1) fort, les solutions

N des problémes (68) associés & {rn} vérifient pour n assez grand 1'une

des deux inégalités suivantes :

(101)

Il @)

T
n

(102) fgr [y(u,)[Pag Jrfrw,luanE ar c"(’f»)“un“ip( N

Avent de démontrer les lemmes 13 et 14, on doit encore établir un lemme technique :

Lemme 15.
Qel que soit p> 0, ;J;existem_;_e.constagtel,‘Kp@ dépendant . que de p telle que V(y,z) cR2
(o3)  {[al® = [P < K 1272 2 4 3], )]

Démonstration. Si y ou z est nul, ou si ly] = ]zl (103) est trivial

pour K-p > 1. Sinon Qn pose :
o(y.z) - LUzT% + [v]7%, =y)| ]
z]® - |5]® B

et 1'on fait l'hypothdse |y| # |z| et y #0 .




A cause de 1l'homogénéité, et par changement d'axe éventuel on peut supposer
y = <1oo>°
On a les propriétés

i) lim  &(y,z) = 1
]~ =

ii)  a(y,z) > 0 Vv, z2 vy #z
iii) On va montrer que 1lim inf @(y,z) > 0.
z =y
(103) découle immédiatement de (i) (ii) (iii).

Montrons donc (iii) :

n pose gz = (1 + p cos §, p sin 8) y= (190)a

1l

Alors |z \/1+.2pcose+p2 (z-y) = (p cos 9, p sin @)

et 1'on en déduit :

P
| 5 D .
Ne (1420 cos 6 +p2) "= (1+20c0o50+p2)°- (14pcose)+p cos b
D=1+ 2p cos © + pz)zi - 1.

Par développements limités & 1'ordre 2 (pour p — 0)
N =1 +u§ (2p cos @) = (1 + p cos ) - (£1~1)29 cos 6 + p cOS © +‘€1(996)°
Soit

N

il

2p cos @ + 51(996)

D=2 (2p cos 6) +¢.(ps0).
2 2
Done ®(y,z) e»% quand z -y ¢.Q.FP.D.

Démonstration du lemme 1%, D'apres le lemme 8, il existe une constante

fixée (dépendant de T) telle que

(104) fgﬁ(unpm +f9]u.|pd§2 y c“u“g“pm

Vue

Appligquant 1'isomorphisme R? du lemme 12,’on en déduit l'existence d'une

constante B ne dépendant que de P telle que :

(105) jég;;gﬁ)gp (7= ] +[5|agpdg S Bnanl;“p@ Vi ¢ 7,

7 étant défini de la manidre suivante :

C



2 | | rt4 g(rﬁ_r!) o~
pElzzhg, Lo@u o), ) o
(r_r )2 r 6X‘ 0z (r-’ro) az
Q
~ 2 e, H_ ot Z(I‘D—I‘u Pl 21‘0_‘ ¢ . ~
(106) y=(2) = [ o+ z(r'-ry) _ )rl+ a(r ro)) J v oW,
i o (r—r )2 0x
2 rg+ %(r“-ré) U ow
# e [12(r) + B(r-r))?) & s T [ S
L (r‘ro 6}

" Posant

(107) Dr(f,{)

on peut écrire :

[REAGILEENE-
Q

Il

0 - p, (@) = [ [J5®(F - |5, P )b + fﬁl?r ()] [z-x, 166 .
n S n n

On voit facilement sur 1'expression (106) de ;T(ﬁ) que

) =

(108) [ (8) - ?rn(ﬁ)ll[ < o[ -2

12(3) ]2 wlo,1)  wP(E)

ol O(”r —?“) ) est indépendant de T .
w20, 1)

On déduit alors de (108) et du lemme 15 gque :

(109)  [ny() = B ()] < ol ~rll ) &I,

**(0,1L) W R(E)

et pour n assez grand (105) et (109) entrainent que :
Ve ¥, Viejzr ~% w2 (0,L) fort,

(110) ‘[ ﬂy (u) p[r - ]dQ +‘[ [u] Pag » p“u“p1 2(5)

Appliquant alors l'isomorphisme R;1 & cet élément U quelconque dans ¥ ,
n
on en déduit aisément le lemme 13,

I¥monstration du lemme 14. On proctde comme dans ls démonstration du lemme

0. Supposons (102) non vraie.,:

mors [ [y 4 +Jf o |®ar~o0 .
Ty Trn ,

i) Faisons un instant 1'hypotheése que, pour n assez grand,

“un”[Lp(Qr AREAE

Le lemme 13 entrafne alors 1'indgalité (101).



ii) De méme si pour n assez grand on a

“un“[Lp(Qr )]2 > 1 Yn, on aura démontré (102) si on démontre
que n
(111) j, 1Y<Wh>lp dQ +Q[‘ lWhln dr y c"(@) avec
o, Iy
(112) w = -
ol

si (111) n'est pas vrai W, vérifie

“WHH[LP-(QI, 2 = 1
(113) ¢ n

fg ly(Wn)]de +f [Wnﬁndr - 0.

T
- rn I"n

Par le lemme 13 on obtient donc

(1) i |

1 < Cte indépendante de
n

d'ol gréce au lemme 12

(115) “Rr W‘“ 1 Py ) Cte indépendante de n

et donec, & une extmactlon de sous-suite preés,

anj&;>ﬁ‘d%mhﬁfﬁp(§)]2 faible,
(116) | [1P(8)]% forts. b,

2
"o /e w/lg1ldazzs[L r)] fort.

(113) s'écrit sous forme équivalente, avec les notations (106) (107) de la

démonstration du lemme 13,
1+r
17 R + Ry Wy /u [PV 14208 a8 — 0
(1) B () j| " R e |7V ey
et de (109) résulte que

(118)  lim inf Drn(RTan) = lim inf Df(anWn) > D§(%)«

Par passage & la lim inf dans (117) on obtient donc

1
(119) nf<v~er>+f01 ik | i /N; Vies2 @0,




Soit en posant

(1200 w=R'w
r

(121) ‘[ [y(w)|® d9_+‘[ |w|® ar = 0 .
Q Iz
= .

(n en conclu‘ﬁ%:comne au lemme (10)9 que

(122) w=0 d'ou

(123) W=0
or (116)5 ||Rp, W - |w , ce qui implique :
par (116)5 [[Rr, H[Lp@z)]2 I “[LP(ES)]? qui implig
(124) w -0 .,
e e o

w, étant 1ié & Rw  par les formules (84)(85) il résulte de (124) que

{125) Uwh“[Lp(an>]2 -0

ce qui contredit (11%). (102) est donc démontré dans ce cas.
iii) §i maintenant, pour tout n > 0, -] n,l > n - avec Hun1“Lp\< 1 et
n2 > n, - avec l!ungll . » 1, on peut décomposer la suite {un} en deux sous-
L
suites, l'une vérifiant les hypotheéses du point i) et 1l'autre celles du point
ii), La démonstration du lemme 14 est donc comple te ..0m- poursuit la démonstra=

tion du théoreme. 7 avec la

Proposition 2,

— - —> ¢
Si h=ft+ N avec f et N ¢ * (ry ) il existe une constante K'

telle que Vr ¢ U et Vue v,

(126) \ nh.auar| < k(g + v ) e .
Ulﬂur" i . (rurm) ll“L“ (ryr) ll“[w1”KQr )]

¥monstration, Qn repart des formules (84) et (85)9 I1 est alors faéile de

calculer le membre de gauche de (126) en passant & ‘X} et d'obtenir

(127) [ N7 ar] ¢~ R 16: Mg
G S R L
(128) s AT ar) ¢ — [, [etf(RR)

[ pasan g Wl I ]

+ [z ()] + [rr(0)=r (0)] T(Rew) |
LT

)



S

ou h' =1r(0) - rO(O) est indépendant de r et (R ﬁ)l désigne la i°"°
compoéante de R, T i= 1,2 &
Par continuité de la trace dans We’w(O,L) on obtient :
lr”(O) - I'(")(O)l RS CO”r—rO”WZ,OO(O,L) CO indép. de r.
Soit
(129) [xe(0) - ré(O)l < el indép. de r si r 'E"lL .

Diautre part par continuité de la trace de w1’£(§)\daﬂs Y(Tru B) il vient :

e ull . .« o IR, 4
TUrMEeE) T Wb
'(“C‘g indépendant de 1r), d'olu par le lemme 12 :
(130) |, ] < oy ctffal]
oMoy T ey

La proposition 2 découle alors de (127) (128) (et leurs analogues sur ™)

et (129) (130).

Proposition 3.

Il existe une constante K" telle que Vr €U et YU ¢ [Wl’p(Qr)]e on ait

(3 [ o el ¢ x o ff :
2, [w'*P(e.)]2

DKmonstration., Il suffit de remarquer que si r € 4L la norme de r

dans Ifo(OS,L_) est bornée et donc que mes Q,, est bornée indépendamment de r.

Proposition 4.

Il existe une constante X" felle gue Vr ¢U et Vi et

Ve [W1"p(9r)]2 avec U.y = V.yp = 0 sur r.
(1320 |f (R EF arf ¢ e R I :
T [w'"®(@ )12 " [w'"P(a )]

Démonstration, On applique (84) et (85) avec 2z = 1., Il vient 3

= 2 2 2 1 ~ 2 ~ Vo~ 2
]ul = !u1l + !1,121 = T lu.]l + l_uz + rfro u1l

2
|
soit :

2 L
1u[2\< sup(2, —-1-—;-';—231—2-) ]u|2 .

r-rnl



n en déduit :

JF 372 §.7 ar| = |f A2 e Vs [ (]2 ax |

X fo B Tl ¢ ol

(E ) I

ILa constante C ne dépend plus de r, si r €U. Par continuité de 1l'appli-

“(r )

cation trace de w“p(ﬁ) dans 'Ln(’f;m) le résultat cherché suit.

Propesition 5.

I1 existe une constante K(T‘,d) telle que

(133)  [a < x(F,4).
133 I n”w%P(Q )<

Tn

Démonstration. La condition de débit contenue dans les espaces Vr oblige
tout d'abord & montrer un lemme de relévement.
Temme 16.
I1 existe une fonction D € [w1’p(§)]2 telle que div D= 0 p.p. dens
3, Dew = 0 sur ;OUF1 ,L DY =d, et :
110
(134) |7 ¢ © 4, k° = constante.

£W19P<5)]2 h

Démonstration., On introduit sur o8 la fonction i de ciasse 01

définie par :

0 sur U 1
3 = 30 dZ2( 1~ 2 sur ;v
=30 dg2<1_g>2 sur "

Alors le problime de Newman sur le carré Q = ]O1[ x Jo1[

i

- AB 0 dans §

QQ
Ov

admet une solution 6 € W2’p(5) (cf. Mérigot [22])

sur 38

O

avec “e][ o ”&1[ . Posant _ﬁ = _K—7> 6 .le lemme suit (e’c _ﬁ € %),
sz) P(68) '
R

! 2 N 1
si lton remarque que f 29(1=%2)¢ 42 = — .
. 0 30



on reprend alors la caractérisation (69) de E; avee T = E; _ RT1B'°
: . v
Ctest loisible car, d'aprés le lemme 12, 3;1‘5 € an (puisque D € %), et done
: n
g -1 = o}
w-R,DeV, .
n
Il vient :
.——-—* B
B[ RGP w e, [T e« 07 [ SGIT )L Dea
’ Q r | 0
(135) 4 n Ty ey
' CZ[ %175, & Tar +pf (-, 'D)da -f 2 -K 'D)ag
| n M . nr 2y it n n
Fr n an n T
L n

On applique maintenant les propositions 1, 2, 3, 4 en remarquant que (134)

joint au lemme 12 implique

(. 12
(136) B2 D
: rn [w1’p(9rn):}

On en déduit :

, & C" ¥ ad.

e -1
" n”[w“P(grn)] ol (w2, )]° A l[ ", )1°
(137) ¢
L + K3 "un”l:w1,P(an)]2 + K4 a-.

C'est une inégalité de la forme :

xP £ a Xp'1 + B an1

+y X +d
avec ‘ay By Y9 6. > 0 et x> 0.
Rappelons que 1 < pg n 2.
Si x ¢ 1(133) est démontré.
si x) 1, comme (p-1) et (n=1) sont <

£ x et ¥ X, d'oh

Pl
a4 pry+d
et 1'on obtient bien (133) dans ce cas aussi.
Corollaire.

Il existe une constante X(r,d) telle que

(138) R u ”1p() < k(7,9).



DEmonstration. C'est immédiat par le lemme 2. On obtient

k(z,4) = ¢ k(7,d).

Proposition 6.

1sPrayq2
Rp v = R, u- dans [w'¥(Q)]° fort.

DPmonstration. D'aprés (1%8) on peut extraire de Rp u une sous-suite
n

(toujours notée Ry u ) telle que
- n'n

By u = u* dans w1’p(§) faible, LY(Q) fort, pp,
n

(139) {

an n/% ﬁ>u*/~ dars L (F) fort (par compacité de 1'injection de

1
1 1 wP'”p(r ) dans (F )

Let u¥* ¢ V.
le passage & la limite est semblable & celui du lemme 14. On pose

(140) rrn(an) =f |¥|™ ar

T
Tn

et d'aprés le calcul fait & la proposition 4

(141) 1, (Rv) = jx Byr)y (5012 ), D )5, 1 1 2

(rn—ro

E; est solution du probldme (68). Donc Rhun vérifie (avec les notations

(106) (107))

!=P C, pl=? c,

--=—--Dr(Rn )+-~r (Ru)+F (Ru)(-——-Dr(V)+-P (v)+F (v)
(142)

Vv ¢ ¥

AY

ou

(143) Py (v) f N(r o)+h"z)v (0,2)+f(x o(0)IZ) 017 (0R)+¥ (0, By oM 0-f O a5

+ (analogue) dz -»f pgf (rp r)v (%, z)+(ro+z(r ur“))v (x,z)]az
"
et 1'on a posér
ht = rn(o) - rO(O) (quantité indépendante de n).
De (109) et {138) résulte que :

(144) lim inf Drn(Rnun) = lim inf D, (Rnun)



et d'apres (139), avec la semi-continuité inférieure :
( im i ( *
(145) lim inf Drn\Rn un) > DE(u ).
D'autre part (139) permet de passer & la limite dans les expressions (141)
et (143) pour obtenir :
(146) rI.D(Rn u ) - rplux)
- A - (
(147) Frn(Rn v ) F_(u*).
Passant & la 1lim inf dans (142) on établit ainsi, pour la limite wu* ¢ %,

1'inégalité :

p1=D , ( 51=P . O \ .
B * N INETT * o < e
5 Do (u*) + == rolu*) + Fo(ux) g 5 D (v) + - ra (%) + B (v)
(148) | S
Vvev

L

et par 1l'iscmorphisme R;1 u¥* 4l en resulie que R;1 u¥* ¢ V? et vérifie :

” 1-’p = C o= — -
- f Iy (B2 ux) [P da + “2f |&2 (u*)|™ ar - PI Z.RC " ur dg
b Q—}’o r T 1_1? r T

Uz
Lo =P c L
(149) 3 +f RS ur ap ¢ 2 f [y(v)|Paq + —zf [v|* ar
ryr 7 g K
% T
wpf ’§a?dg+j %Y ar Vvev?.
L 2 Tyre ‘

L'unicité de la solution du probléme (149) entraine alors :
R u¥r o= U, .
7 ke
Soit encore sous forme équivalente
u¥ = 1 B
(150) w* = Ry
Il était donc inutile d'exiraire une sous-suite de la suite minimisante de
départ, car (150) prouve la convergence faible de la suite toute entiere.
On va maintenan® établir le résultat de convergence forte :
Il résulte du passage a la limite ci-dessus que :
(
u ) — U
D (R, w,) B (B, uz)

et par (109) on obtient dcnc

(151) LR v )— LR u.).
r n n r r Ir



La norme dans Lp(ﬁ) étant uniformément convexe il en résulte :
~ ~ ,p"'
(152) ly?(Rn un)[ — !YE(R? ufﬁ<kms L (@) fort
soit encoere
-1 p
(153) IY(R? Rn un)j — ly(uﬁ)] dans L (QT) fort.
Avec le lemme 2.9 on en déduit :
1 - P(o )12
(154)  y(R' R w )~ yl(u;) dens[17(e2)]°  fort.
Come d'autre part il résulte de (139) et de la continuité de R;1 comme
opérateur de [1?(5)]2 dans [LP(Q?)]g que
~ 1 P 2
(155) B R uw —uy dms [17(e-)]° fort
le lemme 8 entrafine

(156) R; R, u - u, das [w“p(szf)]z fort

d'olu le résultat cherché gréce & la continuité de R? comme opérateur de
'] ~
[wP(ez)]? aams [w'R(D)]° .
I1 ne reste plus maintenant, pour terminer la démonstration du théoréme 7,

qu'a montrer que

J’ lﬁ; N ;alq - Jr !%% - ;h toar
r n r
° o N

ce qui est évident en repassant dans V :

On obtient en effet pour jﬁ lﬁ; - ;hlq dI' une expression analogue a (141)
po !

dans laquelle la proposition06 permet de passer & la lim inf,
On peut encore éncncer le résultat sous la forme suivante :
THEQOREME 8.

Toute suite minimisante du probléme (67) gui converge dans WZ“D(

0,L) fort,

converge vers une solution du probléme (67) (68), les images des états corres—

pondants convergeant dans [W1’p(§)]2 fort vers l'image de 1'état optimal.

THECREME 9.

les résultats des théoremes 7 et 8 restent valables si on supprime la condition

de débit dans la définition (68) de 1'état.




Kmonstration. On remplace donc le probléme de minimisation sur Vf par
le probleme analogue de minimisation sur
It 1,p 2. . i i
Wr = {u € [W <Qr>] ;3 divu =03 u.,y = 0 sur POL)Tr}o
I1 est facile de voir que la démonstration du théoreme 7 s'adapte telle quelle,

avec de plus une simplification de la démonstration de la proposition 5.

Proposition 7.

L'application r - Rr u, est continue de Mad dans [Wi,p(s)]Q (que 1'on

détermine 1'état u, en imposant ou non une condition de débit).

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition 6 et du

théordme 9,
Remarques.
10) Il résulte du théoreme 9 qu'il existe un contrdle optimal r solution

du probléme
(157) Min Q[ lﬁ; - Eﬁ!q ar + L[ ﬁ;ac'dp - dl]
Te %Lad I‘O FB

ﬁ; étant donné par
> f H@H(M+-«f h[(ﬂ—e[gmd9+f h.u dr}
R, Tr Q ryre

c'est~&-dire du probléme obtenu en mettant la condition de débit dans le critire

(158)  _Min {

Ue Wyp

au lieu de 1l'imposer a 1'état.

20) L'unicité semble peu probable dans les problémes (67) (68) ou (157)
(158)e Mais on ne posséde pas de contre-exemple., On n'a pas non plus de résultat
non trivial reliant les solutions des 2 problémes. (Evidemment si E% annule
le criteére (157) T est solution du probléme (67) 1)

%0) On peut rajouter dans W£ n'importe quelle condition pourvu qu'il
reste un coéne de sommet O ., Ceci permet d'imposer par exemple au champ de

vitesses des conditions du type

urov > 0 pP.pP. sur TV
- >

ou u.x O P.p. dans Qr



traduisant que 1l'écoulement se fait "dans le sens de la pente'.

4°) (n peut remplacer mad par tout sous ensemble non vide de AU, compact
dans WZ’OO(O,L) o

55) On peut remplacer dans le critére (66) q par n‘importe quel r avec
r>q (en particulier r = 7).

6°) Les démonstrations précédentes semblent indiquer que pour la résolution
effective il vaut probablement mieux poser les problémes en terme de foncfion
de courant. L'étude numérique des équations considérées dans ce chapitre fera

1tobjet d'une publication ultérieure.
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