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INTRODUCTION

N

Ces notes informelles sont écrites pour un cours de méme cycle donné a
Orsay au pr‘intemps 1975. Le but du cours est de prouver 1'analogue C°° suivant,
de la théorie des invariants de Hilbert-Mumford [2], [18], [10] :

"Si X est une variété C° compacte sur laquelle le groupe de Lie compact
G agit d'une maniere Coo, alors 1'espace des orbites X/G "peut se plonger d'une
maniére C° dans un espace euclidien de dimension suffisamment grande". "

D'une maniere plus précise il existe une application c”:

f:X— RN

telle que

a) Si 1'on munit RN de 1'action triviale de G, f est G-équivariante. En
X

o . G . . .
particulier f*Coo(RN) est contenu dans C (X)  (les fonctions G-invariantes).

b) L 'application

G
0— CTx)

est surjective.

Ceci est une conséquence du théoreme récent de G. Schwarz [15] qui four-
nit 1'analogue C” du théoreme de finitude de la théorie des invariants de Hilbert.
Le théoreme de Schwarz, qui traite du cas G compact est exposé en détail dans
ce cours.-D. Luna [6] a étendu le résultat au cas complément réductible.

Le "théoreme de plongement”" qu'on a énonce ci-dessus est fondamental pour



la théor*ie des singularités, a la Mather, quand on impose une symétrie provenant
d'un groupe de Lie compact (voir [13], [14 7.

On a inclus une exposition du théoreme de finitude de Hilbert. Pour plus de
détails on renvoie aux livres de H. Weyl [18] et J. Dieudonné- J. Carrel [2].

Pour tous les fondements de la topologie différentielle équivariante on renvoie a
a 1], [7].

Je remercie P. Deligne (auquel est due une partie des remarques du cha-
pitre II), M. Demazure et B, Malgrange pour les conversations ou la correspondance

que j'ai eues avec eux.



CHAPITRE 1. LE THEOREME DE FINITUDE DE HILBERT.

Dans ce chapitre on donne un bref apercu de quelques aspects de la "Théorie
des invariants". On s'est largement servi des livres de Dieudonné-Carrel [2] et

H. Weyl [18], ol on renvoie pour plus de détails.

1) Enoncé du théoréme de finitude. On considere 1'espace vectoriel de dimen-

sion n: R"3x = (x1 yeees xn) et 1'algébre des polyndmes (réels) :
A=R[x)= R[x1, ceey xn].
Soit G —-29 GL(n,R) une représentation linéaire d'un groupe de Lie G. A

partir de 1'action canonique (& gauche)

GL(n,R) x R" — R"
on induit une action a gauche
GL(n,R) X A — A
par : g P(x) = P(g'1x) (définition).

En particulier, si G est comme ci-dessus, on introduit la R-algebre des
polyndmes G-invariants :
Ab - R[x]G c R[x]
(donc P(x) € R[x]G <= P(gx)=P(x) pour tous les choix de g € G, x € rR™.
Considérons la décomposition en composantes homogenes :
P(x) = P+ P1(x)  oue ot Pq(x), qui fait de R[x] une R-algébre graduée. C'est
immédiat que si P(x) € R[x jG, alors tous les P,(x) € R[X]G ; donc R[x] G est

une sous-algebre gradude de R[x].



Dorénavant on va supposer que la représentation linéaire considérée de G

est completement réductible, ¢'est-a-dire que pour chaque sous-espace invariant

Ve R" il existe un supplémentaire invariant. On peut énoncer maintenant le
THEOREME DE FINITUDE :

THEOREME 1 (Hilbert). "Soit G un groupe de Lie et G — GL(n,R) une

représentation lindaire completement réductible.

11 existe un nombre fini de polyndmes invariants :
p1(x), ceey pk(x) € R[x]G
qui engendrent R [x]c en tant que R;alg‘ebre."
La démonstration (sous la forme due a Nagata) sera donnée au paragraphe
suivant, |
Remarques : 1) On peut énoncer le théoreme de finitude en disant qu'il existe
une application polynomiale y = p(x) (yi = pi(x)), donnée' par des polyndmes invariants
telle que 1'application de pull-back
0 — R[x]C L R[y]
soit surjective.
2)Si G est compact, toute représentation linéaire de G est completement
réductible. En effet si <, > est un produit scalaire quelconque sur Rn, on peut
fabriquer un produit scalaire invariant, par intégration :
[X13x2] = fG <gX1’ g€X, > du(g)
(o1 du(g) est la mesure de Haar sur G). Si VcR" est un sous-espace invariant,
son supplément orthogonal par rapport & |, 1 est automatiquement invariant.
Par le méme argument : si G est compact, une représentation linéaire de G
est toujours équivalente a une représentation orthogonale.
3) Sans perte de généralité on peut supposer que les géndrateurs P sont
homogenes, de degré >0, C'est ce qu'on va faire dans la suite.
4) 11 existe des G et des représentations lindaires telles que R[x]G ne soit
pas une algébre finie. ("Contre-exemple de Nagata, au XIV-éme probleme de

Hilbert [2]").



5) La démonstration du théoréme de finitude qu'on va donner ci-dessous,
souffrira du vice fondamental de ne pas étre "constructive" . Ce vice peut &tre remédié,
au moins en partie, par la théorie plus raffinée de Hilbert-Mumford [2], [10].

D'autre part, si G est fini, il y a une démonstration directe, tres explicite

(due & E. Noether) qu'on va reproduire a la fin du chapitre .

2) Démonstration du théoréme de finitude.

Dans tout ce qui suit, il sera entendu qu'il s'agit d'une représentation liné-
aire completement réductible de G.
LEMME 1. "Soit V =R™ et supposons que la représentation linéaire
G —2 Aut(v)
possede la propriété suivante : il existe un sous-espace invariant de codimension 1 :
W cV et une décomposition directe (pas nécessairement invariante) :
V=We& Rx,
telle que &(g) (w + xx) est toujours de la forme
3(glw +2x) = w, +2x (‘w, w, €W X ER).
Alors, il existeun y € V tel que :
y € VGI -w "

Démonstration : sous forme "matricielle", chaque &(g) est donc de la forme :
id

Rx Rx
@ @

W —— W.

Maintenant, puisque & est une représentation completement réductible, il existe
une décomposition invariante :

V=W€bV1.

On voit que les G-modules (i.e. espaces vectoriels munis de représentations
lindaires de G):

V1 et V/W={R munidela strucfur*e de G-module triviale}
sont isomorphes. Donc V1 c VG, et il suffit de choisir y € V1 - (o).

LEMME 2, ("lemme de Nagata"). "Soit f € R l'_x]



Il existe un

*eaSNST Rs.f
s€eG
tel que :

f-f€ Y R(s.f-t.f)."
S,1€G

Démonstration : on considere V c R['x], 1'espace vectoriel (de dim. finie)

des polyndmes ayant le degré <degf . V est un G-module. On considere les sous-
espaces vectoriels G-invarianis de V :

Rs.f=M; >N, =} 7 R(s.f-t.0).
S€G s,t€G

Si f €N, onprend f*=0 et on a fini.

f
Si ff N, on peut écrire :

s.f=f+(s.f-1).
—_— )
dans Nf

On a donc, dans ce cas, une décomposition directe :

Ona (A €R):
s M = A+ A(s.f - 1),

donc le G-module Mf satisfait 1'hypothese du lemme 1.

Il existe donc f'! € AG NM, - Nf, et une autre décomposition directe (automa-

f

tiquement invariante) :

= S RET
Mf—Nf&'Rf .

En particulier, pour f ¢ Mf il existe X € R tel que

f - ! ENf.

On pose )' =f* q,e.d.

LEMME 3., " Soient fT’ coey fr‘ € AG. Alors :

r r
G _ G "
AT N i§=; A fi_lzq: AT

Démonstration : il est clair que 1'on a 1'inclusion o, On va faire 1'induction

sur r (si r=0 il n'y a rien & démontrer). Soit donc :

G r
INET
Ehifi, h; €A.



Dtapres le lemme précédent ¢

h, = €R).

i sh—th)

i
+
>‘s,t S,

S,t

=
/

Donc :
wr _ i
E-1nf =) g (s - thyf; .
S,t,l

Mais, puisque f est invariant :
) (sh, - th)f. =s.f-t.f=0,
T i i1

Donc :
-1

E (sh, - th)E = (thy - shp)fy o
=1
Donc ) | X t (s hi thi)f_i (qu1 est invariant) est de la forme
r-1
2 E’i f,, e.a.d.s.
i=1
Remarque. Si G est compact le lemme 3 résulte tout de suite par intégra-

tion, car

f(x):JGfgx dulg Z (J' h (gx) du(g)) t ()

-4

ceci est invariant,

Donc, pour G compact la démonstration du théoreme de finitude on simplifie
beaucoup
on prouve directement le lemme 3, par intégration, comme on vient de le faire,

et ensuite on continue comme ci-dessous.,

LEMME 4, "Soit

A=) A

1=0

une R-algtbre graduée (Ai Aj CAi+j)’ connexe (c'est-a-dire que : Ao = R). Soit
A =) A,
+

I 'idéal des éléments "sans terme libre",
Si A+ est fini en tant que A-module, alors A est fini en tant que R-algebre'.,

Démonstration, Soient a

TERRTR- des A-générateurs du A-module A, sans

perte de généralité les a; sont homogenes.,

Je dis que A est engendré (en tant que R-algébre) par les a,



A=R [a1 gecny an] (les a, ne sont pas nécessairement indépen-
dants sur R).
On va prouver par induction sur j, que chaque
Aj CR[aV cooy anjo
Supposons que c'est vrai déja pour 5 A. . Soit
=k I
Ay,q 3 B=>_ g a, g €A,
Sans perte de généralité, chaque g est homogene, avec
deg B = deg g + deg a; .
Donc deg g; < deg B = k+1, donc, d'apres 1'hypothese de 1'induction :
g, €R[a ..., an], e.a. d. s.
Je rappelle le résultat classique suivant :
LEMME 5. "Si B est un anneau noethérien, B[x] est, aussi noethérien."
En particulier R [x1 geosy xnj est noethérien. Donc, pour toute famille
Pe R[x1,..., xn]
il existe une sous-famille $' < £ finie, telle que 7 engendre 1'idéal :
T.R[x1, cevy xn]

(Ceci est le "Basissatz" de Hilbert).

Fin de 1a démonstration du théoreme de finitude de Hilbert .

Comme on 1'a vu déja, AG posséde une structure canonique de sous-algebre
graduée de A. On considere alors :
A s A et AT e A,
Soit B= A (Aci) 1'idéal engendré par A(i dans A. D'apres le Basissatz,
B est A-engendré par un nombre fini d'éléments :
pl(x), ceey pk(x) € AE .
D'apres le lemme 3 les P; engendrent, aussi, A?_ en tant que AG—module.
Donc, d'apres le lemme 4, les Py engendrent AG en tant que R-algebre.
Ceci finit la démonstration.
Remarque : (Hilbert) Soient R[x]G et pyyeeey P} comme dans lo théoréme

fondamental de finitude. L'ensemble des relations polynomiales



QP yenes pk) =0
forment un idéal de R[y,,..., yk]°
D'apres le Basissatz cet idéal, est engendré par un nombre fini d'éléments,
I1 existe donc un nombre fini de relations (polynomiales) :
Qi) =Qy(p) = ... =Q, () =0
qui engendrent toutes les autres.

Quelquefois le théoreme de finitude s'appelle "premier théoreme fondamen-

tal" (pour G) et la remarque qu'on vient de faire "second théoréme fondamental®.

3) Le cas formel.

Comme G agit au niveau des polyndmes homogenes de degré donné, quelcon-
que, G agit, aussi, au niveau des séries formelles :
R[[x]]= RHX]’ ceny xn]].
THEOREME 2 . "Dans les conditions du théoreme 1, 1'application naturelle
0« RETY & R[FT)

(obtenue en substituant y = p(x) dans f(y) €R[[y]]), est surjective ."

Démonstration, Tout f(x) € R[[x]] peut &tre décomposé en parties homo-

geénes ¢
f(x) = £+ f1(x) + fz(x) Foene
A G G
et feR[[x]]7 «— Vfi eR[x].
Supposons dorénavant que f est invariant,
D'apres le théoréme précédent, il existe des gi(y) € R[y], tels que
£(x) =g,(py(x)y .00y p (x)).

Disons que (en notation symbolique) :

gl(y):: Ai,ay
la [ d;

o

oll ¢ est un multi-indice « = (a1, ceey ozk), d, = deg g;, et Ai,a €R.
Les pi(x) sont homogenes, disons que
deg pi(x) =1, >0,

Sans perte de généralité, on peut supposer que les seuls termes qui apparais-



sent dans gi(y) sont ceux avec ¢ ayant la propriété :
(deg fi) =i=ory +etorn .

Dans ces conditions, je dis que
g, +8v) +e, () + ...
converge dans le sens formel (et représente donc un élément g(y) € R{[y]] tel que

pe) =1).

11 suffit de remarquer que si

N = {inf ||, pour i=JZajr‘j}

alors lim ). =,
j=eo !

4) Calculs explicites pour le cas ol G est un groupe fini.

Je commence par quelques rappels d'algebre élémentaire,
Soit X = (x,], ceoy xn) et f(x) € R[x], un polyndbme., Si t est une variable
scalaire on peut écrire :
f(x +ty) = f(x) +t f1(X,y') + O(tz)
f1(x,y) sera noté par Dyxf et sera appelé le polynéme polarisé de f. On a, mani-

festement :
Dyxf = ; axifl' Yy -
On a, aussi :
D(f +g) =Df + Dg
D(\f) = A Df (A €R)
D(f.g) = f.Dg + g.Df.

On va considérer maintenant des polyndmes homogenes de degré p sur

VBX':(x,l,oo-’ xn):

=32 T x11"'xnn=E aaxa°

: +

=
R

i

©

On peut écrire,aussi @

f(X): Z b(i1,ooo’ ip) Xi1... Xip

ol les coefficients b(i1 yoees ip) sont symétriques.



Cette derniere écriture est unique, car :

= D: |
aa’l“'an O[.] !»o..oO[nl b|(1,oo°,1 7 2’.°"—_2_)’ '°°)°
OLI az

On obtient, ainsi, une bijection canonique :
polyndmes homogenes homomorphismes multilindaires
de degré p sur V — symétriques vP — R .
[La fleche «— est la restriction & la diagonale tandis que —s passe de f(x)
a la forme multilinéaire désignée par abus de notation, avec la méme lettre f:
Y, 00, 2) =) b(i1,o.., ip) XiTy12 oo 7y 1.
PROPOSITION, "La forme multilinéaire considérée cigdessus, s'obtient a

partir de f(x) par polarisation compléte (a un coefficient numérique pres) :

- 1 "
DXU Dyu .ooooo.Dzuf(u)_‘p ° f(X, y’ ¢coy Z)°

Démonstration. On commence par' remarquer que :

G) T bligseens i(x;

+tyi) (xi +tyi)=

Y 1 p p
. . 2
=8(x) +t ) b, eeey 1) (7, X oee X, FX Y. X, eee Xo Faud) +0(%),
1 p 11 12 1p 1,71, 13 1p
d'ol :
Dyxf(x) =p). b(11, ceny 1p) yi1x12 Xip .
[Dans (x) 1le terme Yi X eeeX A été écrit exactement p fois : une fois
172 p
comme y. X. ... X. , Une autre comme X. V. X. ... X. , €. a. d, s.] .
i, 7, 1p i, "1y 13 1p .

On laisse au lecteur le soin de finir 1la démonstration.
EXEMPLES :

(1) (Thdoréme de Newton), Soit S(n) le groupe symétrique opérant par permu-

S(n)

tation des (x1 seeey Xn). L'algébre R[x] est engendrée par les polyndmes symé-

triques fondamentaux :
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01(}():;){1
o.(x) =57 x. x,

i<y b4
o,(x) =) x. x.%
3 i<j<k 1737k

¢ ¢ 0 © © o o e o o e

0'n(x)=x1 Xy eon X

2
[Ces polyndmes sont définis, aussi, par :

n

Mt -x)=t" - o " 1o, ™2 Lt () ]

1 1 2 n
On laisse au lecteur, en exercice, le soin de vérifier qu'il n'y a pas de relations
entre les 0.

(2) soit A(n) = S(n) le groupe des permutations paires et

AMx)= T (x, - x.).
i<j bt
On remarque que A(x) est antisymétrique (alr x) = A(x) ou ~ A(x) suivant que la

permutation ¢ est paire ouimpaire ), en particulier il existe une relation polyno-
miale :
2
(3¢) A =Q(01,a..,0n).

THEOREME 3, "R [x]A(n) est engendrée par A, 01eeey 0 et les relations

sont engendrées par (:)."

Démonstration. Si £(x) GR[X]A(H), sous 1'action de S(n) - A(n), f(x) est

transformé en un polyndme unique f1(X). £(x) + f1(x) est symétrique, tandis que
f(x) - f1(x) est antisymétrique, donc divisible par A :

f-f1=AoG

ot G € R[X]S(n). Donc les (A,0) engendrent R[X]A(n)

Soit maintenant H(g1 seoes s n) une relation, En la considérant comme
polyndme un 7 et en divisant par 'n2 - Q) ona:
H(g,m) = (rf - O(8)) a(g,m) + A(En + B(2).
(Relation dans R[g,n]).

Puisque

-1 =2 kg (x),

‘ n n
F(t-xi)-_—t —01(x)t N

+ cz(x)

on voit que pour tout choix de valeurs



11

oi(x) = a
scalaires (C) il existe des x;) scalaires, qui réalisent ces valeurs. Soient ¥ b = £b(a)
les deux solutions de b2 = Q(a). En arrangcant convenablement des x;) les deux
valeurs
£ b= ax°)
sont réalisées. Comme on a identiquement ¢
Ao(x)) Ax) + B(x) =0
on voit que pour des valeurs a, arbitraires, ona:
A(@)b +B(a) = - A(a) b+ B(a) =0 .
Donc A=B=0.
(3) Soit S(n) opérant sur V 3 x = (x1 yeoay xn) comme ci-dessus et sur

(1) (m)

yh B(X(1),.°., x(m)) pour n(x“),..., x(m)): (mx' ", e, mx ).

On considere les polarisations (complétes) des polyndmes symétriques fonda-

mentaux (2 un facteur pres) :

01(u) = 1: u
oxlor) =T
1#]
o,(u,v,w) = U, V. w
’ A bk
on(u,v,...,u): > Uj Vi Wy eene )

TETAKE L A
[Les 9 qu'on vient de définir sont manifestement des formes multilinéaires symétri-

ques. D'autre part, par restriction a la diagonale :

o;(u, u, ceyu) =y U, UL ...ty =i'.oi(u) 1.
2 i

A 1
a1# 3274...743175511

Ces polyndmes sont dans

R [x“), ceos x(m)]S(n)

.

(En général, par polarisation on se sort pas du cadre des polyndmes invariants).
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THEOREME 4. "L'algcbre
1 m)-Sin

est engendrée par les polyndmes polarisés :

ci(x(a1), cees x(ai))

(ozj €(1,..., m))."

[Remarque : les polyndmes

G.(x(a1) X(ai))

i ’

ceoy
ol les o ne sont pas nécessairement distincts, sont (4 des coefficients numériques
pres), le résultat de polarisations sucoéssives des cri(u).]

@) sont des

(1) X(m)]S(T)

engendrent R[x'"/,...,

Démonstration : on fera une induction sur n. Pour n=1 les x

(@) _ @ B

variables numériques et les 01(x

-rY, ..., x™).
(1) (m)

On va désigner maintenant x* ' /,..., X par X, ¥, ...y Z, €t :

x=(x1, Xoy +evy X ).

x! € Rn_1

Soient ca yeeey 0;1_1 les polyndmes fondamentaux (polarisés ou pas) en x'.

On a les r*elations(pas encore polarisées) :
— t 1
01(x) =X, + 01(x )
— 1 1 ) T~V
0‘2(x) =X, 01(x ) + cz(x )

— 1 1
o,(x) =x, ol _(x"),

et, par polarisation (complete) :

. . i N .
(1) oi(x(”, ceey x(l)) = O'i'(X'(1), cees x'(l)) +y x(fl)oi'q(x'(”, ...,x‘(a), ...,x'(l)).

[Le lecteur remarquera que la premiere polarisation donne :
(1)
¥ ! — 1 1 1 ¥

D (7 (o @)= x370f ;W) +uy D () o 4u')
X' u X' u

N 1 - . H 1 —_ J 1 1 -
(ol manifestement : DX(1)uai_1(u ) = Dx'(T)u' 01_1(u )). Ensuite :

D — (1) ] ¥ r(1) _| 1 +
X(z)u Dx(,l)u X1 DX(Z)UO'i__,!(U ) + X2 DX(1)UO'1_1(U )

Ty D 2), D (), of ),
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on peut continuer ainsi ...

(1)

Le coefficient de x1

(U' (2)

, apres polarisation complete, deviendra

o! yeess UM Y), e.a.d.s.]

i-1

Donc les polarisés des ¢! s'expriment en fonction des Ty evvs Op g
(polarisés) et de X1y Yqreees Zqe

.S{(n)
D'autre part, si f € R[X, Yyooes Z | ona:

() ¥yeeer 2) = 10 X} ¥h 0 2) fog. . yXs ¥lonees 21

avec
.S(n-1)
faﬁ.“y(x',...,z')GR[x‘,y‘,. z']

Par hypothése de 1'induction les foe Y (x'y..., z") s'expriment donc en

fonction des polynSmes o' (polarisés).

Donc f{ est une somme de termes de la forme

_ 6 Y pT pn__‘l
f(x,y, LA ] Z)—'Q.+X1y1 .0‘21(01) ...(O‘n_,]) +.oo

- a Y P Pn-1
= (par intégration) = ... + = E S (01) oo o )

A o 0%

Le polynOme 21: X; eoe Z4

n-1

est obtenu par une succession de polarisations,

a partir de

_ TR VS ST )]
d)a+..o+y(x)_zj: X; € R[x] .

Ainsi, zpv est un polyndme en o (Newton) donc ses polarisés successifs
sont des polyndmes dans les polarisés des ¢ .
(4) (Emmy Noether). Soit G un groupe fini opérant orthogonalement sur

R™ 5x = (x1 geeos xm). Soient o= 1,oz2,.. les éléments de G, et introduisons la

(@)

notation : x' ' = a.x . D'une maniére explicite :

;=< = alk . @@er).

ik

Soit n=card G et Oiseess orn les polyndmes symétriques fondamentaux

S(n) . - n
, (polarisés). On considere les m "vecteurs" (de R)

@) o)

Yo = yz(x) = (xi%), ceoy x;an))

de Rl_yv..., u ]

Yq=54&)=(x

0O ® & & o & 8 & & 0 * O @ v & & @&

(otq) (et,)

ym=ym(X)=(Xm1,o.., Xm )

+Qno .
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On remarque que le polyndme :

o0y e 1) € R

est G-invariant (donc dans R [x]G).

[En effet, si BE€G, ona:
(8. 0 ) (ﬁ.aij)

Oj()'i1(8X)’--°7 y g X lj
(o5 ) (041)
~—Z X3 1 .eo le oj(yi1(x)"°.’ yij(x))'

Dans les sommes qu on vmnt d'écrire il est entendu qu'on prend tous les systemes

o tels que

o £ o A eeit . ]
1ot 1
THEOREME 5. "L'algebre R[x]G est engendrde par les polyndmes :
, 1
oj(yiT(x), cees yi.(x))o
J
Démonstration : soit f(x) € R [x"\G Puisque f est G-invariant on a:

) =1 57 i =%Zf )y X9,

o€G
En tant que polyndme cn Yiseeer Yy 0 cette derniere expression est dans
S(n) | .
R [y1, cooy ym] ( (ot S(n) agit en permutant les coordonndes de chaque yi).

Le théoreme 5 résulte donc du théoréme 4,
() (o)
Exercices : 1) Les générateurs oi(x yeesy X ) sont les coefficients

du polyndme en t :

n ) G
j£1 (1 +t1 X3 +..°+tmxm))

2) Soient x(”, X(Z) ¢ R" et considérons 1'action du groupe SO(n) sur

R2" - {x“), x(z)} induite par 1'action orthogonale habituelle sur R".

R[x 1 X(.2) ]SO(n)

, est engendrdée par les trois produits scalaires :

D@ @) @)

? H4

: _ P p
3) Soient sz(x) = X7 Feeot X

1
(O =7 (1=tx)=1-0,00t +0,0) 0% .. To ()t
Y —717 - Xi—- —0’1X +0'2X +...—O’nX n .

et

A partir du développement formel :

X,
1
= ——— T2 Is
) To i, d)i(x) + z,z(x)t + oeo
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établir les relations :

p =01 dpg T ¥p g

oll, par définition ¢ b= 0 si p>n.

T t+o.setpo_ =0,

p

Calculer les #(o) en fonction des o(d).
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CHAPITRE II. INVARIANTS C° .

Dans ce chapitre on donne 1'énoncé du THEOREME FONDAMENTAL, qui
sera prouvé dans les chapitres 'I]I et IV.

Certains aspects partiels du théoréme fondamental sont déja démontrés, par
des moyens plus rapides, ici. Ceci n'est pas.nécessaire pour la lecture des chapi-

tres suivants.

1) Le THEOREME FONDAMENTAL . Soit G un groupe de Lie compact opé-

rant lindairement sur R™ 5> x et Pireees Py s UN systéme de générateurs de 1'alge-
bre R[x ]G . On pourra toujours prendre les p1 homogeénes de degré >0. Ainsi
plo) =0 , Ce qui sera quelquefois utile dans la suite,

A partir de ces données, on a automatiquement la :

PROPOSITION 1. "Soit x € R" L, Rk 5>y l'application polynomiale

y; = p;(x). Alors :
a) p est propre.
b) p sépare les orbites de G.

c) il existe un diagramme commutatif :

N _f . ,RMcRK

DP& V‘ o'
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ol p' est un homéomorphisme."

Démonstration : soit du(g) la mesure de Haar sur G (J Gdu(g) = 1). Pour

f:R" — R fonction de classe CP définissons :
AVIG) = | ex) dule).
On remarque que Avi(x) € Cp(Rn)G et que Av est une retraction :
CPRMY —AY | PRMH©
= {I'anneau des fonctions de classe CP, G-invariantes : f(gx) = £(x)}.
Soit L : (Rn)m — R une forme multilinéaire. Alors :
AVL(X, ¥,..., 2) = IG L{gx, gy,..., 8z) dul(g)

est une forme multilinéaire G-invariante . En faisant la restriction a la diagonale

on déduit que Av transforme un polyndme (homogéne de degré m) en un polyndme
(homogéne de degré m) G-invariant.

En particulier, si q: R_n —> R est une forme quadratique positive non-
dégénérée Avq(x) est une forme quadfatique G-invariante, Cette forme est encore
positive non-dégénérdée, car si x # 0 la valeur Avq(x) est 1'intégrale d'une fonction
strictement positive par rapport a unev mesur‘é positive, donc Avq(x) >0.

D'aprés Hilbert il existe P € R[y] tel que :

Avq(x) = P(p(x)).
Si x, — = ona Avq(xn) -—-» e, donc p(Xn) — o, Donc p est propre.

Sioxt, x" € R™ et Gx! # Gx", on peut considérer le compact
K=Gx'yGx" < R™ et la fonction continue G-invariante :

bt K— R
définie par ¥(Gx') =1, (Gx")=0.
Soit ¢>0 petit, Par Weierstrass, il existe un polyndme Q(x) tel que :
v -Q lK <e.
En intégrant :
| IAVw—AVQIKzlzb—AVQlK<e.
Doncv le polyndme invariant AvQ prend des valeurs différentes sur les orbites

Gx', Gx". D'olt b). Le point c¢) est automatique.
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COROLLAIRE. "Si f:R" — R est une fonction (continue) G-invariante,

il existe une fonction (continue) f;1 : pRn — R, univoquement déterminée par f,
telle que : f = f1 op JM

Remarque : pRn est un ensemble semi-algébrique.

C'est utile d'interpréter la proposition 1 de la maniére suivante :

i)si f: R" — R est une application quelconque, G-invariante, f dépend
de x €R" par 1'intermédiaire d'une fonction des Piseses Py (ceci est le point de b)
de la proposition 1).

ii) Si f: R" — R est une application continue G-invariante, f dépend de
x € R" par 1'intermédiaire d'une fonction continue des Pyseees Py -

Et bien entendu, les P sont construits (d'apres Hilbert) pour qu'un polyndme
invariant en x dépende de x par l'intermédiaire d'un polyndme en p .

Le THEOREME FONDAMENTAL dit que tout ceci marche encore dans le
cas C :

| THEOREME FONDAMENTAL : "L'application naturelle

CRYE L— RN

ats

est surjective. ( &= Dans le corollaire ci-dessus, si f € C, la fonction continue

f
pRn —l——r R s'étend 3 une fonction C° sur Rk)."

Ce théoreme a été conjecturé depuis assez longtemps, et prouvé récemment
par G. Schwarz [15]. Pour G = S(n) il avait été démontré par G. Glaeser [4].

Remarque : c'est facile a voir que p‘L Cm(R'k ) )G

wls

est dense dans C (R"
. - o, G :

(dans la topologie C ’ compacte-ouverte), Comme d'autre part C (R) est mani-

festement fermé dans C°°(Rn), le théoréme fondamental est équivalent a 1'assertion

suivante

) est fermé dans CT(R").

Il est utile de penser au théoréme fondamental comme étant un "théoreme
de plongement" : la proposition 1 nous donne un plongement (topologique, propre)
de 1'espace des orbites Rn/ G dans 1'espace euclidien Rk . Le théoreme fondamen-

tal nous dit que si 1'on considere
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(R"/G muni de 1'anneau Cw(Rn}G}
ceci est la méme chose que

{pR" muni de 1'anneau Coé(Rk) |oR"} ;

on peut donc, en fait plonger Rn/G d'une maniére Coo dans Rk (le plongement de

la proposition 1 est donc pas seulement topologique, mais Cm}‘,

2) Germes de fonctions: Spient (Xqyeeey x )=x €ER™, y € RX et c®(x),

m
Coo(x)G, C”(y) les anneaux des germes de fonctions C° : autour de o €R™, autour

]

de o € Rm et G-invariantes, respectivement autour de o € R®. En utilisant 1topé-

ration Av on peut montrer facilement que 1'application
G G
Cc®R™) ' — Cx)
qui consiste a prendre le germe en o est surjective. Le théoreme fondamental impli-

que, alors, automatiquement le

COROLLAIRE. "L'application

S

T <Ll ()
est surjective."

Remarque : pour le théoréme fondamental (comme pour le corollaire) il suf-
fit de donner la démonstration pour un systeme de générateurs de R[X]G. Ensuite
il est automatiquement vrai pour tous les systemes de générateurs.

Si G est un groupe fini ce corollaire devient beaucoup plus facile, (En fait
il était déja connu, avant la démonstration du théoréme de G. Schwarz ; il apparaft
un écrit chez E. Bierstone [0]).

On va démontrer le corollaire ci~dessus dans le cas G fini.

On utilise le théoréme de préparation C* de Malgrange (voir 81, (123,
[16] pour plus de détails, et pour la démonstration), sous la forme suivante :

THEOREME de préparation C* . "Soit

x € (R", o) —2— (Rk, 0) 3y
un germe d'application c”.
Soit (p 1"homomorphisme de R-algebres engendré par o:

) 2 (),
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et (?) 1'homomorphisme de R-algébres engendré par To(p: le développement
Taylorien (infini) de ¢ a 1'origine :

R[[x]] =2~ RIyJl.
Soient g;,...y g € Cc”(x). si

T, Cqseees Togq €R[[x])
engendrent R[[x]], en tant que R[[y]}*module, alors Sqseees g engendrent
C™(x) en tant que C™(y)-module."

On remarque que & eét 1"unique morphisme qui rend commutatif le diagram-

me suivant

C¥(x) —2— c(y)
I
R[[x]) «—2— R[[y]l.
Je donne mainitenant le
LEMME 2, "Soit ;b1, ) q le systeme de générateurs de R [X]G, cons-
truit par le théoreme 5 du chapitre I. Considérons 1'application ’

y=vx)  y;=9K)

et a
R[[x)] «—4— R[[y]l
Il existe un nombre fini de polyndmes P1(X)-, ceey PN(X) qui engendrent
R[[x]] entant que R[[y]]-module."
[Avant de démontrer ce lemme je remarque qu'il implique ce qu'on veut :
d'apres le théoréme de préparation, les Pi(x) e C”(x) _engendrent C™(x) en tant

3
7

que C(y)-module, ot C7(y) agit sur c™x) par 0. Doric, si f(x) € ¢¥(x) on

B

peut 1'écrire :
N

f(x) = ; P, (x) g;(¢lx))
(avec gi(y) € C™y)). On remarque que gi(@(x)) € C™lx)

N
£(x) = AvE(x) = 3 7 (Av P;(x)) g;(o(x)).

G e 1
1M =¢"R[y], e.a.d.s.].

G, Donc, si f €C”(x

G
), ona:

Mais Av Pi(x) €R[x

Démonstration du lemme 2. A partir de maintenant on va utiliser les notations

du chapitre I, (3)-(4).
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Disons donc que x = (x1 yeees Xm)’
i

G=){a1=1,a2,...,ozn}.

a.

On introduit les x. J et les
' @) (o)
yi=yi(X)=(Xi1,..., Xin) (i=1,...m)

comme avant,
Soit

u:(u1,..., um)

une indéterminée.

Puisque :

m m-1 m-2 +
u, -01(u)uj | 4—02(11)uh_i — =0

On déduit,sans peine, qu'il existe une famille finie de polyndmes {Qi(u)} telle que
tout polyndme en u puisse s'écrire sous la forme :

i: Q, () T, (o(u)),
ol Ti(cr) €Rfo] donc

6,(u) = T,(o() € R[u>"

En particulier on aura :

Qqt. . +qy,
(s) u, = le Qi(U) T,(o(u)).
Par polarisation on obtient : |
Q. q q a,. 9. q
m m-1 1 ] m m-1
3t oo D =D D ()T, (olu))).
() g Py e Py g D=0 D (T T o)

m-1 i
Le membre gauche de (32¢) est égal (3 un coefficient numérique preés) a :
(@) a, (o) a,_, (@) a; a5 49, qp
oo [x =X CX .
m m-1 1

1 Xz LN} m
#¢) est une combinaison de produits de la forme :

[x -

Le membre droit de (

.

{polarisé de Qi} x {polarisé de Ti}‘
Maintenant, sans perte de généralité, on pourra supposer la chose suivante :
i) chaque Q, est homogene.
ii) T, est tel que @i(u) est homogene et

deg ©, +deg Q, = Z 9

(on utilise ici 1'homogénéité des O‘J.).



Alors nos "polarisdés de Ti” ne dépendant que de Yr ¥ . . lls seront

m_»l,oo

des polyndmes en
05(y11, ...,yij),
donc des polyndmes en zbj = zbj(x).
Les "polarisés de Qi" distincts, for‘ment‘ une famille finie de polyndmes,
dont les mondmes distincts seront, disons :
P1(X), Pz(x), ceey PN(x).
En résumé : chaque Q(x) €R[x] peut s'exprimer comme :
Qx) = ZN: P, (x) U, (¥ (x))
avec U(¥) € R[»]. 1
Si Q(x) est homogene on peut prendre les U; tels que Ui(zb(x)) soit homo-
géne en x et que : deg P; +deg Ui(zb) = deg Q. (On utilise ici le fait que les :,bi(x)

sont homogénes en x).

A partir de la, le lemme 2 résulte facilement,

3) Approximation polynomiale: Considérons maintenant la situation du début

de ce chapitre, avec un groupe de Lie compact G, opérant linéairement sur R".
On considere
fe c°°(R“)G,
1'application polynomiale du théoréme de finitude de Hilbert :
R —£, RN
et la fonction continue f1 tp R n Rn/G — R canoniquement associée a f
(f = £, 0 0.
Indépendamment du théoréme fondamental (qui nous dira que f, est la trace

1

d'une fonction C° sur Rk) on va montrer maintenant que f. peut &tre "bien appro-

1
chée" par des polyndmes. Ceci est trés court et peut-&tre pas inutile .
On commence par le :
. n . o N G ' .
LEMME 3. "Soit Gz cR uneorbitede G, f€C (R) et r>0 unentier

donné.

Il existe



P(x) € R[x]"
tel que, le r-jet de P le long de Gz soit le méme que le r-jet de f le long de
Gz."
Démonstration : soit JI‘(Rn ,R) 1'ensemble des r-jets d'applications R — R,
muni de sa projection naturelle :
J'R",R) —» R" > Gz.
On considere la restriction
™ = TTlTT_1(GZ)
et 1'application linéaire naturelle
i7:C"R) — 1%m)
(I‘O(n1) = 1'espace des sections de TT1).
Puisque le jr{ d'une fonction invariante f dépend seulement du r-jet de f
au point z, on déduit que
dimg, $7(C7R )%) < .
En appliquant le théoreme d'approximation de Weerstrass et 1'opération Av,
on déduit que jI{(R [x ]G) est un sous-espace vectoriel dense de jI{(Cw(Rn)G). Donc
FRED =FC®YS, ...
Je rappelle maintenant 1'INEGALITE DE XOIASIEWICZ (voir [8] s [16 D.
"Soit U un ouvert de Rn, f:U — R une fonction analytique et E c U
1'ensemble des zéros de f. Pour tout compact K < U, il existe des constantes C,
o, telles que, si x €K
lix)] =C d(x,E)*."
Je peux donner maintenant la :

oo G
PROPOSITION 4., "Soit u € p R" ch 3y, donné. Soit f € C (Rn) et

f1 € Co(p R™) la fonction (canoniquement attachée a f), telle que f = f1 °op.

Si N >0 est donné, il existe des constantes «, >0, et un polyndme
P =P (y) €R[y], tels que, si t € pR", d(t,u) <o alors :
£, - P()| < at,w)™ .

Démonstration : soit z € R" tel que p(z) =u. Pour un r trés grand, soit
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Q(x) €R[x ]G tel que
. Ry
iQlGz=jt|Gz (lemme 3).
D'apres Hilbert, il existe

P(y) €R[y]
telque Q=Pop.
La fonction (P - f1) o p possede un zéro d'ordre r le long de Gz.
Soit t = p(x). Ona, ( pour d(z,x) petit) :
(1t - PO = |, - P) o px)| =C, dlx,G2)"
Maintenant :
d(x,Gz) = d(x,p_1(u)).
On considere
d(p(x),u)? €R[x].
Les zéros de ce polyndme sont exactement p_1(u). Donc d'apres *.oiasiewicz @

(2) d(t,u) = d(p(x), u) >C, d(x, p‘1(u))“ =C, d(x, Gz)H.

Ici x est dans un voisinage compact de Gz et C u sont indépendantes de f, N

2’

(1) + (2) nous donnent :

|£,(t) - P(t)| <const. d(t,u)ru ,

1

et en choisissant r suffisamment grand, on finit la démonstration.

4) Le THEOREME DE PLONGEMENT. Soit X une variété c” compacte

sur laquelle un groupe de Lie compact G agit. D'apres un théoreme classique de
Palais-Mostow [11], [9], [7], [1], il existe une représentation(fidele)de G :
Ge> O(n) (n grand)

et un plongement équivariant de X dans R" :

e: X —» Rn .
(Donc e est un plongement C° et e(gx) =g e(x) pour tout x € X, g €G).

THEOREME 5. "Soit X une variété compacte, sur laquelle le groupe de

Lie compact G agit. Il existe un k (entier positif suffisamment grand) tel que,

si 1'on munit Rk de 1'action triviale de G, il existe une application équivariante

@:X — RK (elex) = olx)),
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avec la propriété que
c”x)C L cPRY
est surjective," [Heur‘istiquement parlant, ¢ induit un "plongement c®u de 1'es-
pace des orbites X/G dans Rk].
Démonstration : d'apres Palais-Mostow on peut plonger X d'une maniere
G~équivariante dans R':e: X e R" .

C'est facile a voir que

cIx)C 8- CRMC
est surjective. En effet, il suffit de prolonger € Cm(X)G 3 une fonction C° (pas
nécessairement invariante) sur Rn, ce qui est toujours possible (voir par exemple
[12]) et d'appliquer ensuite 1'opération Av.
Siop: R" — Rk est 1'application polynomiale de Hilbert (qui engendre
R [x 1%), le "théoréme fondamental” nous dit que
RN L2 c¥RY
est surjective.
Il suffit maintenant de prendre
o=poe.
Remarque. Ceci est un analogue (C®) lointain du théoréme fondamental
(algébrique) de [10].

Exercice : Soit G un groupe de Lie compact et Piooses p UN systeme de

-G . - .
générateurs de R[x] . On considére R[[x ]] 0 R{[vll.

Si G n'est pas fini, R{[x]] n'est pas nécessairement un module fini sur
1'anneau R[[y]] En particulier, les méthodes du paragraphe 2 ci-dessus ne s'éten-

dant pas aux groupes de Lie compacts quelconques.,



CHAPITRE 1II. PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES ;

RAPPELS D'ANALYSE DIFFERENTIELLE.

1) Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires. Dans ce paragra-

phe on va faire quelques rappels (sans démonstration) sur les produits tensoriels
topologiques. Pour des détails on renvoie & [5], [17].

En princips, tous les E.V.T, considérés ci-dessous seront localement conve-
xes, séparés, complets. On va utiliser les notations : L. = applications linéaires
(continues), B = applications bilinéaires (continues), ® = produit tensoriel (algébrique,
"usuel", sur les scalaires R).

Si E, F sont des espaces normés munis des (semi)-normes p, q, on définit
la semi—normé pP® q sur E ® F de la maniere suivante.

On a un diagramme commutatif canonique :

E® F % L(F¥, E)
8 ) v

L(E®,F) — BE™, F*; R)
ol ¢, ¥ sont des isométries et B(E'x', F‘*; R) désigne 1'espace des applications
bilindaires (continues) E¥ x F* —» R . La semi-norme induite sur E ® F est
par définition p ®:q . Une autre maniére de définir p ® cd est la suivante

P ® q(6) = sup|§ @n ()]

. SR ¢ 3
ol ¢ €E”, p(E)<1,n€EF" et g (n)<1.
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Si E, F sont localement convexes, on munit E ® F de 1'ensemble {p Qe q}
et en complétant, on obtient E 395 F.
Si E est complet et X est une variété c™ onaun isomorphisme canonique
c™(x, E) = C"(X) ®,E
(de méme, si X est un espace topologique localement compact CO(X,E) = C()(X)@@E E).
On a aussi
c™(x x Y) = c™(x) ®¢ cM(Y).
Ceci généralise la propriété bien connue pour les polyndmes :
R[x,y]=R[x]®R[y].
On définit aussi la semi~norme
p® q(6) = inf I~ p(x;) qly;)
ot BEEQ®F et 6= [: Xy éz)yi (crit de toutes les maniéres possibles). La topolo-
gie 7 est plus fine que la topologie ¢ . En complétant on obtient E &)17 F qui est la
solution universelle du probleme des applications bilinéaifes :
L(E 391713‘, G)=B(E, F ; G).
L'application de Kroenecker E*QF — L{(E, F) se prolonge en une application
linéaire continue :
E*& F L., LE,F).
Par définition u : E — F est nucléaire si
ucimo,
Si E et F sont des Banach u est nucléaire

&> 3 unesuite x! €E”, x| <1

k
une suite y, €F , Iy, Nl <1
une suite ) €R , N lxkl <o
telles que : u(x) =1} Xy <XJy X >y . (On remarquera que ceci implique que u
est complétement continue). (u "posséde un noyau".)
Un E,V.T. localement convexe séparé E est dit NUCLEAIRE si V semi-
norme p, 3 une semi-norme q = p, telles que 1'inclusion canonique :

B — b
q p
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soit nucléaire.

THEOREME (Grothendieck). " E est nucléaire <= VYV F localement con-
vexe séparé. On a un isomorphisme canonique :

E§ FRYE® F!

(Dans cette situation on écrira é au lieu de éﬂ ou ég . Le ® jouit de toutes les
propriétés usuelles de ®...).

La propriété d'étre nucléaire se conserve pour les sous-espaces, quotients,
produits, & , lim (sépard), }'Hn_’(dénombrable).

Exemple fondamental, Si X est une variété C° ’ C®(X) est nucléaire.

Esquisse de démonstration : soit d'abord X = S1 . Par Fourier, Ck(S1)

s'identifie a 1'espace des suites ¢ = (o) telles que :

ppcZ
k N\ Id kg
Z (1+ 1pl) o) < (suites a décroissance rapide)

pEZ
(I'expression ci-dessus sera la norme-Banach de Ck(

S1)). L'espace dual (CliS1))*
s'identifiera a 1'espace des suites a croissance lente :
{1+ Ipl)_k 0} bornée.
Je dis que 1'inclusion
Ck+2(s1) — Ck(S1),
est nucléaire (ce qui impliquera que C°°(S1) est nucléaire, puisque Ck(S1) s'iden-
).

tifie au complété de Cw(ST) pour la norme C

En effet, soit e 1la suite des o :
! p

o= 1
e ={p
oq=0 si p#£q.

On définit :

Ap= (14 P2 (donc T [x] <

k+2
)

Xl') =(1+ |p]| e (donc xl') est dans la boule unité du dual de

P
Ck+2)
yp =(1+|p \)—k e, (donc Yo est dans la boule unité de Ck). :

On vérific.que si ¢ € Ck+2 :

N Ay <X s 0>y =0 ECk, cee e
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Ensuite : C°°(S1) nucléaire = Coo((S1)n) nucléaire == C(X) nucldaire pour
X compact (car X compact se plonge dans (S1)n, donc C™(X) est un quotient
de C°°((S1)n). Pour X non-compact on peut faire des choses analogues, en travail-
lant avec la transformée de Fourier plutdt qu'avec les séries de Fourier.
Je donne ci-dessous une liste de propriétés de Q%, utiles pour la suite :

a) ® est exact & droite. C'est-a-dire que si

o
0 « E1 - EZ
est exacte, et F est nucléaire, alors :
0 — E, P28 g &F

est exacte.
b) ® donne la solution du probleme universel des applications bilinéaires
(si 1'un des facteurs est nucléaire).
c)Si X, Y sont des variétés c” , alors 1'application bilinéaire canonique
c®(X) xC(Y) — CT(XxY)
(t(x), gly)) —  f(x) gly),
induit, un isomorphisme (d'E.V.T.):
C®(X xY) = c*(x) ® c¥(y).
d) Soit X une variété C~ et F un E.V.T. séparé, complet, localement
convexe. On commence par définir la différentiabilité des applications
f:X—F

de la maniére évidente, [On veut, par exemple qu'il existe vy €F tels que:

lim {£(x) - f(xo) -3 (xi - x?) Vi} =0, e.a.d.s.].

x=x© lx-x©|

On a une inclusion naturelle :
C(X)® F — C~(X,F)
(f(x), v) — (x — £(x).v)
dont 1'image est 1'ensemble des ¢ € Coo(X,E‘) allant dans un sous-espace de dimen-
sion finie de F,.
A partir de la, on a un isomorphisme :

C®(X) ®F = CT(X,F).



30

En particulier :

c®(x, c(Y)) = ¢(X) @ CAY) = (X x Y).

e) Soit KcY un fermé et

Y 5 K) c CT(Y)
va désigner 1'ensemble des fonctions o € COO(Y) qui sont eo-plates sur K,
Alors, le point d) ci-dessus induit un isomorphisme :
CP(X, CY ; K) =CTX)®CAY ; K) = CAX XY ; X xK).
Exercices : 1) Si Uca” est un poly-disque ouvert, alors &(U) est nucléaire,
2) R[[x]] et R[x] munis de la topologie de la convergence
(simple) des coefficients sont nucléaires.
3) Si X est ouverte, Cj:oomp(x) est nucléaire,
4) H(X) est nucléaire.

I3 . . m - 0
2) Application aux espaces des fonctions C  invariantes, On va donner le

théoreme de paramétrisation suivant :

THEOREME 1. "Soit G un groupe de Lie compact et X, Y deux variétés

0o e - - - -
C .Kc Y seraunferme, On se donne une action de G sur X, les actions trivia-

lesde G sur Y et Rk et une application Coo, G-équivariante :

x 2, rK
- e ook 0 G
telle que " CRY=C X) .
Alors :
, % 9 k o0 G
a) (idxo)"C (Y xR") =C (Y xX)
b) (id x o) ™y xR¥ ; K xRK) = ¢y x X ; K xx)C .

Démonstration : la démonstration va utiliser le fait que le produit tensoriel

complété ® dans la classe des E.V.T. nucléaires jouit despropriétés suivantes
a) e) ci-dessus.,

On commence par construire le diagramme commutatif suivant :

- . A LA 3 R G id e Av A
cyY) #cRY) 2980 L My & )T ABAY Fy) & ¢cMx)

- : :

13
v

cy xR lidxo)”) CHY x X)C A ¥y x X).

<t
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I¢i 1a fleche u est construite a partir de 1'application bilinéaire canonique :
c™(y) x <:°°(><)G —> CY x x)G

en utilisant la propriété universelle de ® .

Av est sur‘jectivé aux niveaux Y xX et X. En particulier, il en résulte
que id t;b Av est surjective.

A partir du carré commutatif droit on déduit que u est surjectif,
0" est surjectif par hypothese : donc id ® o'x' est surjectif. Il en résulte
que (id x 0)” est surjectif, ce qui prouve a).

Pour prouver b) on proceéde d'une maniére analogue, mais a partir du
diagramme commutatif suivant :

™y ; K) & R idd” “Y;K) &C

®
|~ Ju
G
s K x RY) {dx o)} o (Y xX ; KxX)~ 2V cMyxX; KxX).

G 1 ~ oc A oc
“x)” SARAY iy k) & CT(x)

c™y x rR¥

On laisse au lecteur le soin de finir la démonstration.

3) Rappels sur le théoréme d'extension de Whitney, On va considérer R"

. . n
muni des coordonnees x = (x1 gecey xn) et un compact KcR .

Un jet de Whitney d'ordre m sur K, est par définition la donnée d'une

collection de fonctions continues f = (fa) sur K, indexées par les multi-indices
o= (oz1,..., an) tels que || = y=m (o €(0, 1,2, ced) )e
i
Jm(K) sera l'espace de Banach des jets de Whitney muni de la norme :
Y _ o

loe|<m
x €K

On va considérer aussi JOO(K) 3f= {fa} (tous les a), qui sera un espace de

Fréchet, muni de la collection de toutes les semi-normes |

I

On a une application naturelle (le jet d'ordre m le long de K):
(})n J": "R — JNK).
Pour a €K, f€J T(K) on définit le polyndme taylorien :

1) =\¥m (l"%)_ *a@)  x erY.
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Ici k= (k1, ..., k) est un multi-indice et :
n
k k.
—a)¥ = - i 1T )
(x-a)" = Il (x; = a,)) b, k1= T(k 1)
On définit ainsi le reste Taylorien :
Rt =f-J™(1rl 1) e K.
a a

En détail, si |k| <m, ona:

k k —a)? (x
RPD) ) = 0 -7 Al (),
| . | ¢|<m- k|
Pour m < on définit C"(K) « JM(K) ("les fonctions (jets) de classe C™ de

Whitney sur K ") par la condition suivante :

V lkl<m etV ¢>0, 3 §>0 telque,

< &

si X,y €K, x#£y et |x-y|<s.
Par définition :
lim C™(K) = C”(K) cJ°(K).
am _
Je rappelle maintenant le THEOREME D'EXTENSION DE WHITNEY :
" Pour m< e, f €CT(K), il existe F € C™(R") tel que JUF = £."
Pour la démonstration je renvoie & [8], [16], [3], [12].
Pour C™(K) (m <) on définit la norme || ll, Par:

) IRY DK (y) |
= Fon * VB g 1

X#
|k [<m
On peut montrer facilement que Cc™(K) est complet pour || ”m (voir, par
exemple [127). Mais comme | Im et || ||, ne sontpas, en général, équivalentes,

Cm(K) n'est pas nécessairement complet pour |

|y
Remarque : pour m <e on peut completer 1'énoncé du théoreme d'extension
de Whitney de la maniere suivante :
M1 existe un opérateur linéaire continu
E : C™K) — c™R"

(pour C™(K) muni de la topologie || I, et C™R") muni de la topologie C™), tel
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que, si e c™(K) alors :
JUE K =1."
Exercices : 1) ¢™(K) n'est pas complet pour la topologic | lm'

2) Pour m = o 1'analoguc de la remarque ci-dessus est faux.

PROPOSITION (Whitney), "Supposons que :

a) K est connexe par arcs rectifiables,
b) La distance euclidienne et la distance géodésique sur K sont équivalentes.

(Untel K sera dit 1-régulier),

Dans ces conditions, les normes | lm et || Il de c™(K) sont équivalentes,
En particulier, si K est 1-régulier, C™(K) est complet pour | [_." (Voir aussi

B3, [16].

Démonstration : Soit £ € C™(K) et F € c™(R") telle que J™F =f. Pour

x €K,y eR" et |k|<m on considere :
e(y) = D(F - 1) ()
qui est une fonction de C™~ lk‘(Rn),(m - |k l}-plate en x. Si, en plus y € K on voit
que
() gly) = (R';f)k ).
Remarquons, enfin, que si y €K, |¢| =m - |k|
pfaly) = £ 4y) - £ 4.
Du simple fait que g est de classe CT, on voit que, si x et y sont joints
par un chemin rectifiable T :

2y - g0 =Cln) 1) syn. D% g(@)].
| e]=1

Ceci est une conséquence immdédiate du théoreme des accroissements finis.
Sienplus p=>1 esttel que g soit (p-t)-plate en x, on peut itérer 1'iné-
galité qu'on vient d'écrire, et on trouve :

\g(y)isq(n,p) ir|P b, ID? g(z)].

|el=p

En prenant x, y € K, &(x,y) = la distance géodésique entre x et y (dans K} et
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p=m- |k| ona donc:

(o) [ely) | = Cyn, m-{k}]) 50, y)" " SUéD 4z) - 141 .

| ¢]=m
Puisque K est supposé 1-régulier, on trouve

G 9|
T,—m:ﬂﬂ_ < const, |f ‘m

x-y |
ce qui finit la démonstration.

On peut considérer maintenant des fermés L < R" et définir

™) = tim ¢™(K). c™(L) est complet pour la topologie définie par les semi-normes

RcL

K compact

Il ||K (K compact, KcL).

m

Tout ceci peut se globaliser facilement.



35

CHAPITRE IV. DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL..

Soit G un groupe de Lie compact opérant orthogonalement sur R" JX.

Soit Pseees f UN systeme de générateurs homogenes, de degré >0, de l'algebre

polynomiale R [x ]G . On veut montrer que

0<— CRMC <L cRY)
est exacte, [Ceci va impliquer, automatiquement, que pour un systeme de générateurs
quelconques Oqreees Op la fldche correspondante, o% est surjective, aussi ].
Soit d; = deg p; . On va considérer, aussi, la sphere-unité
Sn—1 —R"
et, par définition : o = p|s" .
On dira que 1'action G — 0(n) satisfait 4 I"THYPOTHESE (H) si 1'ensemble
des points fixes est réduit a o € R" .
Fix(G) = (o).
On va décomposer la démonstration en étapes :
@ LEMME 1. "Considérons 1'application C°° (des "coordonnées polaires') :

3 [0, xs 1 5 RN

e

Ry

définie par 3(t,0) =1t 6 .
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On considere 1'"homomorphisme induit :
¥

CTR, x sl 2 MRD).
Alors : a) " est injectif.
b) Ona:

& [ o)

8" CR" ; {0}) = C°°(R+ x s~

atls

Vioxs™

Démonstration : a) est une conséquence immédiate de la surjectivité de & .

On remarque ensuite que

n 6—]

R -0 ———— (o, <>°)><Sn_1

est bien définie (et C%) ot que, par .dé'finition, si
R" 5x = a(t, 6),

alors : x| =t.

.
1 Y

Pour une carte locale : R ' 3 U, ——r g1

, on considere 1'application

évidente : 1 1 1
él = (ldalbl )0 $

n-1
3((0, ) x 3, R™) 5 x
( (t,ui) sont les "vraies" coordonndes polaires de x).
Je dis, qu'on peut recouvrir Sn"1 avec un nombre fini de cartes locales

! est un ouvert borné, telles que, pour chaque

$,4(), ..., ¥,(D), ol D cRrR™
multi-indice « , il existe des Ca y Aa>0’ tels que, pour |x| assez petit, on
ait :
(1) |D¥ @;1(x){sCa\x}-Aa .
[Pour la démonstration il suffit de regarder des formules explicites de
passage des "coordonnées polaires" ou "coordonndes cartésiennes". |
On démontre maintenant le point b), L'inclusion
R 5 to) e TR, xs™ 5 0 xs™)
est évidente, Il faut prouver o,
Soit maintenant
fECoo(rQ+xSn— s 0XS

Si o est un multi-indice quelconque, pour tout n >0 1il existe une cons-

tante B = B(a,n), telle que :
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(2) D% £(t, u)| <B {1
(pour t suffisamment petit).
On veut montrer que la fonction c” fo @4 , définie sur R"-0 s'étend
a une fonction Coo sur Rn, - platte en 0. Il suffit de montrer que, pour tout «:
lim  |D%fo ¢,_1(x)\=0 .
Ix|—o

Si x est dans le domaine de définition de @{1 , on peut exprimer
D%fo d>_1(x) = D%fo @E} (x) comme somme de termes de la forme
DP(lxl,u) DY 57 0y = w0,
En utilisant (1) et (2) on voit bien que ce terme tend vers 0 quand
x| — 0, q.e.d. |
A partir du lemme 1 et de sa démonstration on déduit tout de suite le :

LEMME 2. "Soit G un groupe de Lie (compact) agissant orthogonalement

1

n e . . . n- . .
sur R . En considérant 1'action induite sur S et l'action triviale sur R

‘on a une action de G sur R X gh-1 .

Considérons aussi 1'action canonique du groupe cyclique d'ordre 2

n—1) n—1)

Z/2 x(RxS —s (RXxS

olt 1'élément non-trivial de Z/2 agit par :

(t, 6) "L’ (—t, —6).

On remarque que si g €G :

Aglt, 8) = Alt, g(0) = (-t, -g(8)) = (-t, (- 6)) = g(-t, -6) = gA (t, 6).

A partir de A etde G on fabrique donc une action de (2/2) XG sur R X Sn—1 .

Soit 3:RxS™V — R définie comme le ¢ du lemme 1, par :

8(t, 6) = t 6 . Si 1'on considere 1'action triviale de Z/2 sur Rn, 3 est

G x (z/2)-équivariante ; en particulier, on a un homomorphisme :

_1.Gx(z/2 3 G
c¥R xs™ Y z/2) & cRrRYHT .

Alors : a) & est injective.

b)Ona:

- -1.2/2
crR x s" ! s o x 8" 1) = Cc”R" ; {0})
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- -1.Gx(Z 3¢
et : cR x s" 1;o><Sn h X(//2)= 5 C(R"; {o})G."

(2) On considere 1'espace euclidien

k+1 k
R =R XR 9(tyyp---,yk)

k+1

et les deux applications c® de R en lui-méme :

A d di
(ty ¥peves ¥y) == (6, (D) Ty, (1) Ty

B ,2 41 di
(t! y1’~~~y yk) "—_’(t ,t y1"--yt ‘yk)'

A (qu'il ne faut pas confondre avec le A ci-dessus) est une involution et définit

donc une nouvelle action :

7/2 xR, RiHT

La sous-variété

oka - Rk+1

est Z/2-invariante (c'est-a-dire qu'elle est A-invariante),

LEMME 3. "Considérons les deux sous-algébres :
B*C R xR" ; {o1), CR xR¥ ; 0 x R® 212 (R x RY).
Ona:
B¥C™R xR ; {0}) [Rxp (") = CRxR ; 0 «RKZ/? R xp (S

n-1

[Si 68 est le point courant de S (6 = vecteur de longueur 1 de Rn), ona:

R x p(8"7") = ((t, p,(6),- .., B (BN}
On a aussi
Alt, p1(8), <y (80 = (b, (1) T, (8), .o, (1) Mo (8) = (ct, p,(-8), .., (D).

Donc, le sous-ensemble:

R x po(s”"1) c R xR¥

est A-invariant. En plus, le diagramme suivant est commutatif :

n-1 A

RXS — A o Rrxsg™!
l (id: po) (id, .00)
RxRSRxp (")) ——2—s  Rxp (8",

o A(t,8) = (-t, ~6), comme dans le lemme 2. ]

Démonstration. Soit
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K
Bty ¥yseens ¥)) € CT(R x RY).

Par définition : (8% 2 4 dy o
ar définition : (B"f) (t, Yireeos yk)zf(t s by et yk). Si f est
s«a-platte en o, Bt est «-platte en 0 X Rk, donc :
B¥C®(R xR ; {0)) R xR¥ ; 0 xRY).
Dtautre part
* -1 2 4 d 2
(B'f|R Xpo(Sn ))(t,p08)=f(t ,t p1(6),...,t kpk(e))=f(t ,p1(t 6)y eeus pk(t 6))
(puisque Py est un polyndme homogéne de degré di)‘
Donc :
')\L —1 Y& eg .
(B flRXpo(Sn ))(t,poe) = f(tz,p(c}(t, 9))) = (par définition) = g(t, 6).
Je dis que la restriction B™f IR x pOSn—1 est A-invariante. En effet @
% -1 -
B T[Rxp S NA(t, 0 0) = g(Alt,6) = g(-t,~6) = €%, pla(-t,-0))) =
= 1(t*, p(a(t,0) = B*t|Rxp 8"") (t, p6).

K ; O X Rk) est préservé par A%, on déduit que

1

Comme, d'autre part, C*(RxR

k

n-1 . )
d'une fonction C sur R xR,

B f|R x p 8" est larestrictionad Rxp s"”

o= platte sur o X Rk et A-invariante.
En d'autres termes, on a montré la moitié < de 1'égalité qu'on veut prouver,
On va montrer maintenant que :

Kk k)Z/

) 1
C(RxR ;0xR

2 - 3t -
IR ><,:>OSrl cBC”(R x Rk ; {O}|R x pOSn 1 .

Soit A un cube k-dimensionel de Rk contenant pOSn_1 dans son
intérieur, et :
K= [-1,1j><AcR><Rk .
Je dis que le compact
L = B(K) cR x R¥
est 1-régulier. En effet, si t' >t" et
(tr,y"), (t",y") €L
alors les segments [(t',y'), (t',y")] et [(t',y"), (t",y")] sont completement

contenues dans L . (voir la fipure ci-apres)



40

Donc ¢
dist((t',y"), (t",y")) < dist. géod. ((t',y"),({t",y")) < |t'=t" |+ |y'-y" |
< 2 dist((t',y"), ", y")).

Soit maintenant

hec®R xRX : o xRNZ/2 |

Le lecteur remarquera que, "formellement" :
s o1 -d/2
B™h(t /2: t / .Y) = h(tyy):
ce qui conduit aux considérations suivantes :

Pour ¢ >0, t>=0 on définit :

dy./2

y1""9(t+6) .Yk)-

1 -dq/2
H (ty, Yi5.00s ¥,) = h((t+¢) /2,(t+e) 1
e 1 k
On peut faire les remarques suivantes :

a) pour t >0, He est une fonction Coo dans le demi-plan t >0 de Rka_,

en particulier sur L. En considérant 1'application ‘“}w :C (R — C°°(L)

on peut définir la fonction (ou jet ) c” de Whitney :
TV He €CT(L).
b) Puisque L est 1-régulier, l'espace CM(L) est complet pour la topolo-

IL

gie des semi-normes habituelles |... Im = |

c) Pour ¢ — 0 la famille {He} converge dans la topologie des semi-
L

normes habituelles |...

.

[En effet, considérons 1'application :
B
R xRX —5 5 R xRK
+ +

définie par :
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(t,yl, ceey yk) — ((t+e)1/2,‘ (t+e)-d1/2 Yir veveees ).

Si (t,y) 3L donc (t,y)= (7'2, ‘rdz) (avec 0<T1<1, z €4), alors :

2 /2
Bé(t,)’)= ((r° +¢) / ’ (—13—‘:?172—2)

+
et comme
Td
0< < 1
(12+¢) /2

on en ddéduit que Be(L’) est contenu dans un compact P de R X Rk, indépendant

de ¢.

k

D'auire part h € COO(R XR"; 0X Rk) veut dire que pour tout compact Pch

et tout multi-indice o ona:

VN, 3C = C(P,a) telle que ]Dah(t,y)l gCtN .

D'autre part, par définition :
1/2 -d/>
H, (t,y) = h(8,(t,y) = h((tre) /2, (te) 7 2y).
La quantité su D% (H

(t,y)EL A
(1) pour t >8>0 par une somme de termes de la forme :

(t,y) - Hu(t,y))l est majorde :

. . y Y -
(quantité bornée) x|D BA(t,Y) D Bu(t,y)\ o) — 0 0,

(2) pour 0 <t<$& par une somme de termes de la forme :
(t ,s;)pep ID% h(t,y)| x (quantité bornée par un polyndme en t—1).
O<t<6
Ceci,(vu la décroissance de D% plus rapide que tout tI\S, tend vers 0
quand & — O,
A partir de toutes ces considérations la démonstration est facile. ]
d) D'apreés b) et c), la "suite" de jets C° de Whitney {’}wHE} est

w -
(L). Il existe donc un

convergente dans la topologie ||...] (ou |...]) de C
H= {H% eC™(L)
tel que :

o0
lim H, =H
c .
¢ —*0}
D'apres le théoreme d'extension de Whitney, H est la trace sur L. d'une

fonction C°° globale sur R X Rk, qu'on va désigner, par abus de notation par la

méme lettre H. En particulier, la fonction continue HO ¢ CO(L) s'étend a la
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fonction C sur R , H, Manifestcement

H € cR x R", {o}).
Remarque. Les considérations qu'on vient de faire montrent, en fait,
la proposition suivante :
.. €CTR"

LEMME 3.1."Soit K cR" un compact 1-régulier et f_, f

177 72"

une suite de fonctions telles que pour tout multi-indice « la suite D% filK converge
uniformément .
Alors la fonction continue ¢ : K — R définie par ¢ = lim ‘fi 1K s'étend
N . o0 n
a une fonction C de R ."
e) On remarque que 1'application :

-dq/2 -d,/2
(t1/2,t vV K/

(t,y1y-'-7yk) > y1’°--’t yk)

induit un difféomorphisme :

B

(t,y) EL-0 — (0,11xacK,

inverse de :
B
(t,y) EL -0 «——— (0,1]xA.
Ona:
HIL-0=net'/2, £2) = n(s_t,v)
H(o) =0.
Puisque B*h(ﬁo(t,y)) = h on en déduit que
B¥H[(0,1]x 4 =h1(0,1) x 4,
donc, par continuité :
B H[[0,17xa=h[[0,1]xA.
En particulier
B*H|[0,1] x po(s”"T) =h|[0,1] x po(s“‘1).
Mais h est A-invariante par hypothése et B*H R x po(Sn_1) est, comme
on 1'a déja vu, A-invariante.
Donc, vu que A([0,1] % pO(Sn_1)) _ [-1,0] x pO(Sn_1), on a aussi :
(2¢) B*H|[-1,1] X po(s”") =h|[-1,1] % po(s"’1).

D'autre part comme B est non-singuliere en dchors de 0 x Rk, on peut
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modifier H de telle maniere qu'elle soit «-platte en o et que (3¢) devienne :
BHIR x o (5" ) =hRxp (") q.e.q.
@ On dira que le groupe de Lie (compact) G' est "plus petit que G si:
a) ou bien dim G' <dim G.

b) ou bien dim G' = dim G mais G' a moins de composantes connexes que

G.

On écrira G' <G.

On va supposer dans ce numéro @ que les deux hypotheses suivantes sont
vérifiées :

I. HYPOTHESE D'INDUCTION : Le groupe de Lie compact G est
tel que, pour tout G' <G (et toute action orthogonale de G') le théoréme fondamen-
tal est vrai.

II. L'action orthogonale de G considérdée, satisfait a I'HYPOTHESE
(H) : Fix(G) = (o).

LEMME Clef 4, "Avec les deux hypdth‘eses ci-dessus, on a:

p* CR" - (0)) = ™R {o))C.

En particulier :
p¥ CP(RY) = s C
Avant de donner la démonstration, remarquons le
COROLLAIRE 5. "Dans les mémes conditions que ci-dessus, on a :

a) (id x po)"" c®®R xR¥ ; 0 x R¥) n-T)G
Sn_1)G><(Z /2) P

~crRxs™ ! o0xs
b) (id x po)* C¥R x RK ;0% Rk)Z/2 = CT(R x gh-1 : 0 X
[On considere ici 1'action triviale de G sur R ; le groupe cyclique

Z/2 agit par A sur R x Sn_1 et par A sur R X Rk. L'application id x [ est

Z /2-équivariante. ]

Démonstration du corollaire 5. Le point a) résulte tout de suite de la derniére

ligne du lemme 4 et du théoréme 1 (point b) du chapitre II.

_ Soit maintenant

_ -1.Gx(z/2)
ceCRxs™ 1 0xs™h )
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D'apres a) il existe un
b € CCR xR ; 0 xRY)
tel que
o= ({dxp )",
Puisque ¢ est A-invariant , on peut écrire :

3%

Ho+R"0) = 3((d x g )% + A1 x p ) ¥) =

©

(id x ) [3( + A% 9)1.

Ceci montre que :

s Z/2
cﬁdxgg*cﬁRkauaka /2

- ~1.G
CR x s" 1;O><Sn 1) x(z/2)

Ltinclusion inverse est immédiate. a

Démonstration du lemme 4. On a déja remarqué que la décomposition d'un

polynme G-invariant en composantes homogenes nous fournit automatiquement des
polyndmes G-invariants homogenes,
‘G \ 1 7
Donc R[x]~ possede une structure naturelle d'anneau gradué :

G "G N
R[x] =3 R[x]; , ob

i>0

R[x]iG = {I'ensemble des polyndmes G-invariants homogenes de degré i}.
D'une maniere analogue
G_ TT iy G
R[Ex1% = 1T RIx
égalité dont 1'interprétation explicite est laissée au lecteur,

On introduira les notations :

RS- 33 RET]

i=1

G TT G
R[[X]]+— i21R[in'
LEMME 4.1, "Soit Prroees P €ER [x ]G un systeme de générateurs homo-

geénes de 1'algébre R[x ]G. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) Piseoes Oy est une R-base de 1'espace vectoriel :
-G G2
RBJ+ARBJQ .

b) Il n'y a pas de relations polynomiales du type :

pj=P(p1y--°’ Z)J g0y pk)'



Un systeme satisfaisant a a) - b) existe toujours, et est dit minimal "

Démonstiration. On va supposer que

12) = deg piZdeg o -

Une relation non~triviale :

_ o
pj—g.kipﬁz Hy P
17£)
(avec N €R, p, €R, o un multi-indice avec || =2) implique
«Gy2
0; = % A o (mod (R[x D)%),
Donc a) = b).
Soit, maintenant
k G2
: )jpiz 0 (mod(R[x_j+) )
1
une relation non-triviale et io le plus petit indice tel que Aio £0.

. -G
Au niveau de R([x ], on aura, donc :

() piO:Z ijj+2 Xapa

j>i aES
o
ol S = {I'ensemble des multi-indices a avec |a| =2} et Hir Xy € R. L.'égalité
(s) est encore vraie quand on la restreint aux termes homogénes de degré d1 . Alors,
o

elle devient :

(64
(s %) pi0=:‘ /-‘J' pJ + Z Xg P
J=lo o
d.=d;
j 1o

ou cette fois-¢i |a]| =2 et ) o;d; =d; . Donc p; n'apparaft pas au membre droit
[o) O
de (4,

Donc b) == a).

LEMME 4.2, (Comparer & Glaeser [47). " Soient UcR", VcR" deux
ouverts et C(U) (CT(V)) les algtbres respectives des fonctions C, munies de
la topologie c” compacte-ouverte.

On se donne f € C*(U,V), qui induit :

o0 f'x'

CT(U) e— (V).
Soit
il

c™V) < cTU)
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1'adhérence de 1'image de £,

Pour tout

oef'c®(V) et ac€uU
il existe € C(V) tel que :
— £ "
T 0= fa(Tf(a) b
[ f, est le morphisme induit par f :
£ .-
R[[x-a]] «2— R[[y-f(a)]]

et Ta<p est le développement Taylorien de ¢ au point a. Dans un langage plus

terre-a-terre , ceci veut dire qu'on peut retrouver notre Taq) a partir de

Tyt = ) < Gt o 1(a)
o

ol
en remplacgant

-a)B
yi-fi(a) par I%;;O (XTQ'._ pP f.(a). ]

Démonstration. On considere les morphismes d'E.V.T. fréchetiques :

a e 00(

T
R[[x-a]] «2 C%(U) ~—— c®V),

et les inclusions :

T (% cHWV)) T, (% CV)) Ta(f* c®w)) .

Pour prouver que

Ta(f*c°°(v)) = Ta(f"“ c*v))

(affirmation qui contient la conclusion de notre lemme) ; il suffit de montrer que :
Ta(f*Coo(V)) est fermé dans R[[x-a]].

Par dualité, ceci équivaut a montrer que :

t(T f*)
Image(R [[x—a}]' ——2 > (distribution de V & support compact }) est fermée.

Mais R[[x—a}]' n'est rien d'autre que 1'espace des distributions de support a
et Image R[[x—a:j]' sera contenu dans les distribufions de support f(a). Les
distributions de support f(a) ce sont les combinaisons linéaires de la fonction de
Dirac 6f(a) et de ses dérivées ; tout sous-espace vectoriel de cet espace est
automatiquement fermé. En particulier ce sera le cas pour notre

Hr, o ) R[[x-a]]'  ce qui finit la démonstration. o
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Revenons maintenant aux conditions du lemme 4, Soit p € R" - 0 et Gpc G
le groupe d'isotropie de p. D'aprés 1thypothése I)ona: Gp <G,
L'orbite Gp cR" est une sous-variété compacte de codimension q >0, Soit
terd L RU>x
une injection linéaire, telle que p + L RY soit orthogonale a la variété Gp (au
point p). L'application
x =p + L(t)
induit une structure euclidienne sur R et une action orthogonale

slice

G xRY rRY .

p

Soit O seess O UN systeme minimal de générateurs homogenes de 1'algébre
R[t ]Gp .

Soit ScRY~p+L R le disque :

S={p+L({), |t|<¢} (¢ >0 petit).

Par 1'action slice, Gp agit sur S,

On remarque que GS < R" estun voisinage tubulaire équivariant de Gp .
On a un G-difféomorphisme

Gxg S —= > GS

p
qui envoit le point [g,t] du produit tordu G prS sur gt € GS.

Soit »:S & GS llinclusion canonique. C'est facile a voir que ) in-
duit un isomorphisme canonique (d'algébres)
G ~ G
c”Gs)” ——— C%(s) DJ .
Al

oient p. (0.) les germes en p des restrictions des (7. ).
S'tpl(l)l d trict d pl(l)

¥

LEMME 4.3, "Il existe des germes de fonctions c”: Bj(z], ceey zk) tels que

Uj=Bj(p1 gesoy Pl{ )n"

Démonstration. On commence par remarquer que les polyndmes

w () = p,(p + L) ERTE] -

) tels que :

sont Gp .invar‘iantso Il existe donc des polyn8mes Ai(Z1, ceny ZS

(1) #i=pi(p)+Ai(c1,,..,o ).

S



En particulier :
p; = py(P)+ Ay (@reens O).
Considérons maintenant les fleches successives
S—2A,.GS W R" L, R¥
[le germe de po) en p estnoire p.]

GS est un compact de Rn, donc toute fonction dans C°°(G S) peut &tre approchée

par un polynéme ; vu que GS est aussi invariant, on déduit que

o
g

cas) - RxJ°1GS) = 0" R[y]IGS .

On en déduit que

G RYRRYY
c*(s) P = \F o RN .

w0 Gp .
Donc, pour tout m€S, ¢ €C (S) 5, il existe
¢ ER[[ZV'”’ Zk]j
telle que, dans R[[t-m )] on ait :
T_n(pz ®(Tﬂﬂ1 - #1('”)’ veey Tﬂuk - ka(ﬂ'))c

En appliquant ceci pour n=p, ¢=0.,0na:

J
@ o=y - Py e - 1 P))
(égalité dans R[[t]]).
Ecrivons
éi(z) = Li(z) + (termes de degré =2).

homogene de degré 1
En combinant (1) et (2) on trouve :
Gp2
(3) Li(A1(o),..., Alo)) -0, €RIL],)
Soit ] la R-algébre (triviale) :
- 2
R=R[Z ..., Z,/{Z°).
Puisque Oqreeer O est un systeme minimal, la correspondance o; —> Zi induit
un isomorphisme d'algebres :
G Gn . 2
TP =P ~
R[t1TP/R[tT,) A .
Donc (3) se lit comme une égalité dans A

(4) Li(A(Z)ye.., AEZ) =2, .
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Ceci implique
2
(5) Li(A(Z),..., A2)) =2, + O(z"),
égalité dans R[Z ]. Il en résulte que la matrice jacobienne de A posséde la propriété

que
{matrice jac. de ¢}x {matrice jac. de A}= id(R®).

C -

kK s, s
LR,R®) L(R>,

) « — )

Ky

Donc par le théoreme des fonctions implicites, on peut résoudre

p - p(p) = Alo)
pour trouver
o = B(p).
P |
On peut démontrer maintenant notre lemme 4,
s G
Soit donc § € CR"-0)% et peRM-0.0na Ay ecs) P et par

1'hypothése d'induction I, )[X-zj) dépend d'une maniere c” des o} |S.
En utilisant le lemme 4,3, on voit qu'il existe un voisinage G-invariant de
p dans R™ocR": Up , un voisinage p(p) € Vp c Rk -0 et % € C°°(Vp) tels que

p(Up) <V, et

P ey =dlU .

Clairement p(Up) est un ouvert de 1'espace des orbites p(R") c RS ; on
peut donc supposer que Vp N ,o(Rn) = pUp . Avec les Up (Vp) on peut faire un
recouvrement localement fini de R" - o (pRn - 0). Soit {hp} une partition c”
de 1 sur pRn - 0, subordonnée a {V p}. {p*hp} est une partition de 1 sur
R" - 0, G-invariante, subordonnée a {Up},

On vérifie que
o P hp <pp) =¥ ce qui finit la démonstration,
@ Sur R" on considere la fonction
2
r(x) = |x|°.
Ceci est un polyndme O(n)-invariant, donc G-invariant. D'aprés Hilbert,

il existe donc un polyndme :

Wy) ER[y] (y € RK)



50

tel que r(x) = P(p(x)).

LEMME 6, "Le diagramme suivant est commutatif :

R

n-1
R xS r R X
$ (r,p) R

(id x po) /

Démonstration. On vérifie, par exemple, que :

(v, p)o8(t, 6) = (r, (¢, 6) = (t2, o, (t6), ..., o (t6)
1 Py

d d
= (1%, t 10y (0), ..., t X o (6)) = B, p.(6),
et ainsi de suite.

LEMME 7. "Si G agit orthogonalement sur R" de telle facon que les
hypothéses I)- II) du point (3) sont satisfaites, alors :
3 k G
P  CTR"; 0}) =C”(R" ; {0})

Démonstration. On commence par remarquer que :

(¥, id)* C”R x RK : {0}) = c°°(Rk; {o}).

[En effet dans R x Rk on considere la sous-variété graphe P cR x Rk , qui
R ~

graphe

passe par 1'origine, puisque :
o = r(o) = y(p(0)) = (o).

On peut identifier la fleche (y,id)* avec la restriction
CR x Rk) — C(R x Rk) |graphe 3 ,

et il s'agit d'étendre une fonction C°°, - platte en o, sur graphe y, en une
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fonction Coo, - platte en o, sur R X Rk ; je laisse les détails au lecteur ).

En se référant au diagramme commutatif précédent, on a :

3 G - -1Gx(Z/2)
FCRT 5 (1S —cTRxs™ ! oxshOXE2

(lemme 2) . (corr.5)+(lemme 3)
= (id x po)* B¥ C®RxR"; {0}) = &7o(r, o) CC(Rx R¥ ; o}) =
\——-"\’———J
(lemme 6)

3

= 5% 6% (,10)* C*(R*RK ; o})

C®(R¥ ; o).

ots

¢

Vuque § estinjectif, on a q.e.d.
@ DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL., Soit G groupe
de Lie compact agissant orthogonalement sur Rn. D'apres le chapitre OI pour prou-

ver le théoreme fondamental pour G, il suffit de le prouver dans le cas ol 1'action

n'a pas de points fixes autres de o

[En effet si G est une action orthogonale quelconque on a un sous-espace
vectoriel Fix G cR" et G agit orthogonalement, sans points fixes sur le complé-
mentaire orthogonal :

V = (Fix Q) R,

Donc 1'action de G sur R" est:

(I'action de G sur V) x (I'action triviale sur Fix G).

Soit v -2+ RY 1'application de Hilbert pour 1'action de G sur V.

On peut prendre comme application de Hilbert pour 1'action de G sur Rn :

FixGxVv —LP=1X0  piygxr? |
R" RK

Supposons que 1'on sache démontrer que
t 0o G

o CRY = ).

Le théoreme du chapitre III implique alors que :

S G -
(id x o) C(Fix G xRY = CR") . ]

D'apres la remarque précédente et en appliquant une induction sur les
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groupes G' <G, on peut donc supposer que les hypotheses I, II sont satisfaites.
Soit £ € C(R™". On voit que
T L€ R[[x]]G.
D'apres la version formelle de la théor‘ie. de Hilbert donnée au chapitre I,
il existe
Wy) €R[[y]]
tel que T f = p(d).
D'aprés le théoreme d'Emil Borel, il existe ¥(y) € C™{y), tel que T ¥ = Azb .

Ona:

f-p°pecR™; 101,

En appliquant le lemme 7 on a
i- g ep CTRE; (o)),

ce qui finit la démonstration.

@ UN COMPLEMENT : le lemme 7 ci-dessus est vrai sans aucune hypothese :

PROPOSITION 8. "Soit G un groupe de Lie compact agissant orthogonalement

n ..
sur R, Alors :

A ) o0 G
p C R ; t0}) = C¥R" ; {o}) W

Démonstration. On sait déja que

RIA G
pFCU(RY) = c*RY .
Toute fonction C°°, G-équivariante sur la sphere unité Sn_1 c Rn, s'étend en une

fonction C G-équivariante de R" (il suffit de 1'étendre d'une maniére quelconque

et d'appliquer 1'opérateur Av).
Donc 1'égalité

% ook
)

p.C (R

n-1,G
o )

=C™(s
est vraie (sans les restrictions du lemme 4), A partir de Ia le corollaire 5) est vrai
sans aucune restriction,

Comme les points @ et @ sont vrais sans aucune hypothese supplémentaire on

peut utiliser sans aucune modification le raisonnement de @ pour aboutir a la conclu-

sion cherchée.
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APPENDICE. Les résultats de D. Luna [6].

Luna considere un groupe de Lie quelconque G et une représentation com-
pletement réductible G — GL(n,R). Dans ce cas, 1'application y = p(x) ne sé-

pare plus nécessairement les orbites, mais on regarde ses fibres. On a :

THEOREME A. p*Coo(Rk) = {l'ensemble des applications Cw, R" — R ,

constantes sur les fibres de R}.

. W nG . n k
THEOREME B, Si £ €C (R") , il existe unouvert pR  cUcCR" et

g €CU) telle que p'g =t.

L'analogue analytique-complexe du théorcme B est vrai, aussi, et, dans
ce cas, g est partout définie.

Les démonstrations utilisent les techniques exposées ci-dessus, mais, en
plus, et d'une facon essentielle, la description des opérations lindaires des grou-
'pes réductifs, obtenue avant, par Luna dans deux articles.:

Slices étales. Bull. Soc. Math, France Mem. 33 (1973) pp. 81-105.

Sur certaines opérations différentiables des groupes de Lie (& paraftre).
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