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« 1. Introduction et définitions.

Dans sa th&se [12], CG. Lion &tudie les familles ré&sol-
vantes (VA)A>0 sur un espace compact X , telles que AVA 1=1.,
Il a eu 1'idée, pour cela, d'introduire la frontiére de Choquet de

v, [e(x)] .
En fait, un grand nonmbre des résultats qu'il obtient ne

l'espace H

dépendent pas de la famille résolvante elle-m@me, et s'interprétent
beaucoup plus naturellement au moyen de ce que l'on peut appeler un
"opérateur de Lion"., Ce point de vue permet d'introduire et d'utiliser
les simplexes de Choquet, et de préciser les résultats de Lion. Il

met aussi en &vidence le lien entre la théorie de Lion et certains
"projecteurs boréliens" dans C(X) . Enfin, il d&bouche naturelle=
ment sur 1l'&tude d'une classe particulidre de simplexes, générali-

sant l'é€tude faite par Alfsen dans [2}, des simplexes métrisables.
Notations.,

Si X est un espace compact, on notera :



- C(X) 1l'espace des fonctions réelles continues sur X .

- ®Bor(X) 1'espace des fonctions réelles bornées boréliennes sur X .
- B(X) 1l'espace des fonctions réelles bornées boréliennes de Baire,
c'estmd-dire le plus petit espace de fonctions réelles bornées sur

X , contenant C(X) , et stable par limites simples de suites.

- M+(X) (resp. M;(X)) l'ensemble des mesures de Radon >0 sur X

(resp. de masse 1),

DEFINITION 1. Soit X wun espace compact, et soit H un sous=

espace de C(X), séparant, contenant les constantes. On appelle H=-

opérateur de Lion sur X une application linéaire positive :

L : ¢(x) -e‘[RX

telle que :
(a) L(f) = £ VYfeH
(b) L vérifie la "condition de Lion" : Il existe un sous=-espace

dense de C(X) , V , tel que V¥V f=V J M0 et {fn}c H tels que
fe < et 1im £ (x) = L(f)(x) .
T >t n

8i V = C(X) , on dira que L est un H-opérateur de Lion fort.

Exemples fondamentaux,

1) Soit (VA)A>0 une famille résolvante sur X (c'est=&=

dire une fanmille d‘'opérateurs v, oo C(X) -— C(X) 1linéaires positifs

vérifiant v, - vu = (u=x) vxv]J Y x,u>0) , telle que ¥ A>0 AV, 1= 1.

On suppose que l'espace VX[C(X)] (indépendant de A ) sépare X .
AlorsAG. Lion a montré que VY fecC(X) , %igmﬂkvxf(x) existe

¥ xeX . Soit f(x) cette limite. Si on pose L(f) = f et

H = VA[C(X)} , l'opérateur L est un He-opérateur de Lion fort

(V £« Cc(X) , on pose £ o=nV £, et M=|| £])

2) Soit (Pt)t>o un semi-groupe fortement continu d'opéra=~

teurs markoviens positifs sur X , espace compact métrisable, et




supposons que H , l'espace fermé& engendré par {J PtIC(X)] ’
t >0
sépare X . Alors G. Lion a montré (cf. [12]) que VY feC(X) et

Vv xeX , lim P, f(x) existe. Soit L(f)(x) cette limite,

Alors L est un Heopérateur de Lion fort sur X .

3) Scit L wun projecteur continu positif de C(X) sur
un scus~-espace fermé H de C(X) , séparant, contenant les cons-
tantes.

Alors L est un Heopérateur de Lion fort sur X .

2. Deux lemmes sur les ensembles ordonnés,

LEMME 2. Soit E un ensemble ordonné, semi-réticulé supérieu-
rement {on note sup(x,y) 1a borne supérieure de x et ¥y ). Soit
F  un sous-ensemble de E . S§'il existe un projecteur croissant L
de E sur F , alors F est semi-reticule suvérieurement pour

1*ordre induit, et si =x.vebF

x Vy = LiSup(x,y)] .
¥

Posons u = L[Sup(x,y)]eF , pour x et yeF . usx et ¥y .
Soit zeF , z»x et y . Donc z2>Sup(x,y) .« Done 2z = L(z) =
L{Sup(x,y)] = u , et on a bien u=xV y

CeQeFeD.

LEMME 3. Soit ¢ un groupe ordonné&, réticulé, muni d'une
"notion de convergence","séparée™, compatible avec l'ordre, et telle
que l'application (x,y) - Sup(x,y) soit "continue".

Soit G' wun sous-groupe "ferme" de G tel que, si x,¥ =G
alors Sup(x,y)le G' .

Soit L : G' e« G wune application additive, telle que
L(0) = 0 , positive et "continue". '

So0it enfin T un sous-ensemble de G' , stable par somnme,
semi=réticuld supérieurement, tel que L(I)cCG' , L{x}z>x Vxel ,
et L(y) =y VYyeL(r).

Alors H = "L({r-T)" (c'est-d-dire le plus petit sous-ensem-

ble de G contenant L(I'=I') et stable par la notion de convergence)



est invariant par L , réticule pour l'ordre induit, et si x,ye H :

x Vy = L{sup(x,y)]
i ¢

La démonstration se fait en plusieurs points 3 si AcG , on notera
Q{A) 1l'ensemble des "limites", pour la notion de convergence, 4'éelé=-
nents de A

Pour tout ordinal o , on d&finit A= Q[g?g AS} par
récurrence, en posant A= A {(J A_ est "l'adhérence" "A" de

g»o O
A pour la notion de convergence utilisée.

1. L{T'eT) est ponctuellement invariant par L .

Posons L(TI=l') = A , invariant par L . Puisgue I est
continu, on voit gue A, » et, par récurrence, AL Y a0 , est
invariant., Donc A est invariant par L .

2. 8i f,gel(rT) , £V g , borne supérieure de f et g

—

dans A , existe, et c'est L[Sup(f,s)]

Soient £ = L(¢) s g8 = L(y) , ¢ et ¢ T . Soit
a = Sup(é,p)el + L{u)»f et g , et L{welL(l)ch .

Soit hel , hyf et g . f=L{¢)s¢ o, et g = L{YP) sy ,
done h»¢ et § , donc hzu . Done h = L{h) >L(u) . Donec
L{v) = £ V g dans 2 .

Soit v = L[Sup(f,g)] £3¢ 4 83% , done Sup(f,g)l>u ,
done +vpL{u) . D'autre part, £ V g» Sup(f,g) , donc

-

i

fr v g] = n{L(w)] = n(u) = £V gxLsup(t,e)] = v .

Done L(u) = v

3. 8i u, velL(r-r) = A , u Vv existe dans & , et
ctest L[Sup(u,v)]

Soient u = f=f' , v = geg'e L(r=-r) , £, f'y, 2 et g'e
L{r) .
Soit w = (f+g') V (g+f?) - (£'+g') , qui existe d'apres 2.



On a wyu et v , bien sfir. Boit hyu et v

h+f'+gty f+g' et g+f' , donc h+f'+gty (f+g*)

hyw o

Done w=uV v gui existe.
D'autre part, (f+g') V (g+rf') = L[Sup{(f+g'),(g+f')}] d'aprés 2.
Done w = L[Sup{(f+g°),(g+f')} - (£'4g')] car L(f') = £' et
L(g") = g' .

i

Done w = L[Sup{(fuf'),(g-g’)}} = L[Sup(u,v)]

A4, 8i u,veld , uV vy existe dans 4L , et c'est
L[sup(u,v)] .

Montrons, par récurrence sur o , que u V v existe dans
A Yu, v de L« Clest vrai pour o=0 d'aprds 3.
Supposons que ce soit vrai V B<a , et soient u , ved .
Soient (ui},(vi) c %f Bg s uy => u, v, — v ., Alors
Sup(ui,vi) —  Sup u?v) , done L[Sup(ui,vi)] — L[sup(u,v)] = w ,
clest-a~dire u, Vv, -+ w , Donc wru et v , et el .
Soit heldA , hpu et v . Alors hz Sup(u,v) , et
h = L(h) »L[Suplu,v)] = w .
Done w=uVyvs= L{Sup(u,v)].. La récurrence est donc
démontrée, et le lemme en résulte
CeBQaFoDs
REMARQUE 4, a) En fait, en regardant de plus prés la démons=
tration, on staperc¢oit que si u , vwsAa , u Vv dans A est en
fait dans Aa , c'est=dwdire gue chaque Au st un sous-ensemble
réticulé de 1 .
b) Bien entendu, si la "notion de convergence"
correspond & une topologie, la démonstration se simplifie.
Nous appliquerons ce lemme & des espaces de fonctions
bornées 3 la notion de convergence sers, soit la convergence unifornme,

soit la convergence simple de suites bornées,

3. Opérateurs de Lion et projecteurs.

Nous allons voir gue le 3éme exemple fondamental est
presque le plus général, pour Heopérateur de Lion L sur lfespace

compact X .



LEMME 5, L envoie en fait C(X) dens (X) , et, pour la
norme uniforme, L est continu de norme 1 .
Pour tout =xeX , 1l'applieation f - L(f)}{(x) (fec(x)) ,

est une mesure positive de masse 1 , gue l'on notera LI

i
]

LEMME 6. H = {feC(X)|L(f) = £} .

Soit A

H
i

{fec(X)|L(r)

Soit une nesure nulle sur H , et soit fe A .

£} . A est fermé, donc AoH .

Soit {gn}pCZV > 8y —> f wuniformément. Alors, d'aprés

-

le lemme 5 , L(gp) ~—> L(f) uniformément. Donc u{L(gp)] w%»u[L(f)]

or, ¥p , J (P} cH et Mo> 0 tels que ﬂhﬁﬁsmp et

L(gp)(x) = 1in n¥®(x) . Donec, d'aprds le théordme de Lebesgue,
n->+w
u[L(g Y] = 1im p(n®) . Donc, puisque u est nulle sur H ,
. P n -4 n
uLL(gD)} = 0 , Donc u[L{£)] = 0 . or f = L(f) . Done w(f) = 0 .

Done u est nulle sur &8 .
Donec Acﬁ .

CaQ F,D.

DEFINITION 7. On obtient une extension naturelle de L 32
®or(X) en posant, ¢ fe®or(Xx) :

L(£)(x) = u(£)

L est encore linéaire, positif, de norme 1, & valeur dans l'espace

des fonctions bornées,

DEFINITION 8. On appelle H 1'adhérence, pour la norme

uniforme, de l¥espace
c(x) + Lc(x)]
9%« B(X), d'aprés le lemme 5 .

PROPOSITION 9, La restriction de L & M e
continu positif de H dgaqa ¥ , tel que L(1) =1 , e

st un_ vrojecteur
5 va

vérifiant



L(x) = L{c(x)]>&

De plus, les asgertions suivantes sont &quivalentes

(a) L{w) =8 ; (b) %=c(x); (c) LlcX)]cc(x) 3 (&) 1L est
un projecteur continu positif de C(X) sur H .

8i = L(¢)eL(V) , L{£)(x) = u (£) = v [1im £.] , ot
n->r+
(£ Yeu , £ flem , £, —> £ = L(¢) simplement.

Donc L{(f){x) = lim px(fn) = 1im fn(x) = L{¢)(x) = £(x) .
n n

Done L oL =1L gur V , Or L oL et L envoient C(X) dans
l'espace des fonctions bornées, et sont continues pour la norme
uniforme.
Done L o L=p sur V=C(X) . Denc L[c(x)+L[c(x)]] = n[c(x)]>% ,
et L est un projecteur de C(X)+L[C(X)] sur L[c(x)].
Done L(®)cL[C(X)]eT,8i L est 1'identité sur L[c(x)] , i1l
l'est sur L[C(X)] s donnc L est un projecteur de IR sur
L(x) = L[c(X)]>H .

L'équivalence des assertions (a), (b), (e}, (&) est alors
évidente.,

CeQeFuD,

REMARQUE 10,

a) En fait, l'espace K est formé de fonctions de 2éme
classe de Baire, puisque si f+L(g)<EC(X)+L[C(X)] , on peut écrire

f+L(g) = lim.uniforme [f+L(gp)} s &

eV 3 d'otu :
p*&-{-oo g

D

£+L(g) = lim.uniforme [lim.simple (f+h¥)] , nPen .
P>t T no+w n n

Enfin, X = C(X) + L[c(X)] , donc fe3 m>3¢q<.: c(x) + Lfc(x)]
telles que
f = lim,uniforme ¢ _ .
gq>to a
b) On peut montrer aisément que LIB(X)c B(X) , en utili=-

sant la continuité de L pour le passage 4 la limite simple de



suites born€es. Mais on verra plus loin (§.7) que I est un pro-

Jecteur de ® dans ® , dans un cas plus général.

c) Il est clair que & est le plus petit espace de fconcw-
tions bornées contenant C(X) , fermé pour la norme uniforme, et sur
lequel L est un projecteur. Lorsque 3 = C(X) , on est dans la si-
tuation du 3é8me exemple fondamental.

Citons, dans le méme ordre d'idée, le résultat suivant :

PROPOSITION 11. Soit X un espace compact, et H un sous=-

espace séparant de C(X) , fermé, contenant les constantes. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(@) I1 existe un projecteur continu positif L (unigque)
de C€(X) sur H .,

(B) H est réticulé pour son ordre propre.

(o) ==y (g) : c'est une applicaticn immédiete du lemmer®., L est

it

glors unique, car si fl"" fne H , L[Sup(fl,... fn)]
TiVsees VE s et l'ensemble des Sup(fl,... fn) est total dans C(X).

(B) == (@) : si H est réticulé, on peut résoudre le
probléme de Dirichlet sur la frontiére de Silov S(H) de X (ef. [ 4])

Ve eglsm] , 3 h¢ unique dans H qui prolonge ¢ , et ¢ «&-h¢

est lineeire, positive et continue. 8i faC(X) .

est le projecteur cherché.
C.Q.F.D.
La question se pose alors naturellement de savoir si, dans
le cas d'un li-opérateur de Lion L sur X , 1l'espace
L(®) = L[c(X)] est réticulé pour son ordre propre. La réponse est

affirmative

THEOREME 12. Si L est un H-opérateur de Lion sur 1l'espace X .

l'espace L [C(X)]
f, gelL(3) , £V g = L{sup(f,g)] .
L(x)

L(®) est rétidule pour son ordre propre, et si




On ne peut appliquer le lemme 2, car on ne sait si I est
réticulé. On va donc utiliser le lemme 3. G sera 1l'espace des
fonctions bornées, G' sera ®(X) , ol l'on prendra l'ordre naturel.

On pose T = {feC(X)|f<L(f)} . I est un sous=cdne
convexe fermé de C(X) , semi-réticulé supérieurement, et T >H ,

Donc T est séparant, et f—i—?“=c(x) . On utilise la convergence
uniforme pour appliguer le lemme 3,

On obtient : L(T-T) est réticulé, avee f V g = L[Sup(f,g)l_

Mais L[l-T]cL(F-T)cL[c(x)] , aone

L(r=-r) = L{c(X)] = L(x)
C.Q.F.D,

REMARQUE 13,

a) Il résulte du théordme 12 que L(3) est un M~-espace
de Kalkutani pour son ordre naturel et la norme uniforme, donc que

(u,v) =+ u V v est continue pour cette norme (cf. [9],[10],[15]).

b) L'espace L[C(X)] 1lui-méme n'est pas en général réti

culé.

4, Représentation simpliciale d'un opérateur de Lion.

Dégageons les propriétés du cdne T introduit dans la

démonstration du théorédme 12

LEMME 14, Soit T = {fe&C(X)|f=<L(f)} . T est un sous-cdne

convexe fermé de C{X) , semiwréticulé supérieurement.

H=rTN(=~T) , et W=T =T est dense dans C(X) .

DEFINITION 15. Si u et veM (X) , on pose par définition

B4y &=> ulf)cv(f) VYrer

LEMME 16.
} +
a) La relation u<dv est un ordre sur M (X) .

b) u<v => u et v ont méme nasse, et colncident sur H ,
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c) YxeX , 8, 4

a) uiv => Y fec(x) , w[L(£)] = v[L(£)]

a), b) et ¢) sont évidents (car W est dense dans C(X)) .
d) soit feV , et soit {f }cH , M>0 , tels que ]IntIéM et
L(£)(x) = 1im £_(x) .

n n

w[L(£)] = lim w(f ) = lim v(£f ) = v[L(£)] (srdce & b)),
n n

Soit maintenant feC(X) , et {gn}c:V » 8, —> f unifor=
mément, Alors L(gn) —> L(f) uniformément. En passant & la limite,
on obtient done w[p(e)] = v[u(e)] .

C.Q.F.D,

DEFINITION 17. Pour toute fe C(X) , on pose

Ay = {xeX|f(x) = L{£)(x)} . A, est un borélien.

PROPOSITION 18,

a) Liordre u<v sur M+(X) est inductif vers le haut.

Toute mesure est majorée pour <4 par une mesure maximale,
b) u est maximale &= V fec(X) , w(f) = u[n(£)]} .

c) U est maximale = Vfel , u est portée par Af .

+ . . . .
a) 4 pel (X) , il existe une seule mesure naximale majo-

rant u¥ pour « .

e) ¥ xeX , la mesure maximale majorant 6x est u x °

a), b) et ¢) se démontrent classiquement en utilisant le lemme 16,

la compacité vague de MI(X) , et la densité de W (cf. [5},[6}) .

d) Soit eM+(X) , et soit Vv une mesure maximale majorant u .
si fec(x) , v(f£) = u[L(£)] ataprds v) et v[L(£)] = u[L(£)]
d'apreés le lemme 16, Donc Vv(f) = u[L(f)] est uniquement déterminee

par u , et Vv est done unique.

e) 8i w= 6 , la mesure maximale v majorant u est définie par

X
v(f) = w[n(e)] = n(e)(x) = w () + v=u_

C,QoFoDo



REMARQUE 19,

voir qu'on a aussi

A .

par £

COROLLAIRE 20,

En utilisant la densité de

b est maximale &> Y feC(X) ,

Soit e l'ensemble des mesures maximales,

11

W 5, il est facile de

¥ est portee

oW¥s

est un sous=cOne convexe de

+ e \
M (X) , héréditaire & gauche, stable

par intégration.

DEFINITION 21. Si xe X , on pose

+ .
Moo= {u20fu tues b= {peM(X)| VrierT
On pose E(I') = fX(EX,MX =
PROPOSITION 22, E(r) # ¢ . E(r) =
O v
E(Tr) est la frontidre de Silov de T .

feT

M {u>0]u v 8.}

y B(f) =1(x)}

{Sxﬁ . C'est la fronti&re de Choquet de .T,

O a,

C'est 14 un résultat classique (cf.[6], [1L])

Ea&

PROPOSITION 23. Soient et H?
topologique de -}f, T et met
duel de celui de H ,

Soit &6 1l'application x =
soit Y = EB[G(X)] l'enveloppe convexe
o(H',H) . Alors :

a) H'W =87, et T =07 .77
b) Y est un convexe compact pour

formée des formes linéaires continues sur

De plus, €(Y)e 8(X) (ou &(Y)
de Y).
¢) E s'identifie, pour l'ordre et
l'espace A(Y) des fonctions affines continues sur

les duaux algeébrigue et

leurs cOnes positifs pour lfordre

- +
H' , et

pour

de X dans

§(X)

§
e
fermée de

— — . -~ — +
o(H',H) , base du cBne H'

H , positives, de norme 1,

est l'ensemble des points extrémaux

la norme (isométrie), &

Y .

a) résulte de théorémes classiques sur les espaces normés ordonnés

([20],[r6]).

b) et ¢) sont aussi classiques (ecf.[6],[10],[15],[16]).
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THEOREME 24, Soit L un H-opérateur de Lion sur X . Alors

l'espace H , muni de la norme uniforme et de son ordre naturel, est

un espace simplicial, c'est-d-dire que les propriétés suivantes,

dfailleurs équivalentes, sont vérifiées

a) H <vérifie le lemme de Riesz.

b) H' est réticuléd.

¢} Y est un simplexe.

On connait 1'équivalence de ces propriétés (cf. [6],[7],
81, xel).
Démontrons b) :

- Soiv fef't . 1leH , done C(X) = H + C+(X) . D'aprés un
théoréme de prolongement, il existe une mesure u >0 qui prolonge 2
a C(x) .

- Soit feV , Soit {f }eH , f —- L(f) sinplement, nfn[}s-M.

p[L(£)] = 1inm u(fn) = lim ﬁ(fn) . Done, ¥ feV , lim Q(fn) existe
n n n
pour toute suite {fﬂ} donnée par la condition de Lion, et toutes

les limites relatives aux différentes suites {fn} sont égales 4
u[L(f)] . Mais comme ceci est vrail pour toute mesure U prolongeant
£ , il en résulte que pour toutes ces mesures yu , w|L{f)] a népe

valéur.
~ Or, parnmi ces mesures u , 1l en existe au moins une maximale,

v ., Mais elle vérifie alors v(f) = V[L(f)] YfeV . Donc, il existe
une seule mesure maximale Vo prolongeant & , et elle est definie
sur V 9vpar vﬁ(f) = lim z(fn) pour toute suite {fn} donnée par

n
1s condition de Lion.

- Lfapplication ainsi définie :

est évidemment linéaire, bijective, et croissante, de par la forme
méme de v, sur V.

Or < , scus=cdne convexe héréditaire & gauche de M+(X) .
est réticulé., Donc, A'Y est réticuléd.

(1'idée de cette démonstration se trouve en fait dans [12])

C.Q.F.D,
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DEFINITION 25, ©Nous appellerons E(H) 1la frontidre de Choguet

convexe

de H (cf.[hj), et £  le plus petit cBne fermé senmi-réticulé
supérieurement de C(X) , ccntenant H . g <l , ﬁof\(—éé) =H ,
to - 50 = C(X) . Pour toutes 1y, VéLM+(X) s On pose u¥ vV si

b4 fe:@g , u(f)s v(£) .

LEMME 26,

a) Soit 8 1'ensemble des fonctions convexes continues sur Y .
Alors *&O s'identifie, par § , & l'ensemble des traces sur &(X)

des fonctions de S .

b) La relation pu44v est la restriction a M [8(X)] de
1'ordre de Choquet sur M (Y) (ef.[6]).

c) E(H) est non vide, et S[E(H)] = &(Y) .

+ . . .
d) ©Pour toute ueM (X) , il existe une mesure maximale v et

une seule qul majore u pour ¢ .

8i xeX , on notera v la mesure maximale pour << majorant GX .

La démonstration est classique (cf.[4],[6],[16]), en uti~
lisant la proposition 23 et le théordme 24, et en remarquant gqu'on =&
1'é€gslité

€, = (fec(x)| Ve>0 Jh ,e.h e H telles que fySup(h;,...h )2f-¢)

L'introduction de E(H) permet d'énoncer le corollaire

suivant au théoréme 24

COROLLAIRE 27. Soit K wun compact inclus dans E(H) , et
¢ eC(K) , Osésl . Alors il existe heH telle gque Oshgl et h=¢

sur K .

Ceci résulte facilement du théordme d'Edwards ([713,[16]) appliqué au

simplexe Y .

REMARQUE 28. Bien entendu, fo FT , et 4 # 4% (il suffit de
regarder le cas cu X = [Q,l] , et L défini par
L(f)(x) = x£(1)+(1-x)£(0)) .
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Nous allons comparer les mesures Uy et v associées
X

& un point x

LEMME 29, Soit ¢ g, + Pour tout xeX , posons

a{x) = Inf y(x) ;3 Db(x) = Sup vi¢)
Y veM*(X)
Ye H \J=6x sur H
alors a{x) = vp(x) = \)X(¢)

Ce lemme est classique, une fois traduit en termes de

convexe compact dans H' (e£.[6]).

Y

PROPOSITION 30, Pour tout xeX , My x
Soit ¢ , et soit V>4 , bEeH . ux(cb) = L(¢)(x) .

a) ¢ = L{y)>L(¢) . Done Inf ¢(x)3z L{¢)(x) YxeX .

v2d
Ye H
8) D'autre part, scit v telle que v = Sx sur H , \).sM+(X) .
Alors d'aprés le théoréme de Lebesgue, v = 6, sur L{V) , donc

v =26 sur L{c(%)] (continuité de L).
Donc, si ¢ef T , v[L{¢)] = L(¢)(x)
Mais L(é)p¢ . Dome L{¢){x)x2v(e) .
Donc L(¢)(x)2> Sup v(s)
v=6x sur H
v) En comparant a) et 8), il vient, par le lemme 29
Vx(¢) = a(x) %ux(M = L(¢)(x)2b(x) = vx(¢) . Done u_ = v sur &_ .
Comne ZO - & est dense dans c(x) , My = V.
C.Q.F.D,

COROLLAIRE 31. E(H) = E(r)

En effet, xeB(r) (= 6, = u, &= 6§, = v, & x<E(H) .

Nous allons maintenant donner la représentstion simpliciale dfun

opérateur de Lion. Pour cela, nous avons besoin d'une définition.
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DEFINITION 32. Soit Y wun simplexe, et, Y x «¥ , soit v, 1la

mesure maximale de barycentre x . Soit A(Y) 1l'espace des fonctions
affines continues sur Y .

Pour toute fe C(Y) , on pose :
P(£)(x) = v (f)
On dira que Y est un simplexe de Lion (resp. un simplexe de Lion
fort) si P est un A(Y)-opérateur de Lion (resp. un A{Y)~opérateur

de Lion fort).

REMARQUE 33, On sait que pour tout simplexe Y , et toute

f=C(Y) , la fonction P(f) est affine borélienne, limite uniforme
de différences de deux fonctions affines semi-continues supérieure-

ment (cf.[6]). Ce fait sera exploité au §.6.

Voici alors le théoréme de représentation simpliciale.

THEOREME 34. La donnée d'un H-opérateur de Lion L sur un

espace compact X est €quivalente 4 la donnée d'un somplexe de Lion
Y .

Plus précisément, X , H et L &tant donnés, Y est le

simplexe defini dans l'étnoncé de lz proposition 23, Si L est un

Heopérateur de Lion fort, Y est un simplexe de Lion fort,.

Nous avons Jjuste & démontrer que le simplexe Y de la
proposition 23 est de Lion. Pour simplifier les notations, on consi=-
dérera X comme un sous-ensemble de Y .,

Soit v, = {f<sC(Y)'f|X¢EV} . I1 est facile de voir que
V, est dense dans c(y) .

Soit feV, , et soit g = flyeV .

Soient {h }eH<A(Y) , et M>0 , tels que ﬂhnnsm , et, ¥ x&X :
hn(x)-+ Lig(x)) = ux(g) = vx(g) . v, est portée par X , donc

vx(g) = vx(f) , done h —~——* P(f)iX = L(g) simplement sur X . Or
les h_ = sont affines continues sur Y , donc "vérifient le calcul

barycentrique", et il en est de méme de P(f) , d'aprds le remarque

33 (cf.[67) .
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Soit ye&Y , quelcongue., P(£f)(y) = v [P(f)] « Or v est

portée par X , et, sur X , P(f) = lim h ~, avec thné M . D'aprés
n
le théoréme de Lebesgue, on a donc

P(f)(y) = vy[P(f)] = l;m vy(hn) = lgm hn(y) .
Donec h ~ — P(f) simplement sur tout Y , et {n flsu .

Y est donc un simolexe de Lion, et L et P sont reliés par

P(f) = L(f V rec(y) .

[x)

De plus, si V = C(X) , v, = ¢c(Y) . Donec si L est un

He-opérateur de Lion fort, Y est un simplexe de Lion fort.

CDQOF.DO
Le simplexe associ& & un H~opérateur de Lion L va nous

permettre de caractériser le cas ol L envoie C(X) dans C(X) .

THEOREME 35, Soit L wun He-opérateur de Lion sur X . Les

assertions suivantes sont €guivalentes

(a) x — U est vaguement continue,

(v) nlc(x)]ec(x) .

(c) H est réticulé pour son ordre propre.

(a) L est un projecteur sur H .

(e) E(H) est fermeée.

(£f) Pour toute feC[E(H)] , J hel telle que h=f sur E(H)

(g) Y est un simplexe de Bauer.

(a) & (v) : x — B, aguement continue &= YfeC(X) ,
X et ux(f) = L(f)(x) continue
> L[c(X)]ec c(x) .

(p) & (4) : c'est la proposition 9.
(d) == (c) : c'est le lemme 2 (ou la proposition 11).

(e¢) == (&) : il suffit de montrer que L[C(X)]C:H . Soit fé le

—



7

cOne formé des enveloppes supérieures d'un nombre fini de fonections
de H . éé - 5% = C(X) . Donc il suffit de montrer gue L(ﬁé)<:ﬁ .
Soit ¢ = Sup(f

l””fn)egé . D'aprés le lemme 29 (car é(‘)c‘&o) :
L{(¢) = Inf¥ = InfW¥ ., Comme H est réticulé, cette dernidre fonc-
U2 V29
Vel Vel

tion est fl'Vfg V...\/fn , qui appartient & H . Donc L(¢) eH .

(c) ¢&==> (e) ¢ (f) ¢=y (8) : c'est un résultat de Baner sur les
simplexes (cf. [hj,[161) R
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 36. Soit (P un semi-groupe markovien forte=

t)t>o

ment continu d'opérateurs positifs sur un espace compact métrisable

X , tel que H , l'espace fermé engendré par \J Pt[C(X)j , Sépare
t>0

X . Soit, YV fecC(x)

p £ = 1lim P_T
e t >0 t

Alors Po envoie C(X) dans C(X) si et seulement si l'espace

est réticule pour son ordre propre, et alors, si f, g <H :

T g = lim Pt[SUP(f,g)] = PO[SuP(f’g)J .

v
H t=c

- 5. Deux exemples juportants de simplexes de Lion.

Un simplexe de Lion est donc un simplexe X , muni d'un
espace dense V de C(X) , tel que ¥ feVE\{fn}c A(X) telle
que :
1° Pour tout x , lim fn(x) = ux(f) (ot W, est la mesure

n
maximale de barycentre x)

2° Il existe M >0 tel que, ¥un , {f ffsu .

(en fait, 2° résulte de 1° d'aprés un résultat de Choquet : cf,
lemme 48).
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THEOREME 37.

a) Tout simplexe métrisable est un simplexe de Lion.

b) Un simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est

un K_ (réunion dénombrable de compacts) est un simplexe de Lion
fort.

a) En effet, V f g8 , cbne des fonctions convexes continues,
la fonction L(f) : x = ux(f) est affine semi-continue supé=-
rieurement. D'aprds un théoréme de Mokobodzki ([13]), 3 {gn}¢;A(X),
la suite {gn} étant décroissante, telle que gn(x)s Lif)(x) ¥ x ,

et Inf g = L{f) (on peut se ramener & une suite parce gque X
n
est métrisable).

On peut done vérifier la condition de Lion pour le sous-
espace dense de C(X) : V=8 - 8
b) On suppose que ¥(X) = K, » an , compacts.,

nxl
Soit feC(X) . D'aprds le theordme a'Edwards ([7]) ,

¥ nlh e A(X) telle que “hnjysﬂfwg= M, et hnix = T
n

Soit xe X . B, est portée par & (X) (cf[6]) . Posons
v, = 13 .
0 Pour toute feC(X) , ux(f) l;m vn(f)

K L3
n

1]

Px,Kn

it

v, ()
pose que X est plongé dans l'espace A(X)' , dual de A(X)) .

v (h.) =h (x ) o x est la résultante de (on sup=-
n' n n'“n n n

‘hn(xn-x),g Muxn-x”A(X)‘ = M §2§(X§h(xn-X)! = M f;ﬁSll(ux~vn)(h)}
I f<1
< M”ux-ule“ = u o [8(x)~x ] .
n

Or ux[ﬁ(x)\Kn] —> 0 quand n —>+» , D
Done hn(xn) - hn(x) —> 0 , Comme hn(xn) = vn(f) —_ ux(f) , on

en déduit que

L(f)(x) = ux(f) = lim hn(x) .
? CeQeFoeDo
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COROLLAIRE 38,

a) Tout simplexe de Bauer X (c'est-d~dire avec & (X)

fermé) est un simplexe de Lion fort,

b) Tout simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est

dénombrable est un simplexe de Lion fort.

REMARQUE 39. Il existe des simplexes non métrisables dont

l'ensemble des points extrémaux est un K, mnon fermé,

Exemple. Soit J = [O,l]I , I non dénombrable, soit E = M(J) ,
et X, = MI(J) s simplexe de Bauer non métrisable.
Soit H = {fe:C([O,l])lfi £{(t) at = £(1)} . H est isomorphe &
l'espace des fonctions affines continues sur un simplexe X2
X, = {tei'| 230 et |2l =1rer" , &(x,) S [0,1] est un
K, . B' S (neu(fo,1])|u({1}) = 0} .

Dans E xH'xR , soit X = co[(Xl’<{O} = {0}) U({0} * X, x{l})]
Alors X est un simplexe non métrisable, et &(X) —% JU[0,1[,

est un K non fermé,

R A

Opérateurs simpliciaux et simplexes.

Nous allons généraliser la notion d4'opérateur de Lion,
pour &tudier quelques propriétés des simplexes gquelcongues, en

introduisant les "opérateurs simpliciaux". Nous restreindrons

ensuite notre étude aux "opérateurs analytiques", dont les opérateurs

de Lion sont, en apparence, un cas particulier {(bien gqu'en fait il

n'en soit rien : c¢f. corollaire 64),
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DEFINITION L4O. Soit X un espace conpact, et soit H un

sous~espace de C(X) , séparant, contenant les constantes,

On appellera YH(X) le sous-espace de Gor(X) formé des
fonctions f qui "vérifient la calcul barycentrigue modulo H" ,
c'est=-a~-dire telles que :

Vi, veM (X) : {u=v sur H} =3 {u(f) = v(£)}

On appellera H-opérateur simplicial sur X une application linéaire
positive

L : C(X) — yH(x)

telle que, VY feH , L(f) = £ .,
si & est un sous=-espace de YH(X) , stable par limites
simples de suites bornées, on dira que L est subordonné & & si

L[c(x)] €& . Alors, nécessairement D DH ,

Nous gardons les mé&mes notations :

3= C(X)+L[C(X)] , T = {feC(X)|f=L(f)} , udv &= u(f) < v(f)
+ g - L
Vel (u,veM (X)) , ¥ = co[8{(x)] , E(8) = frontiére de Choquet de
B o, p définie par ux(f) = L(f)(x) .
Nous allons résumer en un énoncé les propriétés des opé-
rateurs de Lion qui s'étendent aux opérateurs simpliciaux, et nous

indiquerons seulement les démonstrations qui sont changées.

THEOREME L41. Soit L wun H-opérateur simplicial sur X , subor-

donné a D ,
a) H = {feC(X)|L(f) = £}
b) L'espace L[C(X)] est réticulé pour son ordre propre, et

inveriant par L 3 si f, gelfc(x)] , £V g = L(Sup(f,g)] . L in-
duit un projecteur de IJ¢ sur L[C(X)J .

c) B est un espace simplicial (c'est~d-dire vérifie le lemme

de Riesz).
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d) ¥ = co[6{X)] est un simplexe.

e) Les assertions suivantes sont éguivalentes :

1. H est réticuld ; 2, LLC(X)}f:C(X) 5 3. L est un projecteur

continu positif sur H 3 L, x o= o est vaguement continue

3

5 ¥ est un simplexe de Bauer ; 6. E(H) est fermée 3 T. Pour toute
feC[E(H)] ,3ned telle gue h=f sur E(H) .

£) L®)cD ; BT, <D,

L'esprit des démonstrations est analogue & celui des Gémons-—
trations des paragraphes precédents. Démontrons, par exemple, a), c)
et f).
a) A = {f|]L(f) = f}>H . Soit u une mesure nulle sur H . Alors,
g » donc sur & . Soit fe A . L(f)e D, donc
uIL(f)] = 0 , Comme L(f) = £ , W(f) = 0 . Donc ¥ est nulle sur A ,
et AcH .

¥ est nulle sur ¥y

2 - Y osed +
c) Démontrons simplement que V 2 eq" . £

unique, telle que &(f) = pg(f)kffe}{.

. maximale pour o

Soient deux mesures u, v , coincidant avee £ sur H . Alors

U=V sur YH(X) , donec sur & , Donc on peut dé&finir £ sur D par

{£) = u(f) Yu coincidant avec & sur H , et £ ne dépend gue de
% . Soit alors u maximale coIncidant avee & sur H , et soit

rec(x) . u(s) = w[n(e)] = ¢[L(£)] , ne dépend que de ¢  (car L(f)
e D) .,

£f) L(®)c P se démontre par récurrence transfinie, de fagon évidente,
4 partir de 1l'inclusion LfC(X)]c:g) et de la Ycontinuité" de L
pour la convergence simple de suites bornées (qui résulte du théoréme
de Lebesgue),
Soit alors x<X . W, = Sx sur H , donc uy = Gx sur YH(X)
Done L(f) = ¢ V¥ feyy , done 7 fe®n Yyq o
Donc
® Nvg = L(GSQYH)CL(@:)C,@.
C.Q.F.D.,

si & est un ensemble de fonctions bornées sur X , on
notera Q(%) 1l'ensemble des limites simples de suites bornées de

fonctions de & .
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DEFINITION L2, On pose B, = C(X) , et, pour tout ordinal ¢ ,
el W B, .

B<a
C'est l'espace des fonctions bornées de classe o de Baire, On a

® = J;g Bu . On pose de méme Lo = L[C(X)] , et, Ya , La = Qletﬁ LB]'

Alors < = J;é La est 1e plus petit ensemble de fonctions contenant

on définit par récurrence transfinie B, wpar Bu

L[C(X)] et stable par limites simples de suites bornées.

THEOREME 43, Soit I wun opérateur H-simplicial sur X . Alors
il est subordonné & £ , et L(®) et ®0 Yy sont inclus dans £,

Pour toute fe<€, L(f) = f . De plus, &£ est réticulé pour son ordre

propre, et chague L, , @0 , est un sous-espace réticulé de ¢ .

Enfin, si f,ge¥, f %vg = L[Sup(f,g)] .

La seule chose & démontrer est que £ et les L, sont

réticulés,

¥ est "l'adh&rence", pour la notion de convergence simple de
suites bornées, de L(TI=Tl') . Donc < est réticulé d'aprés le lemme
3, et si f,g sont dans &£ , £V g = L[Sup(f,eg)] . L, est réticulé
d'aprés le th8oréme k4l,b). Enfin, si on remplace L, par L(r-r) ,
L, est le méme VY a3l . Donc chaque L, est un sous-espace réticulé
de &£ , d'aprds la remarque k.

C.Q.¥.D.,
On peut se poser le probléme de savoir si la donnée de 1'espace

H ne détermine pas complétement un opérateur Hesimplicial qui lui

serait &ventuellement associ&., La réponse est affirmpative :

PROPOSITION L4k, Soit H un sous-espace séparant de C(X) ,

contenant les constantes. Alors il existe au plus un opérateur
H=simplicial I associé.

3

En effet, soit ‘ié le cdne des enveloppes supérieures d'un
nombre fini de fonctions de H . Si L est un H-opérateur simplicial,

alors on a, pour ¢ = Sup(f fn)KEH :

1,00.

L{¢) = Inf h

helH (cf, lemme 29)
h>¢
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Donec L(¢) est parfaitement déterminée par H .
Comme ﬁé est total, L est unigue.
CeQaF.D,
A un opérateur simplicial L on a associ&, par le theoréme
41, d), un simplexe Y tel que H == A(Y) . Nous allons voir inver-
sement, qu'd un simplexe on peut associer canoniquement un opérateur
simplicial, et gue pour le procé&dé du théordme 41, d) on retrouve le

simplexe initial,

DEFINITION 45, Soit X wun simplexe. On note Ay le cBne des

fonctions affines semi-continues supérieurement sur X , et on prend
H = A(X) .
On pose ¢ D = A, = A_ ; Y o ordinal, Du = Q[3¥é DB]; et

o] 8 S
D= é;é Da . YA(X) n'est autre, ici, gue l'espace des fonctions
7z
affines boréliennes vérifiant le calcul barycentrique. Il est facile

de voir que QDCYA(X) car A (X) , et %D est le plus petit

s Ya
espace de fonctions affines boréliennes stable par limites simples de
suites bornées et contenant AS .

PROPOSITION 46, Soit X un simplexe, et Y xeX , soit My

la mesure maximale de barycentre x . Alors l'application L

définie par
L(£)(x) = u (£) Viec(X) , ¥xeX

est un A(X)-opérateur simplicial, subordonné & & , et le simplexe
associé a cet opérateur est isomorphe & X .

Soit fe 8 , cbne des fonctions convexes continues sur X .
Alors L(f) est affine semi-continue supérieurement : L(f)eA

Done L(“—S)c:DO , done L[C(X)]c:Doc:ﬁ).

S L]

Le reste est évident.
C.Q.F.D.

THEOREME 47. Soit H wun sous-espace fermé séparant de C(X) ,

contenant les constantes. La condition nécessaire et suffisante pour

gu'il existe un opérateur H-simplicial L est que H vérifie le

lemme de Riesz., Cct opé&ratcur est alors unique.
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La condition nécessaire résulte du théoréme L4l,c).

Supposons inversement gue H vérifie le lemme de Riesz. Alors
on sait que H = A(Y) pour un certain simplexe Y [16].

Posons, si feH : L{f)(x) = ux(f) (X eétant considéré comme
sous-ensemble de Y ) , Alors L est bien un opérateur Hesimplicial
(proposition 46). L unicité résulte de 1la proposition hk,

C.Q.F,D.
I1 convient de rappeler ici un résultat de Choquet (cf.[S]):

LEMME 48, Soit X wun convexe compact guelcongue, et soit A(X)
l'espace des fonctions affines boréliennes sur X . Toutes les fornc=
tions de 4(X) sont bornées, et si une suite {fn} de fonctions de
#A(X) converge simplement, les fn sont bornées en norme dans leur
ensenble,

Il en résulte qu'il sera inutile de supposer, dans le cas

de fonctions affines boréliecnnes, qu'on se limite & des suites bornécs,

THEOREME 49, Soit X un simplexe, et L 1'opérateur associé

défini & la proposition 45, Alors

a) Pour tout ordinal a30 , L(Bu)C:Du s LB)cD .,

b) Pour tout ordinal o0 , Y,N B <D, iy R < D

e) L{c(x)] , ainsi gue < , le plus petit sous=-esapce de fonctions

boréliennes affines contenant L[C(X)] et stable par limite simple

de suites, sont reticulés pour leur ordre propre, et si f,g8e& <&,
fVgs= L[Sup(f,g)].

a) le cas o=0 est trivial. Regardons le cas a=1 .

On sait gque L(Sns)c:Do . Comme §~8 = C(X) , si feB, , alors
f = 1:rilm £, . f &8-858 , et ||f [«M . Donc L(f) = lim L(r ) (appli-

quer le théordme de Lebesgue), et L(f)eaQ(Do) = Dl .
La propriété est donc vraie pour o=l . Supposons-la vraie

lim £, {]fnnsM R

fl

pour tout B<o-. Soit feB . Alors f
n
= 13 [ 1 <ql P o=
£, el B Done L(f) = lim L(f Jeq[ ) L(B )] <al)) D] =D

. B<q
D'ouB:

g * o

L(Ba)cDa . Donec L(B)c D,
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b) Sur Y, » L est l'identité.
Bone
v,0B, = L[y,08 Jcu(s )cp_ .
Diou
Y, 0 B c D
¢) résulte des théordmes 4l et L3,
C.Q.¥.D,
Evidemment, en général <0 n'est pas inclus dans ®R(X)
(meis dans ®or(X)), donc, mdme si L(®) = £, on ne pourra pas
appliquer le lemme 2, et en déduire que S est réticulé. Néanmoins,
D est toujours réticulé., Pour le montrer, nous utiliserons le lemme
3.

PROPOSITION 50, Soit X un simplexe., Alors l'espace D est
réticulé pour son ordre propre, et V'cxgo s Dy est un sous~espace
réticulé de P9 . De plus, si f,gecsd, £V g = L[Sup(f,g)] .

Nous allons appliquer le lemme 3 avec :

G = l'espace des fonctions bornées,
G' = Bor(X)
I' = le cOne des enveloppes supérieures d'un nombre fini de

fonctions de AS °
L. envoie G' dans G , I, est 1'identité sur AS .

. - =i T —
Soient f,gefly . LLSup(f,g)}(x) = uX[Sup(f,g)J = Sup(f,g)(x)esAs‘:G'
Par récurrence, on voit gque L(P)c:AS .
En utilisent le lemme 3 pour la convergence uniforme et

pour la convergence simple de suites bornées, on en déduit le r&sultat.
C.Q.F.D.

REMARQUE 51, On voit, au cours de la démonstration, gque AS

est réticulé supérieurement, donc que A est réticulé pour son

s~4g
ordre propre {(ce qui est un résulitat classigue).

Rappelons le résultat suivent, a8 & G; Chogquet ([5], [14])

LEMME 52, B8oit X wun convexe conmpact. Alors toute fonction
affine sur X , de premidre classe de Baire, vérifie le calcul bary=-
centrique., C'est faux en général pour les fonctions affines de
deuxiéme classe de Baire, méme si X est un simplexe de Bauer métria

sable,



Ld

{

26

Le théoréme L9 admet alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 53, Soit X un simplexe. Alors toute fonection f

]

affine sur X , de premiére classe de Baire, est limite simple 4'une

suite de différences ée deux fonctions affines semi-continues supée

rieurement

f = 1linm (fn-gn) . fn,gnefﬁ

nw—)‘-[- x>

8

En effet, le lemme 52 dit que J%(\Bl«:ﬂh .
Donec Q%F)Bl = YA()Blc;Dl d'aprés le théoréme L9,
CeQ.F.D.
Le probléme se pose de savoir si, pour un simplexe quel-

conque, on peut obtenir un meilleur résultat, par exemple :

n

f=1im £f_ , ot £ = 1lim gt . ghe A(X) .
- 'n . P’ °p

Les opérateurs sunalytigues.

DEFINITION 54, Soit X un espace compact, et H un sous-

espace séparant de C(X) , contenant les constantes, On pose

HO = H , et on d&finit par récurrence, pour tout ordinal « ,

H, = Qf %J H& . C'est l'espace des fonctions de H-classe o, On
oA

appelle 3E = H l'espace des fonctions Heanalytiques.

>0 o
Un opérateur H-analytique sur X est une application lin€aire

aire positive :
L : C{X) == 3

telle que, pour toute feH , L(f) = f ,
Un opérateur H-analytique est donc un opérateur H-simplicial
subordonné & H ., En effet, il est facile de voir que Q@CYH(X> , et

M est stable par limites simples de suites bornées.

LEMME 55. Soit L un opérateur He-analytique sur X .. Alors on

<€ = M,
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En effet, Hc L[C(X)] «3¢. Donc ¢ c¥c e,
8i L est un opérateur He-aznalytique sur X , il est H-simplicial,
donc vérifie les théorémes 41 et 43, Mais on a des résultats sup=-

plémentaires.:

THEOREME 56, Soit L un opérateur Heanalytique sur X . Alors:
= ®
a) 2 Yy N

b) L est un projecteur continu positif de ® sur F€

c) ¥ est réticule pour son ordre propre, et si f,eed, £ V g =

L{sup(r,g)] . *

D'abord, L est 1'identité sur 8, car %CYH . Comme 3¢ <®,

3 YH(\GB est clair., D'aprés le théordme 41 (ou & =) ,

L(®) ¢ 3 et YHCl@>CB€. D'cli a) et b). ¢) résulte alors, soit du

lemme 2 (car I> est réticulée), soit du théoréme 43 et du lemme 55.
CeQeFa.D,

Nous allons particulariser certaines classes d'opérateurs

H=gnalytiques.,

DEFINITION 57. Un opérateur L , H-analytigue sur X , est

dit de H-classe o , si i1 existe un sous=espace dense V de C(X)
tel que L(V) CH
Les opérateurs de H-classe O sont les projecteurs positifs sur " .

Les opérateurs de H-classe 1 sont les H~=opérateurs de Lion.

PROPOSITION 58, Soit L un opérateur de H=classe ¢ sur X .

Alors pour tout ordinal azl : L(Ba)C H » et yyNB CH

ato +o
Soit V dense dans C(X) tel que L(V)C.H0 . Soit feB, .
™= 3 = 1,\‘.\ . - 3 =

Alors f 1;m £, T EV, “fn‘,<ﬁ Done L(f) l;m L(fn) =

Q(HG) = H0+l

Il est donc vrai pour a=l que L(BQ)C:Ha+0 . On le montre pour

tout azl par une récurrence évidente.

Soit alors g 0B, - YH(WBu = L[YHF\BQ]C:L(BG)<:Hu+O

COQ.F.D
Nous verrons plus loin que ce résultat peut &tre notablement amélioré
(cf. corollaire 63).

Nous allons maintenant &tudier des "simplexes analytiques",
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gqui seront ceux associés & des opérateurs analytiques, Ncus éten=-
ey

drons 4 ces simplexes des résultats que Alfsen a montré dans le cas

des simplexes mé&trisables ([1],[2]).

Les simplexes analytigues.

DEFINITION 59. Scit X wun simplexe, et Y feC(X) L(f) 1la

fonetion définie par :

L(f)(x) = ux(f) (ux mesure maximale de barycentre x).
Posons A_ = A(X) , espace des fonctions affines continues sur X ,
et pour tout ordinal o , définissons A, par récurrence par

A = Q[é?é AB] o Aa sera l'espace des fonctions de classe affine o .

&= {J A est l'espace des fonctions affines analytigues, Il est

clai%”Gue GlCYA(X) .
X est dit analytique si L est un opérateur A-analytique

sur X , c'est-d-dire si L[C(X)] c@.

X est dit simplexe de la classe S, si L est un opératcur

de A-classe o , c'est=3-dire si 4 V sosu-espacc dense de C(X)
tel que L(V)c A, .,

So est la classe des gsimplexes de Bauer.

Sl est la classe des simplexes de Lion.

Le théoréme 54 nous fournit immédiatement le résultat suivant :

THEOREME 60. Soit X un simplexe analytique. Alors :

a) @ est exactement l'espace des fonctions bornées de Baire, véri-

fiant le calcul barycentrique : @=® n‘& .

b) I est un projecteur continu positif de (B sur @ .

¢} M. est réticulé pour son ordre propre, et si f,g e G:

fVgs= L[Sup(f,g)l
3

De plus, L[{C(X)] est un sous-espace réticulé-de @&,

Le théoréme de représentation simpliciale gue nous avons

montré pour les opérateurs de Lion s'&tend aux opérateurs analytiques:
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THEOREME 61, Si L est un opérateur H-analytique (resp., de

H-classe o) sur X , le simplexe Y associé est analytique (resp.

de la classe Sc) , et sa donnée est équivalente a4 celle de 1l'opérae

teur.

Nous considérons, comme pour la démonstration du theéoréme

3k, que X est un sous-ensemble de Y .

1 - H=H_ = A(Y)IX . Supposons que ¥ B<a , Hy = A

o B B’X '
. _ sl Lo
Soit f&H, . f=1lim f , f € ‘B‘z’)a He s le h<m .
= L A 1 s 1 1 <
Donc fn gn] R AB (et i1 est facile de voir que “gnn\ Mo,

mais c'est inu%ile). Boit y=Y 3 uy est portée par X , donc,
d'aprés le théoréme de Lebesgue :
= | = | = bl Sl £ uand n = +e
g, (y) y(g;n) y(gn[X) uy( 0 uy( ) g

Done sn(y) — uy(f) = g(y) Y yeY . La fonction g appartient

donc & Q[BEé AB] , C'lest=8~dire & A et ng = £ (on utilise 1le

o 4
lemme 46).
Donc Y« Ha = Aul .
X
Done 3€=¢tix .
De plus, si f e, et f|X = 0 , alors T 0O, car 81 ye¥ ,

fly) = uy(f) = uy(flx) = uy(O) =0 , Done, ¥ fed, 1 g wunigue dans
@. qui prolonge f & X , et g est donnée par g(y) = uy(f) .

2 = Supposons que L est Heanalytique. Soit feC(X) .

L{£)(y) = Uy(f) = Uy(flx) . le e ¥, et la fonetion L{f) appartient

done & & ., Donc X est un simplexe analytique.

3 - Supposons que L est de He-classe O , c'est=fi-dire qu'il
existe V dense dans C(X) tel que L(V)c:HO .
v, = {fGC(Y)If‘X@:V} est dense dans C(Y) .

Soit feV, . () (y) = uy(f) = uy(f'x) . Or f]Xe‘Ho ; donc la

fonection L(f) appartient & A, . Donc X est un simplexe de la

classe S0 .

CeQ.F.D,
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Nous allons maintenant démontrer un résultat assez sure

prenant au premier abord : il n'y a pas d'autres simplexes analyti-

gues gue les simplexes de Lion, ni d'autres opérateurs analytigues

gue les opérateurs de Lion., On a m&me mieux :

THEEOREME 62, Scit X un espace compact, et H un sous-espace

séparant de C{(X) contenant les constantes. Alors, tout opérateur

L H-simplicial sur X , tel que LJC(X)]e®(X) , est un H-opérateur

de Lion.

COROLLAIRE 63, Tout opérateur H-analytique L est un H-opéra-y
et

teur de Lion. Pour tout ordinal a2 1 , L(Ba)c:Ha
n BC‘C Ha

+1

Ty +1 ° . . 242 ce s
Ce dernier point améliore la proposition $8.

COROLLAIRE 64, Tout simplexe analytigue est un simplexe de Lion,

Démonstration du théoréme,

Nous allons raisonner en terme de simplexe. Tout revient &

montrer que, X étant un simplexe, la condition :
(®) :Y¥ fec(X) , la fonction x —>r ux(f) = L{f) eappartient & ®(X)

implique que, ¥ f d'un sous-espace dense de C(X) , L(f)eaAl .
Soit s* le cBne des fonetions convexes continues positives

sur X . Pour toute feg’ . f = L(f)eAs . Dtaprés (®) , L(f)e®(X).
Il en résulte que l'ensemble R, = {(x,2) |0« X sF(x)} est un

ensenble de la tribu de Baire de XxIR+ (cf. lemme ci-dessous).

Coume Rf est compact, Rf est donc un G gde X><m* .

. . . . +
Soat Un une suite décroissante d'ouverts de XxR , tels que

Ro= M U_,et U cx [o,u] (el M>sup £) .
n n
nxl X
Nous nous plagons, pour la suite

de la démonstration, dans
X x [o,M] .
Posons XK = C u, . 8i ¢
est une fonction numérique sur X,

2 valeur dans [O,Ml , nous poserons

i

S {(x,A) 2> ¢(x)} , et

¢

Se

L}

Lx, ) a3 0(x))
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Pour tout xekK, , 3 &y affine continue sur X , bornée par M ,

1

telle gque gx>'f et xe&8 (appliquer le théoréme de séparaticn
de Hahn=Banach & Ry et co[{xUxx{M}] ).

Alors \UJ Sg > K, . Donc 3 X1se00 X €K, tels que

xeK X

n 1 n
Ky e UJ 8* , et de plus (\J s8* )NR,.=¢ .

e g s & £

i= X, i=1 X,

i i
. n .
Soit F = co| U s* j » F est convexe compact, Fo>K, , et
s o g 1
1=1 X

F c(;Rf qui est un ensemble convexe.

Dfaprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe hy affine conti-
nue sur X , telle que M3 h >?., et Fcs' . Done K,c8 .

1 hl 1 hl
Supposons trouvées hl’ hz,... hn affines continues, telles
A *®
que : M>h, >h, ...3>h > T , et Y p<n , Kpcshp .
Alors, en refaisant la démonstration précédente pour l'ensemble
1 = X . . . .
Kn+l Kn+lL}Shn s On obtient hn+l affine continue, telle que :
hsh . >F, et K 5
n” “n+l s © n+1< "n *
n+l

On peut ainsi construire une suite hn par récurrence, 1l est alors

clair que Inf hn = lim hn = 7 . Donc ?e!ﬁ_.

+ .
Done L(S+)C.Al , et L(S+-S ) = L(S-S)<:Al : X est un simplexe
de Lion, avec V = S8 = 8 1l'espace dense de la condition de Lion,
C.Q.F.D.

Démontrons le lemme dont nous nous sommes servi :

LEMME 65, Soit f wune fonction numérigue sur un espace topo=-
logique séparé X , 8i f est une fonction de Baire, alors

{(x,A)|x € £(x)} est un ensemble de 1a tribu de Baire de XxIR .

R, = {(x,A)|r¢ f(x)} est le complémentaire de l'ensemble

f
Sf = {(xgk)‘}\P' f(X)} .
Soit r un rationnel. R ’>§{7¢
L'ensemble {x|f(x)<r} est un - ’"i{ﬁ

enzemble de la tribu de Baire de X. :
Soit H
3

A, = {x|f({x)<r} x]r,+w[C}(x&i. ' X
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Alors ArC-S . Donc J .Arc:S

T req f
Soit (x,K)G:Sf : f(x) <X . Soit re® tel que f(x)<r < .
Alors (x,A)e:Ar . Donc Sf = {J Ar .

re®
Or chaque Ar appartient & la tribu de Baire de X xR ., Donc il

en est de méme de Se » et par suite, aussi, de Ry
C.Q.F.D,
Si X est un simplexe analytique, on peut espérer des
renseignements sur la "nature" des fonctions affines boréliennes
sur X .

La question naturelle que l'on s¢ vwose est

< .

a~tfon : (1) otas . = q[#0B ] 2

ou méme a-t'on :
(2) &NB_ =4 2
o a
Un contre-exemple de Choquet montre gque, pour &=2 , (1) est
faux (et (2) & fortiori), méme si X est un simplexe de Beuer
o 4+,
métrisable : My([0,1]) (ec£.[5],[14]) .

On obtient le résultat suivant, plus faible :

THEOREME 66. 8i X est un simplexe analytigue, et a2l ,

toute fonction bornée de classe « de Baire sur X , vérifiant le

calcul barycentrigue, est de classe affine otl , c'est-d-dire

yAﬂ Bac AoH-l .
Clest la traduction du corollaire 63,

COROLLAIRE 67. Si X west un simplexe de Lion, toute fonction

affine sur X , de 1lére classec de Baire, est de seconde classe affine,

Nous allons utiliser les propriétés des simplexes analyti-
ques pour généraliser un résultat de Alfsen sur lz face supplémen-
taire d'une face fermée dans un simplexe.

Rappelons le théordme de Alfsen (cf.[1],[17]) :

PROPCSITION 68. Soit X wun simplexe, et F une face fermée

de X . Il existe une plus grande face F' disjointe de F (non
fermée en général), et telle gue tout point x de X s'exprine
d'une fagon et d'une seule sous la forme x = Ay+(1l=A)y' ,

O<Aagsl , yeF , y'aeF' .,
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De plus, si lF est la fonction caractéristique de F , alors :

L(lF)(x) = 0 &= xeF' ,

F' s'appelle la face supplémentaire de F .,

DEFINITION 69. Soit X wun simplexe analytique. W

On appellera B=face de X une face de la forme

-1 +
F=17(0), pour fe@ = {ge@|g30} .

Si F = f'l(o) , pour feaAz = {gcsAolgzO} , on dira que F est

une Ac-face.

THEOREME 70. Soit X un simplexe analytique, et soit TF une

face fermée de X , telle que 1, € 0> (resp. 1z

Alors la face F' supplémentaire de F est une &face (resp.

SBN) .

une A“+l-face) , donc un ensemble de la tribu de Baire de X (resp.

un borélien de classe de Baire N+l multiplicative, c'est-d-dire

un K suivant la pariteé de T) .

— 0500-5
En effet, si 1l.& @ (resp. B.) s L(lp) e & (resp. Ay, 1)
et on utilise 1'6galité F' = L(1,)71(0) .

ou  un

Gég'uoc

COROLLAIRE 71. B8i X est un simplexe de Lion, et F une facec

fermée de X qui est un Gg , alors la face supplémentaire TF' est

un K _o . 8i, de plus, €(X) est fermé, F' est un G5 .

COROLLAIRE 72. Si X est un simplexe métrisable, et F

une face ferméd de X , alors la face supplémentaire F' est un

K .
o4
C'est ce corollaire qu'Alfsen a démontré dans [l] .

REMARQUE 73, Oun peut en fait montrer, dans un autre cadre,

que pour tout simplexe X et toute faoce fermée F , la face supplé=-
mentaire F' est un Gé , et montrer que la décomposition de X

suivent F et F' est "borélienne” en un sens convenable (cf.[17]).
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- 9. Les simplexes analytiques réguliers.

DEFINITION Tk, Un simplexe X est dit régulier s'il vérifie :
a) €(X) est universellement mesurable et porte My YV xeX .
b) Pour toute fonction continue bornégﬁgur €(x) , 3 {fn} c® telle

#00)

fr g, et £ (x) —> 48 quand n -=+e , Y x e&(X) .

que

Si de plus, VY f continue bornée sur &(X) , on peut choisir {r}

i

dans By , on dira que X est régulier de type T .

On notera Bf l1'ensemble des fonctions bornées de classe
de Baire o sur &(X) , et &f = ;;é Bs . Bf est l'ensemble des
fonctions continues bornées sur €(xX) .

Le théoréme suivant &tend un résultat de Alfsen ([2]) :

THEOREME T75. £i X est up simplexe analytique régulier,
alors ®F = @]E(X) « Plus précisément, V fe ®F la fonction P(f) ,

définie sur X par P(f)(x) = ux(f) , appartient & @ , et

P : @ﬁ-*+ @ est une isomdiriec bijective linéaire positive inverse

de lz restriction.

8i de plus X est régulier de type = , alors VY az0
P(BE)C A

at+m+2

Il est clair que la récurrence donne le résultat, dés qu'on
wmontre que P(fle@ si fcan . D'aprds 1l'hypothése b) de la defi-
nition T4, f = lim fn . fneLQ> (fne.BTr si X est régulier de
type m)

P(£) = lim P(f ) = lim L(f )e a[L@®)] =e(r(fle QIL(B“)JCAK+2

si w3l , P(f)esQ.[L(V)]c:A2 si m=0 , car on peut alors choisir
{r }ev ) .
P est &videmment linéaire positive, et P(f) 2(x) = f . Donc
P est bijective. |P(£)fzlf)l . si [P()>{rh , I veX E(X)
tel que, par exemple, P(L)(y) = uy(f)>1{fﬁ . Or uy(f)é S
D'olil contradiction. Donc J|P(£)} = {|£} o, et P est une isometrie.
C.qQ.F.D,
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Voieci deux exemples importants de simplexes réguliers :

THEOREME 76, Si X est un simplexe métrisable, ou si X est

un simplexe dont l'ensemble des points extrémsux est un K, , alors

X est régulier de type O .

1) 8si ¥&(X) = é?% K, » (Kn) suite crcissante de compacts, V feaBE )
Y n30 , 3 fHGC(X) = B, , telle que annéM = \|fl] , et

£ Kk En fait, on pecut mé&me prendre fne;A(X) , et lim fn = ge A

n 1

Donc P(BE)C Al {(ce qui est mieux que ce que donne le théoréme T75).

2) 8i X est métrisable, €(X) est un Gs « Un théoréme de
Kuretowski (cf.[ll]) affirme que toute fonction £ de Bf admet
1t Done £ = 1lim fn ’ {fn}cIBo .

Ne hsu et £+ 1 sur E(X) .

un prolongement FaX s T eB

C-QoFoDc

REMARQUE TT7T. o€ &tant évidemment réticulé, on retrouve, dans

un cas particulier, le fait que @ est réticule. Dans [2], Alfsen
utilise, dans le cas métrisable, un argument direct pour montrer
que CLL&(X) = 358, sans utiliser le résultat de Kuratowskil que nous
citons,

Généralisons enfin un théoréme de Alfsen sur les simplexes

métrisables ([2]), qui relie les @=faces et la structure borélienne

de E(X) .

THEOREME 78. 8i X est un simplexe analytique regulier, la

tribu de Baire %ﬁ de E&(X) est exactement formée des ensemblecs

de la forme ¥{(X)nF¥ , oci F est une Q@-face, et 1l'application

P -~ FAE(X)

est une bijection de l'ensemble des @&=faces sur ?Eg.
La démonstration est la méme que celle d'Alfsen dans le ces
métrisable,
Si F est une @-face, i(X)(\Fe%‘g s

Réciproguement, soit Ac¢c¥%, . 1 & ®RF (1 est la fonection
€ CJC,'A CE'A

évidemment.



36

caractéristique de C,A ). Soit F_ = P(1 )-1(0) (oi P est

£ A c, A
définie comme dans le théordme 75). FﬁV\E(X) = A de fagon évidente,

+
1 @
et P(gch)E .

Montrons que FA est la seule @=face vérifiant cette condition

Soient £ fgezaf , telles que le(o)(\é(x) = fgl(o)ﬁ\i(x) = A,
Soit xeX . fi(x) = 0 &= px(fi) =0 &= Mo portée par A
(car X est régulier). La derniére condition &tant indépendante de

. -1 -1
i=1,2, f; (0) = £, (o) .

Il reste done juste A& montrer que pour toute ®W-face T # 0 ,

FOE(X) # & .
Soit F

1]

£ 0) #6, fed . Soit xeF . 8i u [{y|f(y)>0}]>0

£f{x)>0 , ce qui n'est pas. Donc My est portée par

i

alors px(f) .
F . Comme elle est aussi portée par € (X) , uX[Fr\E(X)] =1 ,
done FNE(X) # 6 .

C.QR.F.D,
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