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An @-theorem of the "non—effective" type,

B. SAFFART

1., Introduction,

1.1. Throughout, p =8+ 1y denotes a non-trivial zero of the
Riemann zeta~function ¢(s). (Euler's constant will therefore be
called ¢ instead of y). The complex variable s is written

S = g+ it, The implied constants in the (O symbol of Landau and

the <§ symbol of Vinogradov are absolute, unless otherwise stated,
(Thus symbols such as ()e and <§€ mean that the implied constants

depend at most on g). We also make use of the symbols ¢ and Q-

Finally, by the expression "numerical constant' we mean an abso-
lute constant that can be effectively computed to any given decimal

place,

1.2. We shall not discuss the relevance of the title's term
"non-effective" in the sense of mathematical logic. We chose this term
since we could not find a more approypriate one to describe the situa-

tion, (we point out, however, that it appears to be the appropriate term

indeed), At any rate, its meaning will be made clear by what follows,

1.3. Our purpose is to prove a theorem of the form
AP

F(x) = o(x*7¢) (for every fixed € > 0).

where the function PF(x) will be defined below, and X is an absolute

constant that can be seen to be > g, while we have no way of finding



any numerical constant § > O such that X > + &. The reason is that K

win

is defined in terms of the localization of the zeros of ¢(s), in such a
manner that we cannot find any numerical lower bound for K —_g unless
some form of the Riemann hypothesis is settled, OQur interest in this theo-
rem lies precisely in the "non-effective™ nature of the absolute constant
K, and not in the special properties of the cube-free integers, If instead
of the cube-frees we consider the square-frees or the k-th power frees

(x >'4) we do not obtain any "non-effective" phenomenon of this kind,

In the case of the latter numbers (with k_) 4) the corresponding divisor

problems are essentially equivalent to the Dirichlet divisor problem, with

comparable (although sometimes less accurate) results, while in the case of
the square~frees the corresponding divisor problem gives rise to conjec-
tures which are "essentially" comparable with (or somewhat stronger than)
the Riemann hypothesis, We leave oﬁt the.details of these comparisons, since
they. are not very interesting.

Our result is as follows :

THEREM, Let A(x) denote the error—term in the formula for the

sun—~function of the number of cube-free divisors of mn, that is

_gm(yy _ xlogx _f2c=1 _ 3g'(3) «
(1.1) a(x) =G (x) ¢(3) <C(3) c2(3)>

where Z; (x) = z f(n) and f(n) is the number of cube-~free divisors of
ngx
N
the positive integer n, Then, as X - o, for every fixed € > 0 we have

(1.2) ) = o(x¥7%)

with
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4 i1 8< 2
(1.3) K = {

l_w i 3

5 9 = 82 4

where ® is the infimimum of the real parts of those zeros p which

satisfy

(1.4)

KN (SN
N
W
N
e

If w exists (that is, if @ > -z), then w < 1, hence

1_1_2
K>3-3=3

Therefore the inequality XK > 5 holds unconditionally, However, in the
event that ¢ = {- or is very close to 1, and assuming that the only zeros
p which satisfy (1.4) lie in a very narrow strip, we see that (1.3) pro-

vides no numerical lower bound for the positive constant X = g.

1.4, In this connection we mention a conjecture of Charles Pisc¢t, which
AN

contradicts the Riemann hypothesis,., Pisot conjectures that, on the contrary,
if the Riemann hypothesis is false, then the real parts B are everywhere

dense in [0,1]. But it is rather surprising that, in the case of our theorem,
Pisot'!'s conjecture renders the same service as the Riemann hypothesis, that
is, implies the optimal equality

=1,

The equality (1,5) could indeed be expected to be optimal, In effect, due

to various considerations which we shall not develop here, one would

conjecture that for every £ > 0

Tee
(1.6) ax) =0 =* ),

e

(1.7) alx) =, (<4 ),



4,

and

1
X 2 - - €
(1.8) <}—1f |alt)|%at V =" ).

1.5. I am indebted to the logician Arturo SANGALLI and to the number-
AL B
—theorists Fdward I,, COHEN, Hubert DELANGE and Robert C. VAUGHAN for various

corrections and suggestions,



2., The method of proof,

2.1, The proof is straightforward modulo the following two observations.

2.1.1. If 6 %, then on letting

(o) G = (4 (st

o]

we have for every € > 0

L
(2.2) Ax) = ox* )
and
.1_ + €
(2.3) i) =0 * ),

similar to the (unconditional) results for the Dirichlet divisor problem,
although (2.2) and (2.3) are not as precise as the best of the latter
results (Tong Kwang Chang [13], Chendrasekharan - Raghavan Narasimhan [2]),
which show that the corresponding quadratic mean of the error-ferm over
[0,x] (comparable with RA(x)) is

23y 1 1
c(z)

1 0 & Hroex)?).

=,t\[5.‘\/c(—3)
3

Clearly (2.2) implies (1.2) when @ ( Z. We point out, however, that the

assunption 6 % is unnecessarily strong to obtain (2.2). Actuélly (2.2)

is true modulo the assumption
v3 . :
(2.4) (4 it) & J8[°

(|[t] 2%, e> 0), which is a wesk Iindelof hypothesis.




N.B. We shall not prove (2.3), which is unnecessary for our purpose,

3

We just mention that it can be obtained via Lemma 3 and the hypothesis ¢ ( =.

N

2.1.2. If 6> 2, then we make use of the following observation (trivially
R 4

valid even if @ g 3) : Letting

(2.5) 0, = sup{p : tlp) = 0, ¢lp/3) # 0},

then we have
1
-9 - &
(2.6) Ax) = szi(x3 ).

From (2.6) we derive (1.2) in the case g > %, since in this case we shall

observe (Lemma 1 with q = 3) théi

w
2. b
(2.7) 0% 1 -3
Moreover, if @ > g, we still have something comparable to (202), namely
o - ¢
(2.8) Bx) =ox 2 ) for every € > 0,

and the exponent is g by (2.7). We shall not prove (2.8), since it
is contained in Lemma 3 of section 5, In view of (2.2), (2.6), (2.7) and

(2.8) we see that in each of the cases ¢ < 3 and @ > % something better

4
than (1,2) is true.

3&2& We easily obtain‘(2.7) from the remarks we make in the next section
about the possible common zeros (in the critical strip) between c(s) and
C(3S)' In fact we make these remarks, more generally, about the common
zeros between {(s) and r(ns), since this might have some interest of

its own,



3

2.3, Finally, let us also mention that if % < 8 < Z’ not only do we

have (2.2), but just as in the case ¢ > % we have

(2.9) Ax) = gzi(x“) (with o> -S).

This is true because of (2.6) (valid unconditionally) and Corollary 2

2
3

the o in (2,9) is exactly %, in view of (2.6) and Corollary 1 below,

below (with 1= 3). Moreover, in this case (that is, if < 8« g),

Thus the "ideal case" appears to be the case @ = g, since then all three

optimal relations (1.6), (1.7) and (1.8) hold.



3, Common zeros between r(s) and r(ns).

3.1. Let m > 1 Dbe fixed, A trivial consequence of the Riemann hypothesis

is the following statement, which we call Hypothesis (m ).
M

(H ) : The functions C(s) and C(ns) have no common zero in the critical

strip,

So far as we know, there is no known proof of (Hﬂ)’ for any 7 > 1,
that does not assume some form of the "weak Riemann hypothesis" ¢ ¢ 1.

If p is a non-trivial zero of Q(s), we say that p is n-regular
if C(p/n) # 0, and mn—exceptional if c(p/n) = C. Thus (Hﬂ) 1s equiva-

lent to saying that all non-trivial zeros are m-regular,

Let
(3.1) 6 =suwp{p: p 1s n-regularf.
Thus
1
(3.2) 3€8 <8

since the firt zero py= 1 + iy1 above the real axis is n-regular, A

2
consequence of Hypothesis (H ) is the following statement :
|

(B*) 6 = 6.
n
Even (H*) is unproved, To make some remarks in this respect, define
n
: o .t
U(g+it) =1-24+1 <,
n n n

so that a zero p 1is mn-exceptional if and only if U (p) is a gzero of
n

C(s); In view of this we can make the following remarks :



3.1.1, If 6 -, then (H:) is true.

A 1’

3.1.2, If 6 < EE?, then (Hﬂ) is true, This means that if the weak
Riemann hypothesis 6 < {1 1is true, then '(Hn) is true for all real
numbers 1 such that n > ?gé' Thus there are at most [Tgé - 1]
integers k » 2 such that (Hk) is not true,.

3et1.3, If e = EET, then there is no nm-exceptional zero outside the

line o = EET. And if this line contains any zeros at all, then at least

two of them are mn-regular (those two for which IY[ is minimum).

Z.1.4. We have the following lemma :

LEMMA 1, Suppose that @ > 527, and let ® denote the infimimum of
-

B taken over all those zeros p which satisfy

.
(3.3) < B8

1). Then

(so that w ¢ 6<1 if 6< 1, and w <1 is @
n n

(3.4) 6 yi1-dw > 1=
7 non T

his is obvious if A since the inequality o A implies
T e'r)>’T)+1’ ¢ 4 n>’n+1 B

1 - 1 w . And if 6 < —n—, this follows from the following lemma,
n n° Ml n . N
(More mrecisely, it follows from the fact that there is no zero in the

strip So defined below).

LEMMA 2, Suppose that @ < —. Let S, be the open strip
1 n+1

X X
ne <<t (1-6),
1 )

where k 1is a non-negative integer, Then there is no zero of C(S) in

kzo
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Remark, The only values of k to be considered are those such that

for otherwise ﬂk®k > 1.

Proof of Lemma 2, By contradiction., Suppose that there is a zero p in
a strip Sk . Then p is n—excepbtional, and so are its k41 homothetics

n—mp (m = 0,1,2,...,k). In particular, n—kp is an n~exceptional zero

-k
inductively by s_ =1 p

lying in SO . Define a seguence so,s S 0

1 2,-.-

and sh+1 = Uﬁ(sh), Since the condition

8 < o< nli-e )
7 n
implies
5 ) 2_1 ‘
6 <1-2<¢1-=n(1-¢ ) - L=(2 -6 ) < n(1-8 ),
! n n n n  ntl n n
it follows that U maps So into itself, Hence all the s
n

h
(b = 0,1,2,...) Dbelong %o So ,, and therefore are mn-exceptional zeros of

C(S)- Weiting s, =w + iv, , we have v, = nov, o, 8o that llm.vh = 0.

h - o
This is impossible, Thus Lemma 2 is proved,

COROLLARY 1, If 1 3 2 and
(3.5) o ¢ X1,
nY q

1=

then (H ) is true. In particular, if mn 3 2, then the hypothesis @ =
n n

is equivalent to the Riemann hypothesis,

Proof Since =1 < —ET , in view of Remark 3.1.2 above it suffices to
n n

observe that @ = @. This follows from (3.2) and the fact that, by (3.5),
n

the "empty"” strip So of Lemma 2 contains the strip 6 < 6 ¢ 1.
|



1.

For the sake of (2.9); we also state the following corollary, which

follows from Lemma {1 if @ > 527 , and from the validity of (m¥) if
n
1
< n+1°
-1 — 1
COROLLARY 2, If ¢ > — , then g > —.
n R ¢ n

Finally we mention without proof (with no application in mind, but for

its own interest) :

CCROLLARY 3, If there is an rn-exceptional zero in the strip

1-6 0K 6 , then necessarily
m M

2
3_%311 and 0> _27.
n +1 n

8 >
n 7

3,2, To conclude our remarks about the common zeros between c(s) and
g(ns), we observe that if

Nn(T) = {p : p 1is m—-exceptional, 0< YK T},
then the known zero density estimates provide upper bounds for XN (T), via
n

(3.6) Nﬁ(T) ¢ al=t, 1)

where

N(o,m) = card {p: O0<Y<T, B3 o,

since an n-exceptional zero p either lies in the half-plane o ) 527,
or lies in the half-plane o ¢ 527 in which case U (p) lies in the

. N »
half-plane o > 527. However (3,6) is very crude, so one might ask whether

there are sharper estimates for N (T) than those obtained via (3,6).
1
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4, Proof of (2.6).

This is straightforward, Recall that we denoted by f(n) the number of

cube-free divisors of the positive integer n, and write

_ logn  3¢'(3)  2¢
(4-.1) g(n) = f(n) - C(B) + C2<3) B C(;)’
(4.2) a*(x) =5 g(n)
. ngx

and, for o > { (and then elsewhere by meromorphic continuation),

= g(n) = ax(x)
Z € S = Sf F-T-dx =

n=1{ n 1

Il

(4.3) F(s)

2
¢ () eils) o (zeils) 2
=)t Gyt 22(3) ) 2137)@(5)'

Ry (205) and (4,3), for every & > 0 there is at least one pole of F(S)
in the strip

1 1
365 = 8 < 0K 365 -

Hence, denoting by c, the convergence abscissa of the integral in (4.3),

it follows from (3,2) that

1 1
(4.4) % ¥ 3057 g
It is easily verified that F(s) has a removable singularity at s = {,
and is holomorphic in a neighbourhood of the real half-axis o > %. Hence,
vy (4.4), o, isnot a singularity of F(s). By (4.2), (4.3) and Landau's

theorenm ([1], Lemma IV.8), this implies

o, - € _
(4.5) w*(x) = (x ) for every e > 0).
Also, by (1.1)! (401) aIld (4‘02)’

(4.6) Ax) = a*(x) + O (Togx).



Now (2.6) follows at once from (4.4), (4.5) and {4.6).
As we have already pointed out in section 2, by (2.6) and (2.7) the

theorem is true in the case ¢ > é.-

4

13.
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5. Proof of (2,2) modulo the "weak Lindeltf hypothesis" (2,4),

5.1. Ve first of all require a lemma, which is an analogue of Theorem {2.5

of Titchmarsh [12], and for whose proof we refer to [10].

LEMMA % (unconditional in terms of @). Let A denote the suvremum of

the real parts of the poles (other than s = 1) of the meromorphic func—

tion C2(S)/SC(3S)s so_that

(5.1)

1 1
305 € A < 3

Then there exist real numbers o with ) ¢ ¢ ¢ 1 such that

. . 4
(5.2) oo Ll e
f_ o |orit]? |g(3043it)|?

These ¢ form an inferval, whose left endpoint W satisfies

(5.3) W= inf{e, X(x) &, x°}.

W is also the infimimum of those o with A ¢ 0 ¢ {1 such that, as

T - + o, for every e > 0

P 14
(5.4) [£(ovit)] —at & ¢,
f-—T |orit|? |g(5oe51it) |2 <€

5.2. We also require the following results, which we state as lemmas

(Titchmarsh [12], formula (4.12.3), p. 68).

LEMMA 4, Let

X(S) = Z%%§%7 = ans—1sin%§P(1—S)

Then, as t — + «, we have



6+ it -4 i(t 4+ 5
(5.5) =)= T2 THG L oWy

150

in every strip 01 £ 6¢ 62 , with the implicit constant depending at

most on 01 and ¢

2 .

LEMMA 5, Lel U(G) dencote the "Lindelsf function'" of the zeta function,
defined by

. . . o
(5.6) p(c)-: inf{a : c(orit) éc,alt[ as Itl - o},

Then p(c) is convex, non-decreasing, and moreover

(5.7) w(3) < ¢

REMARK, The inequality (5.7) is sufficient for our pur pose

stated, although sharper results are known (see for example

[12], Theorem 5.18, where it is proved that p(%) < T%i’ or

[7], [11]s [6) [4], [3] or [5]). The sharpest two of these

those of Haneke—~Chen Jing Run-([4], [3]) and Kolesnik [5],

: 1 6 1 173 .
vely imply u(z) < =7 u(E) RS 067" Kolesnik's result
. 6 6402 . 173 6401
Since — I et hil == .
© 377 39479 " 067 T 39479

5.3. We now proceed with the proof of (2.2) assuming (2,4),

as it is
Titchmarsh

of one [14],
results are
which respecti-

is sharper,

and largely

follow the method of Titchmarsh [12], Theorem 12.6 (4), p. 272.

.As in [12], we observe that whenever T ) 1,

L
(5.8) T & fT le(osit) | at (% <6< 1),
° 3
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and note that, by (5,6), whenever € > 0 and 0 < ¢ < %, we can find

to = to(g,c) such that whenever |[t| 3, to,

'tl“2u(30)-€ 4 1

(5.9) .
£,0 |c(30+3it)|2

Then, by (5.8), (5,9) and Lemma 4, whenever € > Q0 and 0 < O <K %, there
exist two positive real numbers To = To(e,c) and B = B(s,c) such that

o 14 T 4
(5.10) lc(orit)]  at > le(orit)| at
-/l o |osit]? |c(3043it)|? ‘/; |orit]? |g(3043it)|?

2

N BT1-40—2u(30)—s

whenever T > To . Therefore, by (5.10) and Lemma 3, to prove (2,2) it

suffices to verify that

(5.11)  1-40-2u(30) > 0 (whenever - ¢ 6< =)

o=

writing x = 30 we see that (5.11) is equivalent to saying that, for

< xKL z, the -graph of y = p(x) is strictly below the semi-open segment

Nl

which joins the points (%, %) and (%, 0). But this fact follows from
Lemma 2 and from
(5.12) u(%) = 0.

which is a restatement of the assumption (2.4). This completes thevproof

of (2.2), and therefore also that of the theorem,
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Appendix ‘4 ¢ A companion -thecorem,

It may be of some interest to mention another g-result, similar but
somewhat different from the above theorem, which like it is not attractive
for its own sake but on account of the non—effective-(or effective) nature
of its statement (Relation (6,2) below).

In the above theorem replace f(n) by the number h(n) of ways of
writing n as a product of two cube-free positive integers, Then the
corresponding error-term

6(x) = 3 n(n) - X08E _ (2001 _ 6L'3)y,
ngx 23 A(3) 2(3)

is trivially seen to satisfy, without any assumption on @, the optimal

relation

s

G(x) = Q(x ) (for every e » O)

as a consequence of a very general theorem of Richert [9]. But in this
case the "weak Lindeltf hypothesis" (2.4) (or (5.12)) does not appear to
imply

- £

).

e

X 1/2
(6.1) (i—f le(t)[2 at) = alx

what we obtain from (2.4) is the same as with no hypothesis at all, namely
x 1/2
K...
(6.2) [ an) = alE)
0

for every fixed € 3 O,' where K 1is given by (1.3). Of course, by (6.2)
and (4.3), the "weak Riemann hypothesis" g R % suffices to have (6.1),

but we can still obtain (6,1) from an assumption which is quite weaker

than ¢ < %, although it is not a consequence of it, Indeed, suppose that
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in addition to (2,4), the left derivative of the {convex) Lindeltf function

at o= % satisfies

(6.3) pl(2) > - 1.

Then easy modifications of the proof of (2,2) show that (6,1) holds, In
view of (6,3), tc have the optimal result (6,1) it is therefore sufficient

to assume that p(% - 5) = 0 Tfor some § > O.
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Appendix 2 :

The difficulty of an "effective" improvement by means

of sharper upper bounds for the Iindel¢of function,

We saw that the "weak Lindeltf hypothesis™ p(g) = O 1implies the
optimal result (1.8) (which is the same as (2.2)). Hence one might wonder
whether, by means of some slightly weaker upper bound for p(%) (or more
generally by the known upper bounds for the Lindelsf function p(c), see
for example Titchmarsh [12], Chapter V), it would be possible to prove an

unconditional result of the form
(7.1) E(x) = o(x%)

where o is > and effectively computable,

ol

Indeed,: it follows from (5,10) and Lemma 3 that, if H is a real

number with

: ;

(7.2) 2 <HG 7

such that

(7.3) t-40-2u(30) > © (whenever + ¢ o < H),

6

then, for every fixed real number e » 0,
(7.4) i(x) = o="F).

Thus, in case we can find an effectively computable H which satisfies

(7.2) and (7.3) and which in addition is > g, then (7.1) holds for any

choice of o such that g < o < H.

Rewriting (7.3) as p(3c) 4 % - 20, we see that for (7.3) to hold with
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2
9
of Lemma 5) that

some H > =, it would be necessary (and also trivially sufficient, in view

(7.5) u(z) -%

and if H is to be effectively computable, then it would be necessary
(and sufficient) that .p(g) L vwhere I is < 3% and effectively
computable,

No estimate as sharp as (7.5) is known to this day. In view of Lemma 5

(with Kolesnik's sharper result p(%) < 182?) and van der Corput's result

(7.6) W2 ¢ &

(see Titchmarsh [12], Theoren 5,14, with £ = 4), it follows that

(1.7) ME ) 129

the right side of (7.7) being comprised between '56 and T%' Inequalities
such. as (7.6) and (7,7) can be somewhat sharpened by the method of expo-
nent pairs (Rankin [8]), but the results obtained would still be very far

from (7.5).

Similarly, the estimates. of p(g) that one would reguire to obtain a
relation of the form (7.1) are far beyond reach, and the situation is even

more drastic than with u(%).

Thus the reason why the content of section 3 (common zeros between r(s)
and C(ns)‘>wms successful in leading to a non-trivial result is due to
fortuitous circumstances, and improving upon our theorem by methods of .
trigonometric sums appears to be quite hard, The best we can obtain via

the above-mentioned upper bounds of p(%) and p(%) is
404 '

3(x) = o230 ),

which is not as good as (1,2).
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Sur un théoréme de Titchmarsh

B. SAFFARI

1. Introduction,

1.1. Le Q-théoréme démontré dens [6] repose en partie sur un lemme
(ngg§.3 de [6]) que, en raison de la longueur de sa démonstration,
nous nous bornons la & énoncer, renvoyant pour la démonstration au
préseﬁt travail, L'objet de cet article est donc de démontrer ce lemme,
reformulé ici d'une maniére un peu plus générale gue dans [6] : Ceci
constitue.l'unique résultat contenu dans le présent article,

(n pourrait observer gqu'en adoptant la méthode de notre démonstra-
tion on peut également rectifier la démonstration (partiellement
incorrecte) du Théortme 12.5 de Titchmarsh [9]; lequel est en fait la
source du présent travail, D'ailleurs cette rectification du résultat
de Titchmarsh nécessiterait moins de détails que notre démonstration

ci-dessous, en raison de l'absence, dans la "bande critique”, de sin-

gularités de la fonction génératrice correspondante,

1.2, Pour alléger l'écriture, et contrairement & [6], lorsque nous
emploierons ici les notations (équivalentes) (O et 4{ de Landau et
de Vinogradov, cela ne signifiera pas nécessairement que les constantes

implicites sont absolues : Elles peuvent au contraire dépendre de divers

parametres, Mais cela ne présentera pas d'inconvénient,

Comme d'habitude, la partie entitére du nombre réel x sera notée

par [x].



l&é& Dans tout ce qui suit nous désignerons par r(s) la fonction gamma,
par C(S) la fonction zéta de Riemann, par s = o + it la variable
complexe, et par p un quelconque des zéros '"mon triviaux" (c.a.d.
situés dans la bande critique o ¢ 6 < 1) de C(S)-

Pour éviter tout conflit avec la notation classique p = g + iy (et
en particulier pour nous conformer sur ce point aux notations de [6]),
nous désignerons par (¢ la constante d'Euler,

Pour tout entier r ) 2, nous désignerons par er la borne supé-

rieure des parties réelles de ceux des zéros non-triviaux p qui véri-

fient ¢(p/r) # 0. De sorte que l'on a

$0,§0g 1,

Nl

@ désignant la borne supérieure des . (Dans la terminologie de [6],
ces p sont les zéros r-réguliers de la fonction z8&ta dans la bande
critique).

Nous désignerons par fr(h) le nombre des diviseurs de l'entier
positif =n  qui ne sont divisibles par la puissance r ieme d'aucun

nombre premier, de sorte que dans l'expression

_xlog x 2C - 1 _ rg'(r)
(1.1) Tr(X) = "ETET—— + ( (=) Cz(r) )x + Ar(x)
de la fonction sommatoire Tr(x) = g;;fr(n), le "terme 4'erreur"
N\

Ar(x) est, comme on le voit en adopbtant un argument classique

(Titchmarsh [9], Chap. 12) donné. par

§+1iT _s_ 2
15 xt(s)
(.1.2) AI‘(X) = _ZE?tTllm / SC(I‘S ds

- oo ¥ §=iT
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pourvu que X ne soit pas entier, et que § soit un nombré réel tel
gue & ¢ 1 et tel que la bande § ¢ 6 ¢ 1 ne renferme aucun pdle de

la fonction méromorphe Cz(s)/g(rs). La relation (1.2) signifie que

Ar(1/x) a pour transformée de Mellin la fonction CZ(S)/C(TS).

Le "terme principal®

x log x (ZC -1 _ TC'(T))X
C(r) C(r) C2(r)

est le résidu au pdle (double) s = { de Cz(s)/sg(rs).

1,4. Dans [7] et dans [9], Titchmarsh démontre le résultat suivant
(Theorem 12.5 de [9], P. 271), gue nous énongons ici avec quelgques
modifications de notations :

Soit k un entier » 2, et soit &) la borne inférieure de 1l'ensemble

des nombres réels positifs o tels que

/°° LR it)IZKdt < oo
- |o 4+ it]?

Soit Rk(x) le terme dlerreur dans le probléme des diviseurs de

Dirichlet-piltz [voir [9], p. 263, ol Rk(x) est désigné par Ak(x)],

et soit
1" 2.y
. = o
B = inf{o : (E‘/; le(t)l at)? Qé x}.
Alors B = &y 2 et -

. 2k ) .
_L[w IC(G'*' lt)l dt =f lR (X)IZX_ 26 = 1 dx
27 . k

- |c+1t] )

pourvu que o > Bk .



4.

La démonstration que Titchma:sh donne de ce résultat est fort douteuse
(bien que l'énoncé en soit correct), en raison & la fois de lacunes dans
[9] (pp. 271-272) et dans le théoréme 71 de [8]'auquel il se réfere,
Néanmoins, ces lacunes peuvent étre comblées grice, par exemple, & des
résultats de type "Phragmen-Lindelsf" de Hardy—Ingham—Polya [5] ou de

Carlson [1,2,3], ou méme de divers travaux de Titchmarsh lui-méme,

1.5. Notre théortme s'apparente au résultat précité de Titchmarsh. En

PARAAAAIAS

voici 1l'énoncé :

THEOREME, Pour r entier 3 2, soit hr la borne supérieure des

Pparties réelles des pbles autres que 1 de la fonction méromorphe

cz(s)/sg(rs), de sorte que 1l'on a évidemment

.

(1.3)

Hla

1
T O S

Tl existe alors des nombres réels o© tels gue hr < 60< 1 et tels que

(1.4) foo |elo + 1] " dt < oo.

- o+ it|2 |c(ro + rit)lz

ges o forment un intervalle, dont 1'extrémité inférieure W, vérifie

(1.5) W, =0

o
~

(1.6) 6, = inf{e : (%[XIAr(t)IZ dt)17<x6}‘

[Ceci entrafne en particulier gque




en raison de (1.3)]. Finalement, en désignant par w; la borne inférieure

des ¢ tels que hr < g< 1 et tels que, lorsque T - o, on ait pour

tout € > 0
T .
(1.7) J[ lcgc + 1)t 5 4t =0 (%),
-T |o + it] lg(rc + Tit)] -
alors
(1.8) W =W, .

La principale difficulté de la démonstration réside dans le fait que,
contrairement au résultat précité de Titchmarsh ol la fonction Ck(s)
est holomorphe dans toute la bande critique, nous avons ici affaire &
la fonction méromorphe QZ(S)/SC(rs), dont en outre le comportement est
plus difficile & étudier que celui de Ck(s).

La suite de l'article est consacré a la démonstration du théoréme,

1.6, Hubert Delange a fait de précieuses critiques d'une premidre ver-

sion de ce travail : Je l'en remercie bien vivement,



2. FExistence dans l'intervalle ]hr’ 1 de

nombres o vérifiant (1.4).

Ceci est trivial, 11 suffit de constater que (1.4) est satisfaite

pour
1 1
max(z, Z) <ot
Or c'est bien le cas, puisque pour o > 1/r nous avons

1 t(ro)\?

< ( ,
lc(rc+rit)l2 C(ZTG)

et que d'tautre part (cf. Titchmarsh[ﬁﬂ,Chap, 12)

f°° el + 20)| dt < e
- o0 |O+itlz

pour tout o tel que 1/4< o< 1.
Quant au fait que les o ¢ ]hr ,1[ qui vérifient (1.4) forment un
intervalle, cela va résulter du lemme 2 gue nous énoncerons plus loin,

et dont l'applicabilité sera justifiée par le lemme 3,



3, Une fonction auxiliaire, \\%m &/
&

%,1. Pour la démonstration de la relation (1.5) (égalité W, o= er)

nous aurons a considérer la fonction

%(s) - (2%t rg'(r) 1 1 1

re(rs) -

H.(s) = - . . .
’ e I

C'est une fonction méromorphe ayant pour pbles ceux de CZ(S)/SC(IS),

- moins le point s = 1 comme on le voit facilement en considérant le

développement de Laurent .de Cz(s)/sc(rs) au point 1, Donc :

Hr(s) est holomorphe dans le demi-plan o > hr , mais dans aucun

demi-plan o> h - e ou e > o,

3,2, L'avantage d'introduire Hi(s) réside dans le fait que, dans la
relation (1,4), on peut remplacer l'intégrale par celle de
le(c + it)]z. Il est en effet clair gque, pour o > hr , avec o #£ 1,

on a

(5.1) foo |5,.(o + it)]? at < w

-

si et _seulement si la relation (1,4) a lieu,

3.3, Pour déterminer les ¢ tels que (3.1) ait lieu, nous nous servi-
AAANAA -
rons plus loin du fait que, du moins pour o > 1, Hf(s) n'est autre

que l'intégrale de Laplace

(5.2 m(e) = [ e (M (5 1.

(o)

pour démontrer (3,2), observons que pour o > 1 nous avons



2(8) o fr(s) .’“’Tr(x)
27'1"_87':2/—; e =S]1uxs+1

et par suite, en divisant par s et en utilisant (1.1),

w A_(x)
T
——((qx = H (s),
1 XS+1 r

Fn faisant le changement de variable x = eu, on obtient bien (3,2).



4. Deux lemmes,

ﬁ;lg_Nous allons introduire ici les outils qui nous serviront & prouver
1'inégalité W, 0L . I1 s'agit, d'une part, de la relaﬁion de Parseval
pour les fonctions holomorphes appartenant & ce qu'on appelle la classe
isz(a), dtautre part d'un théordme "du type Phragmen-Lindelof™ dd &

Hardy, Ingham et Polya [5].

4,2, LEMME 1. Soit « un nombre réel, et désignons par 432(a) 1l'en-—

semble des fonctions f(s) de la variable complexe s, holomorphes pour

¢ > a, et satisfaisant & -

o0
Jf lf(c + it)lzdt & constante indépendante de o

- 00

pour tout o > o. Alors si £ ¢ {Bz(a), il existe une fonction F(u)

(3 valeurs complexes), définie pour u > 0, localement intégrable, et

telle que l'on ait

[ee)
f e % p(w)du = £(s) pour o > a.
(o]

Bt on a alors la relation de Parseval :

2nf°° e 2% F(u)|%du =f°° |£(c + it)|%at,

O - ©o

valable pour tout o> a.

Pour la démonstration du lemme 1, cf, Doetsch [4], Pp. 429-430.
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4.3, Voici maintenant un résultat "du type Phragmen-Lindelsf™ qui nous
At NP

servira (sous une forme affaiblie) dans la démonstration de 1'inédgalité
6\<Wt

r Ir

LEMME 2, (Hardy, Ingham et Polya), Soit f(s) wune fonction holomorphe

dans la bande A, <O, (ol = o < R w) telle que |f(s)|

soit continue dans la bande fermée x1 L 0¢ k2 . Supposons qu'il existe

une constante K tfelle gue o (K K n/(x1 - AZ) et telle que l'on ait,

uniformément dans la bande A, < 6 < \

1 5 la "condition de Phraegmen—

Lindel of"
(4.1) (o + it) = O (exp exp(x|t])).

Dans ces conditions, si l'intégrale

J(o) -_-foo |£(c + it)|® at

- oo

(Qg; p est un nowbre réel > o fixé) converge pour G > k1 et o= xz ’

alors elle converge pour tout o tel que x1 < 0K XZ s, et de plus

3(o) ¢ max(3(r.), 3,))

A m O Ay = ©

A, = A A, = A
O RNCCIEINC (VI

(convexité logarithmique de J(o6) dans 1'intervalle x1 £ 0¢ xz).

Démonstration : Ceci n'est autre que le théordme 7 de [5],



1.

5, yalidité de la "condition de Pragmen-lLindelof"

pour la fonction Hi(s),

Nous devons justifier que Hf(s) satisfait bien & une condition du
type (4.1). Le résultat suivant (lemme %) fournit en fait une estimation
beaucoup plus fine, bien que celle-ci soit vraisemblablement encore tres

"en dessous de la vérité" (cf, Titchmarsh [9], Chap. 14).

LEMME 3. Quel que soit o, >h , quand [tl tend vers 1'infini

nous avons

H (o + it) = O (exp(a]t]|10g[t]))

uniformément pour o > oo , A €étant une constante positive convenable,

Démonstration du lemme 3. Tl revient évidemment au méme d!'établir

que, si c, > hr » on a uniformément pour o S,

2 .
(5.1) (o + gtgcctrcti rit) <§ eXP(AItllOgZ [£]).

¢'est trivial pour o> 1/r, Il suffit donc d'établir que, si

h <o < o, et o, 1/r, on a (5.1) uniformément pour 6, 9 O, -

Nous avons (cf, Titchmarsh [9], Pp. 30-3%1) pour toutes valeurs de s

bs
(s) = —2 1 (1 - 2o

2(s-1) r(-sz- + 1) p

ol p parcourt l'ensemble des zéros non-triviaux de els),
et

b= log(on) - 1 - -g
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Oon a.donc
c(s)
.'S-E-(';;S—; = @1(3) @2(3)’
s (s) = (rs-1)e(2_r)bs r(1 + rs/2)
! 25(8-1)% 1°(1 + s/2)
et

@Z(S)

It

(n (1 - 2 (1= 271 /%),
w Q

w parcourant 1l'ensemble des zéros (autres que 1/r) de Cz(s)/c(rs)
situés dans la bande o< o< 1, et @ les pdles (autres que 1) de
la méme fonction,

Il est clair que les w sont complexes conjugués deux & deux, de
méme que les @, et que 1'on a

Re Q@ hr pour tout Q.

Soit N(T) le nombre de zéros de ¢(s) dans'le rectangle o< o< 1,

o< tg T, De la forme affaiblie

(5.2) n(r) ~ -2—11;‘{[‘ log T (T = o)

de la formule de Von Mangoldt (Titchmarsh [9], p. 181) il résulte, grice
& une sommation par parties, que

1

————

e[>T |p]

et par conséquent

1 log
L1l2<O§T et ) 1 <°;T.

[>T |o [>T [a]?

1 log T
2" g T

1

(T"’w)s

La formule de Stirling pour log r(s) montre que, lorsque ltl-e(x,
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on a uniformément pour 0, £ 0 O,

8, (o + 18) & |57/ exp((1 - als])

(rappelons que b, < o, < 9, et o, > 1/r). I1 nous suffit donc de

montrer que l'on a

(5.3) @2(0 + it) <§ exp(Blt]logzltl)

(B constante > o). En fait nous allons montrer que lorsque lsl tend

Vo
vers l'infini avec o ) Oy s

@2(8) < eQ(]tllogzltl).

Pour ce faire, nous écrirons

3 (=)

It

v, (s)y,()u (o)y (s)y (o)

2

v ()= 1 T (-2,
|w[>2]]

s ()= 1 T (1=
|o[>2]s]

¥(s) = expls 1oy ),

|wl¢2]s] |el¢2]s]

W4(S)= l | w;S’
|ul<2]s]

?5(SJ‘= ' Q ? s®
lelg2|s] *

Nous allons donner, pour chacune des cing fonctions yj(s), une
majoration aussi bonne ou meilleure que le second membre de (5.3). En

les combinant nous aurons bien (5,3), et donc aussi (5,1).
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Notant que pour [zl < 1 nous avons
Z = Zm
(1-2)e” = expl-3 2
m=2

et que pour ]z] < 1/2

[e=) m ©0 2
N R IR

2

I\

on en déduit que pour |z| < 1/2

~|z]° a|?

¢ 1(=2)e"] ol

et par conséquent
v, ()] ¢ wxp([s] 257 |u?) ¢ SHlelros]sD)
|u]>2]s]
et
v, ()] < (]2 [o]™®) Ks|rogs])
le|>2]s]

Comme les w (resp. les @) sont complexes conjugués deux & deux et que

1 1 _ _Reuw 1.1 _ _Reg
w T T%T 2 ¢ oty T2 %
| ]

les sommes 1/w et > 1/Q@  sont réelles et bornées

|wl<2]s] |lels2]s]
quand ls]-»<n. on a donc

IQB(S)I N Q=)
Reste & majorer |w4(s)1 et IWS(S)I. Posant

3 2

K1=inf|m|’ Kz‘oo—hr’

on voit que chacun des facteurs de Y4(s) est de module g K1|s], et

(puisque lo-s| > S, —,hr) gque chacun des facteurs de ws(s) est de

module ¢ K2‘s]. Comme d'autre part, en raison de la relation (5.2), le
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noumbre des facteurs dans chacune des expressions \]{4(5) ot \y5(s) ost
O (|s|iog|s]), on a

2
v, (=] ¢ (K1ISI>Q(|SllOngI>\< O] s|10g?|s])
et

o [slregls]) . Of]s]|10s®]s])
e ()] ¢ (&, Rt IPIeslol) ¢ A [s[r08?]s])

Ceci achéve la démonstration du lemme 3,
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6, Démonstration de 1'inégalité w.o> e, .

6.1. Nous allons commencer par démontrer gque, pour tout . a > w

. 1a

fonction Hi(s) appartient & la classe ,gjz(a). Pour cela, observons

que si 00 > t est fixé, nous avons pour o ) S,

2
1 o) oo _ rc'(r)l 1

IHI'(G * it)l N IGO + itl ' C(I’o‘o) + Ic(r) CZ(I') : |co - 1 4+ it

1
o, = 1+ itlz

+ 1 .
¢lr) |

constante
S lg‘ - 1 + 1it}]?
i o

de serte que (3.1) a lieu pour tout o > 1, et que de plus, quel que

soit o, > 1, 1'intégrale Jr ]Hi(o + it)|2 dt est bornée pour o) o,

D'autre part, quel que soit « > LA il existe un nombre réel «
tel que hr < a1 < a et tel que (3.1) ait lieu pour o = a1 [attendu
gu'il en est ainsi powr la relation_(1.4)]. Compte tenu du lemme 3, toutes
les conditions du lemme 2 sont réalisées avec f(s) = Hi(s), x1 = a1 ,
hz =06, >1, p=2.

I1 en résulte bien que pour tout o > v, la relation (3,1) a lieu

oo .
et que, pour tout a v, fixé, 1l'intégrale Jf IH}(G + it)lz dt est

-

bornée pourAtout o » «. Autrement dit, pour tout « > v , la fonction

3r(s) appartient bien & la classe éjz(a).
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6.2. Appliguant le lemme 4, on en déduit qu'il existe une fonction
localement intégrable F (u), définie pour tout u y 0, et telle que
o

pour tout o > o on ait les relations

(6.1) /ﬁwe—suFa(u)du = Hr(s)

o]

et

(6.2) .z»nfooe"z‘m|FOL(u)I2 du =f°° ERCE it)|? 4t < w.

(o} - o0
En vertu de L'unicité des images de Laplace inverses ("originales"), il

résulte de (3.2) et (6.1) que 1'on a

(6.3) F (u) Ar(e : pour presque tout u o

(au sens de la mesure de Lebesgue). on déduit alors de (6.2) et (6,3)

gue, pour tout o > LA

[ 72 (M2 an <

0

clest-a~dire

f |a,()]2 5727 ax ¢

Posant alors k = [log X/log 2] et (pour o> Wf)

K = K(o) = sup’f IAr(x)[ x 21 Gx ¢ oo,

Tyt Y T/2

nous avons pour X > {1 et o> v,

fOXIAr(X)IZ dx \<f ]Af(x)] dx + if Ar(x)l dx

Ny 2 KX 20+1
\<fo IAT(X)I ax + | - 2—(20+1) X

- Q(X20+1) .



X .
La validité de la relation jf IAT(X)Iz dx =<3(X26+1) pour tout
0

aé . tao s Ry .
g > W, émontre bien 1l'inégalité LA er

18.
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7. Démonstration de 1'indgalité v, < er .

Pour montrer que W, < er , 11 suffit de prouver gque l'on a

[e.0]
(7.1) ‘/; e_zouIAr(eu)Iz du ¢ oo pour tout o > er .

En effet, supposant (7,.1) vraie, on voit par application de 1'inégalité
u
(e

avec 1 fixé tel que o< n < ¢ —‘er) que ]ﬁ e_su Ar(eu)du est abso—~
o}

de Schwearz (aux intégrales des fonctions e M et e(c - n)u

lument convergente pour ¢ > er . Dlapres (3,2), ceci montre gque Hi(s)
est holomorphe pour O > er , de sorte que er »_hr . De plus on a pour
tout o > er

f |50 + it)|2 dt = 2 Jf e’zcu]

- o o

a(e")]? du < o,

ce qui montre que W .
q q Gr > -

Reste & prouver (7,1), qui équivaut. &

o
2 _=2¢ - 1
(7.2) j} lAr(X)I X L dx ¢ pour tout o > Gr .

ar (7.2) est évidente, car on observe que (par intégration par parties)

on a pour tout y > 1

y 5 - ¥
f1 IA_('(X)IZX 2 1dX=y_2o‘- 1]0 l%(x)lzdx
1 Y X
- (x)]%x + (26 + 1) | ( (u)]2au)x"%° ~ %ax.
J, 16 v o) ) Tt

La convergence pour y tendant vers 4+ « résulte de ce que

fylAf(X)l2dX _oy® )

pour tout § fixé tel que 6. <8< 0.



&
;,\“\‘\Q“\;’

C 7
Hirwem

8. Fin de la démonstration : 1'identité (1.8). SN

8.1. L'inégalité W; R W, étant évidente, il suffit de montrer que

W, £ w? , et pour cela il suffira de prouver que si w; < o<1, alors

T 4
6.1) [ lsles it = Qlo),

1 |c4.it|2|Q(rc-+rit)[2

car la validité de (8.1) pour un tel o entraine trivialement celle

de (1.4) pour le méme o.

8.2. In plus de la notation s = ¢ + it, nous adopterons désormais la

notation (conforme & celle du passage de Titchmarsh [9] que nous suivrons)
(8.2) W= 0 4 iV (a et v Téels),

Nous fixerons désormais deux nombres a et o, assujetties aux indgalités

(8.3) W< g o,

Dans toute la suite nous considérerons comme "constantes" toutes quantités
qui dépendent au plus des nombres fixés o et o (et qui seront donc
indépendantes des variables t,v,T, etc...).

Soit § = 6(t) > o une fonction de 1+, tendant vers zéro lorsque

]tl tend vers 4+ oo, et assujettie & une condition de la forme

(8.4) 5> |t]74,

A étant une constante positive (dans le sens qu'on vient d'indiquer),
Comme en fin de démonstration on intégrera le long de 1l'intervalle
T/2 Lt ¢T, avee T - 4o, il sera légitime de prendre § = T~k,

% ¢étant une constante convenable 3 o,
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8.3. Pour démontrer (8,1), nous pourrons nous servir indifféremment de
RODDDPINIII

1'un ou ltauvtre des deux résultats suivants :

LEMME 4, Soit f(s) = E ann—s, le second membre étant absolument
n=1

convergent pour o > 1, Alors

(o) an —&n Cp.dco s

E -—_e = —lv P(W—S)f(w)é v dw,
S 27 i

n={n C—Joo

pourvu que & > o et ¢ > max(1,o).

LEMME 5, Sous les mémes hypothéses‘que dans le lemme 4, nous avons

2 & I ey 2\f(w) s—w
2:: —EG(—én) = EEE,/1 _ eXP(E(W‘S) )%:5—5 dw,
n={ n C—=1e0

2) = L [Tt
alx) = mf dt,

- o0

Nous appliquerons (1'un ou ltautre de) ces lemmes avec un § = 5(t)
vérifiant (8,4), de sorte que la condition § > o sera satisfaite,

Le lemme 4 est démontré dans Titchmarsh [9}, p. 128, Le lemme 5 se
démontre essentiellement de la méme maniére, Nous choisirons de démontrer
la relation (8.1),en utilisant le lemme 4 plutdt que le lemme 5, car ce
faisant nous pourrons suivre la méthode de démonstration du théoréme 7.9
de Titchmarsh [9]. (Le lemme 5 sé trouve donc énoncé ici tout autant
pour son propre intérét que comme variaﬁte possible du lemme 4).ACepen—
dant nous signalons au lecteur que la démonstration du susdit théorémé 7.9
de Titchmersh [9] (pp. 128-130) contient plusieurs points défectueux,

(que naturellement nous avons veillé & ne pas répdter dans ce qui nous

occupe ci-dessous !),
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8.4, Démontrons & présent la relation (8,1), Compte tenu des hypotheses
(8.3) et (8.4), l'application du lemme 4 au cas a = fr(n) donne la

relation suivante, analogue & la formule de la ligne 3, p. 129 de

Titchmarsh [9] :

1

2
(6.5) -z -z, w0l

avec

o T (D.)
(8.6) g =S S—e 0"

1 )

n={ n

et
Q4 lieo 2
1 ) sw

(8.7) 22 = 53 r(w S)E(;§7-6 dw,

a—~ico
Comme (8.5) entrafne trivialement

2
I RE A A S kb

on en déduit

T l (o + it)l4
(8.8) f =2 atv = o(u,) +0(u,) +01)
1 o+ it]|7 |ero + rit)]
avec
v |z,)° T |z,?
(8.9) U =f —_—at, U =[ —2 4%,
1 2 .2 2 2 .2
16 +t 1 ¢+t

Pour montrer que U1 et U2 restent bornées lorsque T tend vers + oo,

nous allons majorer les intégrales

T |z1|2 T ]zz|2
oyfm) = AL P T
T/2 ¢ + % /2 ¢ + t

Dans tout ce gui suit € désignera un nombre positif "fixé", que nous

nous réserverons de faire tendre vers zéro, Et, conformément & la
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tradition, nous commettrons 1'abus (sans inconvénient) de ne faire aucune
distinction entre les termes e, 2¢, ¢/2, etec, qui apparaftront dans les
calculs, les désignant tous par e. Rappelons d'autre part que, conformé-
ment & ce qui a été dit au paragraphe 8,2, § tend vers zéro par

valeurs > o,

8,5. Majoration de l'intégrale Q1(T). Soit d(n) 1le nombre des divi-
AARAANIAS. o AP PP PP IAPNI PP AN ATr i

seurs de l'entier positif n, de sorte que
(8.10) d(n) = Qn®) (n - o),

Comme fr(n) £ d(n)v on cbtient, compte tenu de (8.3), (8.6) et (8.10),

RO I

n=1 n

<n:Z R e—@(n)
<é 60 -1- e’

et par suite

-1 20— 2 - &
(8.11) Q1(T)< T s )

8.6, Majoration de l'intégrale QZ(T)’ Nous allons suivre en partie la
APNRAARALYE DA PANI A TN AN e AP NN et AN

méthode de Titchmarsh [9], P. 129. Notons d'abord que, en raison de (8,2),
(8,3) et de la décroissance exponentielle de la fonction gamma le long

des droites verticales, les intégrales



et

convergent, et qu'en outre

(8.12)

Observant que (8.7) entratne

(8.13)

n=[ 1r<w-s>£<—7|

- 0

2

-0

00 4
J =k/‘ [r(w-s)5§£32—|dv

z (rw

S = f‘” ]r(w—s)ldv

-0

S § constante indépendante de

1 ©
2,] € 238

et appliquant 1l'inégalité de Schwarz aux intégrales des fonctions

| T(w-s) I%

PESygtat

on déduit de (8.12) et (8.13) que

(8.14)

Prenant

‘ hY
d'ou,

<

2 1
1" <=
A 4112

|2,

)

2a 20 — 20
S7,, éi 5 J

Jf | (w-s) % o )ldv = 1),

[v]yr

compte tenu de (8.14),

j;/Z o + 12 45 " jﬁ IZ l + <<

20 - 2a

¢ (rw)

o
T

20 - 2u

o) 20 - 2a
e
| |

=

T/2¢tgT

[v]|gT

v|gT

T/2§t¢T

|t] ¢ T, nous avons dans les conditions ci-dessus

2 (rw)

(v S),E_SELw

C (rw)

lr(w s) & (v)‘d dt

(8] +V

dv dt

2

n
=

Al

i

73
i%x
%
[yald
S
&
/’/

IY;

A
BIBLIOTHERE f—?

/’( Ll

%me?/
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D'apres (8,12) ét (1,7), la derniére intégrale double est

. 2 .
( ) d
<f| |c(rZ:iZV5|2’ s &1

VI$T c 4+ V

de sorte qu'on obtient finalement

20 - 2a €
(8.15) QE(T) < 8% T “%qpE,

8.7. Fin de la démonstration, Choisissons maintenant § = T-x A

s atnd !

étant une constante telle que

1
0<?\<m.
AMors, pour ¢ suffisamment petit, il résulte de (8.11) et (8.15) que
Q1(T) <€ T Vv et QZ(T) <{ Tﬁv, ol Vv est une constante > o.

Prenant T = 2m avec m entier 3 {, et sommant par rapport a m, il

résulte de la convergence de E::2—vm que les intégrales
=1

co YA o VA
f —l—1—dt et f —I-?-——dt
> .o 2 .2

1 o + % 10" +

convergent, Compte tenu de (8,8) et (8,9), cela prouve (8,1), et par
conséquent aussi 1'identité (1.8).

La démonstration du théoreme est ainsi achevée.
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