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Chapitre I

Quelques outils importants de la théorie

des fonctions d'une variable réelle.

Les idées fondamentales des méthodes de variable réelle que nous utiliserons
ont pour source la théorie de la différentiation et en particulier le théoréme
de différentiation de l'intégrale. Avec notre point de vue moderne, nous pouvons
ici isoler trois idées.

a) Une "fonction maximale" donnant lieu & une inégalité "de type faible™
fondamentale.,

b) Pour prouver cette propriété de la fonction maximale, un lemme de recou—
vrement "du type de VITALIM.

¢) En conséquence, une inégalité pour 1P,

La méthode de démonstration de ¢) sera généralisée (voir quatridme théorime :
3.3) sous la forme dfun théoréme d'interpolation de MARCINKIEWICZ.

Le schéma de la preuve du premier théoréme donne un aper¢u de toutes ces
méthodes.

1.~ La fonction maximales

1.1 Définition de la fonction maximale. Soit f wune fonction réelle, mesurable,



définie sur R". On pose pour tout x & ok

Mf (x) = supr> 0 TET%T;YT j lf(yN dy.

B(x,r)

La "fonction maximale' de f est Mf.

1.2 Notations .~ Etant donnée une fonetion g définie sur R" et a e R, on
note
Eg,a = ensemble des x & B~ tels que g(x) > &,
Si f est prise comme dans la définition ci-dessus, alors Mf désignera
toujours sa fonction maximale.
Si E est un ensemble mesurable de Rn, |E] désignera sa mesure.
La lettre n sera réservée &4 la dimension d'un espace BY ol on se place.

-~

1.3{Premier théortme.~ Soit £ une fonction réelle mesurable définie sur Rn.

i) si fe L1(Rn), alors sa fonction maximale Mf est presque partout
finie,
ii) Pour tout &« > 0, on a
A
‘EMf,Q'_I <z jlf[ dx
ol A ne dépend que de la dimension n(A = 5" convient).
cs . P, 0
iii) Si fe L' (R) avec 1< p g, alors
Imell <A gl
P P lp

hY

ol AP ne dépend que de p et de la dimension n.

iv) si fe WPRY) avec 1< p g, alors
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B(x,r)

pour presque tout x € an.
1.4 Remarque.~ Prenant. n ='t et f(x) =1 pour 0 < x <1, on voit que
iii) serait faux avec p = 1.

1.5 Preuve du premier théoréme.— D'apres les définitions de Mf et de EMf o’
b4

pour tout x & EM s 1l existe une boule de centre x, mnotéde B_ telle que
highe ] X

(1) j l2(x) oy > 13 | .
B

X

3
Or d'une part (1) donne IBXI < g llfll1 pour tout x € EMf, et d'autre

!

part qguand x parcourt cet ensemble, il est recouvert par les Bx. Donc d'aprés
le lemme ci-dessous (1.6), de cette famille de boules on peut extraire une suite,

notée (B $ boules deux & deux disjointes, telles que

(k))keN

(2) ijeNlB(k)l > C 1By, ol

(o C =51 convient) . Appliquant (1) puis (2) & chacune des boules B(k)’

qui sont deux & deux disjointes, il vient

‘ _ «
XUB If(x)]ldx 2 & ZIB(k)I> ¢ ‘EMf,OcL
(k)
Comme le premier membre est majoré par ﬂfﬂ1, on obtient en prenant

les assertions ii), puis i) du théoreme.

<l -

A =
Preuve de iii) .- Aoo: 1 convient pour p = wj supposons désormais 1< p < @,
Notons g la fonction (qui dépend de f et du nombre & > 0) définie par

l£(x)]  si lf'(nc)l>°§r
(3) agx) =

zéro sinon.



Donc, successivement

Mf < %.+ Mg,

CE
EMf & ?
! Mg,%
4 By, J<IE | <
’ Mg,

En effet, on peut appliquer la conclusiom ii) & g qui appartient ¥ L1

% lelly

par construction (3) d'aprds l'hypothése fe L’ (1<p<o).
Observons que si h est une fonection mesurable finie dans Bn, en notant

pour tout £ >0

Wh(ﬁ) = mesure de Eh,a = {Eh;a§

ila fonction lh est décrqissante, el que pour tout exposant ¢ >0 on a
o o © .
R R C O P WO
g 0
(intégrales de STIELTJES) par intégration par parties du second membre.
En particulier (voir (2) et (4))
P yP P p-1 ~
(ﬂMf!iP) = jiMﬂ dx = p jzx IByp l4® <
0
1,24 .
<P j o (7;5 I£(x)| dx)ae
o ,
g
qui vaut, intégrant d‘'abord par rapport & &,
: ' £{x)} .
2 Ap j:f(xn (f «?%as) ax.
0

Or par hypothdse p -2 >~ 1, donec ctest aussi

24p lffi 221 P ax
p~1 «
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ceci prouve iii) (avec, toutes réductions faites,

P 1
P_2 5 _p ..
(Ap) =T (p fini)
e’b Am=1 )o

Pour prouver iv), on se raméne au cas p=1 en multipliant f par une fonction

égale & 1 sur une boule ouverte contenant le point & étudier, et & zéro ailleurs.

Notons pour tout = > O, fr la fonction

(5) £, = oy J .

B(x,r)

On sait que si f & L1, alors quand r — O, fr tend vers £ en norme

I1 reste donc seulement & établir que
l:Lmr____%0 fr(x)
existe pour presque tout x & Rn.
1 n
Notons pour tout geL , tout xeR,
(6) Qg(x) = 1im sup, gr(x) - 1im :Lnfr___,l0 gr(x)
oi g est défini comme £ ,
r r
4) 8i g est continue & support compact, alors g.—8 simplement, donc

Qg est identiquement nulle.

B) 8i g est sommable positive, alors d'aprdés ii)
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l< % lgl, (€>0).

C) Décomposons £ €L en

t=Y+g -g

o Y est continue support compact. La définition (6) pour {f, puis A) pour
g =¥ donnent
argav+ alg) +alg) = Ag) + Ag)
d'ol, d'aprés B) appliqué & g+ et g
: 24 + - 24
Bop 2l < el + el =5 lely -
Comme , dans la décomposition de £, on peut choisir ¥ de manidre que
Hg{i,; soit petit, ou voit bien que &f est nulle presque partoﬁ*bo

1.6 Comparé aux versions raffinédes du théortme de recouvrement de VITALI, le

résultat suivant semble trés partiel. Cfest néanmoins un outil rapide pour obtenir

des résultats fonctiomnels intéressants {th. 1.3).

n
Lemme .~ Soit E un ensemble mesurable <« R, recouvert par une famille de

boules Bj (j € J#@) telles que

supjeq }Bjk < ®

(autrement dit .smp;j ad (diamdtre de Bj) < @)
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Alors de cette famille on peut extraire une suite (finie ou infinie)

de boules B, (k = 1,2,...) deux & deux disjointes, telles que

k
(1) 2 I8l > ¢ IE|
k

(ot C ne dépend que de la dimension n j € =5 convient).

L
1.7 Preuve.— 12 Choix des Bk t On choisit d'abord B1 tel que diamétre de

1 .
B, > 3 supjﬁi 3 (diamdtre de Bj)'

Supposons définies B1,..., B Alors ou bien il existe une boule Bj telle que

k'

Bj n Bp= ¢ pour Pp = 1,0.-, k., ﬂ

o

14
diam Bj P 15 sup (diamdtre des boules B;j telles que B:j n (L1)BP) = f)
o

ou bien il n'en existe pas.

Dans le premier cas, on peut adopter Bk+1 = B.'i « Dans le second cas, on
o
s'arréte, Soit (B1‘, Bz,...) la suite finie ou infinie de boules ainsi sélection=~

nées par récurrence. Elles sont disjointes deux ¥ deux. Que |E| soit fini ou

non, si ElBkl =+ e, on peut dire que (1) du lemme est réalisé.

22 Preuve dans le cas ol Z lBkl < ©.
k

Notons B, la boule de méme centre que B

k et de rayon cing fois plus grand.

k

J'affirme que E C U B¥
k K

I1 suffit de voir que pour tout j € J on a Bj c Uk B;: .

Soit donc Bj une boule de la famille initiale. S'il existe un entier k
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tel que Bj < ‘Bk, alors B.j c Ek .

Supposons donc que poun tout entier k, on a 354: Bk.

Comme les Bk sont deux & deux disjointes et que ESBQ < 0o, il existe

k
un plus grand indice. eﬁtier, noté k(j), tel que
diamdtre de Bk( 3) a‘% diamdtre de Bj'
‘ . ' 1 . ,

Donc, diamdtre de B (k(§)+m) <3 diamdtre de '.E’s‘_j pour tout entier m =1,

I1 en résulte qu'il existe un entier r & {1,”.; k(j}} tel que

B n’Bj £0 .
En effet, 1'hypothdse contraire et la récurrence dans le choix des Bk

montrent qu'on aurait alors df adopter
B N = B,
(&(3)+1) ~ 7
alors que nous nous trouvons dans le cas 6?1‘130111' tout k ona Bj ¢ Bk.
Prenant . r{j) le plus petit r € {1,”.», k(;i)} tel que B N Bj £ @, on
& alors B, CB_ 5. (d'aprds la condition sur le diamdtre de B ,, ), comme
i~ () - r(j)
voulu.
Enfin, d'aprés E €U B, et |Bl =5 1B |, ona
¥ k k’ k k ¥

2l <1y Byl <5 ijmkl.

2.~ Partage d'un ouvert de g" en cubes +

‘L*énoncé suivant est d 2 WHITNEY. Nous le plagons ici surtout pour des
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raisons pédagogiques. Comme son usage n'est pas ici indispensable, nous le prou-

ch.VI, § 1
verons dans la seconde partie du coursV:C'est un théordme sur la structure géo-—.

métrique d'ud ouvert arbitraire de R® qui ne recours pas & la théorie de la

mesure. Son contenu peut étre ainsi interprété.

Dans Rn, on peut dire qu'un ouvert arbitraire peut étre découpé en cubes, dont

les diamdtres et les distances & la frontidre de liouvert sont du‘méme ordre: de
IDéjé pour n = 1, cette décomposition diffire beaucoup de celle dlup oy

grandeur.
vert en ces composantes connexes.

2.1 [Second théordme.— Soit F un fermé de R%. Alors som complémentaire {1 est

réunion dfune suite de cubes Qk" 4 cétés paralldles aux axes de coordonnées,

' dont les intérieurs sont deux & deux disjoints, et dont les diamdtres sont

b3

4 peu prés proportionnels & leurs distances & F 3

1) 0,00 =6 powr 4k

iii) Il existe deux constantes c1g cz > 0 ne dépendant que de la

dimension n, +telles que pour chaque cube Qk

Y

ey (diamdtre de Qk):c distance de @ & Fsg oo (diamdtre de Qk)'

2
2.2 | Troisidme théordme .=

Soient f sommable positive sur R® et & une constante >0,
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Alors il existe une décomposition (P, Q) de R" telle que 3
N n
i) R =PUQ, PNQ=4.
ii) f£(x) €« @ presque partout sur P.

iii) @ = Uk>1 Qk 3 réunion de cubes d'ar8tes paralldles aux axes

\

de coordonnées, dont les intérieurs sont deux & deux disjoints, avec pour
chaque Qk

(1) Q<TS12—I'-S f(x)ax < 2" a.
k' ‘g,

=

?
Ce théortme, dl & CALDERON et ZYGMUND, jouera un rdéle fondamental dans le
traitement des intégrales singulidres au chapitre II.

2.3 Preuve du troisidme théordme.— Couvrons R" par une suite de cubes "égaux"

(9,

m ‘meN?

(9

l'ensemble des sommets étant l'ensemble des points dont les =n

coordonnées sont des multiples entiers de 2-3, ot j est un entier 20 ou

(3

s 0, mais assez petit pour que, quel que soit le cube Q n o0 ait

1
1907y j( e
m Q»
~dy |

(c'est possible, car le dénominateur vaut 2

£
J)
m

Soit @' wun de ces cubes. On le partage en 2% cubes "égaux" (dont les
arétes ont pour longuer 2--‘1-.1 et sont paralldles aux axes). Soit Q" wun de
ces nouveaux cubes.

Premier cas 1,, j fdx « &,
R
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Second cas 3 -1-,-;-- I fdx > @
'Q ‘ Qﬂ

Dans ce second cas, om ne poursuivra pas la décomposition de Qf, qui
figurerag convenablement numéroté, parmi les Qk de 1'énoncé ; on a alors les

inégalités 2.3 (1) pour ce cube car
1
A < v j fdxﬁ"‘:;ll'-"—'j félxszncco
Qr 2o o

Dans le premier cas,; on poursuivra pour .Q" le processus de décomposition en
n
2 cubes égaux.

On prend pour @ la réunion des cubes qui sont dans le second cas.

J'affirme enfin que, presque partout sur P = {Q, ona f(x)<a.

En effet, pour presque tout x € P; on a, d'aprés un théordéme de LEBESGUE

(variante de 1.3 iv))

£(x) = lim

t eoe X ‘ f(y)dy
Q ! cho

(oh 1a limite est prise selon les Q°°° qui contiennent x et dont le diamdtre
tend vers zéro quand se poursuit le processus de découpage). Or, pour chacun de
ces cubes 0°°°, on est dans le premier cas.

2.4 Oorollaire‘gg théordme 2.2.~ Avec les notations du théordme 2.2, il existe

deux constantes A, B ne dépendant que de la dimension n, telles que,
pour un choix convenable de P, 0 et des cubes Qk on ait 2.2 i), 2.2 ii),

2.2 iii) avee

() ol <& lel,
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et pour chaque Q,» moins précisément que 2.2 (1) 3

@ - | tax<ne
0T
k
(A=1 ot B=2" conviennent),

L.

2.5 En effet, dans la démonstratign 2.3, on a pris pour les Qk des cubes

"qui vérifient le second cas", c'est-a-dire

lgkl<é_f £ ax
Qk

et ona (1) avec A =1 puisque Q = Uk le

Et 1'inégalité (1) dans 2.2 iii) donne 2.4 (2) avec B = 2",

2.6 On peut retrouver 2.4 (avec une évaluation moins efficace des constantes

A et B) si on choisit P, Q et les Qk en s'inspirant du premier théortme

(1.3) et du théordme de WHITNEY (2.1).

Prenons ici Q = EMf,G et P = [Qu

Par définition de Q, P est l'ensemble des points x € R" vérifiant
1'inégalité au sens large Mf(x) = &. Or la définition 1.1 fait apparaitre Mf
comme sup de fonctions continues : Mf est semi-continue inférieurement, donc

P est fermé.

D'aprds' 1.3 iv) (dans le premier théorime) et la définition 1.1 de la fonc—

. . ; n
tion maximale Mf, on & pour presque tout x e B

f(x) = limr__’o ‘—BT;I-,—I-‘TT J.B(x r) f(y)dy < Mf(x)’
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d'oh 2.2 ii) avec notre choix de P ici.

Ltinégalité 2.4 (1) dams le corollaire a lieu (avec seulement A = 5n)

dtaprés notre choix de Q et 1.3 ii).
Comme ici P est fermé, on peut choisir (en posant P = F) 1les cubes
Qk comme dans le théorime de WHITNEY 2.1.Soit alors Qk un tel cube. Il existe

Py € P +tel que

a(py,, ) = a(®, ).
Soit Bik la plus petite boule de centre Py contenant Qk‘o Posons
LY

On a d'aprds successivehlent p,_€ P et notre choix de P puis la défi-
k ; !

nition de Mf, enfin la définition de ¥,
1
5]

z

1 X f dx.

Xf dx =
RT &

a (
aMf(pk)
La géométrie élémentaire et les dernidres inédgalités du théordme 2.1
montrent qu'il existe une constante B, ne dépendant que de la dimension n,

telle que pour tout entier k on ait Yk < B, d'ou 2.4 (2).

3.~ Un théordme d'interpolation pour les LY,

3.1 Notation.— L?(Rn) + LY®") est l'ensemble des fonctions définies sur r®
stécrivant £ + £ avec £ € LF, £ & 13,

P 9 P q
3.2 Remarque.~ 8i les trois exposants p, q, r. vérifient 1 & P qegr £0

alors Lq“ < Lp« o+ ‘Lro
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I1 suffit pour 1'établir de décomposer une fonction positive f € 1! en
f = (f - inf (£, 1)) + inf. (£, 1).
3.3 Dans le théordme suivant, cas particulier d'un théordme de MARCINKIEWICZ,
1'important n'est pas l'espace fongtionnel ol est défini T, mais les types
de majorations et la manidre de les prouver. Dans la démonstration de
“Mfﬂp < AP ﬂfap (premier théordme) est déjh intervenue 1'idée principale 3
décomposer f en deux termes selon leurs "grandeurs", puis appliquer & chaque
terme des propriétés connues de T.

Quatrieéme théordme.- Soit T une application de L1 (R + Lz(Rn) dans

] ] n
1'espace des fonctions mesurables sur R . On suppose que

i) Pour tous f, g e +12 on a

IT(e + g) (x)| = ITe(x)] + |7g(x)]
pour presque tout x & r".

ii) Il existe A tel que pour tout ® >0, tout f € L‘, on ait

A1

iii) I1 existe A_ +tel que pour tout ® >0, tout f € L2, on ait

2

(A2 )2
lE’Tf‘,QI < Wﬂfﬂz L

(Sur ces deux hypothdses ii) et iii), voir la fin du chapitre).

Conclusion.~ Si 1< p <2, alors T est une application comntinue de 1P
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dans L s et il existe une constante Ap (ne dépendant que de p, des
deux constantes A1, Az introduites ci-~dessus, et de la dimension n) telle
que pour tout f € 1P on ait

frr KP ks AP ﬁfﬁp;

s

3.4 Preuve.- Soit fe LY (1 < P < 2). Posons pour tout ¥ > 0

£ 4+ £y (¥ n'est pas un exposant)

-f(x) -si i2(x)] =¥

£

il

M1 o £ (x)

I

| zéro si 2(x)l < ¥
Czéro si |£(x)] > ¥

U}

done f“ (x)

L f(x) si lg(x)] <Y

b

On a évidemment e L‘, f\‘, € Lz,
(Pins-précisément, d'aprds 1 - p <0, on &
Xl:txld.x = jtf"ll’ 12517 Pax < ¥P Jlf“"xi’ax < ¥R )?,
et de méme, d'aprds 2 - p> 0
j{f\tlzdx < VP jtfxlpdx < Yz"P(lifllp)P).
Dans les notations (1) prenons V= (ensuite nous ferons varier ).

L'hypothdse i) donne (i un ensemble négligeable prés) |

c(E YU (B )

E
T2}, a a | &
ITe hs Ichhi

dfol
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B | < IE | + |B |

ITel,a . <

' T2 %], % Ir2g 1,5
2A . 2A_\2
(2) < —51- J!f“ldx + (753) Jlfmlzdx <

2A 24\ 2
< —6_-1- J Ifldx + (_Ez_) j Iz 1ax.
L Elfl,@ ,f(x)‘ Qq‘

(La seconde ligne résulte des hypothéses ii) et iii) et la troisidme de (1)){
Notons le premier membre de ces inégalités (2)

Ma) = ‘Elel,m! 3

c'est une fonction décroissante de &. Or

jij(de = - jm

© 51
o® AA@®) = p j & @
0 (4]

comme on l'a vu déjh en 1.5 (preuve de iii)), d'ol d'aprés (2)

C
jITflpdx = P \3 Q.P- Aa)de <

2p A1 ( G.p—z [£(x)] dx)dx + p(2A2)2 j( j p—BZf(x)l 2dx)d(!»:
l < lf(x)ls a
‘H"W 2 2 |, (@ 3 2
=2p A 3( j o “aw) l£(x)} ax + p(2A2) j(j & Caw) |£(x)| “dx) dx =
0 I2(x)]
= 12,-% A, jlflp—1 (£lax + ;‘% (Az)2 me-z iz1%ax.

D'ou 1'inégalité, annoncée en conclusion, ce dont résulte, compte tenu de
1'hypothdése i), le fait que T applique 1P dans LP? continfment.
3.5 Définition.— Soit T une application de LP(Rn) (1€ p<®) dans l'ensemble
des fonctions mesurables sur Rn, vérifiant la propriété suivante

"Il existe une constante A +telle que, pour tout @ >0, tout f e LP,
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“on ait
(mesure de 1l'ensemble’'des x € B~ vérifiant |T£(x)] » &) =

- 'ﬁ‘ P oy
= |E z le lip) .

ITf | ’mt <

On dit alors que "T applique faiblement t? dans 1P" ou encore que T est

"faiblement de type (Lp 5 LP) ",

Par exemple, les hypothdses ii) et iii) du théordme 3.3 disent que T est fai-
1 1 . 2 .2

blement de type (L , L') et faiblement de type (L, L7).

Proposition.~ 8i T désigne une application bornde de L? gans Lp, alors T

applique faiblement 124 dans LY.
Car si pour tout £ € i ona X}Tf]pdx < (Aﬁfﬂp)y, alors
1

1B pp ol ‘mp

jlm(xnpax < & 11 )P
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Note bibliographique (chapitre I)

Les résultats concernant la fonction maximale sont dus & HARDY et
LITTLEWOOD dans le cas n = 1, et WIENER (Duke Math Journal, 1939) dans le

cas général.

Le deuxid®me théordme énoncé ici est une variante d'une comstruction de

WHITNEY (Trans. Amer. Math. Soc., 36, 1934, 63-89).

s
Pour le troisidme théordme voir CALDERON-ZYGMUND (Acta Math., 88, 1952,
85-139) .

Une forme assez générale du théordéme d‘'interpolation de MARCINKIEWICZ se
trouve dans le livre de ZIGMUND, 1959, chapitre XII.



Chapitre II

Intégralés singuliéres,

1.~ Quelques résultats classiques,

1.1 Notations,- ‘gO(Rn) = Les fonctions continues sur B qui tendent vers zéro
a 1%infini.

LP(Rn) = L'espace des (classes de) fonctions (mesurables et) de puissance

Péme sommable sur R (pour la mesure familidre) (1< p < o00).
L® (Rn) = L'espace des (classes de) fonctions mesurables essentiellement
borndes.

ﬁ(Rn) = L'espace des mesures sur B de masse totale finie $ on sait que ‘
L’ ‘s'injecte dans % avec conservation des normes.
1.2 Le convolubion de deux mesures } = }4\1 * Py de o ‘est si possible définie
par
By * Pyle) = jjf(x +y) aplx) ay)
(£ continue & support compac"t’.).
si felf (1<p goo), on prend avec e®
(2 % p) (x) - jf(x -y} aply) - g(x)e

ona gelL® et |f * ply< B0 Bl
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Et pour h e L1

y (2 % h)(x) = ‘Yf(x - y) niy)dy = g(x) donne
relf et Jrx ﬁB‘p < qup ”hu1.
1.3[Théordme A.~ Soit T une transformation lindaire de L1 dans ETw
Pour que T soit bornée et commute avec les translations, il faut et
| il suffit qﬁ‘il existe une mesure y.GrEB (ctest-d~dire de masse totale
finie) telle que pour tout £ & A T Po
On & alors |7 = ﬁ}tk
1.47Théor§me Bo— Soit T wune transformation lindaire de L2 dans L2¢
Pour que T soit bornée et commute avec les.traﬁslations, il féut et
il suffit qﬁe les transformées de FOURIER de Tf et f£ soient ainsi relides

'I1 existe une fonction mesurable essentiellement bornée m ("un‘multipliw

cateur") sur le dual de B telle que (re) (%) = m(x) £ (x).

On a alors ITH = Hmll )
1.5 Ainsi la structure des transformations du type convolution qui sont bornées
‘ 2 * * - 7 . L3
dans L ou L= est-elle simple et bien comprise 3 Les caractérisations de ces
abélien
deux théordmes sont en fait valables pour un groupevlccalement compact quelconque.
L'étude des opérateurs de convolutions qui sont bornés pour un L? P#£2

est plus ardues Une classe importante de tels opérateurs sont les convolutions

avec des noyaux singuliers K, ayant pour seules singularités un point {1'origine
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et le comportement & 1'infini. Des convolutions avec des noyaux dont les sin-
gularités sont situdes sur des variétés plus générales que des points isolés
ne peuvent, semble—t~il, &tre abordées par nos méthodes.

 24= Coeur du sujet : Une large classe de noyaux,

Dans le seul théordme de ce paragraphe, la condition Ke La a pour objet
d'alléger la technique. On pourrait s'en passer, en conservant les deux condi-

tions et en supposant Tf définie si f e I} - ou L2.

Nos hypothdses sur le noyau restent valables aprés dilatation ou rotation

n H . e
de R, mais non aprés translation,

2.1[Premier théordme.,~ Soit K & Lz(‘m“)\.k On suppose que

i) La transformée de FOURIER de K est essentiellement bornée sur le
dual de R" s Il existe une constante A1 telle que presque partout 1
(1) 15" (=) < Ay

:ii) I1 existe une constante A2

telle que, pour tout y £0 (ye B")
on ai‘.t

(2) j’ IK(x - y) - K(x)| ax < A

iIxX| = {2yi 2

[La norme familidred'un x € R" est notée [x| pour alléger].

Posons pour f € L1 n? (I<p<®)

(3) T£(x) = jx«x - y) t(y)ay
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Conclusion.~.I1 existe une constante Bp (ne dépendant que des deux cons—

tantes A et de la dimension n) telle que, pour 1< p <00, on

1? Az
alt

B
(4) anupg Pufllp

pour tout f & L1 n t’. on pourra donc prolonger T dans tout L par

continuité.

L

2.2[Premier lemme.— La transformation T définie par 2.2 (3) applique faiblement

L2 dans L2. (Définition ch. I, 3.5).

L.

Preuve.~ (Comparer au théordmeBi.4). Considérons le produit des transformées de
A LA N 2 - . A 2, 0%
FOURIER K* f* ou f & L° ; d'aprds l'hypothdse 2.1 i) et £ @ L"(R ), c'est
une fonction LZ(RP*) et £" +— K" £ a pour norme [K"| o ., ny.* Comme
L RB)

la transformation de Fourier est une isométrie entre les L2 de R" et de son

n¥ . . 2 2 X
dual B ', on en conclut que T applique continument L~ dans L, donc aussi
faiblement (ch. I, 3.5).

2.2

2.3 Second lemme.— De méme, T applique faiblement L1 dans L1.

2.4 Idée de la démonstration.— On étudie Tf en décomposant f = b + m en une

"bonne" fonction b et une "mauvaise" m. On pourra appliquer le théoréme de

PLANCHEREL & Tb ce qui donnera des estimations précises. On a déja 1'idée de

la manidre dont on s'occupe du mauvais terme m quand on prend pour T la
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transformation de HILBERT classique : ainsi dans 1'intégrale

L
j m(%) at
L Xt
, provient
la principale difficulté pour obtenir une estimation élémentaireVdu logarithme
quand on intégre %, clest—a~dire jL gﬁ ~ log % quand h — 0. L'idée est
h>0 "
de remplacer 1'intégrale étudide par
L
1 LR
L .
ce qui est permis quand j m(t)dt = 0, Observons alors d'une part que
~L

;é% - ;} w Eﬁ quand x est nettement éloigné de 1l'intervalle [ -L, L] (disons
X ‘ '
IxI » 2 L), et d'autre part que
LJ Z <t
Xl= 2L x
Ainsi pourra—t-on éviter cette difficulté du logarithme si 1ltintégrale de

m sur des intervalles (ou des cubes pour Rn) - appropriés est nulle, Clest cette
propriété de m qui sera exprimde par 1'équation (4):ci~dessous¢ La décomposition

de £ conduisant & ces propriétés de m est basde sur le troisidme théoreéme du

chapitre précédent (ch. I, 2,2).

2,5 Preuve de 2.3.~ Il stagit de trouver A3' tel que, pour tout £ S‘L1 et tout

& » 0 on ait

AB, ;
(1) IEJM ,ure <75 1!1:31.

ol, rappelant la notation 1.2 du chapitre I 3
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E = ensemble des x & R vérifiant re) (x)» .,
ITf] ,&

2.5(i) On décomposera f en une Mbonne" et une "mauvaise" fonction

(2) £=b+m
de la manidre suivante.

On sait par le troisidme théordme du chapitre précédent (voir ch. I, 2.2 et

2.4) que
R =P U Q0 avec PN Q =0, I#(x) <& presque partouf sur Py
0 , V
(xxx) |Q = \;‘ Qj (cubes d'intérieurs deux 3 deux disjoints),
0l < 1 I£l,, et pour chaque Q., U j I£ldx <2na.
i @ 1 J ini 0

b
On. pose alors

£(x) pour x €& P
(3) bx) =

1 j‘ . . o

£ly)4; x& 0,

m (y) y pour Q;;

i e,
J

ce qui définit b presque partout j (2) et (3) donnent

(4). {m(x) = 0 pour presque tout x € P, et pour tout cubej mdx = O,
‘ Q

, V ‘ J
On majore le premier membre de (1) d'aprds (2) 3

5) 1B ey, 20l < 1By ol * 1B, o

et il suffit d'établir séparément pour les deux termes une inégalité analogue &
(1)

2.5(ii) Etude de la bonne fonction b.-
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Ona be L2 car, d'aprés (wxx)
ﬁbﬂg = Jbz dx = j + j < jazfxdx + 2%0 ccztgt < 2% + 1a|z]
1
P Q P
Le premier lemme (2.2) s'applique 3% b 3 Il existe ,uneconstan‘be AT telle

que

/A_Ibl \2
N )
EEWM ,&ts (—ma—--)

2n 21
<@ 1) a2 d e,
d'aprés liévaluation de llbﬂ;. ‘Plus précisément, comparant les calculs de la
preuve de 2.2 (ol ]lK'\uoo < 4, ) et les calculs de la preuve de la proposition

3.5 du chapitre 1 (pour p = 2), on voit que | )2< (A )2 et on a donc
; 1

2n

6) 1B glsa- 1) )? i,

2.5(iii) Introduction de boules Bii contenant les cubes de Q et de deux

ensembles D, D'.-

A chaque cube’ Qj (dont on notera y:" le centre) du découpagé de Q (voir
(x»xx) plus haut) on associe une boule Bj de centre y? vérifiant les trois

conditions suivantes

~ona B, DQ,
2%
~ pour toubt  x ¢ Bj,‘ pour tout y & Qj’ x est au moins deux fois plus
éloigné du centre yJ que y 3

(% %) Clx =y e 21y - ¥
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(***) — Le rapport des volumes est indépendant de 1l'indice j 3 Il existe une
constante . (ne dépendant que de la dimension n) telle que pour

tout j

IB
J

C = et @

(Les deux premidres conditions sont réalisées en prenant BJ de rayon assez grand ;

la dernidre condition n'a rien de mystérieux).

]

Soient D° (V] Bj’ D= [D' son complémentaire.

*

Comme |Q] Z: lel s; "f"v la dernidre des conditions (% %) donne 3

(¢

(M ID'l< c 101 < U2,

2.5(iv) Etude de la mauvaise fonction m.— Pour chaque cube Qj introduisons

m(x) si x€0Q,
mj(x) = J

zéro si x ¢ Q;j

donc (pour presque tout x)

m(x) = 2: mj (x) .

>

J

Tm,(x) = K(x - y)m, (y)dy =
i jyer ] ~
-l @y - k- ye ey
yeo,

J
d'aprds (4) ; d'ol

j HIm) (x)lax <7 j l(ij)(X)ldx <EJ (o, (x)dx <
D 7 D 7 “x¢B,

J
= ;jy e lema.(y)l ( j;:#leK(x -y) = K(x - y‘-})ldx)dy
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En effet, on passe du second membre au troisidme en observant que pour tout

jy oma D= {(vsé)cﬁnj

5 1'expression de ‘.1‘:11;§ (x) fournit une ‘majoration
de lej (x)] qu'on reporte dans le troisidme membre ; enfin on intervertit
1l'ordre d'intégration.

Ecrivons X — ¥ = {(x = y‘i} - {y ~ yj)' 3 nous avions construit les Bj en
2.5(ii) de manidre que si on a 3 xf Bj et y e Qj’ alors

ix - yj'iz 2jy ~ ng « Tels sont les jeux d'écriture montrant que dans le qua-

tridme membre de la suite d'inégalités on peut appliquer 1'hypothdse ii) du

théordme 2.1 : on majore « par A On a alors

j\xé'Bj 2
J e i, 77 [

D 3 Tyed,

Or, par construction de ( et de m, si x &€ Q, alors

lmj(x)l = Azj’gnm;ax.

[m(x) < j2(x)} + 2t e, d'ol
'j!m(x}%&x asﬁfu,i + 2%l (1 + 2“} ﬂfﬂii

Ainsi J {Tmjax < (1 + z“)‘A2 ll‘:f’il,‘, et
°D ;

o o 2,
(8 In nﬁi’.}.‘mi,mi < g i’fﬁ,:a ;

Mais d'aprds R° =D U D!

ii’m } ,0’- ‘

E‘Tm§ ied + ’Dt} ’

ce qui, compte tenu des majorations (7) et (8) domme



I1.10.

iell

: g1 2
< ((1 + 2 )Az + cn);-—-—-—-c

(9) IE, -

Tm} ,Q:l
2.5(v) Conclusion.~ On reporte (6) et (9) dans (5), d'ol (1)s

2.3
2.6 Preuve du premier théordme (2.1) .~

2.6(i) Pour p =2, c'est le premier lemme (2.2).
2.6(ii) Pour 1< p <2, il suffit de vérifier les hypothdses du quatridme thé-
ordme du chapitre précédent (chapitre I, 3.3).
. . 1 2 ‘
i) Soient f, g€ L + L°, alors on a presque partout
1202 + )l (x) < 17£1(x) + ITg](x)
ii) D'aprds le second lemme (2.3), T applique faiblement L,1 dans L’.
~ ~ ' : s . ; 2 .2
iii) D'aprds le premier lemme (2.2), T applique faiblement L“ dans L“.
2.6(iii) Pour 2« p < 00, nous exploiterons la dualité entre 1P et 18
(% + -z: =1) et le fait que le théordme est prouvé pour LI,
Observons que si une fonction VY est localement sommable et si
sup {Xq)x,dxt‘ =A<
ol le sup est ISris selon les fonctions ) bornées, nulles hors de compacts, et
- s o . P , _‘
vérifiant li'}’,]lqs‘t, alors YelL® et B'q)np = A.
Cela dit, prenons f & I} n? (2<p<cow), Le 1! au type daderit ci-
dessus.,

D'aprds K€ L2 et le choix de £ et A, 1'intégrale double
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[Jxtx - e AxIax ay
converge absolument ; elle vaut donc

(1) jf(y) (jmx - ¥) Ax)ax)ay

Or le théoréme est vrai pour 1< gq <2 (avec le noyau K'(x) = K(-x)

mais avec la méme constante Bq) done

v — jx(x - y) X(x)ax

est une fonction & Lq, de norme - L1 majorée par BqﬂXﬁq. L'inégalité de

HOLDER appliquée & (1) donne enfin
IJ ) A ax l=1 (1 B |z .
(z) L (1) | < B el I
donc, passant au sup selon ces )X, on a

frel <B j£l .
P qu "P
2.1

2,7 Dans la plupart des cas, la simplification suivante est suffisante.

Premier corollaire.- La seconde hypothdse du premier théordme (2.1 ii))est

vraie si on suppose que s

e

K est continument dérivable dans le complémentaire de 1l'origine de

= 9 =5
j Iyl

pour tout y dans le complémentaire de l'origine, j = 1,¢se, 0

(ol comme toujours |y| = distance de y & 1l'origine),

=

Preuve.~ Si |x| > 2|y| > 2zéro, alors le segment dans R" joignant x et

Rn

et
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X - y ne passe pas par l'origine j; il existe donc sur ce segment un point ¥

il
2

IK(x - 3) = k@) = Iyl 77 3= (O, |
J

(aone IYI| ¥ ) tel que

= |yl Z%g— (T)!

] J
b3 4o SN
= 12 lyllxln+1

d'apres le théordme des accroissements finis, puis lej!a; 1 (les ©, sont les

J

"cosinus directeurs"du segment), puis 1'hypoth¥se. Donc

IK(x - y) -~ K(x)|ax < n.zmk[yl 5 _ax A, j &

- =
Ix|=2lyl xl > 2yl 1::&‘“"1 1< x| ixl n+1

ol A2 est une constante convenable, et 1l'intégrale étendue & l'extérieur de la

est
boule unitév:;nvergente 1 ce dernier membre est fini et indépendant de y.

2.7
2.8 Dans beaucoup de cas, il n'est pas facile de vérifier que K" est essentiel-

lement bornée ; voici un corollaire utile dans les applications.

lnSeccnd corollaire.~ Soient K€ L2 et A>0 +tels que

i) Pour tout y distinct de l'origine de R® ona

| K(x - 3) = K(x)l ax < 4 «
x| > 21yl |

ii) Pour tout R,

j IxIK(x)ldx g AR
x| <R

iii) Pour tout R,
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HK(x)ax| < 4
IxI <R

Alors les hypothdses i) et ii) du premier théordme (2.1) sont vérifides.

2.9 Preuve.— Ici i) reprend 1l'hypothdse 2.1 ii). Reste & voir que X' est
essentiellement bornée. On sépare 1'intégrale donnant K (x) en deux intégrales
étendues & des domaines complémentaires.

Le produit scalaire (x|y) entre R et son dual sera noté x.y car il

n'apparaitra gque dans des 9215 ilxly).

®vixe
e21 y

2.9 12 Etude de K(y)dy.

=l

Dans cette premidre partie, J  sera bujours Stendue aux y tels que

1
lYlSm~

*J‘K(y)ezwix;y&yi = lI K{y) (ezmi XY _ Nayl + IJK(y)dyIa

D'aprés x| |yl « 1, il existe une constante absolue A! telle que |

R S (P RUM
Done
lj K’(_y)ezui x'ydy! < Ixla? jlyt'iK(y)ldx + IJ K(y)ayl = IxlA? T%— +A=AAV + A

car 1'hypothése 2.8 ii) s'applique au premier terme du second membre et iii) au

second terme.

2.9 22 Etude de - j 921”‘ Xy K(y)dy.

iyl=

L K
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Dans cette seconde partie, j sera toujours étendue aux y lels gue
1
‘ | 2 —r.
YE R

Ona, si w est un vecteur tel que

2w i xuw
e = =~ 1

E@)e®™ *Vagt = 3 1] xty) - Ky = 962 ™ *Vay < L fiks) - Ky - il ay

Mais si on prend plus précisément

X

———

lxi‘zs

N} -

Won
alors on peut dire que cette dernidre intégrale est étendue aux y tels que

lyl > 2w} et invoquer 1'hypothise 2.8 i). Done

27i x. 1
gK(y)e *Yayl < 5 Ao

2,9 32 Conclusion.— L'étude séparée des deux intégrales domne (avec A' constante

absolue) i

A
K™ (x) AAY 4+ A+ =
! (x)‘ S. 2 Ea 2¢8

3.~ Les noyaux de CALDERON-ZYGMUND

Nous abordons une sous-classe importante d'intégrales singulidres du type

O(x)
<™

avec 4 positivement homo-

précédent, celles ol le noyau est de la forme
géne de degré zéro,

Que signifient les transformations du type
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Elles commutent avec les translations, et — reflet immédiat de 1'homogénéité

de degré — n du noyau —£&- ~ elles commutent avec les dilatations. Les autres
|1

propriétés de & sont de nature plus technique. Ainsi, la propriété requise en
3.2 ii) est nécessaire pour assurer la convergence des intégrales au sens des
valeurs principales. Ces transformations intégrales sont de nature "semi-locale",
c'est~d~dire si f est nulle hors d'un compact, alors Tf se comporte assez
bien hors de ce compact. L'étude des transformations ayant des propriétés d'in—
variance simple par rapport aux rotations (outre celles par rapport aux transla—
tions et dilatations) sera abordée au chapitre suivant.
3.1 Notations.— Soit £ wune fonction sur R telle que, pour tout x # O
A> 0, on ait

£(Ax) = me(x) (m réel)

Alors on dit que f est homogéne de degré m (on devrait dire positivement

homogeéne) .

Z = Z 0 désigne la boule unité de g" $ pour tout x & R" distinct de

X

liorigine; on notera x!' = 'ETl € Z ) 3 plus généralement les points de Z

seront affectés de primes ¢ x', y',... ; la mesure usuelle de Z sera notée

S ese dx' (ou dy').

N
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3.2[Second théordme (CALDERON-ZYGMUND) .- Soit & une fomction de R+ On suppose

que
i) Q est homogdne de degré zéro (c'est—a-dire pour tout x € Rn,
A=0, O0Ax) = Q(x));

ii) 1'intégrale de € sur la sphdre unité z de R" est nulle t

j &y')ay' = °;

2

iii) pour tous x', y'e z, on a
la(x?) - Ayl < w(ixt - y')

ol w(?) est une fonction positive croissante de P> 0 +telle que

1
j °) 4p <.
o P
(Par exemple w(p) = pm avec « > 0).
(On baptise iii) "condition du type de DINI", Elle a pour conséquence que £l
est bornée sur z )
Conclusions.~ 1) Pour tout f & P (1< p <o) et tout & >0, posons

T, £f(x) = 5 aly) £f(x - y)dy.

€ n

yi=e |yl

Alors on a 'Tef e Lp(Rn) et il existe AP (indépendant de f et de €)
tel que

T £ A e .
s llps PII Hp

2) La limite en norme P
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existe pour tout f e LY et |TE] <A Ifl .
P 1Y P
3) si fe LZ, alors les transformées de FOURIER de f et de Tf sont
relides par
(1£)" (x) = m(x)£" (x)
ou m est une fonction homogene de degré zéro. Plus précisément

m(x') =1% j sgn(x'ly" )Q(y")dy*® + J log (x'ly")| Qy")ay!

/. )
. (avee x', y’eZ).

e

3.3 Preuve .~

1) IL suffit d'établir que T, "p gAP.
Car on peut écrire pour & > 0

T =€ T, %. ou (T, £) (x) = £(ex) ;

s

de plus % est lindaire, bijective I — 1P, avee “'Eef'ﬂp = ufupe

Etudions donc le cas € = 1. Posons
a(x)

K (x) = 1 kxi”
zéro si Ixl < 1

si x| =1

I1 suffit de voir que K1 vérifie les trois conditions du second corollaire

du premier théordme (2,8).
D'tabord
lK,(x -y) - K1(x)| dx g A < o0

x{ > 2]yl

pour tout y distinct de l'origine.
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Pour le voir, on décompose

(x) = (Q(X‘y} - (x) ) + (Q(x) - Q(x))

Ki(x - y) - Kﬁ n n 2n

x-yl"  lx=yl Ix=yl® kx

et on "passe aux valeurs absolues". Pour 1l'intégrale de la valeur absolue de la
seconde des deux parenthéses; il suffit d'observer que & est bornée ; pour la
premidre, on appliquera la condition iii).

Ensuite, (en augmentant au besoin A ci-dessus)

j lﬂmﬁﬂmxsj EiﬁglaxQAa
Ixl <R Ixil<R Ixl
dtaprés la définition de Kﬁ, puis la condition i) 31 & homogdne de degré zéro.
Enfin ij K, (x)ax| < A.
— 1
Ixl<R

En fait, le premier membre est nul d'aprds la condition ii) sur L.

Le premier théordme (2.1) donne

|

Slep < B

P

ol B? ne dépend que de la constante A ci-dessus, de la constante A1

(A

P
pour p =1 dans la conclusion 1) du théordme), de l'exposant p et de la di-
mension n. ﬂ3.1.!)

Preuve de 3.1.2) .~ D'apres 1), la famille (Ta est équicontinue j la con—

)eso
vergence simple sur un sous-ensemble partout dense de L¥ entrafnera la conver—

gence simple sur toutb 1P 3 1P étant un espace de BANACH, un théordme de

BANACH~STEINHAUS donnera 2),
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Cela dit, soient fe LY, 1> €,> &,> € > ...> 0, § — 0 quend

3
k — s
, t-1 00 =] 25 p(x - yyay =
ket R k €k+e§ly|§;ek
- A ex -y - £(x))ay

€
ktr < lyl & €,

d'aprés 1l'hypothdse 3.2ii) sur §.

Comme L¥ est complet, il suffit d'établir que la suite (Tek?)k;=1 est
une suite de CAUCHY de LY ; et méme d'aprds la remarque initiale, dn peut pour
cela supposer de plus que f est continument dérivable sur Rn, nulle hors d'un
compact.

Or toutes les fonctions de cette suite prennent les mémes valeurs hors d'un
compact fixe (un peu plus grand que celui ol s'annule £), et de plus, j'affirme

qu'elles convergent uniformément quand k ~ ® (d'olt la convergence dans LP).

En effet, il existe une constante Cf telle que

l2(x - y) - 2(x)| < C, I¥l

d'aprds les hypothéses sur f et le théordme des accroissements finis j; d'ol

|T £f-~-1T fl (x) $5 Ql‘g'z'l « C_o lyl dyo
€ letr ®x £ Iyl ,%'n f
ktr € S ®

Or le second membre, indépendant de. x, +tend vers zéro avec € car { est

k’

une fonction homogéne bornée,
3.1.2)
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Preuve de 3.1.3) .~ Observons d'abord que, { étant bornée sur Z:, on a
kﬂlog-f' o) e L ("“Z:)

done (avec (x'|y') produit scalaire) pour tout x'e Z
~ 1
Q(y!)} 1o dy' <« @
Sz:i (y )‘ g Wﬂ- >4

d'aprds une inégalité de YOUNG (voir ZYGMUND "Intégrales singulidres" cours

d'ORSAY (1964) page 32 -ol on trouvera la preuve rigoureuse de ce qui suit aussi).

Apres ce préliminaire, posons

K (x)::. 9..(3{..).

e 'X,n pour € g ixls< "

zéro sinon

Il est clair que K, 16. L (R") donc pour tout £ € Lz, on a
] .

‘Ken‘ x feé& L2 et, avec les transformées de FOURIER 1
’
2

K~ the L%,
&

Posons
y=1y', lyl=xr, y'€ 7 )3
x = Rx'y |x| =R, x‘eZ:;

Iem(x, ¥ = fb exp(2rnir R(X’Iy'))é‘%,

r=¢g
Alors @YGMUND p. 31)
KAE (x) = gz_g_y_;_}aezni(x(y)&y _
" & < lylsnlyl

= j ﬂ’(y')(j ezﬁ(x’iy')%)dy' = J G(y')IeﬁL(x‘, yiayt.

-
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Or (ZYGMUND p. 32) avec C constante convenable,
\ -1
‘o i b «r ¥ ‘
oty )Ie;fg(x’ y N < 18y} (21og TETyOT + )|

dw‘a, d'aprés la remarque préliminaire, pour tout x, le second membre appartient

1 ,
v L (7 )

' On montre {voir ZYGMUND page 32‘)“, en utilisant le théordme de convergence

dominée de LEBESGUE, le fait que

j a(y')ay' = 0,
N si ,
et le fait que 1lim v sin t . E,
; t 2
&3 0 vg
W——p OO

que K:u"l. (x) est bornde indépendamment de x, &, W; et tend vers m(x) (fome-
tion bornée de x) quand 6— O , N—> ®; puis le théordme de convergence
dominée de LEBESGUE pour Lz montre que

lim K £ = mf" en norme 12,
&
Reste 3 exprimer m.-
, ‘ Y : 1wt ‘..* .

Kg (x} = jm(‘l\ Q'(yn) ‘ezxirR(}x,;y )rn 164:5?')&1‘ =
4 e iy =1 Iyl

o B sl tl g

:S (‘f 9—(—:’-’—-)« (eznrR(x fy ) ~ cos 2%r R)dy!}dr
a

car j alyt)ay' = o,

)

et on sépare les parties réelles et imaginaires
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La limite de la partie imaginaire est

0

1) J aly") (j sin (2ur B (2'y) Z)ay’ =

—
=E§ j Qy*) sgn(x'ly')ay?

m R ‘ .
510 \9%) (6t) dt = X sgn 6,

. ‘
d'aprds j T 3

0

La partie réelle a pour limite

: 4]
5 oY) (j (cos (2ur R(x'|y") ~ cos (2nr R))D)ayt =
0
A
:j O(y*") log | (x'|y")| ay*

.

car on sait que pour une "bonne fonection™ h, on &
® dr ,
X' {h(ar) ~ h{gr)}-—; = h{0) 16g'-§1
4] ‘ .

@ Y
avec A et K >0 et ol j = lim j
0 e—0 Y

Ao 3.1.3) 3.1

3.3 Quelques remarques sﬁr le théordme 3.1.-~

3.3:1 Observer que si & est réelle la partie réelle de la fonction m est une
fonction paire et que la partie imaginaire est impaire.

3.3.2 Prenons dans B pour T la transformation de HILBERT :

. [+ ‘ X
Te(x) = e ve po | ZXE) a4 o oygm 1 2t 44
13 v Xt . Xt
- & —40 jx~t| > &

prenons pour f la fonction sommable égale & un sur 1'intervalle compact [b, ¢
(b < c) et zéro ailleurs. Sa transformée TP (x) = 3&— log ]gl n'est pas une

.‘foncffion sommable, car quand |x| . tend vers w, la valeur absolue de cette
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c-b
x|

expression &

®

3.3.3. Plus généralement, une transformation T du type introduit dans ce théo-

. . . 1 1
réme n'appligue jamais L dans L .

Raisonnons par l'absurde, avec f continue & support compact pour ne pas

fixer les idées et avec

f"(O):J £ dx £ 0,

Rn

On sait que
(22 (x) = m(x) £ (x)
Si on suppose TIf & L1, alors Tf" serait continue, or " est continue,

4 l'origine
et de plus,par hypothése # oV; par division, on en conclurait que m est continue

& l'origine.
Or m est homogéne de degré zéro, non identiquement nulle 3 m serait une

constante non nulle. On aurs donc une absurdité si on établit que

J m(x')dx' = 0,
Ixt =1
Or on sait qu'on peut écrire, avec K convenable (borné),

m(x') = J K({x) y')) a(y*hy®
fy'l =1

qu'on reporte dans l'intégrale précédente ; pour m, on intdgre d'abord par

rapport & y', et on observe que

j y')dy' = 0.

pn
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(On peut méme montrer que la restriction de T & 1'hyperplan Jf dx = 0 de L1
n'est pas bornée).

/
3.3.4 On peut montrer (voir CALDERON-ZYGMUND) que si f € i (1« P <« alors

Tef tend presque partout vers Tf quand €-— O,

4.~ Enongons une extension du premier théoreme (2.1)

4,1 Définitions et notations.- Dans ce qui suit, ¥, 21, ’3@2,... sont des espaces

de HILBERT séparables.
4,1.1 Une application f Rn —> & est dite mesurable si pour tout h e ¥ 1a
fonction
x — (£(x)Ih) (produit scalaire dans )
est mesurable.
4.1,2 L'espace LP(Rn, ¥) est constitué des £ 3 R" — x qui sont mesurables

avec I £(x) Pix <0 ot |£(x)| = norme dans ¥ du vecteur £(x).
n
R

4,1,3 Pour une application mesurable f R" —> &, 1'intégrale vectorielle

2 (y) =J £(x) e L XIY) g

IRn

définit si possible la transformée de FOURIER de £,
4.1.4 Lz(Rn, ¥) est un espace de HILBERT. On peut énoncer un théordme de
PLANCHEREL pour ces espaces.

4.1,5 v%(x', X’z) désigne l'espace de BANACH des applications linéaires continues
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de 3@1 dans 3(’2. Soit alors

K: R — 9(391, 392) 3
1'application K est dite mesurable si, pour tous les h1e 3@1! h2 & 362, la
fonction numérique

X b— (K(x)h1lh2) (produit scalaire dans 3‘.’2)
est mesurable.
4.1.6 Enfin, en notant [K(x)] 1la norme dans @(361, XZ) de l'application lindaire
K(x), on définira comme en 4.1.2 1l'espace LP(R", ‘33(21, 362)

4.2 Cela dit, on a

Variante du premier théordme.- Soient 961 ’ MZ deux espaces de HILBERT sépa—
2,.n < s 3
rables, Ke L°(R, 53(581, 982)'), K* sa transformée de FOURIER (définie & peu
prés comme 4.1.3). Si

1) lIC(x)I < A, partout j

1

2) j K(x - y) - K(x)] dx < 4, pour tout y #0,
Ixl =2yl

en posdnt
(1) () = [K(x - y) £y (e B
ol x, y € Rn, £ R — 3?1, alors on a pour tout p € ]1, o[ et toute f € P

ﬂTfﬂp s B, £l

A, ci-dessus, de l'exposant p, de la

ol BP ne dépend que des constantes A1, 2

dimension n de Rn (ne dépend pas de %1, 3&2 en particulier).



I1.26

‘Remarque bibliographique pour Ch. II

Voir 3 CALDER&N et ZYGMUND, Acta Math., 88, 1952, 85-139, et aussi BENEDECK,

CALDERON, et PANZONE - |

Proc. Na,t.‘Acad. Sci., U.S5.A., 48, 1962, 356-365, ol on peut trouver
d'autres références.

Dans le cas d'une variable beaucoup de ces idées ont &té abordées par
BESICOVITCH et TITCHMARSH. Voir, par exemple, TITCHMARSH, Proc. London Math. Soc.,

29 ’ " 929 H 49"'80 .

Pour théordmes A et B voir RUDIN, "FOURIER ANALYSIS ON GROUPS",(éd.

Interscience).



Chapitre IIIX

Transformations de RIESZ, intégrale de POISSON

pour un demi-espace, harmoniques sphériques.

Ce chapitre est conéacré>§ des exemples et des applications de la théorie
développée dans le chapitre précé&ent. L‘éxemple le plus simple - fondaméntal -
d'intégrales singulidres est donné par les "transformations de RIESZ"., Avec leurs
variantes, elles forment le sujet des pxemiers paragraphes.

Insistons sur ce point\z'ici, le fait que le groupe des rotations opére dans
1l'espace. euclidien joue un r8le important.

Considérons d'abord le cas classique unidimensionnel.

" te= Cas n=t, Transfurmation,gg‘HILBERT .

Avec lés notations du second théordme du chapitre précédent (chapitre II, 3.2)
on prend dans R
‘ 1
(1) a(x) =& sgnx s
done
T C N |
(2) K(x) = 57 = 5% (x #0) 3

dtolt (ici par un calcul direct, de préférence 3 la formule du second théordme) ;

(3) m(x) =1 sgnx
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o0
(4) (T£) (x) = vep. % S f-}%% dt = lim £(t)

j T at
e—0 Ylx-timg =

(od on 1it v.p. "valeur principale de"...)

C'est un opérateur de LZ(R) ; on a T2 = - Id .
2
L™ (R)
Parmi les opérateurs (bornés) de LZ(R), T est caractérisé comme étant la
. 2 2 . Cqs .
seule transformation L ~ L (4 une constante multiplicative prds)
i) qui est linéaire bornée,
ii) qui commute avec les translations de R,
iii) qui commute avec les dilatations > O de R,
iv) qui anti commute avec la réflexion X +— — X,
Ainsi, en notant
(To£) (x) = 2(¥x) (§ £0),
iii) et iv) signifient que pour tout & £ 0,

T TT, = (sgn §) T.

§-1 )

2.~ Cas n » 2., Les transformations de RIESZ o
2.1 Ici on introduit simultanément n fonctions Q (positivement) homogeénes

de degré zéro 3

X,
Olj(x) =cn'i'%',— (j=1,o-e, n)
regt
_ 2
avec cn—-—‘-ﬁF ¥

e

T 2
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et les n noyaux

.Q:_j(X) X,
K, (x) = n én i+1
J Ixl Ix

qui donnent les n transformations de Marcel RIESZ Rj $

Y
&—0 J n+1
Iyl e ¥l

On a (ZYGMUND : "intégrales singulidres™ cours d'ORSAY (1964) chapitre IV

Rj(x) =c lim £(x - y)dy.

théordme 19 page. 39)

X,
- A =i 3
qu'on peut prouver en recourant au quatriéme théordme (5.3) de ce chapitre.

Invoquant cette dernidre formule, on peut caractériser intrinséquement les

2.27Premier théoréme .~ Soit

T = (T1,..., Tn)
(n > 1) wune famille finie de transformations linéaires bornées
2@ — 12E"Y od
1) Chaque Tj commute avec les translations de Rn,
2) Chaque Tj commute avec les dilatations de Rn,
3) Pour chaque rotation p de Rn, de matrice (pjk) on a 3
P Tip = 7. Pix T

(Ici, P opre dans L2 par P(f) (x) = f(p(x)) ) e
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 Alors il existe une constante ¢ telle que pour j:?;..., n

T, =¢R,
J J

jéme transformation de Marcel RIESZ).

R,
2.3 Preuve.- D'aprés 1), la transformée de FOURIER T;‘z mj est une fonction
bornée ; d'aprés 2}, mé est homogene de degré zéro ; 3) donne d'aprés
Fo p = Pe‘}" gue les mj vérifient aussi
-1
my (P ) = 72 Py )
On calcule les valeurs des mj en un point simple (sur un axe de coordoniides)

puis en tout pointe
2.2

2.4 Intérét de ces transformations ¢ Exemples dans la théorie des équations aux

dérivées partielles.

Voici 1'idée la plus simple, mais typique. Soit § indéfiniment dérivable

& support compact dans Rn, de laplacien

aper By

k=1 3xk

On &

2
% o%, h g &P

" Car les transformées de FOURIER des deux membres sont égales

X, X
(2wi x ) (2wi x)¢* (x).= ~ T 1; 12 41'&2&::!2@" (x) .

Ix]

D'oli des majorations du type
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2 .
2y
ﬁwﬁp < Aplagly

3.~ L'intégrale de POISSON pour un demi-espace de Rn+te

L'étude des fonctions harmoniques fournit une autre interprétation fondamen~
tale des transformations de RIESZ (troisidme théordme (4.3)).
Afin de développer ce point, brossons d'abord les traits principaux de
1tintégrale de POISSON.
s ‘s n n+i +
3.1 Notation.~ On considére ®  comme un hyperplan de R et on note Rh+1

le demi-espace positif correspondant.

3.2 Problime de DIRICHLET.- Soit £(x) € LP(R®) (1 « P < o). Trouver une fonc-

. . . . + . <
tion harmonique u{x, y) dans l'intérieur de R qui tend en un sens & pré-
q y ¥ ntet 2 P

1
ciser vers f£(x) quand y —— zéro.

3.3 Solution pour £ € Lz(ﬂn)g— Etudions

u(x, y) =j f‘(t){zﬁ(ﬂx} 2y,

Rn.
n
avec, comme d'habitude (tix) =7 tj X1 It = longueur du vecteur +, y > O,

£* = transformée de FOURIER de f£.
Cette intégrale converge absolument, d'apres ﬁfﬁz = Hf“ﬂz et 1'inégalité
de SCHWARZ.

On. a
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n .2 2
Au-_-z-?—g»r:‘?-lz‘:o (xe R, y=>0)
1 8xk oy

89*276 14l h4

car b te—p et ses dérivées étant 3 décroissance rapide, on peut dériver

sous le signe j.
On a, pour tout +t e R et y >0
xfh(i)eezn H;iyI <),
lim o pr(8)e 20y _opnyy,

Comme ces foncbions de + sont dans Lz(Rn), le théordme de convergence
dominée de’ LEBESGUE dit qu'il y & aussi convergence en norme Lz. La transfor-
mation de FOURIER étant une isométrie de Lz, et comme (£%)* = £, on en con—
clut que

u(x, y) — £(x) dans Lz(Rn) ‘ quand y — 0.

3.4 Définition et propriétés du noyau de POISSON.~

Posons pour tout y>0

P (x) =X e-—-2’f€ltly e-zm i(xlt)dt
y oh

n
n .

xXER (Xit = x, t.)e

(xe &) (xit) =77 x )
Par définition, Py(x) _est le noyau de POISSON (pour le demi-espace R:+1

I v i . .
de R ) -~ cette précision sera désormais omise.

Pour tout y, c'est une fonction de x de Lz.

On vérifie que l'intégrale étudide ci~dessus
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ulx, y) = J~ fa(t)e-ZTtl(tlx) e—ZnItiydt
Bn
stéerit aussi
u(x, y) =J £(£)P (x - b)at
&
ou (convolution dans R")
u(x, y) = (f x P_)(x).
L
2
On a (avec c = - )
o 2
n+1

P (x) = o y/ix® + 57 2

En effet, remarquons d'abord que pour §=>o0

2 n - Ixl2
- S - i -5 =
(1) J’ o b} o 21\:1(ttx)dt _$ 2 o by
.
et (calcul d'un résidu), avec B >0
-8 1 00 eip
e = if 3 dx
-0 T4x
1 @ —(1+x2)u
et —_—= J e du,
T4+x 0
donce 2
e_a =11‘- J J elp x e_(1+x >udx du.
ualR+ x8R
(1) donne 2

donc
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stéerit

2
© - =&
ew“?’--1 E----emldu
TR 0 va ﬁ?
{exprimant e~9 comme barycentre de la famille des e 4u : voir dans BOCHNER :

"Harmonic analysis and the theory of probability" (éd. BERKELEY) le "principe de

subordination®dens chapitre 4)

Cela fait, reprenons

P (x) = j ebzmﬁy ezml(“x) dt =
y a ,
R
- 2 2 2, .
__z_j_j (ng__‘_‘ L TR L T ICTE R
V¥ o 20 Va ~
' + = M -
Le changement' 8= =~ donne Py(x) }x}z
® -u -2 -—3u
e -l-j -e_.-.- (’E'z..) 2 & y d_u P
Vv o Vu u o,
Ix] 1
® -T2 n-!
1 -1 ¥ -n 2
= o ¢ : y u du =
vz °
(pa