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LA PRESQUE-PERIODICITE ET LES COALGEBRES INJECTIVES

par Andrew TONGE

Injective coalgebras were defined in !_8] , where we showed them to be closed
translation invariant subspaces of the continuous functions on compact semigroups. The
purpose of this paper is to bring out connections between injective coalgebras and various
notions of almost periodicity. In particular, we identify certain cofree injective coalgebras
as the almost periodic functions on appropriate topological semigroups. From this we are
able to deduce the existence of the cofree injective coalgebra on an arbitrary Banach
space

Nous reprenons 1'étude des coalgebres injectives, amorcée dans l_8] , ol nous
les avons identifiées a des sous-espaces fermés invariants par translation des fonctions
continues sur des semigroupes compacts. Ici nous montrons gquelques liens entre les
coalgébres injectives et des notions de la presque-périodicité. En particulier, nous iden-
tifions certaines coalgébres injectives colibres aux fonctions presque-périodiques sur
des semigroupes topologiques convenables. Nous en déduisons 1'existence de la coalge-
bre injective colibre sur un espace de Banach quelconque.

I. INTRODUCTION.

Esquissons quelques notions essentielles.
Soient E et F deux espaces de Banach. Bg désigne la boule unité de E,

dont le dual s'écrit E'. 11y a plusieurs fagons de définir une norme "raisonnable"

sur le produit tensoriel E ® F, mais nous ne nous intéresserons qu'a deux d'entre



elles. Si TE€E®F, on pose

”1’”€=sup{l<7,e‘®f'>f:e'eB f! €BF,}et

E'’
“'r“ﬂr = sup{i ('r,CI))l} ot & parcourt les formes bilinéaires sur E XF de
norme < 1,

“ H € est la plus petite des normes raisonnables, et ” ”ﬂ est 1a plus grande.

Y
Lecomplété E®F de (E®F, ” H E) s'appelle produit tensoriel injectif de E et

F ; leur produit tensoriel projectif E 8F estle compiété de (E® F , H ”,”). Bien
entendu, le dual de E é F est 1'espace des formes bilinéaires continues sur EXF,
muni de la norme habituelle.Nous nous servirons de deux propriétés du produit tensoriel
injectif :

(P) si E1 et F1 sont des sous-espaces fermés de E et F, resp., alors
EI1 6\3{ F‘1 est isométriquement un sous-espace fermé de E é F.

Q) E! S F' est isométriquement un sous-espace fermé de (E ® F)'.

Nous nous bornerons a une des plusieurs versions équivalentes de la propriété
d'approximation de Banach (PAB). Remarquons d'abord qu'un élédment de E® F peut
étre considéré comme application lindaire E' »F. Nous dirons que E satisfait a
la PAB si pour tout Banach F on peut identifier E & F a KW(E',F), 1l'espace
des applications lindaires continues compactes de (E' , o(E',E)) dans (F,c(F,F')),
mum de la norme uniforme. 11 est toujours vrai que Eg F c KW(E',F).

Pour les détails, nous renvoyons a B] .

Une coalgebre injective est un Banach C auquel on associe une application

v
lindaire N:C+>C® C denorme < 1 (c'est-a-dire une contraction)et e € C!



de norme 1 quirendent commutatifs les diagrammes suivants :

I désigne ici 1'application identique C »C, et C s'identifie de fagon
N v v
naturellea C® C et C€®C.

N estla comultiplicationde C, et e estla coidentité.

L'exemple prototype d'une coalgebre injective est C(S) 1'espace des fonctions
continues sur un semigroupe compact S, muni de la norme uniforme. (I1 convient de
dire que tout semigroupe topologique S est supposé unitaire, et que la multiplication
est une application continue S xS »S),

V Ve
Observant que C(S)® C(S) est isométriquement isomorphe & C(SxS), on pose
(Nf)(s,t) =f(st) et e(f)=£f(1) Vs,t€S VEe€ECS).

Un résultat simple mais fondamental est la

PROPOSITION 1.1 [8] . Le dual d'une coalg‘ebf*e injective admet une structure

naturelle d'algebre de Banach. La boule unité, munie de la topologie weak *, est un

semigroupe compact.

Signalons que si x,y € C', leur produit xy se définit par
{c, xy?> ={Nc, x®y? VcEC.

Notons aussi que la coidentité de C n'est autre chose que 1'identité de C'.



4.
Désormais, il sera commode de ne considérer que les algébres de Banach commu-

tatives (avec une identité normalisée) et les coalgébres injectives cocommutatives (c'est-

a-dire celles dont les duaux sont des algébres de Banach commutatives). Egalement, tout
semigroupe topologique sera abélien.

Un atome de la coalgébre injective C estunélément a telque Na=a® a.
Il est clair que les atomes de C sont des éléments du spectre de C'. Les atomes
de C(S) sont précisément les semicaractéres de S.

Si R, et R, sontdes algébres de Banach, ALG(R1 ,Rz) désigne 1'espace

1

des contractions d'algeébres R, »R

1 99 c'est-a-dire les contractions multiplicatives

qui envoient 1'identité sur 1'identité. D'autre part, si C et D sont des coalgebres

injectives, COALG(C,D) désigne les contractions de coalgébres C »D, c'est-a-

dire les contractions telles que
&
NDf=(f f)NC et ef=e

On vérifie aussitdt la

PROPOSITION 12. Le transposé f' d'une contraction de coalgebres f est

une contraction d'algebres.

Enfin, nous entendons par homomorphisme de semigroupes topologiques une
application continue multiplicative qui envoie 1'identité sur 1'identité.

Ce travail a été fait & McGill University, Montréal et a la Faculté des Sciences
d'Orsay. J'ai beaucoup profité de plusieurs discussions avec A. Atzmon, T. Fox et
S. W. Drury qui m'a suggéré le sujet ; je les remercie, ainsi que le SRC qui m'a

accordé une bourse.



2. LE CODUAL D'UNE ALGEBRE DE BANACH.

On a vu que le dual d'une coalgebre injective est une algebre de Banach. Donc on
pourrait espérer que le dual d'une algebre de Banach soit une coalgebre injective. Bien
que ce soit un faux espoir, on peut en tirer quelque chose d'intéressant.

Soit R une algebre de Banach. Désignons sa multiplication par M : R é’ R +R.
Si ¢ estdans le spectre de R, on voit aussitdt que M'o = o®p € R'®R! < (R ® R)!
Stappuyant sur (P), on se sert du lemme de Zorn pour démontrer que parmi les sous-
espaces fermés de R', il existe des espaces maximaux qui sont des coalgébres injecti~
ves pour la comultiplication M'. Mais il est clair que la fermeture de la somme de deux

tels espaces est toujours une coalgebre injective. On vient de démontrer la

PROPOSITION 2.1. Il existe dans R' un souS—espace fermé maximal unique qui

est une coalgebre injective pour la comultiplication M!,

DEFINITION. Cet espace s'appelle codual de R. Ilestnoté RY.
. v :
On va examiner R de plus pres.
A tout élément ¢ de R, on peut associer une application lindaire © : R »R!
de norme ”qo” . a est définie par
(P(x),y> =<0 , xy> Vx,yER.

Suivant Kitchen [6] , hous dirons que ¢ est presque-périodique si 25 est une

application compacte. Les éléments presque-périodiques de R' constituent un sous-

espace fermé que nous désignerons par AP(R).

\ v >
THEOREME 2.2. Si R est une algébre de Banach, alors R < AP(R). Si,

v
de plus, AP(R) satisfait ala PAB, ona R =AP(R).



Nous avons besoin du

LEMME 2.3. Soit E un sous-espace fermé du Banach F. Si E satisfait.

v v v
2la PAB, alors (E® F)N(F®E)=E®E.

as——

Démonstration. D'aprés (P), on a E ® Ec (E & FIN(F & E) Supposons donc
qu'il existe £ € (E é F)N(F & E) telque £ €¢E S E. Remarquons que la topologie
o(E,E') sur E estprécisément celle induite par (F,o(F,F')). Or, €’€ E®F
entraine que £ € KW(E',F). Sil'image de ¢ était dans E, onaurait £ €E & E,
d'aprés 1'hypothése que E satisfait a la PAB. Ceci étant faux, il existe u€F' tel
que &£(u) € E. Par conséquent, il existe v € E - 1'ensemble polaire de E - tel
que <£(u),v> £0, clest-a-dire {(£&,u®v) #0. Maispuisque E'=F'/E®, nous
pouvons choisir WEF' telque <(¢,w®v) #£0. D'autre part, comme £ €F é E

et vEE®, ona v( £,w®v) =0. Cette contradiction nous améne a 1'égalité voulue.

Démonstration de 2.2. Rappelons que (R®R)' est isométriquement isomorphe
a L(R,R'), l‘espacev des applications linéaires contintes R +R', muni de la norme
uniforme. Cette identification associe & M'o € (R ®R)' 1'élément © de L(R,R'")
pour tout ¢ dans R'.

] ' ' . vy ¥ v . ~

Soitdonc 9o € R . Ona M9 E€ER ®R cR'"®R', etonendéduitque ¢
est compacte. La premiere partie est démontrée.

Supposons maintenant que AP(R) satisfait &3 1a PAB et que ¢ € AP(R).

v v
D'aprés 2.3, il nous suffit de démontrer que M'eE(APR)®R')N(R'®AP(R)). Pour

Y ‘
des raisons de symétrie, nous n'avons qu'a établir que M'o € R' ® AP(R), ouen



N~
d'autres termes, que pour tout r€R, 1'application o(r) est compacte.

~~S
11 est immédiat que @(r)(s) = o(rs) V s€R. Soientalors ( sn) une suite dans

B, et reR. Comme ® est compacte et (rsn) est une suite bornée, on peut

~
extraire une sous-suite de Cauchy de (p(rsn) = ('E(r)(sn). Nous en déduisons que o(r)
est compacte ce qui acheve la démonstration.

Donnons deux exemples.

EXEMPLE 2.4. Si K estun compact, C(K) est une algébre de Banach pour

la multiplication ponctuelle. Kitchen [6] prouve que AP(C(K)) =M d(K), les mesures
- ~ AN i v
discretes sur K. D'apres 2.2, on a LC(K)] = Md(K).
Soit f€ C(S), ou S estun semigroupe topologique. Si s€ES, on définit
f S’ec(s) par
fs(t) = f(st) Vite s

f est dite presque-périodique si la fermeture de {fs : SQS} est compacte dans C(S)

[1 ,2] . L'ensemble AP(S) des fonctions presque-périodiques sur S est un sous-
espace fermé de C(S).

Supposons maintenant que S soit muni de la topologie discrete.  p'(S) devient
une algebre de Banach pour la convolution :

1
(@)scgr P =g € 0'(s), alors axbs= (u fzsaubv)ses

Si a=

EXEMPLE 2.5. [£'(s)]" = AP(S).

Démonstration. Puisqu'il est bien connu que AP(S) satisfait ala PAB, il

- H
suffit, d'aprés 2.2, de démontrer que AP(£'(S)) = AP(S). Onsaitque ['(S)] =c(s).

s)=1. B est

Si s€S, définissons e 691(8) par (e ), =0 si s#£t, e
S s’t 61(8)

S



1'enveloppe convexe équilibrée fermée de {es : SQS} . Mais si @€C(S), alors
g(es) =P et il est clair que la fermeture de {rp s ' ses} est 'I‘enveloppe convexe
équilibrée fermée de {(p s ¢ SES} . Cette enveloppe est compacte si et seulement si
{(ps : ses} est relativement compact. C'est exactement la condition que ¢ soit

presque-périodique.

REMARQUE. Désignons par FAP(R) la fermeture du sous-espace de R
comprenant les éléments ¢ tels que @ soit de rang fini. On peut démontrer que
v p
FAP(R) est une coalgébre injective et que FAP(R)c R < AP(R). Il serait intéres-

sant de savoir dans quelles conditions on a  FAP(R) = AP(R).

. ) . . v
Donnons maintenant une caractérisation plus abstraite de R .

THEOREME 2.6. Soit R une algebre de Banach.

(1) 11 existe un semigroupe discret S telque R soit un quotient (par un idéal

fermé ,I) de B‘(S).

(2)Si AP(R) satisfait 3la PAB, alors R' = AP(S)N I°.

Démonstration. Soit S le semigroupe libre engendré par 1'ensemble B =B

R"

Si s€S  est le produit formel b1 ... b

s on lui associe o(s) € B, 1le produit

dans R. Puisque ”cp(s)” <1 V sE€S, onpeutprolonger ¢ en une application

lindaire continue & : Q}(S) >R :

Q)((ks)ses) = Sez:;sls (.D(S)'

Il est immédiat que & est un épimorphisme d'algdbres qui envoie B sur B,.

e'(s) R
On en déduit que R est isométricquement isomorphe a 61(8)/1, ol I=Kker @,



La démonstration de (2) est facile dés qu'on sait que si R, est un quotient de
ré . - \ ’ v 3 I .
R1 par 1'épimorphisme d'algebres w#, alors 7 (Rz) est isometriquement un sous-

v
espace de R?. De plus, 17'(R2) est une coalgébre injective pour la comultiplication

v
induite par celle de R1 . Ce fait sera démontré dans 4.2.

3. LES COALGEBRES INJECTIVES COLIBRES ET LES FONCTIONS PRESQUE-
PERIODIQUES.

Tout d'abord, il nous faut une définition.

DEFINITION. Soient B un espace de Banach, C une coalgebre injective et

P : C »B une contraction. Alors le couple (C,p) est dit coalgébre injective colibre

sur B siquels que soient D une coalgebre injective et f:D »B une contraction,
il existe une contraction de coalgebres unique F : D -+ C rendant commutatif le diagram-

me suivant :

Dés qu'on sait démontrer 1'existence d'une coalgebre injective colibre sur B,
il est clair qu'elle est unique, a une isométrie de coalgébres pres. Dorénavant, nous
parlerons de la coalgébre injective ¢ (B) sur B.

Bien qu'on ait défini de tels objets, il n'est pas évident qu'ils existent. Le théore-
me d'existence apparaitra dans la suite comme corollaire d'une identification de certaines

coalgebres injectives colibres aux fonctions presque-périodiques sur des semigroupes
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topologiques cohvenables.

Si nous avions défini nos coalgebres en termes du produit tensoriel projectif ®,
nous aurions pu utiliser un résultat dans (_3] pour démontrer le théoreme d'existence .
Malheureusement, la méthode de Fox s'appuie sur des propriétés tres particulieres de

A~

® ; elle ne marchera pas dans notre cas.

Enongons le résultat principal.

(o0}
THEOREME 3.1. Désignons par QK les fonctions bornées sur K lettres.

Alors & (QIZo ) est 1'espace des fonctions presque-périodiques sur le semigroupe libre

sur K letires (muni de la topologie discrete).

Pour démontrer ce théoréme, nous nous servons d'une généralisation due a
De Leeuw et Glicksberg du compactifié de Bohr d'un groupe localement compact abélien.

Plus précisément :

THEOREME DG [1:] . (i) Soit S un semigroupe topologique. Alors, il existe

¥S un semigroupe compact et iS : S »>v¥S un monomorphisme dense tels que quels que

soient T un semigroupe compactet ¢ : S »T un homomorphisme, il existe un

homomorphisme unique & : ¥S +T de sorte que le diagramme suivant commute.

i

NA

T

(ii) L'espace AP(S) des fonctions presque-périodiques sur S s'identifie 2

1'espace des fonctions continues sur S, muni de la norme uniforme.
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Le couple (yS, iS) - ou simplement ¥S - s'appelle compactifié presque-

périodique de S. ¥S est unique, a un isomorphisme pres.

‘Donnons un exemple. Soit Z7 1e semigroupe additif discret des entiers non
£ops r :] + o ot .
négatifs. Alors, L4 , YZ estlafermeturede 2 X Z  dans le semigroupe compact
«Z X yZ, oh «Z désigne le compactifié d'Alexandroff de Z' et ¥Z désigne le

compactifié de Bohr de Z.

Démonstration du Théoreme 3.1. Nous identifions le semigroupe libre sur X

lettresa S = Z Z+, le sous-semigroupe de II zt comprenant les éléments
k€K k€K

K qui n'ont qu'un nombre fini de n, différents de zéro ; muni de la topologie

(e Kk

discréte. Nous écrivons e. = (8

5 jk)keK’ et nous allons systématiquement confondre les

éléments de S et leurs images par dans ¥S.

s
Munissons AP(S)=C(yS) de la comultiplication habituelle N ; la coidentité

e est 1'application qui associe a tout élément de AP(S) sa valeur en 3.

Définissons p : C(yS) » EE par

rp(u)_|k= u(e, ) VKEK  Vu€cC(ys).
Il est évident que p est une contraction.
Soient D une coalgebre injectiveet f:D » B; une contraction. Nous cher-
chons une contraction de coalgébres F : D »C(yS) telleque pF =f. D'apres 1.1,

BD‘ est un semigroupe compact. A tout k€K on associe fk € BD' défini par :

(f, 5 a) = l:f(d)_lk vdeDb.

- * ’ - -
Soit n = (nk)k€K €S. Définissons ¢ :S »B, par
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En effet, (fk)0 étant 1'identité, il s'agit d"un produit fini, donc bien défini. Comme
S est un semigroupe discret, on voit que ¢ est un homomorphisme. Par conséquent,

le théoréeme DG nous permet de définir & : vS »B 1'homomorphisme unique tel

D!
que <I>is =Q.
Soit d € D. On définit une application F(d): C(yS)>C par:
F(d)o) = (&(0),d? V o€EYS.
On verra que F est bien 1'application voulue.
D'abord, soient © o €cvyS et €>0. Posons
U =U[o,d)= {o € vS: |(<I>(0'),d> - <<I>(oo)',d>l < s}.
Puisque & est continue, on sait que Ue est un voisinage de Ty Mais
|F(a)o) - FaYo )| < e Voe U, ,
et on en déduit que F(d) € C(yS).
On vérifie immédiatement que F :D +»C(yS); d-+F(d) est une contraction. Si

Y
on identifie C(yS)® C(yS) a C(ySxyS), onapourtout deéD et o,7 € ¥S:

(& PNy (@0, 7) = (NL(@) , 2(0)® @(7)

]

{d, ®(c)a(7) > ={d,®{0 7)) =F(d)o 1)

[NF(a)] (o, )

\'d
d'loi NF=(F® F) Np- Il est clair que eF=e et il en résulie que F est une

D’

contraction de coalgeébres.
Or, quels que soient k€K et deD, ona

[or@)], = Flae) = <ale,) , ) = Cole,) , @
=10 = [xa)],

d'ou pF =f.



13 »

On a prouvé que F satisfait a toutes les conditions exigées. Il reste donc
3 démontrer que F est unique. Soit alors G une application ayant les mémes proprié-
tésque F  Pour tout d€D,

> ->
G(d)(0) = e G(d) = ey(d) = eF(d) = F(d)(0),
etcomme pG=If=pF, ona
Glae) = [Ha)], =F@) ) v kek.
k k k

Maintenant un raisonnement par récurrence montre que G(d)=F(d) sur S, donc sur
vS. Cecientraine que G =F et achéve la démonstration.

Pour bien exploiter le théoréme 3.1, nous allons démontrer que les sous-espaces

héritent des théoremes d'existence.

LEMME 3.2. Soient (C,p) une coalgébre injective colibre sur le Banach B

et B1 un sous-espace fermé de B. Supposons qu'il existe un atome a de C

tel que pfa) € B1 . vAlors il existe dans C un sous-espace fermé maximal unique de

sorte que :

(a) C, soit une coalgébre injective pour la comultiplication induite par C,

et () p(C))eB,.

Si P, désigne la restrictionde p a C,, alors (C1, p1) est une coalgebre

injective colibre sur B1 .

v
REMARQUE. L'énoncé n'est 1égitime que parce que ® jouit de la propriété (P).
On trouve dans ['__8] une discussion du probleme de la bonne définition d'une "sous-coal-

gebre’ .
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Démonstration. Pour établir 1'existence et 1'unicité de Ci il suffit de repren-

dre, mutatis mutandis, la démonstration de 2.1

F F
C
pl
B

¢—————— D 1.4_____. D
N
Bl
Dans le diagramme (i), f:D » B1 c B est une contraction, D est une coalge-
bre injective et F est la contraction de coalgebres qui rend le diagramme commutatif.
On voit facilement que F(D) est une coalgébre injective pour la comultiplication induite
par C. Comme p estcontinueet pF=1f:D ->B1, ona p(FD)c B1. 11 en

résulte que F(D)c C1 , et F estdonc une contraction de coalgebres qui rend le

diagramme (ii) commutatif. Si G était une autre contraction de coalgebres telle que

G G
\ / £ commute, elle rerndrait commutatif p\ / £ ce qui entrainerait
1
que G=F.

THEOREME 3.3. 11 existe une coalgebre injective colibre sur un Banach quelconque.

Démonstration. Soit B un Banach. Désignons la boule unité de B' par K.

B est un sous-espace fermé de e;z ; on fait correspondre a bEB 1'élément

((b,k>)keK de 8; D'apres 3.1 et 3.2, il suffit - suivant les notations de 3.1 - de
o0 .

trouver un atome a de 2 (RK) = C(yS) tel que (a(ek))keK € B. En fait, onen

trouvera une surabondance.

On sait que les atomes de C(yS) sont précisément les semi-caractéres de YS.

Si b est dans la boule unité de B, nous définissons

Ny
xb(?x)= o <{b,k> vi={n

) €8S.
KEK k’k€K



—
N

Xp est alors un homomorphisme de S dans le semigroupe multiplicatif compact
D= {ze(t : ]z I < 1} ; d'apres le théoreme DG, il se prolonge en un homomorphisme

Xb de ¥S dans D ; en d'autres termes, c'est un semicaractére de ¥S. Mais

- . - \ m
xb(ek) = {b,k> V¥ k€K, donc (Xb(ek)) ‘s'identified b€ B¢ eK.

k€K
Plus que c.q.f.d.
Signalons en passant une loi de composition pour les coalgebres injectives colibres.
2(®, 2, B,)= 2(B,) 2(B)).
Ceci découle (abstraitement ou directement) du fait, aisément établi, que C & D est
le produitde C et D dans la catégorie des coalgebres injectives et des contractions
de coalgebres, et du fait, bien connu, que B1 @eoo B

dans la catégorie des espaces de Banach et des contractions.

estle produitde B, et B

2 1 2

4. UNE METHODE DIFFERENTE.
Nous nous proposons de modifier une méthode développée dans [7] qui nous
permettra de retrouver le théoréme 3.3. Le théoreme 3.1 apparaitra ccmme corollaire.
Dans un premier temps, nous montrons que les passages au dual d'une coalgebre
injective et au codual d'une alg‘ebrje de Banach donnent lieu a des foncteurs adjoints.
Tout d'abord, il nous faut une construction utile du codual d'une algebre de Banach.
Soit alors R une algébre de Banach. Désignons sa multiplication par

MR :R® R >R, et posons NR = M['Q. Définissons successivement :

R

=R!
1—R

(1) ¢
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R _-1RY Ry~ R _.

(2) Cw—NR( }\®CA)0C>\ si w=A+1

. R R . . o
(3) Cw=m{CA .A<w} si w estun ordinal limite.

(On se sert implicitement des propriétés (P) et (Q) de ®.)

Désignons par  1'ordinal tel que C? = C?-H =C.

PROPOSITION 4.1. C estle codual de R.

Y
Démonstration. C est un sous-espace fermé de R. Identifiant C® C aun

A .

sous-espace fermé de (R® R)', ona
R Yy R v
NR(C) = NR(CC_H) c CC ® CC =C®C.

Comme C contient le specire de R, ilenrésulte que C est une coalgébre injective.

Par définition, ona Cg¢ Rv.

R R

On sait que Rv c C1 =R'. Fixons w et supposons que RYc CA

Vai<uw,

(1) Si ® est un ordinal limite, alors RV ¢ n{c’f 1 X < w} = cﬁ.

. 3 v 1YY v -1, RY R . v R
(2)si w=Xx+1, alors R < Np (R ®R )g_NR (C}\®CA), d'ou R € C,-
R

. . . v
Par recurrence, il s'ensuitque R < C
? w

Y «, eten particulier

v
R ¢ C? = C, ce qui termine 1la démonstration.

v [+ o]
REMARQUE. On peut démontrer que R = N C;2
n=1

si ce dernier espace satisfait

ala PAB.

La proposition suivante est un coanalogue de 1.2, qui affirme que le transposé

d'une contraction de coalgebres est une contraction d'algébres.

PROPOSITION 4.2. Soit f € ALG(R,S), ol R,S sontdeux algdbres de

v
Banach. Posons f =f'| v - Alors
S
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v Vv \' ' v v
(1) £(S)cR et (2) Y€ COALG(S ,R ).

Démonstration. Encore une fois, on raisonne par récurrence. On va montrer que

f‘(Ci) c CE V w. D'aprés la définition, on a f',(C1S) c C?. Supposons alors que
F S R
t
f (C)L)-C-CA Va<uw,

(a) Si w estun ordinal limite, alors f'(CLSO) = f‘({ﬂ C)SL‘: A< w})
Sy R
enfrr(c]):a < wheck.

b)Si w=A +1 et .cecz, alors Ngc € C écf.

Soient x,y € R.
Puisque f € ALG(R,S), ona
(NRE'(€) - (' @ 1) Ng(e) , x® ¥ = <£'(e),xy) - { Ng(e), 2(x)® ()

= {c, fixy)> - {c,fx)(y)> =0.

R R

11 en résulte que NRf.'(c) = (f? S £ ) Ns(c) €Cy & Cy- Ontrouve donc que

‘ -1, RY R R R
f'(c)eNR (c/\ ® ck)m Cx =C,-
R

- v, v v
w Vw, etd'aprés4.1 ona f(S)cR .

Il s'ensuit que  £'(C0) g C

Comme il est évident que e _f'=e
s’ R

- le raisonnement de (b) fournit la démonstration
de (2).

Soient 6 la catégorie des coalgebres injectives et des contractions de coalge-
bres et O. la catégorie des algébres de Banach et des contractions d'algébres. D'apres
les résultats précédents, il est clair que

v | v v
() : R>R ; £t
est un foncteur contravariant (1 -» ‘€ et que
()} : Cc»C ;  faf!

est un foncteur contravariant € - (L.

-V
On établit une correspondance bijective entre ALG(R , C') et COALG(C, R')
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de 1la maniere suivante :
7 désigne toujours le plongement d'un Banach dans son bidual, et i désigne
une.inclusion. Si f € ALG(R,C'), alors 1'application
c—", ) R
est une contraction de coalgébres. (On vérifie aussitét que 7(C) < (C! )v). D'autre
part, si g€ COALG(C,RV), alors
R_T,r '  ®y_g&,c

est une contraction d'algebres.

v
THEOREME 4.3. ()' et () sont adjoints a droite.

La démonstration ne pose pas de difficulté. Nous la laissons au lecteur.

A ce stade, on peut reprendre presque mot par mot le raisonnement des algébfistes
pour démontrer 1'existence de 2(B"), ol B estun Banach quelconque. Il convient
cependant de dire qu'il est bien connu que 1'algébre de Banach libre sur B s'identifie

° s(13)=¢1:eiae1 (Bé BéB)

B @61 (B® B)

® &
sym g} sym pi

A

oll, par exemple, (B ® B)Sym est le quotient de B ® B par 1'intersection des noyaux
des formes bilinéaires symétriques sur B XB. La multiplication est définie a partir des

relations )
b,o...eb].[b ,®..00 ]=[bre ...®bm]

ot L ] désigne une classe d'équivalence et b, € B (1<i<m).

- v
THEOREME 4.4. Soit B un espace de Banach. Alors ¢ (B")= LS(B')] .

Démonstration. Voir D, pPpP. 126—128] . Signalons cependant que 1'application
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p: 2(B") »B" exigée par la détinition est définie par
[sen]” = [sE)]r —> B
ot j estllinclusionet i:B' — S(B') ; b' — (0, b', 0,0, ..... ).

Ceci permet de donner a nouveau une

Démonstration de 3.3. On plonge B dans son bidual. D'apres 3.2 et 4.4, il

suffit de trouver un atome a de 2(B") tel que p(a) € B. Comme précédemment, on

on. P Ehy
est confus de leur profusion. Puisque 2(B")= [S(B')] , les atomesde 2(B")
sont précisément les éléments du specire de S(B'). Or, ledualde S(B') est

€ o, B' €, L,(B')8), LB ¢ ...

ol Ln(B‘) désigne les formes n-linéaires continues symétriques sur B'x ... xB'.
Il en résulie que les éléments du spectre de S(B') sont de la forme .

10600 (p® 0)2 (0@ 0® @) B ...
oli ¢ estun élément de la boule unité de B". D'aprés la définitionde p, on a
piepe(p® )@ ...)=¢, etenprenant ¢ dans laboule unité de B, la démons-
fration s'tacheve.

Pour terminer, donnons une nouvelle démonstration de 3. 1. Remarquons que B;
. [e1 ]' e°° 1 .. ©Oy 81 ’

est un bidual et que (K) ' = k- 1L s'ensuit que 9 (BK) =S(8'(K)), et on démontre

‘sans difficulté que S(Q] (K)) = ¢! (SK) oli S, estle semigroupe libre sur K lettres.

K

Mais on sait déja que LB} (SK)]V = AP(SK). c.q.f.d.
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