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CHAPITRE O,



INTRODUCTION

Nous allons introduire de deux fagons différentes la notion de "mesure" la
premiére sere d'un emploi fcadamental dans la théorie des probabilités, la deuxiéme
au contraire est celle a laquelle nous ferons appel dans la suite du cours.

TRIBUS

Définition :

Soit A un ensemble quelconque. On dit qu'un emsemble & CP(A) est
une o-algébre de Boole(ou tribu) si

(1) Ee €= (LEE®

(i1) {Ei € g}iGN = {Ej‘}i@l\f (o1

On voit qu'il résulte de (i) et (ii) que {E. € G%} = N {E.}l €EB
1 g, LA,
1EN e

Définition
On appelle "mesure" sur une o=algébre de Boole une fonction définie

sur Eﬂ 4 valeurs dans R satisfaisant aux deux conditions suivantes.
o0
(1) {Ei € g}i et 2 &4 2 disjoints = “(191 bi)= Z.; p(Ei)
E:N 1=
(31) p# e
I1 résulte de (i) et (ii) que p(f) =0 en effet dlaprés (ii) I E €
tel que p(E) <+ o alors wEUF) = u(E) = p(E) + u(g)
Définition :
On appelle espace mesuré, un triplet (4, ,u1) ol A est un ensemble

une tribu de parties de A, p une mesure sur 5.

On dit, en outre, que 1l'on a un espact de probebilitd si M satisfait & la con=

dition supplémentaire

(1i1) u(h) =1
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Exemgle H

Soit A =R, &G 12 tribu borélienne (tribu engendrée par les fernés) et

F une application R ~~» R croissante et continue, alors si on pose pour

Ty = las L5 mp(T, 1) = F(b) - P(a)

et si
E = Ia,b UIC’d LI UIk,l

ok les I, . sont 2 & 2 disjoint, en posant
¥

B) = & u(l. .
#(E) u( 1,3)
On peut obtenir un espace mesuré (R, &, EF)

INTEGRATTION SUR UN ESPACE MESURE

Définition
Soit (R, ,u) un espace mesuré et soit £, & ~—» R fonction

50 et £ + w, on considére une partition QD des réels positifs :

et le nombre

o, <2 <oyl {w e 9], <o) < aj+1}

les fonctions pour lesquelles ces ensembles forment une tribu € (F sont appelées

mesurables.

Dans le cas o T est mesurable son intégrale est par définition
b

- kad I +
ffdu= 1é.>m l:l%aju[ajsf<aj+l]]€§

a )* 0

sup(aj+1 ;



Exemgle : =5

Si 1'on prend la mesure de llexemple précédent, on retrouve llintégrale

de Stieldes :
o

[ £(x) & F(x)

~co

Nous ne disons rien de plus sur ces espaces de probabilités qui ne nous intéres—

seront pas dans la suite.

MESURE DE RADON

I MESURE DE RADON SUR UN ESPACE COMPACT

Soit E un espace topologique campact, soit XBG(E) (resp %%R(E)) 1l'espace
vectoriel des applications continues de T = € (resp de E —=> R) c'est un
espace vectoriel normé.

Définition :

On appelle € mesure de Radon (resp R mesure de Ra&on), toute forme
linéaire et continue sur %%(E) (resp. YaR(E)). Autrement dit c'est une forme
& valeurs dans € (resp. dens R) satisfaisant &

(1) p(f+g) = p(£) + p(e)
(ii) plef) = p(f) V¥V o« € C (resp. ¥ € R)
(ii1) 3 a >0 |u()] < allel]

Nous noterons JM;(E) 1l'espace des mesures de Radon sur B, pour l'instant ce n'est
autre que le dual topologique de Qg(E). La norme d'une mesure est tout simple=
ment la norme dans le dual topologique.

I1 MESURE DE RADON SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT

Soit B un espace topologique localement compact et soit Cﬁcm(E) (resp.:HQR(E))
1l'espace vectoriel des fonctions continues i suppertcompact, définies sur E &

valeurs dans € (resp. R) ctest un espace vectoriel.



Définition :

On appelle € w-mesure de Radon (resp. R -mesure de Radon), toute forme
linéaire ¢ sur UL@(E) (resp. :K’R(E) 4 valeurs dans € (resp. dans R) telle
que si K est un compact la restriction de p & I(E, K) (espace vectoriel des
fonctions continues & support dans X) soit continue pour la topologie de la conw
vergence uniforme.

Par conséquent :
(1) w(r+g) = p(£) + p(a)
(i1) wplof) = egu(f) Yot € € (resp. Vo € R)
(iii) 8i K est un compact de E, si f, est une suite de
fonctions continues & support compact C K et qui congerge
uniformément vers f.
alors p(fy) = p(f)
Nous voyons que si 1l'on appelle J%(E) 1l'espace des mesures de Radon c'est un
espace vectoriel,

PRODUIT D!UNE MESURE PAR UNE FONCTION

Soit g une fonction continue sur E et & valeurs dans € (resp. R). On
peut montrer gque llapplication
I(E) =~ € (resp. R)
£~ uef)
est une € mesure (resp. R mesure) et on l'appelle mesure produit de {4 par g8
ou encore mesure de densité g par rapport & p : g d U

MESURE REELLE

Définition :
On dit qu'une C mesure de Radon ®st réelle si

pf) ER Ve %(E)

MESURE POSITIVE

Définition
On dit qulune C wmesure de Radon est 2 0 si

ure) >0 vrexn (E)
R
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On démontre qu'une mesure de Radon » C cst nécessairement réelle, ainsi que le

théoréme suivant

Théoréme 1

Toute ¢ mesure de Radon peut se metitre sous la forme p = p¢ = pz + lus— 1 Ug
oU i, pz, H3s M4 sont des R mesures de Radon > 0 et régulidres™.
Nous nous interesserons donc essentiellement dans la suite aux Remesures de
Radon 2 0,

NORME D!UNE MESURE

Définition
On dit qulune mesure de Radon est de norme finie si
sup |u(£)] < + e
Hell <1 £ e 36(E)
et dans ce cas on écrit

”fsxl[zzllu(fll = |lall

On peut alors montrer que si yuy et p sont » O.

Hu + vl = el + vl

TOPOLOGIE VAGUE

Définition :
On appelle topologie vague de l'espace u‘@(B) la topologie de la con~
vergence simple de JG(E).
Par conséquent : M converge vaguement vers pu, si un(f) — y(f )

Y £ € K(E)

* On dit qu'une mesure px O eost régulidre si

Y E ensemble p mesureble on a p{E) = inf p(0) = sup p(R)
OuvertDE R compact CE



PRODUIT TENSORIVL DE MESURES

Théoréme 3
Soient E et ¥, dJdeux espaces topologiques localement compact8, A une
mesure sur E, p une mesure sur F, il existe sur E x F une mesure ¢y et une

seule telle que pour toute fonction 2 € Y (E) et toute fonotion £ € ¥ (F)

fm g(x) £(y) ar(x, y) = (f e aux)) x ( [Ffm du(y)>

La démonstration slappuie sur le fait que toute fonction de¢ K (B X P) est limite

de fonctions du type

Zn:} g;(r) £, (¥)

i=1

ol fi(y) € (F) et gi(x) € H(E) pour la topologie de la convergence unifor=
me sur tout compact.

La mesure ¥ stappelle produit tensoriel des mesures pget A et en
la note 3 y=AQ@u .

Théoréme : (Formule de Fubini)

i

j £(x, y) AN ® ) [

BXF E

J

F

an(x) f £(x, v) du(y)
P

i

eu(y) [f(x, y) & (x)
E

LMAGE D'UNE MESURE PAR UNE APPLICATION

Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts. Supposons
gue 1'on ait une mesure p sur X et une application H de X = Y.
On peut pemser & transporter pu par H et obtenir une mesure sur Y de la fagon

suivante ¢

¢ € K(Y) Hu(e) = p(g o H)



-
¢ o H n'appartient pas toujours & K(X) mais lorsque H est une application
propre en particulier un homéomorphisme alors Hu est bien une mesure sur Y et
on llappelle image de u par H.
Exemple ¢
8i X est un groupe localement compact l'application
X w3 a+x de X —~» X
est un homéomorph i sme 1'image d'une mesure g par cet homéomorphisme n'est autre

que la mesure translatée.
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TOPOLOGIE FAIBLE SUR LE DUAL D'UN ESPACE VECTORIEL,

I RAPPEL,
Soit (Xi) une famille d'espaces topologiques ; sur l'ensemble produit

icl
X = H(é&i)la topologie la moins fine rendent continues les projections
1

prs X > Xi est appelée la topologie produit de celles des Xi.

Il DEFINITION

Soit F un espace vectoriel sur le corps topolo ique et F' 1o dusd topologlque

de TF. On appelle topologie faiblc sur F' 1a topologie la moins fine qui rend

continues toutes les formes lindaires sur F' x =~ <x, y> quand y parcourt F.
Remarque 1 :

Puisque (Xl, XZ) € (F' X TF') et x # X,y entraine qu'il existe y € F
tel que <x, ¥y> # <X,y ¥> 5 1'epplicgtion lindaire x — (<x, y>)y cp
de F' dans K? est biunivoque. On volt d'aprés le rappel que la topologie
faible de F! est la topologie induite sur F! C KF par la topologie produit

sur K.

C'est donc une topologie localement convexe et séparée, définie par l'ensemw

ble des semi~normes x == l<x, y>l ou y parcourt F', Clest-i=dire que les
enseumbles

! M - ! mr * B
W(yl,-.., y, ' ¥ ) ={ x €F <x, 3i>l <q pour 1 gicg n]
forment un systéme fondamental de voisinages de zéro.

Remarque 2 3
Si 1'on considdre que F'= L (E,R) ou Y(B,€) si K=R ou 0, 1la

topologie faible sur F?! est la topologie de la convergence simple sur

;iKE, K) (avec K =R ou C).

Théoréme d'Alaoglu.

Soit N wun espace vectoriel normé et N'!' son dual topologique, muni de la

topologie faible. Alors la boule unité de N! cst compacte.



Preuve :

1) Montrons que B =!x € N' / l]xlf g1 est contenu dans un compact.
v n €N, soit Cn = {z et ; |zl < Hn”} ctest un compact de €. Soit

i (Gn) = C. C'est un compact pour la topologie produit de celles des Cnﬁ
nEN

Considérons 1'application ¢ : b —> (|< b, n>l)n€N de B dans C car
l<0, n>| < {Inll, ¥ new. Elle identific B & un sous espece de C, l1a topologie
faible de B, étant, apr définition, celle induitc par la "topologie produit" de C.
2) YMontrons que B st fermé.
'V n, n? €N, b(n + 0= b{n) =b(a) =0
bPEBe {(VNEN,VAEC, b(An)= Ab(n) =0

VneEN, |<b, n>] < ||n]]

B est done l'intersection d'images réciproques de zéro par des applications qui
par definition de la topologie faible, sont continues et ds C ¢lest dong un fermé

et un compact, de C.

Théoréme du point fixe de MarkoffwKskutani..
1) Soit E un ensemble vectoriel topologlque localement convexe, et K un
sous~ensemble de E compact, convexe, et contenu dans un voisinage de zéro,

2) Une famille quelconque \?« € ;g(E)} A telle que V o € A,

T(K) CKX et T¢ 0 Ty = Ty 0 Tg

alors il existe k € K tel que T¢(k) = k, quelque soit g € A.

Preuve ¢
Soit
1
I + Tx +.0-+ Tﬁ:“
n .

(o(,n)G AxN
et soit T 1'ensemble de tous les produits-finis (pour la loi de somposition des

applications) d'éléments de T. V u € 5, w(K)C X (gonvexité de K) et V u,

V¥EK, uov=voucT.



a]gp
Soit K=n_ {u(K)} . Comme u(K)m uov(K) et v(K)2avowkK) =uo v(X),
ueT
2(K) Nv€K) contient un élément de K et K est 1'ensemble des points adhérents

au filtre engendré par {H(K}ueﬁ' K étant compact, 4 A0 soit ke X

V(c, n) € Ax N, 3 x tel que
I(x) + Ta(x) +e..t T (%)

k= n
done
Ta(x) - x o
Td(k) - k = n € ;l

ou C est l'image de K x K par ¢: (x,y) = (x=-3y) C est done compact.

Montrons que N (9-): {O} Soit V un voisinege équilibré de O dans E, 11
nE N

existe un voisinage équilibré de O, W, tel que W+ WCV, Comme C est come
pact, il existe un nombre fini de points a, €E 1lgi<m, tels que
CC_Ls‘ﬂ!sm a; +W. Comme W est ebsorbant, il existe un nombre «, O< & <1 ;

tel que 'qaiGW, Vi, 2 <i<m. Done gCCW+gWCW+WCV, si 1’l>t1"'l

Tae(k) - k € % €V, comme E est séparé, Telk) = k = 0. C.Q.F.D.

Remarque :

L(E) est l'ensemble des applications linéaires continues de E dans E,
En fait, il suffit iei que {Td }qEA solt une famille d'applications linéaires
affines de E dans E, applicant K dans K, dont les restrictions & KX sont

continues et deux & deux permutables.



ALGEBRES DE BANACH.

Définitions.

1 Une algdbre associative, topologique, localement convexe, A, est un espaes

vectoriel topologique localement convexe, muni d'une application ¢ 3 AxXx A - A
appelée multiplication, et continue, soit séparément par rapport aux deux varia~
bles, soit pour la topologie produit de A X A.

II Alztbre normée : 1ltalgébre A défini précédemment, est dibemowmée si sa

topologie est donnée par une norme. En exprimant la continuité (pour 1la topologie

produit de A X A) de la multiplication, on obtient la relation
[lad |l < Kllal] « [iv]]

Pour la nouvelle norme

[Halll = % |]a]]

N o

[l < [Halll « []iv]ll

IIT Algdbres de Banach : Clest une algdbre normée compléte pour la norme.

On démontre (Bourbaki, § L4, n® 2, prop. 2) que dans une telle algébre, la conti=-
nuité "séparde" est équivalente & la continuité pour la topologie produit, nous
ne les distinguerons donc plus par la suite. Lorsqulune algébre de Banach aura de

plus sa multiplication commutative, elle sera dite : algébre commutative.

Théoreps @
Si I est un idéal propre fermé d'une algébre de Banach R, 1'anneau quo=-

est une algébre de Banach si X € %, Hx]] = é;f [xl]].
X

o §=o]

tient

Freuye :
Voir par exemple : Guglfand, Silov et Raikov : anneaux normés commutatifs.
On appelle gomme directe de deux algébres de Banach A et B, 1'algebre de

Produit A X B, muni de la norme ||(a, b)|| = |la]] + ||v]].



Exemples dlalgébres de Banach:

I K étant un espace topologigue. soit C(XK) 1'ensemble des fonctions continues,

& valeurs complexes et bornées dans K, muni de la norme @

[£]] = sup [£(k)]
X €K

la topologie induite est celle de la convergence uniforme, C(K) est donc une

algébre compléte, i.e, de Banach, car la relation

e - gll = suw |£ @] < |lIel] . llsg]]
k€K

prouve la continuité de la multiplication.

o
IT Soit D wun disque fermé du plen complexe, D son intérieur, et A 1'En=

gsemblc de toutes les fonctiong ceontinues & valeur complexcs et bornées dang D,
o]
holomorphes dans D. Comme d'aprés un théoréme de Weierstras, la limite uniforme

de fonctions holomorphes est holomorphe, cectte algébre est fermée, et done compléte,
pour la norme et la topologie induite de €(D). Cl'est donc une algibre de Banach.

o)
IIT L'algdbre de toubss les fonctions de €(D) qui de plus sont holemorphes

c'est une algdbre de Banach (ses fonctions ne sont pas nécessairement continues,
ni holomorphes, ni bornées sur D).

IV Posong T = { e 10 s 0€ R} le tore & une dimension.

On considére l'ensemble des fonctions f € C(T) développables en série de

Fourier 3

v € 2

et dont la série des coefficients de Fourier est absolument convergente.
Posons

EHINS=R"™

v EZ
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montrons que les coefficients ¢ de f sont canoniqgues si
v

ivt ivt
E o ave = E N @Ve = av = ﬁv-
v EZ
en effet

%ein=O-=>}g}=OVV

i
v € 3

iyt
car si 1'on multiplie les deux membres par e H , 4 €72, on trouve

i(v-p)t _
wIIEOLN

v € %

on peut intégrer terme & terme, & cause de la convergence uniforme, on obtient
2 .
v, S
vezZ JO
soit 2 ¢ Z& =0, Va

On prouve par ailleurs facilement que cette espace vectoriel est stable nour la
multiplication ponctuelle, que la multiplication est continue, et qu'il est complet

pour cette norme. C'est donc une algébre de Banach.
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FONCT ZONS ANALYTIQUES A VALEURS DANS UNE ALGEBRE DE BANACH .

Définition :
Une fonction x : D~ R ou D est un ouvert de § et R un egpace de
Banach est dite analytique dans D si pour tout A ED

13n UzEQuh) = x(M ]

|- © 1]

existe

Remargue 1 :

Si x : D=~ R est analytique et si f est une forie lindaire continue sur
Ry, £ ox est une fonction analytique dans D au sens usuel.

Cette remarque et le théoréme d'Hahn-Banach vont nous permettre d'étendre a
toutes les fonctions analytiques les résultats obtenus pour celles & valeurs dans €.

Théoréme 44Hahn~Banash 1

Soit M wun sous~espace d'un espace vectoriel sur € normé E. f est une
forme linéaire continue définie sut M. On peut prolonger f & E ‘out entier
en conservant la linéarité, la continuité, et la norme.

Preuve : voir Naimark, Loomis, Riez et Nagy.

Corollaire 2 ¢

Si y€E et y # 0, il existe £, forme lindaire continue sur E telle
que f(y) # O.
Preuve
Soit M le sous espace engendré par y. et £ défini sur M par
f(Ay) =N .a ou a€C, afZo alors f est lindaire et continue et il existe
¥, linéaire et continue définie sur B telle que T(y) = £(y) = a # O.
Conséquence immédiate :

Corollaire II

Si a€B et PEE, afb, il existe £ lindaire continue, telle que

£(a) # £(v).
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Définition
Si x ¢ D ~> R est une fonction analytique et I wune courbe (ou un are de
courbe) rectifiable de support inclus dans D;

: Dol
/ z()) an = lim Z;‘x(x];) (7‘1{+1 - 7‘1:)

r max!hk+l—Kkl—9 0
ou lh, Al,ou., hh sont des points d'une subdivision orientée de T, ou Xi
A’ - 3 s ’ s - 3 . .
vérifie Kk Kk )k%l et ou la limite est prise au sens de la norme

Théoréme de Cauchy :

Soit x(M), & valeur dans un cspace de Banach, une fonction analytique dans

une région fermée limitée par un arc simple différentiable. Alors :

[x(x) A =0

T
Preuve 3

Posons ¥ = l. x(\) A\, Si £ est lindaire continue,

f(y):f fox(x)a=0
T
dlaprés la remarque 1 et le théoréme de Cauchy classique ceci étant vrai gquelque

soit f, d'aprés le théoréme d'Hahn~Banach . y =0 C.Q.F.D,

Formule intégrale de Cauchy.

Pour la méme fonc'ion x(A) que ci-dessus et pour A intéricur au support

de Iy ona

w(A) = i X8 IZ

271 r G A
Preuve :
Notons =x{(\) = a (€ R) et 5%5 j §é§%—%§ =b comme 5%3
°T

1 . N . s s .
et o= appartiemnent & €, quelque soit £ linéaire continue,

&\
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Définition s
Si x: D ~> R est une fonction analytique et I wune courbe (ou un arc de

courbe) rectifiable de support inclus dans D;

N1
j x()\) ax = 1im ij(hl'{) (7‘k+1 - 7‘1;)
r maxllk+1-hk[—9 0 0

ou A, Al"“" %h sont des points d'une subdivision orientée de I, ou Ké
Arg 3 < t < . e .
vérifie Xk hk kkﬁl et ou la limite est prise au sens de la norme,

Théoréme de Cauchy :

Soit =x(MA), & valeur dans un cspace de Banach, une fonction analytique dans

une région fermée limitée par un arc simple différentiable. Alors :

/x(x) dr =0

T
Preuve

Posons ¥ = l: x(A) d\. Si £ est lindaire continue,

f(y):/ fox(a)an=0
T
dtaprés la remarque 1 et le théoréme de Cauchy classique ceci étant vrai quelque

soit f, d'aprés le théoréme d'Haln~Banach . y =0 C.Q.F.D.

Formule intégrale de Cauchy.

Pour la méme fonc'ion x(N\) que ci-dessus et pour N intéricur au support

de Iy, ona

(N) = s x(g) 4z

T
p %=
Preuve :
Notons x(\) = a (€ R) et 5%5 j Eé?l i? =b comme 5%5

1 . s . e s .
et o= appartiemment & €, quelque soit f linéaire continue,

&\
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Z = A
T

d'aprés le théoréme de Hahn-Banech, on psut conclure que a = b,

£(a) = (£ o x)(N) = glﬁ [ (£ O;)(;Q 8 - ¢ 5%5. f x(g) &g _ £(b)
o -

Développement en série de Taylor.

De la formule de Cauchy résulte que si x : D == R est analytique dans D,
x(N) est développeble en séric de Taylor au voisiange de chaque point régulier. La
série de Taylor étant absolument convergente dans un disque de rayon strictement
positif.

A titre d'exemple (nous aurons besoin de ce résultat) déterminons le rayon
du plus grand cercle de centre A =0 & 1'intérieur duquel la fonction (e w)xx)nl
existes. Cette fonction est dériveble, donc analytique dans toute les région oh elle
existe ; sa suite de Taylor : Zf: At convergera absolument & l'intérieur du
cercle cherehé. Réciproguement ?;Ofonotion (e "7\X)*1 existe & 1l'intérieur du
cercle de convergence absolue de la série, et ‘est égale & la somme de cette série.
Le cercle de convergence absolue de la série

e 1

n n
Aox est lk] < :
- 1n ]
n = «
Jue lim %llanl existe pour tout Z € R.

Théoréme de Liouville

Si une fonction =x(A) ¢ © == R est analytique pour tout A € €, et bornée
en norme, clle est constante.
Preuve : Quelque soit f 1lindaire comtinue, f(x(M)) égale constante,
dlaprés le théoreme de Liouville classique. Mais si x(\) preneit deux valeurs
distinctes, a et b, on aubait f(2) = constante = £(b), pour toute forme £

linéaire continue, ce qui est contraire au théoréme d'lahn-Banach.



ALGEBRES DE GROUFPES.

A partir d'un groupe topologique localement compact et abélien, on peut cons=—
truire une Algébre de Banach. L'étude de cette Algdbre pourra, en remontant au groupe
initial donner des renseignements sur sa structure, ce qui justifie 1'importance de ces
algébres particulisres.

GROUPE TOPOLOGIOUR

Définition @
On appelle groupe bopologique un groupe muni d'une topologie telle que
les appnlications 3

Xy J =>» X+ ¥

et
X e = X

soient des applications continues.

INTEGRATION DANS LES GRCUDPES TOPOLOGIQUES

Nous supposerons définitivement que G est un groupe topologique gbélien et
localement compact.

On peut alors faire une théorie de l'intégration sur G, et étudier l'espace
des mesures de Radon sur G

On s'intéressera, en particulier, aux mesures invariantes par translation.

Définition :

Soit y un élément fixe du groupe G, On appelle translatée de ¥,
dlune mesure de‘Radon, 1'image de cette mesure de Radon par llapplication :
X -3 X+y Vx€EG&

Cette image est bien une mesure de Radon car la translation est un homéomorphisme
de & sur G.

Si p est une mesure de Radon sa translatée est done définie par :

uy(f(X)) = u f(xy) o0 T € JH(&)
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THECRELNE DI HAAR

Sur un groupe topologique localement compact il existe une seule mesure de
et négative .
Radon > O non nulle, définie & une constente multiplicative prés, invariante par
translation,
Preuve @

Nous allons démontrer llexistence d'une mesure de Radon 20, non gulle

et invariente par translation, flans le cas particulicr o G est abéliecn et compact.

La simplification viendre du fait gue l'espace des mesures de Radon sur G  est
identique au dual topologique de €(G ).

Appelons fO(G ) 1'ospace des mesures de Radon sur & . Soit

1L (6) = {:u e M(G) ;5 |ull < 1}
Ml( ¢) est donc la boulc unité de C(G)' par conséquent Ml( G ) est faiblement

compact dans JU(G ). Soit alors

M{(G)={u€ Moy s Hull <1 et p(l):l}

On peut montrer et nous l'admettons que MI( G ) est nécessairement constitué de

mesures 0. On voit que
+
w(e)

or {uec/’l(G) s u(1)

l'image réciproque de 1 par l'application continue :

1

Ml(G)ﬂ{u€ do(Q 5 (1) :1}

1 est fermé pour la topologie faible puisque clest

1

p—> p(1)
-+ ”’ » ~ -
Done Ml’ étant fermé dans Ml’ est faiblement compact. D'autre part I\!I; est
ccuvexe, en effet :

Ml est convexe & cause de la convexité de la norme

{ym/fé(e) 5 p(1)
p (1) = p,(1) =1 (v g+, 1) (1)

i1

1 } 1'est aussi ecar si

Mp1(1)+x2u2(1)=1 si A+ M, =1

I



Soit alors g € G, on considere Tg

T
-

(1) Eg € éﬁ(dﬂ( c)’ db( G)) en effet Tg est linéaire et llugll < | luld
donc est continue.

(i1) T_ oT =7 =T T car G est abélien
& & &Y &0 &

(1i1) Vg€ & Tg(lvg)CMI
en effet si ||ul] <1
gl < Hull <22 flull <2
et p(1) = p(1) =1 si p(1) =1

Dn peut donc appliguer le théoréme de Markow-Rakutani et par suite
3p20 ¢ |lell €1 et p1)=1 telle que Vg € ¢ My =
Définition :
On appellera mesure de Haar, la mesure > O et invariante par translation sur
(elle est définie & un facteur prés). On la notera n(g) ou h(x).
Propriété :
La mesure de Haar est invariant par inversion, clest~a=dire que
h(x) = h(=x) ou encore f f(x) dn(x) =[f(~x) dh £x)
Preuve :
L'application x =—» ~ x étant un homéomorphisme de G sur ¢,
h(~x) est bien une mesure > O,
Dlautre part hg(—x) = h(~x) VgeE &
en effet

ff(X) ah, (~x) = f £(-x - g) dn(x) = f £(~x) an(x) =f £(x) dn(-x)

Done dlaprés le théoréme de Haar h(-x) = k h(x).
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Dtautre part soit f(x) € X(¢) alors g(x) = £(x) + f(~x) €X (¢)
et

[ g(x) an(-x)

k[ g(x) ah(x) d'une part

1

[ g(~x) dn(x) = f g(x) an(x) a'autre part.

Done k=1 = {hix) = h{-x)|

ALGEBRE DE GROUPES

Soit & wun groupe topologigue localement compact et abélien. Appelons
Ll((;" s, h) 1l'espace vectoriel des fonctions définies sur & & valeurs dans €,
h - mesurables et de modules sommables (on considére que deux fonctions sont égales

si elles sont égales h =presque partout ). Si on pose :

1211 = [ 12} e
on sait que Ll((} s, h) est alors un espace de Banach.
On munit Ll( G, h) de la multiplication suivante @
£ % 5() = | 50 £5) ay)
(1) Ltopération est interne ¢
en effet :

[ [ £l 2, )| ) < [[ e e @) )

G G
dtaprés la régle de Fubini <[ [fz(y)f an(y) XL [fl(x-y)[ dh(x)
G

< [G e, @) [, 5l enx) = gyl 1ey |

Done
[ ]f‘l 5 f2(x)| ah(x) < + o
&
(ii) On o démontré en méme temps gque Hf‘l & f2|| < Hle |lf2] .

(1i1) Le produit que convolution est bilinéaire, cela résulte de la lindarité

de 1ltintégrale.,



(iV) oo £ f. s L

1 2 2 1

en effet

f £ (xy) 2,(y) enly) = [ £(2) £y(xm2) an(z) = £, % £,(x)

i

(v) Le produit de convolution est associatif, cela résulte du paragraphe
suivant.

PRODUIT DE CONVOLUTION DE MESURES

Nous allors introduire dfune autre maniére e produit de convolution dans

1, . . o . S e
L (G, h), qui mentrers directement l'associat? "3%.

Soient p et - deux mesures de Radon su~ G , de masses totalesfinies.
On sait définir sur  x 7 la mesure u®+y (voir introduction).
On considére 1llappiication SN 4

Xy ¥y == X+ Y
On prend l'image de 1 ® y Dpar cette application, on montre que c'est bien une me-
sure de Radon sur &, que 1l'on -eppelle produit de convolution de p et ¥
' . o 1,0 . . .
et que 1'on note p ¥ 4 o Soit alors £ € (G, h), on peut lui associer une
mesure de Radon de masse itotale finie, qui est le mesure £ d h sa masse totale

est fff[éfh<+co“

» - . AY - 1 s ooy
BEtant donné, f et g € Li{' , h), si l'on considére les mesures : fdh et

Zdh on peut en faire le prodult ds convolution.

Nous allons montrer que £ dh#% 2 dh = (£ = g)dn.

En effet : soit ¢ € JL(7)

[ o) w am) = [[ o+ 5) 2 () anx) anty)
Jd
G

= | £(z) dn(x) [ olx + y) gly) an(y) dlaprés Fubini

:[ £(x) dn(x) j[(;{y) g(y = x) an(y)
, .
/

of

f Ay) £lx) g(y - x) dn(x) dan(y)

o(y) an(y) [f(X) gly = x) an(x)

|
[ e (2o e



w2
Alors llassociativitéde £ # g résulte de l'associativité du produit de convo~
lution de mesures, qui elle est immédiate.
Finalement, on voit que Ll( G, h) eeb muni d'une structure d'Algébre de

Banach commutative, une telle algeébre est appelée algébre de Groupe.

Remarque @
On voit également que les mesures de masses totales finies sw ¢ ,

reonstituent une algebre de Banach.



CHAPITRE I.

ALGEBRES IE BANACH,
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THREORIE DE GUELFAND,
=

Soit R une algeébre de Banach commutative et unitaire.
SPECTRES
Définition :
Soit x € R on appelle spectre de x 1l'ensemble o (x) CC des nom
bres complexes M tels gque x -~ A e no soit pas inversible (e est 1l'unité de R).
Proposition :
31 x € R tel que ]lx - el] <1 alors x est inversible.
Preuve :
On peut écrire x = e-(e=x) = e -~y avec y = e - x. Considérons
alors la série Z =-¢e + vy + y2 Fooet yn+... Cette série opnverge en norme puisque
l[y]l < 1 donc elle converge car R est un espace de Banach.

On a en outre
1

1=}y !l

On vérifie en faisant le produit terme & terme que Z.x = e. Donc 7Z est bien

Hztl <

ltinverse de x.

Corollaire

o (x) est borné dans € et C dans le disque 2] < || x]||.
En effet Xx=-\e = K(%-—e).
D'aprés le théoréme précédent % -~ e est inversible si ll%ll < 1 done si
[a] > |lx|| par suite = - A e 1le sera aussi. Ceci implique que o (z) est
eontenu dans 1l'ensemble de € définit par |z < |lx|] c¢.Q.Fr.D.

Proposition s

L'ensemble U des éléments inversibles de R est ouvert et x ~3 x-l
est une application continue de W dans Y, .

Preuve

Soit x un élément inversible

1,1
soit x = Xo + h avee !Ihll < llxo Il

alors x

il

-] .
xo(e + ER h)



Or ]]xo-l h]] <1 par hypothése.
Donc e + xo“l h est inversible donc x aussi et
~]
x”lzxwle-fx-lh)
o) o]
on a en outre -1
= -1 ! IXO ‘ , ‘ IX"XOI '
HX N H < -1

1l | "E | e

Ce qui montre d'une part que 1 est ouvert puisqu's chaque fois qu'il contient
un point il contient tme boule ayant pour centre ce point, dlautre part que

X -3 £t est une application continue de UL dans w.

Corolld re @
o (x) est fermé dens € donc compact.
En effet considérons l'application € — R
A=—> X = Ae
c'est une application continue donc 1'image réciproque de U est un ouvert. Par
suite o(x) qui en est le complémentaire est bien fermé.
o (x) est donc compact puisqu'il est fermé et borné dans C.
Définition :
On appelle fonction restlvante de x la fonction définie sur
I(x) = § o(x) dont la valeur en A est (x = A e)~l on la note x(A).
Théorcme :
A —~=> x(A) est analytigque et bornée quand A ~> o
Preuve :
Que x(k) soit une fonction continue de A est une conséquence immé-
diate de la continuité du passage & 1'inverse. Pour démontrer que x(A) est analyti~

quey nous aurons besoin de la formule suivante

(x ~ N e)ml - (x - A e)ml = (N - kg) X(%l) X(Kz)
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démontrons ceci @

(=g @) #0g) = (G =g @) = (g =2y 0 ) xa)

(2=, o) x(h) = ()T~ (a, =2, @) =(n))
2 M ( 2 "N 8 My )
(z =2y 0) x(0) =e (O, - M =)

i

1

dtol

x(hp) (= =2y ) x(n) = =(n,) = Oy = 2) x(0g) =(2y)

soit
x(n) = =) = (0 =) =(a) =(ny)

ce qui est la formule demandée;on en dédult immédiatement

x(\,) - x(©
1im 1 2) vim  x(n) %) = X(Nl)z
Ay = N (xl - xQ) Ay = xl

1

ceci étant donnée la continuité de 1l'inverse ; d'autre part,

x(2) = (x = %)= (A5 - )™ = AT x me)™ i A= ey x(N) = O.

Corollaire
olx) # #Vx€E R

Preuve :

(=e)= 0.

Si ofx) = # pour un x € R, x(A) est analytique dans € tout entier

(T(x) =€), et bornée. On déduit donc du théoréme de Liouville que x(A\)

une constante, ce qui est absurde.

est
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Théoréme de Guelfand=-Mazur.

Une algébre de Banach qui est un corps est algébriguement isomorphe au
corps des complexes.

Preuve :

Toute algébre de Banach R contient le sous~espace de dimension
1 {i e}x nous allons montrer que si R est un eorps 1l'applicat on
A —— ?»..e€ wde T dans R est suriective en effet V x € R, il existe A
(évidemment unique) tel que x = Ae, sinon (x - Ae) serait différent de zéro,
VA €0€, donc inversible, ce qui signifierali o (x) =f ¢ : N - A.e est donc
surjective, ot trivialement injective d'autre part, ) + L =3 A + e

Rappel sur les idéaux maximauX.

- un idéal I de R est maximal lorsque M' DM entraine, si ' est
un idédal, ' =R ou MN' = I,

~ le quotient de R par M est alors un corps.
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Lemne :
Un idéal maximal est fermé.
Preuve :
La continuité des opérations montre que la farmeture de I est un idéal
Clest un idéal propre car si () est l'ensemble des éléments inversibles de R
(9 est ouvert) I CR N\ © qui est fermé, donc T CR\ @ et est aussi propre.
Comme I I, I=1I puisque I est maximal.
Théorege :
Si M est un idéal maximal de R, % =g
Preuve :
% est un corps puisque M est maximal ; c'est une algébre de Banach
puisque M est fermé. On applique donc le théoréme de Guelfand-Mazur.
Définition :
On appelle spectre de R et on note J{’R 1'ensemble des idéaux maxi-~

maux de R.

Définition de la représentation de Guelfand.

1o
R
>

1) Pour tout M € J‘(h, notons hM 1l'homo~canonique de R sur

!

-~
2) Pour tout =x € R, notens X la fonction qui envoie M € JG

=

dans hM(x)o
3) Notons ?(‘M’R) 1'algébre des fonctions définies sur CM’R a valeur
.3
dans € . x € {,(7(<K7R).

L) Notons T 1la fonction gui envoie x € R dans x

T: R~ (f?(chR) est appelée la représentation de Guelfand.

(r<x>) (1) = hy(x) = x (%)
Théoréme

T est un homomorphisme dlalgébre.
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Preuve :

P(xl + x2) W= hM(Xl +x,) = hM(Xi) + hM(XZ) = P(xl) Mo+ P(xz) M
ceci, ¥V M 6‘}QR done T(Xi + XZ) = P(xi) + D(x,) de méme, le fait que by soit,
vV M€ J@R, un homomorphisme d'algébre, entraine les égalités :

§

M(x x,) = o(x) olxy) 5 v{nx) =ar(x) 5 r(e) =1
Théorsme :
Faon = me My } = ox)
Preuve : -
On a, en effel, los équivalence évidentes suivantes :
ofx) » {X €C : (x - "e) non inversible| e (x - 7¢) appartient & #n idéal maxiw
mal M de R & %= (%8&) e =x(M).
Corolleire
Hr(x) ] = sup [;(M)[ < |l=z]| d*aprés le théoréme précédent et parce que
le spectre est contenuhga;s le disque ]Z! < l[x]]a

RAYON SPECTRAL.

Définition :

Rayon spectral d» x =sup =) = |=]]__.
¥ e Jb 5P
Clest donc par définition le rayon dun plus petit cercle qui contient le spectre.

S lle§3 mais nous allons chercher une estimation

Noussavons déja que ||x| op

exacte de ce reyon.
Proposition :
< JO
. \f' n
| = 1im “}|x ||

.
P n ~%
Nous allons démontrer & la fols que cette limite existe et qulelle est égale

ik

au rayon spesctiel.
Preuve ;
oma viedy s [lxl] > [x0)]
donc VneEN et I ey He" = I;.(M}]n

d'oh Yn €N et MeE M, LT s !;;(M)l



soit VYV n €W

T > 1=,

ceci montre que lim ' |lx"|| > llxl]sp
D'autre part considérons x - ke = k(% ~e) = % (ux = e) avec u = % .

On sait que l'application XA = (x = Xe)"l est analytique sur le complémen=
taire du spectre par conséquent l'application py = u(px - e)ul est analytique
dans l'inverse du complémentaire du spectre et aussi & llorigine. Son développement

a ll'origine est

n n
u box
n:O
Son rayon de convergence est
R = L
T V]

or ce rayon est toujours = & la distance de l'origine & la plus proche singula-

rité cette plus proche singularité est & une distance = par définition.

1
| [x]]
Donec Sp

[l 1y > 758 V1122

Dol finalement

oV T

T < g, < 2dm

ceci entrafne que

Vo a T n
[ = T3 [ ] = el gy

1]

lim

On a donc bien démontrer que lim existe et que

i TR = sl

RADICAL D'UNE ALGEBRE.

Reprenons l'homomorphisme I ¢ R ——p \kR(J%R).
Définition :
On appelle radical d¢ R 1le noyau de I' = ker I'. Donc par définition

#ll,, = 158 V112 |- J

L =~? oo

Ker T = {x €R:
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De méme

x(M) =0ovMeMoxeMyie J&h €Exen M
M€J¢R

done on a aussi RKer 7 = N M
M€ dby
La radical d'une algébre peut 8tre trés grand.

Exemple

Soit R un espace de Banach on peut le munir d'une structure dlalgébre
.. _ R .

triviale en posant X %, = 0 v X et x, € sR. Cette algebre n'a pas
d'unité mais on peut la plonger dans une algébre de Banach unitaire R + 1 €
(voir début du cours). Or il est facile de voir que R est un idéal maximal de
R+1C donec KerP C R.

Dlautre part si (b, 0) € R + 1 ¢ [r(b, 0) 2. (o0, o)2 =0 done T(b; 0) =0
d'ol finalement Xer T =R.

ALGEBRE SEMI SIMPLE,

Définition
On dit qu'une algébre est semi simple si son radical se réduit a
1%é1ément zéro.
Dans ce cas T est injective.
Théoreme :
8i R est une algébre telle que Ker I # 0, le quotient R/Ker T
est une algébre semi~simple.
Preuve :

KerD = ﬁtM donc Ker I' est un idéal fermé. On salt alors que

R/ker T est une algébre de Banach. Or 1'homomorphisme canonique de R sur

%/op ¢ ©beDLit une bijection entre J%R &t Jﬁh‘Ker r en effet 1'image d'un
idéal maximal de R, par 1'homomorphisme est un idéal maximal de R/kbr T

et inversement.
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Cecl entraine que N1 e () M par l'homomorphisme.

Or N M/Me %R = Fer T.
DOD-G (\M = O
MEJQR /

Ker T

Ceci montre bien ques R/

-~ v_ 3 ,l X -
Ker T est une algebre semi-simple. L'étude des alge

bres non semi-simples n'est donc pas d'une importance fondamentale, on les utilise

en général pour donner des contre exemples.

TOPOLOGIE DE GUELFAND.

Soit R une algébre de Banach unitaire et considérons son spectre. Nous sllons
munir ce spectre d'une topologie, de la facon suivante. Soit M € J@R on peut
lul associer une application de R = C X - ;(M)
qul posséde les propriétés suivantes :
(1) elle est linéaire
(ii) elle ost multiplicative
(iii) elle est continue de norme < 1 et ;(M) =1

o

Inversement ¢ Solt # 1ne forme linéaire R ——» €, mnultiplicative et telle que

(‘E(l) =1,

Le noyau de cette forms linéaire est un idéal propre. Et tout idéal plus

grand que ce noyau a pour image € ‘tout enbier clest donc l'algebre toute =

entiére, par conséquent le noyau est un idéal meximel. Appelons M ¢et idéal
maximal et montrons que M et la forme lindaire assheiée & M sont identiques,

Eneffet si x € RIvEM : x+7=x(M)e

alors «x +y, M = <x, % > = x()
done <x, M»> = x(M) C.Q.F.D.

On peut donc identifier le spectre R & l'ensemble des formes linéaires

multiplicatives et transforment 1'unité en 1'unité. On vient de voir que ces formes

sont nécessairement continues et de norme < 1. Cet ensemble est donc un sous

ensemble de la boule unité de R? défini par les conditions supplémentaires
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() v X et x, € R <E e Xy, xls - <X . x'> <x, o xls =0
(i) <e, x'> =1,
Ce qui montre que si on munit le spectre de la topologie induite par la topo=
logie faible de R'; on obtient un sous ensemble fermé dans la boule unité de
R', or la boule unité étant compacte, on obtient un ensemble ccmpact.
La topologie de Guelfand sur CﬁbR

induite par la topologie faible de R!'., UC'est donc une topologie compacte.

est par définition la topologie

On remarque alors que
J({)R-—-—) C
M — ;(M)
est continue pour la topologie de Guelfand V x. On peut d'aiileurs donner une
définition équivalente.
Cilest la topologie la moins fine sur dﬁﬁ- telle que ;(M) soit
conbinue Vx.

ALGEBRES NON UNITAIRES

Soit R wune algibre de Banach non unitaire, plongeons 1la dans 1l'algébre de
Banach unitaire R=Ra+1 G.

On peut faire une théorie de Guelfand sur cette algébre. Le probléme est de
transporter les propriétés sur R. On sait déja que R € cﬁﬂﬁ mais la restriction
de R de la forme linéaire associde est = 0.

Par comtre soit M Z R et € LMJ§$ la restriction & R de 1'homomorphisme

associé nlest plus =0

Recaiprocuement ¢ Bbtant donné un homomorphisme de R ~=» £ multiplicatif et

FA 0, on peut le plonger en un homomorphisme de R sur C de la fagon suivante :

H(x + M) = H(x) + 2
On véréfie bilen que c'est un homomorphisme multiplicatif #0 done on peut

PR . X . s . R
agcocier un élément de u&w§. On o donc une bijection entre l'ensewble Lﬁ@i{\\ R
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et 1ll'ensemble des homomorphismes réguliers de R sur €,

T2 spectre de R est par définition 1l'ensemble tﬂxg\\‘R des idéaux

Cl'est encore un espace topologigue si on prend la topologie de Guelfand maiw
il est seulement localement compact puisque cfest le complémentaire d'un point

dans un ccmpact.

BExemple de Spucires d'algdbros de Banach,

I. Soit R, l'algébre de Banach C(K) déja définie.
Théordme :
Q%}R est homéomorphe & XK.
Freuve
1) nous allons tout d'abord identifier bijectivement d%% et K,
- J@Rgg K, en effet, si k € K, L'application kx> z(k) de R Fepe
t, vérifie k(xy) = k(x). ﬁ(y),, Hx + 9) = Kx) + X(y) 3 (e) = 1.
De plus, elle est continue, car si % est une sulbe d'éléments de R tels que
[lxn ~ y|| tende vers zéro quand n tend vers 1'infini, alors 1'égalité
x_ = y|] = Sup ]Xh<k) ~ y(k)| montre que, ¥ k, xn(k) tend vers y(i) = i(y)v

v ke X .
k est donc un caractére, 1l.e, un élément de d&

R? déterminé de fagon unique

A .2

—~ Uy C K, réciproquement étant donné h un caractére associé & un idéal

N
M, montrons gque l'on peub trouver k € X +tel que h = k. Pour cela il suffit

A4
de montrer qu'il exisbe k tel que =x(k) =0, Vx € M, Alors h et k auront
7, v ~ . b
le mEms noyau, donc h =k, S5i k n'existait pas, on aurait, V¥ t €K, un
%, €M tel que x%(%) £0 et d'aprés le continuité de x,, ]x%(V)l > 8, »0
U U

dens un volsinage de %, V(%). On peut recouvrir X avec un nombre fini de

tels voisinages, puisque K est compact.
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Seit (V, ) oce recouvrement., 6onsidérons la fonction

%571
x(v) = f: Xt,<V) ;’:;—-(-V_) = leﬂ:.W”Z
j=1 T * i=l *

elle appartient & M et x(v) > min Si-> 0, donc x € R, ce qui contredit
le feit que x € ¥ pulsque M est un idéal proyre.

Nous avons démonvré la surjectiviité de la fonction k —— % pour 1l'injec~
tivité i1 faut montrer que V k € K, il existe x et x, € R tels que
xl(k) # xz(k) ce qui découle de la normalité du compact K et du théoréme
d'Ury Sohn.

2) Montrons que les deux topologies coincident.

A
e

Soit x wune fonction sur le spectre Uk Elle est continue pour la topolow

R*
gie de Guelfand. D'autre part, ;(ky> = ﬁ(x) = x(k) mais =x(k) est continue
comme fonction appartenant & €(X) donc la topologie d&e K est plus fine que
celle de J%Rz Ces deux ‘topologies étant compactes elles sont identiquesa

IT. Soit CO(K) 1l'algébre de toutes les fonctions continues deéfinies sur K,
& valeur dans &, tendant vers zéro & 1'infini, K étant localement compact. Clest
une algébre de Banach sans unité. On montre de la mBme fagon que Q§&$ (K) = K

IIT., BSoilent Dl(a, b) les fonctions n fois continfment diffé;entiables

n
définies sur la, bl C R, & valeur dans G, Hell = EE: %i |lfvll on peutb

<
O

montrer que J%D = [a, b] .
n
IV. Soit W 1'espace de toutes les fonctions complexes de variable réelle

developpables en série trigonométrique absolument convergente, muni de la norme

=) = 11 S50, o)) = 53 I,

ne€z n€Z
Soit M un idéal maximal de W, a un nombre complexe et elJG €W tel que
M(eit) = a comme e”it = (eit)"lﬁ M(é"it) = a~l or lal £ lleitll et
a1 < [E™®1] comme [16™1] =1 = [[e™]] ot que, dams 6,
1 el | . ito . s .
ia | = ]a] , ona jal] =1, il.e., a=c¢e o Adnsi, M, qul est com-
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+oo .
pesé de toutessles fonctions > | C, i1E qui s'annulent en t . Si donc
» =0
une série de W est différente de zéro pour tout t, elle n'appartiend &

aucun idéal maximel et par conséquent elles est inversible,
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ALGEBRES & INVOLUTIONS, *ALGEBRES DE BANACH,

Définitions :
On appelle invelution une fonction 1 dlune algébre R sur € dans
elle~méme vérifiant s
(1) %=1
(11) iz +py) =% i(x) + » i(y)
(111) i(x y) = i(y) i(x) on note i(x) = x*

on appelle algébre involutive une algébre sur € munie d'uhe involution.

Si de plus, Hxel] = l[xll, on dira que llalgébre involutive est une * algébre
(star-algibre).
Dans une algébre involutive, les éléments x +tels que x* = x sont dits

autoconjugués ou hermitiques,

Exemples : V x€ R, x x* est autoconjugués

0 est autoconjugué, e est autoconjugué.
Lxemples d'algdbres involutives :

1) 6(K) ou x*(k) = x(8) (ona ||x*|] = ||x]]).

2) une algdbre de groupe Ll(G) ou *(g) = f(=g) (on a emmore ||£*|]| = ||£]}).

bornées
3) H® = {1es fonetions holomorpheslet eontinues & 1'intérieur lu cercle unité

de C} ou f*(z) = £(%)
Définitions :
N
Les sommes :E: x; X? d'éléments d'une ¥algsbre R sent appelées
j=1

éléments positifs de R. L'ensemble des éléments positifs de R forme un c8ne

e'est-a~dire une ensemble stable pour la multiplication par un élément de &'
et pour 1l'addition.
On dira gu'une forme f € R' est positive (orn note £ > 0 lorsque

f(x x*) €R >0, V x € R,
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ape—
Une iavolution sera dite alors gymétrigue si x*(M) = x(M) 1l'algsbre & in~
voliution sera dite alors symétrique.
v
On définit i : Spec R == Spec R telle que i(M) = M* vérifiant pour

~ R Te—e—t—. ~
tout x, (M%) = x*(M) si R est symétrique, on peut écrire x(M*)= x*(M) =

N ~ N v
x(M) done x(M*) = x(M) et M¥* =M ., 1 induit 1'identité sur une algdbre
symétrique.

Exemple d'algebre symétrigue :

~ Pm—
C(X} en effet x*(k) = x(k) V k € K,

ETUDE Do FCRUES POS??TI;ZES

Soit R une * Algébre unitaire f une forme > O sur R c'estwdedire:s

flx x*) 20 Yx€eR

Propriétés de f.

lo) %hy u €06 et x, yE€ER:

A f(x #%) s L e(x y*) + IAME(y x*) + pR£( y y*) 20

en effet si 1'on pode 2= Ax+py ;3 f£(22*%) 20 dtoh

| % £(x =%) + a p £(x 3¥) + pRE(y =%) + @t(y y¥) > O] (1)

2°) £(s) > 0O

En offet x* of = x* Vv x done e¥ = e par suite f(e e*) O done

f(e) = f(e e*) 2 0 comm—

| £(e) 20| (2)

3°)  xeR £(x) = £(x*)-

Prenons tout d'zbord mn élément hermétique : x = x* si dens (1) on fait =x = x¥,

y=e et a=p=1 on obtient f£(x) € R. Soit maintenant x € R, en peut

1%écrire
X__:»:+x*+i X = x*
=z o3
X 4+ x* X o= x¥ s
Or et sont hermétiques.

2i



f<x’2”‘*> ot f(%) €ER

| 2(x) = ) | (3)

Done

g»

x + x* . X - X
f(x):f(*-"éﬂ"“) +1f‘< 5T > o

Ce qui montre bien gue :

0 » o g2 = o
L") Inégalité de “chwartz.

Dlaprés (3) f(x y*) = F(y =),

D'autre part, en faisant py =1 dans (1), on obtient :

Pz x*) v A fxy) + XN FE )+ £y y*) 2 0

Posons

flx y%) = |fx )] 2 et A=t teER
On a alors

ViER t Px x*) + 2t |f(x y*)| + £f(x x*) 2 O
Dol

HeGx 9912 < £l o) £(z 3#) | (&)

5°) vxeR; |e(x)] < £(e) [lxl].

Soit + un élément hermétique de norme < 1.

t =4 et ||t]] €1
Considérons 1'é1ément

y 20 - N
(e-at)"2= 37 e 2l ¢d aem
=0 ¢
ou les “jb sont les coefficients du développement ens érie de V1 - x,

Cette série converge normslement pour |A| <1 donc econverge pour |A| <1 puis~
gue R est un banach.

On vérifie facilement que si l'on pose

¥ =

1 M8

o, xj tj avec Ix] < 1l
0 Jd

ona y =e=~=)\t.
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r
Une involution sera dite alors symétrique si x*(M) = x(M) 1l'algébre & in~

voliution sera dite alors symétrique.

v
On définit i : Spec R = Spec R telle que i(M) = M* vérifiant pour

~ b uaund
tout x, x(M*) = x*(M)

— ~
si R est symétrique, on peut écrire x(I*)= x*(M) =

~N ”~ N Y
x(M) donc x(M*) = x(M) et W =M ., i induit 1'identité sur une algdbre

symétrique.
Exemple d'algsbre symétrigue :
’ » . =
C(X) en effet x*(k) = x(k) Vk € X,
ETUDE Dup JFORVES POS]ZF‘E@é
Soit R une * Algtbre unitaire f wune forme > 0 sur R c'esiedwdire 3

f(x x*) 20 Yx€R
Propriétés de f.

1°) VA, p €C et x,y€R:

M of(x x*) +A T e(x y*) + INE(y x*) + pp£( y y*) 20

en effeb si 1'on pose Z

i

Ax +py 3 £(2 2%) 20 dtol

2°) f(e) > O

En effet x* e* = x¥ V x donc e =e par suite f(e e*)> 0 done
f(e) = £(e e*) 2 0

N

| £(e) 2 0| (2)

O T — ST I

30) x € R P£(x) = £(x*)*

Prenons tout d'sbord fn élément hermétique : x = x* si dans (1)

on fait x = x¥,

y=e et 3 =, =1 onobtient f£(x) € R. Soit maintenant x € R, en peut

1%écrivre
I L5 R ST <
Y] 21
or X + x* X - x*

> et =i sont hermétiques.
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Prenons en particulier A =1 yE€ e ~ %,
Ona : y=y* pulsque +t = %*
done fle = %) = £y y*) 2 0
par suite f(e) = £(%)
on aurait de mémz pour U= - 4F

£(e) > = £(t)

Par conséquent V 4 ]t = ¥ "t]! €1 ona If(t)l < f(e) (5).
Soit maintenant x € ¥ quelconque et tel que llxll s 1
on a (x x*)* = x x¥ et Ilx x*|| < 1. D'autre part £(x) = f(x e%)

Donc dtaprés (&) et (5) :

l2(x)]° = [2(x ¥)]? « £(x x*) £(e) < £2(e)

Dol Vx €2

| 1) < 2Ce) Tl=il | (6]

Ce résultat monbre que *oute forme > 0 sur une * Algébre de Babanch est né-

cessairement continue.

6°) o
on
veen le@| <o) [lx Yo 2(e) 1w |l 2)]
SP I ~=> oo
Preuve :
Vxen =)l = |f(x )| < f(e)l/2 £{x x*)l/2 dtaprés (4)

En particulier si l'on fait = = yy® on obl o™

1/2
l2(y 7)1 < £(e)™/? [ﬂ *)27
Dot 2/
le(x) | < (o)X 2L/ [f(x ) ]

En ibérant le procédé on obtient la formule 2 n
1/2¢

-1
VnelW VxeR : le(x)] < f(e)-l/zJ“l/L"“’l/Zn X'<f[(x x*)zn ]>



i 0me

Soit . JJQnrl 12 |
l2(x)] < f(e)l/2+l/l++...+l/2n>< f(e)l/Qn " <!1€X 2 | ) atapres (6)

en passant & la limute sur n, on obtient :
n 1/2

1/2
l£(x)] < f(e{ 1an G =) J

n -~ o

clest-a~dire

llecot < =) (1= 1, } " |

THEOREME DE BOCHNER

Le but est de chercher llexpression générale des formes > 0 sur une * Algdée
bre unitaire et symétrique.

JUR étant compact; on peut étudier les mesures de Radon sur d&h, gui sont
tout simplement les formes lindaires et continues sur G(cﬁbR).

Soit p une telle mesure de Radon supposce > 0, et considérons 1l'application

Fu de R =—> € définie par F‘u(x) = [ x() au(M)
%R

Clest bien une forme linéaire sur R puisque ce n'est autre quer p o I, nous
allons vérifier quielle esc 2 0 :

en effet Fu(x x*) = [ :é(M) x*(M) dpéu)

b
R

S v

-

o ~
mais comme R est symétrique x*(M) = x(M) donc

FM(X x*) = f l;(M)lz ap(M) > 0 puisque p = O,
Nous allons démontrer la réciproques R
Théorsme
Si R est une * Algébre symétrique unitaire, toute forme 2 0 sur R

s'exprime de la fagon suivante :



P(x) =f ;(M) ap ()
%R

oh. u est 2 0 et parfaitement déterminée.
Preuve :
a) Unicité
Considérons T(R) C €( Jﬁh) comme R est symétrique c'est une sous
* Mlgebre de €( Jbe) , dlautre part :
(i) si My AU, I xER; :::(Ml) £ :‘2(1\42) en effet soit x; € M et
£ M, ona ;’_L(Ml)': 0 et ;rl(Mz) £ 0.
(i) vue Hy xeRr ; (%) £ 0.
Par suite, dfaprés le théoréme de Stone~Waerstrase TI(R) est dense dans
o( Jby).

Soient alors 2y et Hy > 0 telle que :

Vx€ER : f ;:(M) d.pl(M) .—.f’ ;:(M) du2(M).
Jﬂ’R “mﬁa

Alors, [ est une mesure de Radon nulle sur I(R), donc nulle sur
o( “M?R) puisque T(R) est dense dens O CMJR). Ce qui démontre l'unicité.

b) Existence

Soient meintenant F une forme > 0 sur R et H le sous ensemble des
éléments hermitiques de R : clest une sous algébre de Banach réelle car H
n'est pas steble par la multiplication par un nombre complexe.

T'(H) est donc une sous algébre de CIR( U%R) qui sépare les points, en effet :
(i)v My # M,3h€H: ;1(1\/[) # I‘;(Mz) on raisonne par l'absurde en
utilisant le fait que x = h‘l + 1 h2.
(ii) VM € M,R 3hEH: ﬁ(M) ;é 0 (m&me procédé)

(1i1) ﬁ(M) = m; car ﬁ(M) = ﬁ*(M) = ﬂ(M)
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Donc d'aprés le théoréme de Stone Waerstrass T(H) est dense dans CR(Jbe).
Btudions la restriction de F & H; soit FIH :

1) FIH est réelle cor F(h) = F(h*) = F(h, d'aprés (3)
/2

1/
2) ) <w(e) |fmn| [, < F0) |[nll;,-

Done
|2(s)l 1 7(e) sup [n(w)]
He doy
ceci montre que F(h) = 0 Yh € Ker T, donc on peut considérer que F est une
forme lindaire sur I(h) et 1'indgalité précédente montre qu 'elle est conmtinue.
Or P(H) est dense dans @R(J@R) dent on peut prolonger T en une R
mesure de Radon sur G}m(sji@R) .

Par conséquent

n(M) au'(M) Vh € H.

Or x € R peut g'écrire ¢ x = hl + i h, cu h1 et h2 € H, Done

3 0 € ip(dby) « T() = f

F(x) —_-/ ﬁl(M) dut(m) + if hZ(M) apt(u).
by J
Or il existe une € =~ mmsure de Radon et une seule telle que @

Vx€ER f ﬂl(M) dpt (M) + 5.[ £2(M) ap(m) =[ ;;(M) ap(M)
M b, Mg

Reste a:montrer que p > O : raisonncns par 1l'absurde, on suppose que

Efc—:@{l((ﬁbR);-[ £ ap# 0

< o -
R

posons VI = o
Puisque T(H) est dense dans QR(J$R) :



lyFom

~

J{h €H : h == ¢ uniformémént su’cJ’bR
n n=1 n

.3

alors (b~ h*) —» £ uniformément
n n
P(n_ b¥) = f (b, 1¥)(8) @ () > 0

Done la limite de F(hn h;) ne peut 8tre que > 0 fPar suite f fdpz0
C .Q .F .D.



ALGEBRES REGULIERES,

Définitions :
I. Une algébre R est dite réguliére si pour toute partie K de ﬂR rsruée,
et tout M€ Jfl,R et Mg K, il existe x € R tel que ;;(M) =1 et z{k) =0
k € K. (on obtiend des définitions equivalentes en remplagant 1 psir tout
nombre complexe non nul).
IT, Quelque soit I in idéal de R, on appelle h(I) (Hull de T) 1'ensemble
des éléments de J@R qui, comme idéaux maximaux de R, contiennent I,
I, n(I) n'est pas vide (théordme de Krull) et d'autre part, h(I) = N ;_1(0),
est fermé puisque les ; soht continues, e
IIT. Quelque soit F un sous-ensemble de QX&R’ on appelle k(F), (ker de F)
l'intersection en tant qu'idaux maximaux de R, des éléments de F. k(F) est donc
fermé. k(J%R) = radical de R,

Probléme de la synthése spectrale.

I1 stagit de savoir dans quelles conditions 1'égalité xk(h(I)) = I est vraie.
Il est évident, puisque k(h(I)) est fermé, que I doit 1'&tre. Ce n'est pas
suffisant 3

Contre exemple

Soit T 1le tore, et Dy () 1'ensenble des applications continfment dif-
férentiables sur T, muni de la norme ]lfl!ri'= ]]f[lm + llf'llw et d'une struc-

ture d'algébre de Banach. Soit
= = f? = ors = L =
I= {f € Dl(CE)] £(0) = £¥(0) = 0} al h(I) XQI £ (0) {o}
et k(h(I)) = {f € Dl('Il’)l £(0) = o} Tet A1I

une autre maniére de poser le probléme est de se demander si un idéal est déterminé
par ses zéros.

Remarques :
Dans tous les cas, k(h(I)) DI donc si TIE€ h(x(n(1))), Te h(I).
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Meis si & € h(I), k(h(I)) est L'intersection de J avec tous les autres idéaux
meximeux contenant I, done J ok(h(I)), ¥ € n(x(n(I))) done n(xk(n(I))) = n(I).
Théoréme
Si R est une algdbre régulidre, h(k(F)) =F, V F une partie de CX)R'
Preuve :
w(k(F)) est fermé, done h(k(F)) D F, car évidemment, h({(k(F)) DF si
e dby, et £F alors Mg K(K(F)). Bneffet si M€ B(k(F)), M DK(F) cc qui
équivaut & dire que x(M) =0, V x € k(F), ou encore que ;(M) =0, ¥x tel
que ;(F) = [0}, 4 fortiori tel que ;(F) = {O} mais comme M Z F, et que
ltalgébre est régulidre, 3 x tel que ;(:ﬁ") = {O} et ;(M) =1 ce qui contredit
1'hypothése et démontre le théoréme.
La reéciproque de ce théoréme, énoncé comme suiltb
"si R n'est pas une algébre régulidre, il existe une partie F de CM*"R tellie
gue B(k(F)) DF et n(k(P)) #F" est vraie, sa démonstration est laissée
au lecteur.
Lemme :
R étant une algébre réguliére, solt F une partie fermée de &MJR H
alors ('M)R/k(]i‘) =7,
Freuve :
Il suffit de remarquer que tM)R /T est une partie de CM“\R fermée des
idéaux maximaux de R contenant I  done J(bR/k(F) =h k(F) = F,
Théoréme @
Si R est une algébre régulidre avec unité, I un idéal de R, ¥

une partie fermée de M, telle que n(I) NF = #, il existe x € R tels que

R

A ! A

%(I) ={0}) et =x(M) =1 VY ueF,
Preuve :

Gonsidérons I', 1'image de I par l'homomorphisme canonique ¢ de

R dans R/k(F). Si It #R/k(F), il existe un idéal M' maximal dans R/k(F)’
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contenant I, Donec M? € Jl’R/kF clestmi~dire & F d'aprés le lemme. OComme

évidemment M* € h(I),ceci e¢ot impoasidble (h(I) N F

> 1l

#) done I' = R/k(F)’
dohe T e' €I' et _xC T tels que, olx) =c', x(¥) =1 VHEF C.Q.F.D,

Théorsme ¢
Soit R une algébre réguliére semi-simple et E C JZ)R un sous—ensem-—
ble compact du spectre alors, il existe I(E) et IO(E), respectivement un plus
grand et in plus petit élément dans l'ensemble des idéaux J +telsque h(J) = B,
Ereuve :
I(E) = k(E) caronabien hkBE =5 etsi hi=E, k@=%xhJ D7,
1 (2) = {x €R |39 ouvert do ol g DF, ot ;(m) =0 si
w € SBX} .
En effet
1) on vérifie immédiat..tent que cet ensemble est un iddal.
2) h(IO(E)) =EF e¢ar ; h(IO) DE ; en effet ;s 0 sur £ = ;:E 0 sur
E CR, et h(IO) CE car si m £ B, par définition des algdbres régulidres,
il existe xEIO(If‘.) tel que ;c(m) £ 0.(Comme tout cspace compact <% régu~
lier, il existe @ ouvert, E CQ, et ng T).
3) Tout idéal J dont le hull est E contient IO(E) soit x € IO(E), et
SBX:D E 1'ouvert correspondant, posons Cx = (Mﬂ\ SBX. Cx est compact et
hJNC=g., Onavudans un précédent théoréme que l'on pouvait trouver y
tel que ;(M) =1 VMEC posons alors z=x-xy. 51 M€ &,
;(M) = ;;(M) - ;c(M) _—;(M) =0 i MEC, ;(M) = ;(M) - ;(M) =0 dono z = 0.
L'algébre étant semi-simple, 2z =0 donc x =xy mals xy € J done
VY x€ IO(E), x€J ; IO(E) Cd. C.Q.F.D.
Romarque : L'idéal IO(E) n'est pas nécessairement fermé, alors que I(E)
1l'est puisque I(E) = k(E). On notera m = J(E). TLorsque I(E) = J(E),

E sera dit ensemble de synthése,




CHAPITRE IIL,

ALGEBRES DE GROUPES,
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ALGEBRES DE GROUPES,
o e e

CARACTERE D'UN GROUFPE.

Définition :
Soit & un groupe topologique localement compact on appelle caractére
toute application continue G ~% C  telle gue :
(1) veee [x(e)l =1
(11) X, *e,)= x(gl) x x(gz)il
On gote par a 1ltensemble des caractires de G, on le munit d'une structure de
groupe abélien en définissant le produit de deux caractéres par
X » %(e) = xle) x xle).
On appelle parfois (; le groupe dual de G,
Exemple

On voit Raecilement que si G =T les caractéres sont les applications

ele — eme
.3
Done G = 2
De méme si G = R les caractéres sont les applications
r—> % o 6ER

~n

Done G = R,

SPECTRE D'UNE ALGEBRE DE GROUEPE,

Soit G un groupe localement compaet et abélien, Considérons Ll(G) :
ctest une algébre de banach commutative, avec ou sans unité, (on démontre d'ailleurs
que Ll(G) a une unité si et seulement si G est discret). De toute facon on

peut parler du spectre de Ll(G) dans le premier;cas il est compact dans le deu-

xiéme cas il;est seulement localement compact.

Le premier but de cette étude est dlavoir l'identification

Jo, w6

tt(e)



TRANSFORMATION DE FQURIER,

Soit f(g) € Ll(G), on appelle transformée de Fourier de f, 1'application
de G =>» € définie par :
£(x) = [ 2(s) x(e) an(e)
ot dh(g) est la mesure de Haar s%r G cebtte intégrale existe car si
1 1
£(g) € 17(@), f(g) «x(g) € L7{e).
Propriété
N ~ A
On,a la formule (£ % 8)(x) = £ (x)e g8 (x)- l

En effét

(£ £)(x)

it

f (&) mg)[ (g - ¥) a(¥) an(¥)
G

G

[f (g - ¥) s(¥) x(g) an(g) an(¥)
=f (%) ahm[ (g - ¥) x(g) an(g)

f g(¥) an( ¥) [ #(g) x(g +¥) an(e)
=] g(¥) x(¥) an( X) f £(g) x(g) an(g)

= £(x) . &(x) 60D

Théoréme 1 :
I1 existe une application de G == CMS .
1, (€)
Preuve :

N

Soit y un élément de G on lui fait co?espohdre llapplication de
. T
L(g) ~%& ¢
»
£ £(y) =f £(g) x(g) an(g )
Clest une forme linéaire. G
Blle est multiplicative d'aprés la propriété précédenre.
Elle n'est pas identiquement nulle car x(g) # O Vg donc la mesure x(g) au(g)

n'est pas nulle.



Par suite & T oa peut associer un élement de c)((; 1 CuQoFoDe
X L(¢)
Théoréme 2 :
J1 existe une application de JG 1 -3 (G,
17(6)
Preuve :
Solt € ‘/Y{’Ll(G) 3b e 17e) ¢ b(M) =1 = M(b) posons

bg(G) = b(G = g).
Soit alors x(g) = M(bg) et montrons que c'est bien un caractére

(1) x(g) est continue. En effet

- = |M(D = M{D = |M - b < b -Db
1Xe) = 1) = Diti) = s, )| = Iitoy = v )] < IFog = o]
1*(e)
or H'bg "bgH ~> 0 lorsque g —> g = dono x(g) —> ;{(go) lorsque
o
L' (e)
g —> &,
(11) x(e; +&,) = x(g)) - x(gy)e En effet :
g = M{b = M(p - =M = M b
Key + &) =Wy g ) = by 4y ) W(b) =(by Lo 5 b) = Uy « Dy )
= M(bgl) . M(bgz) = x(g,) « x(a,).
(131) veee lxe)] =1
En effet lx(e)l = e )| < vl L =H”0HL1-
L
Dono les x(g) sont en module bornés par K.
or |x(ng)| = |x(&)|" ce qui montre que |x(g)| € 1 en passant & 1'in-
verse on aurait de méme |x(g)} > 1 dtonr |x(g)] =1 C.Q.F.B.

I1 stagit maintenant de démontrer que les deux applications sont inverses
1l'une de 1l'autre,
Théoréme 3 :

816 s Mo 1 N
L(e)

e

on a Bol=1,
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Preuve @
Soit £(x) = M(£) =[ (%) x(¥) au(y)
G
Soit b tel que M{b) =1 .:f b(Y) »(¥) an(¥)
G
alors  x'(g) =[ v( ¥ ~ &) x(F) an(y) =[ b(X) x(¥+ &) an( ¥)
G G

= x(&) j’ b(¥) x(¥) @ ¥) = xle)
G

Done Be T =1 CueQF.D,
Théoréme 4 : ToB=1I
Preuve 3
Soient a€LN(a), Medby et beLN(E) : Mb) =1

L7(6)
M(a) = M(a) M(b) = M(a & b) =M al ¥) v(g ~¥) au( ) |.
= MUG a( ¥) bx(g) dh(K)]

[ o( ¥) BUO(Y) an(¥) =1 o B()«(a).
G

DOIIO I‘ O B = I C.QQF'DD

Ceci montre que T e* B sont bijectives et que B est la bijection réei-
progue de I, on a montré en plus que B mne dépendait pas dela fonction
b e 1HE)  telle que M(b) = 1.

On a donc déja une identification algébrigue de M| 1 et de G.

L

()

TOPOLOGIE DE G

*

On munit G de la topologie de convergence uniforme sur tout compact.

On peut montrer que cette topologie est compatible avec la structure de
L ~

groupe pour G. Donc G est un groupe topologique.

Nous allons montrer Gue ciest la topologie de Guelfand si 1l%on identifie
N
G & °
1'(e)
Appellions T la topologie de G

%, la topologie de Guelfand sur J(b .
G Ll( G)



Théoréme 5 3 Ty F Tg

Preuve 3

I1 faut montrer que ltapplication

x — j (&) x(s) an(e)
1 G
est continue pour chaque f € L7(G).

Soit £ ¢ L* £(x) = [ f?g) x(g) an(g) VYV e >0 FK compact de &

¢
f [e] an < e/
G~K

or §(x) - g(xo) =f £(g) | x(g) - xo(g):l an(g)

= fG £(g) | x(g) = xo(g)] dn(g) +f f(g)[x(g) - xo(g)] an(g) .

X ~XK
Or j I£(e) | x(e) - xo(g)] an(g) < & /2
G\K
Or d'eprés le définition de =, @ 3 'W(xo) voisinage de x _ ‘tel que :
lx (&) = (&) < = = Vgek ot
2] I£(2)] an(g) V¥ x €1 (x,)
A » K
Done 3 '@(xo) 2 2 (x) - f(xo)] <e Vye(x,) daon T, 2 T,
Théoréme B T Z g
Preuve 3

Nous allons tout d'abord démontrer un lemme.
Lenme 3
Soit l'application de G X G == C

(gy X) > X(g)

B A

si on met sur G la topologie de Guelfand et sur G x G la topologie produit,
alors cette application est continue,
Preuve

Soient Mo € {ﬂLl(G) et g €6
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Iv € Ll((;) = b(Mo) =1 et comme b(M) est continue sur M l( ).
LG

Donec 3 ‘Y’M volsinage de MO pour 4 3 'b(M) >1/2 Y M GWQI\ .
o

o
Alors X O{"o) =D g(Mo)

b (M)

¥(g) = ~Hmm pour M € ‘V’M
B (1) b (1) ©
b (1) g0
Done |x(g) = x (8 )] = -

(M) b(MO)

Comme b(M) ~» b(M ) lovsque M —> M _, il suffit d'étudier ]bg(M) - b, (Mo)l‘
3 °

0 b (M) =b (M) <o (M) -b_ (M b (M) -b_ (M),

r lg( ) go( SRy g( ) 50( )+ ] go( ) g0( 9]

o 1 o . - ]
Mais 3 VP s voisinage de M = dams T, ¢ ]bgo(M) ’bgo(l\/fo)l £82 VYuNeWV i,

" s o R - f
avr g, voisinage de g, dans G 'Hbg bgll <e/2 VgeW e,

et comme !bg(M) - bgo(M)[ < Hbg - ’bgOH en a bien

- ¥
'bg(M> bgo(ﬂo)} € € CqQoFoDo

Revenons maintenant au théoréme : il faut montrer que si x =~ X, pour
Tgs alors y —> Xo uniformémeht sur tout compasct.

Cela résultera du lemme suivant

Zemme :

Soit E un espace localement compact, soit SF(E) un sous ensemble
dfapplications continues de E —=» €, on suppose que fﬁ'J(E) est muni d'une topo=-
logie telle que l'application (x, f) ——> f£(x) est continue. Alors olest une
topologie plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Soit f = un élément de 5;(E) et soit K wun compact de E, étant

' ,’ -
x; €K BY’i(fO) et "?i(xi) tels que :

l£(x) - fo(xi)] £&2 Vfe T":{(fo) et Vx€ W;(xl)

on peut recouvrir XK & llaide dYun nombre fini de ces voisinages.



n
Soient T W5y e-es; P ces voisinages et prenons 1P’(fo) = NP

1’

clest un voisinage de fo.

o o) - 5,0 € 1) - £, ()] ¢ fe () - £, (D] 6 vEE PIe)
Done Y e3 ﬁﬁ’(fo) :VFE 'Vh(fo) [£(x) - fo(X)l e VxEK C.Q.F.D,

Des deux lemmes précédents on en dédult que T F T Par suite Ta = Toe

On a done une identification slgdbrique et topologique entre & et M l( )
LG
PROFRIETES DE_1-(G)

a) Ll(G) est symétrigue :

On vérifie que f£*(g) = £(-g) définit une involution dans Ll(G) or

£4(x) =f £(~g) x(g) an(g) =[ t(g) x(~g) an(g)
G G w—
- f Te) HE) anle) = £(x)
G

Done Ll(G) est symétrique.
On vérifie facilement que clest involution se prolonge sur Ll(G) +1C
et qu'alors Ll(G) + 1 € est symétrique.

b) Ll(G) est semi-simple ¢

Pour le démontrer nous ailons étudier certaines formes > O sur Ll(G)
Soient f € Ll(G) et x € LZ(G).
2
On demontre (voir Guelfand) que x * £ € L°(G) or LZ(G) est un espace
de Hilbert, on peut donc former Fy(f) = <x 3 £, x> e
- L
On voit facilement que Fx(f) est uns forme 2 0 sur Ll(G) en effet
F(fw£%) =<xnfsf* x>,=<xs L,y x>0
ps L2
on vérifie aussi que si 1l'on pose Fx(e) = <X, x>, alors F _ est une forme
x

l L
>0 sur L7°(G) + e C,

On peut done appliquer le théoréme de Bochner et

Fx(f) = f Af(x) dHX(X) ol du_ est une mesure de

G
Radon 2> O de messe totale finie et dAu# 0 si F £ 0.
X
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2
Montrons alors que si f € Ll((}) et £ £ 0 alors 32 €L°(G) tel que

T(E) A0 si £40 3x€l(@)=xxfA0 alors

2 .
3y EL(G) : «x % £,y A0  mais

-y

=

<x* £ 3> =73 ‘%_,QX (x+ey) ¥ £, x+0y>

0'=

donc il ¥y a au moins un des termes du Csuxiéme membre qui n'est pas nul. Done :

Done

Done

22€15(6) 1 <Z %, By £ O

F,(£) = j\“g(x) duy(x) # 0

G

2(y) £ 0

On a ainsi montré que si f € Ll(G) et £ £0 alors f(y) #0 ce qui

. . RPN ) A s s - .
montre bien la semi-simplicité, ainsi 1'unicité de la +transformeée de Fourier.

PROPRIBTES DES CARACTERES,

Soit d@(G) = {mesures de Radon sur G de masse totale finie} clest une

algébre de Banach

muni e produit de convolution. Mais on ne connaft pas

d'identification du spectre., On peut tout de méme définir la transformée de

Fourier par

15 encore il y a
supposons  u(y)
ox g € L1(a).

Or

Done (f %y)(x)
f*u:OerL

Théoréme s

unicité en effet

m

1

;(x) = j' x(g) du
G

£

O et soit f € Ll(G) on peut montrer que I %y =g

-~

(£ =p)(x)

il

f(X) X y(x) =0V f

0 = fxp=0 car El(G) est semi~simple. Par suite

= = 0.

Si &1 # g 3dyx € a : X(Sl) # X(gz)



Preuve :
-~
Raisonnons par 1labsurde : supposans X(gl) = kgz) YV xX€ G

considérons ) et & les mesures de Dirac en g et g
1 & 1 2

8, () =x(e)

s
) fgz(x) = X(gzz
on aurait done Sg (x) = 6g (x) Vx € G dlaprés ce qui précéde cela entraine
1 2

& =8 ce qul est impossible.
&1 8

Gonséquence :
Si cn considére S':;j C(X X(g) avee FCOCG
[xeF fini
Clest une algébre stable par inwolution et qui sépare les.:points donc dlaprés le théo~
réme de Stone-Waerstrass {:E:txX x(g)} est dense dans € (G) pour la topolo=
gie de la convergence uniforme sur tout compacta.

FONCTIONS DU TYPE 2 O.

Définition
On dit qulune fonction p(g) € T7°(&) est du type > 0 si s

R(5) = f £(g) »(g) an(e)

G
est une forme 2 0 sur Ll(G).

On démontre que si p(g) est continue, cette forme 2 O est prolorztabide a

une forme = 0 sur Ll(G) + 1€, on a alors en appliquant le théortme de

Bochner
[ 26 ste) ante) = [ 70 () = [ o(e) ance)
G G G
fX(g) apy (X)
¢
Done P(g) = f;k(g) dyF(x) o] dyF est une mesure de Radon 2 O

de masse totale finieq



Exemple 3
Si fe€ Ll((}) N L2(G) on voit facilement que f£* ; £ est du type > 0
et continue.

THEQREME D!INVERSION,

Théoréme 3
Soit B(E@) .= [P] 1a fermeture lincairs les fonctions de L (G), continues et du
type > 0. Si f € B(G) N Ll(G), alors f € Ll((}) et il existe une normalisation

”~

de la mesure de Haar sur G, <telle que

1 - a
v en()n e s 2e) = [ F00) x(-e) agle)
‘ G
ot  dhalx) est la mesure en question.
G
Preuve 3
Seit f € B(G) N Ll(G-)-

Puisque £ € B(G) 3 o € J(G) unique telle que

oe) = [ xe) )
G

Soit g € B(G) N Ll(_G) montrons que  £(¥) dpy = g(%) dptp e
1 3
En effet soit  h € L (G)

i

h = £(o) =f n(-~¥) £(¥) an( )
e}

/ - 0[] A () | an( )
[ a0 [ 00 =) )
G

G
- [ _R(F) ap(x)
G
En particulier, pour les fonctions du type h(¥) =h? « g(¥) , ou k' € Ll((}).

H

On aura

~ - “~ - . - - ~ -
b 3 (o) = [;h'(x) (%) app(x) = j 0@ 2R an ()
G G "
Mais les transformées de Fourier sont denses dans (BO(G) car L1<=G') est symé=

trique, donec



) ) =57
8(x) aup(x) = £(x) du lx)

Soit alors Y(yx) € H (&) posons 3

ry) = [ B a0 on s t@) 03
¢ 8(x)

A
et supp(a(y)) D supp § on démontre gqulune telle fonction existe.
Montrons gue T(¥) est ind&pendant de &.
Soit f une fonction ayant les mémes propriétés que gz. Alors

ORI i) 3G aGo = [ B a6

& e(x) £(x) ealx)
dtaprés ce qui précéde done T(¥) est bien défini.
Cl'est manifestement une mesure de Radon .
Montrons gque c'est une mesure invariante par translation clest-idire que
Y
v eGc T T(Y¥)
X, (r, ) = 2(1)

Posons

il

£ Xo(g)

1

2,(8) £06) = [ 16 x(e) dngl) = [ ule) o)
G G

On voit donec que

#y () = A (xx,) = duf(ig;)

D'autre part

F ol = [ x,(8) £(8) x(e) an(e) = £(xx,)
G
Or si T(¥) = f 3’-(29 au,(x)
o &)

pour calculer T(wx ) on prend la fonction g (x) ce qui donne

; ¥oex,)
o )= T MR
g \X) .¢&

*/ Foxg) an (xx,) = T(¥).
¢ elxx) 6
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Donc T est une mesure de Radon invariante par translation. Resté & montrer que

T £ 0.
Or (y 7(x)) = f« M ap (x) = f« Wx) du ().
G (%) G

Or dp, est A0 donec 3 ye K(G) telle que

f ¥(x) dux) £ 0
g

nais § e € H(6) et T(y£(3)) £ o.

Donc T £ 0.

Par suite T est la mesure de Haar sur G nous l'appellons mesure bien
normalisée on la notera par dh..

G a
Montrons maintenant que f£(y) € Ll(G). Or

2G00) = [ oG a0 = [ 3@ = [ e
G

de massg G ¢
Or dp, est de mesure fotale finie done f dyf(x) existe.

G 1

Donc T(f) existe ce qul montre que f(X) €L (G), En outre on a

[ 400 20 a0 = [ 400 a0 v e @)
: e

Done
2 @) = 2y
Or
£(g) = | xe) ) = | x(e) 2(F) ana(x)
f : £ f : ) G
- [ o) 20 )
G G
Al £(g) = f () x(~g) ()
a G

Ce qui achéve la démonstration.



THEIOREME DE PLANCHEREL .

Théorcme

La restriction & Ll(G)(W LZ(G) de la transformation
o) — 0 = [ #e) xle) ang

N
se prolonge en une isométrie de LZ(G) sur LZ(G).
Preuve 3
. 1 2 N . 1
Soit £ €L (6¢) NL(e) et ¥ =%, f. On sait que § € L~ est du

type 2 O et continue.

Done Y€ Ll(G) N B(G) par suite dlaprés le théoréme dtinversion
He) = [, §00 xee) )
G G
done
s = [, %00 o
" G
G
madis . " — .
00 = 2500 « £ = £(0) « £(x)
Or

¥ (o)

i

fG e) £(s) dng = HfHLQ(G}

Ce gui montreé que

f 500 20 ana) = el o

-~ A G' ~
Done f(y) € Lz(G) et ||f]] o
LG

(&) (¢)

Ceei montre que si l'on met sur Ll(g) N Lz(G) la norme de LZ(G) Lllapplication

s HfHL2

f w> f applique Ll F\LZ — LZ(G) et conserve les normes.
Or c'est une application 1. néaire et continue de Ll(G) r‘LZ(G) dans LZ(G)
done elle est uniformément continue et comme Ll(G) N LZ(G) est dense dans L2(G)

elle se prolonge en une application de LZ(G) dans LZ(G) qui conserve les normes.



A
Reste & montrer que 1l'image de L2(G) est L2(G).
2'6 P4
L'image est un sous espace formé de L2(G) soit ¥ € L7(G) un élément

orthogonal & ce sous espace, clest-a~-dire :

v £ € 1%(c) j“ £(x) ¥(x) ang(x) =0
G
mais si f£(g) € LZ(G) g + go) € LZ(G) done Vg €6 on aura

f £(x) ¥(x) x(g,) an(x) = 0

G
montrons maintenant un lemme ¢

Lemme 3

Si Y(x) € Ll(G) et si Vgé€&

f Wx) x(e) dha =0
alors ¥ = 0. G

Preuve 3 Soit ¢ € Ll(G) on a encore

f () o(x) e =0 Vge 1(c)
G

Or les trenformées de Fourier sont denses dans CO(G) donc la mesure

¥W(x) dha est nulle. Donc ¥ =0 C.Q.F.D.
G

In appliquant lelemme &

. £(x ) ¥x) x(g,) ang(x) = 0
¢

On obtient £f.4=0 V £ei%G). Dome =0

. 2,7
Done 1l'image de LQ(G) par la transformation de Fourier étendue est L°(G),
C.Q.F.D.

THEOREME DE PONTRYAGIN,

Soit G groupe abélien localement compact.

On sait que G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact est localement compact puisqu'il est identifiable topologiquement au

spectre de Ll((}).



Lo

Donc G est un groupe topologique localement compact et abélien, ©n part donc

2
étudiexr G °

Théoréme $
A

2
G s'identifie topologiquement et algébriquement & G,

Preuve
Considérons 1'application P : g —» & : £(x) = x(g) montrons que

£ est un caractére de G :

1) &Gl = Ix(e)l =1

(31) [8Gx 20) =1y « xp(8) = xq(8) « xp(e) = &(xy) + &(xy)

i

(iii) €1 y —=> X, dens G= x(g) ~——> xo(g) dans € ocar la conver—

gence uniforme sur tout compact entraine la convergence simple.

X

Done P est une application de G dans G

1) P est homomorphisme.

In effet (g * g,)(x) = x(g) + &,) = x(eg) x(ey) = & (%) &,(x) = & +&,(x).
2) P est injective.

a

En effet si g A8, Ix€6: xlg) Axley)  dme & £ 8.

3) P est continue de G dans g.

Supposons gque g, — g, dans G, soit X un compact de G alors
X(gn) — x(go) uniformément sur K d'aprés un des théorémes dfAscoli.
Done én(x) — éo(x) uniformément sur K. Ce gui veut bien dire que
A
2 — g, dans G,
1

Ly P est continue de P(G) dans G en mettant sur P(G) 1la topologie

induite per é.
I1 faut montrer que V N voisinage de O dans G, 3 N¥ voisinage de O dans
& tel que FH(F N P(e)) C .
Or 3£ €7,(G) : ff(g) f(~g) dh =1 et que f % £*(g) =0 Vgg€ N car

sup (f % g) C sup(f) + sup(g).
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Posons h = f* 4 £ c¢'est une fonction continue du type = O.

Done 3 p, € J%(E-) s hig) = jﬁx(g) dph(x) dtautre part
G
h(o) = £ & £%(0o) =[ £(g) £(-g) dn(g) =1 mais h(g) =h o P.'l(é) = F(g).

Mais F s'étend & é tout entier en posant :

A : X
P(g) = f L 8(x) au (g)
s e
F est encore continue et F(0) = 1.

A & 2
Done 3 N* vyoisinage de O dans G : F(g) > 0 v g € N*,
Mais alors si & € N* o P(G) on aura F(§) »0 = g €N clest-a~dire

gue P-l(N* a) P(G')) - No CchFoDo

Par conséquent P(G) est un sous groupe localement compact de (*} pour la
topologie induite par é.
5) P(G) est fermée dans é.
Cela résulte du lemme sulvant
Lemme :
Si G est un groupe localement compact et si H est un sous groupe
localement co mpact de G, H est fermé.
Ereuve :
On peut toujours supposer i=¢,
Supposons done H dense dans G et H 'g_: G.
Alors G~H est aussi dense dans G. Soit donc h € H, il existe une
suite xn} neEN d'éléments de G\H qui tend vers h.

De méme pour chague n il existe une suite }h d'éléments de H qui tend

amn{mé€N

vers le point & 1'infini de H done la suite diagonale {hnn} tend & la fois
vers h et le point & 1'infini de H oce qui est impossible.

Done H=H

Par conséquent P(G) est fermé.
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A
6) P(G) = G.
Raisonnons »ar l'absurde.
X R -
Soit x £ P(¢), € & alors 3 N voisinage de x inclus dans G\P(G).

wols 3 o) A0 et =/ 0¢ L2(c’§) telle que

05
sup (@l * @2) CH 9 * P # 0.

Diaprés le theoréme de Plancherell, 3 61 et 62 £ LZ(G) tels que

A Lal

¢y = 61 Pp = 62
Toujours dlaprés Plancherell 0 = Gi 62 € Ll(G') alors si l'on pose
2 B
£(8) = ,/“ 5(x) 0(x) 1 halx)
G
G
A 2
= 6(g)

donec I est nulle sur P(G) or sur P(G) £ s'éerit :
(s) =/ x(8) 8(x) anily) = 0
a G

donc d'aprés le lemme démontré & 1l'occasion du théorime de Plancherell  6(y) = O

-~
ce gul est en contradiction avec le fait gue B= © * P5 n'est nas nulle.,

C.Q.F.D.



PSEUDQ -~ MESURE

Définition.
S»it B une algébre de Banmach, B! son dual topologique.
On appelle pseudi-mesure, un élément S de B!'. On note encore B! par PHN(B).
Celte appellation est justifié par le fait gue lorsque :

B

il

¢(K) B' est l'espace des mesures sur K

B

I

Dl(T) (espace des fonctions cortinucment dérivables sur )
B! = Q)l. espacs des distributions dlcrdres 1 sur T.
Cette définition devient interessante en étudiant les problémes de synthése

spectrale lorsque B 3st reéguliere, unitaire et semi-simple.

ALGEBRE NORMALE

Définition.
Une algébre normale est une algébre qui posséde la propriété suivente ¢
si Ki et K2 sont deux compacts de (ﬁLB avec Ki N K.2 =g
I3x€B: ;(ki) =0 Vk €K
;(kz) =1 Vk, €K,
On voit donc que toukhe algébre normele ek unitaire est réguliére. On a la ré-
eiproque pastielle suivante :
Théoreme »
Si B est une algébre unitaire, semi-gimple et réguliére, elle est normale.
Preuve :
Soient X, et K, deux compacts de (jéB avee K NK, = 4 puisque
B est réguliére et semi-simple il existe un plus grandidéal I tel gque N(I) = K
(voir polycopié p.4b) cet idéal ect I(Kl) = {x €3B; ;71(0) :3Ki}
Mais alors &h(I) N K, = B donc d'aprés le théordme de la page 45 il existe
x € I(Kl) : ;(kz) =1l ¥k, €K

2
¥ ki € Ki. Ce qui démontre bien la normalité.

hais d'aprés la définition de I(Ki), x(kl) =0
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Théoréme . Ll(G) est une algébre normale:
Preuve :
Nous allons méme démontrer un peu plus ce qui permettra d'affirmer que

Ll(G) est aussi régulidre.

Soient F un ensecmble fergé de G

XK un compact de &

Ireit(e) : f{x)=0 VxEF
fk) =1 V k€K,

En effet il existe R voisinage ouvert de l'origine de G, relativement compact
et gymétrique tel que
(R+2+K)NF =4g.

Soient et 69 les fonctions caractéristiques de % + K et ® . Elles appar-

Soik
ticnnent & LQ(G) et

g 7*596 ﬁ(f%@): {mmmﬁm<mstmmﬁmm@sdamemr}

So4x
en cffet -
frd % _ : ~ 1 2 _ 1,
2,4 P
Mais €L (G) EL (G)

f Eo (k=) &(t) at = f Eo y(k-t) at
. 2

G
= mesure de & si keK

If

P ¥z (
Zoix ol

g?
1 si on prend ﬁ(éj

enfin Supp(€$+K i gﬁ) CEK+Q+ @

donc Eoux ER(X) =0 gi x€F 6.0.7.D

PARTITION DE L'UNITE.

Définition,
. . (
Soient K un espace topologique ; & = LQ } ¢ p ume famille dlouverts
o o

telle que U Q¢ = K, on dit que {fq} est une partition de 1l'unité associée
acA o CA

1S4

a ¥ gi g



-

(1) fo P K conﬁinue ‘

(2) supp fo C R¢
(3) 2 fa =1
ach
On a alors le thécréme suivant peur les algébres ncrmales.
Théoréme .
Soit B une algebre normale.
Pour tout compact K de JCB et tout recouvrement fini d'ouverts {53} de K,
il existe des partitions de 1'unité de K associées, o les £y sont des transfor-
mées de Guelfand.
Preuve :
Soient K uwn compact de cMiQ et R¢ un recouvremcnt euvert fini de K.

Nous allons tout d'abord démontrer un lemme :

Lemne.
¥ o 11 existe O g C Qg tel que Co« soit compact et U Gy = K.
Preuve :
Soit 9., %, geess, R les ouverts tels que Y 2., = K nous allons
1’ 72 n im1 i
construire G ., O,yecey O _ ouverts tels que T. CR. et U ©,=EK.
1 2 n J 3 =1

Il suffit pour cela de les construire de facons inductives, de telle sorte que

si 0., Ggyeee, LQP gsont les p premiecrs, on ait

————

(9j C g pour J €D
et
U eae Vo U R e U R =K,
G,V 0,,...5 &, i1 VY =K
On eonstruit LC)erl de la fagon suivante :
3 - f I‘ sa e fc‘ i
soit ®p+l =2 @_L L (92 U 9, ) RP"'Z s U Rn
) Q o ‘ 35 07 Y (7 £ & g
alors ['f)p+l C ﬁ‘p+l a2t est cumpact on pout done trouver @p-f-l ourert tsl que
S ) &
{Op+l < @p—&l < v+1 < P+l
puisque K est normal.
i} \-‘ (9 o< s (9 | (-9 0. ] Q = I F
Meis alors (91 i G, v/ o J P+1U$e’9+2 e =K C.Q.F.D.

&
Comme B ost normale V¥V ¢ 3 £y telle que
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fq (x) =1 V x € Gy
supp fy C Q¢
Considérons la fonction

n A
= 11 (1~fy) = 0 par construction.
o=]
Donc si on prend @ =1 - =1.

Mais © peut aussi s'éerire 3 0O = &)+ By yeeey ®,

ou @l est le termc ebtenu cn développant & ct en prenant tous les termes qui con-

tiennent fl’ clest unc transformée de Gelfand qui a2 son support dans 91

¢, est le termc ebteni en prenant tous les termes restants qui contiemment f2,

2

clost unc transformée de Guelfand qui a son support dans etCaee

2,

Les %y constituent unc partition de 1'unité cherchée.,

SUPPORT D!'UNE PSEUDO MESURE.

Soit B unc algébre normale, unitaire et semi~-simple.
Soit § € B! = PM(B), considérons le famille & des fermés F el que si
x € B : supp ; NF =g =<S, x> = 0.
La famille & ost stable par intersestion.
%

Preuve: Soient dlabord Fl et F2 € <

Rl A
Soit x € B tel que supp x N Fl F\F2 = f alors [Fl, [F, et [supp x est un recou-

2
vrement ouvert de J@B qui est compact puisque B est unitaire.
Comme B ost normale

A ~
3 % = supp x - [Fl

3 x, = supp %, C [F2
N ~N ~
= C
E| XBA sugp XEA [supp bd

ct xi + Xy + XB = 1

L) Lal Lad AN AN

AN AN LT
Par suite x = x(xl + Xy F xz) =100+ XX, + ¥xg. Mais XXy = 0 par consbruction.

D'autre part, B est semi-simple donc x = X b XX,

alors <S5, x> = &8, x>+ <S, Xkp> = 0

it

0
0

11

Mais  supp XXy N Fl = g = <8, xx, >

sUpp Xx, N F2 = <S5, xx

2>
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Par suite <S5, x> =0 donc Fl N F2 € 5?.
La famille & est dono mtable par intersection finie. Soit maintenant x € B
supp;:n(mf‘d):}é ou Fy € K.

Gomme O%B est compact il cxiste déja un nombre fini Fl’ Fpy wne, Fn d'élé-

~ n
ments de QV tels que supp x rKiCi Fi) =f et d'aprés ce qui précdde S, x> =0
C.QQFch

Définition.
On appelle support de S 1le plus petit élément de & ologtebmdire
AT ot Pe J.

SYNTHESE SPECTRALE,

Soit B une algébre normale, unitaire ot semi-simple.
Si E eost un compact de oﬁé on sait qu'il existe (p 46) un plus grand idéal

fermé et un plus petit idéal fermé tel que h(J) = E.

1

h(E)

Ce sont respectivement I(E)
I;(Ej ={ x€B:suppxNE= ﬁ}

J(E)

1

On voit alors que si S € PM(B)

supp S CE & (x€ J(B) = <S, x> = 0).
Par conséquent

PM(E) = {s € PM(B) : supp S C E} = J(EY:
On a alors l'équivalcnce suivante

{I(E):J(E)} © {VS:suppSCEJVX€I(E)=¢<S, x>=0} = Q

1
oy
N
t
g

1timplication {I(E) : } = Q est évidente.

i
Supposons maintenant Q véalisdée, cela signifie que PU(E) C I(E)  o'est-d~dire
syt c eyt

n
or on a toujours J(E) CI(B) donc J(E)'L D I(E)J” par suite J(E)J'z 1(E)
et d'aprés lc théoréme de Haln~Banach : J(B) = I(E) Q peut encore s'écrire

i
Q= {V S:suppSCE,VY x€B:x (0)DE=><S, x>= O}

on offet I(E) = {x €3 : x(0) TJE} .
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On a alors les définition suivantes
1) E est un cnsemble de synthése si et seulement si
Yx€B ct SEMB) ona Qe I(E)=J(E)
2) S € P.M(B) est dite synthésable si et seullement si
Vx€EB; ;~l(O)I) supp S = <8, » =0
3) x € B est dit synthé sable si
YV S € PMB) : supp £ C ;Z"l(o) = <8, » =0
On voit que 3) « x € J(;&l(O)).
On voit aussi que
2) e I(supp S)J?as & S C fermeture faible des mesures discrétes sur le supp S.
A toute mesure sur U%B on peut assocler canoniquement une pscudd mesure sur

B par la formle

I

<x, Zx>=] x(M) du(M)

b

I1 est facile dc voir que supp j= SUpPD U
Théorsme.,
Toute mesure dst synthéseble.
Preuve :
Ccla résulte du fait que si une fonction continue & support compact s'an-

nule sur le support d'unec mesure, son intégrale par rapport & cette mesure est nulle.

ETUDE DU CAS DES ALGEBRES DE GI UEES o
¢ sera dans la suite R° ou T .
Congi dérons Ll(G) on peut 1'identifiecr & A(G) = ﬂ;éLl(G)) ol ﬂf représente

a norme de Ll(G).

la trensformation de Fourier, & condition de mettre sur A(G) 1
Clostmd~dire que si ¢ € A(G) !l@] G) = llwll e o ¢ =V
*L(G)

Pr. fait il faulrait prendre 1 (G) =L (G) +1¢ et A(GUe) mais nous n'étu-
dicronsg que les pscudo mesures & support compact ne contenant pas le point & 1l'infini,
Le spectre de A(G) B Ll(a) est @ (théordle de Pontrjagin). Soit D ()

l'cspace des fonctions & support compact sur G indéfiniment dérivaebles muni de la

topologic canonique SP(6) CA(G) algdbriquement et topologlquement.,



Done PM(G) € (G) (espace des distributions) et le support de S € PM(G)
gslidentifie au support de S en tant que distribution.

TRANFORMZE DE FOURIER D'UNE PSEUDO~MESURE,

Soit 8 € PM(G) de support compact
(1 € KG)
(iig wggg de support eompact
Y e 3 ¢(g) telle que
(iii) ¢(g) =1 sur un voisinagc du support de S
(19) el lygy 1 + ¢
Bemarque. (iv) est assez difficile & démontrer dans le cas général, mais il ne
sera pas essenticl dans la suite.
Posons alors g(x) =<S, ¢ x>
g(X) ost bien définie car ¢ x € A (¢) (c'est la transformés de Fourier de wx).
g(x) ost indépendante de ¢ satisfaisant (i) (ii) (iii).
Preuve :
Soit ¢! satisfaisant (1), (ii), (iii)
Sy 9 x> =<8, ¢' x> =<B,(¢ - ') x>
Mais supp(¢ = o') N supp S = .
Done <S,(0 = ¢') x> =0 = <S, ¢ x> = <S, ¢ x>
Définition,
Lg fonction é(x) définie précedemment est appelée transformée de Fourier
de 8.
Si [ est une mesure a support compact sur G, sa transformée de Fourier én
tant que mesure stidentifie & sa transformée de Fourier en tant que pseudd-mesure.

Propriétés de S(x).

1) 8(x) est une fonction continue de X . Car S(x) =<S, ¢ x> = <S8, ¢X>.

¢ > depend continument dé w par définitions et on sait que ¥ dépend
sup

B 1800 < sl lpyqy 1o x??zf;§“m°ﬁ? TTPM<G>TT$°;1 1= 1l

ol
L(G)
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En utilisant cnsuitc la propriété (iv) on aura sup [S(x)| < [[s] !PM
XEG
» " »~
3) Si f GIEL(G) <S, £ =<8, £ ¢g> pour tout ¢ satisfaisant & (1), (ii),

(iii) (évident).
N A~
L) <S, ¥ ¢> :j f(x) S(y) dx V ¢ satisfaisant (i), (ii), (iii).

En offet 48, fou = <S,f £(x) x(g) o(g) ax>

&
=[ t(x) <8, x(g) o(g)> ay
G
- f 2(x) S(x) &
G

Théoreme ..
La C.N.R. pour qu'une distribution & support compact soit unc pseudo mesure
dst que sa transformée de Fourier soit bornée.
Preuve
La transformée de Fourier d'une distribution T & support compact se définit
par T(x) = <, gx> e ¢ satisfait & (1), (i1), (iii) et est indéfiniment dériveble.
On montre encore que i:( X) est continuc mais E(X) nlest pas toujours bornée.
La condition necessaire est évidente & cause de la prepriété 2) .
Condition suffisante : supposons
que é(x) soit bornée alers on peut définir sur I (G) une forme linédaire ot eanti-~
nue pour la topologic de A(G) on posant

<Sq, 0> =f Mx) T(x) dx o 6 =12

"“"‘Q)

s © | < ;zg lzCol el A(G)

Dlautre part <Sp, O>= <I, O>.

On a bien l<S

Done dlaprés le théoréme de Haln~Banach ST se prolonge en une pseudo mesure de

A(¢) €.0.F.D,
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