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OPERATEURS DIFFERENTIELS
SUR LES ESPACES ANALYTIQUES.

Dans Bﬂ, Malgrange a posé la question suivante : est-ce
que l'algebre des germes d'opérateurs différentiels au
voisinage d'un point x d'un espace analytique X est de type
fini ? Kantor'[7] a donné une réponse dans le cas des espaces
analytiques nbrmaux, quotients de c” par un groupe fini
d'automorphismes. Notre dtude apporte une réponse dans le
cas des courbes irrédductibles et des espaces analytiques
dont le normalisé est isomorphe & (€%,0).

Dans une premiére partie, nous donnerons une définition
récurrente des Opérateuré différentiels sur un espace
anal&tique et nous montrerons guelques propriétés générales
des opérateurs différentiels. En particulier, nous vérifierons
que cette définition est bien dgquivalente & celle donnée
par Grothendieck [5] et Bloom [1) . si (X,x) est un gerue
d'espace analytique d'anneau local

s ool Y
Diff( Oy ) le Oy o

sur (X,x) d'ordre {d.

X, x? Rous noterons
?

-module des opdérateurs différentiels

Dans la deuxiéme partie, nous dtudierons l'algebre des
germes d'opérateurs différentiels en un point x d'une
courbe (i.e., un espace analytique de dimension 1) irréduc-~-
~tible X. Nous montirerons que l'algébre graduée

00, . . e d PGEN WY
Gr(Diff (O/X,X)) = d%o pirt®(Oy )/piee® (0 )
associde & 1l'algebre filtrde
. 005 Y . oas PO el
Diff (C>X,x) = llg Diff (C)X,x)
est une (7& X—algébre de type fini. Ceci entraine que la
’

C-algebre Diff?(fi x) est engendrée par Cyi,x et un nombre
14

fini d'éléments. De plus, Diffw(CTE,X) est noethérien &
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gauche et & droite, La démonstration que nous allons exposer
utilise le fait que le normalisé de (X,x) est isomorphe a
(¢,0).

Dans la troisiéme partie, nous étudierons les opérateurs
différentiels sur un germe (¥X,x) dont le normalisé est
(¢™,0). Les résultats trouvés dans le cas n = 1 ne se géné-
-ralisent pas. Nous montrerons gque sous certaines hypotheses
(par exemple, x est un point singulier isolé}et n;>2),
Gr(Diffw(Cjk,X)) n'est pas une (7;,X-algébre de type fini.
Nous montrerons que néanmoins, dans certains cas, Diff“YC7&,X)

est engendrée par CT& 5 €t un nombre fini d'éléments.
’ .
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conseils et encouragements. Je lul présente mes plus sinceéres

remerciements et l'expression de ma reconnaissance,



I, DEFINITIONS.

1. Définition des opérateurs différentiels sur une

Définition.- Soient A une C-algeébre, M etN deux A-modules.

Soit D : M—>N une application €C-lindaire., On dit que D est
un opérateur différentiel d'ordre {0 si D est identiquement
nul ; par‘récﬁrrence sur i'entier d> 0, on 4it que D est un
opérateur différentiel d'ordre £d, si pour tout a€A, l'appli-
-cation f+—D(a.f) - a.D(f) est un opérateur différentiel
d'ordre{d - 1.

On note Diffi(M,N) le A-module des opérateurs différentiels
de M dans N dﬁofdresid. On noteré plus simplement Diffd(A)
le A-module des opérateurs différentiels de A dans A d'ordre
L d, et si DéiDiffd(A), on parlera d'opérateur différentiel
sur A, ou méme seulement d'opérateur différentiel,

Les opdérateurs différentiels d'ordre L0 sont donc les
applications A-lindaires A—sA (Diff®(4) = A). On pose :

piff™(A) = 1im Difrd(a).
>

Proposition 1.~ Le produit Dl'D2 de deux opérateurs

différentiels, D; d'ordreLdy, D, d'ordred, est un opé-
~-rateur différentiel d'ordresﬁdl + dse ’

‘Démonstration.,- Elle se fait par récurrence sur 4 = d;+d,.

Ia propriété est vraie pour d=0. Supposons-la démontrée &
. _ y
1tordre d. Montrons-la & l'ordre (4 + 1), -
Soit Dyp d'ordre {d,, Dypd'ordre {d,,avec d +d, = d+1.
I1 faut montrer que pour tout a€ A,
a.Dl.DZ - Dl.D2.a
est un opérateur différentiel d'ordre {d. D'aprés la défi-
-nition des opérateurs diff<érentiels

. o ' )
D2.a = a.D, + D'/ ordre(D.)gd2 1



D,.a = a,Dy. + D", ordre(D"){(ql-l.
Donec a.Dl.DZ - Dl.Dg.a = - Dl.D‘ - D".D25 qui est par L’
hypothése de récurrencqﬁ'ordre €d,+d,-1 = d,

Pour la composition'des opérateurs différentiels, Diff*(4)
est une C-algebre filtrde ; nous la considérerons aussi
comme un A—module & gauche. Soit

6r(Diff (4)) = & Diff (A)/Dl“fd"l(A)

la €-algeébre gradude assoc192 R

Proposition 2,- Gr(Diff*(A)) est un anneau commutatif.

En particulier, c'est une A-algebre,

Démonstration,~ Il suffit de montrer que le crochet

[Dl’DQJ = D;.D, - D,.D; de deux opérateurs d'ordre d,, d

l’
respectivement est d'ordregfdl+d2—l. Cette assertion se

2

démontre par récurrence sur 4 = d,+d,. Elle est triviale
pour d = O, Supposons la démont-rée & 1'ordre d. Montrons

la %ﬁ'ordre (d+1). Soient Dy,D, d'ordre d,, d, respec-
~tivement (dl+d2 = d+1). Ilwnous faut montrer que pour tout
a€Ah, [[Dl,DZ],Eﬂ est d'ordred,+d,-2. Utilisons 1'identité
de Jacobi :

[ [P150,]s j [[Dsa]s05] + [ [2s 1Dy s Dy =

Par)hypothese de récurrence, [LD ,gj i] et [La DlJ %]
sont d'ordre'<d1+d

2-2, ce qul démontre la proposition,

2, Opérateurs différentiels sur un cerme d'espace ana-

=lytigue,
Si (X,x) est un germe d'espace analytique au point x
d'anneau local (7; s, les opérateurs différentiels sur (X,x)
Ay X
sont, par définition, les opérateurs sur la C-algebre (7&,x’
Proposition 3.- Soit (X,x) un germe d'espace analytigue

d'anneau local (0o _. Soit D : Cj/ ——9(7, un opérateur
X’X ’X X,X

différentiel sur (X,x). Alors D est continu pour la topologie
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de C7£’X définie par les puissances de 1'idéal maximal,
Cette proposition découle immédiatement de la C-lindarité
de D et du lemme suivant :
Lemme 1,- Soient fl,...,fn n éléments de 1'idéal maximal
?ﬂ,(CT%’X), Soit Defniffd(cyi,x).Alors, si nyd,
(10 exfy)€ (MO )RS,

Démonstration.~ Elle se fait par récurrence sur 4.

Le lemme est vrai pour 4 = 0, n quelcongue. Supposons-le
démontré & 1'ordre (d-1). Montrons-le & 1'ordre 4, par
récurrence sur nj}d. L'assertion est triviale pour n=d,
Supposons-la démontrée & 1'ordre (n-1)) d. Montrons-la &
ltordre n. On a

D{fl)(ouoxfn) — fl.D(fg)(o'oxfn) = D(fl)(fzkoocxf
ok Dip y est un opérateur différentiel d'ordre£ d-1.
1
_ n-l-(d-1)
n-1)~-d+1
fl.D(fzx.-.e;(fn)é /mg .

Donc D(flx,,,xfn)GE(4R(CYi’X))n_d.

n)/

Exercice.~ Opérateurs différentiels sur (Cn,O).
Cela revient & chercher les opérateurs différentiels sur

l'algdbre C{tl,...,t }

Il .
Le {ty,. st o) -module Dif£%(E{ty, .0t ]) est engendré
W
B A, . . )
par les =T ol i est un n-uple d'entiers (ll""’ln)

tels que |i] =i, + ... +1i_£4d et
i ! 1 o n\

. . -1
W(tp) = plo (pl"l ) ¢ s 0 (Pl—ll+l). . opﬁ(Pn—l ) s o 0 (pn—ln+l)tp .

glil
n est défini par :

5_1

- . 2 P
501e2t%l, ...,’% les inages de TIRRE __E;dins,
Gr(Diff (€3tys..vst §)). On vérifie que Gr(Diff (€{tys...,t }))
est isomorphe & 1l'algdbre des polyndmes G{tl,...,tn}[fl,...,?n].
C'est donc une €ityy...,t }-algebre de type fini.

Remarquons que sur (C™,0), notre définition des opérateurs

différentiels coincide avec la définition habituelle., Voir



par exemple lMalgrange [ 8].

Proposition 4.~ Soit (X,0) un germe de sous-ensemble

analytique de (¢™,0) défini par un iddal I de c{tl,..,,tn§.
Soit [\ : G{tl,...,tn}aﬁ.@{tl,...,tn} un opérateur différen-
-tiel sur (¢%,0) d'ordre {d. Si A(I)cCI, Ainduit un opérater
différentiel D d'ordre £d sur 57; 0

. b

Démonstration.- Elle se fait par récurrence sur, d=ordre(A\

Proposition 5.~ Soit (X,0) un germe plongé dans (¢, 0),

et soit D : Cfi’o-—-acik’o un opérateur différentiel sur

(X,0) dtordre £d. Alors, il existe un opérateur différentiel

A sur (¢%,0) d'ordre{d, qui induit D sur O;,O’
Démonstration.,~ Soit

. = 0
1reftseenstyoy €ty ene,t 3/1 = Oy .
Si D est un opérateur différentiel d'ordre L4 sur 6Y& 0?
H

£ ’ d.
D.i est un élément de Diffo/@n O(Cyén,o,
b4

a, = D.i(tP) pour les p tels que |p| d; apest un élément

de Op o Soit b € €fty,..ert ) tel aue i(b)) = a

Etant donné une famille (bp), [p| £ 4, d*éléments de

0/ .
x,o)' Soit

C%ﬁl,...,tns, il existe un opérateur différentiel d'ordre
g d et un seul A: C{tl,...,tnS———a-C{tl,...,tngtel que
A (tP) = v, '
Y Cf/

~Alors i. A : G{tl,...,tn}—ﬂa %,0 est un opérateur
différentiel d'ordreg;d. Pour tout p, tel que (pf{ d, on a
(i. A)Y(t®P) =(D.1)(tP). On montre facilement que cela
entraine i, A = D.i ; Avérifie bien les propridtés de la
proposition 5,

- Les propositions 4 et 5 montrent, compte tenu de la
remarque précédente, que la définition que nous avons donnde

des opérateurs différentiels coincide sur les espaces ana-

~lytiques avec celle de Bloom [l] et de Malgfange.EBJ.
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Nous allons maintenant étudier pour certains germes
d'espaces analytiques (X,x) des propriétés algébriques de
Gr(Diffw(Crk’x)) et de Diffw(CT£,k). Entre ces propriétés,
il existe un certain nombre de relations que nous allons
expliciter.

Proposition €.~ Les deux assertions suivantes sont

dquivalentes
- » m . N » -
(i) Gr(Diff (ka,x)) est une C?%;X~algebre de type fini.
(ii) Gr(Diff”(CYk X)) est un anneau noethérien.
?
Pour la démonstration, voir par exemple [2] N. Bourbaki,

Corollaire 4, page 45.

Proposition 7.~ Supposons que Gr(DiffM(CY£’X)) soit une
Cj&,x-algébre de type fini. Alors
(i) ILa C-algeébre Diffa?CYl’X) est engendrée par Cj%,x
et un nombre fini d'éléments.
(ii) Diffw(Cj%’x) est un anneau noethérien %&auche et
a droite.
Démonstration,
d. d.-1
(1) si Ojepirs YOy /pirs b (O ), (1 =1,...,0),

sont des générateurs de la(?% X—algébre Gr(Diffw(C7% x))’
Iy 2 ’

on les releve en des éléments Dié{Diffai(Cj/X’X) et 1'on

montre par récurrence sur 4, que tout élément DéiDiffd(CT%,X)

s'écrit comme combinaison linéaire & coefficients dans

CfX,x de produits de D;. La propriété est vraie & 1'ordre

0. Supposons-la démontrdée & l'ordre (d-1). Alors tout

§16ment DeDir?(Oy L) s'éorit, a un élément de Dife"™H(OF )

pres, comme combinaison lindaire & coefficients dans crk,x

de produits de Dy, et la propriété en découle immédiatement,
(ii) D'aprés la proposition 6, Gr(Diffw(CT&,X))‘est

noethérien. Montrons que DifmeCri,X) est noethérien &

gauche (resp. & droite). Soit I un idéal & gauche (resp.
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éﬁroite) de Diffa1Cf§’X) et soit
1, = 1Npiee™(0%, )

On pose : Gr(I) = e; 1./, ,C Gr(lef”(O/
Gr(I) est un iddéal de Gr(lef (CY& X)), il est donc de type
fini, On reléve une famille génératrice finie de Gr(I) en
des éléments di I et on montre (comme dans (i)) qu'ils
engendrent I;w” est un idéal de type fini,

La réciproque de 1a-@20position 7 est fausse. Nous en

verrons des exemples dans la troisiéme partie.



°
11, OPERATEURS DIFFERENTIFLS SUR UN_GERME DE

COURBE _IRREDUCTIBLE,

1. Forme des opérateurs différentiels,

Soit (X,0) un germe d'espace analytique irréductible
de dimension 1., Le normalisé de (X,0) est isomorphe 2
(¢,0) ; soit p : (€,0)—(X,0) 1'application de norma-
~lisation. CYX,O se plonge dans G{p}. Soit A son image;
{C{t} est la cléture intégrale de A}, Il existe un plus
petit entier N, tel que pour tout anNO,,tn appartienne

N
3 A ; ceci exprime que t °

(cf.[f]).

Soit €[] 1'anneau des polyndmes en t ; Afﬂﬂ[ﬁ] est un

est "dénominateur universel"

C~espace vectoriel admettant une base de la forme

N, N +1
o’to 9000

by = 19?19?2’ 0.00!Ps,t
ol PysesesPy sont des polyndmes en t, de degrés strictement
inférieurs & N, avec

0 <v(pl) Cons <v(ps)< N,-1.

(v(pj) désigne la valuation de p. & l'origine). Posons

J
.) = n. = 0).
V(pJ) n (n, )
La suite strictement croissante‘l = (no’nl""’ns’No’No+l’"‘)
est déterminde de facgon unique et est stable par addition.
Les éléments de I sont en effet les valeurs poSsibles de la

valuation & 1l'origine d'une fonction f%éo appartenant & A,

Théoréme 1.~ Soit D : A-—>A un opérateur différentiel

d'ordre au plus 4. Soit, pour tout n2>Nb,

(1) D(t™) = EE Pk(n) ks (série convergente)
ky-n ‘
Alors Pkest un polyndme en n de degré au plus 4, et il

existe un entier koé‘Z‘tel gue Pk soit ideniiquement nul

pour tout k {k_ . La formule
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(1)  D@E") = E P, (n) t™*E
Tkyk,

a un sens pour tout n>-0 et définit une application

(2) c{t}_).t .C{t}
continue pour la topologie définie par les puissances de
1t'idéal maximal de ﬁ{ﬁ}. Cette application laisse stable
A et induit précisément 1ll'opérateur D considéré, Récipro-
guement, toute suite de polynlmes Pk de degrés au plus d,
telle qu'il existe koé,z tel que P, soit identiquement
nul pour tout kw(ko, et telle que la formule (1') définisse
une application du type (2) laissant stable A, définit un
opérateur différentiel D : A—>A d'ordre au plus d,

De plus, si D défini par

D(t7) = > P (n) t2*E

Kk
est un opérateur différentiel sur A d'ordregd, P, est

identiquement nul pour tout‘k‘<—d.

Démonstration.~ Nous diviserons la démonstration en deux
parties. Dans la premiére, nous montrerons simulfanément la
partie directe du théoreme et le fait que Pk,.O pour tout
k {-d4. Dans la deuxiéme partie, nous démontrerons la réci-
-progue.

La démonstration_de la premieére partie se fait par récur-
-rence sur d.

Pour d = 0, D est la multiplication par une sdrie conver-—
-gente, :E::;ak t¥ : donc D(t") = Zg:ijak:tn+k. a, est bien

k0 k>0
un polynome de degré 0, ce qui prouve (1'), et 1l'application

se prolonge en une application A C{ﬁ}—~>€{ﬁj qui 1ndu1t
D sur A,

Supposons le résultat ddémontré & 1'ordre (d-1). Montrons
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-le & 1l'ordre 4., Soit'D un opérateur différentiel d'ordre
< d, et soit p tel que tP€& A, L'application
f—D(tP.f) - tP.n(£)
est un opérateur différentiel d'ordregd-l, que nous noteron:
D}.pye |
(tP)" ,
Par/hypothése de récurrence, on a, pour tout nyN,,
wn
Dyypy(t7) = o{P) (n) £27K,

ky-(d-1)
ol Qép) est un polynbdme en n de degré~é(d-l). On a la
relation _
- o(p)
Pk(n+p) - Pk(n) - Qp+k (n)o
En écrivant cette relation pour p = No et pour P = N0+l

et en faisant la soustraction, on trouve que l'on a, pour

n}NO: ' ‘
P, (n+ll_+1) - Py (n+1l,) =VQ§fizii(n) - Qézii(n).
On en d4duit qu'il existe un unique polyndme Qk de degré
5§ d dont les valeurs pour leslentiers né}ENO coincident
avec celles de Pk‘ Comme Qﬁp) est identiquement nul pour

tout k<~(d-1), on en déduit que Q est un polyndme constant

pour tout kn(-d—No. Comme pour tout ny 2N,

D(t?) = :>: Q (n) £,
-

on en déduit que Qk(ZNO) = 0 pour tout k*<L2No. En comparant
ce résultat au précédent, on montre que Q. est identiquement
nul pour tout k< inf(-d-N_,~2N ) -d~2N .

Soit D' 1'application de €{t}—>t P~4=2No g1} aérinie
par fp-%t"p.[p(tpf) - thp)(fj], ol p est un entier arbi-
—traire};ZNo. Pour tout fé€ citl, tpfe?A. D'autre part,
d'apres l'hypothese de récurrence thp) se prolonge en une
application de C{tj_nax'(d"l).ﬁfyf. D' prolonge D et est

telle que
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D' (t%) = E' R, (n) K,
KYy-p-d-2N
ol pour tout k, Rk est un polyndme en n de degré;{d. I1 est
clair que REEEQK’ ce qui montre déji que R,7= 0 pour tout
k;(Ld—2NO. Soit k  le plus petit entier tel que/R§§éO ;
Rko doit _s'annuler sur lfensemble {ne I{n+ko¢1}.

Montrons que cet ensemble a toujours au moins (-ko)
é1éments : Si (—ko) est,gp, il n'y a rien & démontrer. Si
(—ko) est>>0, considérons sur Z les classes de congruence
modulo (—ko). Dans chaque classe de congruence, il existe
au moins un éiément de 1'ensemble'{néilln+k0¢52} ¢ c'est
le plus petit é1ément de 1l'intersection de la classe de
congruence avec I.

Donc ,('ko)éd' On en déduit que ka-::O pour tout k <-4,
et ceci termine la démonstration de la premiére partie du

théoréme 1.

La réciproque se démontre par récurrence sur

a = Sﬁp(deg#ﬁ(Pk)).

i
O

La propriétéd est vraie pour 4

1

k J

D(t™) = Z a,

Yk - Y
f+—-D(f) = D(1).f est un opérateur différentiel sur A .

K pa) = T e t¥en -

Supposons-la démontrée & l'ordre (d-1l). Montrons-la &
1'ordre d. Soit D : €ft)—> t °.C{t} définie par
D(t™) =S P (n) t™F (degM(P ) d)

k)X,
et on suppose que D laisse stable A, On doit prouver que,

pour tout f€A, l'application D' définie par gr>D(fg)-fD(g),
gui laisse stable A, est un opérateur différentiel sur a
a' ordre\( da-1.

Soit f€ A, f = z a, tP,
peN ‘
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Soit D' (t™) = D(£.t?) - £.D(t™).
D' (t7) =:§::a~( P, (n+p) tn+P+k>

k k
- ( tp)( P, (n) £

Y

2 ° Z@,

D't =S th*h< a (P (n+p) - Py(n)).
hyk ptk= ' |
Pour tout h, :E::;; ap(Pk(n+p) - Pk(n)) est un polyndme
p+k= 2 '

en n de degré {d-1. Par hypothése de récurrence, D' est un
opérateur différentiel sur A d'ordre {d-1. Donc, D est un
opérateur différentiel sur A d'ordred. Ceci termine la
démonstration du théoréme 1.

Théoreme 2,~ Soit D : A—3A, comme ci~dessus, d'ordre

E ‘b P (I’l) tn+k

< d. Posons

D' (") =
—dgk (2N

D (") = T Py(n) t7E,
X2

Alors D' et D" sont des opérateurs différentiels sur A,

et D" est combinaison lindaire & coefficients dans A des
n+N

ni t ° (i = O,l,ooo,d)o

opérateurs D; définis par Di(tn) =
Donc les opérateurs finis, (i.e ceux pour lesquels les Pk
sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de k) engen-

-drent, pour tout d, Diffd(A) comme A-module a gauche,

Corollzire 1.- Pour chague entier d> 0, Diffd(A) est un
A-module de type fini.

2, Caractérisation et construction d'opérateurs diffé.-

~rentiels sur A,

Le théoréme 1 nous donne la forme des opsérateurs diffé-
~-rentiels sur A. Nous devons maintenant étudier le probléme

suivant : Reconnaiftre si D défini par
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(3) D(t") = g k(n) LRtk (Pk : polyndmes)
kyk
laisse stable A, En fait, il suffit que

th E P, (n) t™*E
RN

laisse stable A, de sorte gue dans (3), on peut se borner
& considérer le cas ou la sommation est finie.

Donnons-nous arbitrairement un entier k1:>ko’ Posons

D (t") = P (n) tPE
ko«k<kl'

Dl(tn) - ; Pk(n) tn+k
kyk,

On a : D = D + Dl' Pour que D 1alsse stable A, il est évi-
demment nécessaire que Do satisfasse aux conditions :
(i), Pour tout p, (0Lrgs), D (p,) est combinaison
kl r X o‘Yr
lindaire des Ps (modulo tlnf(No’ﬂr+kl))
(ii)k Pour tout n, N _, Do(tn) est combinaison lindaire
des Dy (modulo tlnf(No’n+kl)).

Ces conditions sont trivialement vérifides si kl = ko

(car, dans ce cas D, = 0). Si k1>, , elles expriment que
D laisse stable A. Elles sont aussi suffisantes dans le sens

suivant :

Théoréme 5.~ Etant donné D,» satisfaisant é'(i)k et
v 1
(ii)k y il est possible de déterminer D, de fagon que D, + Dy
l .

laiése stable iA. D'une fagon précise, pour que
n n n+k
tT—s D (t7) + Pkl(n) £

satisfasse & (i)kl+l et (ii)kl+l’ il faut et il suffit que
le polynbme Pk prenne une valeur donnée (dépendant de Do)
1

pour chaque n appartenant & 1'ensemble I(ky) = {né‘I|n+kl¢;;}.
De plus, si ky = kg (Do = 0), la condition est que Py

1
s'annule pour les né& I(kl).
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Démonstration.- Par hypothése, on a

S inf(N_, n_+k.)
Do(pr) § aj Py (modulo t o "r'o1’)
J=0

L

]

L 3 -
E a; py + @ B tEy (modulo tlnf(No’nr+kl+l))
J=0
Soit D' aéfini par : D'(t") = D_(t™) + P, (n) t"*¥1
| 1

Donc Do(pr)

« On
veut que -
8
D! - . . n_+k \ n_+k
(pr) Z a; ps + & t7rTL o+ Pkl(nm t7r "1 (modulo
J=0 ’
tlnf(No’nr+kl+l)) soit combinaison lindaire des p. (modulo

J

tinf(No,nr+klfl))‘ 51 n +k, €I, ceci aura lieu, quelle que

soit la valeur de Pkl(nf). Si nr+kl¢£1, ceci détermine la
valeur de Pkl(nr) (Pkl(nr) = -a),
Un raisonnement analogue fait sur les t™ montre fina-

-lement que, pour que

% D, (t") + P (n) t™K1
1

satisfasse & (i)k 4 et (ii)k 41 i1 faut et il suffit que
1 v

1
Pk prernne une valeur donnée pour chague n appartenant z

I(kl).
I(kl) est un ensemble fini., Soit D(kl) son cardinal.

Ainsi, si 4 est un entier}yﬂ(ko), on peut prendre pour P
0
un polyndme unitaire de degré d. Cela fait, on peut choisir

successivement
- Pour Pko+l’ un polyndme de degré { V(k +1)-1

- 4 6 & 0 0 8 00 06 © 0 6 8% 2O OO0 OGS GO OO OO0 E L e CE OO LS SE

- Pour Py, un polyndme de degré<iv(k)—l
» '\
(et c., jusqu'a PNo—l)'
On obtient ainsi un opérateur D d'ordre égal &

sup(d, Wk +1)-1, ..., V(N -1)-1). -

Corollaire 2.- Tout opérateur différentiel DE Diff (a),

tel que
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n E
D(t7) = Pk(n) tn+k, avec Pk#'- 0,
Kyk, ©
est d'ordre)U(ko).

En effet, P, doit s'annuler pour V(ko) valeurs distinctes

de n, °
Proposition 8. X/
(1) XN, '@ (k) =0
(2) 0&XCN = U(k) & s+1 <N
(3) ~N, <k <0 =5k (V(k) inf(N _,~k+s+1)

(4) k-, = Y(k) = k.

Démastration.-

(1) k)N, alors n+k) N, donc n+k€ I et W(k) = O.
(2) 0k (W, : comme k0, pour tout np N, n+k€ I.
Donc Y(k) é card{n& I(n('ﬁio}-
V(k) s+l LN .
(3) -N,{ k0 : On & déja montré que V(k)y k.
Soit s = cardfneIjo{n (¥ +k}
= card{né I‘Eoékgn<N°}.

So

= S |

0 57 N +k sﬂo
V(kx) = card '{né I|N & n M-k, n+k ¢ I}

+card {né I\ n Ny n+k ¢ 1‘}
\)(k)\( (—k-—sz) + (sl+52)
a) \)(k)g-—k + 59 + s, = -k + s +1.
b) On a 1< N +k
V(k) £ (~k-s,) + (N +k) + s,

V(k) N,

(¥*) T. Bloom [12] nous signale le résultat suivant valable

*e

pour tous les k(O
~k€1 = V(k)
-k¢I = V(k)> -k,

-k,
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(4) k-0,
V (k) card{n;N |n+k ¢ T} + card{nélln <K,
V(k) = (=k=(s+1)) + (s+1) = =k,

Hi

Corollaire 3.~ d étant un entier dohné};No, et k un entier

> -d, il existe un opérateur différentiel DéiDiffd(A) tel
que |
D(t?) = E P, (n) t™FE
Kok,
avec PKE$EO, deg(Pk ) = d, deg(Pk)‘<d pour tout k »k .

En effet, a' apres la proposition 8, dés que d)>NO, on
a : V(k) 4 pour k) -d.

le corollaire 3 impligue gqu'il existe des DEDiff™(a)
pour’lesquels les Pk relatifs aux entiers k {0 ne sont pas
tdus'identiquement nuls. Par suite, la C-algdbre Diff™(A)

n'est pas engendrée par les D de la forme

+
D(%) = 3 Ppn) 7
k0
donc tout systeéme de générateurs de Diff¥(A) contient au

moins un é1lément d'ordre) inf V(k) (d'aprés le corollaire 2),
k<0

Exemple.~ Si A est la sous-algdbre analytique de €{t}

engendrée par t" et tn+l, (1e gefme (X,0) étant alors iso-
-morphe au germe de courbe % = yn+l & l'origine du plan
Cg, coordonnées x et y), O b

V(k)> ng pour tout k0. Donc, 1l'algébre Diff™(A) ne peut

8tre engendrée par des éléments d'ordre {(n.

Démonstration.- Dans ce cas

= {O;n,n+1;2n,2n+l,2n+2;..,;pn,pn+l,...,pn+p;...;(n—2)n,...
..,(n-2)n+n-—2} U{p[p}n(n—ll}. N, = n(n-1).

Soit g un éntier, 0L ggn-1. Si k<0, dans l'ensemble des
entiers gn+k,...jan+g+k, il en existe au moins un qui ﬁ'ap«

~-partient pas & I. En effet, qntk,...,an+g+k forment une
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suite de (g+l) entiers consdcutifs, tous strictement infd-
~rieurs a gn+q ; or dans Ifﬁ[b,qn+q~l], il n'existe pas de
suite de (g+l) entiers consécutifs. Ceci entraine v(k)z,n.
Remarquons que V(n) = n et V(n+l) = n+l.
On dit qu'un opérateur différentiel est homogéne'lorsque

£

PkEEO sauf pour une valeur unique de k = L kodegt la"force"
de 1'opérateur différentiel homogéne. Il existe donc sur A
deux 0pérateurs,différentiels‘homogénes, 1l'un d'ordre n et
de force (-n), 1l'autre d'ordre (n+l) et de force -(n+l).

En fait, lorsque n = 2, nous montrerons que Diff“TA) est

engendrée par des éléments d'ordre( 2.

Théoréme 4.- L'algébre gradude Gr(Diff*(A) est une

A-algdbre de type Tini.

Démonstration,~ Lorsque dy N, et k. 3 -d sont donnés,

1'opérateur D du corollaire % est unique [modulo Diffd-l(Ai},
pourvu que l'on suppose que le polynggme Pk est  unitaire,

Notons Di
0

immédiat que dans l'algébre Gr(Diff*(a)), on a
a d' _ d+d’
Dy oDyt = Dy jxr s
a o 0 o ¢ .
et que les Dk (pour 4 donné, ko variable) engendrent

l'image de D dans ~Diffd(A)/Diff8-l(A). I1 est

Diffd(A)/Diffgnl(A) comme A-module, On en déduit aussitdt
que les éléments de Gr?No"l(Diff“YA)) engendrent l'algébre
Gr(Diff™(A)), ce gqui prouve le théorime,

Corollaire 4.~

(1) Gr(Diff*(A)) est noethérien;

(ii) La C-algébre Diff*(A) est engendrée par A et un
nombre fini d'éléments;

(iii) Diff>(A) est noethérien & gauche et & droite.

%, Exemples,

A titre d'exemple, traitons le cas ol A est engendré par
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. S L
des mondmes (i.e; A = C{t seeest " FoOU (kl’?"’kn) sont
premiers entre eux). Dans ce cas, Gr(Diff°(A)) est engendré
par des opérateurs homogénes,
Sur A, il existe un Opérateur'd‘ordre 1 et de force O
D{F)(t7) = n 1P
Ainsi, en composant un opérateur homogene D d'ordre do et
de force k  avec (Dgég)p, on obtient tous les opérateurs
homogenes de force k et d'ordre d)d . |
On déduit de Ceci, compte tenu du théoreme 4, que Gr(Diff¥(A))
est engendrée par les classes des opérateurs suivants :
1) i} (+7) = n t* ;
2) 1les opérateurs de force k et d'ordre 4 = V(k) pour
tous les k tels que -(2N -1)<’k.<N et tels que v(k)'¢ 0.
I1 est clair que ces opérateurs engendrent crN, l(Diff‘”(A))
et donc Gr{Diff*{A)). Remarquons que Y(0) = 0 ; Gr(Diffe(a))
est donc engendrde par (3N0~l) opérateurs (au plus).

Exemple 1,- A = @{ﬁg,t?} (correspondant & la courbe

x% - y2 = 0 dans ¢?).
N-O = 2, I = 032;3’4‘3000}0

k |-3 |-2|-1 | 0| 1

Dk) {3 2 2 0 1

Gr(Diff>(A)) est engendrée par les classes des opdérateurs
suivants
- 2 opérateurs d'ordre 1
(l) ny _ n
(0) (t)—nt

Ei% (_tl'l) = n tn+l

- 2 opérateurs d'ordre 2
D2}y (¢%) = n(n-2) 271
p{2)) (%) = n(n-3) t772

-~ 1 opérateur dfordre 3
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D{3)) (£%) = n(n-2)(n-4) 777,
Montrons que Diffw(A) est engendrée par des opérateurs
différentiels d'ordre (2. I1 suffit de montrer que Dgi%)

s'obtient comme crochet d'opérateurs d'ordre 2,

(2) p(2 2 2 2 2
= {2})0{%)] = p{2}.0{2)) - p{2)y.p(%,

[n(n~2)(n-l)(n-4) - n(n'3)(n‘2)(n“4)] tn-—}
2n(n-2)(n-4) t%77

o2}y = w2 [{2)m(Z)]-
Exemple 2,- A = C{t ,t5,t7}.

No =5, 1 ={0;3,5,6,7,8,...}.

A ()
D(t™)

]

]

kK |=9 |=8 | =7 |=6 |=5|=4 |=3|=2]=1 | 0] 1 2 3 14

Yx) 9| 8] 7Tt 6| 5| 51 3 3| 310121 0|1

A prlori, Gr(Diff*¥(A)) est engendrde par 1'image de 13
opérateurs., En fait, lorsque k = -6, -8, -9, D( (x)) s'obtient
par composition de Dgz%) et de DE5%)

Gr(Diff¥(A)) est engendrée par les classes des opérateurs
suivants :
- % opérateurs d'ordre 1
gl; (%) = n t®

gé%(tn) =n t?*2

o] 49 - e

1 opérateur d'ordre 2
p{2} (+7) = n(n-3) ™

3 opérateurs d'ordre 3

DE3)) (t%) = n(n-3)(n-5) g1
23%) (t7) = n(n-3)(n-6) t"72
D2}y () = n(a-5)(a-7) +7
- 2 opérateurs d'ordre 5
Esi) (t™) = n(n-3)(n-5)(n-6)(n-8) tn ~4

M
\Ji
AT ~er

~—

~~
ct
o}
N’
]

n(n-3)(n-6)(n~7)(n-9) t"
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—~ 1 opérateur d'ordre 7

'Dgzg) (t™) = n(n-3)(n-5)(n-6)(n-8)(n=-9) (n-11) t2-7,
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III. OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN, GERME D'ESPACHE

ANATLYTIQUE DONT LE NORHALISé EST _(e%,0).

1, Forme des opdérateurs différentiels. Etude de_Gr(DiffM(O%,o)){
Soit (X,0) un germe d'espace analytigue irrdductible
dont le normalisé est isomorphe & (¢™,0), et soit
p ¢ (€%,0)—3(X,0) la normalisation de (%,0) ; O/X,O se
plonge dans C{fl,...,tn}. Soit A son image
A =p*(O/X,O)CO;;n,O= Cftyserast
Remarquons que si A: C{tl,...,tn3~—>C{tl,...,tn} est
un opérateur différentiel d'ordre {d qui envoie A dans A,
alors A induit un opérateur D d'ordre {4 sur A, Considérons
la propriété réciproque de l'anneau A |
(1) Pour tout opérateur différentiel Dt A—s A d'ordre
£ 4, il existe un opérateur différentiel A : C{tysenerty}
— C{tl,.,.,tnk d'ordre {d gqui induit D sur A,
Soit (5,0) le germe en O de l'ensemble des points singuliers
de (X,0).

Proposition 9.~ Si codimy S )2, alors la propriété (1)

est vérifide pour A,

Démonstration.~ Soit D un germe d'opérateur différentiel

sur (X,0), D : o ___%C/ d'ordre {d. Il existe un repré-
X, 0 X,0 R

—sentant‘%/de (X,0) sur lequel on peut définir un opérateur

v : oy
D qui induit D en 0., Si S désigne l'ensemble des points

2/

AJ .
singuliers de X, on peut alors transporter‘Dl% _ g en un

Ve ~ "'l ~ A N l'l
opérateur 4 sur U - p~(S) o U est un ouvert de € ; A
s'écrit

- E 1ii i
1il<a
' & -1 Y
Les f; sont holomorphes sur U - p (5). Comme codim ¥ p
'4 Y4

les fi se prolongent en fonctions holomorphes sur U tout

L&y 2,
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entier. L'opérateur A se prolonge en un opérateur A' sur
~/

U, et 1'on vérifie que le germe de A' en O induit D sur A.

Montrons sur un exemple gque (1) peut &tre vérifide pour

A, méme si codimX S = 1.
Exemple,~ Soit la surface X contenue dans €3, d'équation
)
X7y - 22 = 0, et considérons le germe induit par X en O.

L'ené%%le des points singuliers de X a pour équation

X = z = 0, et induit donc en O un germe de codimension 1.
Le normalisé de (X,0) est c? (coordonndes u et v)/et P
stéerit ¢ x =u, y = v2, z = uv, Alors A = C{u,v,uy},et
1'on vérifie que les opérateurs différentiels sur A sont
induits par des opérateuré sur @{u,Y}. En effet, si D,
défini par

D(u™vP) = § Ph’k(n,p) un"hvp-'k )

(h,k)ez>
est un opérateur différentiel sur A, il est clair que

Ph,k doit contenir en facteur le polyndme
n(n-1)...(n~-h+1)p(p~1)...(p-k+l) ,

ce gui suffit & montrer que D est un opérateur différentiel

sur C{u,{}.

Proposition 10.- Si p"l(S) est contenu dans la sous-variété

de (¢™,0) définie par t; = 0, alors il existe un entier N_
N
tel que 1'idéal maximal de A contienne tlo.C tl""’tn}'

T S e e s e

N . v O z .
Démonstration.~ L'assertion exprime que tl est"dénomi-~
-nateur universel" ; c'est un cas particulier d'un théoréme
d'oka (cf. (3.

Si fé;C{tl,..,,tnk, on peut écrire f = E f
' nen

ou T
n’® n

est un polyndme homogéne de degré n. Si f;é 0, on définit

la "valuation" de f comme le polyndme homogéne non nul de
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plus bas degré du développement de f en somme de polyndmes
homogenes. Soit I 1l'ensemble des pdyn8mes homogénes,
"valuations" d'une fonection f non nulle appartenant & A,
(I est stable par multiplication).
Lemnme 2.~ Si A # C{tl""’tﬁg’ il existe au moins un
polyndme homogene qui n'appartient pas & I.

Démonstration.~ En effet, si tous les polyndmes homo-

genes appartiennent & I, on en déduit que tous les polyndmes
“homogénes appartiennent éﬁ@, le complété de A pour la topo-
-logie M(A)~adique, et comme'xfwc{tl,.o.,tn} = A, On en
déduit que A = agﬁl,...,tng.

Soit D un opérateur différentiel sur A d'ordre d, induit

par un opérateur d'ordre,Sd sur @{tl,...,tn}. On a :

D(tP) = ) P(p) tP7K

xez™
(sip = (pl,,..,pn) est un n-uple d'entiers, on pose
Y
tP = tllx...xtnn), ou pour tout ké;Zn, Pk est un polynlme

en p de degré totalgﬁd. 51 1'un des k; est supérieur ou

by

égal & 1, P, contient en facteur
pi(pinl)ooo(pi-ki+l)'
On en déduit : si P, . ZE0, on a :

n
E sup(ki,o) S d, d'ob k; {4 pour tout i.
i=1
Proposition 11.- Soit (X,0) un germe d'espace analytique

dont le normalisé est (c?,0), et tel gque A = CT&,O vérifie
(1) (ce qui implique n>,2 si (X,0) n'est pas normal). Suppo-
-sons que p’l(S) soit contenu dans t; = O. Alors, si (X,0)
n'est pas normal et si D est un opérateur différentiel
d'ordre {4 (d>0), on a pour tout k = (kl”‘°’kn) tel que

Pkfifo :

Kytes +k -\Qd—l | ou Ik é a-1.
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Démonstration.~ Si 1'un des k, est {0, on a :

k1+...+kn<sup(kl,0)+...+sup(kn,0)\<d.
51 tous les ki sont positifs, il suffit de montrer que
P,y ==0. Il suffit en fait de démontrer ce résultat
(d50y...50) u
pour un opérateur d'ordre dJ}Nb. (En effet, s'il existait
I 4 ' ~ | K3
un opérateur D d'ordre d (N, tel que P(4,0,...,0) #0, il
suffirait de 1'élever & une puissance suffisante pour
obtenir un opérateur A ayant la néme propriété et d'ordre
a2 NO). Supposons qu'il existe un op‘éra'teur D d'ordre A} N,
tel que P(d,o,.‘.’o)z¥?0. Alors,
P(a,0,...,0) = @P1(py-1)...(py-d+l).
Etant donné un polyndme homogene de degré q, Qérﬂ{tl,...,tnﬁ,
il existe alors un polyndme REA tel que D(R) = Q (modulo
ML(@{tl,f?T,tn})q+l). [four montrer ce résultat, il suffit

. Pptd Py Pp s
de vérifier que les D(t1 by et ) (modulo (C{tl,...,tn})

. q+lz
pour les p = (pys...,p ) tels que [p| = py+...4p, = Q
forment une base du C-espace vectoriel des polyndmes homof
-génes de degré g. Cette vérification est un simple exercice
d'algebre linéaire !] Lt'opérateur D ne peut donc envoyer

A dans A, compte tenu du lemme 2,

Théoréme 5.~ Soit (X,0) un germe d'espace analytique

dont le normalisé est isomorphe & (€",0), tel que A =<jiX,O
vérifie (1) et tel que p'l(S) soit contenu dans une vraie
sous-varidtd lisse de (€%,0). Alors, si (X,0) n'est pas
normal, la (Bé’o—algébre gradude Gr(DiffxTCfi,o)) n'est pas
une Cfi’o-algébre de type fini. '

. n
Démonstration.~ Au moyen d'un automorphisme de (¢7,0),

on peut se ramener au cas ol p"l(S) est contenu dans t; = O.
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La démonstration se fait alors par l'absurde, Si
DiéiDiffdi(A)/Diffdi—l(A) (i = 1y...59) sont des géndrateurs
de Gr(Diff™(A)), on considére l'opérateur d'ordre d suivant,
ou 4 = (2N0+1).sup(di) : bm(ar ) 1 .

D(t?) = py(py-1).eu(py=a+1) t,5 O a2 .t
L'opérateur D envoie A dans A, C'est donc bien un opérateur
différentiel sur A. Remarguons que‘D-est un opérateur diffé-
~rentiel homogéne pour lquel kl = d=N_, ki+.oetk = d-N .

Soit A 1'image de D dans Diff%(a)/pife?1(a). sSi dans
Gr(Diff*(a)), A s'écrivait comme combinaison lindaire &
coefficienté dans A de produits de Di’ dans chaque produit,
il y aurait au moins (2NO+1) facteurs, et donc pour tout
terme'Pk(p) tPE gy produit, tel‘que Pk5£ 0, on aurait
‘ kl\<d~(No+1) ou k1+...+knéd—-(No+i). Contradiction.

Corollaire 5.- Soit (X,0) un germe d'espace analytique

dont le normalisé est (€™,0). Sous les hypothéses du
théoréme précédent, enjgn¥ Gr(Diffw(Cfggo)) n'est pas unb
anneau noethérien.

Ce corollaire se ddduit de la proposition 6.

" Corollaire 6.~ Soit (X,0) un germe d'espace analytique

dont le normalisé est isomorphe & (¢",0). Si 1l'ensemble
(5,0) des points singuliers de (X,0) est non vide, de
codimension2,2, et si i'image réciproque de (S,0) dans
(Cn,O) est contenue dans une vraie sous-variété lisse de
(¢™,0), alors Gr(Diff&?Cyg’o)) n'est pas une Cg,o—algébre

de type fini.

Corollaire 7.~ Soit (X,0) un germe d'espace analytique i ducti b
dont le normalisé est isomorphe a (¢™,0). 5i O est un point

singulier isolé de (X,0) et si dim X3 2, alors



27
Gr(Diff“Y(T%,o)) n'est pas une CY%,O;algébre de type fini.

Exemple 1l.- Si on consideére la surface X dans ¢’ d'éguation

x2y ~ 22 = 0, on sait que (1) est vérifié pour A = CYX o°
9

0. Le théoréme 5 s'applique

H

Ici, p"l(S) a pour dguation u
v
dans ce cas ¢ Gr(Diffw(CY’ )) n'est pas une O, .-algdbre
X,0 %0
de type fini.,

Exemple 2.~ Dans [9], Stutz définit les "normalisations

en sdries de Puiseux". Soit (X,0) un germe d'espace analy-
-tigque dont le normalis?d est (@n,O)..On dit que (X,0) admet
une "normalisation en séries de Puiseux" de rang k s'il
existe un entier N, et un systéme dé coordonnées locales
dans (¢%,0) tequue A'z P*(CYX,O) conti§nne |
e{tys ety JU b0y 0t et aU e Ut 2e gt 3.

Si (X,0) admet une "normalisation en séries de Puiseux"
de rang k, et si kggnyZ, le corollaire & entraine gue
Gr(Diffw(Cyi,o)) n'est pas une Cfiyo-algébre de type fini

(si Cji,o £ e{tyseeanty}). .

: k
En revanche, pour A = C{tl""’tn_l’tn

l,...,tnp}‘avec
(kl,.,.,kp) premiers entre eux, Gr(Diff¥(a)) est une A-algebre
de type fini. Bien entendu, les opérateurs différentiels
sur A ne sont pas induits par des opérateurs différentiels
sur C{tl,...,tn}.

2, Etude de Diffw(Cfi,o).

Nous avons montré gue dans certains cas, Gr(Diffw(Cyk,o))

n'est pas une ()& O-algébre de type fini., Cependant, il
b
. . o0 \/ . ’ e .
peut arriver que Diff (C;X’O) soit engendrée par C)X,O_et
un nombre fini d'éléments.

Théoreme 6.- Soit (X,0) un germe d'espace analytique

dont le normalisé est isomorphe & (€%,0). Supposons que

0 soit un point singulier isolé de (X,0) et que A = p*(CT&,O)
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C &{tl}éﬁ:lpnimsoit.engendrée par des mondmes (i.e.,
ool - NI
A = @{t gecesl p} ou (Kl,...,kp) sont des n-uples de nombres
entiers). Alors la C-algébre Diff°{4) est engendrée par A

et un nombre fini d'éléments.

Démonstration.- Le théoréme étant vrai pour n =1 (cf. II),

on peut supposer n} 2,

Soit I 1l'ensemble des n-uples p = (pl,...,pn) tels que
t? = til...tnnéﬂA. D'aprés un théoreme d'0Oka, si f est une
fonction de C{tl,;..,tn} nulle sur p“l(S), il existe un
entier p tel que fp.C{tl,...,tn}CjA. On en déduit que pour

“tout indice i (1 (i¢n), il existe un entier N; tel que A
contienne ti%.m{tl,...,tn}.

IL'ensemble " - I est fini. Pour tout sous-ensemble J
de % - I, 1'iddal “J(J) formé des polyndmes de @[pl,...,pn]
nuls sur J est de type fini. Comme il n'y a qu'un nombre
fini de tels sous-ensembles J, on peut trouver un entier h
gui majore les degrés des générateurs de chaque ’3(J)>pourb

Jon® - 1.

Comme A est engendrée par des monlmes, pour tout 4,

Diffd(A) est engendré comme A-module par des opérateurs
différentiels homogenes de la forme
D(tP) = p(p) tP7E,

Le polyndme P doit s'annuler sur l'ensemble I(k) =={];€ pr—k(f;};
I(k) est la réunion d'un ensemble éventuellement infini
formé des pEI tels que p-—ke;[\ln, et d'un ensemble fini formé
des p&€ 1l tels que p—ké[\Tn, p-k(fl. Pour la suite de la démon~:
-stration, il est important de distinguer ces deux parties
de I(k) et d'éerire

P(p) = A(p,k) Q(p-k)

ob k) = | | E)i(pi-1>...(pi-ki+1)]
1€{i|k;70} | |
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s'annule sur I(k)fWﬁﬂEI]pnk¢tﬁﬁg et Q est-un polyndme
nul sur 1l'ensemble .
J(k) = §a€&N"| q¢ I, qtk €1},
Soient QJ(k),l""’QJ(k),s des générateurs de C)(J(k))
de degres\<h.
i .
= .. pd (-
:i::: 85,35 P Q(x),1(P-k)
"1y ] '
- 3~ 13, J
Donc D E 24,5 De,ax),ict 21 dt
A 1y
ol Dk,J(k),i (+®) = A(p,Xk) QJ(k),i(p'k) tP7K est un opérateur
différentiel sur A. |

On en déduit que Diff™(A) est engendrée par A, les é/bti

(i =1y.0.yn), et les Dk,J(k),i' Nous pouvons maintenant
énoncer le résultat plus précis suivant :

Provosition 1l,- Tout opdrateur différentiel D EDiff™(A)

est combinaison lindaire & coefficients dans A de produits
d'opérateurs différentiels d'ordre;gdo = sup(h+§;Nj,2Ni+l).

Démonstration.- Il suffit de démontrer que tout opérateur

D d'ordre d >d  de la forme

D(tP) = A(p,k) Q(p-k) tP7F,
ol Q€ I(J(k)) et deg(Q)(h, s'écrit comme mrmdmkkx somme
5 coefficients dans A de produits d'opérateurs d'ordre{d.

Comme deg(Q)g}u on en ddduit que
z sup(k.,o),>zzj N..
3 2 i Y
I1 en résulte qu'il existe un indice i tel que ki:>Ni (donc
N\
ki//I\Ii+l).
51 ks 3Ny, et si QEN",  q+k €I & g+ke ™. Donc
CJ(k) =£qéﬂnlq¢l,q+k€ﬂn}. '

Soit maintenant un entier j (O‘(jsti+l). Soit
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kY = (kppeensky=dyeenrdy) L'opéraieur D, défini par
Dj(tp) = A(p,kﬁ) Q(p~k5) £PE]
est un opérateur différentiel sur A car J(kB)CZJ(k), et 1l'on

a ordre(Dj)<d = ordre(D).

N N,+] N.+J
1 o/ atil (3 =1y...,n) est un opérateur

ti‘ ‘ |
différentiel sur A d'ordre <2Ni+1.
N, _N.+j _ N,+j
i i i - .
Dyftym O /0oty )(+P) = A(p,k) alp-k) [(p3-1)...

. p=-k

N, (N.+j N, +j
i i i P Ly _ . D
Lemme %.,~ il existe des ajéic tels que
N. +1 |
J=1
Ce lemme est une conséquence du théoréme de Bezout,

On en déduit :

Ni+l Ni N.+J) Ni+j
D = Z::l _aj(Dj'ti O /ati y, ce qui
J:

démontre 1la proposition. '

Exemple .- Soit A la €-algébre analytique @{X,yz,y3,xy}
formée des séries convergentes en X,y sans terme en y.Soii
(X,0) le germe d'espace analytique associé & A ; (X,0) est
un germe d'espace analyt}que irréductible de dimension 2,

0 est un pint singulizi%ﬁe (X,0) et par suite, Gr(Diff™(a))
n'est pas une A~algebre de type fini. Le théoréme 6 montre
que Diff{A) est eﬁgendrée par A et un ﬁbmbre fini d'éléments.
Dans ce cas particulier, nous allons expliciter un systéme

de générateurs pour les opérateurs différentiels sur A.

Proposition 12.~ Pour tout n, Diffn(A)/Diffn~l(A) est

engendré comme A-module par les classes des (3n+4) opérateurs

suivants



n n n n
< J y 2 9 ya Emm
s s . H b
ox E&H Oxt 0x
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) > D P 0
x byn r ¥ ayn r ¥ Byn - ayn—l .

En calculant des crochets de ces opérateurs, on montre
Proposition 1%.- La €-algébre Diff”(A) est engendrée

par Diffg(A) et 1'opérateur X(b3/bx3).

Démonstration.- Ia démonstration se fait en prenant des

crochets d'opérateurs d'ordre n avec des opérateurs d'ordre
2 pour obtenir des opérateurs d'ordre n+l. On obtient par

exemple

[x ?iw X zf~i)= (n-2) x 2F+%“
'axn s bXZ _’axl’l'l‘l ’
2 ' 1
Y4 2
[+* axn”‘z?] R
n n+l
3
[ 'S;—ﬁ s X “J an+1 ’
2 n+l
23 2
[XY N X-sz] = (n-2) xy WAL
n n—l 2

[ 0 9 N _2_)____]
y JuPEg kT Pk kT 0t 52
-bn+l -Bn

= (n-k) (y'a n+l- kb k ’B n+l—x\vk -1

)

et c.
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