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Théoreme de Iindemann-Welerstrass

Alain MACADRE
(orsay 6 mars 1973)

T = Contexte historique

En 1748 Buler conjecture 1'existence de nombres transcendants en considérant les

logarithmes de nombres rationnels,

En 1844 Liouville donne vne propriété des nombres transcendants et en montre

BEn 1873 Hermite montre que e est transcendants par une nouvelle méthode indé-
perndante des travaux de Liouville,

Bn 1882 Tindemanr, en uvhilisant cette méthode, montre que si o est algébrique
nul, alors e est transcendant ; donc que g est transcendant,

Er 1885 Weierstrass améliore le théordme de Lindemann et montre que si
b b b
2

. : L © e . 1 n
Lo,T sont des nombres algébriques distincts, alers e ,e ,..058 sont

B
Va9 ¥yp0009
17 2 0

linéairement indéperdants sur les nombres algébriques,

Ce thécrime est équivalent gu théoréme suivant
Théordme : Soient o ,....00 des nombres algébriques, @-linéairement indépendants,
e ek et 15 9 s g

Alore 8 L..0.0,8 sont algébriquement indépendants,
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1.2

IT - Notations et rappels

1) si K est un corps de nombres (i.,e, une extension algébrique de §) on
note par IK 1'anneau des entiers algébriques de K .
2) Soit a € X, On appelle dénominateur de a wun entier naturel d tel que

da € IK , Soit dla) 1e plus petit dénominateur de a et soilent 61ooooh (si

n o= [K :Q]) les plongements de K dans C , On note

lafl = max  Jo(a)]

1:190oorl

taille a = t{a) = max[Log!!a” ,1ogd(a)] .
Ia taille vérifie 1'inégalité suivante 3

~[x: 0] 10g d(a) - ([x:0]-1)t(a) < Tog|o, (a)] (ref (1)(2)) .

%) 8i P € K[X] on note par HPi! le maximuim des valeurs absolues des coeffi-
cients et de leurs conjugudés de P .

4) lemme de Siegel, I1 existe une constante Cy >0 ayant la propriété suie-
vante :

Soient r et n deux entiers n > ¥ » 1 et aij (1 Ligr , 1€I3K n)

des é1éments de K . Soit d. (1 ¢ i ¢ r) wun dénominateur commun positif de aij

pour 1 J g nj soit d= max di et A = max “ai.!l o
14T 1ige 9
1<Ign

Alors il existe n éléments X1,0009Xn de ¥ entiers sur Z non tous nuls, tels

que
n
Z;: aij Xj =0 pour 1 i g7
3=1 r
ner
et max ijllg CK + CK(CK ndA) (Ref (1) ou (4)) o

j:19000n
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5) Domination, Soient P et Q deux polyndmes & une variable

+d
il

V ~
- a(\)>z ou av €EC

b 7t avec b réel 3 0 .
W 33

O
Il

Oz 4it que @ domine P et on note
PLQ
si pour tout (v) on a laV! < b(v) o

Une propriété est que DP < DQ ou D est la dérivation, (ret (1))
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III = Démonstrabion

Rappelons tout d'abord le théoreme & démontrer

Théoréme de L,W 3 Soient Oy yoeosty des nombres algébriques, @-linéairement indé-

o o
pendants, Alors e 1,°°°,e ® sont algébriquement indépendants,

Ie point essentiel de la démonstration que nous allons donner est de montrer

le lemme suivant s

Lemne fondamentsgl s 81 K est un corps de nombres, si B1,°,,,Bm sont des éléments

* *
de K ‘tous distincts et si o € X , alors le rang de

aBi of

e ,o.a’e

m

m

ur % o
[SI¥RA K es > Etf??@?
Ce lemme est suffisant, En effet
A) Nous allons supposer démontré tout d'abord ce lemme fondamental et montrer com—

ment le théoreme de L.W. s'en déduit,

Soit K: Q((x1gooo,(xs)o

o, v ast

POSOl’lS f1 (V) =€ gaooyfs(t) = e °

Suppcsons que le théoréme de L,W, ne soit pas vrai, Alors il existe un poly-

§>
)

[}

g , & coefficients dans -K , non tous nuls, de degré d tel que l'on ait

52, (0)seeef (@) = 0
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est m =T =0 .
V- S+1 (v+s )
v v Vo0, Feoetv d )T
Or f11°9°fss = & T S 8

et on peut prendre pour 51,00095m_ les combinaisons linéaires V1a1+°°°+vsas avec

V1+°°°+vs v ol v est un nombre que l'on prendra suffisamment grand, (on a donc

IIl:IIl).°
\Y

Mais si g(f1(a)9an°9fs(a>> =0 on a aussi

W B
1 s
£, (). f (o) og(f1(a),°°°3fs(a)) =0 pour peeetpg < v=d

On obtient ainsi mv_,d relations pour les

v
1 s
m nombres f1 (a)coofs (a) (v1+a°o+vs < v) .

Ces relations sont évidemment indépendantes puisque entre deux relations distinctes,
les mondmes ne sont pas tous les mémes,

D'apres le lemme fondamental, on doit avoir
m
mo-m . ) Y
v v=d ” 2[K:q]
ce -qui donne aprés division par m,

m

1 v-d
VTR T » mo o
mvmd v(v“1)o.o(v=d+1>

Or

m T 1) vrs=1) ... (vis=d+1 )

que 1l'on peut rendre aussi proche que 1lton veut de 1 en prenant v assez grand ,
Dol une contradiction, ILe polyndme g mn'existe donc pas et le théoreme de L.W.
est démontré,

11 nous suffit donc de démontrer le lemme fondamental,
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B) Démonstration du lemme fondamental,
La démonstration se fait en plusieurs pas,

Dans toute la suite, nous noterons
2

nous considérerons m comme donné évidemment et n comme un parametre, Les cons—

tantes ¢, @19 <, dépendent ainsi de B, et m,
ier pas ¢ On constrult une nouvelle fonction

31(z) = P1(Z)F1(Z)+000+Pm(Z>Fm(Z>

cu PT,OOO,Pm sont des polyn8mes & ccefficients dans IK et telle que F1 ait
un zéro d'ordre élevé au point z =0,

Plus précisément nous allons montrer le
Lemme 1 ¢ Etant dormé ltentier n > O , on peut trouver des polyndmes Pj € IK[Z]
non tous nuls tels que

(1) don <an et Bl M 2t

(ii) ia fonction ¥® a un zéro d'crdre (2m=1)n en O

1

) v

(111) si = a =

: ) F1(Z) Z:: v vl

v=0
alors ]avl < ;V cn nZn o

/ 2n—1

Posons P.(z) = D. 4 D. .% 4ooot D. % .
J pJ’O p3,1 p3521h1

Nous avons 2Zn.m  inconnues quil sont les Pj o
2

D'autre part ou doit avolr

av':o pour V209 190005(2111':1):{15‘1
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ce qui donne (2m=1)n équations,
Berivens ces équations, Nous désignerons par T le cercle de centre 0 et de rayon

1 parcouru dans le sens positif, On a

a F, (z) - .
—%3 :"—T‘"J‘ 1 dz = Z [p (—é%;rfr ZM v=1 eBJoZdZ)] .

Jp

PZ (j———:o,19¢aom
H=O§1yooonl"=1
Dfolr
3 P, ©. =0  pour v =0;1...,(2m1)nm1
§=0, 1., .m I Joks
u=031,..20=1
0 si wvu<o0
cu c. =
Jdalhe V Y iaalV
%3
sineon
(\)‘pji
On a donc ¢, € K et 1l'on voit que
JolsV
n
Max |e. vi e,
Jypev 27V
~ ‘ . . no_2n
De méme un dénominateur des ¢, sera majoré par c,_.n .
Jols V 2
Appliquons le lemme de Siegel, On peut trouver les pj u non tous nuls, dans
-9
tels >
IK gque
n _2n .
“pjp“\< 03 n pour’ J - O?ooom et \.L = 0,1500,211-‘1 °

On a donc

boyll < <5 <"

Les coefficients de F1 vérifient (ref (3))

w! F1(Z)
8 = e jq dz

v 21 T Zv+1

(o a =0 pour v = 03100, (2m=1)n~1)

et on obtient encore
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Z:: (v&)p, c, = a

Ju JusV v
J=0,0. 010

1=0,1s.0(2n=1)

mais cette fois ci on n'a plus v < (om=q )n=1

g,
i n
On a lvl c. l g d =¥l (¢ e .
JoltsV (v"pju t 5
On a donc
vy n o 2n

a {¢c ¢c_ n

l vl 4 5
et pour une certaine constante ¢ on a

ol ¢ ™ 2 et fa ] ¢ ¥ o i

2¢ pas ¢ Au premier pas on a obtenu une forme linéalre Fi(z) avec des poly=-

ndmes en 2z qul approche zéro, Dans ce deuxiéme pas on va obtenir d'autres formes
dlapproximation en dérivant, Bt ces formes vont &tre indépendantes,
Plus précisément démontrons le
- . . k .
Temme 2 ¢ Solent les Ej’ P39 F1 définis au premier pas, Soit Fk}1 =DF (Ou

D est'la dérivation) (et k =1, 2,...).

Posant Fk = Pk91 E1 +ooot Pkym Em ol les ij sont des polyndmes, Alors le rang

de la matrice (Pk j> (k¥,5 =1, 2;0..m) est égal & m ,
2

Posant E1 F1
B=1. et P =1 .
B I
m m
Oon a

F = PE ou P~(P )(k J=1,2000m) o

On a dlautre part
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K k_ k
DF, = (D+B1) PyoEy eoot (D+g )P _.B_

1 1

P1 ©000000 Pm

Ainsi P = (D+B1>P1 voooeoo <D+Bm)Pm‘

m=1
L © 00 0 (D+Bm) P

( -1
\D+B1) P o

1
Soit A= det P,

d d
Appslons U, % 50009 7 " Jes monSmes de plus haut degré de respectivement

P1900§9Pm o

Alors le terme de plus haut degré de A(z) est

d1+o”+dm
©c00C0C oo Bu Z

d +e..+d
m
coo00oco P u1u 000l B

Le déterminant qui apparaft dans le coefficient du mondme de plus haut degré est
un déterminant de Van der Monde qui n'est pas nul & cause des hypothéses faites
sur les Bi o

A(z) a done son monlme de plus haut degré qui n'test pas nul, donc A(z) £0

et le lemme 2 est montré.



Y

& pags : la matrice (ij(z)) (kgj = 1,2,°°°m) a pour rang m , Mals pour un
nombre quelcongue % 0 , la matrice (Pk9j<§)> (k,j =1,2°°°m) n'a pas obliga-
toirement pour rang m , Nous allons montrer dans ce troisiéme pas que si nous
prenons suffisamment de dérivées on aura une matrice (ij(g))
(3=1,2,0om,k=1,2,,, ?) de rang n ,

Pour cela montrons tout d'abord que

1) si £ est un nombre complexe non nul, il ne peut &tre un zérc de A
dlordre > n ,
En effet on a a®a £ (2n~1)m ,

o~

goit P la matrice transposée des mineurs de P

o

on a ; P = AT ,

Comme P = PR , on en déduit que AR = EF o

Comme ordo Fj by (om=1 )n-m et comme aucune des composantes de B ne s'annule
pour 2z = 0 , on en dédult que OrdoA y (om=-1)n-nm ,

Alz) est donc un polyndme de plus haut degré ( (on-1)m et de plus bas

degré (om-1)u-m

On en déduit que

ordaA £ (2nm1)mf=(2ms1)n+m R

Dol ordEA {n pour. E£0 .

2) Le nombre n  va nous donner le nombre de dérivées & prendre, Montrons le

Temme 3 s Pour tout nombre complexe | # 0 , la matrice (ij(g))

(k:=1,2,°°°m+n et J :192D°°m) a pour rang m ,



5 4+ =
SOlV P(k) —_ [Pk"]‘.o.Pk,m] o
Oon a donc
k—1 k-1
P(y) = [(D+B1) P1o°,°(D+B1) 2
Posant

(D+B1)

D+Q = o

on obtient 1tégalité

4 K 4
Plrm) = (3+2)7 "By -

R ~ S S i 7
D'autre part ona PP =Al = P, P= P. P.
. t t t
Pulsque P = [( P(1))°ooa( P(m))]
on obtient
pt t t
D = P e0 o0 °
(p+@)" P [( (1+H>) (P )]

goit T = ordaA . (Alors r g n),

Appliguons (D+q)° & AT

(p+@)(a1) = (2+0)"(*. ") = z%j O“[(D+Q)u *p]

u=0
ou CH sont des matrices de polynfmes,
Faisant 2z = ¥ on obtient
r = 1 t
DAE)T = ¢ P ecso I
(¢) %;E M(i) L (1+M)(§> (m+u)(€)}

A gauche on a une matrice scalaire non nulle,

A droite apparaissent les colonnes

1.1
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0 6

avec k ¢ m4r { m4n .
Le rang de ces colomnes est par conséquent égal au moins & m et le lemme 3 est
montré,

Finalement, dans ce trcisidme pas nous avons trouvé une matrice ij(g) gqui
est régulidre,

N

& pas : Nous allons montrer que les fonctions P, ne sont pas "trop grandes®,

k
Lemme 4 : Soit k¢ min , Si n > c(g) alors
n 3 -(om-2)n
[Fk(a)l N ‘
n _3n n
Hij(a)“ < 05 n’ et den ij(a) < 05 .

Montrons tous d'abord la premiere inégalité, Soit N = (om=1)n et posons

Pz
¢ (z) :.,_}f_(;__.),,
k ZN=k+1

G est une fonction entidre,

k

Cheisissons o 3Hel que ]ai ¢ N . Appliquons le principe du maximum 2 la fonction

G sur le cercle de centre 0 et de rayon N , On cbtient

k
()] < oyl

| (048 )5 "p (2) 8,2 (0+8_ )5 e (2) B 2
P oL Sl Ml

kN Nkt °ee N-ko+1

Z Z
o
(D+Bj) 1Pj(z)
& mC., Max . — o
51 5 zN k+1q N
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EA

k-1 n n
. ‘(D+Bj) Pj(Z) . 2r cg, m M%XlleH
> -k by pmene-k

1= " dv. mumérateur provenant des entiers (2nm1)(2nyz)aooo obtenus par déri-

vatizz) (ref (3)),

<D+Bj)kw1Pﬁ(z) 023 nin 0
Max : ~ J < n * _
J ZN kg N [(me,,)n](Zm 1) n-on4P=m-1
1 n=-{2m=2 )n
€ 5y poom(em2)n
Don
noon -2 )1 _x
0 € 6y o2 o s
Soih

30 5(2m=»2 n

. n
Py (a)] < ol :
Pour la deuxidme indgalité la démonstration se fait par récurrence, On a

Pj(Z> ¢ cl'l ﬂ2n.<1+z>2n~1

et par réourrsace il est facile de wvoir que
n oy Ne=
)

; k.
D .) P, < c n
(D+p, )Py < o5y

Pour la troisidme égalité, la démonstration se fait aussi par récurrence : on

n
den P, {a) < cl .
kJ ) < 59
Prenant alors ¢ supérieur & ¢ , G et ¢ cn a le résultat cherché, Nous
g PuRerE 56 7 758 59

commes maintenant en mesure de démontrer le lemme final,
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N

& pas 3 (pas final), De 1l'indépendance linéaire des fonctions E1?000Em gur les
polyndmes ncous allons déduire une borne inférieure du rang des nombres

E1<a>ooogEm<a> sur K.

Lemme fondamental 3 Le rang de E1(a),.,°,Em(a) sur X est 3
On a, si on appellie r ce rang

g = E1(oc)oK + EZ(oc)K Hesot Em<oc)°K - Ee1(oa)°K ®, . . D Eer(oc)oK .

D'apres le lemme 3 on sait gqu'il existe une matrice ®(x) régulidre, donc une

. .. . m m . .
matrice bijective de X dans K ., L'image par iP(a) d'un sous espace vectoriel
de dimension r est un sous espace vectoriel de dimension r ,

or ®a) transforme

(E1 («)yee B (a) en (Fk1 (a)yeos kam(a)')

N,

ol k19°°°9kﬁ. sont inférieurs & mn ,

Donc (Fk (a)’°°“’Fk (¢)) a un rang égal & r , Il existe donc m-r relations
1 m

entre ces nombres, I1 ¥y a done m-r combinaisons linéaires égales & 0 de ces

nombres, donc m-r combinaisons linéaires égales & O des Ei(a)o

Oon peut écrire, en prenant méme xﬁj € IK (en multipliant les égalités par les

dénominateurs adequats)

_ /
0 = K11 E1(a) +ooot x1m Em\a)
j I N A E_(a)
F,o= Py E1(oc) feeet P Em(oc)
1 1,1 N m
Fk ::Pk A E1(a,-h,o+ Pk 1 Em(a)
L r r r

et la matrice des coefficients des Ei(a> est réguliere,



S0it & son déterminant, On a, en résolvant le systéme par rapport & E1(a>

6E1<oc) =B, Py (0) +ooo+ B, Fkr(oc)

TR

ol B1’°°°Br sont leg mineurs de & relatifs & la premiére cclonne,

Diapreés le lemme 4 2n a

taille(s) ¢ 3nr log n + 0(n)

den & < o(n)

et on obtient aussi

¢ ot n3n(rm1)

1B 1seeeslB ] < i

(%

|

N n 3 -(om-2)n
et le(a>l £ 014 n n

og 6 ¢ 3n(r—1)Log n+ %n Log n - (2m~2)n Log n + O(n)

£ %nr Leg 0= (me2)n Ing o + O(n} o

Appliquant 1'inégali%é sur la taille, divisant par =n Log n et prenant

grand, on obtient
(om-2) ¢ 3r[K:q] .

D'ou 1= lemme fondamentsl,

n  assez



IV -« Bxtension du théoreme de I W.

Bn regardant quelles sont les propriétés de la fonction exponentielle utilisée,
shidlovsky a réussi & généraliser le théoréme de L,W, aux BE-fonchiocns,

Une E foncticn est une fonction gqul admet un développement en série de la

fTorme

©0 n

Z
f(z) = : oﬁn h—j

n=0
o o« € K (K corps de nombres) et satisfait
Bl Hanl £ ™ pour une certaine constante ¢ (ou mieux £ O(ngn) pour tout
e > 0),
B2 I1 existe une suite de nombres d.n £z, d.p >0 1tq dn est un dénominateur
peur o (k = 0,...n) et dn < ¢ (ou mieux 0(nf™)).

Exemple de E-fonction : Ia fonction de Bessel

JO(Z> =2 nt)2 °

Ta difficulté dans ltextension du théoreme de L,W. est de démontrer le lemme 2

es F--fonctvions,

{&J

pour
Le théoreme de L,W, Shidlovsky est

goient f ,,.0,% des E-fonctions, algébriguement indépendantes sur K(z) et

X' = 0X

o ¥ est un vecteur colonne et @ wune matrice carrée de fenctions rationnelles

*
de x(z), soit o € X et ¢« distinct des pdles des fonctions de @ ., Alors les



valeurs

f1(a)9°,°,fs(a) sont algébriquement indépendantes,

Application de ce théoréme
-~ fonctions exponentielles bien slr

- fonctions de Bessel sclution de 1'équation

KZ
yt e =yt + (1-5)y = 0
Z
o A appartient & un corps de nombres,
Ribliographie

[1] TANG, Introduction to transcendental numbers (Addison arnd w‘esley)c
[2] TANG, Algebra (Addison and Wesley),
[3] 1Leurent SCHWARTZ. Cours d'analyse (Herrmann),

[4] Th, SCHNEIDER. Introduction aux nombres transcendants (Gautbier-Villars,

A, MACADRE
I.U.T, de Reims
rue des (rayenes
5110C REINS



2.1

Rappels historigues sur la théorie

des nombres irrationnels et transcendants

Frangoise CHANET
(orsay 13 mars 197%)

Un nombre algébrique est une solution d'équation aigeprique a coefficients en—
tiers générale alors qufun nombre rationnel est solution d'une équation algébrique &
coefficients entiers du premier degré, Ia seconde notion est donc apparue beaucoup
plus 8t que la premiére ; et les résultats sur les nombres irrationnels (: non ra-
tionnels) sont plus anciens et plus simples souvent, mais pas toujours, que les résul-
tats analogues sur les nombres transcendants (: non algébriques)°
I. Avant 1840,

Pour les Grecs il n'y a de nombres gque les entiers (ceux bien slir que nous disons
maintenant strictement positifs)° Néanmoing ils utilisent les “rapports d’entiers®
(autrement dit les rationnels strictement positifs) toujours d'ailleurs du point de
vue géométrique des "rapports de longueurs équivalents"), décrivant leurs opérations
et démontrant certaines propriétés algébriques de ces opérations. ILa grande découverte
de 1'éccle de Pythagore (vers -500) est que la diagonale du carré n'est pas dans un
“rapport dlentiers" avec son c8té, en termes modernmes que V2 est irrationnel, Dfautre
part le rapport de la circonférence au diametre (ce que nous appelons le nombre n)
n'est pas considéré comme un "rapport dlentiers" et Archimdde (vers -200) en donne des

approximations successives par la méthode des polygones, Ces deux résultats fondent la
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des irrationnels, Quant aux problémes de transcendance, du fait du caractere

gdondiriqus des mathématiques grecques, ils ne sont abordés que par le biais du fameux

ia quadrature du cercle et de problémes analogues de constructicn par la
ragles 2% le compas, dont 1'impossibilité résulte en fait de 1'insolubilité de cer-

équations (en rationnels).

1a théorie des nombres irrationnels et transcendants prend ensuite un vrai départ
eu 18tme gidcle : elle bénéficie de la mise au point de 1l'algebre formelle a partir du
158me et de l'essor de l'analyse (fonctions exponentielles et logarithmes) & partir du
De plus sans en avoir fait de construction formelle les mathématiciens de cette
évuque se placent dans le corps des complexes (nombres imaginaires) au besocin, Ure des
premidre mentions des nombres transcendants est faite par Buler en 1748 dans son

begductio in analysin infiniftorum" (OeuVres completes—~tome VIIT-page 108) 3 ™il

clairemsnt que les logarithmes rationnels proviennent des puissances de la

est a2, 84 b n'est pas une telle pulssance 1oga(b) n'est méme pas irrationnel
.y ] . . n . + o

s sirnom {par exemple %) on aurait avec b rationnel : a' =b ce qui est impos-

Ces logarithmes ni rationnels ni irrationnels ont droit & 1'appellatiocn de

ta," Quoi quon puisse penser des arguments dfFRuler, on peut remarqusr

qutit voze ls probldme (irrationnel dans ce contexte = algébrique réel) au sujset des
L ! By k2

w
0
]

gul effectivement sont explorés jusquau moment présent (Baker), Vex

3ilien 0 184me sidcle également se perfectionne la théorie des développements en

fracilons continue, treés lide & 1'irrationnalité puisquiun réel est rationrel si et

gl son développement est fini, et un peu & la transcendance puisque vers
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vpement est périodique, De cette manidre Lambert en 1761 (C, R. AcC. Sc, Prusse)
w3 on peut

1

époque I
développament
dorne une démonstration & vral dire incompléte de llirrationnalité de
trouver cetite démomsiration complétée par Legendre dans les Comptes rendus de 1'Aca—
des Sciences de 1'année 1855, On peut remarquer aussi que le développement de
yoo. | trouvé "intuitivement"

11//

démie
n frachtions continue [2, 1, 3i_1j,l/°°"2n’
n'est ni rationnel ni méme un nombre quadratique, En 1815
q q

sl

=

©

e
d'une maniére trés simple en utilisant son

Buler entrafine que
e

raxr
Pourier prouvera l'irrationnalité de
1
= tooo

s e =

L™,
EVe LS

d yppement en série

(o

s théorie classique.

I1. De 1840 & 1920 :
Ta théorie des nombres transcendants est véritablement fondée par Liouville qui

son théoréme (C. R. Ac, Sc. Paris 1844) s'é-
2[x]

°

4 procpos de problémes d'approximation diophantienne établit pour la premiére fois
2

P irréductible dans

1'existence de nombres transcendants
q dans

est une racine réelle du polynbme

novce en affet 3 =i «
* °
c € B+ telle que quels que soient

il existe une constante

C
S °

n

de degré s ,
* . s P
I et p dans N on a 1l'inégalité : }n—-ml >
q
a
~ .2 - N e A 9. s . 1 ~ . - .
8i on considére donc la somme dlune série g e ol q est un entier pogitif
n n
q
tende vers 400 avec n , on voit qutelle
donc qu'elle est transcendante,

uné sulte d'entiers telle que
s

et W
n
vérifie la propriédté de Liouville pour aucun

’ R . ) . . . s s \ ,
Lax, Nﬂ = na)o Tes nombres ainsi constrults —nombres de Liouville—~ ont été tres étu-

by

par Maillet cf, C, R, Ac, 8¢, Paris de 1901 & 1907.



Ces problémes d'approximation continueront jusqu'a nos jours & représenter un
aspect de la théorie des nombres irrationnels et transcendants, en particulisr & per-
metitre de créer des nombres iranscendants autres que ceux renconirés dans 1'analyse,
Rappelons le plus céléebre d'entre eux : il s'agit d'estimer o(r) Tborne inférievre

* *

des c € R+ tels que pour tout ¢ apparienant a R+, et tout g nombre réel algé-
brique de degré n 1'inégalité ianxwi mj n'est vraie que pour un nombre £ind
de rationnels g . Les théordme de Liouville et de Dirichlet donnent déih 3

2 g o(n) ¢ n ., Thue en 1908 trouva la majoraticn o(n) ¢ =+1 améiiorée au cours du
20eme sitécle par Siegel, Mahler, Schneidsr avant que Roth en 1955 (Mathematika) ne
donne le résultat définitif s o(n) = 2. Plus cen®rale dans la théorie est la défini-
tion de la mesure de transcendance de x nombre complexe : clest une fomchior

o(x,m,H) =nin (lex)l o P est un polyafme & ccefficients entlers de haunteur ( H

et de degré ¢ m). Bien sfir x est algébrique si et seulement si pour a2 =% H suf-

fisamment grands cette fonchion stannule, Malorer cette fom

N . . " v . Am _~m )
pe des tircirs) s si x esh réel om a @(X9m0H/ <8 H et
=1
- Al 2 N . .
alx,m,H) < e H ., Clest sur le probléme plus intéressant de sz mincraticn qu'on

a commencd & travailler 42z la fin du 19%me ziécle, Par exemple Borel en 1899 montre

= k" kh
que o(e m9H} > H o(m)log log H s mgis 1a aussl le gros des résultats

urs du 20%me siecle en particulier par Mahler,

Te résultat de Borel est bien sfir un raffirement du résultat fondamental

d'Hermite 1ui en 187 rouve la transcendance de e ., Sa démonstr
s T

plus simples que Hurwitz ,,, donnercat un peu plus tard s‘appulent sur lss propriéiés
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simples de la fonction exponentielle, d'intégrabilité par exemple, et sur des combi~-
raisons “astucieuses" donnant, e étant supposé algébrique, une quantité entiére non
nylle et tendant vers 0,

BEr 1882 Lindemann adapte cette méthode pour prouver la transcendance de g et
trois ans plus tard Welerstrass (cf Mathematische Werke II p. 341 SSq) donne la gé-
néralisation connue sous le nom de théoréme de Lindemann~Weierstrass : solent
21,,!9,,0‘,,,:-11,l des nombres algébriques non tous nuls et b

b b
ques deux & deux distincts ; alors 8,0 1+°e,+ane n #0 .

1p°°,,bn des nombres algébri-

On en déduit un premier résultat d'indépendance algébrique : celle des puis-
sances de e dont les exposants sont @-linéairvement indépendants,

Ce théorsdme de Lindemann-jeierstrass semble un point final dans cette direction
de recherche utilisant les valeurs aux points algébriques des fonctions vérifiant
des équations différentielles a coefficients algébriques, Clest pourqucl Hilbert
dans sa fameuse liste de problémes du Congrés internatiocnal de Paris 1900 counsiders
le 72me 3 étudier la transcendance de ab , & et b algébriques et b drrationnel
comme trds difficile, de 1'ordre de difficulté de 1'hypothese de Riemarnn p.e, Bn
fait & peine plus de trente ans aprés ce probléme est résolu grice & de nouvelles
méthodes impliquant une connaissance plus profonde des fonctions analytiques, Men=
tionnons enfin qu'a la fin du 19e&me siecle Cantor a donné la plus élégante méthode
de démonstration de l'existence de nombres transcendants : 1'ensemble des nombres

algébriques est dénombrable alors que R ou ¢ a la pulssance du continu,
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1I. Depuis 1920 : résolution du T7éme probleme de Hilbert etec,,,

Vers 1920 des mathématiciens (Polya, Gelt!fond,,...) étudient les fonctions ana-
1ytiques prenant des valeurs entieres aux points entiers (de 7, Z[i]), en partie
culier du point de vue de leur croissance, Ainsi Gel'fond en utilisant wne méthode
dtinterpolation prouve-t-il d&s 1929 que si a et b sont algébriques # 0,I b
étant irraticnnel quadratique, ab est transcendant, Ce résultat est amélioré par
Kuzmin, puis thle ; et en 1934 Gel'fond et Schneider indépendamment démontrent leur
célebre théortme : si a est algébrique et différent de 0,I , si b est algébrique
irrationnel, alors ab est transcendant,

La conjecture d'Buler est ainsi justifiée presque deux siécles plus tard,

C'est le point de départ de nombreux travaux, spécialement des écoles russs et al-
lemande, Ainsi dés 1933 Mahler étend aux exponentielles p-adiques (sa démonstra-
tion ainsi que celle du théordme principal sera améliorde par Lang), Gel!fond en

1934 trouve un premier résultat sur les mesures de transcendance des a (qai sera

il

amélioré par son école) : analogue & celui de Borel, Schneider se consacre de 1934

4 1937 aux fonctions elliptiques sur lesquelles il obtient de beaux résultats dont

on peut donner quelques exemples : =la longueur d'une ellipse & axes algébriques est

transcendante-~ ~la fonction & de Weierstrass prend des valeurs transcendaries aux
! -1 =1

points algébriques— etc,.. et en 1941 B(p,q) =‘[ X (1=X)q dx est transcendant
0

pour tous p et q ratiomnels,

Siegel entreprend une étude arithmétique des valeurs aux points algébriques

d'une assez grande classe de fonctions entigres, les E-fonchions : [si o appar-



tient & K corps de nombres de degré h sur € , on note ’al - max(ﬂaql “p°°°a“
] 2t O 3
400 n
. . ‘s Z . .
conjugués de a)]° Une fonction entiere E c. =T est une E-fonction si
n=0c

[+
(1) tous 1es c, appartiennent & un certain corps de nombres de d fini

* on 3
(2) pour tout ¢ de B, ]on] = @ (%

N —> 400
(3) il existe une suite de a, entiers positifs tels que pour tous =n et

k 1le nombre est un entier algébrique et que pour tout = de

¢
R

* . £

R on ait 3 q, = g (%),
+
n - 400

Ces BE-~donctions forment un anneau fermé pour la dérivation, 1'intégraticn et la
myltiplication par un nombre algébrique, Elles comprennent les polynfmes & coeffi-
cients algébrigues, e? , cosz , Jx(z) fonction de Bessel, C'est d'ailleurs sur des
fonctions trés proches des JA que Siegel établit son premier théordme en 1929,
dont une conséquence est la transcendance de la fraction continue 3 [1, 2, 3,...,1,
soo o Voici le théortme général de Siegel (1949)

si f1’°°°’fn sont des BE=fonchtions sclutions du systéme lindaire & coeffi-

f[vﬁs

cients dans @(z) a'équations différentielles : y Q . ¥, K =1,000,0

14
k o U

1=1 -
(m+N)§ . . . k1 km
teliles que les ST produits de puissances de ces foncticns 3 f1 ® o000 fm

k1+°°°+kﬁA< N forment un systdme normal de BE-Tonctions, alors les valeurs de
f19°°°9fm en un q« point algébrique non nul et non pdle sont algébriquement indé-
perdantes,

81 les équations sont affines sur Q(Z) on a une équivalence entre la

g-indépendance algébrique des valeurs en o et la @(Z)-indépendance algébrique

des Fj . Citons encore un résultat de Shidlovskii (1953) dans cet ordre d'idées :
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o
»

on congiddre pour A rationnel non entier négatif la fonction

n
% ., .
et 0009l des nombres -linéairement indépen-
(A+1)oeo(A4m) Ugrocosly Q P

NE

('c
9, L2

[
1i
S

dants ; alors les nombres @x(a1),°oo,@x(an) sont algébriquement indépendants,
clest yne généralisation de Lindemanun~Welierstrass,

Avant de passer aux résultats les plus récents il faut évoquer au moins une

prartis de 1'oceuvre considérable accomplie dans la théorie des nombres transcendants

par Kurt Mahler -déja cité- depuis 1930, Un des plus connus est sa classification

des nombres transcendants datant de 1932 : pour un nombre § on définit avec a
n &
et n entiers positifs Wn(a,g) = min 4 (!E”J a. £7]) puis a n fixé
1 ' lail<a Z aigi%o i=o "
joo 171
Fs 5] W

: et enfin w(g) = lim sup 7? . On appalie alcrs (g) 1le

Wﬁ(@) = 1im sup

a Log

premier n  éventuellement infini pour lequel v devient infini, On remarque gue

W(g) et u(g) ne peuvent pas &tre simultanément firis et on pose

£ est un A-nombre ai w =20 b= o0
¢ est un S-nombre si 0 < W < 400 o= 0
£ est un T-nombre si W = 400 po= 4o
£ est un U~-nombre  si W = 400 elb < 400,

¥ est algébrique si et seulement si c'est un A-nombre, Les nombres transcen-—
dants se répartissent donc en 8-, T-, et U-nombres, Le théoreme de Mahler dif que
J 9 9 q

deux nombres de classe différente sont algébriquement indépendants, Il établi®

avnssi que les nombres de Liouville sont des TU-nombres (w=1), que e

D
n
(s
fe;
[

S-nomtre, que mw est un S~nombre ou un T=nombre, Depuls bien dtautres résultatis

ont été acquis, Bn 1937 Mahler & partir dtun résultat de Schneider paru 1'année
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précédente prouve que s1 P est ur polyndme prenant des valeurs entiegrss aux points

entiers wn rombre écrit en base q : x = 0, P(1) P(ﬁ)ooa est transcendant non
de Tiouville, Il s'occupe aussi d'approximation, en particulier précise les mesures
d2 transcerdarce de Ilog o , € , T (voir aussi les travaux de Popken et Feldtman),

le plus important des résultats récents est sans doute le théoreme de Baker
{1966) s soient a1,,°°,am des nombres algébriques dont les logarithmes sont
Q-iinéairement indépendants ; alors les nombres 1,Log a19°,°9Log @ sont
Q-1linéairement indépendants. Baker, puis Stark et Feld'man cat donné des minora=
4ions précises des formes linéaires de logarithmes,

De nombreuses conjectures ont été faites récemment dont la plus globale est

celle de Schanuel : si X1,,,°9Xn sont des nombres @-lindairement indéperndants

x X
/ ; 1 n Lo
le degré ds transcendance sur @ du corps Q(x19°,,9xn9e soo00p ) est supérieur

2 égal & n , Pour finir nous rappelons que nombre de probliémes d!éroncé élémen-
taire ne sont pas résolus s la constante d'RBuler est-elle irratiomnnelle ?
4 . - . T e e,
Quelle est la nature arithmétique de em , €4Msooo0sT™ 5 © 500092 DEME at

plus généralement e et ¢ sont-ils algébriquement indépendants %
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Construction de nombres transcendants, grice aux théoremes de

Liouville, Thue, Siegel et Roth

Maurice MIGNOTTE
(orsay 20 mars 1973)

Introduction

Cet exposé consistera d'abord en un énoncé assez bref de résultats sur l'approxi-
mation diophantienne des nombres algébriques qui, vu leur difficulté, ne seront géné-
ralement pas démontrés, Ces résultats seront utilisés pour construire certaines fa~-
milles de nombres transcendants,

11 apparaftra & 1'évidence que la théorie est encore & un stade peu satisfaisant,
Bn particulier, les nombres transcendants que 1l'on construit par cetite méthode sont
souvent trés spéciaux et Je ne connais aucune démonstration de transcendance dfun

nombre "usuel® par cette méthode,

tiong ¢ Scit x un réel

[x] désigne la partie entidre de x ,
fx} = x = [x] est la partie fractionnaire de x

9

on notera ”Xll la distance de x & l'entier le plus proche,
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1 = Approximation des nombres réels par des rationnels

i, Approximation des nombres rationnels par des rationnels

(ommencons par un résultat évident,

Thécreme 1 ¢ Soit g = un rationnel, avec b ) 1 et soit P un nombre rationnel
E SIS A Bndicioira = $ 4 ?

Sl

distinet de o , ¢ > 0 , alors on a

py 1
loc—al >Fc'l o
Démonstration
-2 = 22 o laepb] o1
q' " 'b g T bg T bq °

CquFo:Do
Donnons une conséquence triviale de ce résultat, mais qui indique le principe de la
construction future de nombres transcendants & partir d'un théoréme sur 1l'approxima-

ticn des nombres algébriques,

Corollaire 1 ¢ Soit o wun nombre réel tel que pouf tout A > 0 , 1'équation

L

o<|o¢--13|<Aq

q

admette une solution slors o est irrationnel,

BExemple : On obitient ainsi 1l'irrationnalité de e,xch

>l

1 1
, X 8in =, cos = , ¢ch , avec
X b C

M-

*
¥ ¢ N, On peut méme obtenir un résultat plus fort, a savoir :

o s . 2 * . ‘
Goroliaire 2 ¢ Scit x , avec x € N , Solent a1 , 8 ,a_,a €Z non tous nuls,

4

Alors le nombre

1 1.
a=8a chx+a =shx+a_ co8 X 4+a = sin
1 2 X 3 n

ke
l—

ezt irrationnel,
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2. Approximation des nombres irrationnels par des rationnels

Théoreme 2 (Dirichlet 1842) : Soit @ un nombre irrationnel, Il existe une infinité

de nombres rationnels g tels que
1
(1) lcx—-cl-;! <5
a
Démonstration :
goit Q wun entier P 1 , Considérons les nombres a, = {ka} , kK = 0y60.,Q , de

k

1*intervalle [091]o Partageons cet intervalle en @ segments égaux de longueur % o
Ies Q+1 points o sont répartis dans @ dintervalles, 1l'un deux contiendra donc

deux points (principe des tiroirs), D'oll llexistence de deux entiers m et n dis-

tincts %tels que
| ) = ([ma] - [ma])] <3 -

Sion pose q =n-m et p = [ma] ~ [na] , on a alors

oL A
o= ‘<qQ‘<q2

Le Tait que @ =soit arbitraire permet de montrer que (1) admet une infinité de
selutions,

Ce résultat peut &tre amélioré,
Théordme 3 (Hurwitz, 1891) 3

(1) Pour tout irrationnel o , il existe une infinité de rationnels 5 , avec

{p,q) =1 , qui vérifient

(2) la-2 « == .
oS
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(ii) Ce résultat n'est plus vrali si on remplace la constante V5 par un nombre

pius grand,

Démonstration ¢ Velr par exemple Hardy et Wright Chap, XI.

Pour une généralisation aux nombres gquadratiques imaginaires, voir Poitou (1953),
Ie travail ds Markov a beaucoup précisé ce théoréme, ncus nous contentons de donner

une btoute petite partie de ses résultats (voir Cassels, Chap,II),

Théoréme 4 (Markov, 1879) 3
I1 v a uvne infinité non dénombrable de nombres irrationnels (non équivalents,

au sens des fractions continues) ftels que

1n q flaell = 1 .

Corollaire s Il existe une infinité non dénombrable de nombres transcendants g
pour lesquels 11 existe une constante c = c(a) > 0 avec

=
2

(3) [oc-—;EI > ;

ponr tout g .

Remargue 1 ¢ Un nombre o vérifie (3), pour une certaine constante ¢ , si, et
senlement si, les quotients partiels du développement en fraction continue de «
sons bornés, Je ne connals pas d'exemple de nombre usuel dont on ait démontré qu'il
vérifie (3) en dehors des nombres irrationnels quadratiques, Par contre, cn sait que
beaucoup de nombres usuels n'appartiennent pas & cette classe, par exemple c'est le

1/p

cas de e pour t entier (on connait le développement en fraction continue de

ce nombre, voir par exemple les ouvrages de Penon (1913) ou lLang (1966))o I1 semble
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bien que tout nombre algébrique de degré ) 3 a des quotients partiels non bornés ;
en tout cas le calcul d'un grand nombre de réduit de nombreux nombres algébriques
semble confirmer cette conjecture, voir par exemple Neumann et Tuckerman (1955)9
Richtunyer, Devany et Metropolis (1962), Bryuno (1964),

La plupart des irrationnels ne vérifient pas (3)

Théordme 5 (Khintchine 1926)

soit ¢(q) wune fonction positive, Considérons les inégalités

pi , o)
- { S o
(4) | ql -
Alors
(o]
(i) S8i la série 2:: ¢(q) converge alors (4) nfa gqutiun nombre fini de solu-
=1

ticns g s 4 > 0 , pour presque tout o« (au sens de la mesure de Lebesgue)o
(ii) si ¢ est décroissante (au sens large) et la série ci-dessus diverge,

cette indgalité s une infinité de solutions pour presque tout o .

Démonstration

(1) Cconsidérons d'abord le cas oh « € I = [0,1[ . Soit g fixé, L'ensemble
des « € I qui vérifient (4) est contenu dans 1l'union de g+1 intervalles (centrés

aux points O,

, sa mesure est donc au plus égale

1 2 >
3°q 1) de longueur ¢éq)

) 4¢(q>° Ainsi, llensemble des « € I pour lesquels (4) admet une sclution avec

g » Q@ a une mesure au plus égale &

4—2 q)(Cl) 9

a2Q

quantité qui tend vers 0 avec Q ! . La conclusion est alors évidente,
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(ii) Voir par exemple Khintchine (1964) ou Cassels ch,VII, Pour des résuliats
semblables voir aussi Borél (1909) et Bernstein (1912) ol Hardy et wright Th,196,

Th,.197 chap,XI.

Exemples ¢

1, L'ensemble des nombres ¢ dirrationnels gqui pour un g = s(a) > 0 sont

tels que 1'inégalité

2|

la- 2] < =1
2+¢

4 q

admette une infinité de solutions est de mesure nulle,

2, La conclusion précédente a encore lieu si on remplace 1'inégalité ci-dessus

paxr

1

]a-=£l <
4 42(10g g

)1+€

ITI — Approximation des nombres algébrigues

1. Le fthéoréme de Liouville

Théordme 6 (Liouville 1844) 3
S0it o un nombre algébrigue de degré n ) 2 ., Il existe une constante

¢ =c(a) >0 telle que, pour tout rationnel g s 4 > 1, on ait 1'inégalité

iy c
!a—f—il > Zl'-i .

Démonstration

soit P 1le polyndme minimal de o , i.e., le polyndme de degré n , & coeffi~

cients entiers, primitif et de terme principal positif tel que P(a) =0,



soit dtabord tel que

2 I

la-gl 1.

On a alors

1l

"’15 < |P@)]

5 3 [P(%)-P(a)l

lOC“?‘P;IP?(C) , avec (¢ ]059%[ 9

d'ou

il

—lzg la-Z] avee M = max( sup [Pt(x)],1) .
Mg 4 o=1<X<a+

gette dernidre indgalité a encore lien si la-ﬁl >1 . D'oh le résultat,
Remarque 2 : Le théoréme de Dirichlet montre que ce résultat est essentiellement le

meilleur possible dans le cas des irrationnels quadratiques,

2, les nombres de Liouville

On dira qu'un nombre o est de Licuville si, pour tout A& > 0, il existe un

nombre rationnel

L
i

0 < lcxwgl <
q

Le théordme 6 montre qu'un tel nombre est transcendant, Il est bon de rappeler

utavant Liouville 1lexistence de nombres transcendants n'était pas démontrée,
q

Exemple : L*application

- =71 ¥
Soe ey e 2, e € {01

n31 n31

34finit une injection de 1'ensemble des nombres irrationnels de l'intervalle Jo,1(

dans 1'ensemble des nombres de Liouville,
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Llensemble Jf des nombres de Liouwville a donc la puissance du continu (il est
&tomnant de lire dans 1'article de Fel'dman et Shidlovski (1967) qu'on ne sait pas
si ¥ est ddnombravle)., Tl est aussi facile de voir que £ est partout dense dans
R ., Par contre le théordme 5, exemple {1, montre que & est de mesure nulle, Ce
n'est pas un fait isold, tous les ensembles de nombres transcendants quton définira
plus loin seront aussi de mesure nulle, ce qul montre le faiblesse des méthodes
d'approximation diophantienne pour la construction de nombres transcendants,

On peut aussi facilement caractériser les nombres de Liouville par les pro-

priétés de leur développement en fraction continue, Soit o = [aoga 8 ’°°°’an’°°°]

17 2

un nombre irrationnel, On sait que

D
1
5 < JoamoZ] (s

(an+1+2)qn 4 20.1%

on voit donc que o est un nombre de Liouville si, et seulement si,

! avec ““EL = [a03a1,oooyan] °

1o
98 g
11m mee—ce— = 00 ’
log a
fal
il suffit de se souvenir en plus que si g vérifie
a-2| < _13
°f 2q
. . P
alors il existe n tel que i [ac;al',o”,an]°

Pour des exemples de nombres transcendants, mis sous forme de fractions continues,
obtenu gréce au théoréme de Liouville ou & sa généralisation & l'approximation par
les irratiomnels quadratiques voir Maillet (1904, 1906a,, 1907 a.b.c), Perrcn(1913),

perna (191%,1914), Gigli (1923).,
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3, Une généralisation du théoreme de Liouvills

Théordme 7 3 Soit o un nombre algébrique de degré n 3y 1 et soit P(x) wun poly-
nfme & coefficients entiers de degré d et de haubteur H donc ¢« n'est pas racine,

Aiors on a

c
lP(a)l > _z:T , avec ¢ = c(a) >0 .,
H
Pour n =1 , on retrouve le théoréme de Liocuville,

Démonstration :

. . d ‘ .
Seit g un dénominateur de ¢ , alors ¢ est un dénominateur de P(qg) et

1< lNOIm(qu(a))l < lqu(a)i (¢4 (110) %)

ou a désigne la hauteur de ¢« , D'ou la conclusion,

On en déduit facilement 1'énoncé suivant (voir Schuneider (1957) chp, I, §3)o

Corollgire ¢ Si o est algébrique de degré n et & algébrique de degré d et

de hauteur H , alors, pour £ £ a , On a

d

[#]
[a-g]| > ~% » oh o = 01(m) S0 .
H

Bibliographie : Brauer (1929a, 1929b), Bombieri (1958) et guting (1961).

De ce corollaire on peut déduire le résultat suivant,

Proposition 1 s Toute racine réelle positive de la fonction

a une valeur transcendante si les a  sont des entiers naturels tels que
v

V A I3
0 < av <{B , ou B est une constante > O .
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Démonstration : Voir Schneider (1957) Th.5, ¢h.I, $4.

Bibliceraphie : cohn (1946).

4, Le théoréme de Roth

Toéordme 7 {(Roth 1955) :
scit o algébrique de degré n > 1 , Pour tout ¢ > O donné, 1'inégalité

P

’a'wq q2+€

n'a qu'un nombre fini de solutions,
Pour des résultats antérieurs plus faibles voir Thue (1908, 1909), Siegel (1921),

pyson (1947), Gefond (1952) chap.i.

Démonstration

Veir par exemple Cassels ch,VI.

Remargue 3 (W, schmidt 1971, page 12) : In view of Dirichlet's theorem, the expo-
nent 2 is best possible here, But it is conceivable that the factor q€ could be
replaced by a smaller factor, But nothing is known in this direction, The metrical

result (exemple 2, Th.,5 suggests that

[0 [y ———
T P(10e o) 1*E

has only finitely many solutions for every positive & , The first written account

of this conjecture appears to be in lang (1965)°

Conségquence s Soit o« un nombre et soit g > 0 tels que 1'inégalité

(5) ]a-—%’ < ;%:E



3011

admette une infinité de sclutions % distinctes, Alors o est transcendant,
) n

Exemple s o = 2 5 est transcendant,

LESUPLE
n=1

Remarque 4 3 D'apres llexemple 1 du th,5, 1'ensemblie R des nombres transcendants
construits par cetite méthode est de mesure nulle, 1La encore, je ne connais pas
d'exemple de nombre transcendant usuel dont on sache qu'il appartient & R, Par

) (x Ve > - N
contre, par exemple, le nombre e , o algébrique non nul, ntappartient pas a cette

classe 3 voir Mahler (1932), (1967), Baker (1965), Kappe (1966)...

b
pavenport et Roth (1955) ont montré que, si - désigne la n-iéme réduite

d'un nombre algébrique irrgtionnel o , on a

e, ()

log log gn < VT3§SE
Baker (1962) a repris les travaux de Maillet (1906 chap,VII) et les a améliords en

utilisant les travaux de Davenport et Roth e% démontre sn particulier 3

Propesition 2 3 Solt o = [ao;a1,°oo9am9°oo] o S%il existe une infinité de n tels

gue

n+n(n)=1

et a1 le développement n'est pas péricdique et que % a lieu pour n = n, avec

roj=

log A, (log n.)
lim —— = , ob A, = An,) , alors « est transcendant,
3 ol cha

" n,
A0 2

De méme que Maillet, il obtient des résultats plus généraux en considérant des

bloecs de a; consulter le papier cité a ce sujet,

Maillet construit aussi des nombres décimaux quasi=péricdiques qul sont des nombres
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transcendants (de Liouville), gréce au théortme de Roth, ces résultats peuvent &tre
améliorés,

Le théoréme de Roth avait été précédé par un théortme de Schneider (1936) qui

améliorait un résultat antérieur de Siegel (1921 b),

Théoreme 8 (schneider 19%6) 3

P P
gcit a algébrique, Pour g > 0 fixé, si 2 s -2 se0as 0 < 4, €4, Kooo
q q2 1 2
1
(P19q1) = (Pz,q2) =...= 1 , sont des solutions de
P 1
]a q[ ?+e
alors
1og qk+1
lim — = .
log qk

Ce résultat était presque aussi utile que le théoréme de Roth pour la cons—

truction de nombres transcendants, Par exemple, il suffit pour démontrer la trans-—

n

ny1

e théordme de Schneider a été amélioré par Cuglani, grfce au lemme de Roth,

Théordme 9 (Cugiani 1959) :
Soit o algébrique de degré 4 ., Si

-1
~2-20d(1lcg log log q) 2

by .
a==1 <
la-2] <
P1 P2
admet une infinité de solubtions == , — ,.005 0 € 4, < 4. <oooy
q1 q2 1 2
(P19q1> = (p29q2) =...= 1 , alors

log qk+1
1im e = 400,
log Gy
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Pour une généralisation voir Mahler (1961 appendice), Ce théordme a été quelque

peu renforcé depuis,

Théortme 10 (Migrotte 1971) :
Soit « algébrique de degré d , Si 1'inégalité

1
q==(2+6(10g log log q) 2)

D
oa—=1 <
-2 ,
avec 6 = f%'V1og(f+2)log 2 , 0<a<b,
P1 P2
admet une infinité de solutions =— , == .00y 0 < A, < A <ooes (D,50,) Zoee= 1,
q1 q2 1 2 1771
alors on a
log q
Tim k”P -
1
‘- (1og q,)

pour tout p € [1,2 [ .

Remargue 5 ¢ En utilisant des méthodes probabilistes, on peut améliorer un peu la

valeur de @,

5, Généralisations du théoréme de Roth

Soit B un nombre algébrique, on pose n(g) =u(p), oh P désigne le poly-

ndme minimal de B ,

Théoreme 11 (Lev8aue 1955, vol.2, chap.4) 3
soit o algébrique, Soit K un corps de nombres, On fixe ¢ > O . Alors, il
v a seulement un nombre fini d'éléments B de K tels que

la-p| < B(B)™Z7E .

8i. o et XK sont réels 1l'exposant 2 est le meilleur possible,
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Signalons seulement que ce résultat a été amélioré par Mahler (1963), Pour une dis-

cussion détaillée, voir W, Schmidt pages 22-23,

6, Conditions arithmétigues

Le premier & reconnaftre 1'importance d*aprroximations diophatiennes p-adigues
fut K, Mahler,

Parmi les nombreux et importants travaux sur cette question, on peut citer :
Mahler (1953 a.b.c), (1936) ; Parry (1940), (1950) ; Schneider (1950), (1957, Th.6
ch.I) & midout (1957), (1958) ; mehler (1961) ; Lang (1962) ; Mahler (1963) ;
st panov (1967), Walliser (1969) ; Sprindzuck (1970), (1971);°f, .

Comme exemple nous ne citerons que le résultat suivant :

Théoreme 12 (Ridout 1957)
Soit ¢ algébrique réel non nul et soient p1,,oo,pr%q1,°,°9qs des nomwbres

premiers distincts fixés, Supposons g > 0 , Alors il y a seulement un nombre fini

iy

de ncmbres rationnels avec

a a b b

—p | T =g 8
*% P =D, ocoP Py 4 =05 ccad

1 1

oll les a, et bﬁ sont des entiers 3 0 et o p' et g' sont des entiers non

2

nuls et tels que

B 1
|ptar)|pa
e n
Conséquence s Le nombre o = Z:: 27 est transcendant,
1

Remarque 6 ¢ Soit 5%_ 1'ensemble des nombres non nuls tels que 1'inégalité (6)

admette une infinité de solutions de la forme xx, le théoreme de Ridout montre
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que ces nombres sont transcendants, Fraenkel (1962) a démontré que fRi est de
mesure nulle, Pour 1llexistence et la construction de certains nombres transcendants

obtenus de cette manidre voir Fraenkel (1964)e

Pour des exemples de nombres transcendants obtenus par des théorémes dlappro—
ximation, voir Kempmer (1916 a.b.c) ; Blumberg (1916), (1926) ; Tschkaloff (1921

aob) s Tzumi (1927)9 (1928) s Itihara et Odishi (1933) ; Schneider (1950)o

Voici quelques exemples dont on trouvera les démonstrations dans le livre de
Schneider,

Proposition 3 : Pour x rationnel non nul, la série entiere

(x:E a dX
\Y

v20
prend des valeurs transcendantes quand a, ¢ et les d sont entiers, a 32 , ¢ » 2 ,

ld | ¢ DY o D estun nombre > 0 , une infinité de dy étant de plus supposés
v

non nuls,

o v
Propogition 4 : lLa série de Fredholm g = E x2 prend des valeurs transcendantes
v=0
P ~(L+e)
PouUr X = a % 0 avec ]X[ <q '? ;, €2 0

Proposition 5 (Mahler 1937 a,b) :

i f(k) est un polyndme non constant, & valeurs enti®res, positif pour
ky1 et si on désigne par a le nombre dont le développement décimal est obtenu
en placant, 1'un aprés 1l'autre, & droite de la virgule, les entiers £(1),£(2), 000

édcrits en base dix, alors o est transcendant sans &tre un nombre de Liouville,

Bxemple : a =0, 1234567891011 .. &
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Baker (1964) a montré que les nombres obtenus par la proposition 5 ne sont pas des
U-nombres, Il a montré aussi qulen général la connaissance de la mesure d'irration-
nalité dtun nombre ne permet pas de dire si c'est un S-nombre un T-nombre ou

un U=nombre,

Le théoreme (10) admet des généralisations "arithmétiques" qui permettent

dtaméliorer certains des résultats précédents, Signalons une de ses conséquences 3

Propogition 6 : Soit g » 2 un entier fixé, Soit (9n) une suite de réels de
l'intervalle ]0,1[ . Soit W, ~oune sulte de réels positifs qui tendent vers 1'in-

fini, Soit v, une suite d'entiers qui vérifient

w
¥, » 3 v > v (1 + - )
17210 iy 7 n Wlog log v, °

Soit a  une suite infinie dfentiers positifs, premiers avec g , qui véri-

fient

Fngq
Si on suppose que la suite (1»0h)wn tend vers 1tinfini et qutil existe

P> 1 %el que (1=9n)v£ tende vers 1'infini alors le nombre

est transcendant,

Terminons ce paragraphe par un résultat concernant 1'approximation des nombres
algébriques par des nombres rationnels dont le dénominateur sont de la forme wul! .
Kasch (1953) a obtenu un résultat sur cette question, J'ai aussi obtenu, sans con-

naftre l'exitence du travail de Kasch, un énoncé un peu différent & ce sujet, A
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1'intersection des deux, on trouve le résultat suivant
Théoreme 13 (Kasch 1953) @
Scit o algébrique., Supposons g > 0 fixé, Si les inégalités

A
1+¢
q

-2
ocql

admettent vne infinité de solutions de la forme q = (uk>! ’ (pkqu) =1 , alors

on a

log qk+1
JIE T
log qk

Kasch obtient par exemple la transcendance du nombre

ITT — Approximations simultanéeg des nombres irrationnels

1, Théordme 14 (Dirichlet 1842) :

Soient @, ,...,0, des nombres réels non tous ratiomnels, Alors, il y a une

1 £

p iy
infinité de Jf=uples (7% saecos Tf) avec q > 0 et pugocad(q,pq,oocgpﬂ) =1

a =-E§l < !
i aq 1?% °
q

Pour une discussion trés intéressante et de nombreux détails voir la monographie

de W, Schmidt, $6,
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2. Approximations simultanées des nombres algébriques par des rationnels

Théordme 15 (Wo Schmidt 1970)

Soient a1y°°°,a des nombres algébriques réels tels que 1,&1,o°°9a£ soient

£
lindairement indépendants sur @ , et supposons g > 0 . Alors, il n'y a qufun

nowbre £ini d'entiers g tels que

)
Yyl gl 1
Voir aussi Schmidt (1965), (1967), wirsing (1971).

Corollaire ¢ Les hypothéses étant celles du théoréme ci-dessus, le systeme

1
e
loﬂi_"g.l <q le ? i=19000,/€9

n'a quun nombre fini de solutions,

Exemple : Le théoréme de Schmidt m'a permis de démontrer en particulier le résultat

gulvant : si Fn désigne le n—i&me nombre de Fibonaccl alors

est transcendant,

Conclusion :

Nous nous contenterons de recopier la conclusion du chapitre I du livre de
achneider, "Nous avons tenté dans ce chapitre, de tracer une voix méthodique pour
reconnaltre des nombres transcendants, qui sont définis par certains processus de
passages & la limite convergeant bien, I1 va de sol que, nous limitant aux théo-
rémes dfapproximations généraux, nous ne pouvions d'aucune fagon prétendre a un

apercu complet des résultats connus, I1 semble pourtant raisonnable de pousser



pius avant 1'édification d'une telle méihode, d'abord en essayant dlaméliorer

enccre les théorémes dlapproximation, puis en considérant des processus de conver—

gence moins bons et en procédant & toute généralisation qui semble féconde pour

les applications",
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Tes nombres colossalement abondants

et le théoreme de Lang

Jean~-Touis NICOLAS
(Orsay 27 mars 1973)

Désignons par c(n) = E d la somme des diviseurs de n , On sait que o est
dln

a+1
une fonetion multiplicative et que c(pa) = ETETFi (cf, Hardy and Wright [2], cha~

pitre XVI). ErdSs et Alaoglu ont donné dans [1] la définition suivante

Définition 3 On dit que n est superabondant si :

N
—
p

%f?< o(n)

min —=—>
n

7

Or trouvera dans [1] et dans [5] quelques propriétés des nombres superabondants, en

particulier g

Propogition 1 ¢ Si la décomposition en facteurs premiers d'un nombre superabondant n

OC1 062 o
est n=2 '3 caoPy , ON A 3 a1 > o, Pooo oy et a = 1 sauf si n =4 ou

n = 35, en désignant par P, le kX o™ nombre premier.

- o oln
Proposition 2 : On a 11m.____i_l____ = eY

o log log o , o y est la constante d'Buler,

Cette proposition se trouve dans Hardy and Wright [2], chapitre XVIII,

Soit g > 0 ; 11 découle de la proposition 2 que 1lim 2%22 =0 , La fonction
€
n-—eo 0

{
i%ig a donc un maximum absolu qu'elle atteint en un ou plusieurs points N ., On est
e €

aingi conduit & la définition suivante ¢
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Définition ¢ On dit que N est colossalement abondant, s'il existe ¢ > 0, tel que

o(n)

n

la fonction atteigne son maximum en N .

e étant fixé, on a vu qu'il existe toujours au moins un nombre cclossalement
abondant N associé & g et 1'on a pour tout n » 1 ¢

(2% o(n) ¢ olw)

n1+e N1+€

d'autre part, tout nombre colossalement abondant est superabondant 3

Proposition 3 3 Soit N un nombre colossalement abondant associé & g . On définit,

poar p  premier et o entier » 1 ¢

1 pa+1a1
Log(1 + a o=1 —)  Log( o+1 )
_ PHP toootD P =P

et pour a =0, F(p,o) 400 , Alors si p premier divise N avec 1llexposant o » O,

Il

(%) F(p,a) » € » Flp,a+1) .

pémonstration ¢ 81 « P O , on applique 1'inégalité (2) avec n = Np . Il vient 3

o(Np) , (Npyl+e _ _1+e
(4) 3 < (T€) =D

et dlautre part :

: 2
5) olip) _ (™) % ( 1)
5 olN) o T oAy TRV AR
c(p ) P -1 P +oo0o0t+P

Er. comparant (4) et (5), on obtient g ) Flp,a+1) o Lfinégalité Flp,a) > & est évi-

dente si a=0.,98L a3 1, on la démontre en appliquant (2) avec n =

°

==
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Définition @ On pose

&9
i

{F(p,a) 5, « 3 1}

E = U. Ep: {81,82,90078:]-’000} °
P premier

Pour tout 1 > 0 , il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de E supérieurs & n et

1'on peut ranger les éléments de E en une suite décroissante g, > 82,0,9> € o

On pose e =+,

p—

G(H

1+
n

Théordme s a) Si e ¢ B, la fonection atteint son maximum en un seul point N
———— €

M

dont la décomposition en facteurs premiers est 1o
(¢) log(£ -1)
aP ¢ ( P;—1
(6) N€=H P avec Ocp g) = T Tos 7 -1 &

goit 1 )y 1 ; pour tout e € ]ei 1’€i[ , N est constant et égal (par définition) &
- €
Ni . Les nombres Ni sont tous distincts,
b) 8i les ensembles Ep sont tous disjoints, il n'y a pas dlautres nom-

bres colossalement abondants que les Ni , et la fonction —%%?l atteint son maximum
€.
L &
aux deux points N. et N.
1 i+

¢) si les ensembles Ep ne sont pas tous disjoints, pour chaque

e, EENE ; la fonction o(n) atteint son maximum en 4 points : N, , gN. , TrN.
i g r 1+€ i i i
n
et Ni+1 = qr Ni . Ies nombres qu et rNi sont colossalement abondants,

Démonstration : a) Soit p un nombre premier fixé, Comme ¢ ¢ B , alors [4 Ep , et

comme la suite F(p,a) est strictement décroissante en a« , il existe « tel que :

oc+1_1

log P

o
(1) —_?ﬁZEEEi— =F(p,a) > e > Fp,a+1) .



454
En résolvant en a , les inégalités (7) on trouve, en désignant par [x] la partie
entiere de x

1+§,

P 1

log

£
_ S el NN
{8) o = Tos 7 1

et la proposition 3 dit que 1l'exposant de p dans N€ est a ,

b) Choisissons g = gy = F(q,B) » POur p % qQ, € % Ep et 1texposant de p
dans Ne est déterminé par (7) ou (8). L'exposant de q peut &tre choisi égal & B
ou B-t1 d'apres la proposition 3, Dans le premier cas on trouve Ni+1 , dans le

second Ni et la fonction

n . . .
-%%71 atteint son maximum en ces deux points,
€.

n

c) soit g = F(p,a) € R . Alors ¢ est irrationnel, Si 1'on avait ¢ = % , &

et b entiers, on aurait pa = (1 + ma—l———-)b avec pa entier et (1 + -Eml——m—)b

P toootDP P Hoo.t+P-
non entier, D'aprés le théoreme de (Gelfond-Schneider ([3], chap, 3), & est méme
transcendant,

Du théoréme 1 de Lang ([3] chap, 2, et [4]), on déduit que si, p, q , r sont
des nombres premiers distincts et si p8 . q8 , r® sont algébriques, alors ¢ doit
&tre rationnel, Mais si g € Ep , pa est rationnel et on conclut que Epﬂ[qu\Er = ¢°

g'il existe deux ensembles Eq et Er non disjoints, et si 1'on choisit
e, = Flq,p) = Flr,y) ¢ E,0E, , pour P £ q,r 1'exposant de p est déterminé par
(7) et (8), 1'exposant de q peut 8tre B . ou B-1 , et celui de r , y ou y-1 ce

- gqui donne les 4 possibilités annoncées, Remarquons que le quotient des deux nombres

colcssalement abondants consécutifs qu et rNi n'est pas un nombre premier,
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5

Tables numérigues, La table 1 donne les valeurs de 10 F(P,a)o Tes valeurs non indi-

quées sont inférieures & 1, Les colonnes "exposant = i" indiquent 1l'exposant de p

dans N_ . Aimsi pour e = 500 1072, pour p=7, ona 129 < 500 < 990 et 1lex-

pesant de 7 dans N est 2,
€

1
1og(1+§)

Ta table 2 donne les valeurs de va(F(p,a)) avec v(x) = . Comme v

log x
est une fonction décroissante de =x , l'ordre des termes est inversé par rapport &
la table 1. Blie permet de trouver les nombres colossalement abondants de plus grand

facteur premier p donné, Pour avoir p = 97 , on doit choisir 97 { x £ 101 =

nombre premier suivant 97 , et 1l'on trouve

8 2
2 45 53 7 112 13 17 ocoo0ooe 97 pour x < 100,9

et 28 35 53 72 112 132 17 cooeoe 97 pour x > 100,9 .

La table 3 donne la suite des nombres colossalement abondants,

Table 1
N o="1 o =2 a=73 a=4 o=5
2 58 496 22 239 g 954 4 731 2 308
3 o | 26 28 | _ 7286 | | 2305 | 755 | o 250
5 11 328 |0 2 037 | I 400 I 79 | M 16
R + -+ + 42
7 18| 6862 |48 90 | 129 | 8 18 | § 3
1] 0 )]
11|81l 3629 % 315 % 29 §4 3 %
]
131 9] 2889 |9 214 | © 16 | © 11 °
17 2 017 115 7




Table 2

o=1 a=2 a=73 a =4 a=5
2 3,29 5,44 9,08 15,36
3 _ 6,72 | o 15,58 | 36,5 | 88,57
5 f;l 16,8 % 60,50 % 230,4 *:31 90,5
7 g 31,4 § 153,9 g 812,8 g 4 531,5
11 8| 13,4 % 554,59 5| 4580,6 | & 40 080,3
13 100,9 897,2 8 743,5 90 404,7
17 o [ 1688 | ] 1951,4 | o |24842,7 |_| 335 89,5
=6 | & a=7 - «=8 ) @=9 2 a=10
= 26,3 g 45,7 g 80,2 iij_ 142,4 g 255, 4
= 221,7 | & | 567,6 K1 14804 | W ] 39197 | ] 10507,9
Table 3
n o(n) o(n) /n
SR T
&, = 26 286 ) " 2’
5 T | 2P L 28 | 2,333
e, = 11 %28 . . s
55 = 9 954 5 5 s 560 5
6 T 8 9 5 1170 | 3,25
T . 8 9 57 9 360 | 37143
€g = 4 734 ‘
S el R OO
€0 = 2 889 | ?
_ 2 308 16 9 571113 3 249 792 4,5091
_ 5 505 32 9 571113 6 604 416 4,5818
_ > 037 %2 27 5 7.11 13 20 321 280 4,699
_ 5 017 32 27 25 7 11 13 104 993 280 4,8559
32 27 25 7 11 13 17 1 889 879 040 5,1416
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[4]
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Nombres irrationnels

Samir KARAM
(Orsay 2 avril 1973)

Iexistence deg nombres irrationnels fut connue depuis les grecs, Pythagore

prouva que V2 est irrationnel par 1'impossibilité de solutions entiéres de

2 2 . . . : N
a” = 2b° , A nos jours, il est connu que cette catégorie de nombres est tres vaste

puisqutelle englobe les nombres normaux et les nombres transcendants, Cependant,
. i "y e e 2
1tirrationaliité de nombres tels que 2 , 1 , = et celle de la fameuse constante

d'Buler y = lim (1 + % Fooot % --log n) n'est pas encore étabdlie,

n—co

I~ e t g7 sont irrationnels

o

* rd a
.8 e==, beN , on sait que e s'écrit

a
b

+oo0

1! n!
Pour X ) b alors b|K! et
a = K!(e-1-—#% —o0 0™ ﬁ%) est un entier naturel
tel que 0 < a = ! + ! +o0a¥ ! + 1 + -1
el d ST T TEe) Tt TR T2 T K

ce qui est absurde,

Par contre 1'irrationalité de x est moins évidente et plusieurs preuves en
ont été donndes. On va en donner deux 3 la tere courte et élémentaire donnée par

niven ([1]), et la seconde plus générale donnée par Schneider ([2], ». 39).



. lére preuve :

2 . .
Théoreme : w et =« sont irrationnels,

S R
Démonstration : soit f(x) :-——far;—_ == z : 0
! P&

pour n { m g 2n .

si 0 <x <1 @o<f(x)<% (1),

Aussi f(o) o, f(m>(o) =0 s8i m<n ou m>2n, et

il

1
n\<m\<2n éf(m)(O):%Cmezo

c Xm' avec cm = (_1)m-n(

5.2

n
M=~1,

) ez

Ainsi f(x) et toutes ses dérivées ont des valeurs entidres en x =0 , et

aussi en x =1 car f(4-x) = f(X),

si %2 était rationnel alors ng =

o't

Soit alors

G&)=ﬁh@ﬂﬂ-fm%%ﬁ+$m%u%ﬂhm%ﬁfﬁw%ﬂ}

alors ¢(0) et @(1) sont entiers rationnels,
Aussi
g
dx

=%, 22 £ (x).sin m = 1o.a WE(x),8in mx .

On en tire

1 n
ER[ a ,sin ﬂxof(x)dx =

[G“(X)osin X
0 i

Mais dlapres (1)

1 n
0 < ‘Hif 2. sin mx.f(x)dx < %
0 e

(o (x)sin mx— ne(x)cos mx} = {6"(x) + noa(x)}.sin mx

1
- a(x).cos nx] =¢(o)+a(1) ez .
0

ou a et b sont entiers positifs,
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n .
A . \ ‘
et — devient < | pour n assez grand, Dol le résuitat,

°

. 28me preuve
[oa . o .

Théorsme ¢ si o #0 , alors « et e° n'appartiennent pas tous deux au corps des

nombres de Gauss [Q(i)].

Démenstration 3

On part de 1'identité
ns-q

n
~ n (z-¢ ) n (z-t )
(I i = L, =0 v
g, e =g ) T n
1 (c—cv) (g=z) T (c—cv)

V=0 V=0

[0S

tablie par récurrence sur n , ou co ’C1’°°°’Cn et =z sont des nombres com—
plexes n'annulant pas les dénominateurs,

soit f(r) wune fonction de la variable complexe ¢ , régulidre dans %, bor—
né, simplement connexe, alors en multipliant 1'identité par 5%} £(g) et en inté-
grant les deux membres sur la frontiere T de ? , on obtient, lorsque

Cyreeesly s 2 sont intérieurs & T , par llapplication de 1'intégrale de CAUCHY 3

il

n-1
£(z) = (g ) + a1(z—co) Feeet B go (z~¢ ) + & (2) (2)
ol a :z—l— Jﬁ ——Eﬁglgg—— pour £ = 1,000 (3)
£ 2iTm r Z
n (z-z )
n \):O v
f a
ot R(s) = 1 (o2 ) x5 [ o) de (a)
Y V=0 V] i r n
(g-z) 1 (r-C )
V=0 v

On dira Coyo.,,cn,... sont des valeurs dfinterpolation pour (2)° En parti-

culier, on cholsit

£(z) =, a#0



5.4

et pour valeurs d'interpolation

0 si v pair
1 si v impair

Or choisit pour T la circonférence de centre 0, contenant le point ¢ =1
en son intérieur., On déduit alors de (3) les valeurs de al pour £ = 2% 48

(£ ¢ et 6=0 ou 1) 3

ag
1 e acg _
27 2in.[; B (g ) B0 pour £ =1,.005m (5)
g -
e
En appliquant le théoréme des résidus a la fonction sz et au

ZJG+1 (Z-=1 )‘t-+6

conbour T , on trouve

NN ! <eaz>(t+6’1>/ (6)

T T TS i
£ ! (z=1>t+6 o (t=8+1)! Zt+1

N~ g
az (%)
&3 4 e s N
la dérivée {(——mmmmmms) peut s'écrire
t+6
(z=1)
t
ty 1 am, | yt=i . Ner
Y0 o M=) T (46) (14841 ) o (2b48-0m1) (21) (2t+6-1)
1=0 - 7

Le numérateur de cette quantité se présente comme un polyndme en z et une

. . o . oz oz t az , .
forme lindaire & coefficients entiers de e y 0f  sese9l © ", et son dénomina~

teur divise (2m1>2t+5 o
Si o = a(1> + b(1)i oli a(1) et b(1) £EQ et ol %, est le plus petit

dénominateur commun de a(1> et b(1) , on obtient pour =z =0 un nombre de

‘ . . %
Gauss dont le dénominateur divise q1 . De fagon analogue

az (b+6=1)  teE1 _ . |

; Bt t - (ot
(6;+1) = E ( +i ?) o eazo(=1)( +8+1 1)(t+1)°°°(2t+6-1=1)z (2t486-1)
4 i=0

o
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e mumérateur est un polyndme en =z et une forme lindaire & coefficients en-
PO.L

oz oz t+6m1eaz

. . R _ 2548
tiers en e oe eoosll et dont le dénominateur divise =z
b 2 b4

o

gi e est un nombre de Gauss de dénominateur a5 on obtient pour z =1

un nombre de Gauss dont le dénominateur divise qt+6~1q

2 o
Par (6) on déduit que 2, est de la forme a+bi, a et b €@ et dont le

dénominateur divise t!qfqz . Lorsque a, #0 , on aura
%
t1ed, a0
a,-0a,] 31 (7)

goit £ >5 , donc L > 2 , et choisissons pour T dans (5) une circonfé-

rence de rayon ]Cf =1 , Alors

car |z=1| > t=1 > % o
De (5) et de  Max !eaci < elal°t on tire

_ ela],t°2t+6ot~(2t+6) c

Combinée avec (7), cette majoration donne

t! ci:‘bocgg)(ezlod"t‘,zt—l"(3 > t2ﬁ+6 , et comme tt > !
en obiient q? 4, elml°ﬁ 2t+6 > tt+6
ce qul est absurde pour T assez grand, Donc 3n0 / £ > no =) a¢ = 0 dans (2l

De {4) on tire la limite du reste quand n — e , On choisit f£(z) = % et

pour ' le cercle de centre O et de rayon [Cl =1n , Alors pour z fixé et =n

suffisamment grand, on déduit de (4) :

°

v elolm

5} x <E>H+2
2

|z (=)] < ; IZ_CvI X

X 2
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et on voit que 1lim !R (z)l =0 ,
T > 00 n
Dans (2) avec f(z) = eaz , on passe & la limite en n ., Alors e&z aura
une série dtinterpolation ayant un nombre fini de termes # 0 , done un polyndme,

ce qui est absurde lorsque o # O .

TI = Autres pvrovpridédtés des irrationnels

Théordme : x réel est rationnel &= le développement décimai de x est pério—
diqus,

Théordme s x entier algébrique et x § Z =3 x est irrationnel,

Théoreme : Les entiers algébriques réels de degré quelconque fixé n 3 2 sont
denses dans R .,

Démonstration ¢

Soient o et B réels, a < B . Prouvons alors que Iy € QAR , deg,y ==xn
et o <y <B . § étant la cléture algébrique de @ dans ¢ .

Notons dlabord que

o >0 ==
(£48)" = (xra)™ = {(x30) + (=)™ = (xra)™ > nlxra)™ (-0 .

Mais n(x+a>ny1(8~m) tend vers 17infini pour x tendant vers 1tinfini, On en d4é-

*
duit 33 € tel que
4 > 0 et B> 0 et (348)" - (G+a)" > 5.

Ainsi 1'intervalle ouvert de R dlextrémités (j+a)n et <3+8)n contient

au meins 4 entiers positifs consécutifs et en particulier un de la forme 4K+2,
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. . . ~ .o\ /. a\D
Meis ltapplication Ju,p[ = J(5+a) , (348)° [
n
x b (J4x)
étant continue alors on tire
. o\n
Jy €R, a <y < B et (J+y) = 4K+2 .
I1 s'ensuit que 1y est entier algébrique racine du polyndme unitaire
A\
f(x) = (x+3) - 2(142K) =0 &
Pour finir la démonstration, il faut établir que deg.y =n , ou que £x)
est irréductible sur § , Mais cela équivaut & montrer que
£(x=3) = % - 2(14+2K) est irréductible sur @ , ce qui résulte du critere
d'Bigenstein s
f(x) = aoxn + a1xnm1 tooot & X + & a, € Z

Ne= 1 n 1

si Jp premier p]ai POUT 1 = 1,2,00.,00
> 2
pfao et p 7én

alors f{x) est irréductible sur § . Ici p =2,
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[3] NIVEN,- Irrational numbers 1963%. John Wiley and Sons,
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Classification des nombres

d'apreés Mahler

Christian TAVAULT
(Orsay 8 mai 1973)

T, Introduction 3

Oon sait construire certains nombres transcendants par différentes méthodes, on
en connalilt qui sont valeurs de certaines fonctions transcendantes guand 1'argument
est algébrique, Il est naturel de songer & ranger en classes distinctes les nombres
transcendants et méme tous les nombres complexes ; on sait en effet gue 1fensemble
des nombres transcendants a la puissance du continu puisque 1l'ensemble des nombres
algébriques est dénombrable,

Le plus naturel, pour répartir les nombres complexes en classes est d'entrepren~
dre une classification du point de vue de la dépendance algébrique ; on souhaiterait
gque des nombres de classes différentes soient toujours algébriquement indépendants

et, si possible, que les nombres d'une classe dennée soient algébriquement dépen~

S %
. . s oo . o T
darts 3 i,e, qu'ils vérifient une relation du type E E 4A6 E n =0 pour
T
o=0 T=0 ’
Ar entiers g et w complexes donnés,
e T

Bn particuliser, les nombres algébriques devraient former une classe,

Tl n'existe pas actuellement de partition vérifiant toutes ces propriétés, la
classification de Mahler est cependant un premier pas dans cette vole

1 = lLes nombres de classes distinctes sont algébriquement indépendants,

2 = Mais la dépendance des nombres d'une classe donnée n'est vérifiée que pour
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les A-nombres (nombres algébriques).
De plus, une des classes (T) a longtemps été considérée comme pouvant &tre
vide et, surtout, la classe 8 contient "presque tous" les nombres transcendants,

Nous verrons en abordant la classification de Koksma ce que le "presque tous” signi-

IT, Pringipe uwtilisé par Mahler :

goit B € ¢ , on cherche a déterminer le degré d'exactitude avec lequel des po-
lyrfmes en £ non identiquement nuls et & coefficients entiers approchent zéro non

trivialement, Exactement, soit § € ¢ et n et H entiers fixés ; on forme ¢

W e) = ma (T a g'])

o} <av <H y=0
entiers

v
b a £ 0

On volt que si ny 1 eb Hy 1, Wﬁ{(H,g);g 1 ., En effet, llexpression entre pa—

renth&se vaut {1 pour a, = 1, a; = 0 i=1,2,..n et ne croft pas quand n et

H ocrolssent,

~Log w_(H,&)

Formons maintenant Wn(g) =w_ =liin — T
H ~>0o0
. (&)
et W(g) = W = lim .
)

~1,08 Wﬁ(Hga)

moyennant quol, w = lim 1im TETeRE

n->o00 H—oo

o

Pour n p 1 , 11 est clair que O ( W< et 0w e: de plus, on a

wg+?iH9§) < Wﬁﬂﬂpg) donc Wn+1(g) > Wn(g)o

w est done une quantité qui est soit finie non négative, soit infinie positive

On définit alors yu comme, s'il existe, le plus petit indice tel que w = oo
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et, k&.ans le cas contraire, (i,e 2 si v, admet pourtant n wune borne supérieure
finie) comme p = oo ,

I1 swit que, pour p fini , w = e,

Pour & domné, p et w ne peuvent donc &tre tous deux finis, Il existe donc
pour les valeurs de p et w les 4 possibilités suivantes qui définissent une par-
tition de 1'ensemble des E € C ¢

£ est un A-nombre si w=0 , p=o

g-nombre si 0 KWL ®, =0
T—nombre si W= p o= oo
U=nonbre si W=0c , plo®,

1a classe T est celle dont on a ignoré longtemps si elle est vide 3 1la classe
8 conitient "presque tous® les nombres transcendants ; les classes T et U se
laissent A nouveau subdiviser en comservant la propriété dvindépendance algébrique
de 2 nouwbres de classes distinctes,

Ces sous—partitions s'obtiennent en remplagant pour les T-nombres
b

w () w ()
g el !
1im e par lim g > 1
n o
- oo n—soo I
~Log w _(H,%)
% OUY LB Jnd g i
et pour les TU-nombres, lim Tos E par
H~—oo
775 ~Los(H,€) Ty

Hoowo (Log H)©

{1og H)@ et 0% deviennent alors des fonctions & croissance plus rapide que
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III. Conséguences directes

w (g)

1, 8% & estun S-nombre, on a lim

__ -Tog w (H,?)

360 > 0 tel que Wn(g) = lim = TosT < gn N = 1,200

=w(g) < o par conséquent,

H—ooo

Dong, V e> 0, HHO(nyeoyﬁ) tel que YE > Ho(nyeovs)a

~Log W (H,%)

o < (6 +e)n
done w_(4,8) > g~ (Goreln
31 on pose

u (2,0 ,€) (0 +e)n
c = c(g,n,0 ,e) = Min (%—W (#,2).H ,1)
0 o n
—(eo+a)n

on a 3 Wn(H,g) > . H avec ¢ > 0 indépendant de H,

et on en tire une
Définition:: on appelle type du S-nombre § le nombre © borne inférieure
on

de tous les ei pour lesquels 1l existe un c, tel que Wh(H’€> > <, H

VH = 1929000

o w ()
On a ¢ © = sup ( = )o
n=1%

2. Soit & wun TU~-nombre :

Ju=ulg) <o tel que Vo, w(g) =c
~Log w_(H,£)

clest=a~dire Tim =
es as m Log T oo

Hox

Dans ce cas, pour tout 6 > 0 et tout n » p, on peut trouver une suite par-

tielle HK telle que
~Log Wn(Hx’g)

og H
Log A

solt s wh(Hx?g) <H

> én

- en
7\‘ e
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I1 existe donc des polynlmes & coefficients entiers, de hauteur H ¢ H. pour

A

n
lesquels on ait, quel que soit ’HK et © donnés, 0 # lz:: av gv[ < Hmen aveoc

V=0 ?\‘
1d; = 0o
lav! < Hk m Hk o
A —co 5
[on rappelle & ce sujet que H est hauteur d'un polynSme P(x) = X:: gz C i
s =0
" = Max |ac] 1.
=0

11 existe une infinité de tels polyndmes, Il en résulte que tout nombre de
Liouville est un TU=nombre tel que p =1, [Un nombre de ILiouville ¢ est tel
que il existe une suite pn/qn avec (pn,qn) =1 et S, telle que 1lim 8, =
telles que

B
n 1
le-=| <= 1.
Y ®n
*n |
3, 81 & est un Tenombre, il ne peut &tre un U-nombre donc

=6nn
WR<H’£) > CnoH (n = 192000)

o, = o(g,m) > 0
S, = O(E,ﬂsen) N

Mais, si 1im @& < o , alors vérifie la propriédté des S-nombres vue
9 n 9
n—c

au 1. Ceci n'est pas possible et done 1im 6 = co pour tout T-nombre,

n-—oc0

TV, Deux théordmes

Théoreme {1 : tout nombre algébrique est un A-nombre et tout A-nombre est

algébrique,

n
pémonstration : «) Soit ¥ algébrique de degré s et P(x) = E ; av ¥ un
=0

polyndme 3 coefficients entiers de hauteur H tel que P(g) £0,
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n
0na 0 %'iz:: 2, gVI > $i1 oh ¢ = c(g,n)
Y=0 H
ceci entralne : Wﬁ(a) < 1im (ﬁLog ° . s-1) = s-1 et donc,'w(g) & Tim =1 0
H >0 LOg B Tl - &0 n

done & est un  A-nombre (w =0,

N
B) soit & € € transcendant, on sait que Wh(H’a) <ecH 2 donc
Wﬁ{g} > E%l et w(g) >+ donec w#0 et g n'est pas un A-nombre, cqfd,

Théordme 2 s si deux nombres § et 1 sont algébriquement dépendants, ils
appartiennent & la méme classe,

La démonstration est assez longue et technique (voir Schneider Introduction
aux, nombres transcendants p, 70).

V., Un résultat sur les S-nombres et le lien avec la classification de Koksma s

Prepesition a) tous les nombres réels sont des S-nombres de type

1§ 6 &2 sauf ceux d'un ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue sur la

b) tous les nombres complexes sont des S-nombres de type
% £ 6L 3/2 sauf ceux d'un ensemble Lebesguemnégligeable dans le plan,
Cette proposition exprime le fait que “presque tousY les nombres transcendants
sont des S-nombres, Sa démonstration est simplifiée gi on considére la classifi-

*
ation de Koksma pour les nombres transcendants, classification en § ~nombres

3

*
T =nombres

*
U ~nombres
s s 7 rd *
gul a la propriété que £ €838 = E €8 .
*
. Ou fait done la démonstration pour les S =nombres et on en déduit la pro-

priété pour les S-nombres,
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Actuellement, on arrive & un résultat encore plus précis qui avait été con-
jecturé par Mahler
Théoreme : Ypresque tous" les nombres réels sont des S-nombres de type 1

et "presque tous" les complexes sont des S~nombres de type %c

Bibliogravhie : Schneider, Th,- Introduction aux nombres transcendants, Paris,
Gauthier Villars, 1959,
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Nombres trangcendants p-adiques

Alin RATLAIVOIA
<Orsay 15 mal 1973)

Trangscendance de aB dans le cag p-adique

goit  p un nombre premier, On note mp le complété de la clbture algébrique du
corps peadique Qp et ?ﬂp la valeur absclue ultramétrique associée : je la prends

normalisée clest-a-dire ]p!p =

ol

Dans le corps mp y qB n'est sutre que 1l'expression exp(ﬁloga)o Dfou le bescin
de restreindre B et o & des domaines particuliers qui sont ici les domaines de dé-
finition de la fonction logarithme et de la fonction exponentielle p-adiques,

Voici le théordéme & démontrer :

Soient o ef B deux é1léments du corps @p tels gue law1!p <1 et
1
|progal < v P

. On suppose que o« et B sont algébricues sur Q et que B est

e

irraticoanel,

et
I 3

)

£3

g@

y,
4’3

O

3

3

[ o
@D

oo

Nobtation s soit f£(z) = E f anzn une série entidre dans @p . On note pour R

réel positif (R > 0) 1la quanti
- n

fl, =supja | R .

11 est facile de voir que : 1) lf+g‘R £ sup(]flR ,[g]R)



7.2

Supposons que pour R > 0O, }fIR soit fini : pour R' tel que O < R' KR ]fle

est également fini et :

Le premier lemme nous donne une amélioration de cette inégalité,

Premier lemme dfi b Schwarz (of [1]). seit f£(z) = z:: an;n une série convergente dans

le disque 1z{p ¢ R . Soit R' <R, donc f converge aussi dans le disque lz!p < R

Supposcons que £ a h racines dans ]zlp R,

Alors ¢ IflR? < (%B)half

-3

g

pémonstration 3 supposons que a soit racine de f dans [zip £ R'. On peut

écrire f(z) = (z-a).f ou }f

1 lR ¢ 400 , Ceci est évident pour a =0 sinon on fait

1

une transiation pour se ramener & ce cas,

Par récurrence on peut écrire :

h

£(z) = P(z)eg(z) o P(z) = I (z-a;) et |g], <o,

i=1
On a d'yne maniére évidente @
h
Bl =& et [Pl =R .
Enfin @
h h R'\h_h R'\h
£l = el < lel = (G VR el = G )Ll c.q.f.d,

e deuxidme lsmme concerne la taille d'un nombre algébrique : on verra que les ex-

pressions sont identiques dans le cas p-adique et le cas complexe,
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péfinition @ scient K wun corps de nombres, et x € X . On appelle dénominateur

de x le plus petit entier D » 1 tel que Dx solt entier sur =z .
Posnns g
o(x) = sup(p, fs(x)‘p)
o o parcourt 1l'ensemble des plongemerts de x dans ¢ . On appelle taille de x ,
noté t{x), le nombre Log 6(x) crest-d-dire :

t(x) = sup(Log D QLOglG(X>[p>c

Deuxitme lemme (cf [1])
*
Soit d = [K:q]. Alors log [ylp y =24 t{y) pour tout y € K .

Démenstration ¢ soit D le dénominateur de y ., Notons 2z =Dy : z =st entier

sur @ et lD!p £ 1, done ‘ylp > lzlp . Soit N(z) 1a norme de =z : c'est un en~
ier, divisible par =z , donc ]z{p > IN(Z)!p . Ia formule du produit donne
!N(z}!p > TET%TE; en notant | !u) 1a valeur absolue usuelle, Or N(z) est le pro-
duit des conjugués de z et la norme usuelle de ceux~ci est majorée par DOGQy),
donce

u(z)], > 5 %@ ™ > o(y).2¢ c.q.f.d,

Démonstration du théoréme : faisons une remarque préliminaire

Remargue 1 ¢ soit B tel que lglp - ?’k ou k €7, Multiplions B par Pk 3
il est clair alors que !ﬁpk!p = { donc appartient au disque Izlp < 1 . Dong
quitte & multiplier B et log ¢ par des puissances de p , on peut supposer que
i+3jB appartient au disque ]zlp <1 (i et j sont des entiers positifs) et que

la founctisn ,aZ = exp(z log o) est convergente dans Izlp {R ou R>1.
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Raisonnons donc par l'absurde, Supposons que aB est algébrique et considérons

By,

le corps K =8 (o, B, «
Déterminons les coefficients p(n,p) du polyndme & deux variables de X[X,Y]

noté  P(X,Y) tel que si

p()-1 a(m)-1 N
p(x,v) = ¥ o L. o) x*e"
=0 p;:»O

la fonction

F(z) = P(z,a°) oh z € ¢,

ait des racines aux points i-;jB ou 0 1,3 < S(N)-—? °
(1es quantités p(w), o), s(w) dépendent proportionnellement du nombre N qufon
suppose trds grand et qu'on fera tendre & 1'infini & la fin de la démonstration),

Oon a denc un systéme d'équations définies par 3

p(ie3p) =T T p(now) (103p) e ()P = 0 (1)
AV W

pour 0 & 3,3 < s(w)-1 0 ¢ &< pl)-1 0¢ pgalm-1,
Les inconnues sont les p(x,p) et les coefficients sont donnés par ¢
\y?\’ ip‘ le“" .

(i+38) "«

MAJORATION de la taille des coefficients

dp(N)+2q(N)°6(N) -

Soit 4 un dénominateur commun de. a , B , mB ¢ alors

un dérominateur du coefficient (i+jﬁ)xealuo(aﬁ)39 , Puisque s

P20l (4 se)h i (B) - (a1rgap)™, (aa) ¥(a.oP) ¥, gR (M- M2alW B 2D

est un produit d'entiers de K , donc lui-méme entier de X .

Pour tout plongement o de ce coefficient dans ¢ on a :
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o)) ¢ 152, (54 olp)] PO,

OI&QMPWLS@ll&a%VﬁNLMN)O
P

lc(coefficient)lp < |i+io(B) Igo

Comme ]S(N)lp <1, la taille des coefficients est majorée par :
t(coefficient) << p(w) + 2q(w).s(N).

Dtaprés le lemme de Siegel, pour que le systéme d'équations (1) ait des rela-
tions il suffit que le nombre d'inconnues soit supérieur asu nombre d'équations clest-
B-dire p(N)q(N) > S(N)Zav

Par exemple : p(W) = 2N3 , ald) =0 et gslw) = N2 o

Puisque p(N) et q(n).s(N) sont du méme ordre de grandeur on a donc :

ﬁ(coefficient) << N3 R

I1 existe donc un ensemble {p(a,p)} de solutions non triviales du systime

d'équations et, de plus,

3

t(p(A,p)) << W YA . Vo

les fonctions z et o sont algébriquement indépendantes puisque 2z et e’

ie sont, La fonction F(z) n'est donc pas identiquement nulle, D'aprés la remarque 1

2

les points is+jg sont dans le disque ]z‘ <1 (o £ i,J &N -1).

P
l’j 2
C'est encore vrai pour tout indicel plus grand que N° . Soit dome M(N) 1le plus

petit entier tel que

F(itig) = 0 pour 0  i,3 ¢ M(N)=1

ot

]

F(1+JB) #0 pour 0 i3 < my),

Evidemment wM(N) est un entier supérieur ou égal & N2 .
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Existence de m(N). La fonction F(z) est une série entidre et on sait que le zéro
diune série entidre est isolé, Dans le compact }z[p $ 1, les zéros de F(z) ne
sauraient &tre infinité puisque 0 deviendrait un point d'accumulation (limite de
pn lorsque n - ) et ceci contredirait le fait d'8tre isold,

On pourra utiliser aussi le théoréme suivant pour l'existence de m(w) (ef [2])0

Théoréme s soit f wune fonction méromorphe dans un disque 9D et (zn) une
suite de points différents convergeant vers z, € 9. Supposons que pour tout i ,
i = O,1ma°ozi pas pble de f et f(zi) =0 pour i= ,...,n ., Alors f est
identiquement nulle,

Notons g 1'élément F(io+joﬁ>°
Majoration de la taille de vy .

y s'éorit s

Y =7 ) = T I a0 @ o P
voop

Donc  y est un élément algébrique sur @ comme étant une somme de produits

d*éléments algébriques,

Pour tout plongement o de y dans le corps de complexes ¢ on a 3

o1y ¢ o oot el o) o] o))
3

dge t(pla,p)) << N’ Je déduis que ic(p(x,u))ip <« &

3 3 () o 3
o], < e o@D fola)] s ale®) TN ) 2T

Puisgue [M(N)f ¢ 13

b

ax | oly) N & 2N°.Max.Log( olg) ) + m(w).v mex(rog|o(a)|_ +1Lo c(aﬁ) ) - on,
MG | yi£)<< N MG g(1+] ip m (1 MG g| [p g| }p oN
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Remargue 2 & pulsque ]aw1!p <1 ona [alp = la~1+1sp N SHP(‘G?1lp91) =1

= Dtautyre part, laﬁl = !a§~1+1}p < sup(lagmilp,f) s 1l suffit donc de démontrer

P

que [aﬁm1!p est supdrieur strictement & 1 pour déduire que laB]p >1 .,

ptapres [3] (p. 49-50) on a }exp(x)m1ip = ;le

dong 3
B
a =1 = Log of
"1 = |8 Log of
Daprés la remarque 1 on suppose lﬁlp =1 donc |B Log aip = |1og a|. Toujours
dtapres catte méme remarque, o converge dans Izlp R o R> 1, on peut suppo-

ser qus !Log a[p > 1 et par conséquent l“B!p >1

On déduit donc de cette remarque 2 et du fait que m(N) > N2 H

Log l?[p e

3
Si 4 est un dénominateur commun de «, B et aB Pl

, est un dénominateur de y

car 3
. . 3 X .
3 iu Jop W =A=i p=d p
AN e ; R 1 o] B\"0 o 0
%y =] 312 phgw) (a1 5 ap)aa) 7 . (da”) T a
A
est une somme de produits d'é1éments entiers sur @ , donc est entier lui-méme, On
déduit donc une majoration de la taille de y soit ¢ taille de 1y << N3 .
Majoration de |Ylp 0
Diaprés la remarqgue |, F est convergente dans }z!p R ol R>1 et slan-
Y- S
nulle auvx M(N) pcints i43R de lzlp Rl

Tl est clair que 3

], = IeCa a0l < Il
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Le premier lemme donne ¢

2
1?11 < (%)M(N) 1FiR .

2

t comme M(N) PN et R > 1

4
7], < D]z

(2)

R

Réécrivons la quantité P(z) 3

p()-1  q(iw)-1 A 3
F(z) = T Lo »Oup) 2 (@)Y,
v=0 p=0

Tes fonctions z et aZ' sont continues dans le compact lz]p & R, done bor-

nées par conséquent :

p() Cq(N) p GN3

715 < »mea(miplr, ] .o 2 3

ol CT’ C 03 sont des constantes positives indépendantes de N ,

2’
De 1texpression (2) on obtient :
ol C4 est une autre constante positive supdrieure & {1 strictement, Cette dernidre
majsration se déduit du fait que N4 > N3 des que N Y 2 .

Conclusiocn, Utilisons le deuxitme lemme Loglylp > =2d t(yj o 4 = [K ;Q]o

4

on obiient alors la contradiction sulvanbte : W' << N3 et le théordme est démontré,



[1]
[2]

[3]
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La conjecture de Schanuel

Vichel WALDSCHMIDT
(orsay 22 mai 1973)

La conjecture la plus générale concernant les propriétés de transcendance de

1la fonction exponentielle a été énoncée par S. Schanuel (ef, [5] Pe 30 ).

(s) si XyroeesX sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants, alors

le degré de transcendance sur Q du corps

X X
1 n
Q(X1,..0,Xn 2 € 500038 )

est supérieur ou égal & n ,

Cette conjecture (8) contient toutes les propriétés connues sur la nature
arithmétique des valeurs de la fonction exponentielle (mises a4 part, évidemment,
les propriétés lides aux approximations diovhantiennes) ; elle est également répu-
tée contenir toutes les conjectures raisonnables que 1l'on peut énoncer sur ces

valeurs, Nous étudiong ici plusieurs conséguences de (S) o
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Préliminaires

Nous noterons @ le corps des nombres rationnels, § le corps des nombres

algébriques, clest-d~dire la cl8ture algébrique de § dans € .,

g1 E est une extension dfun corps k et si X1’°°°’Xn sont des éléments

de B , on dit que x1,°°m,xﬂ sont algébriquement indépendants sur k (ou bien

qu'ils forment une partie algébriquement libre de E sur k) si 1*homomorphisme

canonigue

I R & T E I

(de 1tanneau des polyn®mes sur k & n indétermindes, sur le sous—anneau de B

engendré par X1,°.09Xn>, défini par

B(Xi) = Xi pour 1

A
o]
o
=

b4

est un isomorphisme,

Dans ces conditions, tout sous—ensemble de l'ensemble {X?,OQO,Xﬂ} forme une
partie algébriquement libre de B sur k ; en particulier chacun des X, est
trangcendant sur k .

On dira donc qufune partie ¥ de B est algébriquement libre sur k si

toute partie finie de P  est algébriquement libre sur k .

Une partie B de E est une bage de transcendance de B sur k si B

vérifie 1'une des trois propriétés équivalentes suivantes :
(1) B est une partie maximale algébriquement libre de B sur k.

(i3) B est une partie algébriquement libre de B sur k , et B est une
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extension algébrique de X[B].
(ii1) B est une partie minimale de B telle que B soit une extension al-

gébrique de k[B]o

Toute extension B de k admet une base de transcendance, et deux telles
bases scnt équipotentes, Si B admet une base de transcendance finie, le nombre

n 3y 0 d'éléments de cette base est appelé degré de transcendance (ou dimension

algébrique) de B sur k , et noté
n:dimEo
k
Si E1 (resp, k1) est une extension algébrique de B (resp, k), on a

dim B = dim,E? = dim E = dim E1 o

k k k
k1 1

Notons autune extension de k est algébrique si et seulement si elle a un
aq q
degré de transcendance nul sur k .
Par convention, nous dirons que des nombres COmMPLEXES X, s0009% sont algé~—
b 19 9q

brigquement indépendants s'ils sont algébriquement indépendants sur @ (ou sur @,

cela revient au m@me), cltegt~d~dire si

ai 6o = .
1m®, @.(X1 s 7Xq) aq

Un nombre complexe est dit transcendant (resp, algébrigue) 8¥il est frans—

cendant sur @ (resp, algébrique sur § , c'est=i~dire dans Q).

Enfin nous dirons qulun nombre complexe £ est un logarithme d*un nombre a

. £ . . . .
si e” = a ; en particulier, un nombre £ est un logarithme d'un nombre algébrigme

. £ = . . e
s% e’ £ @ ., Par exemple ix est un logarithme d'un nombre algébrique,

Ta notation Tog sera utilisée exclusivement pour désigner le logarithme
&

népérien d'un nombre réel pogitif,
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§1, Le théordme de ILindemann~yeierstrass

Le vplus ancien résultat d'indépendance algébrique, dfi & Lindemann et
Welerstrass [4, 5, 8], résoud la conjecture (s) dans le cas particulier ol

TysecesX, sont algébriques,

Théoreme 1,1, Si x

reeerX, sont des nombres algébrigues, Q-lindsirement indépen-

1

dents, alorgs les nombres

X X,
1 n
e ’ooo’e

sont algébriguement indépendants sur § .

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante :

Théoxeme 1.2, Si Cypoonsly sont des nombres algébrigues deux & deux distincts,

aliors leg nombres

o o
1 m
e gnao’e

™

@-lindairement indépendants,

n
O
i3
ot

On déduit de cet énoncd le théordme de Hermite Tindemann ¢

L . Lt ?
Théordme 1.%. Si a # 0 est algébrigue, alors e est transcendant,

[l Aet]

Donc, si £ % 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, alors [ est

transcendant, Bn particulier

Théordme 1,4, Le nombre g« est transcendant.

En choisissant x1 =1 et X, = in , on constate que () implique également

la
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Conjecture 1.5. Les deux nombres e ef n sont algébriguement indépendants,

En fait (8) contient des propriétés encore plus fortes sur e et 7

(voir (4.1) et (4.2)),

§2, Indépendance algébrique de logarithmes

Apres avolr examiné le cas ou X1900°9Xn sont algébriques, il est naturel

X X
. 1 n P . y
dl'examiner le cas Ol € ,,..48 sont algébriques ;3 la conclusion de (S) est

aleors 1t'indépendance algébrique de XT,ODG,Xn o

Conjecturs 2,1, Soient z1,°°,,£n des logarithmes de nombres algébrigues. Si

31,°°°9zn sont O-linéairement indépendants, alors ﬁq,oonggﬁ sont algdbrigquement

indépendants,

Un premier pas vers cette conjecture, consistant & étudier les polyndmes de
degré 1 en Bysoensdy % coefficients algébriques a été effectué par Baker [1] qui

démontre le

Théoreme 2,2, Si z1?°°°,zn sont des logarithmes Q-linéairement indépendants de

nombres algébriques, alors les nombres

1’£19°°°’£n

sont Q=lindairement indépendants,

On déduit du théoréme 2,2 le théoreme 1,3 de Hermite ILindemamnm, ainsi que le

théordme de Gel'fond Schueider [4, 5, 8].
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Théordme 2.3, 81 £ #0 et b £ @ sont deux nombres complexes, l'un des trois

nomnbres

egt transcendant,

§3, Indépendance algébrique de puissances algébriques de nombres algdbrigues

Le théordme 2,3 de Gel'fond Schneider suggdre le probldme suivant (Schneider

[8] problime 7).

Conjecture 3.1, 81 £ # 0 est un logarithme d'un nombre algdbrique « , ef si

19619°°°9Bﬂ sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants, alors les

nombresg

sont algébriquement indépendants,
La conjecture 3.1 est une conséquence immédiate de (s) ; atailleurs, si on

on considére les nombres

X = f 4, X

1 2:B1£90009XH

w1 Bat s

on remarque que (S) contient méme 1'indépendance algébrique des nombres

561 £Bn
/e 9 e ,ooo’e °

Dtautre part l¥exemple des nombres
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£ =1og 2 ; B =2+V'§;B2=2—\]"2'

montre qutil est insuffisant de supposer B1’°'°’Bn irrationnels et
f-linéairement indépendants pour que la conclusion de la conjecture 3,1 puisse
&tre vraie,

Un cas particulier de 3,1 est une conjecture de gel'fond :

conjecture 3,2, 81 £ # O est un logarithme d'un nombre algébrique o , et si B

est un nombre algébrigque de degré d = [Q(B) :9] 3 2, alors le degré de transcen—

dance sur Q du corps

est égal & d-1 ,
Le théordme 2,% de Gel'fond Schneider résoud le cas d=2 , et Gel'fond [4]
a résolu le cas d=3 ,

7.7

Ramachandrs a cherché & généraliser 3,2, Il avait démontré [7] le

Théoréme 3,3, Si X1,X29X3 (resp° y1,y2) sont des nombres complexes

@-linéairement indépendants, alors 1'un des six nombres

X.y.
ivj . .
e s L =1,2,3 4 J = 1,2

est transcendant,

I1 avait remarqué ensuite que, si X1,X2,X3 (respﬁ y1,°,,,yd) sont des nom=

bres complexes @Q-linéairvement indépendants, alors d-1 des nombres

leJ
€ ,i=1,2,3,j:1,,,.,d

sont transcendsnts, Aussi avait-il conjecturé que
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(3°4> d-1 de ces nombres sont algébriguement indépendants,

Dtautre part, S, Lang [5] avait également démontré 3,%, puis il avait conjec—

turé e

Conjecture 3.5, Si X19X2 (respe y19y2) sont deux nombres complexes

O-linéairement indépendants, alors un des guatre nombres

est transcendant,

Cette conjecture (%.5) est dquivalente au probldme {1 de Schneider [8] :

Conjechure 3.6. Si 519£2,£3 sont des logarithmes de nombres algébrigques, tels gque

S5
>

2
£§%O,E;E/Q.:Zﬁ{®,

alors le nombre

Lok
We<
1

est transcendant,

Bn swivant le méwme raisonnement que Ramachandra., on observe que, si la con=-
jecture 3.5 est vraie, et si X13X2 (resyp., y?,aaegyh) sont des nombres complexes

O-1inéairement indépendants, alors n-1 des nombres
€ s 1 =152 35 J = lsoeorlt

sont Ausgsi était=il naturel de conjecturer que n=1
de ces nombres sont algébriquement indépendants (cf [9]).

Or il n'en est rien, comme le montre 1l'exemple des nombres
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%zi;%:W:g=w%2;%=ﬁL@2;%:U%35%=EL%3;

27507, est une conséquence de 2.3 par exemple),

(1'indépendance lindaire de y1,y
De méme les nombres

X =1 X=3V§

- ._..3 -

1 2 P xg = "V4 ’

y1 = Log 2 y2 = 3V§ Log 2 3 y3 = 3TZ Log 2 3

y, =Log 3 ; y. = BVQ Log 3 5 vy, = BVZ Log 3 ,
4 5 6

fournissent un contre—exemple & (3,4),

On peut néanmoins énoncer une conjecture, conséquence de (S), et contenant

(3.5),

Cenjecture 3.7, Soient Uyseeosly des nombres complexes, f~linéairement indépen—

dants 3 soit v un nombre complexe, transcendant sur @ . Alors le degré de trans-

cendance sur @  du corps

est supérieur ou égal & me1

Pour montrer que 3,7 (et donc aussi 3,5, qui correspond & m=2) est une con=
séquence de (S), on ordonne ui,...,um de telle maniére que, pour un entier 4 ,

O hgm,

(U. goeogum * vu

1 ’°‘°,vul€)

1
une base du Q-espace vectoriel engendré par u?,,.,,um ’ vui,,..,vum o

Comme v est transcendant (le résultat serait vrai aussi pour v algébrique de

degré supérieur ou égal & f-1), le degré de transcendance sur € du corps
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YR,

est inférieur ou égal & f+1 . Dlautre part, si (8) est vraie, le degré de trans-

cendance du corps

v va
W, 'llm " " 2 )

Q(ugge,oogum ¥ va QQOQQVH e gooo,e 3 e ’ooege

1 £’

est supérieur ou égal & myf ; a fortiori le degré de transcendance sur @ du

. u Vit vu,
1 m

) 1 m
Q(u1aoooaum 9 Vu.yoooyvum‘r €  30003C s © 30005€ )

1

ast supérieur ou égal & m+f ., Donc m=t des nombres
u, VUL,

et ,e (1 ¢igm)

sont algébriquement indépendants,

§4., Autres conséquences de (S)

La conjecture de Schanuel permet de déterminer le degré de transcendance de
corps obtenus en adijoignant &4 @ des nombres complexes définis & partir de la
fonction exponentielle (ou de fonctions 1ogarithmes)o On constate dans chaque
exemple que le degré de transcendance est le plus grand que l'on puisse espérer,

Aingi, povr illustrer ce failt, nous allons montrer que (s) contient la

gonjecture 4.1, Les 16 nombres suivants sont algébriguement indépendants

yLog 3 ;12

e e x e i i 4
69n96n,LOg To€ 5T sﬁﬁ9L0g 292n92 32 48 ST sLOg 37(L08 2



8.11

(Bn particulier, chacun de ces nombres doit &tre transcendant),

Considérons les 17 nombres. XyrooosX o guivants

1,in,m,Log m,e,e Log m,m Log w,Llog 2,n Log 2,6 Log 2,i Log 2,1i,i Log w,Log 3,
Log Log 2,Log 3.Log Log 2,Y2 Log 2 ,
Pour que 4,1 soit une conséquence de (8), il suffit que (38) entraine 1tindépen—

dance linéaire de X?,oaogx sur @ ; il suffit done, a fortiori, que (s) con~

17

tienne 1'indépendance algébrique des 6 nombres
,LOg m,&,L08 2,L08 3,108 Log 2 .

Le méme raiscnnement, & partir des nombres X;,,..,Xé :

1,in,Log w,Log 2,Log 3,Log Log 2

raméne le probldme & 1'indépendance algébrique des 5 nombres
7T, LOog mw,Log 2,108 3,L0g Log 2

donc & 1'indépendance lindaire des nombres
im,Log m,Log 2,Log 3,Log Log 2 .

BEn considérant les exponentielles des parties réelles, on doit montrer que
m, 2, 3y Log 2 sont multiplicativement indépendants (sur 7) ; or on sait déji
que (8) contient 1'indépendance algébrique de n et Tog 2 , dtapres (2.1)

(ctest—d=dire en choisissant x1 = 1ig et x2 = Log 2 dans (8)). D'ol le résultat,

Une conséquence un peu meins évidente de (8) est une conjecture de Lang [6]o

On définit par récurrence une suite croissante (Kﬁ) de sous-corps de ¢ de la



manidre suivante ¢

K o=0;3 K =k _ lexp(K_J));

autrement dit Kﬁ est la clB8ture algébrique du corps obtenu en adjoignant &

K jes uombres
Ve

Conjecture 4.2

La démonstration de 1'implication (8) == (4.2) est esquissée dans [6],

Terminons en indiguant une derni®re conjecture [3], conséquence de (8), et

conbenant les résultats et les conjectures des paragraphes 1 et 2

«

Conjesoturs 4.3. Solent %y roeasly des pombres algébriques, @-lindairement indé-

pendants ; soient £19,o°,£m des logarithues ®-lindairement indépendants de

nombres algébrigues, Alors leg nombreg

C(1 OCm
e goooge 9 /g1geoog£m

sont algéhriocuement indépendants,
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