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ZINSMEISTER, Michel

Lavrentiev domains

ABSTRACT

This thesis presents first the principal properties of the conformal mapping
of a simply connected domain £} whose boundary T is regular in Ahlfors'sense.
This permits to put a complex analytic structure on ;g, the set of Lavrentiev's
domains, similar to the universal Teichmiiller space, the underlying Banach space
being here BMO. The Cauchy operator CT’ operating on LZ(F,ds), is then
seen to depend analytically on T€ 2.

In a second part we study Neuman problem for rectifiable Jordan domains.
We characterize those domains for which one can solve this problem with data in an
LP(r,ds) (p>1). We also construct, for each p> 1, a Lavrentiev domain for

which one cannot solve Neuman problem with P ~data.

In the last chapter we establish some quasiconformal analogues of the theory,

permitting us to prepare a n-dimensional theory.

KEY WORDS @ Conformal mapping - BMO space - Universal Teichmiiller space -
Cauchy integral - Neuman problem - Quasiconformal mapping -
L avrentiev curves - Ahlfors's regular curves.



INTRODUCTION

1. Historique

Soit T une courbe de Jordan rectifiable de la sphere de Riemann passant
par le point & 1'infini. Nous désignons par s +—> z(s) une paramétrisation de T
par la longueur d'arc et par L2(1“) 1'espace des fonctions définies sur T et de

carré intégrable par rapport a la mesure ds.

Quelles sont les courbes T pour lesquelles 1'intégrale de Cauchy définit

un opérateur borné sur LZ(F) ?

Ce probleme, posé par Calderdn dans les années 60, a été un des problemes
centraux de 1'analyse pendant la derniére décennie. Son originalité réside dans le

fait qu'il se situe au confluent des préoccupations de deux écoles mathématiques.

La premiere de ces écoles, que nous appellerons 1'école de Calderon et
Zygmund, privilégie essentiellement le c8té "théorie des opérateurs" en liaison

avec 1'analyse réelle. Pour elle, le probleme posé est le suivant : trouver les
1

z(x) - z(y)

2 N
un opérateur d'intégrale singuliere borné sur 1. (R). Le probleme trouve alors

conditions minimales sur T pour que le noyau K(x,y)= définisse

son cadre dans un programme plus vaste de caractérisation des opérateurs bornés

9}
sur L7(R).

Le point de vue de la deuxieme école est tout différent ; il part de
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1'observation suivante : si f€L2(T), 1'intégrale de Cauchy

1 f(z) dz
2im r z-¢C

définit deux fonctions holomorphes F1(§) et F2(C) dans les deux composantes
de €\TI. Si T estune droite ou bien est le graphe d'une fonction de C:(R),
F

et F ont des valeurs au bord presque partout sur I etl'ona

1 2

f(z)=F1(z)_F2(z) p. p.{ds) sur T,
(1)

el = il

Le probleme de Calderdn est alors de trouver les courbes T les plus gérérales
pour lesquelles on a (1). Plus synthétiquement, les "courbes de Calderdn" sont
celles pour lesquelles L2(1‘) est somme directe des deux espaces de Hardy

HA(Q,) et HA(@Q,) ol
2 2
Ho(@,) = {teL(r) ; Fi, =0}.

=i @, et 652 désignent des représentations conformes de Rf_ et R% respec-~

1
tivement sur Q, et Q,, avec @J.(oc) =c, 1'application F s F o <I>j(<1>5)1/2
réalise (dans les "bons!" cas) un isomorphisme naturel entre HZ(Q1) et HZ(Ri)

(resp. HZ(QZ) et I—IZ(R%)).

La "philosophie" de la deuxiéme école, que néus appellerons école de
variable complexe ou d'analyse géométrique, est alors d'étudier intensément la
représentation conforme dans le but d'obtenir des renseignements sur les espaces
de Hardy H2(Q1) et H2(92). Plus précisément, le travail consiste & traduire en
termes analytiques sur la représentation conforme les propriétés géométriques de
I'. Cette école hérite d'une riche tradition partant de F. et M. Riesz (caractéri-
sation de la rectifiabilité) et poursuivie par Lavrentiev, Gehring, Pommerenke et

beaucoup d'autres.
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Le probléme de Calderdn a été complétement résolu par G. David en 1982 [1 5] .
Les courbes de Calderdn ne sont autres que les courbes régulieéres au sens d'Ahlfors

c'est-a-dire vérifiant :
dc>o0; v z €C, Vr>0, l{seR ; lz(s)— zOI< r}i < Cr,

oll I . ’ désigne la mesure de Lebesgue.

La preuve de Guy David est trés instructive, car elle reflete bien ce carac-
tere "ambivalent" du probléme de Calderdn. Elle repose sur des méthodes de variable
réelle, et donc se place dans le cadre de la premiere école. Néanmoins, pour mener
a bien sa démonstration, David a besoin d'une estimation de base. Celle-ci lui est
fournie par le théoréme de Calderdn [8] qui prouve, par des méthodes de variable
complexe, la propriété pour les graphes de fonctions lipschitziennes avec petite

constante.

11 est trés tdt apparu qu'une classe particuliere de courbes régulieres
jouait un rdle central dans la théorie ; ce sont les courbes de Lavrentiev, définies

par la condition
Je>o0 i ¥x,yER, ‘z(x)—z(y)lzc'x—y’.

D'une part ce sont les courbes pour lesquelles le noyau de Cauchy K(x,y) estun
noyau de Calderc'm-Zygmund. D'autre part les travaux de Lavrentiev et Pommerenke
permettent de montrer que si I' est une courbe de Lavrentiev alors ICIDJ' ‘ !R

est un poids de la classe A% de Muckenhoupt ; or il se trouve que c'est précisément

cette propriété de ®! qui est cruciale dans le travail de Calderdn déja cité (voir

aussi DO] ).

Notre démarche dans ce travail a été la confrontation des deux points de vue,

et ceci dans un double but :

1) Interpréter "géométriquement' le théoréme de David et mieux comprendre
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1'importance des courbes de Lavrentiev ;

2) Elucider 1'importance de la condition }@‘ IeAOO en liaison avec le

probleme de Calderdn.

Comme nous allons maintenant le voir plus en détail cette confrontation s'est

révélée fructueuse mais dans un sens le mystére s'est épaissi !

2. La variété des domaines de Lavrentiev

Notre premiére tdche a été d'étudier la représentation conforme & d'un
domaine régulier (c'est-a-dire dont le bord est une courbe réguliére). L'exemple du
domaine {y > XZ} nous montre que 1'on ne peut espérer que I@' ie A® en géné-
ral. Nous montrons cependant une forme affaiblie de ce résultat, a savoir que
It

o |tea® s 0<t<1/3.

Ce résultat implique en particulier que Log @' € BMOA(Ri) pour de tels
domaines. L'espace BMOA(Ri) (dont 1a définition est donnée au chapitre I)
apparaft ainsi comme 1'espace fonctionnel naturellement attaché a ces domaines de
la méme facon que 1'espace de Hardy H1 est 1ié a 1'étude des domaines rectifiables.

On pose alors
D = )\‘Log &' ; ®(R) est une courbe réguli‘ere}
L = {Log ®' ; ®R) estune courbe de Lavr*entiev},

et nous montrons que 4 est I'intérieur de & dans BMOA(Ri), par analogie
avec les théoremes d'Ahlfors et de Gehring sur 1'espace universel de Teichmiiller.
Nous pouvons ainsi munir 1'ensemble des domaines de Lavrentiev correctement

quotienté d'une structure analytique complexe.

11 devient alors possible d'étudier la dépendance analytique des objets
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associés & & . C'est ce que nous faisons pour 1'opérateur de Cauchy lu avec la

paramétrisation ®, c'est-a-dire I'opérateur T(Log ®') de noyau

Cat/2. /2
K(x,y) = 20 "2 (y)
d(x) - o(y)

Nous montrons que l‘application

B —L02R), L2R))

Log &' +—»T(Log &')

est analytique complexe. Il est tentant alors d'interpréter le théoréme de David en
termes de valeurs au bord de fonction analytique. Malheureusement, nous montrons,
4 1'aide d'un résultat profond de Gehring, que 1'adhérence de &£ ne contient pas

D et cette obstruction géométrique nous dte toute illusion.

3. Les domaines de Neumann

Dans ce travail, nous caractérisons les domaines § tels que 1 ®! ]€A°°(R).
Nous les appelons domaine de Neumann car il est tres facile de voir que la condition
’@' |€A°° équivaut au fait que 1'on peut résoudre dans £ le probléme de Neumann
avec valeurs au bord dans LP (T) pourun p> 1. Cette caractérisation met en
jeu une quantification de la notion de locale connexité que nous allons maintenant
définir.

Unensemble E duplanestdit k- 2c (k> 1) si pour tout disque
Dc €, END estinclus dans une composante connexe de E N kD (kD est le
disque de méme centre mais de rayon multiplié par k). Si & est un domaine
de Jordan, nous dirons qu'il est de type ‘j si & est k- <42c pourun k=1,
et de type % si €\{l estde type ff . Enfin nous dirons que 2 est de type

R si son bord est régulier,
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les trois classes ‘J., ‘6, R jouent un peu le rdle des couleurs primaires
en peinture. Ainsi Gehring a montré que les domaines quasiconformes (voir II) sont
les domaines de types T et %. On en déduit immédiatement que les domaines

de Lavrentiev sont les domaines appartenant aux trois classes.

Nous montrons que 1a classe des domaines de Neumann est 1'intersection

des classes R et “&

Nous montrons ainsi, via le théoféme de David, que tout domaine de Neumann
est un domaine de Calderdn.

Ce phénomeéne est a rapprocher de la construction, par Verchota &0] , d'une
solution au probleme de Neumann dans un domaine Lipschitzien de R" par la méthode
du potentiel de double couche. Cette construction est en effet basée sur la solution du

probléme de Calderdn.

I1 y a donc des liens profonds entre les deux problemes mais ceux-ci ne sont

pas encore compris.

4, L'indice des domaines de Lavrentiev

Si nous voulons préciser pour quels p> 1 nous pouvons résoudre le
probleme de Neumann, il faut affiner notre analyse et déterminer les q> 1 tels
que {éb* I appartient a la classe Aq(R) de Muckenhoupt. D'aprés la théorie s

oo r'e » . K] s +
poids de A , nous pouvons definir 1'indice d'un domaine de Neumann par

inf-{pz1 ; tc‘ﬁ‘leAq pour q>p}~

Par le théoreme de Helson-Szegd [25] , on voit facilement que cet indice est < 2
pour les domaines au dessus d'un graphe de fonction lipschitzienne. Baernstein [’S]

avait conjecturé qu'il en était de méme pour les domaines de Lavrentiev.
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Dans un travail en commun avec P. Jones, nous montrons qu'il n'en est rien.
Plus précisément nous montrons, pour tout p> 1, 1'existence d'un domaine de

Lavrentiev d'indice exactement p.

5. Problemes ouverts

a) Pour ne pas alourdir cette introduction, nous n'avons pas parié jusque la
des domaines de Smirnov (voir IV. 1), ce qui rend d'ailleurs certains énoncés
provisoirement incorrects. Le probleme, tres ancien, de leur caractérisation est
toujours ouvert ; notons au passage que Lavrentiev a introduit ses courbes en liaison
avec ce probleme.

Nous exhibons dans cette thése une trés grande classe de domaines de Smirnov
et peut-&tre approchons-nous de leur caractérisation. Il serait déja intéressant de

caractériser géométriquement les domaines tels que Log ®' € BMOA.

b) En ce qui concerne la variété des domaines de Lavrentiev il serait intéres-
sant de caractériser son adhérence o&b. Mais surtout nous ne savons pas si D est
connexe ; le probleme analogue pour 1'espace universel de Teichmiiller est résolu

mais il ne semble pas que les méthodes s'appliquent & notre propos.

¢) Les classes des domaines réguliers et de Lavrentiev sont stables par
transformation de Mobius. Ce résultat suggere qu'il pourrait y avoir un analogue de
cette théorie en dimension supérieure, les transformations quasiconformes remplacant
la transformation conforme. Par exemple on peut facilement généraliser le théoreme
de Lavrentiev-Pommerenke de la facon suivante :

3, si f:R"—R" est K quasiconforme etsi I = f(Rn'])

IV

si n
vérifie la propriété de régularité

3c>0, vxeRY, vr>0 X' TnBx,r)=cr™! (8™ désigne



-8 -

la mesure de Hausdorff (n-1)-dimensionnelle) alors la mesure sur Rn_1 définie

par

1(0) = " (#0)

est absolument continue et sa densité est un poids de la classe AT, le chapitre

V est une premiere ébauche d'une telle généralisation en dimension = 3.

Les méthodes utilisées dans cette thése sont celles de 1'analyse géométrique.
Les espaces fonctionnels (surtout la classe de Bloch et BMO) jouant un rodle considé-

rable dans ces méthodes, nous les étudions en détail au chapitre I.

Dans le chapitre II, les principales propriétés de la représentation conforme,
en liaison avec ces espaces fonctionnels, sont étudiées. Les résultats de ces deux
premiers chapitres peuvent étre considérés comme "classiques" ; ils constituent
essentiellement une synthese destinée a convaincre le lecteur de 1'importance de

l'espace  BMO dans cette théorie (voir aussi le chapitre V).
Au chapitre III nous développons les points 2 et 3 ci-dessus.

Notre objectif principal est la variante de la théorie de 1'espace universel
de Teichmiiller décrite au point 2. Au chapitre TV, nous étudions le probleme de

Neumann et le probleme de Calderon en liaison avec les espaces de Hardy généralisés.

Enfin, en annexe, nous montrons un résultat de Sullivan concernant

1'itération des polyndmes en utilisant les méthodes de 1'analyse géométrique.



CHAPITRE 1.~ Les espaces fonctionnels de base

1. CLASSE DE NEVANLINNA. FONCTIONS EXTERIEURES ET INTERIEURES.

a) Rappelons tout d'abord la théorie sur le disque. Une fonction f analy-
tique dans le disque appartient & la classe N(D) de Nevanlinna si Log ( lf_(z) | )
admet un majorant harmonique (Log x = sup(Log x,0)). Une fonction g analytique

dans le disque est dite intérieure si sup Ig(z) I < 1 et sises valeurs au bord
zeD

(qui existent presque partout) sont de module 1. Enfin g est dite extérieure s'il

existe w € L1(’I‘) telle que
iB
1 ——

1 2T e’ +2z
v z€D, gz)= exp{ﬁ B -.-6—--—w(8 ) dé } .
o e z

Le théoréme qui suit résume les propriétés de la classe N.

THEOREME 1. Sont équivalents, pour f analytique dans le disque :

(1) feN(D),
(2) sup Log lf(re )lde < 400,
r<1 %o

S . (z) ’
1 . .
(3) f(z) =B(z) -S-Z-(—Z-) G(z), ou B(z) estun produit de Blaschke, Sy

et S, sont deux fonctions intérieures ne s'annulant pas dans D et G(z) est
une fonction extérieure.

De plus, si f€EN(D) alors f admet presque partout une limite non tangen-
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tielle f(eie) telle que Log ’f(e ’ €L (T) et
(1 ~27 eie +z i6 i
G(z) = exp{dT B —5— Losg !f(e ) ‘de }
o e

Pour les démonstrations de ces résultats, voir [17] , [21] .

La classe NT(D) est définie par le théoréme 2 suivant.

THEOREME 2. Pour f€N(D), sont équivalents :
2T B 2T 0.8
(4) limS log lf(re ) |d6 =S log |f(e ) lde ,
r»1-0 o)
(5) le facteur S,=1 dansla décomposition (3). Si (4) ou (5) est

vérifié nous dirons que fENT(D).

b) Nous nous proposons d'énoncer des résultats analogues pour le demi-

‘ 2
i = i M >
plan superieur R+ {x+1y 3V O}.

DEFINITION 1. Une fonction f, analytique dans Ri, appartient a la

classe N de Nevanlinna si Log+ lf(z) l admet un majorant harmonique.

Considérons o(z)=1i 113:—2 une représentation conforme de D sur Rf_.

Sa réciproque est ¥ (z) = = .Vu la définition de la classe N, il est évident que

f€N(Ri) si et seulement si f o @EN(D).

Nous pouvons alors recopier le théoréme 1 dans le cadre de Ri. Le seul

ennui est que les droites y = (yO > 0) sont envoyées par ¥ sur des cercles

o]

tangents en 1 au cercle unité. Néanmoins nous avons :

THEOREME 3. Si f€N(Ri) alors f admet des limites non tangentielles

presque partout au bord, Log lf(x) ! € L1(—-(-1-)-(2 ), et f admetla décomposition
T4+x
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S (z
(6) f(z) = B(z) 52 z G(z) ,
ou G(z)= exp{ 1—11-7- S (t_—Lz - —2—%) Log }f:(t) (dt} , B(z) esiun produit de Blaschke
R t +

pour Ri et S1 , 52 sont des fonctions intérieures (méme définition que pour le

disque). Réciproquement, toute fonction de la forme (6), ou

IR U O t , L
G(Z)—exf)(tﬁ‘\R o R(t—_—z-t—z:; w(t) dtJL avec wEL (1th appartient a la

classe N(Ri).

I.a démonstration du théoreme 3 est évidente avec 1'usage d» la transforma-

tion conforme ¢.

Remarque. Si on suppose log ’f_(t) ‘(—Z ]’,_,1(dx) alors

oy o Y [ loglf(t)‘
G(z) = e explﬁ-‘) o dt}

ce qui est plus en "accord" avec la formule de Cauchy. e facteur - 7t-—- n'est
t+1
l1a que pour assurer la convergence de 1'intégrale. Remarquons d'autre part que

l ’ I
G(z) = exp{z—z-ﬁ 5 (-l- - -—-1-_» ) log lf(t) (d’rj‘ nous reconnaissons 1a 1'1nteg1‘ale
Rt

-~z t-z

de Poisson de log ’f ’ .

s'il existe

o~
= N

DEFINITION 2. Une fonction & est dite extérieure dans ¥

welL, (-7) réelle telle que
T+t
G(z) = e' exp{ 3 '1 = ot )w(t)dt}.
t+1 )

:ﬁ—a

2
Une fonction [ appartient a N+(R:) si f peut se décomposer sous la forme

f(z) = B(z) S(z) G(z) ,

ot B est un produit de Blaschke, S une fonction intérieure ne s'annulant pas
,) £ . rd .
sur R:L et G une fonction extérieure.
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¢) Propriétés des fonctions extérieures

PROPOSITION 1. Soit f€N+(Ri) ; alors f est extérieure si et seulement

si log ‘f(z) t est 1'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord.

Preuve. La partie directe a déja été démontrée dans la remarque 1. Récipro-

quement si f = B(z)S(z)G(z) etsi B(z)S(z) n'est pas identiquement égala 1,

alors }f(z)t < ’G(Z)‘ pour zeRi , et par conséquent log jf } ne peut étre

1'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord.

PROPOSITION 2. Soit f€N+(Ri) ‘telle que f ne s'annule pas dans Ri.

Si 1/t €N+(Ri), alors f est extérieure,

Preuve. C'est évident d'aprés 1'unicité de la décomposition des éléments
de N.

PROPOSITION 3. Soit f une fonction analytique telle que Re f> 0

dans Rf_. Alors f est une fonction extérieure.

Preuve. Par transformation conforme on est ramené a prouver 1'analogue

dans le disque.

Soit donc F une fonction analytique dans D telleque Re F> 0.

Considérons la détermination principale du logarithme
log F(z) = log IF(z) | + 1 Arg(F(z)).

pour z€D. D'apreés le théoréme de

P!

Puisque Re [+> 0, ona Arg(F(z))<

Fatou il exisie u(ele ye Lo, Hu”oo < g, telle que u(z) = Arg(F(z)) soit
1'intégrale de Poisson de u(e16 Y. Posons alors |
27 i0

17 e +z .8
G(Z) = po 50 F:;—L«e )de.
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G(z) est une fonction de H2(D) (en fait c'est une fonction de BMOA({D) (voir
le paragraphe 3)) et sa partie imaginaire est u(z) = Arg F(z). 11 existe donc
CER telque TF(z)=Cexp (G(z)). Mais G estdans H2 et par conséquent
Cexp G =F est extérieure par la proposition 1 (ou plutdt son analogue pour le

disque).

2. FPONCTIONS DE BLOCH

a) La classe de Zygmund

DEFINITION 3. On dit qu'une fonction f, continue sur R, appartient
’ *
ala classe de Zygmund A (R) sil'ona

| £ceh) + f(x=h) = 2(x) |

sup 5

XER, >0

= HEHA* < o0,

Toute fonction lipschitzienne appartient a 1a classe de Zygmund mais la

réciproque est fausse comme le montre la fonction de Weierstrass

It
f(X)“—: T cos 2 x .
n=0 2N

PROPOSITION 4. Si  f€A*, il existe une constante C telle que

Y x€R, ;f(x)I < C(1 Az-]xtflogixll ).

Némonstration. On suppose  x > 1. Montrons tout d'abord 1'inégalité

v 0, 0 - 1) - 26) - i | < 2 xllll

Pour le voir on écrit
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) - £3) - 20:3) - 130 = (£0x) + 63 - 2602 - (1C2) + 15) - 263EN) 4

(535 + £¢5) - 213),

et la propriété découle de la définition de A*. Soit n 1'entier tel que

1

2 o v <2 Alors

SN R )

b= 2 i
f(x) = f
’ 2 2 2"

k=0

Comme f estcontinue sur R il existe une constante C > 0 telle que

'f(x)’ <C si ’x‘s 1. D'autre part posons, pour k= 0,

k X X

2y =2 [f(—k) - f‘m)} :
2 2

D'apres 1'inégalité montrée plus haut,

a 3 k|

k'ak+1|54 A¥

d'ou, a 1'aide d'une transformation d'Abel,

ak n-1
Z —= Z (a,-a_ ,)S, +aS
K0 2 K=0 k k+17 Tk nn
k.
ot S =2 29 <2, Onadonc
k™%

lf(x)l < gx n”fHA* +3C< Clxlogx + 1)

et la proposition 4 est démontrée.

Remarque. Par des arguments similaires on peut montrer que

constante C de la proposition 4 est de la forme k Hf” ol k estune

AF

constante absolue.
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b) Fonctions de Bloch

DEFINITION 4. Une fonction f, analytique dans Ri est dite appartenir
a G’S(Ri) si f vérifie :

st <kl <+
xf—;ll}?GRi VIR 6 "

Avant de faire le lien entre @(Ri) et A®(R), démontrons quelques

propriétés de cette classe.

PROPOSITION 5. Il existe une constante C> 0 telle que si f€®, alors

sup y2 lf“(x+iy)} < CHfuﬁ.
>0 ;
XER
Réciproquement soit f une fonction analytique dans Ri telle que

sup y2 ?f"(x-;—iy)} < +o, Alors, sipourtout x lim f'(xHy)=0, feﬁ(Ri)
x+iy€R+ Moo

avec

2 | e s
”fH(B Sxfix;peRi y Jf (x+1y)f.

Cette proposition est une conséquence immédiate des deux lemmes suivants,

dont nous aurons besoin dans la suite.

LEMME 1. Soit ulx,y) une fonction harmonique dans Ri telle que
V X + iyeRi , V¥ ’u(x,y)i < k. Alors y2 ’%—L-;( (x,y)i < Ck pour tout x+iy€Ri ,

ou C est une constante universelle,

Démonstration. u(x,y) est bornée sur tout demi-plan y= y, avec

Yoo 0. D'apres le théoréme de Fatou on en déduit :

. 2 10 2 N
v ><+1y€R+ , ulx,y)= 7\ ______%___T ult , y/2)dt, d'ou
R (x-t)"+y7/4
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u 1¢ (x-t)y
s= (x,y) = _B u(t , y/2)dt
o "R [(x t) +y/4]

et par conséquent :

2|du ‘t‘y
y ,y).<C'kS dt = Ck.
ox (t2y2/4 )

LEMME 2. Soit u une fonction harmonique dans Ri telle que
2
V X +iy € Ri y2 g)——%(Xﬂy) l < k. Alors si %L;(x,y) tend vers 0O lorsque

y tend vers 1'infini,

A X+iy€Ri , l (x y)l <
Démonstration. Gréce a 1'hypotheése faite sur bb——; , ona:
2
o2 du P ¥u -
A x+»1y€R+ , W(X’Y) = —Sy -b—y?(x,t) dt, d'ou

ou - ot _
y gy(x,y)‘skygy F—k.

Nous allons maintenant faire le lien entre @(Ri) et 'espace BMO.

DEFINITION 5. BMO(Ri) est 1'espace des fonctions f localement

intégrables sur R_2l~ telles que

dx dy < +o

sup ,, m SS ’{f(x,y -(-’——-I-Bg f(x,y) dx dy)}

Bc:R

oli B décrit 1'ensemble des disques de ﬁi ( lB I désigne la surface de B).
On a alors le résultat suivant, dii 2 Coifman et Rochberg.

PROPOSITION 6. Soit f une fonction analytique dans Ri ; alors f

appartient a B(Rf_) si et seulement si f appartient a BMO(Ri) etilya
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équivalence des normes correspondantes.

Démonstration. Supposons tout d'abord f€ G(Ri) ; soit alors

. 2
Zy =X+ 1y, € RJr s Ty < A et B la boule de centre zZ, et de rayon ry

Tout d'abord remarquons que

é]SSB i(z) dz dz = f(z) ,

par la propriété de la moyenne. On écrit alors

ill

SSB lf(z)-f(zo)|dz 4 < So {SOO r(& y—m dt)dr}de

< ronHa3 C SZO {XZ (SZ/Z -—99—-> at} dr.

yo-t sin6
Mais on montre, en la calculant, que
T /2
\ ® . € gon

J

o Yo t»sinG B /3; /yo—t
SXB |#(z) - (z.) laz dz < C r*i HfH@

Réciproquement supposons f€BMO(Ri). Soit Zy =X+ iyo € R_ZI_. Posons

C = 'z = X+iy ] 2-Z } € Ez-yo » 7Y ]} On montre alors, en utilisant la formule

de Cauchy, que

; ’f(z)—f(z )i
' < £
LACNEF 30 °

I 2

1 JZSS 'f(z ) - f(z ]dz dz
z-2z y

d'ou Yo lf'(zo) l < C”fH 2), et la proposition est démontrée.

BMO(R+
Avant de passer au résultat fondamental de ce paragraphe, énoncons encore

une propriété qui n'est autre que 1'invariance conforme de la classe de Bloch.

PROPOSITION 7. Si  ®(D) désigne 1'espace des fonctions holomorphes
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dans D telles que

-1z B le@ | = lill g <+,
sep (-l P =l g <+

alors f, holomorphe sur Ri, appartient a (B(Ri) si et seulement si
fo o€ B(D) etl'ona

ool g - 2|,

BR’)

Démonstration. Soit f holomorphe dans Ri. Alors :

(1 -1z )0 0)(2) = (1- 12 |%) Zy £ (0 (2))

(1-2)

2
Mais la partie imaginaire de o¢{(z) est i 1- IZ l ; la proposition 7 s'en déduit

1-z
immédiatement.

¢) Lien entre la classe de Bloch et la classe de Zygmund

Nous nous proposons, dans cette partie, de démontrer la théoreme suivant,

qui est fondamental dans la théorie des fonctions univalentes :

THEOREME 4. Soit f€ G%(Ri) et F une primitive de f. Alors F se
prolonge en une fonction continue sur Ri et FIR est une fonction de la classe
de Zygmund avec HF IRH A* < CHthB' Réciproquement si f est une fonction réelle
appartenant 2 A*(R), il existe une fonction F continue sur Ri et analytique

sur Ri telleque F'€é® et ReFIR=f avec

el < clil ..

Démonstration. Supposons tout d'abord que f€ (B(Ri) ; pour montrer que F

se prolonge continliment a ﬁi , nous allons montrer que Fv(x) = F(x+iy) converge
uniformément sur tout compact lorsque y tend vers 0. Soitdonc 1 un intervalle

compactde R. Pour x€I et y<1 ona
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‘f(x+1 - f(x+iy) ‘ ’fH log N
et par conséquent, si x€I et y,y' sont <1, y'<y,

| Flxtiy) - Flxriy') | = Ssz' (C, + HfH(B log 1) dt
= (Cp + el =) + [ll gy v r0g 3 - 37 108 )

ol CI = sup 'f(x+i) | . Cette derniére inégalité prouve la convergence uniforme
xcl

sur tout compact de Fy vers F qui est continue sur R. Pour montrer que
FeEA*(R), il nous faut évaluer Aﬁ F(x) = F(x+h) + F(x-h) - 2F(x), et ce pour

X€ER. Pour ce faire on écrit

2 2 2
A F(x) = Ah Fh(x) + L\h (F - Fh)(x),
rd 2
et on commence par évaluer Ah(Fh) ;

A (F) = F(x + h +ih) + F(x - h + ih) - 2F(x+1h)
_ g (Qu £1 (x+t+ih) dt> du
[¢] ‘)—u

arod &2 ()60 | = il o

Pour évaluer Aﬁ(F - F on écrit une formule de Taylor avec reste-intégrale

D,

al'ordre 1,
h
F(x) - F(x+ih) = ih £(x + ih) = S t £ (x+it) dt .
(0]

Mais
X-+h X

}B £ (u + ih)du - \

I

A8 )x) £ (utih)dy |

xX-h
-2l
et

’Sth'(xut)dtf < HfH(B h

On en déduit que F ,Re A*(R) avec



- 20 -
I IRl < 6llell, -

Réciproquement soit f une fonction réelle appartenant & A*(R). D'apres la

proposition 4, la fonction g suivante est alors définie sur Ri ,

@) =g § [(le)? ?ﬁ]m)
cette fonction est holomorphe sur Ri et sa dérivée vaut
. 5 1) 5dt .
R (t—
En utilisant la proposition 4 et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
on montre facilement que pour tout x de R, lim g'(x+iy)=0, ce qui va nous

Yt
étre utile. Montrons tout d'abord que gE€E® . Pour ce faire on remarque que

R [ thd
eg'( 21#3 ~ 3 (t)

- SR (1) £x=t) dt ol

(t -z

h (t)=— (1 . 1
YU 2im S (t-iy) (t+iy)3>
_1 y(Bt2 - y2).
T (t°+y")

La fonction hy est donc paire, d'intégrale nulle et

-3
y

o
——~
L
IA
=)W

W

]hy(t)l <3 [¢]-3,

3

On peut donc écrire

Re g'(z) = ZB (E(x+t) + f(x~t) - 2£(x)) hy(t)dt,

d'ol
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[Re g'(2) | S%(S HfHA*}t’y—Bdt+S HfHA*}t}-Zdt)
MSy It >y

< ZHfHA* y_1 .

Pour terminer la démonstration du fait que g€® on écrit g = ulx,y) + iv(x,y).

Nous venons de voir que
yl%(x,y){ < 2HfHA* .
Par le lemme 1 on en déduit que

2
210 ool <2clll,
y -b;g(xy)< HHM,

. : ‘ d"u _ du du_ _dv
Mais u est harmonique et par conséquent g—}? = - ;;- Comme % - X est
tel que lim -g-‘—;[(x,y) =0 pour tout x, le lemme 2 nous permet de conclure que

y3+oo
y {-g-% (x,y) I < 2CHfH A%* Nous avons donc montré que g est une fonction de la
classe de Bloch avec Hg” 8 < CHfH A D'apres la premiére partie de la démons-
| tration une primitive G de g se prolonge continliment a Rf_ et sa valeur au
- bord appartient a A*. Pour montrer que Re G IR =f, fixonsun h>0 et

posons

17 1 t N |

F, (2) “ﬁ& (5 - = (te+h) + £(t-h) - 2£(t)) dt.

R t+1
On montre facilement que
F{;(z) = G"(z + h) + G"(z-h) - 2G"(z).
~Comme pour tout x€R on a

lim Fh(x+iy)‘ = lim (G(x+h+iy) + G(x~h+y) - 2G(x)) =0 ,

Y900 yao

nécessairement Fh(z) = G(z+h) + G(z-h) - 2G(z).
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En passant alors a la limite au bord on en déduit que si 1'on désigne par

MA(t) 1lafonction Re Glt),
2 2
Vv h> 0, Ah £(t) = Ah A(t).

De cette égalité on tire facilement que " = X" au sens des distributions et donc

que f=Xx (modulo un terme affine).

Pour conclure ce paragraphe signalons que 1'analogue du théoréeme 4 est

naturellement vrai dans le disque et la démonstration est similaire ( [17 _J ).

3. L'ESPACE BMOA(Ri)

a) Rappelons tout d'abord quelques résultats classiques sur BMO(R).

DEFINITION 6. BMO(R) est 1'espace des fonctions f localement

intégrables sur R telles que

HfHBMO= S?p ]—;—NI ’f(x)«- mIfl dx < 40 |

ol 1 décrit I'ensemble des intervallesde R et ol

m{f = -,—;—IBI f(x) dx.

Un premier résultat est que toute fonction de BMO est intégrable par

rapport 2 ___d_xz (voir @1 J ). On peut donc considérer toute fonction fEBMO
T+x

comme valeur au bord de la fonction harmonique

u(x,y)=Py * £(x).
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Avant d'énoncer le théoréme fondamental concernant BMO, di a Fefferman et

Stein, donnons deux définitions.

DEFINITION 7. HT(R) est 1'espace des fonctions fELT(R) telles que

*(x) = sup ,P *f(x)‘ €L1(R).
y>0 Y

DEFINITION 8. Une mesure ¢ positive sur Ri est appelée mesure

de Carleson s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle 1 de

R, onait: U(f)SC[I , ol f désigne le carré IXEO, 'If]

Le théoreme fondamental est alors le suivant ( I:20_J , aussi démontré dans

1.

THEOREME 5. Pour une fonction f localement intégrable sur R les

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) tEBMO(R)

*
ii) £ appartient au dual (I—I1) de I~~I1 ‘au sens que

Ic>0, voer'®) <)l = [1im § 6ot axl< cllol
Tpo0 H
o £ (x)=f(x) st |fx)|=T, =T st fx)2 T, =-T si x)= -T.

iii) La fonction harmonique u(x,y) = Py * f(x) est telle que

y (V ulx,y) ’2 dx dy

est une mesure de Carleson.
La propriété (iii) a été améliorée par Coifman et Meyer ( DB]) qui montrent :

PROPOSITION 7. Soit ¥ une fonction de L1(R) d'intégrale nulle telle

! -
- que id)(x)! < Cc(1 +x2) 1. Pour t> 0 on pose gbt(x)zgw@-{), Alors si
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f € BMO(R), la mesure

2 dx dt
)12

,f* zbt(x

2
est une mesure de Carleson sur R+.

Un corollaire immédiat de la proposition 7 est que si fEBMO(R) et si
u(x,y) désigne Py * f(x), alors

y3 ‘V2u(x,Y) Izdx dy

est une mesure de Carleson sur R+.

2
b) BMOA(R_l_)

PROPOSITION 8. Soit F une fonction holomorphe sur Ri. Les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :

i) y IF'(x+iy) ‘2 est une mesure de Carleson sur Ri ,

i)  sup HF(.+iy)HBMO< +00,

y>0
iii) Il existe g€EBMO(R), réelle, telle que
2 IR
Y zER' F(z) = o {—- - T]g(t) dt.

R “t-z t7+1

Si 1'une de ces trois propriéiés est vérifiée, nous dirons que F€BMOA(R3_).

Démonstration.

(i) = (ii). Montrons tout d'abord que si F vérifie (i), alors F appar-
tient a la classe de Bloch &(Ri). Soit donc  x+iy € Ri et B le disque de
centre x +iy etde rayon y/2. Par (i), il existe une constante C> 0 telle que

SSB y! ‘F'(x'+iy")’2 dx' dy' < Cy.

D'autre part, en utilisant la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques,



SSB y' ‘F'(x'+iy') 2 dx'dy' > % B BSB IF'(X'HY')PdX'dY'

'B

De ces deux indgalités on déduit aisément le fait que F€ (B(Ri ).

Pour y> 0, posons alors Fy(x+it) = F(x + i(y+t)). Le fait que fedi(Ri)

1
implique facilement que Fy(x+it) =P, * Fy(x). Montrons que t |Fy(x+it) ’2 est

une mesure de Carleson. Soit donc I un intervallede R. Si ’I. >y, la

condition (i) implique immédiatement que
X-H x dt < .
‘F"( t) ’Zd dt C‘I]
S1i maintenant ’I ’ <y, la condition de Bloch nous montre que
tlFx+it) 2 <€
y y
pour x+itel et par conséquent on a encore
¢ 2
SBA ylF}'}(xﬂt)l dxdt<cltl.
I

Par le théoréme 5, on déduit de cette étude que

sup ”F H < 400,
y>0 BMO
ce qui est la condition (ii).
(ii) = (iii). Soit G(z) une primitive de F(z). Puisque HG H < C,

y''BMO =
la fonction /‘.-}2] G(z) = G(z+h) + G(z-h) - 2G(z) (h> 0) est analytique et bornée

dans Ri. Par le théoréme de Fatou il existe gh(x) € LY(R) telle que :

VYz=x+1iy € Ri , Ah G(z) = P * gh(x) Par ailleurs la condition (ii) implique

1'existence d'une fonction f_€BMO(R) et d'une suite (yk) tendant vers 0 tels

que Fy tendent vers f pour la topologie faible définie par la dualité H1—BMO.
k

2 . .
Comme 4, Glx+iy) = Fy#*¥u(x) ol 3, est une fonction de H'(R), onen
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déduit que
gh(x) = fx th(x)-

Pour tout x+iy€Ri , onadonc :

Fy * ¢h(x) = Py * fx z,bh(x).
Il existe donc deux fonctions de y, A(y) et wu(y) telles que
v x+iy€Ri F(x+y) = Py * £(x) + xx (y) + u(y)

(modulo une constante). Nécessairement A(y)=0 car Fy et Py x f sont

intégrables par rapport a -% D'autre part p(y) est harmonique et par
T+x

conséquent [ (y)=ay. Mais un calcul facile montre que —b_ (Py * £(x)) tend
Dz

vers O lorsque y tendvers +a pour tout x. Comme F est analytique
—b-: P * f(x) =% ia, etdonc a=0. Nous avons montré que F(z)= Py * £(x).
o}/

La condition (iii) en découle avec g(x) = Re f(x).

(iii) = (i). Posons F(z)=u(z)+ iv(z). Alors u(x+iy) = Py * g(x) et

y | F' (x4iy) ]2 =y qu(x+iy) ‘2 et on conclut en utilisant le théoréme 5.

La démonstration précédente prouve que si F est une fonction de
BMOA(Ri), alors F(x+iy) converge presque partout vers une fonction F(x)
appartenant 8 BMO(R). C'est la norme de cette fonction F(x) dans BMO(R)

que nous prenons pour HF” 5. Nous avons également montré que cette
BMOA(R+)

norme est équivalente aux normes suivantes :

~ sup [[F |

ZNHRe F ’RH
y>0

BMOA (R“)
+

Il

BMO(R) y BMO(R)

Enfin si nous désignons par E1 I'espace de Banach des fonctions g analytiques

dans Ri telles que

Hg” = supiT—’SS ’gx+1y dxdy}

IcR
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Nous avons montré que 1'application F »F' réalise un isomorphisme entre

BMOA(R?) et E,.
+ 1

Nous nous proposons de généraliser ce dernier résultat. Soit E2 1'espace

de Banach des fonctions g, analytiques dans Ri telles que :

HgH = sup lm S& |glxriy) [Zax dy}v2 < e,

alors,

PROPOSITION 9. L'application F +=»F" est un isomorphisme de
2
BMOA(R+) sur E2.

Démonstration. Il suffit de montrer que 1'application A :G+HG' estun

isomorphisme de E)1 sur E2. A est injective car, E1 étant inclus dans
1'ensemble des dérivées de @(Ri), seule la constante O€E,;. Reste a montrer
la surjectivité. Pour ce faire on observe tout d'abord, comme pour E1 , que
g€E, =>supy ?lgbeiy) | = CHgH
y=0
Nous pouvons donc considérer, pour tout x+iy€Ri
400

f(x +iy) = —iS g(x +it) dt ,
y .

qui est une fonction analytique vérifiant f' =g. Montrons que f€EI1 : soient
xo,yOER, A > 0. Alors
XotVo Y Xoero Yo 400 2

So ogoy‘f(x+iy)’2dxdy=g S y'g g-tg(x+it)dt dy dx

Yo © X0 Yo © y

X0+y0 ,.yO 400
53 \ (S 2 | g(xit) |2 dt)‘dy dx =1,
Xo—yo (6] v

par Cauchy-Schwarz. Mais
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X -+
o Vo e 5 /,yo

1= B 2 | g(xit) |2 (

1 [ ;_(
X ~¥, "0 o Ly,+ool

C—"3

) dt ) dt dx

oo Yo Yoo e, 5 -
= B 5 £ lg(XJrit) ‘Zdt dx +y B (S t 'g(x+it) ‘ dt) dx
“o™Vo © Yo Yo

< c, |lel
Yo E2.
Avant de clore la partie b), examinons ce qui constitue la propriété

d'invariance conforme de BMOA(R?L).

PROPOSITION 10. Une mesure o, positive, définie sur Ri, est une
mesure de Carleson si et seulement si
Yo
sup > SS 5 l do(z) < 4eo,
R

Z =X +iy €ER Z -7
o o+1yo + o

Cette proposition, de caractére technique, est facile & démontrer (voir [2 1] ).

Naturellement toute la théorie faite sur Ri peut étre faite dans D etla
proposition 8 peut &tre recopiée en remplacant les droites y = y, Ppar les cercles

de rayon 1< 1 et oll la notion de mesure de Carleson est remplacée par :

DEFINITION 9. Une mesure ¢, positive dans D est appelée mesure de

Carleson si elle vérifie ;

’

Jc>o, vi-lo 6, leT \\. do(z)= cl1
I

. P if 1
ou I:{Pe ; 6er, 1-r§62—61}.
L. 'analogue de la proposition 10 est alors :

PROPOSITION 11. Une mesure positive o sur D est une mesure de

Carleson si et seulement si
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1-—|z ‘2

o)
sup gg - do (z) < +4e0,
zO€D D } 1—220

Vues les propositions 10 et 11, un simple changement de variable prouve la

proposition suivante :

PROPOSITION 12. Soit ¢ une mesure positive sur Ri ; alors o est
une mesure de Carleson si et seulement siilenestde mémede 0o @ ]cp' l . En
conséquence une fonction f appartient a BMOA(R?_) si et seulement si fo

appartient 2 BMOA(D), avec équivalence des normes.

On rappelle que ¢ est la représentation conforme de D sur Ri

définie par ¢(z) =1 :—1%

c) La classe AmA(Ri)

Rappelons tout d'abord les résultats classiques concernant la classe A°°(R)

de Muckenhoupt.

DEFINITION 10. Un poids w(t)= 0, 1localement intégrable sur R est
dit appartenir & AP(R), ol p estunréel> 1, sil'ona
) -1/ p-1
sup< ! 3 w(t)dt>< ! g w(t) p-1 dt) < 4oo
Trlor Tr]r

IcR

ol I décrit 1'ensemble des intervalles de R.

L'importance de la classe AP (R), pour p> 1, provientdu théoréme

suivant, d{t & Hunt, Muckenhoupt et Wheeden [26] (voir aussi @1] , [9] ).

THEOREME 6. Soit p> 1; unpoids « appartienta AP(R) siet
seulement si il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction

f e LP(w dx) N 1L%(dx), on ait
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| < ¢l :
LP(w dx) LP(w dx)

ol H désigne la transformée de Hilbert.

Posons AOO(R) = U Ap(R). La classe AOO(R) admet de multiples carac-
p~1
térisations que nous résumons dans la proposition suivante :

PROPOSITION 12. Soit w= 0, localement intégrable sur R. Sont

équivalents :

() weA™(R),
(2) dc, >0 tels que pour tout intervalle I de R et pour tout

sous ensemble mesurable E de I, onait: %((}%) < C(IE I)S, ol 1'on a posé
I

W(A) = SA w(t) dt.

(3) Il existe C,e>0 tels que pour tout intervalle I de R on ait

"'inégalité de Holder inverse'" :

1
1+€ dt)m

(Th 31 w(t) <cC Th SI w(t) dt.

(4) Le poids w vérifie "1'inégalité de Jensen inverse" :

- 1 ¢ 1
dc> o0, vicr n 51 w(t) dt < C exp{ n SI log w(t) dt}.

Pour les démonstrations, on consultera [2‘3:[ .
Enfin, rappelons le résultat fondamental suivant, qui est essentiellement dii

a John et Nirenberg [28] .

PROPOSITION 13. Si wGAOO(R), alors log w € BMO(R). Réciproquement,

si f€EBMO(R), ilexiste €> 0 ne dépendant que de HfHBMO tel que eEf

appartienne & A“(R) (on a supposé f réelle).

Laissons-la les rappels et introduisons la classe A%A.
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DEFINITION 11. Une fonction P, analytique dans Ri est dite appartehir

R cA”(R).

=

a AOOA(RE) si F estextérieure et si

D'apres les propositions 8 et 13, si F est dans AOOA(Ri), alors
log F (qui est bien définie puisque F, extérieure, ne peut s'annuler sur R)
appartient a BMOA(Ri). Réciproquement, si f appartient a BMOA(Ri), alors

exp(ef) appartient a AOOA(Ri) si € est assez petit d'apres la proposition 13.
Si weA”(R) il existe une unique fonction {z) appartenant a AOOA(Ri)

telle que IQ[ ]R =, a savoir
1 ¢ 1 t
Q(Z) = exp ?BR (F-:—Z- - 'tgt;) }.Og w(t) dt}.

l-__l'unicité est a un facteur de module 1 prés] .

Le théoréme suivant nous fournit une caractérisation pratique de la classe

ATA(D).

THEOREME 7. Pour une fonction F€N+(Rf_), ne s'annulant pas, sont

équivalents :
(5)  FeA"ARD),
6y logFe€ (B(Ri) et 3C>0 telle que pour tout intervalle I de R

on ait
1 ¢ <
m SI fF(t){dt.., CIF(‘ZI){,

-

ol z =% +i iI:[x— - .
1 o Wor S oyo’xowcrJ

Démonstration.

(5) =(6). Si Fe /\mA(Ri), alors w = ]Fl ’R est un poids de la classe

A . Sinous posons f=logw, ilvientalors, par (4),

= 1 e erd ] |
¢ >0, VICR mslw(t)dt < C exmeBI £(t) dt }.
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Fixons maintenant un intervalle I de R et posons Xy T iyo =27 on démontre

alors facilement que

: 1 .
o L 0 py i) = oy

Mais Py * f:(xo) = log ’F(ZI) , car F estextérieure. La propriété (6) en

0
découle car il est bien entendu que FEATA =3 log FEBMOA « B.

(6) =>(5). Montrons tout d'abord que sous la condition {(6), F est extérieure.

Pour ce faire nous allons montrer gque la condition (6) implique 1'inégalité (8) suivante :

(8) Pour a> 0 assez petit, il existe une constante. C> 0 telle que

VXER, Vy>0, P x( P60 = ¢ [reep) 12

11 suffit, vu 1'homgénéité des conditions, de montrer (8) pour x =0, y=1. Alors

1 |
P, * 'Ffa(0)=5 iF(t) faP1(t)dt + T IF(x) fap1(x)dx.
-1 n=0 ol }X!<2n+1

Sil'onachoisi a<1, (6) etl'inégalité de Holder impliquent

2

.
S |F(t) |2 P (t)dt=<C IF()
-1
et
Yn=0 S fF(t)laP1(t)dtscz““fF(zr‘i)la.
P }X‘<2n+1

Mais le fait que log F € (B(Ri) implique

vn=o0 Jlog IF(2ni)} - log F(i)H < C’n”log F

® "’
et par conséquent
n(aC! Hlog F” ~-log 2)
vnzo, 2 re) P < e FG) |2,
. ez . log 2
I.a propriété (8) s'en suit pour a< .
C'lllog F 0

Supposons a présent que F n'est pas extéricure. Il existe alors S
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intérieure et G extérieure telles que
F = SG.

Par (8) on aurait alors
P x IG 'a(x)

Y >

v x+iy€Rf_ , lS(X+i.y} la > é =
!G(xﬂy) I

la derniere inégalité provenant de 1'inégalité de Jensen. Mais alors é serait

b

=

dans Hw, ce qui n'est possible que si S est triviale.

Reste & montrer que I FHR ¢ AY(R). Cela va résulter du lemme suivant

concernant la classe de Bloch.

LEMME 3. Soit F€N+(Ri), extérieure, telle que log F € (B(Ri). i

existe une constante C> 0, ne dépendant que de Hlog FH telle que

®

©) VIcR, fF(zI) < c exp{-l-%-{ SI log | F(t) ldt}.

Démonstration du lemme 3. 11 suffit de montrer 1'existence d'une constante

universelle C> 0 telle que

'V IcR, hog F(ZI) - ﬁ B log F(t) dt k < CHlog F‘Ilﬁ_ ;
111

Pour ce faire, onpose g=1og F etonappelle G une primitivede g. On

pose d'autre part I = [xuy , x+y:| . Alors :

llog F‘(zI) - TIL“SI log F(z) dt { - 2%/ I(G(x+y) - G(x+y~}iy)) -

X4y |
(Glx-y) = Glx=ysiy)) + | (altsiy) - glesiy) at |
X-y

On utilise alors la méme méthode que dans le théoréme 1.4, Par la formule

de Taylor avec reste intégrale,

~Y
G(a) - Gla+iy) = iy gla+iy) - 3 t g'(a+it) dt,
o

d'oli:
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g F(z) - =10 tog Pty at | = oL [0 (glteiy) - glxety)) at
og F(z; Tﬂ% og F( 5 Bx_y g(t+iy) - glx+y

LY
+ iy(g(x+y+iy) - glx-y+iy)) +5 t(g' (x-y+it)-g" (x+y-+it)) dt
(o]

< clil.
et le lemme en découle.

Nous pouvons alors conclure la preuve du théoréme 7. Soit donc F une
fonction vérifiant les hypothéses de ce théoréme. Par (6) et le lemme précédent, il

existe C> 0 telle que, pour tout Ic R,

T—;-[ SI IF() lat < c_exp{ﬁ-] Sx log |F(t) lat},

et 1a conclusion découle de (4) de la proposition 12.

d) Espaces de Hardy & poids du demi-plan supérieur

Pour x€R, notons I‘(x):{x'+iy'€Ri; \/(x'—x)2+y25£2y'}. Si F

est une fonction quelconque définie sur Ri , nous posons F (x)= sup lF‘(z) I .
z€T(x)

Nous nous proposons de définir, pour tout p> 0, les espaces de Hardy

HP(wdx) ol w estunpoids de A”(R), généralisant la notion classique

d'espace de Hardy. Cette théorie est due & C. Kenig E”T] .

THEOREME 8. Soit p>0 et F une fonction analytique sur Ri ;
les propriét€s suivantes sont alors équivalentes :

(10) F* e LP(w ax),

. , U/p
(11)  sup (\ lF(x-i—iy)Ipw(x)dx) < 400
0 YR
(12) F(Q)Vp € Hp(Ri), 1'espace de Hafdy classique, ou Q(z) estla

fonction extérieure telle que IQ(X) I = w(x) presque partout sur R.
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Démonstration.

(10} = (11} est évident.

(11) = (12). Montrons tout d'abord les lemmes suivants concernant AY(R).

LEMME 4. Si g> 1 etsi weAdR), alors

wix)dx
e

< -
(1+1x1)q -

Preuve du lemme 4. Pour f Ilocalement intégrable sur R, la fonction

maximale de Hardy-Littlewood de f est définie par :

ME(x) = U ) ] at.
X)=s0

Un résultat fondamental concernant les classes AP est que fe>»Mf estborné

sur Lq(w) si et seulement si weAq. Le lemme en découle car
1

< i =1 . .
m CMe(x) ol o(x) [_1,1:1()()

LEMME 5. Si weAdR) et feLI(w dx), alors

£(x) | -
SR Ti i dx < C”fHLq(w)'

De lemme découle immédiatement du précédent par 1'inégalité de Holder et
it { ,
le fait que weA?  siet seulement si w™d /9 e Al , ou q' désigne 1'exposant

conjugué de q.

Démontrons maintenant (12) a partir de (11). Pour cela, posons
G{z) = F(z)(z+i)°Q/p. Par (11) et l1e lemme 5, G appartient a 1'espace de Hardy
Hp/ q(Ri) ; onendéduit que F et donc F(Q)V p appartiennent 2 la classe de
Nevanlinna N+(Ri). "~ Pour démontrer que F(Q)T/ Pe HP(Ri)’ il suffit donc de

montrer que sa valeur au bord est dans LP , ¢e qui est évident par (11) et le
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lemme de Fatou.

(12) =(10). Supposons tout d'abord p > q. Montrons alors, dans ce cas,
que F est 1'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord. Pour ce faire, il suffit

de montrer que Fo ¢ € H1(D) oll, ce qui revient au méme puisque FEN', que

dx < 400,

g [Fex) |

R 14+x

Mais F(z) = H(Z)\Q(Z)_1/p ou H(z) € I—Ip(Ri), et par conséquent

1

A

H

- | | w(x)=1/P -p'/p 1
) Feo | - |1(x) )P ax | B " (x)dx]
- i? []
R 1+x 1+ x2 P LR (14x®P
- -p'/popb! . ,

Mais wechAp et donc w €A et le resultat découle du lemme 4. Pour
conclure dans le cas p=q, onobserve que F' < M(F ]R) et on applique
1'inégalité a poids précédemment rappelée. Dans le cas p<q onécrit F = BF
ol B est un produit de Blaschke et ol F ne s'annule pas sur Ri. On a

alors 5:%9-1/13 ol ﬁer(Ri); soit k unréel >0 telque pk=q.

D'apres le cas précédent, on voit que (51/ k)* e P k(w dx), puis on écrit :

~. ~ ¥* k
VxeR, F(x)< F(x)< I:(ka) (x)J € LP(w dx) ,

ce qui termine la preuve du théoreme 8.

Comme corollaire de la démonstration précédente, montrons encore le résultat

suivant qui sera utile au chapitre IV.
PROPOSITION 14, Si weAp(R) et Fer(RJZr , w), alors

2 e (), .
v zER' F(z) = = BR  dt = Py* (f + iHf)(x) ,

ol f estla partie réelle de la valeur au bordde F et H est la transformée

de Hilbert.
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Démonstration.

Puisque feLP(w), Hf et P (f+iHf) sont définis car H et M
(fonction maximale) operent sur LP(w dx). La fonction

N e £(t)
P (f+1Hf)(x) = TFBR o2 dt

2 : ‘ o .
est alors holomorphe sur R+ et sa partie reelle coincide avec celle de F
puisque, comme on 1'a vu, F est l'intégrale de Poisson de ses valeurs au bord.
Les deux fonctions different donc d'une constante ; cette derniére est nécessaire-~

ment nulle car les deux fonctions ont des valeurs au bord dans Lp (w dx).

Remarque. La classe A% est 1a classe adaptée a la théorie des espaces
de Hardy a poids. Pour nous en -convaincre, considérons une fonction (z )€N+(Ri),
ne s'annulant pas et telle que log € (B(Ri). Supposons que pour une telle
fonction, 1'équivalence (10)¢=>(12) du théoréme 8 soit vraie. Pour tout intervalle

I= )_xo-yo , xo+yOJ de R posons z. =X +Hy et considérons la fonction

I 0

£ (z) = Q) (———"_-7
Z - ZI)

11 est clair que fI(z)Ql(z) € I—I1(Ri) avec

HfIQH1 = T.
D'autre part, pour tout x€I, ona

£ = e ) = — 1.
: T g Jatp |

Par 1'équivalence (10)¢= (12), il existe une constante C indépendante de I

telle que
SI f;(x)w(x)dx < CHI’:IQH1 ,

et cette inégalité implique
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-EH SI wx)dx = C )Q(ZI) ‘ .

On en déduit que w = ’QHR appartient 8 A”(R) par le théoréme 7.

Notes du chapitre I

Tous les résultats de ce chapitre sont classiques (sauf le théoréme 7). Nous
avons délibérément fait le choix de la variable complexe et insisté sur 1'invariance
conforme de ces espaces. Pour un exposé plus systématique et exhaustif des proprié-
tés de ces espaces on pourra consulter E17] [39_—’ . Le théoréme 7, qui va se
révéler tres utile dans la suite, semble nouveau : il a été inspiré par le travail de
Pdmmerenke [36] . Pour illustrer son utilité, notons qu'il permet d'obtenir une
démonstration tres rapide du théoréme de Lavrentiev [32] . Notons encore qu'il a

un analogue évident dans le disque (la démonstration est la méme).
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CHAPITRE 1II.- Généralités sur les fonctions univalentes

1. LA THEORIE DE KOEBE

Dans toute la suite, nous désignerons par S la classe des fonctions f

holomorphes et univalentes dans D, le disque unité, telles que £(0)=0, £'(0)=1.

THEOREME 1. Si f€S, alors [f"(0)] < 4.

Tous les théorémes que nous allons maintenant énoncer sont plus ou moins
des conséquences du théoréme 1. Pour une démonstration de ce résultat ainsi que

des quelques autres que nous ne démontrerons pas, on consultera |_35] .

COROLLAIRE 1 (Théoréme de distorsion de Koebe). Si f appartient a

S, ona, pour z€D,

i Azl pe) < 2l

(1+1z ) —(T-ZI)B’

@) 2 < lt2)] < 2|

(1+z)‘ (1—2)"

d

1—-|z‘ £'(z) 1+lz'
3 < 2y | =
©) 1+ 1z = 'Zfz -1z |

COROLLAIRE 2. Soit f une fonction univalente et holomorphe dans - D
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D
(resp. dans R:L). Stz €D (resp. zoeRi) et sil'on note § =f(D) (resp.

Q= f(Ri)), alors

Ta-lz Bl )] < dez), vy = (1= 12, |5 10 ) |,

1 \ 7 0
(resp. 5 Y, \f'(zo) ‘ < d(f(zo),bQ) <2y, ‘f'(zo) l oli 1'on a supposé z_ = x0+1y0).

Démonstration. Supposons tout d'abord que f€S et montrons

< d(0,>Q) < 1.

-

2|

Par (2) il vient V z€D lf(z) l > et donc
(1+1z 1)

d(0,2>Q) = 1im inf lf(z)_l 2%. L'autre inégalité provient tout simplement du lemme
z |1

de Schwarz appliqué i la fonction z |——>f_1(d(0, Q) z). On déduit immédiatement

de ce résultat que si f est univalente dans D alors

(4) Hev) | < atz0),50) < 110)].
Z+Z
On conclut alors facilement le corollaire 2 en appliquant (4) & la fonction f(——),
ZO_EOZ 1+zoz
(resp. en appliquant (4) a £( )).
1-2z

PROPOSITION 1. Si f estunivalente dans D et ne s'annule pas, alors

log f appartient & la classe de Bloch ®(D) avec une norme < 4.

Preuve. Par le corollaire 2 on peut écrire, en posant Q =£(D) ; V z€D,

A(2),00) _ (1_|, 2y 0@, dsti),00)

£(z) £(z) #(z) |

Mais, puisque f ne s'annule pas dans D,

dist(f(z),d2Q) < 'f(z) ,

et la proposition 1 s'en déduit.

Dans le paragraphe 2, nous montrerons un résultat beaucoup plus fort.
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La proposition suivante va confirmer 1'importance de la classe de Bloch

dans la théorie des fonctions univalentes.

PROPOSITION 2. Si U désigne D ou RJZr et si [ est une fonction
holomorphe univalente dans U, alors logf' appartient a la classe de Bloch

B(U) avec une norme ne dépassant pas 4.

Preuve. Soit z €U et d = d(zo, dU). Alors la fonction

f(zo+dz) - f(zo)

f(z) =
d f' (zo)

appartient a la classe S ; d'aprés le théoréme 1 on a donc I?:’"'(O)i <4 cequi

équivaut a
fu (Zo)

f'(zo)

< 4,
o

Pour clore ce paragraphe, nous allons maintenant faire le lien entre la classe S

et les espaces de Hardy du disque.

THEOREME 2 (Prawitz) [__38] . Pourtout p< %, S est une partie

bornée de HP(D).

Démonstration. Fixons un p < % et posons, pour f€S

2 .
.1 8. |p
Mp(r) = Tﬂ,go lf(re )l dé

M (r)= sup lf(reie ) I .
06 <27

Par un calcul facile, on obtient 1'identité
227 . .
d ' _p r'g i@ | [p-2 6, |2
(5) My = B |1(ret®) 1P-2 [ £1(re®) |2 a0 .

Par intégration de (5) entre 0 et r, on obtient
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2
ip) o B € P-2 |ei(,y 12
oM =B )| ) P e Pacay,
d'ol, puisque f est univalente,
r M;a(r) <P BS || P2 d¢ dn = p(M@@(r))p.

<M (r‘)

Enfin, par intégration de cette dernidre indgalité et en utilisant (2),

pour. p< %

2. FONCTIONS UNIVALENTES ET BMOA
Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme 4, dii 2 A. Baernstein

[4] . La démonstration que nous avons adoptée est essentiellement due 4 P. Jones

[29].

THEOREME 3. 11 existe une constante C absolue telle que, si f est une
1
fonction holomorphe et univalente dans D, alors %‘ dx dy est une mesure de

Carleson dans D de "norme" < C.

Démonstration. Vu la proposition I.11, il suffit de montrer 1'existence d'une

constante C telleque si f estunivalentedans D et T une transformation

conforme quelconque de D sur lui-m8me, alors
1
(6) SS 'f (Z l |1 (2) lax ay < c.

Mais, par le changement de variable z = T"T(u), (6) équivaut i

7) SS ?f‘(z laxdy<C, ol T=for '
f

(z
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11 suffit donc de démontrer (7) pour toute fonction ¥ holomorphe et univalente dans
D.

a) Démontrons tout d'abord (7) pour les fonctions f ne s'annulant pas
dans D. Vu l'homogénéité, on peut alors supposer f£(0)= 1. D'aprés la propo-

sition II.1, on a

v z€D, (1-121)1%) <4
iz

De cette inégalité et du fait que £(0) =1 on déduit facilement que

(8) V z€D, (1—|z]) I | 1—‘2')

dx dy. Pour cela, on écrit SS SS Sg
ol E:{Iflél} et F=D\E. Par Cauchy-Schwarz,
Ty |5 o = (3, b ) 5, st

E li(z) 7>
Puisque f est univalente, vu la définition de E,

(SS If*(z)fzdxdyj (SS dxdy 2_6.

B 1) |9

. S g £'(z)
Majorons a present SS @
' D

1/2

Pour évaluer la deuxidme intégrale, on utilise (8) pour obtenir

(1, 2t = (0, o)

E f(z

Pour majorer SS on procede de fagon analogue ; toujours par Cauchy-Schwarz,
F

cf'(z
e

oxav = () L8 o a) (5]l Vo)
Mais CSS )2 dx dy>1/2 < 68

f(z) |

x dy
lzl1 >

|z|>1

et, par (8), (Sgpdx dy |£(z) | 1/5>1/2 < (SSD (1= 12 |74 Pax dyj/2 <6.
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Le théoréme 3 est donc démontré pour les fonctions holomorphes et univalentes

ne s'annulant pas dans D, avec C=72.

b) Supposons a présent que f s'annule en zoeD. Sans restriction de
généralité, on peut supposer que z appartient au segment [:0,1 [ Appelons

D le disque D privé de segment [0,1[ et ¢ une représentation conforme

de D sur 5 Alors

() i,

dx dy = BS f (Z

=§Slem' | v 2 ey

- |5g

ou F=foy estholomorphe, univalente et sans zéros dans D. D'apres la

"(z) | ax dy,

partie a) l—l est alors une mesure de Carleson sur D et 1'on applique le

lemme suivant, qui est classique ( EZT:J) :

LEMME 1. Si 0 estune mesure de Carlesondans D etsi u estune

fonctionde D dans C,

ve>o, (f luPae=clolR] le@Plel,

lue) .

ol u(z)= sup
-z <201 |l

Mais on vérifie (soit en calculant explicitement ¥, soit en appliquant le
théoréme TII) que ¥ 'GHT(D), et donc que (p') € LT(OD) (voir [21] ). On

applique alors le lemme 1 a 1'égalité (9), et le théoréme 3 est entierement démontré.

THEOREME 4. Il existe une constante C absolue telle que

a) Si f estholomorphe, univalente et sans zéros dans D, alors
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Hlog fHBMOA(D) < C.

b) Si f est holomorphe et univalente dans D avec f(zo)=0 (zoeD),

alors
Hlog( ZD‘ IsMoa(D) = -

. . 2
De méme si f est univalente dans R+ et ne s'annule pas,

2
1 '
Hlog fHBMOA(Ri) <C, etsi f s'annule en zo€R+ ,

A
O

||log< = f(Z))H

BMOA (R )
Preuve. Elle est immédiate par application du théoréme 3 et du lemme suivant.

LEMME 2. Soit u une fonction holomorphe dans D telle que

lu'(z) ’dx dy soit une mesure de Carleson. Alors u(z) € BMOA(D).

Démonstration du lemme 2. D'apreés la proposition 1.8, il suffit de montrer

que les hypotheses impliquent que (1- lz ' ) Iu' (z) |2 est une mesure de Carleson.
Pour ce faire, il suffit de vériﬁer que u est une fonction de Bloch. Soit donc

zo€D et D o le disque de centre z, et de rayon 1- ]zo ‘ . Alors
lu'(z )l S———ZC Sn Iu'(z)‘dxdys C

la derniere inégalité découlant du fait que lu' ‘dx dy, est une mesure de Carleson.

Remarque. La réciproque du lemme 2 est (malheureusement) fausse. Pour

un contre exemple, voir E21_J .

Revenons a la preuve du théoréme 4. La conclusion est évidente si f ne

z-Z
O

s'annule pas dans D. Si f s'annule en z_, posons T(z) = et

1-Z z
o
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F(z) = log ]E-(—?-)—) F  est analytique dans D et lF'(z)! < l?(z)h!;!(z) est
7(z '

une mesure de Carleson dans D par le théoréme 3. Le lemme 2 permet de conclure
que FEBMOA(D). Enfin les résultats pour le demi-plan se déduisent des résultats

pour le disque par la propriété d'invariance conforme de BMOA.

Remarg ues.

1. La méthode employée pour démontrer le théoréme 4 est trés souple et se

généralise au cas ou f est seulement quasi~-conforme ]:voir' [29] et le chapitre V_] .

2. Baernstein montre en fait un résultat plus fort que le théoréme 4. Si f
est univalente dans D alors I f_(e16 ) ip € A2(bD) (1a classe de Muckenhoupt)

pour tout p < %, ce qui fait le lien avec le théoréme de Prawitz (théoréme II.2).

3. LES THEOREMES DE DISTORSION DE POMMERENKE ET DE
GEHRING-HAYMAN '

Les deux théorémes que nous énoncons dans ce paragraphe seront les outils

essentiels du chapitre 3.

a) Le théoréme de distorsion de Pommerenke

PROPOSITION 3. Soit F un sous-ensemble de ?D de mesure o> 0
et f une fonction univalente de la classe S. Il existe une constante k{(a) et
z €F tels que

° 1

Bo [ (p zo) ldr*g k().

Démonstiration. Celle que nous proposons est due a Lewis-Rossi~Weitsman

BB]. Pour z€bD on écrit
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A
g lf'(vz)’dr‘ < h(z) F(z),
o

1

irz)| et Flz)=\

r

1 (rz) | rd
o |f(rz)

hiz) = sup r,

o<r<1

Du théoréme 2 de Prawitz, on tire que h€L1/ 3 (oD) et du théoréme 3, que

F€L1(b D), avec des normes majorées indépendamment de f. On en déduit

}EA - I{Z%D ; @) > AH <ca/3 ,

-1
IFkt - l{zebD . P(z) > A}‘s ca.
On choisit alors X{«) de sorte que C(A_1 + A_T/B) < % , et 1'on en déduit

)2

1
¥ 2EF\ (E,UF, ), 30 £ (rz) ldr < X («

ce qui établit la proposition 3.

Nous déduisons facilement de la proposition 3 le théoreme de distorsion de

Pommerenke [35] :

THEOREME 5. Si U désigne soit D soit Ri , si ZO€U et si
I estun sous-ensemble de dU de mesure harmonique o« par rapport a zZ,
alors il existe un segment non euclidien ¥ joignant zZ, a -1 telque

(e laz| < o aistetz,), 5101,
Y

ot C(x) ne dépend que de «.

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition 3 a la fonction de S

r(z) - £7(0)
7'(0) £! (zo)

, ou 7(z) désigne une représentation conforme de D sur U

telle que T7(0) = Z,- Le résultat provient alors du fait que

lf‘ (z) HT *(0) )N dist(f(zo),f(U)), ce qui est un corollaire du corollaire 1.2,

’
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b) Le théoréme de distorsion de Gehring-Hayman

PROPOSITION 4. Soit f€S telle que f(D) soit un domaine de Jordan.
I1 existe une constante C > O absolue telle que pour tout intervalle I de D

on ait

diam(f(1)) = C ‘I ]2.

Preuve. Remarquons tout d'abord que 1'noncé a bien un sens car d'apres
un théoréme de Carathéodory, si f(D) est un domaine de Jordan alors f se
prolonge en un homéomorphisme de D sur (D). Passons a la démonstration
proprement dite. Si diam £(I) = 10_1 , iln'y a rien a démontrer : sinon, posons
d = diam £(I) et fixons un point z, de f(I). D'apres le théoréme de Koebe,

1

lzo '2 i et donc 1'origine n'appartient pas au disque DO de centre zO et de

rayon d qui contient f(I). On peut écrire

ry il = wio,um), 1)),

c'est-a-dire que g?l est la mesure harmonique par rapport a 0 de f(I) pour

le domaine f(D). Appelons Q’o la composante connexe de f(D) N (€ \ 50)

contenant 0, et Y o la partie de DDO incluse dans f(D).
D'apres le principe du maximum,

LZI_J = w(0,£(1),£(D)) = w(0 , ¥, Q).

D'autre part, puisque f(D) est un domaine de Jordan, il existe un arc de Jordan
% issu de z,€0 DOﬂC \ f(D) reliant 1'infini dans €\f{D). Posons alors

Q,=C\ (50 U §). Toujours par le principe du maximum, on a

1 |
5= w(O,yO,QO)S w(O,bDO,Q1).

Par inversion de centre ZO on en tire
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est 1'image de 91 dans 1'inversion z +—> Par homogénéité on a

Wi \zl__} a, E‘ , 2D, Q1)

ol 9‘1' est 1'image de Q% dans 1'homothétie de rapport d. On applique alors

un théoreme classique de Beurling [_2 5 PP- 42—43J nous apprenant que

d 4 8
oz, oD, e =1 [-4 =8V,
(o) Z

et la proposition 4 s'en déduit.

Le théoréeme suivant n'est autre qu'une localisation de la proposition 4.

THEOREME 6. Soit U=D ou Ri et f une fonction univalente dans

U telle que f(U) soit un domaine de Jordan. Soit I un intervalle de pU.
Pour tout o> 0, il existe une constante c(x)> 0 telle que si z €U est tel

que la mesure harmonique de I par rapport a Z, soit = «, on ait

diam (I} > c(«x) dist(f(zo) , of(U)).

Démonstration. Soit T une transformation conforme de D sur U

telle que T1(0) = z ; il suffit d'appliquer la proposition 4 a la fonction

f(r(z)) - £(1(0))

s U ORI ()

Nous déduisons du théoréme 6 le théoréme de distorsion de Gehring-Hayman

2],

THEOREME 7. Soit £ un domaine de Jordan et f une représentation

conforme de D sur . Il existe une constante absolue C> 0 telle que

A1
B 'f' (x) ]dx = C longueur (f(d DﬂRi)).
-1
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i 77/2n+1

Démonstration. Pour n€EN posons xn=1—2"n et z =e

Posons également X_ =X, et z_,= —En. Alors pour tout n€Z la mesure
harmonique de 1'arc z’; z,,q bar rapport a X est supérieure 2 « indépendant
de n. Par le théoréme 6, on en déduit 1'existence d'une constante C > 0 telle

que

—~ :
V n€Z, longueur f(zn Zn+1) > C(1- lxn ] ) if (Xn)

’

et donc que

longueur f(bDﬂRi) >C Z (1- ‘Xn l ) |f‘(xn) 1 )
ncZz

Mais le fait que Log f' est une fonction de Bloch de norme < 4 (Proposition II.2)
implique que

n+1

X
(1—lxn])lf'(xn)|~gx lf'(x)]dx.

n

Ce qui termine la preuve du théoréeme 7.

COROLILAIRE 3. Si & est un domaine simplement connexe et si f est
une représentation conforme de U (=D ou Ri) sur £, alors si z, ,22€bU
sont les extrémités d'un intervalle I de dU etsi ¥ estunarc de Jordan

reliant z4 a z, dans U,
longueur f(y)= C dist(f(zI),bf(U)),

ol C est une constante absolue.

(Pour la définition de z;, voirle théoreme 1.7)).

Démonstration. Par une transformation de Mdbius, on se ramene au cas

U =D, 21:—1, z~ =1 et f€S.
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Alors B lf' (x) ‘dx > % d'apreés le théoreme de Distorsion de Koebe.
-1
D'autre part,
1 . .Xn+1
B ‘f_'(x)‘dx:g ‘f'(x)ldx+ z ’f'(x)‘dx
-1 YR : n=0 X,

ou les X sont tels que ¥ = yNRU( U Cn), les Cn étant des arcs de Jordan
n=0 '

ne coupant R gu'en leurs extrémités X et x CnUCn est alors une

n+1°
courbe de Jordan fermée symétrique par rapport a 1'axe des x et 1'on peut consi-
dérer zpn une représentation conforme de D sur son intérieur. Par symétrie

] 2 - N PR
d)n( [—1 ,1_| ) = [‘_Xn , Xn+1] et gbn(b DﬂR+) =C, ou C_. D'apres le théoreme 7

n

X
T+l
appliqué a f oo S ’f‘ (x) ldx < C longueur f(Cn), et le corollaire est

X
n

démontré.

4. CONNEXITIS TLOCALL

a) DEI'INTTION. Soit k unréel = 1. Un sous—ensemble [E du plan est dit
k-localement connexe (ce que nous abrégerons en k-1c) si pour tout ZO€C et

r>0 Iin ﬁ(zo,r) est inclus dans une composante connexe de Eﬂﬁ(zo,kr).

PROPOSITION 5. Si It c € est k-lc alors & est 2k-lc mais la

réciproque est fausse.

Preuve. Soil 2z €€, r>0 et a,be LN ﬁ(zo,r). 11 existe alors deux
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suites an , bn convergent respectivement vers a et b tellesque a , b

n n

appartiennent a EOB(ZO,ZP). Par 1'hypothese faite il existe alors un ensemble
connexe Cc EN B(ZO,ZP) contenant les suites an et bn. Mais alors

a,beC qui est connexe.

L'ouvert § dessiné ci-dessous €tablit un contre-exemple a la réciproque :

Il est clair que & est k-l.c. mais que  ne l'est pas.

PROPOSITION 6. Si  est un domaine de Jordan alors si §§ est
k-l.c. ilenest de méme de . Enfait £ estunpeuplusquecela: V (z1 ,22) €

Qﬂf')(zo,r), z, et z, peuvent étre joints par un arc de Jordan inclus dans

1
Qﬂﬁ(zo, kr).

Démonstration. Soit z €C et r>0. Si bQﬂE(zo,kr) contient O

ou un point alors soit D(z Jkr) <@, soit i D(z kr). Dans les deux cas on

peut joindre ,€anN D(z ,I') par un arc de Jordan inclus dans Qﬂf)(zo,kr).

’l?

Si maintenant bﬁﬂD(z ,kr) contient au moins deux points, alors, par le théoréeme
de Kerekjarto [34] , le complémentaire de QM D(zo,kr) est une réunion de
domaines de Jordan Di' Soit t+—z(t) une paramétrisation de 3§ . Comme

1'image de 1'ensemble des extréma locaux d'une fonction continue est au plus dénom-

brable on peut supposer que kr n'est pas un maximum local de t u——>!z(t)—zo ‘

et par conséquent que les D, © [—)(z ,kr) sont tels que Biﬂﬁj =0. Alors

nécessairement deux points 1,,z,)eﬁﬁf)( ,I') appartiennent a ure méme compo-

sante Di‘
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L'objet du théoreme suivant est la caractérisation, en terme de représen-
tation conforme, des domaines simplement connexes 2 du plan tels que €\ Q

soit k-l.c.

Soit f une fonction holomorphe univalente dans W=D ou Ri se pro-
longeant continliment & D ou _Ri U{OO}. On pose & =f(U) et 1'on suppose que
U=D si 2 estborné, et que U= Ri et f(o)=c si 2§ estnonborné.

On peut alors énoncer le

THEOREME 8. Sous les hypotheses ci-dessus, C\ § est k-1l.c. pour

unréel k> 1 siet seulement si

(10) Jc>o0, vicU, diamf(I)SleIHf'(zI)‘.

Démonstration. Supposons tout d'abord (10) vérifié ; soit z €€, r>0,

et eC\ QﬂD(zo,r). Soit A(t) = (1--t)z1 +tz, ; X est une paramétrisation

21272 27
(
du segment [21,22] et «’Lte [0,1] ; A(t)eQ} est un ouvert de [0,1] du type
It s, .
ncEN
-1 ] [ -
Alors f (A( tS, )) est un arc de Jordan de W joignant x ¥ €0U.
D'aprés le corollaire 3 du théoreme II.7, il existe une constante ¢ absolue telle

que

(11) ff(xn) - f(yn)’ > C% diam f( I:Xn,yn])

(1a propriété (10) a aussi été utilisée).
Nous définissons alors X : [O, 1] — C de la facon suivante :

Yt =2(t) si ()€ Q

(t (t—
A(t—f(x %) )) si t€]tn,sn[.

[ On a supposé que W= Ri ; les modifications a faire sont évidentes dans le cas
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ou U= DJ .
Alors X (0) = Zq 3(1) =z,, Xx( [0,1] ) €\ Q, et, par (11),
~ T C10
X ( [O,U)c D(z0 , (1 + -C—)F). Pour prouver que €\ Q est k-l.c. avec
“10 | ~ o
k=1+ > il suffit donc de prouver que A est continue sur [O, 1] . Or A

est évidemment continue sur tous les Jtn’sﬁ [.Soit alors t telque X(t)¢Q ;
montrons par exemple la continuité a droite de X en t. Si t est1'un des tn’
c'est évident. Sinon, pour tout €> 0, 3t1€]t,t+s [ tel que A(t1)¢9. Mais

alors, par (11),
vielot, L Ro-Xwl=z0+ e

et la propriété est démontrée.
Réciproquement, supposons, pour simplifier, que U= Ri et que (10) n'est

pas vérifié : pour tout €> 0, on peut alors trouver Ic R tel que
i !f'(zI)’ < € diam £(1).

Soit alors I un tel intervalle et I1 , 12 les intervalles contigus a I ‘et de
méme longueur. D'apres le théoréme I1.5, il existe ZJ.€IJ. G=1,2) et ‘yj

reliant f(zI) a f(zj) tel que
longueur (Vj) < Ce diam f(I).

Soit d'autre part z €1 tel que lf(zo) - f(ZI) IZ % diam £(I). On peut relier f(zo)
et o parunarcdeJordan TcQ telque TNy = f(zI), ou ¥ =71Uy2. Mais
alors f(z1) et f(zz) ne peuvent &tre reliés dans C\ QN D(f(zI) , 1-%diam £(1)),
ce qui prouve, € étant arbitrairement petit, que pour tout k> 1, C\Q n'est

pas k-1.c.
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b) Domaines quasiconformes

DEFINITION. Une courbe de Jordan I de QJ{OO} est appelée quasicercle
s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout couple 21,2 de T onait
inf(diam()/T) , diam(yz))g C ‘z1 -z, 1 ,

ol Y4 et Y5 sont les deux sous-arcs de I joignant zZy a Z5. Un domaine

simplement connexe £ est dit quasi-conforme si 0§ est un quasicercle.

Le théoréme suivant, dii a Gehring [22] , fait le lien entre ces notions

la notion de k-locale connexité.

THEOREME 9. Si § est un domaine simplement connexe du plan, sont

équivalents :
(12) Mexiste k=1 telque  soit k-l.c. ainsi que C\ Q

(13) Tlexiste k=1 telque Q soit k-l.c. et tel que Vz _€C, Vr>0,
o
Y z,,2,€Q \'D(zo,kr), z, et z, peuvent&tre joints dans Q\ D(zo,r)

(par un arc de Jordan),

(14) Q est un domaine quasiconforme

Démonstration

(12) = (13). Supposons qu'il existe € vérifiant (12), mais pas (13).
Quitte a remplacer § par une figure semblable, on peut suposser que pour k'
trés grand on puisse trouver deux points Z1, 2 de Q\D(0,k') ne pouvant étre
joints dans Q\ D(0,1). Le fait que © soit k-l.c. prouve que toutes les compo-
santes de QN D(0,k') sont des domaines de Jordan (voir [34]). L'hypothese faite
(Q ne satisfait pas (13)) implique que 1'une au moins de ces composantes sépare
oD(0,1). On en déduit alors aisément 1'existence de deux points Wy, W,€C QN D(0, 1)

ne pouvant étre joints dans C\ QN D(0,k'). Mais ceci contredit (12) dés que k'=k.
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Nous avons donc montré que si § vérifie (12) pour une constante k =1, alors

Q vérifie (13) avec la méme constante k.

(13) = (14). D'apres les résultats énoncés dans L34] 1' hypothese (13)
implique que §& est un domaine de Jordan. Montrons que 02 est un quasicercle
avec la constante C = k2 . Pour ce faire considérons Z, ,22€b . Posons
zZ = l(z +2 ) et p =) ‘z -z, | . Supposons alors que inf(diam(y ,),diam(y,)) >

o 2172 2'°17 2 177 2
k2 121—22 ’ ; on peut alors tfrouver t>1r et deux points w1€y1 \ D(zo,kzt),

W,EY 5 \ D(zo,kzt). Par (13) on en déduit que 1'on peut joindre w, et w, par

2
un arc de Jordan o inclus dans C\ D(zokt) NQ. D'auire part z, ,zzeﬁ(zo,r)
et par conséquent, toujours par (12), il existe un arc de Jordan B joignant z,

et z, dans QN B(zo,kr). Mais alors o8 =0, ce qui contredit le fait que

z4 et Z, séparent W, et w, sur 8.

(14) = (12). Supposons que 3 soit un quasicercle avec constante k.
Vu la proposition II.6, il suffit de montrer que €\ est k'-l.c. pour un k'= 1,

ou encore, par le théoréme II.8, qu'il existe une constante C telle que
VicR diam £(1) < C |1 ’f‘(zI)I

ou f est une représentation conforme de Ri sur £ telle que f() =-co,

Soient I1 et I2

d'apres le théoreme II.5 il existe ZieIi tels que

les intervalles contigus a I et de méme longueur que lui :

‘f(zI) - f(zi)l <clI I!f'(zI)!

oll ¢ est une constante universelle. On en déduit

diam £(I) < diam f( [21 ,zZ:I)S K tf(z1) - f(22)| < 2ck II ‘ !f'(ZI) |

Nous avons donc montré que si 0§} est un k-quasicercle alors et C\Q

sont C k-l.c. oll ¢ est une constante absolue.

Remarque. Nous avons supposé dans ce dernier raisonnement, que «€d.
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Si ce n'est pas le cas on considére la représentation conforme de D sur Q
si ©€Q etde C\D sur © si «€Q (laissant dans ce cas « stable). Le
raisonnement est alors a peu pres le méme a cette différence prés que 1'on doit se

restreindre aux intervalles I de aD U"petits" ; les détails sont laissés au lecteur.

5. L'ESPACE UNIVERSEL DE TEICHMULLER

a) Applications quasiconformes ; la théorie d'Ahlfors

DEFINITION. Une application quasiconforme de R2 dans R2 est un
homéomorphisme F de R° sur lui méme tel qu'il existe u€L°°(R2), " Hoo <1,

avec, au sens des distributions :

(o4
By

:”E—. .
0Z

(4
Ni

Le théoreme suivant, di 3 Ahlfors, est fondamental ; nous 1'admettrons (voir

[1] pour' une démonstration).

THEOREME 10. Soit f une fonction holomorphe et univalente dans Ri.

Alors f se prolonge en une application quasiconforme de R2 si et seulement si

Of(Ri) est un quasicercle.

Un corollaire de ce théoreme est que 1'image d'un domaine quasiconforme
par une transformation de Mdbius est encore un domaine quasiconforme. Cette

remarque justifie 1'introduction de la dérivée Schwarzienne :

DEFINITION. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine de C,

localement univalente. Le Schwarzien de f, noté Sf, est la fonction
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2 -
S (2) = dd—z-zbog £(2)) - 3 [ -S10g £1(2)]2.

Les principales propriétés du Schwarzien sont les suivantes :

2
— 1
(14) Sfog—Sngg Seo g

(15) S; =0¢=f est une transformation de Mobius.

(16) Si © estundomainede € et ¢ une fonction holomorphe dans  alors
il existe f holomorphe et localement univalente sur & telle que Sf = Q.
De plus toute autre solution g de Sg =@ esttelleque g=7Tof, ol

7 est une transformation de Mdbius.
2,7 . . ( 5—[
Ces proprietés sont classiques ; voir 35].

Soit maintenant f une fonction holomorphe et univalente dans Ri. D'apres

la proposition 11.2 et les résultats du chapitre I, S f appartient a 1'espace de Banach

B des fonctions ¢ holomorphes dans Ri telles que

2 .
H@”-B = sup y l(p(X+1y)l< +o0,
y=0
XER
Un théoréme de Nehari [35] précise ce résultat. Si f est univalente dans
Ri alors HSfHB < % Réciproquement si f est localement univalente dans Ri

et si ”Sf” <%, alors f est univalente et f_(R_zl_) est un cdomaine quasiconforme.

B
Posons alors

'5 = {Sf ; £ est univalente dans Ri}
T(1) = JiSfe J f(Ri) est quasiconforme}
T(1) est 1'espace universel de Teichmiiller.

Ahlfors, en utilisant le théoréme 10, a pu montrer le théoréme fondamental suivant

[4].

THEOREME 11. T(1) est ouvert dans B.



- 59 -

b) Les théorémes de Gehring

THEOREME 12 (Gehring [231). T(1) est 1'intérieur de 3 dans B.

Démonstration. Elle commence par deux lemmes.

LEMME 3. Soit £ un domaine simplement connexe propre de R2 .Si

Q n'est pas k-l.c. alors il existe 21,2269 et w1,w2€C\Q tels que

’h(z1) - h(zz)— 2im ’ < EilT

Z-W

oul'on aposé h(z)=1log = -
2

Démonstration du lemme 3. Soient z;,z, deux points de Qﬂﬁ(zo,r) ne

pouvant étre joints dans Qﬂﬁ(zo,kr). Quitte a modifier les points Z.,Z, on peut
supposer qu'il existe un arc de Jordan B joignant z, et zZ, dans £ ne
rencontrant pas « = ]:21 ,22] . Alors ¥ =alUB estune courbe de Jobdan fermée.
Par 1'hypothese faite (@ n'est pas k-l.c.) B rencontre bD(zo,kr) en au
moins deux points. D'aprés le théoréme de Kerekjarto, les composantes connexes du
complémentaire dans R2 de alU BUDd D(zo,kr) sont des domaines de Jordan.
Soient U1 et U

2
composantes de U1DD(zo,kr) et de UZQD(zo,kP) telles que 21,22€bvi. Alors

1tintérieur et 1'exiérieur de 7y . Soient \/’1 et V2 les

nécessairement il existe wie\/iﬂb D(zo,kr). Voici une figure correspondant au

raisonnement ci-dessus :
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z -,
Posons alors 10g m——m = h(z). Alors
T2
dz ¢ dz
h(z,) - hiz,) = | 2 -
1 2 8 z-w, SB z -w,

_ dz S dz

x £ a 2792

Comme longueur ()< 2r et ‘z - wi’ > pr(k-1) (z€a), ona

! . 2 . .
h(z1) - h(z2) - 2in| < =7, cequi termine le lemme 3.

LEMMA 4. § étant toujours un domaine simplement connexe propre de R2,
supposons qu'il existe  z,,2,EQ\ D(zo,kr‘) ne pouvant étre joints dans §\ D(zo,r).

Alors la conclusion du lemme 3 est encore vraie.

Preuve. Elle consiste simplement a appliquer le lemme 3 au domaine &'
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transformé de  dans l'inversion z +—»> +2Z. Les détails sont laissés au

Z-Z
lecteur.
Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve du théoréeme 12,
Gréce au théoreme 11, la seule chose restant a montrer est que si £, univalente

dans Ri, est telle que S, est intérieur a S alors Q=f(ﬁR_2|_) est quasiconforme,

f
c'est-a-dire vérifie la condition (13) du théoréme 9.
Supposons donc que (13) ne soit pas vérifiée. Pourtout €> 0 on peut alors

trouver 2_1,2260 et w1,w2€(13\52 tels que

Z—w1

‘h(z1) -'h(zz) - 2117' < g, ol h(z)=1log 2—_———w2

2im . . .
: 3 - ; £ < d .
Posons alors ¢ h—(—T_T_)Z1 - 7 , Ce quiestpossible si €< 1, caralors

lh(z1) - h(‘zz) 1> 27 - €> 5, D'autre part l1—c 1< ; et |cl<2. Posons
également
¢ (2) = exp(ch(z)).

o . est définie sur Q et n'est pas univalente car v-qo(z1) = (p(zz). Posons enfin

fe(z) =@ o f(z). Par (14)on a

2
S, =S, +(') S of,
fE f (pEi

et
2

« 2
1=c¢ 1 1
S (z)= -
Pe | 2 (z—w1 z-w2>

On en déduit

Hsf - SfHB < 3¢ sup { Ly 1 ey) |2 + Iy’f'(XJri:y)‘Z}

€ y>0 f(x-+iy)-w 12 [ f(x+Hy)-w ]2
1 2
xER
=< 20g,

grédce a la proposition II.1. Mais f-e n'est méme pas univalente dans Ri ;S ¢

ne peut donc étre intérieure a J. 1e théoréme 12 est entiérement démontré.
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THEOREME 13 (Gehring 123). Soit ¥ = {+ et e o o] }, ot
| a€]0,1—ﬂ[. Alors, si f est une représentation conforme de Ri sur C\7,

S; n'estpas adhérent a T(1).

Ce théoréme prouve que 3 , quiest fermé dans B n'est pas 1'adhérence
de son intérieur. Nous renvoyons a |_23] pour la démonstration, fort longue, de ce

théoréme.

¢) Dans cette section, nous nous proposons de faire une étude analogue a celle
développée dans les parties a)vet b), mais pour une topologie plus simple. Plus préci-

sément, posons
~ 2 . <
3 = {log L R+ —C est uruvalen’ceJL

7~ ~t 2
T(1) = {log fled ; f(R+) est quasiconfor*me}.

~o

D'apres ce qui a été vu, S est une partie bornée de 1'espace de Bloch @(Ri).
De maniére analogue a la théorie de 1'espace de Teichmiiller, montrons le théoréme

suivant.

(o d ~
THEOREME 14 (Astala-Gehring [3]) T(1) est l'intérieur de J dans

P~

(B(Ri) ; de plus il existe log '€ qui n'est pas adhérent & T(1).

Démonstration. Gréce a 1'inégalité

HSf - SgHB < Culog f' - log g H@

et aux théoremes 11 et 13, on obtient immédiatement que T(1) est ouvert dans

® (Ri) et qu'il existe log f'€<8 qui n'est pas adhérent 3 T(1). De plus par un
argument tout a fait similaire a celui utilisé pour le lemme 3, on montre que si log f!

est intérieur 3 3, alors f(Ri) est k-l.c. Pour terminer la démonstration du

théoreme 14, il suffit donc de prouver le lemme suivant.
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LEMME 5. S'il existe z! Zé € f(Ri) \ D(z(‘),kr‘) ne pouvant &tre joints |

1 ?

dans f(RZ) \ D(z',r), alors on peut trouver une fonction g localement univa-
+ o

lente dans Ri mais non univalente telle que

Hlogf' - log g’ H — k = 10.

Preuve du lemme 5. Soit h une transformation conforme de D(O0, 1') sur

Q= f(Ri) telle que h(0) = et h~1(z‘ ) = x}€ |:O,1 l: Par hypothése, 1'image

1
L
par h du segment [O _J rencontre nécessairement le disque D(z r) en,

disons, z_= h(xo). Posons alors H(z) = h( > Alors H(0) = z et il

ZHX Z
existe X%€J -1,0 [, '€:|O 1 [ tels que H(X ) = % I (x2') =z}. Quitte a
renormaliser, on peut supposer z, = 0, dist(z Q) = et alors Izl' ’2(1{—1)
(i=1,2). Soit ]:x1 ,X2J le plus grand intervalle contenant O tel que

H( [x1 ,xzj ) soit inclus dans D(zo,(k—1)r‘). Alors lH(xi) I =k-1 i=(1,2);

posons  z, = I—I(xi).

LEMME 6. 11 existe une constante ¢ > 0 absolue telle que

> ¢ log(k-1).

'S 'ﬁ&rdx

Preuve du lemme 6. Par une intégration par parties, on obtient

X2
’S H'(X dx | = S x Re - (X)dxi
X1
| *2
= IX1 llong(x1)1 + X )‘ —SX Idt;

X2
> ((><2+Ix1 l)log(k—1)-g 10g+lH(t)\dtJ.
L X,

Mais 1'hypothese d(0, Q) =1 implique
Lr(o)f <4,

1<
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et par conséquent, d'apres le théoréme de distorsion de Koebe il existe une constante

absolue ¢ > 0 telle que |H(z) I > 1= |z l> c. On en déduit que

X

2
H'(X) oo | =
SX X W dx | = 2¢ 10g(k—1).
1
Nous pouvons maintenant conclure la preuve du lemme 5. Posons ¢ (z) = (z)

(z€Q), et
P(z) =z exp{w S: ﬂ&{-)- du},

ol w va étre fixé ultérieurement. Posons enfin g(z) = ¥ o f(z). Un calcul facile

montre que

Hlog f' - log g'l’@_

ot C est une constante absolue. Nous allons maintenant fixer « de sorte que

v(z,) = ¥(z,). Pour cela soit 6¢€ [—17,17] tel que eie =z./z,. Alors
1 2 , 1772

. 2
Bz gy =0T on 1= 2,
2

11 suffit donc, pour avoir zb(z1) = zb(zz), de poser w=- ITQ- Mais, par le lemme 6,

on a alors : ‘w |§ Ceci termine 1a preuve du lemme 5 et donc du théoreme

log k
14.

Notes du chapitre IT

La encore, les résultats expos€s dans ce chapitre sont classiques sauf
peut-&tre le théoréme 8. Notre seul travail ici a consisté a donner parfois de nou-
velles démonstrations et a unifier divers points de vue. Pour les théorémes admis
concernant les fonctions univalentes on consultera [_—35:[ ; notons que la démonstration
ici reproduite du théoréme 2 est tirée de cet ouvrage. Nous avons insisté sur la
notion de k-locale connexité introduite par Gehring LZZ:] (dans un sens 1égérement
différent) car son importance apparaftra au chapitre III ; dans ce cadre, le théoréme

8 semble nouveau bien qu'implicite dans [2 4_' La démonstration que nous avons

choisie du théoreme 5, due a Lewis-Rossi- man est purement analytique et se
généralise au cas quasiconforme dans RN 6 (voir aussi chapitre V).



- 65 -

CHAPITRE III.- Domaines a bord rectifiable

1. GENERALITES

Soit E un sous-ensemble de €. Pour tout €> 0, on peut recouvrir
E par une réunion dénombrable de disques Dn de diameétres dn < g. On définit

alors la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle de E par:

¥'(E) = 1lim {inf Edn}.
€20 dn<€ n

Si %1 (E) est fini on peut alors définir sur € une mesure { en posant

wd) = ¥anEe).

Soit maintenant § un domaine simplement connexe borné de € contenant

0 et @ latransformationde D sur  telleque &(0)=0, 2'0)> 0.

THEOREME 1. ,’161(6 Q)< 40 & €H1(D). [H1(D) désigne 1'espace de

Hardy "classique! du disque] .

Démonstration. Supposons tout d'abord que 561( Q)< « ; nous allons alors

commencer par montrer que & se prolonge en une fonction continue sur 15. D'apres

un théoreme de Carathéodory, il suffit, pour ce faire, de monirer que 3£ est

localement connexe. Si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver un €, >0,

g < %1(69) et z €00 tel que, pour tout €< g il existe z€d2QND(z _, €)
o T ’ o q » P o’ o’

tel que la composante connexe de z dans 0QN 'D(zb, so) ne contienne pas z o
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On construit alors facilement une suite Cn de composantes connexes de
bQﬁﬁ(zo, eo), deux a deux disjointes, telles que 5‘61(Cn) > 80/3. Mais ceci est

en contradiction avec le fait que 5@1(69) < oo,

08 est donc localement connexe et par conséquent @ se prolonge conti-
niiment 3 D. Posons alors x(0)= <I>(e19 ). La prochaine étape consiste a montrer

que A(6) esta variation bornée.

Pour montrer cela, posons, pour z&€d{2,

N(X,z) = #{ee [0,2.;:] A (8) = z}.

On a alors 1'identité ( [19] , p. 177)

2 1
VT = NGz ake),

ol Viw(k) désigne la variation totale de X sur [O,27TJ . D'autre part, un
théoréme de Denjoy [16] affirme que N(\,z)< 2 sauf peut-&tre pour un ensemble

dénombrable de points de 2. On en déduit

vi”(x)g 2 % (50)< 4o,

Nous pouvons maintenant conclure cette partie du théoréme : puisque @ se prolonge
continlment 3 D ona

X(n):O , n< -1
ol )At(n) désigne le niéme coefficient de Fourier de . Par une intégration par

parties, on en déduit,

D'apres le théoreme de F. et M. Riesz on en déduit que ) est absolument continue
et que <I>'€H1(D).
La réciproque est beaucoup plus facile : si ¢‘€H1(D) alors il est facile

de voir que @ se prolonge continllmentd D et
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B (5Q) < 8277 21(e!®)lae - llo'].
o
Si maintenant € est un domaine simplement connexe de la sphere de Riemann
contenant o« et @& une transformation conforme de A=C\D sur Q telle que
®(0) =, on démontre alors de fagon totalement similaire le

1
Z

1

THEOREME 1bis. 561(59)< +o0 &=3®'(=) € H (D).

2. EXAMINONS A PRESENT CE QUI SE PASSE SI 2 N'EST PAS
BORNE.

DEFINITION 1. Soit £ un domaine simplement connexe du plan tel que
©€d Q. Soit a€Ql et Q' le domaine transformé de  par 1'inversion
z+>1/z-a. Ondiraque  est rectifiable a 1'infini si 261-(69' )< 400, [On

voit facilement que cette propriété est indépendante du point a Choisi] .

Exemple. Examinons les valeurs de o~ 0 pour lesquelles le domaine
ro = {x+iy oy> sin(,x ’ 0()J’est recti.fiable a 1'infini.

Posons Tn = {x+iy€1“ : 2M< x< 2n+1}. Alors I‘rl rencontre 1'axe des
x de l'ord'ré de 2" fois, ce qui prouve que 5! (Fn)'v 2%, 21 Dprautre part,
on voit facilement que T = chx est rectifiable a 1'infini si et seulement si

:
> ;’é’..(_rn.)_
n=0 4"

< +oo,

On en déduit que ro est rectifiable a 1'infini si et seulement si o< 2.
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La proposition suivante caractérise les domaines rectifiables a 1'infini en

terme de transformation conforme.

PROPOSITION 1. Soit € un domaine simplement connexé du plan contenant
0 telque «€0Q. Si @: R; —> Q0 désigne une représentation conforme telle
que ®(i)=0, alors  est rectifiable a 1'infini si et seulement si CI>'€N+(Ri)

et l<1>' 1/ ’<I> ’2 € L1(R).

Démonstration. Appelons §' le domaine transformé de Q par 1'inversion

zv—1/z et 6(z)=-i 11-5- la représentation conforme de A sur Ri telle que
B(o) =1

L

z

_Q)

i
z

2
(8
7 A

< S / /
7 - / /// s - Vi l/ / 7 i

Comme  est rectifiable a 1'infini, on en déduit, grice au théoréme 1 bis, que

M) = 220/20100/2) ¢ )
®(6(1/z))

Mais alors,
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, 2i

&'(2) - 2L a2 ACSD).
(z-1)
o ( ) <I>(Z)
Par le théoréme I1.4, 1og( )€ BMOA(R ), et donc ( ) €N (R )} (c'est
méme une fonction extérieure). D'autre part, d'apres 1'invariance conforme de la
classe NT, et puisque A€H1(D), la fonction z r——->A( )€ N (R ) et par

conséquent il en est de méme de ®'(z). Le fait que ﬁ-z €L (R provient
D

immédiatement, par un changement de variable, du fait que 561(682' )< oo,

€ L1(R). Alors,
o |2

avec les mémes notations que plus haut, 5(2) = [@(9 (z)):l_1 , qui est la représen-

Réciproquement, supposons que ®'€N+(Ri) et ! /I

tation conforme de A sur ' est telle que @‘(%) € H1(D)§ Par 1a réciproque
du théoreme 1 bis, ' est alors rectifiable, ce qui prouve £ rectifiable a
1tinfini.

Dans toute la suite nous désignerons par domaine rectifiable tout domaine dont

le bord est rectifiable si borné, et rectifiable a 1'infini si non borné.

3. DOMAINES REGULIERS
La notion que nous allons introduire maintenant est en quelque sorte une

quantification de la notion de domaine rectifiable a 1'infini.

DEFINITION 2. Un domaine simplement connexe de 6: est dit régulier s'il

existe une constante C> 0 telle que pour tout disque D(ZO,P) de C,
(50 N Dz, 1)) = Cr.

La proposition suivante, due a Y. Meyer (non publiée), caractérise les domaines

réguliers et prouve en particulier que tout domaine régulier est rectifiable et que la
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classe des domaines réguliers est invariante par transformation de Mdbius.

PROPOSITION 2. Si § est un domaine simplement connexe propre de C,

sont alors équivalents :

(1 Q est un domaine régulier,

(2) dc>0 tel queVzo¢bQ,

g fz-z I_zdsé(z)éCdist(z ,m)”,
> ° ©

(3)  3C>0 telque vz ¢oQ  $(20 )=Cdiam(>Q )
(o] (o]

by

ol QZ désigne le transformé de  par l'inversion z +—» (z—zO)_1 ;
o

Démonstration

(1) =(2). Posons d = dist(zo, Q) et, pour n=0,
_ ] n _ < oht1
Erl {z(—:bﬂ ;2 d0 < Iz z, ‘ 2 do}‘

Alors S 12—201_2 d561(z)= z SE Iz—zol—2 d%1(z), et,
082 n=0 n

n+1
Vn=0 S \z-zol“sz(Z)SCZ do _ _2C
E 4" g

2 - ’
n (o]

2 g
(o]

d'ou le résultat en sommant.

(3) =>(2). Gréce a un changement de variable, on voit immédiatement que

A] =2 |
® (o0, )- Sm 22|72 a%(2).

(¢]

1
1 5 - .
D'autre part, il est clair que QZO c D<O =i ), ce qui prouve (3) = (2).

(2) = (1). C'est la partie difficile de cette proposition.
Remarquons tout d'abord que pour tester si une courbe est réguliere on peut
évidemment remplacer les disques par des carrés qui soient de plus centrés sur la

a . diam{d )
courbe, et dont le cOte ne dépasse pas 5 -
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Soit donc ¢ un tel carré. Quitte a renormaliser on peut supposer que
C estdecdté 1 etqu'ilestcentréen 0. Posons M= 561(6 gNe).  Pour
tout z €C, on peut écrire

22, [P atlz) =5(  ak'e)=Y.

S oline dONC

Mais, par (2), on a également
{ |2z |2a %' (z) = cldz_,oQ))".
50 o o

On a donc :

' 2C
(4) v ZO€C'/, d(Zo ) bnu) < T/I-.
M . 2 P N
Posons alors n = E(TC)’ et decoupons ¢ en n- carres de cote 5 que

nous appelons C’}j. Appelons également 53. les carrés de méme centre que @j

mais de cbté triple. Par (4), on voit que tous les C. rencontrent d§ ; comme
-1

[

diam ¢ < 10” ' diam 3Q, il est clair que QN (C\ 5 )#@ et par conséquent

(5) Vi, 5‘81(0905:])2

On écrit alors

S |z—zo|—2d 561(2) 2% z SN lz—z ]-2 d%1( )
(0} J Gjﬁbﬂ
2% z '~ ‘z—-z ) 2d§61(z),
i€ed Gjﬂbﬂ
) 2
oli J= {J ; zo€ GJ.}.
~ z-27 1
Si z,z'€Gj, j€J, alors 2> — IZ 5 ; onen deduit tres facilement
o)
que
C”/ ﬁbQ
S Jz z, l 2d§81(z) —6 BS"’ lz— 2 4x dy
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-2 ¢ -2 m n
o > SS : 6 =5 .
Mais SS \z z dx dy s r rdo dr 5 log T

j€J gl
o_.Z,
Finalement, avec (2), on en déduit :
(6) Vzec , dlz,oQ)=< _2_9‘);9; ,
n log ol

n
n log 15~ )
ce qui est une amélioration de (4). En posant alors n' = E(W—C— s on decoupe,

comme plus haut, € en n'2 carrés de cdté rT1" , et 1l'on s'apercoit que chacun
1
de ces carrés rencontre 2 et donc que %1(69(\@) > % De toute cette étude

p 2000 C2 . _
on déduit que M=<20C e , ou C estla constante intervenant dans (2).

(2) = (3). Comme on 1'a déja vu, par (2),

1 2 C
00 )=\ lzz |2 alz) s —S
* Zs SbQ o ’ dist(zo,bQ-)

Supposons tout d'abord qu'il existe z€d tel que lz—zo }2 2 dist(zo, Q).

1

Alors diam(bQZ ) = 1 d:'Lst(z0 , 0Q) et (3) suit. Si maintenant

2
o
(7) VY zedQ dist(zo,bQ) < (z -z ( <2 dist(zo , 00),

alors on voit facilement que.

(8) % diam 28 < diam sz < diam 2§
dist(zo,m)2 0 cust(zo,m)2

D'autre part,
3 | 2-2 |'2 da’ﬂ(z)s dist(z ,m)‘z 361(682)
>0 O (o]

diam 3§

= C ——s
dist(zo, o)

(car (1) est vérifié, si (2) 1'est),

< 4C diam(dQ_ )
%o

par (8). La proposition 2 est entierement démontrée.
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Avant d'étudier la représentation conforme des domaines réguliers, donnons
quelques exemples de tels domaines.

Soit X : R +R une fonction lipschitzienne, c'est-a-dire telle que

dc>0 ; Vx,y€R ‘)\(X)— k(y)l < Clx-—yl.
Alors on vérifie que le domaine § = {(x,y) ; y>k(x)} est régulier.

Plus généralement définissons un domaine de Lavrentiev comme étant un

domaine de Jordan tel que

. 1 1
IC>0 ;5 Vz,,2,€00, (%), 8 0,)=Clz2,

ou 7, et 72 désignent les deux sous-arcs de d joignant Z, et Zy-

’

Il est immédiat de vérifier que tout domaine de Lavrentiev est régulier.

Dans la suite nous étudierons plus en détail ces domaines.

L'intérieur de la parabole (Q = {(x,y) ; y>x2}) est un exemple de domaine

régulier de Jordan qui n'est pas un domaine de Lavrentiev.

Enfin, c'est un corollaire immédiat de 1'exemple donné au début du paragra-

phe 2 que le domaine = {(x,y) : vy > sin( ’x ’3 /2 )} est un domaine de .Jordan recti-

fiable a 1'infini qui n'est pas régulier.

Pour conclure cette série d'exemples, donnon-en un qui soit moins trivial,

et que nous intitulerons le "flocon de neige™.

Construction du flocon de neige : Soit FO 1'intervalle EO, 1] . Pour tout

nombre dyadique de T , soit k2_n, avec k impairet n =2, "ajoutons"
o

n i

a I, le segment vertical Lk2_ - 24‘“ , k2™ +% 4—n] . On obtient de la sorte

Bl —

une "courbe" T, tel que 561(1“1) =1+ Z 2n—14—n =1+
n=2

Pour construire 1‘2 nous faisons subir a chaque segment vertical de 1“1
la méme opération que FO mais "a 1'échelle". La courbe I', obtenue est alors

telle que
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Rr,) =g+ T 2" 1Mx
n=2

12
_1+Z+(Z).

On répete alors le processus a chaque segment horizontal de T2 non inclus_dans

1‘0 et ainsi de suite on construit une suite croissante de courbes Tn telles que -

B ) =14 de QP

On pose alors T =U I‘n. T' est alors un arc rectifiable de longueur
n _

A

o~
Nous nous proposons de montrer que C\T est un domaine régulier de €, ol

T=TUAil + ;—(1-&)) est le "flocon de neige".

Pour tout point dyadique x de FO appelons arbre de la premiére généra-
tion la partie de T issue de x dans Ri (ou R%). On définit de méme les
arbres de la k-ieme génération de facon évidente. Pour un arbre de la premidre

génération dont le "tronc" est le segment [x , x+i(£| , nous définissons son enve-
p \ . p . 21 1
loppe comme étant nL>J1 Q, ol Q estlecarré centré en x +1i 2(2—-n + gn—”)

et de cété _n_i'T On définit de méme 1'enveloppe d'un arbre de la k-iéme génération.
2

LEMME 1. Deux arbres distincts de la premiere génération ont des enveloppes

disjointes.,

Preuve. Soient —kﬁ et 2 les '"bases de ces deux arbres". Supposons
2 2

n=p (k et ¢ é&tantimpairs). Alors |k2™"- 227P| =21,
D'autre part 1'enveloppe de 1'arbre issu de k 2™ est incluse dans le

rectangle

-n 1 ,-n k 1 ,-n 1 -n]|
,:k2 —g4 ,-2—n+g4 ]x[0,24 J,
et 1a partie de 1'enveloppe de 1'arbre issu de —% située en dessous de la droite
2
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-n .
4 est incluse dans

<
il
o] —

[92'9 4 g0 4'“‘1] X0, %4‘“].
Or ces deux rectangles sont disjoints car (en supposant par exemple 227P > k2™

g2 Py o %4'“) >0 _ %4‘” > ; 471

LEMME 2. Soit A un arbre et B un arbre dont le tronc est basé sur

le tronc de A. Alors l'enveloppe de B est incluse dans 1'enveloppe de A.

Preuve. Quitte a changer de repere, on se rameéne au cas ol le tronc de
A est 1'intervalle l:O R % 4_)‘J , ou X estunentier =2. 11 suffit alors

£y ol t désigne un entier > 1

d'étudier le cas ot B est basé au point % 27
(si B est basé au point g o=t 42 avec q impair> 1 le cas est en effet
plus favorable). L'enveloppe de B est alors incluse dans le rectangle

1 -t-x 1 -t AT 1 =t =X 1 -t =X~ T ~t-A-1

et 1'enveloppe de A contient le rectangle

R, = [2""24‘}‘ , 5 4‘>‘]x [o,4‘>“12‘t'1:f .

On vérifie facilement que R, c R

1 5 et le lemme en découle.

A

Gréice aux lemmes 1 et 2 on peut déja conclure que C\T est un domaine
simplement connexe de la sphere de Riemann et 1'on voit facilement qu'il en est de
méme de C\T (car T N4l + ;(1-i )} = {%}) Reste donc a montrer que T
est une courbe réguliére. Soit donc € un carré de C. Il s'agit de montrer
B (IC)<k2C) ou £(2) estlecdtédde C. On se ramene facilement au cas

o R= 2(C)= % et oule centre de C est a 1'intersection de deux troncs.

Soit alors z, lecentrede C: a z, on peut associer une suite de troncs

de longueurs croissantes telle que chaque tronc soit une branche du tronc suivant.
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Comme R < %, il existera un premier tronc T qui sortirtade C. Comme la

branche de tout arbre est de longueur <1/16&me de la longueur du tronc on aura

| lrl |t =R
+jz—+;gz+ 5

~
d'ou R< % IT l . Soit T 1letroncdont T estune brancheet A 1'arbre

~/
dont T estle tronc.

T o A e e —— .

0
Z

LEMME 3. € est inclus dans 1'enveloppe de A.

Comme précédemment, il suffit de démontrer le lemme dans le cas ol

-t~ . -t-1 07
MN = 2 IT’ (t = 1). Mais alors |T|=4 ITI et MQ=MN-QON =

I? ‘ 27 % 4~ f%l > 2')[_1 '% ‘ Comme dans le lemme 2 il suffit alors de montrer
que ot f?l > 4t |T‘ T;4_t ! |T‘ ~T34_t-1 |?| ce qui est vrai.

On en déduit donc que TNC =TNANC.
Soit S le point d'intersectionde T avec ©°C le plus proche de N

et n 1'entier tel que 2—n+1 ’T lz NS =271 T I . On envisage alors deux cas :

1) R< 27T ‘ : Dans ce cas C est en fait inclus dans 1'enveloppe de

1'arbre dont T estle troncet TNC =BNC.
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2) R> |T |2—n . Dans ce cas le carré 2 de mdme centre que C mais

~

de cdté 10R rencontre T.

Finalement, pour démontrer que T est réguliere, il suffit de démontrer le

LEMME 4. Soit I un intervalle © [o, 1] et ¢ =1x [0, 11 existe

une constante C > 0 telle que 561(1“ﬂ@) <cl1 ‘ )

Preuve. I'"\C est inclus dans la réunion des arbres de la premiére génération

dont 1'enveloppe rencontre C. Parmi tous ces arbres sous distinguons :

1) Ceux dont la longueur du tronc est = |1 I Ce sont deux qui sont issus des

p2 —k (p impair) tels que 24 > (I|(=)k<n = ED log —7] (log en base 2).

I1 yen a tout au plus 2 Yo 1 .+ 3. Considérons 1'un d'eux et appelons T son
T |
o

de la partie de 1'arbre située en dessous de lT 127", Comme le longueur d'un

tronc. Soit n 1'entier tel que 2-n-1 IT|< |1]< Calculons la longueur

arbre est plus petite que dix fois celle de son tronc on aura, pour un tel arbre,

e<L 110 T 27 _C’ ISZCII’.
o k>0 2.477K 2h

La longueur de C(I' correspondant a ces arcs est donc majorée par
n i n
2C [2 °JIJ+3J 1] < 6cltl+2c2 °l1l2.

Mais 2 °< 11772 etdonc 2°)1|2<c|1]32 <clil.

2) Ceux dont 1a longueur des troncs est < |I ‘ . Pour k= n, + 1 ilyen
a au plus 2k }I ’ + 3 de longueur % 4—k et la longueur correspondante est donc
majorée par

K
10 T Z__IIl-(l_t3_51o|I|+-3-an1oo‘I|,

> (e}
k=n +1 4 4

et le lemme 4 est démontré.
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Notons que cette construction peut étre adaptée et fournir un exemple de domai-

ne de Jordan régulier tel qu'aucun sous-arc de 3} ne soit de Lavrentiev.

Disons gimplement qu'au lieu de rajouter des segments verticaux a To on
rajoute des triangles trés pointus (dans Ri et symétriquement dans R_2_) ; on

recommence a chaque génération en prenant soin de rendre les triangles de plus en
plus pointus.

Voici un dessin approximatif de flocon de neige.

-H-F-(- ! £
e ‘EE’:’“ G
e 4 1
N A -
S 1#&{_ ‘f::;;% ;ﬁ:;i "ﬁ‘”;ﬁ?‘r '%:%ﬁff:‘f' t“f‘;}:"_‘%f ~f’t e ‘;’:E;:f‘" *f' Lt
R i P T ¥ - 4t - {_ l'; 5 {
B ISR TR X et an ARy
jf”" d+ Prrfrsit-
T : +
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4. LA REPRESENTATION CONFORME DES DOMAINES REGULIERS

Nous avons vu au chapitre IT que si ® est une fonction holomorphe et
univalente dans W = Ri ou D, alors log ®' appartient a la classe de Bloch
B(W). Ce résultat est le meilleur possible car, d'apres le théoréme de Nehari cité
avant le théoréme I1.11, réciproquement, si @ est telle que Hlog ®! H BOW) < g,
ol £ est une certaine (petite) constante absolue, alors & est univalente dans

Dans ce paragraphe, nous montrons que si ®(W) est un domaine régulier,

alors log ®'€ BMOA(Q) ; nous caractérisons également les domaines tels que &'

appartienne a ATAQ).

THEOREME 2. Soit ‘LL=Ri ou D et & une fonction holomorphe et

univalente dans W. Si ®(W) est un domaine régulier, alors (&' )t e AYAW)

si 0<t< % En particulier, log &' € BMOA(W).

Démonstration. D'aprés le théoréme 1.7, pour démontrer le théoréme 2 il

suffit de démontrer les propriétés (1) et (2) suivantes :

(1) @'eN‘(W),

2)  si Ost<%, 3¢, >0 t.q.; VIcou,

S o (z) |t az | < Ct‘IHQD'(zI)‘t.
I

Montrons d'abord (1). D'aprés le théoréme III. 1 et la proposition III. 1,
cette propriété est certainement vérifiée si W=D et @&(D) bornédousi WU= Ri,
et (o) =00,

Supposons alors W=D et & nonbornée. Soit alors ¢ la représenta-
tion conforme de Ri sur ®(D) telle que Y(») =, D'aprés ce qui vient d'étre

vu, ¥ '€N+(Ri), et ®' =yY'oTT' ol T estune représentation conforme de

D sur Ri, ce qui prouve que ®'eNT(D).

Les autres cas se traitent de facon similaire (U= Ri , ® bornée ;
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i
W=R, & nonbornée mais &(o0) £ ).,
Fixons un intervalle I de °W etposons (€= z Pour démontrer
(2), considérons un réel «> 0 qui sera fixé ultérieurement et écrivons, grice 3

1'inégalité de Holder, pour O <t< %

. 1 t
[ ol § 2@l o) a]oel
I 1 o(z)-a()|®

[, pairta] G, oo w1l

_ At B1—t.r

Fixons a présent « > 0 de sorte que %> 1 et T%? < % , Ce qui est

possible car %>1<==>2t< 2a, et %<%<=>2a<1-t et 2t< 1-t par

hypothese.

Majorons alors A gréce au théoréme de Denjoy [16] déja cité, et a

([19] p. 245),

&1 (2) | ™ 4% (z)
d <2 .
SI [oz) - (¢) |V Sm(wlz-@@)l“”

Par un argument déja utilisé, on pose, pour n =0,
E, = {zev0) ; a2"< |z - a(t)] < 2d},

oli d=dist(®(), o®(W)). Puisque @) est régulier, on peut alors écrire :

R 1 . 1
S d% (Z) - T dJe (Z)
ddl) |z-3(L) o/t n=0 En z-®(L) oft
< 5 2€ 214
B n=0 2no(: t dO(: t
. _=2¢ d1--oc/t

1_2—0(7t
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oli C désigne la constante de la condition de régularité. Pour majorer B ccnsi-
dérons T : D — WU, une transformation de Mdbius telle que T(0)= €. Plus
précisément :

z+’Cl

-5i U=D, T(Z):T%'ﬂa-,
+(8lz

-si W=R, 1(2)=5= £z

2 .
Alors 7'(z)= & 1- | (W=D) et 7'(z)=21mE (u=Ri). On en

Tel (e Tel 27 T (1=2f

déduit que ' 7'(0) ls 2dist(, d2W). D'autre part T induit un difféomorphisme
de oD sur lui-méme si WU =D et un difféomorphisme de dD\ {1} sur R

si 'lL:Ri. Danslecasou W=D ona:

T(z) €l = ‘T(Z)—-[%’ < 3(1-

et cette derniére condition équivaut a

z -1 Il

<3 |1 ‘C"z
1+1C 1z - ’ T—I__

On en déduit dans ce cas que

Bl =

M2 e1 = | 7'(2)]=320-|e]).

Dans le cas ot W= Rf_ on vérifie immédiatement que 7'1(I(z)) est 1'intervalle

de ©°D ne contenant pas 1 d'extrémités -i et i. On en déduit
T(z) €1l = ]T'(Z)‘ <2Im¢C.

Dans tous les cas posons
vzeD  1(z) = (o(r(2)) - a(0) [rr(0) &1 (2)] "

Alors f appartient a la classe S et, d'apres ce qui vient d'étre vu,

@G L™ o

B < (T'( 1 'Z)Hdzl
0
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o

s 7o |

dist(C , bu)g | #(z

< Ct(dist( C,bu)|¢>'(i)
>D

oi C { ne dépend que de t. On utilise alors le théoréme de Prawitz (théoréme

11.2) gréce auquel on peut affirmer que, puisque 1%< % ,
X
U it ™0 faz | < e,
D

ol C(t) ne dépend que de t. En réunissant alors les majorations obtenues pour

A et B, on obtient, sil'on se souvient que

2

;1 dist( &,>W) I@'(m,w(w) < 2 dist( £, oW) lfb'(C)

2

(corollaire II.2), et que dist(&,oWU) < ‘I

SI lor@)|taz| < cyctln] o)t

ol C estla constante de régularité et C(t) une constante ne dépendant que de
f.
Ceci acheve la démonstration du théoréme 2.

Remarques

1. Ce théoréme n'admet pas de réciproque. Considérons en effet le domaine

Q =AxHy ; y> sin(fx P/Z)}.
Q est, on1'a déja vu, un domaine rectifiable a 1'infini, et si @& désigne une
représentation conforme de Ri sur Q telle que ®(w)=0c, alors Re &' > 0
dans Ri (ceci découle du principe du maximum). On en déduit que ®' est

extérieure (proposition I.3)). Par le théoréme de Helson-Szegd ( [25] , L21:| ) onen

déduit que (&' )t € AOOA(Ri) pour tout t< 1; © n'est pourtant pas régulier.

2. l.a constante % du théoreme 2 est la meilleure possible comme le montre

1'exemple de la fonction de Koebe
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n(z) =

(1-2)°
1'image de », le plan moins 1'intervalle 70t est bien un domaine régulier,

mais

n'(z) = 1+Z,3€ZHP(D) si p=
(1-2)

Wi —

Par contre, si x(z) = 22 + ;1 désigne la représentation conforme de Rf_ sur'
K(D) vérifiant K(x)=c, on constate que (K' )t-€ AOOA(Ri) pour 0<t<1.
11 est donc naturel de se poser la question suivante :
Si W=D et ®MWU) estborné régulier, ousi U= Ri et ®U) régulier

avec ®(x) =, quelle est la meilleure constante ?

11 est plausible (surtout au vu du paragraphe suivant) que 1'on ait
<3[>'t e ATAML) pour tout t< 1. Par contre on n'a pas nécessairement d'cATA(U)
comme le montre 1'exemple suivant : U= Ri et ®(z)=1Log(z +i); alors

()= et Q= @(Ri) a 1'allure suivante :

\

ty
T

R —
rl Q
2
\\.\»\\
0 x
11 est clair que  est un domaine régulier. Pourtant ‘@'(x) ( = (x2+1)'1/ 2

n'appartient pas 3 AT(R). En effet, si «€A”(R), alors w! € eA”R) si €
-est assez petit. Mais i@' ‘ t+e € L1(R) pour tout €~ 0, ce qui est incompatible
’t

avec le fait d'appartenir & A" (voir [.21_‘). En revanche, ‘CD‘ eA”(R) pour

tout 0<t< 1,

Quels sont donc les domaines tels que  ®'€ATA(W) ?

En fait il apparaft que ceux-ci peuvent étre caractérisés de facon trés simple ;
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cette caractérisation fait 1'objet du théoréme suivant.

Afin d'éviter les redites, nous appellerons désormais domaine de Carathéodory

tout domaine simplement connexe de € tel que 2 soit localement connexe dans
la sphere de Riemann. D'apres un célebre théoreme de Carathéodory, si @ désigne
une représentation conforme de W sur §, alors O estun domaine de Cara-
théodory si et seulement si & se prolonge en une fonction continue sur ?:l\,,

1'adhérence de WU dans la sphére de Riemann [on consultera par exemple BS]

pour une démonstration du théoréme de Carathéodory | .

Si £ estun domaine de Carathéodory, nous dirons de plus que & est
adaptée si U=D lorsque § estbornéetsi U= Ri et ®(x)=o lorsque
est non borné.

Avec ces notations, énoncons le

THEOREME 3. Soit £ un domaine de Carathéodory et @ une représen-

tation conforme adaptée a Q. Sont alors équivalents :

(3) &'eATA(W),

(4) © est régulier et C\Q est k-localement connexe pour unréel k= 1,

Démonstration. Supposons tout d'abord (3) vérifié.

LEMME 5. Soit I un intervallede dU, alors:

(5) ¥ (a(1) < SI l01(z)]az | < 2 #((1)).

- Preuve du lemme 5. C'est un corollaire de la preuve du théoréme III. 1 que

% (2(1) < V(@) < 2 ¥ (2(1) ,

oli VI(<I>) désigne la variation totale de & sur I. Démontrer le lemme 5 revient

donc a démontrer que & est absolument continue sur I. Ceci est vrai, et a déja

été vu, si W =D, caralors Q>'€H1(D) sous 1'hypothese (3). Si maintenant
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A

QL:Ri, appelons I le triangle de "base" 1 et de "sommet" z et 6 une

I’
représentation conforme de D sur I. Pour terminer la preuve dulemme 5, il
suffit alors de montrer que &'o 66 '€H1(D) s comme <I>'€N+(Ri) et 6 '€H1(D),
&'o 66 '€N+(D). 11 suffit donc de vérifier que &'0 66 ‘€L1(C>D) ou encore,

puisque ®'€L1(I), que <I>‘€L1('y) ol Yy =02IN Ri.

Pour établir ce dernier résultat, considérons z€Yy. Puisque &' €A°°A(RJ2r),
on a déja vu (voir la preuve du théoreme I.7) qu'il existe une constante C >0 telle
que

X+y
(6) lo'(z) | =5 §

lor@)lat (2 = xiy).
X-y
Posons alors Alt) = '@'(t) ’ 1T(t)’ ot T désigne 1'intervalle de méme centre que

I mais de longueur triple. De (6) on déduit alors
vV zEY, I@'(z)‘ < C MA(Re z),

ol MA désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de A. Comme
I<I>'(t) l€ A®(R), ilexiste p>1 telque AE€LP(R). Mais alors MAELP(R)
et donc

S %@'(Z)Hdzf < 2(:8 MA(x) dx < 40,
Y I

Ceci achéve la démonstration du lemme 5.

Pour 0 < g< 1, posons alors

Jdﬁ)((1—s)z) si U=D
v ze <1>€(z)=l

&(z+ie) si U= Ri ,

et ¥x€dlW, ¢ (x)= sup |<I>'(x)‘.
0<e<1 E

LEMME 6. Si (3) est vérifié, alors ¢* est localement intégrable sur R

et {I@é

' ’ . . ;
normes Hlog ‘I’e”@(u) sont bornees, ainsi que les constantes Ce de (6) du

; 0<£<1} est une partie bornée de AOOA(‘LL) (c'est-a-dire que les

theoréme 1.7).
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Preuve du lemme 6. Supposons pour simplifier que U= Rf_. Le fait que

<p*€L1

loc(R) découle d'un raisonnement tout-a-fait analogue a celui fait au lemme 5.

Pour démontrer la deuxiéme partie du lemme, remarquons tout d'abord que puisque

<I>€ est univalente,

(7) Hlog cbé“ < 4.

5 =
(B(R+)
Soit d’autre part 1= [xo-y0 R xo+yO] un intervalle de R. On a déja vu qu'il

existe une constante C > 0 telle que

’ C X+€ '
Ve>0, VXER, ’@E(x)lsz-égx_e ’@ (t)ldt.
On en déduit
t+e
1 1 ! 1
SI ’@E(t)‘dt < CSI {’ZE St_e o (x)’dx}dt

X FY tE

SCS !@'(x)’dx
X Y,~€

= Cly +e) E Lx +y,) | ,

par (3). On en déduit immédiatement que

SI i@'s(t)ldtscyIH@é(zI)! si £<10‘Il.

Si maintenant € = 10 ’I ] , alors, on montre facilement avec (7) que

3Cc>0 ; vxel, '<I>'£(x)‘ <C [@'8(30+1y0) !,

et Ie résultat s'en déduit immédiatement.

Passons a la démonstration de (3) =(4). Par le lemme 6, il existe C >0
tel que pour tout 0< €< 1 et pour tout intervalle I de R, (on suppose
toujours WU = Ri),

(8) SI ’@é(Z)Hdz‘SChH@é(zI)f.
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Comme g |<I>'€(z) Hdz ' = diam @E(I), on en déduit, grace au théoréme II.8,
I
qu'ilexiste k=1 telque € \@.E est k-1.c. pour tout E€:IO,1 [, ol 1'on

. 2 . -
a posé Qs = CIDE(R+). Soit alors z €C, r>0 et 21,226((]:\ Q)N D(ZO,I‘).

Puisque €\ Qe est k-l.c., on peut considérer Ke’ la composante connexe
de {(€\ Qg) N f)(zo,kr) contenant (T \ QE) N B(ZO,P). Les K_ forment une
suite décroissante de compacts connexes. Leur intersection, soit K, est alors

connexe et 1'on a
€c\)n B(zo,r) cKe(@\a)n [‘)(zo,kr),

ce qui prouve.que C\ G est k-l.c.

Prouvons maintenant que Q est régulier. La encore, montrons d'abord
que Qe est régulier si 0< €< 1. Soitdonc D= D(zo,r) un disque et
D = D(zo,2r). Puisque § et donc Q_ est un domaine de Carathéodory il n'y a
d'un nombre fini N de composantes de erﬂ g qui rencontrent D. Par (8)
et le fait (théoreme IT.6) que |1 H@é(zl) ’ < C diam @e(I), chacune de ces compo-
santes connexes est de longueur < Cr. Pour prouver le résultat, il suffit donc de

montrer que N est majoré indépendamment de D.

LEMME 7. Pour tout zebQE et tout r> 0, ilexiste X(z)€ Qe et

une courbe de Jordan Yy joignant z et A(z) dans QE tels que

dist(AX (z), b-QE) > ar,

B(v) < gr,

ou « et B sontdes constantes ne dépendant pasde r , z , €.

Preuve du lemme 7. Soit j(z) 1'intervalle de MZE de centre z et

de longueur r, et I 1lintervallede R tel que <I>E(I)= J(z). Posons alors

A (Z) = @E(ZI)' A]-OPS‘! par (3)7
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gistr(z) , 20) ~lTllo1(z) [ ~or

d'autre part, d'apres le théoreme I1.5, il existe 7¥', une courbe de Jordan
joignant X(z) a J(z) de longueur =< C dist(x(z), bQE). On compléte alors

y' parunboutde J(z) pour rejoindre z et le lemme est démontré.

Considérons alors ¥ {7+++»Yyp les composantes connexes de bDeﬂ(S\ﬁ)
dont les extrémités abpartiennent 4 oD et d®D respectivement. I1 est clair que
M= N. Pour tout j 6{1 yeeay M}, considérons zjeyj tel que lzj«-z0 l =3r/2.
D'apres le lemme 7 on peut trouver pour toute un point I:jesze et une courbe

de Jordan Sj joignant 25 et ¢ 1 dans QE tels que
y r . ,
JG(SJ.)S ™ et dlst(Cj , DQE) > a'r

ou «' est une constante absolue < 10_1 . Soient C:i les composantes de
M

(D\ND)\ (U ‘}’j). Vues les propriétés de Cj , le disque Dj = D(Cj,oc'/ZP)
j=1

est soit inclus dans Cj , soit dans Cj—1 . En particulier les disques D2k+1 y

k € {O, R E(%—A )} sont deux & deux disjoints et tous inclus dans D \ D. On

en déduit

M 2 2 2

3110(' r 537'rr‘2 =N< M<9«'™

ce qu'il fallait démontrer.

Pour terminer, il reste a passer a la limite lorsque € 0. Remarquons
que

J(J(bﬂeﬂD)=g l@;(x)‘ 1 x) dx < Cr.

(
R {t:® (t)en}
Les lemmes 5 et 6 plus le théoréme de convergence dominée nous permettent alors

de conclure

1
OND) < ’ '(x l1 X
% (>0ND) SR '(x) {t;q)‘t)eD}( ) dx

< lim %'(>0 ND)< Cr,
€-0 €



- 89 -
ce qui prouve que  est régulier.

Montrons a présent que (4) =(3).
Comme €\ est k-l.c. et © estun domaine de Carathéodory, le

théoréme 1I.8 nous apprend 1'existence d'une constante C> 0 telle que :
(9) VICR, diam@(l)éClIH@'(zI)‘.
D'autre part, comme  est régulier,

(10) Ac>0, VICR, S o1 (x) |dx < C diam &(1).
I

En combinant alors (9), {10) et 1le théor&éme 1.7, on en déduit que ¢'€A°°A(Ri),

car &' €N+(Ri) par la proposition IIL. 1.

Si 1'on étudie plus attentivement les constantes apparaissant dans la
démonstration, on constate que si ®'€ATA(L) avec une constante K(®), alors

Q est régulier de constante de régularité CK((?[>)3 et C\NQ est CK(®)l.c.

Réciproquement, si  est régulier avec constante C(Q), etsi C\Q

est k-l.c., alors ®'€ATA(W) avec constante CkC(Q).

Pour illustrer ce théoréme, reprenons 1'exemple déja considéré : Q = @(Ri),
ol ®(z)=Log(z+i). Tlestclairque C€\Q n'estpas k-l.c., ce qui confirme
que <I>'€A°°A(Ri). Par contre £ est convexe, donc 1-l.c., ce qui prouve que
Y, la représentation conforme de Ri sur C\ § telle que YP{w) =0, vérifie
) '€A°°A(Ri ).

Avant de clore ce paragraphe, donnons quelques applications des résultats
précédents.

Rappelons qu'une courbe de Jordan T de la sphere de Riemann est appelée

courbe de Lavrentiev sil'on a

. 1 1
Jc>0 ;5 vazer , (B0, 60 =Clg,l,
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ol Y, et v, désignent les deux sous-arcs de T joignant z, et z,. Un
domaine de Jordan est appelé domaine de Lavrentiev si son bord est une courbe de
Lavrentiev.

Une remarque évidente, mais fondamentale dans ce qui va suivre, est que
) est un domaine de Lavrentiev si et seulement si © est a la fois régulier et

quasi conforme.

Comme corollaire des résultats précédents, nous pouvons établir la caracté-

risation suivante des domaines de Lavrentiev qui sera utilisée au chapitre suivant,

THEOREME 4. Si § est un domaine de Carathéodory et @ une repré-
sentation conforme de £ adaptée, alors  est un domaine de Lavrentiev si et

seulement si les deux conditions suivantes sont vérifides :

(1) Hd k=1 telque © est k-l.c.,

(12) &' eAA(U).

Démonstration. Supposons tout d'abord (11) et (12) vérifiées ; par le

théoreme 1.3, § est alors un domaine régulier et €\ Q est k-l.c. Par (11)
et le théoréme I1.9, on voit d'autre part que € est quasiconforme. Gréce a la

remarque faite plus haut on en déduit que § est un domaine de Lavrentiev.

Réciproquement, si £ est un domaine de Lavrentiev, c'est alors en
particulier un domaine quasiconforme et (11) est vérifié. D'autre part, c'est un

domaine régulier tel que €\  est k-l.c. On a alors (12) par le théoréme III.3.

Ce théoréme, malgré son utilité, ne constitue pas une équivalence "pure"

entre propriétés géométriques et propriétés analytiques.

Le théoréme suivant pallie a ce défaut, mais fait intervenir la représentation

conforme "des deux cbtés!,

THEOREME 5. Soit T une courbe de Jordan passant par 1'infini et
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@, , 2, les représentations conformes adaptées de Ri sur les deux composantes
de C€C\T. Alors T estune courbe de Lavrentiev si et seulement si <I>i et
€ AARD).

1
@5

Démonstration. Par le théoréme précédent, si I' est une courbe de

Lavrentiev alors <I>i et <I>é € AOOA(Ri). Réciproquement, appelons -Qj ,
j=1, 2, les deux composantes de C\T. D'apres le théoreme III.3, le fait que

CI>'€A°°A(R3) implique que (13\91 est k-l.c. De méme, puisque @éGAmA(Ri),

1
&71 =C\Q, est k-l.c. Comme &, estun domaine de Jordan, le fait que 371
est k-l.c. implique que Q. 1'est (proposition I1.6). On en.conclut (théoréme I1.9)

que 91 est un domaine quasi~conforme. Comme d'autre part le théoréme III.3

nous assure que Q1 est un domaine régulier, la conclusion suit.

Pour terminer, donnons une derniére conséquence du théoréme III.3 qui

constitue également une équivalence entre propriétés analytiques et géométriques.

Si vy E),oc] +C est un arc de Jordan simple avec ¥(®) = o, nous dirons

que ¥ estun segment de Lavrentiev si

jc>o0 ; Vit thER, %1(7B1,t2:|)sc"y(t1)—y(t2)'.

PROPOSITION 3. Soit @& une représentation conforme de Ri sur

T\ y( EO,oo_] ) telle que &() =0, Alors cI>'€A°°A(Ri) si et seulement.si T

= ¥( E),OOJ ) est un segment de Lavrentiev.

Démonstration. L'énoncé a bien un sens car €\ T est un domaine de

Carathéodory. Supposons <I>'€A°°A(Ri) ; par le théoréme II1.3, T est alors

une courbe réguliére et de plus T est k-l.c. Mais ceci implique
vi,LeRr, %ok, 0 < cdiamy([t,t,]) = cklyit)-v(t,) ]
12 1°72=7 7 177277~ 1 27

c'est-a-dire que T est un segment de Lavrentiev. La réciproque est évidente.
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5. DOMAINES REGULIERS ET ESPACE UNIVERSEL DE TEICHMULLER

Dans cette section, nous mettons a profit les résultats du paragraphe précédent

pour établir une théorie parallele a celle décrite au II.5.

Désignons par X 1'ensemble des couples (®,2), ol £ estun domaine
régulier et & une représentation conforme de Ri sur . Soit X.O le sous-

ensemble de X défini par la condition que § est un domaine de Lavrentiev.

Puisque, par le théoréme II1.2, log @'GBMOA(Ri) si (®,Q)€X, nous
~7

pouvons définir une premiére topologie, que nous noterons € , sur X, définie

par 1'écart suivant :

r~
Vx1=(¢>1,ﬂ1), x2=(<1>2,92)€X., d(x1,x2):Hlog ®!-log <I>2'H

1 BMOA(R_f )

Observons que d(x1 ,x2) =0 signifie que <I>2 =he @1 oll h est une similitude
affine. La topologie séparée correspondante est donc la topologie de BMOA(Ri)
induite sur

- {log @' ; (@,0)x}.

Une deuxieme topologie, soit ¥, peut &tre introduite sur X et elle est plus
"proche" de la théorie de Teichmiiller. Rappelons que si ® est une fonction locale-

ment univalente dans Ri, le Schwarziende &, noté S o est la fonction
2 . 1 . 2
Sp(z) =2 (log @')(z) - 5(d(log ' )(z))",

ol d désigne 1'opérateur d/dz.

Rappelons également (voir I.3) que E2 désigne 1'espace de Banach des

fonctions g analytiques dans Ri telles que

”g“ = sup {-,-—] SS gx+iy) 12 dx dy}1/2< 100

(I=Ix[0, lID).
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On a alors.

PROPOSITION 4. Si (®,Q)€X, alors S<I>€E2 et

< lhog o]

Js. | ,
®E, BMOA(R)

—+

ou C est une constante absolue.

Démonstration. D'apres la proposition 1.9, il existe une constante absolue

C >0 telle que

”bzlog o] 5 = CHlog o' H
E

BMOA(R?)
+
D'autre part, puisque & est univalente,
X+Hy! , y og XHy) | = 5
\4 'eRf_ ‘b(l o' ) ‘)’<4

on en déduit immédiatement, en utilisant les résultats du paragraphe 1.3, que
0 log = og ’
o 1og @1 Pll, = clhog 2] )

2 BMOA(R+)

ol C est une constante absolue. La proposition 4 en découle.

La topologie ¢ est alors définie par 1'écart suivant :

.

VX,I =(®1;Q1), X2=(®2,92)€X, d(X,I,XZ): HS@ - S 2 )

1

Dans de cas, d(x1 ,X2) =0 signifie que &, =ko®,, ol k estune transfor-
mation de Mobius. La topologie séparée correspondante est la topologie de E2

induite sur & = {Sq) ; (@,Q)eX}.

L'objet de la proposition suivante est la comparaison des topologies ¢ et

& que nous venons de définir sur X.

PROPOSITION 5. Il existe une constante C absolue telle que

~s
¥ x4,X,€X, d(x;,x,) = C d(x,x,).
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En sens inverse, si x = (@O,QO)EZX et si <I>o(00) = oo, alors il existe €>0 et

C(e,xo) tels que :

~ ~
vV x €X, d(xj,xo)< e (j=1,2) =>d(x1,x )< Cd(x1,x

1:%2 2 2)-

Démonstration. Si x1=(CI>1,-Q1) et x2=(®2,92), alors

d(x1 ,x2) < Hbz(log ®4-log @2')HE2 + %”b(log ®)-log @é)b(log ®}+log @é)”Ez

et la premiere inégalité en découle en reprenant les arguments de la proposition
précédente.
L 'inégalité en sens inverse s'obtient comme conséquence immédiate du lemme

suivant, grace au théoreme 11.4.

LEMME 8. Soit F€A°°A(Ri) ; il existe alors un voisinage ¢ de LogF

dans BMOA(Ri) tel que 1'application

A BMOA(Ri) — E,

T

réalise un difféomorphisme de ¥" sur un soisinage W de A(log F).

Preuve du lemme 8. Rappelons que E1 désigne 1'espace de Banach des

fonctions g holomorphes dans Ri telles que

1/2
Hg”E1 = Iscu'g {-’-;—’ ng y ]g(x+iy) |2 dx dy}> < 4o,

Nous avons vu au chapitre I que 1'application f —>f' est un isomorphisme de
BMOA(Ri) sur E1 . Pour prouver le lemme il suffit donc de prouver que 1'appli-
cation
X: E, — E,
f—>f'-5f

est un difféomorphisme au voisinage de tout point f=F'/F, ol F€A°°A(Ri ).



- 95 -

Soit donc f un tel point ; 1'application A est de classe C1 sur E1 et sa

différentielle au point f est donnée par :

AME) B, —sE

1 2

h ———h'-hf.

D'apres le théor&me d'inversion locale, on aura prouvé le lemme 8 si 1'on montre

que X'(f) est un isomorphisme de E, sur E,.

It (f) est injective. En effet, les seules solutions de 1'équations différen- |
tielle y' -fy =0 sont les fonctions AF, AE€C. Mais, si A estnon nul, ces
fonctions n'appartiennent pas a E1 car, d'apres le théoréme 1.7, le fait que
F€A°OA(R3) implique

X+y
dc>0 ; VvVy>o0 y'F(x+iy)'2cg 'F(t)ldt
X-y
et cette derniere intégrale tend vers +w avec .
X' (f) est surjective. Soit en effet (p€E2. Il existe alors une constante

C>0 telle que
. 2 ] . ’ C .
(1) v x+y€R’ , o(x+y) | < — (voir chap. I).
y

Mais alors on peut considérer la fonction
¢t o(x+it)
h(x+y) = -i F(x + iy) ~2 dt
F(x+it) !
By

ES
car, par la proposition I.12, ‘F(x+it) ' > C tO(B F(x) dx, ce qui, avec (1)
x=1

prouve la convergence de 1' intégrale. Comme d'autre part il est clair que

"~
A'(f).h = ¢, reste & montrer h€E,.

LEMME 9. 11 existe une constante C > 0 telle que

A4 x+iy€R2 , Yy ’h(x+iy) ‘ = C.
+



- 96 -

Preuve du lemme 9. Gréce a (1), on voit qu'il existe C > 0 telle que

00 4
(2) n(x+iy)| = ¢ 1 ylp("“y”dt.
yIRE By Ut Pxait)

Mais, puisque FeAwA(Ri), il existe C> 0 telle que

7 Xty XY
(3) Vy>0, VxER, CB ‘F(t)’dtSylF(xﬂy)’ SCS
X-y X-y

’F(t)‘ dt.

De plus, par (2) de la proposition I. 12,
X4y
() | at
X-y y
> y
(4) Vt>y>0, VxER, e < c(t) ,
F(u) |du

\

ou C et «a sontdes constantes > 0 ne dépendant que de F. En combinant

X-t

(2), (3)et (4), il vient

x

y\h(x+iy)‘SCS -Ty-adtgc.
y t

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du lemme 8. Puisque h vérifie

h' -hf =¢ ,

2 Hal?le]? <22 ol

Vx+iy€Ri, Pl 1?2 < 283 o212y < 2y reylel?,

cette derniére inégalité découlant du lemme 9. Comme ©€E, et f€E,, onen

déduit que h'€E32 et donc que h€E1 (Proposition 1.9).

Nous allons immédiatement exploiter cette derniére proposition afin d'établir

un résultat parallele a la théorie de Teichmiiller.

(o d

PROPOSITION 6. Posons £ = {Sg ; (@,)€X_} et Z = {log o' (@,0)ex_}.

Alors £ est un ouvert de E2 et est un ouvert de BMOA(Ri).

Démonstration. Démontrons tout d'abord que .£. est ouvert dans E2.
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Remarquons que la norme de E2 est plus fine que celle de B (voir le théoréme
II. 11 pour la définition de B). D'apreés le théoréme II.11, on en déduit que si
Sq) € £, alors il existe €4 >0 tel que <p€E2 et HSq)—@HEZ < €, =

3 ¢ univalente ; ¢ =8 0 et ;p(Ri) quasiconforme. D'autre part, quitte a rem-
placer &(z) par (®(z)- <D(c>o))—1 , ce qui ne change pas le Schwarzien, on peut
supposer ®(«) =, alors (Th. III.4), cI>'€A°OA(Ri) et donc il existe & >0
tel que

Hl o' -1 f'H < f'eroA(Rz).
Og 8 BMOA(Ri) 2= +

Gréce au lemme 8, on en déduit qu'il existe €> 0 tel que
O€E, et IIS - <pH < eg= 3¢ R2 — € univalente telle que
2 o E)2 +
©=S % zb(Ri) est quasiconforme et ¢ '€A°°A(Ri). Mais, par le théoréeme III.4,
ces dernieres conditions impliquent que ¥ (Ri) est un domaine de Lavrentiev, =£

est donc ouvert dans E2 .

Le fait que Z  est ouvert dans BMOA(Ri) découle directement de ce dernier

résultat et de la premiére inégalité de la proposition III.5.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme principal de ce

paragraphe, théoréme qui établit 1'analogue des théorémes 12, 13, 14 du chapitre 1II.

. (ad
THEOREME 6. £ estl'intérieur de &£ dans Es s £ est 1'intérieur

de O dans BMOA(Ri). De plus il existe (®,Q)€X tel que sq)e.s n'est pas

adhérent a £ et log @'65 n'est pas adhérent a Z.

Démonstration. Vu la proposition III.6, il suffit de prouver que tout point

intérieur de D (resp. H ) estdans £ (resp. <), ouencore, vu les proprié-

r~
tés des domaines de Lavrentiev, que tout point intérieur de & ou & provient

d'un domaine quasiconforme.
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Soit donc S(pe,,@ tel que & = @(Ri) n'est pas quasi-conforme. En
reprenant les arguments du théoreme 1I.12, il existe alors, pour tout €> 0,
une fonction (,oe(z) du type

z —wT\c ( ‘
)y — \ I} _ v
© (z)= <z — w2/ avec w1,w2€C\ 2, c-1}<ce,

€

telle que (pe ne soit pas univalente dans €. Posons alors <I>E = <p€ o d.

Alors
2 2
_1-c 2 1 1

S@s“ Se =2 ¢'(z) (d?(z)—w1—(1>(z)—w2> ’

d'ou 1'on tire
2.2 ®(z)-w ,4
3 2 _(1-¢")" 3|d 1
y ‘S@E(Z) - Scb(Z) , D y d—z—(10€ m) .

Mais, par le théoreme II1.4, il existe une constante C absolue telle que

lhog(2(2) - .l , =C (G=1,2),
BMOA(R+)

et par conséquent HScI) - Sq)l
€ 2

Comme 1'inégalité précédente est vraie pour tout €> 0 et que @8

n'est pas univalente dans Ri , onen déduit que S, ne peut &tre intérieur a

L.

®

De la méme facon, soit log €D tel que § = @(Ri) ne soit pas quasi-
conforme. Alors, par la propriété (13) du théoréme I1.9, deux cas peuvent se pro-
duire :

1) vk=1, 3 z,EC, r>0 et z1,22€5(zo,r‘) M ne pouvant étre

joints dans ﬁ(zo,kr) Nea.

2) Yk=1, 320602, r>0 et z ZZQQ\D(ZO,kP) ne pouvant &tre

" ?
joints dans £\ D(zo,r).

Dans le premier cas, une modification facile du lemme 1II. 3 nous montre
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vV e> 0, 3w1€(E\ Q, dceC telque ‘1—cl < g t.q.
<p€(z) =(z - w1)c ne soit pas univalente dans . Mais alors,

en posant toujours @E = (peo ®, ilvient

log @) - log @' = (c=1) log(CID(z)—w1),

et 1'on conclut comme plus haut avec le théoréme II.4. Dans le deuxiéme cas, nous
utilisons la démonstration du théoréme II.14 : pour tout €> 0 on peut trouver
zO€Q, ac, 'oc l<e et g une représentation conforme de  sur D telle

que g(zo) =0 et telle que
f (z)=(z-z ) ex { SZ glu) du}
g2 T \EZ,) €XP @ u-z
z, o
ne soit pas univalente dans €. Posons encore @[)€ = feo ®. Alors
log <I>'€ - log &' =1log f"so e, et

f'(z) = (1 + ag(z)) exp{ S (u) du}
Zs

L'application k(z)=go ®(z) est une transformation de Mdbius de la forme

.n Z~U
k(z) = eif ——_-O ol z =&(u)) etl'ona, pour €< ; ,
Z—UO
22 o)
log fLo & = log(1+ok(z) +a| ~ Elau,
Z o

(o]

Puisque Hk”oo =1, il est immédiat qu'il existe C > 0 telle que

Hlogﬁ + ak(z))| ,  =Ce.
BMOA(R )
—u@(Z) g(u
D'autre part, en posant F(z) =S T du, il vient
0

Zs
FYz) = k(z) EIE (log —((Z—))-ZO ) +k'(z).

Par le théoreme I1.4, il existe une constante absolue C> 0 telle que
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<I>(z)—zo H

hog — <c.
% @) BMOA(Ri)

En utilisant la caractérisation de BMOA par les mesures de Carleson, on en
déduit que

Hlog @‘e-log C[)'” < Ceg,

BMOA (Ri )

et donc que log ®' ne peut étre intérieur a3 &, puisque CIJE n'est pas

univalente.

Enfin, mettons a profit le théoréme I1.13 : soit ¥ = + e(—a+i)t,t€ [O,oo:]}
ol aelo,%rr[, et yY' letransformé de Y par l'inversion z "EJ-'T Posons
Q=C\Y' etconsidérons & une représentation conforme de Ri sur £
telle que ®()=c, Comme 7¥' est une courbe régulidre (c'est méme un segment
de Lavrentiev), S q)€°9 et log P (on a mé&me <I>'€A°°A(Ri) par le
proposition II1.3). Mais Gehring a montré [23] que si ¢ est univalente dans

2 N
- < i >
R+ et que ”Szb S @”B €, Ou € est une certaine constante 0, alors

o
zb(Ri) ne peut étre un domaine de Jordan. Comme les normes de E, etde
BMOA(Ri) sont plus fines que la norme de B, on en déduit que S e n'est

~

pas adhérent & &, etque log ®' n'est pas adnérenta .

Ceci achéve la démonstration du théoréme III.6.

Remarque. Contrairement a ce qui se passe pour la théorie de Teichmiiller,

ol ¥ estunferméde B et J un fermé de @(Ri), ici & n'est pas un
fermé de E, et H n'est pas un fermé de BMOA(R_ZF). Considérons en effet

le domaine

Q = {x+iyeC ; y> sin(lx iB/Z}}.

On a déjavuque § estun domaine rectifiable & 1'infini qui n'est pas régulier,

et que si & désigne une représentation conforme de Ri sur  telle que

P(w) =0, alors (@')teroA(Ri) pour tout t€:[0,1 [
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Mais comme Arg &' < g, (@' )t =/, ol ®, estune représentation

conforme de Ri sur un domaine £, dont le bord est le graphe d'une fonction

t

lipschitzienne. Donc

< 1 1 1
Vi< logc'btei:’ et log @/ w——>log ®'.

~/ ~ ~t

log @' estdonc adhérenta 8 etdonca &, cequiprouve que D n'est

pas fermé. Par la proposition III.5, il en est de méme pour oD .

Note du chapitre III

Mis a part le théoreme 1 et la proposition 2, les résultats de ce chapitre
sont nouveaux et ont été publiés ( [42:' [43] [44} [45] ). Aprés notre démonstration du
théoréme 3, nous avons eu connaissance d'une caractérisation antérieure de ces
domaines par Pommerenke [37] , mais elle ne fait pas le lien avec les courbes

réguliéres,

Mentionnons enfin que les résultats de ce chapitre constituent un matériel

brut qui va étre interprété au chapitre suivant.
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CHAPITRE IV.- Espaces de Hardy généralisés

1. DEFINITIONS. DOMAINES DE SMIRNOV

Nous nous proposons d'élargir a certains domaines rectifiables la notion
d'espaces de Hardy du disque ou du demi-plan. Pour simplifier, comme cette théorie
a déja été largement étudiée dans le cas borné (voir B7] ), nous nous restrein-

drons aux domaines dont le bord contient co.

Pour obtenir une théorie cohérente nous fixons £ un domaine de Jordan
rectifiable & 1'infini. Supposons également que 0 & . Soit s — z(s) une
paramétrisation par la longueur d'arc de T =23Q. Alors 1'hypothése de rectifia-

bilité se traduit par :
g ds < 1o
R |[z(s)
Nous dirons que £ est completement rectifiable si 1'on a la condition plus forte :
‘ ds
Vp>1 S < 400,
YR |z(s) |P
Nous avons vu au chapitre précédent que les domaines réguliers sont des exemples

de domaines complétement rectifiables. Dans toute la suite nous supposerons £

completement rectifiable.

Soit @ une représentation conforme de Ri sur § telle que &(c) =0,

DEFINITION. Pour 0< p< e nous désignerons par HP(Q) 1'espace
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1 2
des fonctions F holomorphes dans  telles que Fo &®(®') /p e uP (R+),
muni de la norme

| - [[Fe a(@1)"/P| :
HP(Q) @ HPR?)

Comme & est rectifiable, on a vu au chapitre III que &' appartient a
la classe de Nevanlinna N+(Ri). Vues les propriétés de HP (Ri) on en déduit
que si FeHP(Q) alors en presque tout point du bord F converge non tangentiel-
lement vers une fonction de 1.P (T) = 1.P(T , ds) que nous noterons encore F et
qui détermine entidrement la fonction F (holomorphe) de HP(Q). De plus,
1'ensemble des traces ainsi obtenues est un sous-espace fermé de 1P (). Nous
pouvons donc voir, et ¢'est ce que nous ferons dans la suite, 1'espace uP ()

comme un sous-espace fermé de LP(T).

La définition précédente, malgré sa simplicité, n'a guére d'utilité, car
la transformation conforme reste un objet théorique. C'est pourquoi nous allons
maintenant introduire deux autres notions d'espaces de Hardy et étudier les liens

qui les unissent.

DEFINITION. Pour 0<p< o, désignons par mP(Q) 1'adhérence dans
LP(I') de 1'ensemble des fractions rationnelles, nulles a 1'infini, dont les pdles

appartiennent & €\ {I.
PROPOSITION 1. ¥0<p<ow, nP@Q)c uP(@Q).

Démonstration. Soit F une fraction rationnelle vérifiant les hypothéses

de 1a définition et appartenant & LP(T). Comme HP(Q) estun fermé de LP(T),
il suffit de montrer que FerP (©). Pour ce faire on observe qu'il existe NEN

telque Np> 1 ettelque F(z)~ —CN a 1'infini. On écrit alors
z

Fo <1>(<1>')1/p —Fo a(a) (;%'5)1/". |
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2

Mais Fo o(@)N € H (R

et, d'apres 1'hypothese faite sur &,

(2P e Hp(Ri).
o"P

DEFINITION. Pour 1<p< +o, $BPQ) désigne 1'espace des fonctions

teLP(T) telles que

vEec\ o S .
' z-¢

Notons que cette définition a un sens sous 1'hypothése que & est comple-

tement rectifiable.
PROPOSITION 2. V 1< p< 4o, HP(Q)cBP(Q).

Démonstration. Soit FEHP(Q) et te€\ T ; par le changement de

variable z = &(x), il vient

1/q |
g M.ﬂ? =S Fo @(x)@'(x)ﬂ/l) [_j)_‘_(x_)} dx (1 + 1) = 1).
r L.t R (®(x)-¢ ) b

/q
Mais Fo <I>(<I>')1/p € Hp(R et < > € Hq(Ri) car & est comple-

(@(x )-C )
tement rectifiable.

On en déduit que F—‘-’%‘l cH (R ) et donc que S F(z)dz _

I z-C
pour tout C€C\ 8.
Naturellement, les "bons" domaines seront ceux pour lesquels on a
1'égalité dans les propositions 1 et 2. Ces domaines sont caractérisés par le

théoréme suivant.

THEOREME 1. S'ilexiste p> 0 telque 7°(Q)=HPQ) ous'il
existe p> 1 telque HP(@Q)= P (), alors &' est une fonction extérieure.

Réciproquement, si ®' est une fonction extérieure, alors
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Y p>0, 7P(Q) = P(Q),

Vp=1, HP(Q) = BP(©Q).

DEFINITION. Nous appellerons domaine de Smirnov tout domaine &

complétement rectifiable tel que &' soit une fonction extérieure.

Nous avons montré au chapitre précédent que tout domaine régulier est un
domaine de Smirnov. Il existe des domaines rectifiables qui ne sont pas des domai~

nes de Smirnov (voir [17] , [1 8] ).

Démonstration du théoréme 1. Montrons tout d'abord que pour p > 0,

7P(Q) = HP(Q) si et seulement si &' est extérieure. L'ingrédient essentiel

pour démontrer cela est le théoréme suivant, d{i & Beurling l_6:] .

PROPOSITION 3. Soit G(z) € HP(C). Alors {z“G(z), nzo} est une

partie totale de Hp (D) sietseulement si G est une fonction extérieure.

Revenons a présent a la preuve du théoréme 1. Désignons par & une
représentation conforme de D sur  telle que '5(1) =0, Alors &' est
extérieure si et seulement si &' l'est. Soit NEN telque Np=> 1. Supposons

tout d'abord que ®' est extérieure ; soit f€HP(Q), alors

to3(3)/P e HP(D).

~|
Comme (—l%b)v p

®
3 1'existence d'une suite Pn de polyndmes telle que

est une fonction extérieure € HP (D), on déduit de la proposition

~| ~ ~ =
Pn(z)(_.q)_r))1/p ____.>fo<1>(c1>)N(§1’\I_'§)1/p dans HP(D).
3 D

~ s ~/
Mais alors Pn(z) = Fno <I>(<I>)N ol ZNFn(z) = Pn(<I>'1(z)) est une fonction

holomorphe dans et continue dans 1'adhérence de Q dans la sphere de
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de Riemann. Par le théoréme de Mergelyan, il existe donc une suite de fractions
rationnelles nulles a 1'infini et dont les pbles € €\ §, convergeant vers zNFn.
Si Rn est une telle fraction rationnelle avec ”zNFn - Rn“oo < rll , on montre
Rn

alors facilement que ”f - 'T\TH 0, ce qui prouve que ﬂp(ﬂ) - HP(Q).
p n 4o

z  H(Q)
Réciproquement, supposons que 72(Q) = HP(Q). Soit alors geHP(D).

Tl existe f€HP(Q) telque g=fo g(cg' )1/p.

De plus, par hypothese, il existe une suite Frl de fractions rationnelles
appartenant & HP(Q) telles que F~converge vers f dans HP(Q). Mais
alors F_o (3" )1/ P converge vers g dans HP(D). Puisque F, estune

fraction rationnelle € HP(Q), Fn(z) ~ EI\'I oi N= E(%) +1; alors
z

~~N B 1D . p
Fpooe (&;Np) ——>g dans H (D).

Mais 1'hypothese faite prouve que Fno o EN se prolonge par continuité sur D.
Par une deuxiéme application du théoréme de Mergelyan, on peut donc trouver une

iﬂ/p

( ——»g dans HP(D). Parla
n 5Np

suite P~ de polyndmes tels qué P
proposition 3 on en déduit que &' est extérieure.

Fixons a présent p> 1 et montrons que yP Q) = 8P (Q) siet seulement
si @' est extérieure. Dans ce but montrons d'abord que H1(Q) = 561(52) et ceci
pour tout domaine complétement rectifiable §. Soit donc g€ 561 (). Pour
montrer que g€H1(Q), il suffit de montrer que G(z)=god &' € H1(D) ; or

e 561(Q) =»

v LeCh\ O S Gz)az _
’ d>D EI\;(Z)—C" '

Mais cette derniére relation équivaut a

(1) Vvn=zo0 SbD (@) " G(z)dz =0,

G(z) dz
oD &(z)-C

comme on le voit en développant la fonction € —->S en série
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entiere autour de O.

Soit maintenant P un polyndme ; la fonction Po 5-1 est alors continue
sur {} (dans la sphére de Riemann). D'aprés le théoréme de Mergelyan il existe
alors une suite de polyndmes Q, nulsen O telsque Qn(%) converge unifor-

~

mément vers Po <I>_1 sur . Mais alors Qn(-;l-) ) converge uniformément
&(z
vers P sur D ; avec (1)on en déduit :

S P(z) G(z)dz = 0.
oD

Comme le polyndme P est arbitraire, on en déduit, avec le théoreme de F. et M.

Riesz, que G€H1(D). CQFD
Supposons alors &' extérieure et F€ JGp(Q). Alors, si Le@ NG,

E(z) € (';‘61(9) = H1(Q). Mais alors
z-C

Fo ®(®')

1/p_Fod ! o' >_1/

d + a2 p Pl
et ar € N'(R)) NL°(R) = H'(R)).

Réciproquement supposons ®' non extérieure. Alors &' =SG ou S est

intérieure et G extérieure. Considérons alors la fonction

F(z) = (Soa™ )| 272,
Alors Fo & &' 1/p = (S(z))—vq (;%—))Vp g Hp(Ri) et pourtant
Fod o' = %ﬁl e H1(Ri) —F c ¥P@).

N

d°(z

2. INTEGRALE DE CAUCHY ET DOMAINES REGULIERS

a) Soit T une courbe de Jordan complétement rectifiable et 01 , &, les

2
deux composantes de C\T. Si p>1 etsi fer.P (T), on peut alors définir
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deux fonctions holomorphes F1 s F2 dans Q1 i’ (22 par :

vien, (=12), F()-— | Hzd
J J 2Qim T z -

Le "probléme de Calderdn" est alors le suivant ; sil'on fait tendre ¢ €Qj non
tangentiellement vers z€I, est-ce que Fj(C) converge presque partout vers
une fonction que nous noterons ij(z) et est-ce que 1'opérateur Cj ainsi défini

est borné sur LP(T) ?

Cette question, qui est longtemps restée ouverte, est maintenant complétement
‘résolue. Retracons briévement 1'historique de la question sans rentrer dans les

détails car les méthodes de démonstration sortent du cadre de ce travail.

En 1977, Calderdn [8_] répond affirmativement a la question pour les courbes
T données par le graphe d'une fonction lipschitzienne y = o(x) ol H(p‘ Hoo <98 R
oi 8 >0 estune constante inconnue. Sa démonstration implique en particulier
que pour toute courbe rectifiable T et pourtoute fonction te1 P (1), , ij existe

presque partout au bord.

En 1981, Coifman, MacIntosh et Meyer ,:11] , par des méthodes radicalement
différentes, prouvent le résultat pour tous les graphes des fonctions lipschitziennes.
Enfin, en 1982, G. David [15] montre que la conjecture est vraie si et seulement

si T est une courbe réguliere !

Comment sont reliées C1f et C2f si T est une courbe totalement
rectifiable ?

Pour f€LP(T), et €>0, posons

V2T, T Mz )= iy f(zz—)—qzz.
2im Yz€T o
IZ—ZO|_>.£

Le théoreme de Calderon prouve alors que pour presque tout z €T, Tef(zo)

converge lorsque € tendvers O vers une fonction que nous noterons Tf(zo),
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et 1'on a les formules appelées formules de Plemmejl :

C.i(z) = 5 i(z) + TE(z)

C2f(z)= - % £(z) + Tf(z) p.p. sur T,

si Q1 est 1'ouvert "a gauche” de T pour le sens de parcours de la paramétri-

sation choisie.

Soit (R1 (T) (resp. 622(1‘)) 1'espace des fractions rationnelles nulles a
1'infini dont les pdles appartiennent &2 Q, (resp. Q,), et R(r) = (R1(1“) U (RZ(F).

On a alors, comme corollaire immédiat des formules de Plemmejl, la

PROPOSITION 3. Si T est complétement rectifiable, ®(T) est dense

dans LP(I) pourtout p> 1.

Preuve. Soit q 1'exposant conjugué de p et g€LP(T) une fonction

orthogonale 2 ®(T). Alors

v LET, ! 8(2) 27(s) 4,(¢) = 0.
2im “T z(s) - €

= C,E7)=C,E7 =0.

Par les formules de Plemmejl, on en déduit que gz!' etdonc g est nulle
presque partout sur T. Le théoréme de Hahn-Banach implique alors que ®(T)

est dense dans LP(T).

Nous sommes maintenant en mesure de donner une version géométrique du

probleme de Calderdn, a la lumiére du résultat de G. David.

THEOREME 2. Si T est une courbe completement rectifiable, sont
équivalents :

(1) T est une courbe réguliére,
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2) vp>1, LP(I) estsomme directe topologique de HP (521) et
b
H (92).
De plus, si (1) ou (2) est vérifié, alors Q; et Q, sontdes domaines de

Smirnov et les projections associées a la somme directe sont C1 et C2.

Remarque. Le fait que QJ. est un domaine de Smirnov si c'est un domaine
régulier a déja été montré (théoréme IIT.2). Néanmoins, la démonstration qui suit

va 1'établir d'une autre maniére.

Démonstration du théoreme 2.

Supposons tout d'abord (1) vérifié. Alors, par le théoréme de G. David,
T est un opérateur borné sur tous les LP (T), p>1 ; il en est donc de méme

des opérateurs C, et C, etl'ona, avec les notations du paragraphe précédent :

J@p(ﬂ1)*= Ker C

5 56[)(522) = Ker C

1.

D'autre part on voit facilement par décomposition en é1éments simples que
C Cyt =0, VEI€R(T). Gréce ala proposition 3, C,C, est donc nul en tant
qu'opérateur de LP(T).

Nous pouvons alors conclure :

v felP(T), f= Cif-Cyf  (Plemmejl).

On en déduit que LP(T) est somme de %p(91) etde PP (92) et cette somme
est directe car la méme formule prouve que %P (01) N %P (92 = {O} Enfin, si
fezf,p(ﬂ1) (par exemple) alors f est limite d'une suite f . de ®R(T). Mais

alors f=C,f= lim C,f , cequiprouve que %p(91) = wp(91) = HD(Q1) :
n -

Qj est donc un domaine de Smirnov et LP(T) = Hp(§21) + Hp(Qz).
Réciproquement, supposons (2) vérifié, alors, nécessairement, 3 C >0,
v fER(T), chf”p < C”f.’p , Cce qui prouve que C, , C, etdonc T sont bornés

sur LP (T) gréce ala proposition 3. Par la caractérisation de G. David, - T est
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alors une courbe réguliére.

b) Interprétation "géométrique" du théoreme de Guy David

En modifiant 1égérement la théorie du paragraphe III.5, appelons X' 1'ensem-
ble des couples (& , ) tels que & est un domaine régulier avec =€d et &
une représentation conforme de Ri sur Q  telle que ®(w) = oo, X! serale
sous-ensemble de X' défini par la condition que § est un domaine de Lavrentiev.

Enfin, on pose
' ={oge ; (@,0ex}
L' ={10g o' (<I>,Q)€X(')}.

r~ ~s ~
Laencore, &' estl'intérieur de ®' dans BMOA(Ri) mais D' n'est

pas inclus dans 1'adhérence de 2.

L'objet du théoréme qui suit est de montrer que 1'opérateur de Cauchy, lu
a 1'aide de la paramétrisation par la transformation conforme, est une fonction ana-

lytique sur &8'. Plus précisément, montrons le

THEOREME 3. Si log &' € &', le noyau

)20 ()2

Kx,y ; log &') = (@)
o(y) - o(x)

définit un opérateur d'intégrale singulidre borné sur L2(R) noté T(log &')
et 1'application

I — LLAR), L4R))

log ®' —> T(log ')

est analytique (c'est-a-dire C-différentiable).

Preuve. Pour j€N*, appelons Tj(log ®') 1'opérateur de L2(R)r de

noyau
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K.(x,y; log®')=K(x,y; log®") 11 1

et montrons tout d'abord que, j étant fixé, 1'application log &' —> Tj(log o)
est analytigue.
Pour ce faire, il suffit de vérifier que si f et g sont deux fonctions

continues & support compact (inclus dans L—M,M] ), 1'application

log ®' —_"Sg K.(x,y ; log ®" )(x) g(y) dx dy
5 J
R
est analytique. Comme, a x et y fixés, 1'application
log @' — K. (x,y ; log ®') £(x) g(y)
est évidemment analytique, la conclusion découlera simplement du lemme suivant.
LEMME 1. Si log @' €.4', ilexiste €>0 e C>0 (CM,j,log ®'))

tel que si Hlog Y - log <I>'HBMO< £,

(3) Bg IK-(X,yi10g¢>)Hf(X)Hg(Y)’dxdySC.
2

Preuve du lemme 1. Elle débute par le lemme 2 suivant.

LEMME 2. Si log ®'€4f', ilexiste €> 0 et C>0 ne dépendant

que de log &' tels que si Hlog ®' -log ¥’ H alors logy' €4' et

BMO = &
5 1 , 1 ,
@) VIic R, mgl o) lat < Cexp«[mgI log | ¥ (t)‘dt}

(ii) zb(Ri) est un domaine de Lavrentiev de constante < C.

Preuve du lemme 2, Posons b=1logy'-log®' et B =Reb; soit

p>1 telque ](ID' ’ vérifie 1'inégalité de Hdlder inverse a 1'ovdre p. Alors,

si q estl'indice conjugué de p,
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1/q
1g o1 l< 18 o | 18 a8
T ey e et
et la propriété découle du fait que ‘<I>' ]6 A% et de 1'inégalité de John et Nirehberg.

En combinant cette inégalité avec le théoréme d'Ahlfors (théoréme II.11),
on démontre la derniére affirmation du lemme.

Du lemme 2, ontire que si Ic [—M,M] et !II > ona,si logp'

]

est proche de log @',

(4) [SIw' = o), 1o hexotc 1§ ).

1
Mais, si 1'on a normalisé b de sorte que g B(t) dt =0, 1'hypothése II lz j_1
o

implique

lﬁ]gl B f < cM,3).

Si d'autre part nous désignons par «(M,j,log ®') le minimum de la fonction l<1>‘ '

sur le fermé l:-M,M] X [31-, j] , (4) devient

(5) 'SI o1l =51 oM, j,10g 37y e CMI) _ S, 5,00).

Enfin, (5) et une nouvelle application du lemme 2 permettent d'achever la preuve du
lemme 1.

Pour terminer la preuve du théoréme 3, il nous faut passer a la limite lorsque
j tend vers 1'infini. Le lemme 3 suivant permet de démontrer simultanément 1'exis-

tence de 1'opérateur T(log ®') et 1'analyticité.

LEMME 3. Si log &' €' et f€L?, posons

T (log ') £(x) = sup 'T.(log o) f(x) | .
jeN®

Il existe alors €> 0 et C >0 ne dépendant que de log ®' tels que

*(0g v ) 1ll, < cllll,

si |floga' ~tog vl <& et t€L2(R).

BMO
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Preuve du lemme 3. Si log ¥' €48', appelons s+—>2z(s) une paramé-

trisation de ¥ (R) par la longueur d'arc. Alors § et z sont reliés par
p(x) = 2z(n(x)), ob n'(x)=l2')| p.p.
Par le changement de variable u = h(y), il vient
ij(x) = U, Gj U, f(x)
oll U, , U, sontdeux isométries de L2 telles que
’g ’ ‘ =g = < gl,
(6) vit,ger?, ltl lut | < |ugl

~I
et Gj est 1' opérateur

C 4 1) =§ fy)dy
= lh_1(y)-h'1(x) lzjl z(x) - z(y)

Par le lemme 2, on voit facilement que si log ¥ ' est voisin de log &' alors :

%:5 h(x+t) - h(x) <c,

YV xER, V>0
h(x) - h(x-t)

oli C ne dépendquede log ®'.

On en déduit que

sup vlg.f(x) | < G*f(x) + CMf(x),
o 7

‘g (y) dy

ol C*f(x) = sup
>0 2&) - z(y)

0 Ix-

et Mf est la fonction maximale de Hardy-Littlewood de f. Par le théoréme de
G. David, le lemme 2 et la théorie de Calderén—Zygmund,
*
lexel, = clil,

ol C nedépend que de log ®', si log ' estassez voisinde log ®'. On

conclut alors la démonstration avec (6).
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Il est tentant, vu le théoréme 2, d'obtenir le théoréme de G. David pour
les courbes réguliéres qui ne sont pas de Lavrentiev par une méthode de "valeurs
au bord" de fonctions analytiques. Malheureusement le théoréme de Gehring (le fait

~J

~
que &' ne contient pas ') nous en enléve tout espoir !

3. DOMAINES DE NEUMANN
a) Soit toujours £ un domaine complétement rectifiable. Pour p> 1,

considérons la propriété suivante, qui s'apparente a un probléme de Neumann.

p
(Np) : L'application F —» Re F est un isomorphisme de H () sur
L'%(I‘), 1'espace de Banach des fonctions réelles appartenant & LP(T).

Nous considérons également la propriété

(N): Dlexiste p>1 telque (N)) soit vérifide.
On a alors le

THEOREME 4. Si & désigne une représentation conforme de Rf_ sur

Q telleque ®(»)=o etsi <I>'€A°°A(Ri), alors  vérifie (N). Récipro-
quement si § vérifie (N) et si bQﬁ{Iz'ZM}cR pour M assez grand,

alors @ €A°°A(Rf_) .

Démonstration. Supposons tout d'abord que <I>'€A°°A(Ri) : soit p> 1

tel que ICID' ’6 Ap(R). Alors, d'apres les résultats de la section 1.3.d),
FEHP(Q) e&3F o0 d € Hp(Ri NESEIY

Mais toujours d'apres I.3.d, 1'application G »Re G est un isomorphisme de

yP (Ri , ~<I>' ;) sur L% (R, I@' I). On en déduit immédiatement que  vérifie
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(Np). Réciproquement, si bQﬂ{!z IZM} c R pour M assez grand, un argument
standard utilisant le principe de syméirie de Schwarz prouve que &(z)~Cz pour

‘z ’—» o, On en déduit immédiatement que

l@!(xﬂ

vp>1, S dx < 4oo0,
R 1Hxl
puis que
vie®), fod™ 'eHP(Q).

(Ici 6?)+ désigne 1'ensemble des fractions rationnelles nulles a 1'infini dont les
pdles appartiennent a R?_). Soitalors p>1 telque £ vérifie (Np). Par
le théoreme de 1'application ouverte, il existe C> 0 telle que, si H désigne

la transformée de Hilbert,

gl < cll

LPR, o' |) PR, o )’

v geRe(@Jr).

Comme Re((RJ+) est dense dans LZ(R), on en déduit que H est bornée
sur Lp(R, ‘<I>' ') ; par le théoréme 1.6, on en déduit que ]<I>' l€ Ap(R). Reste
a montrer que &' est une fonction extérieure ; pour cela considérons la factori-
sation ®' =SG ou S estintérieure et G extérieure. D'apres ce que 1'on
vient de voir, si feLg(I‘), alors 1'unique fonction F de HP(Q) telle que

Re F =f est donnée par :

F = Efocl:+1H(fcac1>)]oc1>'1

et cette fonction vérifie

FoaG) /P e Hp(Ri).

Onadonc: Foa(G)/Pe Hp(Ri) sFoa@)/Pe Hp(Ri). Mais ceci ne peut

se produire que si @' =G est extérieure.

Dans le cas borné, le résultat est beaucoup plus net. Nous 1'énoncons par
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souci de complétude en laissant au lecteur le soin de la démontrer sur le modele

de la preuve précédente.

Soit € un domaine de Jordan borné a bord T rectifiable. Pour tout
p> 1, nous considérons HP(Q) comme un espace de Banach réel et nous

désignons par Hg (Q) 1'espace quotient HP(Q)/Ri. On a alors :

THEOREME 4 bis. Si & désigne une représentation conforme de D sur

Q, alors Q vérifie (N') sietseulement si ®'€ATA(D) ou:

(N') : Ltapplication Fr»Re F est un isomorphisme de Hg (©) sur LI:Q(T).

En raison des théorémes 4 et 4 bis, nous appellerons domaines de Neumann
les domaines vérifiant (N) ou (N'). Ces domaines ont été caractérisés géométrique-
ment au chapitre III. Rappelons le résultat :  est un domaine de Neumann si et

seulement si Q est régulieret €\Q est k-l.c. pourun k= 1.

Pour tout poids wEA™(R) il existe p.€ [1,+oo [ tel que p_ soit le plus
petit réel = 1 tel que weAP? vp> p,- Nousnotons p_=i(w). Si Q est
un domaine de Neumann et & une représentation conforme adaptée, nous appelle-

rons indice de £ de réel i II<I>' | ).

b) Caractérisation par fonction maximale des espaces de Hardy associ€s

~aux domaines de Neumann.

Soit @ un domaine de Neumann tel que «€dQ. Pour z€dQ, considé-

rons le "cbne" :
si C>1, T (z)={¢€q;dy(C,2) = C dist(Z,0Q)}
ol dﬂ(i,z) =inf{561(‘y) ; ¥ estunarc de Jordan joignant £ a z dans Q}

Pour toute fonction F : Q —» €, on définit alors la fonction maximale

F* : OQ—>R+ par



|
v 2€5 G FZ(Z): sup |F(¢)].

On a alors le

THEOREME 5. Il existe.une constante C> 1 tellequesi p>0 etsi
FF  est une fonction holomorphe dans , F appartient a 1P (Q) si et seulement

si Fz appartient & LP(5Q).

Démonstration. Pour tout x€ER, appelons DX la demi-droite

DX = {X+iy , ¥V~ O}.

Montrons tout d'abord le

LEMME 4. 11 existe une constante C > 1 telle que pour tout x€R,
<I>(DX) c TC(<I>(X)), oll ® est une représentation conforme de R_2|_ sur

telle que ®() = oo,

Preuve du lemme 4,

D'apres le théoreme I1.5, il existe une constante C1 absolue telle que

vVy>0, 3x'€ Ex—y , x+yj , dﬂ(é(xﬂy),cb(x‘)) < C, dist(®(x+iy), 2 Q).

On en déduit 1'inégalité

dQ(QD(XJriy),CD(x)) = C, dist(®(x+iy), 0Q) +gx+y [<I>‘(t)[ dt.
X~y

D'autre part £ est un domaine de Neumann ; donc @‘eAwA(Ri) et par conséquent,

X+y

‘@'(t)‘dt < C, dist(®d(x+iy),d Q).

3c2>0;vX,y,S ,

X-y

(C'est une conséquence du théoreme 1.7 et du théoréme de distorsion de Koebe).

Le lemme 4 en découle avec C = C1 + C2.

Pour x€R et C> 1,  désignons par @C,(x) le "vrai cbéne
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C‘;C(x) = {Z€Ri : lx.—-z 1 <C dist(z,R)}.

On a alors le

LEMME 5. Pour toute constante C > 1, il existe une constante C' > 1

telle que
V x€R, <1>—1(1“C(<I>(x))) c GC,(X).

Preuve du lemme 5.

11 suffit de montrer qu'il existe K > 1 tel que

v x €R, VZeRf_, ’z-xo |_>_ KImz ———>dg(®(z),®(xo))_2 2C dist(®(z),> Q).

g K ("0)

P .

Z
3 \\\ N 3
T ' ' ¥
x Xo :
————— :
I :
}

Par 1'inégalité triangulaire,
dQ(CI)(Z),q)(XO)) = dQ(CI)(X)y(I)(XO) - dQ(@ (Z) ’ @(X)) ;

mais, par le lemme 1,

do(@(z) , @(x)) = C | lcb't‘dt;
o(®(z X SI(Z) (t)

d'autre part, par le corollaire TI1.3 (p. 48) et le fait que <I>‘€A°°A(R),

do(®(2) , D)) = c SX &1 (t) | at.

X
(0]
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Soit alors J 1'intervalle de méme centre que l_x,xO] mais de longueur
double. Il est clair que si K est assez grand, alors I(z)c J et que, ‘@' ]

appartenant & A”(R),

Ac>0 ; SX @ (t) |at = cg @ (t) | at.
X J
(e}

On peut alors écrire

S l@’(t)ldt

d(@(z), >(c, 2 -C |o(t) | at.
g@@),06 )= ( 18( )] eV z>SI(Z)
I(z

Gréce a la proposition I.12, on a 1'inégalité

'@'(t)ldt 'J‘ 5 ¢
18>0 ; J >C > C(K-1)°.
S( | o' (t) | at 1(z) )

“1(z

D'autre part, toujours par la condition A% ou bien en utilisant le théoréme de

distorsion de Gehring-Hayman,
S ]Cb'(t)]dtzclmz’@‘(z)lchist(d)(z), Q).
1(z)
De ces deux dernieres inégalités, on déduit le lemme 2 en prenant K sufisamment

grand.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme 5.
Soit donc FEHP(Q); posons G=Fo®. Alors G€HD(R?r , i@‘ i) ce

qui équivaut, gréce aux résultats de I.3.d a

G €LP(R, o1 ),
et ceci pour tout K> 1.

D'apres le lemme 5, pour tout C> 1 on a alors
*
F_ € LP().

Réciproquement, considérons la constante C dulemme 4. Si F est une fonction
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holomorphe dans  telle que FieLp (T), alors, par le lemme 4,

G’;ad(x)= ys>ug ‘G(x+iy)’€ LP(R, ‘<1>' 1).

Mais ceci implique que GEHP(R, | &' ‘) (voir ‘_30]), et donc que FeHP(Q).

Remarques.
1) Pour éviter d'avoir a utiliser la fonction maximale radiale, une modifica-

tion de caractere technique du lemme 4 permet de prouver :
vC>1, 3C'>1 t.q.Vx€ER @(ac(x)) c rc,(cb(x)).

2) Lorsque £ est un domaine de Lavrentiev, on peut remplacer, dans la
définition des "cénes" la distance géodésique d, par la distance usuelle. En

effet, dans ce cas, on montre facilement :

ic>0 ; Vv 2,,2,€Q dQ(z1,22)£ C 121-22 I .

c) Le probléme de Neumann "classique" .

Soit & - un domaine de Neumann et - C > 1 1la constante du théoréme 5
adaptée @ Q. Soit F une fonction définie sur . Nous dirons que F admet

une trace sur ®£} si, presque partout sur 98, ona lim F(z) existe.
Z>Z
o

zefc(zo)
Si F est de classe Cj sur £, nous dirons que F admet une dérivée

normale sur 0 sien presque tout point z, de 0§ par lequel on peut mener

une tangente a 0§ ona:

>
lim \Y) F(Z).n(zo) E=
z-)zo,zel“c(zo)

-
existe, ol n(zo) désigne la normale sortante 3 § en z-

THEOREME 6. Soit € un domaine de Neumann tel que €08, d'indice
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’ V' 1 1 .
> i i —_— — = <p<
P, = 1. Soit q, le reel conjugue de Py (po + a 1). Alorssi 1<p d,

et si geLR(bQ), il existe une fonction harmonique u définie sur £, unique

a une constante pres, telle que

(1) %—g=g p. p. sur 08

2) (Vu), € LP(o0).

Démonstration.

Remarquons que les gradients de fonctions harmoniques sont les fonctions
F, ol F estanalytique.
D'apreés les résultats de la section b) précédente, démontrer le théoréme 5
revient a démontrer le résultat suivant :
v 1<p< q4yr V g€1P(29Q), il existe une unique fonction FEHP(Q)
telle que :
(3) Im(F(z(s)) z'(s)) = g(z(s)) p. p. sur R,
oll s +»z(s) désigne une paramétrisation par la longueur d'arc de 3.
Soit @® une représentation conforme de Ri sur Q telle que &(x) =,
Alors (3) équivaut a
4) Im(F0<I><I>')=l<I>‘|go<I> p. p. sur R.
Mais Fo ® &' € Hp(Ri , |cI>' |1'p*) et le fait que |<1>' ‘€AP Yr>p,
| 1

implique que |<I>‘ =P € AP (R). On conclut alors en utilisant les résultats de la

partie a).
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4. L'INDICE DES DOMAINES DE LAVRENTIEV

Au chapitre III, il a ét€é démontré que les domaines de Lavrentiev sont des
cas particuliers de domaines de Neumann. Mais les méthodes utilisées pour montrer
que ]<I>A‘ ]6 A®(R) ne permettent pas de préciser pour quels p > 1 iCID‘ ‘e APR).

C'est le probleme que nous voulons maintenant aborder.

Dans certaines circonstances particulieéres, 1'indice peut étre précisé. Un

exemple est donné par le théoréme suivant.

THEOREME 7. Soit £ un domaine de Neumann de la forme {y >f(x)} ,

ou f estune fonction continue de R dans R ; alors l'indicede  est< 2,

Démonstration.

Soit @ une représentation conforme de Ri sur  telle que ®(x) =,
comme le bord de  est un graphe, JArg ®! l < 727 sur Ri.
}t

D'apres le théoreme de Helson-Szegd ( [25] ), ‘@‘ € A2(R) pour tout

t€]0,1 E

Le théoréme 6 est alors une conséquence du lemme suivant.

LEMME 6. Soit weA”(R) tel que

vo<t<1 , wlea?(r).

Alors we€AP(R) pour tout p> 2.

Démonstration du lemme 6. 1

Soit p>2 ; alors 15_;7 <1 et donc wf;je A2, ce qui équivaut a :

1 _1
(1) AC >0, VICR, (ﬁagloﬁ:gqlﬂgl w[;T) <c.

Mais we€A” et donc, par la proposition I.12,

1
) ic>o, VI‘CR, Th&wgC(ﬁSIwm) .
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En réunissant (1) et (2), on s'apercoit alors que w€Ap(R).

Le théoreme 7 a été considérablement amélioré par T. Wolff L4 1 qui montre
que si §& est de la forme {y > f(x)}, alors § est un domaine de Lavrentiev

si et seulement si £<I>' ‘QAZ(R).

La preuve reste tres liée au théoreme de Helson-Szego et la condition

géométrique joue un rdle fondamental.
Pour un domaine de Lavrentiev général, 1'indice ne peut étre précisé.

Plus exactement, nous nous proposons de démontrer le théoréeme suivant.

THEOREME 8. Pour tout réel p > 1, il existe un domaine de Lavrentiev

d'indice exactement p.

Démonstration.

Soit b: R »R une fonction appartenant 3 BMO(R). Alors (proposition I.8),

la fonction

1 1 t
F(Z)=ﬁ R(E-_z--;z:—)b(t)dt

-—

définit une fonction de 1a classe BMOA(Ri).

X
Scit d'autre part B(x) :S b(t)dt ; B est une fonction de la classe
o
de Zygmund A®(R) et1'ona, par le théoréme I.4,

Il <cllsll

BR) A (R)
(Rappelons que @(Ri) désigne la classe de Bloch).
Soit alors & une fonction holomorphe dans Ri telle que
®'(z) = exp F(z).

Par le critere d'univalence de Nehari (voir théoréme I1.11 et I1.14), il existe €_> 0

tel que :
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HBHA*(R)S e, =>® univalente sur Ri et @(Ri)

est un domaine quasiconforme.

D'autre part &' est une fonction extérieure et, presque partout sur R,

l91(x) | = exp(bx)).

Si donc nous choisissons bEBMO(R) tel que

HBHA* <e et exp(b) € A (R),

® est alors une fonction univalente et @(Ri) est un domaine de Lavrentiev par le

théoréme I11.4.

Nous avons aussi ramené la preuve du théoréme 8 a un pur probleme de

variable réelle qui est le suivant :
Etant donné p> 1, trouver b : R »>REBMO telle que :

3 x = ’
3) HBHA =%

4) expbeAlR), vq>p,
(5) exp b & AP(R).

Pour mener a bien la construction d'une telle fonction b, nous allons
faire deux détours ; 1'un par la théorie des produits de Riesz, 1'autre par la notion de

classe A1 de poids.

a) Produits de Riesz

PROPOSITION 4. Pour 0< €< 1, Ia suite de polyndmes trigonométriques
€ 1 k-1 .
Pr(x)=x= II (1+ecos(3x))
k 2m =0

converge faiblement sur T vers une mesure du E(x) positive, de masse totale 1,

singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue sur T.
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w »
La mesure du(x)= I (1 +ecos 3x) s'appelle un produit de Riesz
j=0

sur T.

Démonstration de la proposition 4.

. i ad
En écrivant cos 3x = %(elB X L o713y 4 obtient immédiatement

e 1o vle |
6) vk=1, PSx)=n € © -
K e, ..e_pef1,0% 2

. k-1
e1(£o+3€1+. ..+3 ek_1)

Comme, d'apres 1'unicité du développement en base 3, tout mE€Z s'écrit de fagon

unique sous la forme
_ p _ }
m—eo+381 +...+3 sq avec €j€{1,0,1 ,
on en déduit immédiatement,

2m €
Vk=1, Ve€lo,1], S PE(x) dx = 1.
(]

Comme d'autre part les PE sont des fonctions positives, on en déduit que les

PE forment une partie bornée de M(T). D'aprés le théoréme de Banach-Steinhaus,

pour montrer que les PE convergent faiblement, il suffit de vérifier que pour tout

mEZ la suite 5 e X pE
T

k(x Jdx converge.

Pour ce faire on écrit m enbase 3 sous la forme
— : o)
m —oco+30c1+...+3 ocp avec cxpe 1,0,1.
Gréce a 1'expression (6) de PE(X) on voit immédiatement

B e P(x) =0 si k< j+i

. X+t QL
Se-lmx PE(X)=(§) © I si k= j+1,

€

ce qui prouve que la suite Pk

(x) converge faiblement vers une mesure du E(x)

positive, de masse totale 1,
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I1 reste a montrer que du € est singuliere ; dans ce but, montrons' le

LEMME 7. Si f et g sont deux fonctions continues sur T,

. 1 ¢ n € 1 ¢ €y 1 ¢ £
lim £(3"x) g(x) dp (x) = ( £ du ) gdu).
naco Zm BT 2m S’I‘ ZTTST
Démonstration du lemme 7. Il suffit de le vérifier pour f(x) = el ,
g(x) = eibx, a,b€Z. On écrit alors
- J _ '
a—oc0+3cx1+...+30cj %6{1,0,1},
b=B +38, +...+3°B g _€1{-1,0,1}
o ] 0 B ,0,1¢.

Alors, si n> £+1,
n _ 22 n n+j
3'a+b= Bo+3/31 +...+3 Be+3 oco+...+3 ocj ,
et le lemme s'en déduit, par un calcul déja fait.

Ecrivons alors la décomposition de Radon-Nykidim de du e’
du_=v_+ kg(x) dx.
Alors, si f et g sont deux fonctions continues sur T,

) 2 5 100 800 (0= 2§ 16" 8600 av (o

+ %’HST £(3"x) g(x) X E(x) dx.

. E . o\ .
Si du n'est pas une mesure singuliere, on peut alors trouver une fonction g

continue sur T telle que
S ‘g]dlze:O mais S gdu®+4o.
Alors, pour toute fonction f continue sur T,

2% S'T 13"x) g(x) dv (x) =0,
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et, en passant a la limite lorsque n >« dans (7), il vient, par le lemme 7 et (8),

2177 ST f(X)leE(X)=Z11—TST f(x) dx.

Cette derniére égalité étant vérifiée pour toute fonction continue f, on en déduit

que du € est le mesure de Lebesgue sur T, ce quin'est pas.

L. "hypothése faite est donc fausse, et par conséquent du e est singuliere

par rapport a la mesure de Lebesgue, ce qui achéve de prouver la proposition 4.

b) La classe Al ge poids

DEFINITION. Un poids w=>= 0, w¢E L;oc(R)’ est dit appartenir a la classe
A1(R) s'il existe une constante C > 0 telle que pour tout intervalle I de R

il existe une constante CI >0 telle que w(x)= CI presque partdut sur I et

w(x)
WS dx < C.

Une définition équivalente est la suivante : w = 0¢€ A1 si et seulement si
il existe C> 0 telle que Mw(x) < Cw(x) presque partout sur R, ol Mw

désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de w.

On vérifie sans peine que A1(R) < AP(R) pourtout p> 1 etque

(8) weAR) = w PecAPR) si p> 1.

Nous allons utiliser la classe A1 par le biais du théoréme suivant, dii

a Coifman et Rochberg [14] .

THEOREME 9. Soit g4 = 0 une mesure de Radon o -finie sur R. Alors,
soit Mu(x) =+, soit

6

voelo 1, ()P eAa'®).
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Rappelons que Mu(x) désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood

de u définie par :

Démonstration du théoréme 9.

Nous admettrons les deux résultats suivants, qui sont classiques EZﬂ .

1. Si v estune mesure= 0 de masse totale finie, il existe C> 0

absolue telle que :
clill
A

Y Ax>0, '{XE:R ; Mv(x)>>\}|s

2. Si F:R >R est mesurable et vérifie
v>o0, \{xeR ; lF(x)l>A}'sUF—Hi*,
A

alors on a 1'inégalité de Kolmogorov :

v%e]o,1[, VEcCR tel que fEl<+oo,
{ FlPw <L [g™-®]FIP.
E 1-%

Revenons a présent a la démonstration du théoréme.

LEMME 8. Soit I unintervallede R et x,yEl. Appelons T
1'intervalle de méme centre que I mais de longueur double. Posons y = /.t1 + “2
avec u, = 11* K. Alors

1
3 Wz(x) = W2(Y) = 3MN2(X)-

Démonstration du théoréme 8.

Ko (J)

W T
JN(R\T )40
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Maissi JNIZQ@ et JNRNI)LG, alors 3', 1'intervalle de méme centre

gque J mais de longueur triple, contient I et donc y. Mais alors

~

b 10 w0
[EIRE] ki

et donc Mu.z(x) < 3Mu 2(y). L'autre inégalité s'obtient en inversant les rdles de

< 3 Mp,(y)

X etde vy.

Comme conséquence du lemme 8, montrons que s'il existe xoeR tel que
Mu.(xo) < o0, alors Mu(x)< 4 presque partout sur R. Soit en effet In
1'intervalle B{O—n , x0+n] . On décompose alors 4 en
B=Hq+HE, ol p1=11*u.
n

Et1l'on a

v x€I_, Mu (x) < Mu1(x)+Mu'2(x).
D'une part Mu 1(x) < 4 presque partout sur Irl d'apres le résultat rappelé 1. ;
d'autre part, par le lemme 8,

v X€I_, Muz(x) <3 Mu(xo)< 400,

ce qui prouve que Mu(x)< 4 p. p. sur In et donc sur R en faisant tendre

n vers +oo,

Placons-nous alors dans le cas ol Mu(x)< 4 p.p..Si I estun

intervalle de R on écrit alors, avec les notations du lemme 8,

M () < M 1) + M ()

d'oll, puisque o < 1,

M 6)° = (M 1 (x))° v, 000)

Posons alors CI= sup (J). Alors
J

JoI

T
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vV x€I, Mu (x) = CI'
D'autre part, d'apres la démonstration du lemme 8,

Vv x€I, M/.LZ(X)'S 3¢,

et par conséquent,

)

M5 (x)
3 dx < 3

My 2

Pour la majoration analogue concernant K4, on utilise 1'inégalité de Kolmogorov 2.

§ ompPooax = 1 1Byt = L 2l
I 1-2 1-9
d'ol
18 (M#1)5d 50
X <2
Tt o 1-5
I

ce qui termine la preuve du théoréme 9.

Revenons alors a la preuve du théoréme 8. Le réel p> 1 étant fixé,

posons :
b (x) = (1-p) log Mu f(x),

ol U ¢ est le produit de Riesz défini par la proposition 4. Mu €(x) est 2m-pério-
dique, et,

v x€T, Mu (x) = M<1@ Zﬂ(x)dus(xD +Z1Tr ’

ce qui prouve que My (x)< 4o presque partout. D'aprés le théoréme 9, b_ est
€ €

alors une fonction de BMO(R) et, par (8),
be
e $ e AYR) pour g>p.

b
Montrons que le poids e € ne peut appartenir a AP (R). Comme la mesure u e

est singuliere, la fonction :
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1 2 eie + Z
f(2)=ﬁg T dﬂe(z)
o e -z
ne peut étre une fonction de HT(D) par le théoreme de F. et M. Riesz. D'apres

la caractérisation de H1(D) de Burkholder-Gundy-Silverstein ( B] , [21] ) 1a

fonction M(1T “s) %) L1(T) et par conséquent My . n'est pas localement inté-
b

grable sur R. Mais cette derniére circonstance empéche le poids e € d'appar-

tenir a AP(R).

X
Posons Bs(x) = Bo be(t) dt.

Pour achever la démonstration du théoréme 8 il suffit de montrer le

LEMME 9. La norme de B, dans la classe de Zygmund AT(R) est

inférieure ou égale a Ce si &< 5

Démonstration du lemme 9.

Rappelons que nous avons posé

€ k~1 .
Pk(X) = II (1+€cos 3%).
o

Par le théoréme des accroissements finis, on montre :

Vv x€R, V keN®,

exp(725) PE(x) < PE(x + z.ll{’ ) < exp(£) PE(x).

2m_

Posons alors  dp &(x) = P;(X) du ; (x). Comme la mesure duE est = périodique,
3
on a
* € 27 €
V kEN , du “(x + _k) = wk(x) du E(x),
3
ol
-7 € m
Vv x€R, exp(j_—:) < wk(x) < exp(aéé).

En passant aux fonctions maximales, il vient
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*
V kEN', V x€R,
- 2
exp(F22) Mu 5(x) = Mu 5(x + =) < exp(T=) M 5(x),
3
d'ol, en prenant le log,
2m [ 7 e(p-1)
NW=—7¢-

*
(9) v x€ER, V KEN, lbe(x) - be(x + 51_‘

re . hY rd 1 . .
Démontrer le lemme 9 revient a démontrer que, pour €< 5 il existe une

constante C > 0 telle que, pour tout intervalle I de R,

< Ce,

(10) (Th SI b, (x) dx - HH SI' b, (x) dx

ol I' désigne 1'intervalle de R de méme longueur que I et "consécutif & 1I.
2m
3K
la fonction b étant 2m-périodique, il suffit de vérifier (10) pour tI 1 < 2m.

Par (9), (10) est certainement vérifié si II‘ = pour un kEN. D'autre part,

Soit alors I= [a,b:] un tel intervalle et k le plus grand entier tel que 1'intervalle
27 ] . c . .

J = [b - b contienne 1. Le lemme sera démontre si 1'on montre 1'existence
3

d'une constante C > 0 telle que

< C €.

h—;—l SI b, (x) dx - T;—ISJ b, (x) dx

Pour ce faire, on procede a un découpage triadique de 1'intervalle J. On appelle
J, les intervalles de la premiére génération qui sont inclus dans 1 puis Js les
intervalles de la deuxieme génération qui sont inclus dans I\U J 1 et ainsi de suite.

Alors :

I=Z ‘J1|+ ZIJ2‘+.... ,

chaque Z comportant au plus 2 termes. De plus, par (9),

< Cke.

1t C 1
dc>o, 'm SJK bg(x) dx - T:ITSJ be(x)dx

On peut donc écrire :
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. 1
BI b(x) dx - )I l ]_J—ISJ be(X) dx

k=1

= # T (E{SJ be(x)dx— ,Jk'r;TSJ be(x)dx}>
k

_<.2Ce(J‘ T k3K SCs‘I,.
k=1

Le lemme 9 en découle et, avec lui, le théoreme 8.

Remarque. Pour q> 1, appelons Bq la classe des poids w€L110C(R)
tels que

3c>0 ; VICR (Tll.g wq(x)dx)vqscli-[g w(x)dx.
1|1 1|91

On sait que B < A% et que A” J B..
q 1 q

La méthode de démonstration du théoreme 8 permet d'obtenir le résultat
suivant : pour tout q > 1 il existe un domaine de Lavrentiev  tel que ,<I>' ( /R

n'appartienne pas a B q°

11 suffit en effet de poser |<I>' l = (Mu 8)1/ 9 ; alors si € estassez petit
® est univalente et ®(R) est un quasicercle. De plus ’<I>' |€ Al mais '<I>' ]q

n'est pas localement intégrable.

Notes du chapitre IV

Pour le paragraphe 1, nous avons suivi le plan de Duren l: 1 7:] . Le théor‘e_me
3 est nouveau ; il est a mettre en paralléle avec le travail de Coifman-Meyer E2 J .
Les théoremes 4 et 4 bis sont une relecture du théoreme III.3. Avec le théoréme 5
nous exhibons les domaines les plus généraux pour lesquels on ait caractérisation des

classes de Hardy par fonction maximale
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Le théoreme 8 est le fruit d'un travail en commun avec P. Jones I_BOJ .
Signalons que Jeri_son a indépendamment donné une démonstration de ce théoréme peu
apres la ndtre [27_J . Enfin signalons également la démonstration ici adoptée du fait

que les mesures de Riesz sont singulieres est due a Y. Meyer E:ommunication orale _) .
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CHAPITRE V.- Applications quasiconformes.

I e but de ce chapitre est d'établir des résultats en tout point analogues a

ceux du chapitre II en remplacant le terme "conforme" par "quasi-conforme'.

Dans la premiere section nous introduisons les définitions nécessaires et
énoncons des théoremes de distorsion pour les applications quasi-conformes qui

constituent 1'analogue de la théorie de Koebe (corollaire 2 du chapitre II.1).

Dans la deuxieme section nous démontrons le théoréme de Peter Jones dans
toute sa généralité (cf. théoréme I1.3). Dans les parties 3) et 4) nous établissons des
analogues des théorémes de distorsion de Pommerenke (théoréme II.5) et de Gehring-
Hayman (corollaire 3 du théoréme II.7). Enfin, dans la partie 5, nous généralisons

et précisons le théoreme I1.8.

1. GENERALITES SUR LES TRANSFORMATIONS QUASI-CONFFORMES
A. LES TROIS DEFINITIONS DE LA QUASI-CONFORMITE

a) Définition analytique d'une transformation quasi-conforme

n . c
Nous nous placons dans R, n=2, munide la structure euclidienne

xi)vz.

ix )= (X% oot Si x€R™ et r>0 nous désignons par B"(x,r) Ia

boule ouverte de centre x et de rayon r.
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n-1

Nous écrivons simplement B" pour B™0,1) et S -»B". Si A est

une matrice nxn 1réelle nous définissons ‘A ' , lanormede A, par

’A! =ité%n_1 ’Ax)

Si R estun ouvert, nous désignons par W1 (&) 1'espace de Sobolev

n loc
. n ‘o e of .
des fonctions feLloc(Q) telles que les dérivées E—x—l , prises au sens des
‘distributions, appartiennent également a L;}oc(n)'
Si f€Wr3 loc(-;'l), la matrice jacobienne Df(x) de f est définie presque

partout ; 1a oli elle est définie, nous noterons J(x,f) le jacobiende f c'est-a-

dire le déterminant de la matrice jacobienne.

Nous sommes en mesure a présent de donner la définition analytique des

applications quasiconformes :

DEFINITION 1. Soit K= 1 et & unouvertde R". Une application

f continue et injective de { dans Rn est dite K-~quasiconforme si

fe:W1 (R

m
n loc

et si 1'on a, presque partout sur £,

(1) D ix) ™ < K J(x,£).

Remarque. D'aprés une classique inégalité de Hadamard, on a toujours
J(x,f) < ID £(x) !n. C'est pour cela que 1'on désigne parfois (1) sous le nom

d'inégalité de Hadamard inverse.

b) Définition géométrigue

Si T est une famille d'arcs ¥ non constants de Rn, désignons par
adm(T) 1'ensemble des fonctions p : R" —-5>R+ telles que

> 1
37 P ds =

pour tous les arcs 7Yy localement rectifiables de T.
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On définit alors le module de T par

M(T)= inf B p" dx.
p€adm(T) R"

Exemples. 1) Si ®R est un "parallélépipede" de RV o

R =R x [O,h] c R", appelons T la famille des arcs de R" joignant
R x {o} a (Rx{h}. Alors

R

hn—1

M(T) =
o @R désigne le volume (n-1)-dimensionnel de ®.

2) Soit T la famille des arcs joignant an(XO,a) et an(xo,b) oli
0<a<b. Alors
w

M(T) = n-1

b\n-1
(Log 3)

ol S désigne la surface de la sphére unité g1,

Enfin, nous aurons besoin du résultat é1émentaire suivant.

PROPOSITION 1. Soient T, et I, deux familles de courbes telles que

tout arc 71 de I‘1 contienne un sous arc ’y2 de F2. Alors

M(I‘1) < M(r2).

Le théoréme suivant, dii a Gehring [GJ , est celui qui autorise la définition

géométrique de la quasiconformalité.

THEOREME 1. Soit & unouvertde R" et f:Q >R une application
injective continue. Si f est K-quasiconforme (au sens de la définition 1) alors

pour toute famille T' d'arcs< 8 ona

(2) Eni-‘T M(T) = M(E(T)) < K™ M(T).
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Réciproguement, si f vérifie
(21) & M(T) = M(ET) < K M(D).

Pour toute famille T d'arcs c {, alors f est K- quasiconforme.

c) Définition méirique de la quasiconformalité

Nous donnons cette définition pour étre complet, car nous n'en aurons pas
explicitement besoin. Dans un certain sens c'est la définition la plus utile, car elle
permet de généraliser la notion de quasiconformalité dans le cadre général des

espaces métriques.

Soit toujours £ un domaine de R? et £:9 —R" une injection
continue.
Pour x€§, définissons

L(x) = lim sup lf(x+h) - f(X) ‘
h->0 lh ]

et

2(x) = lim inf i) - 1) | :
h-20 ,h ’

Enfin, on pose H(x) = L(x)/ 2(x). Nous dirons que f vérifie (MK) si
(3) sup H{(x)< +~ et H(x)< K presque partout.
xe:
De facon analogue nous dirons que f vérifie respectivement (AK) et (GK)
si £ vérifie (1) ou (2') avec la constante K. On a alors le théoréme suivant,

dii a Gehring [GT]:

THEOREME 2. Si f vérifie (MK) alors fG:Wn1 loc({?) et vérifie

e ). Réciproquement :

~- Si f est K-quasiconforme alors f vérifie (M

. o s ‘0 an 2
- Si f vérifie (GK) alors f vérifie (MK ﬁ).

K)'
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On remarque en particulier que si n=2 et few; 1OC(&) alors

(A) &>0M) <G, )

B. THEOREMES DE DISTORSION POUR LES APPLICATIONS QUASI-
CONFORMES

Dans cette partie nous énoncons deux théorémes qui peuvent étre regardés
comme deux généralisations possibles du théoréme de Koebe (corollaire 2 du théoreme
II. 1).

Le premier est une version du théoréme spécial de distorsion de Gehring

[GJ ; le deuxieme est un résultat récent d'Astala et Gehring EAG] .

THEOREME 3. Pour tout K = 1 il existe une fonction e& : [0,1 [-»R"'
continue et nulleen 0 tellequesi & et ' sont deux domaines de R"  avec

2 #0O etsi f estunhoméomorphisme quasiconforme de (& sur §' alors

Vv x,yEQ l-. '<d Yy lf(X -f(Y)l < |x y'
X,y X~y (x,08) = d(f(x) van K(dT——'Ex =7 ).

Remarque. La condition % £ Q@ =>08' £ @.

Avant de poursuivre, il nous faut rappeler une propriété fondamentale des
application quasiconformes:qui généralise le théoréme II.2 concernant le transforma-

tion conforme.

PROPOSITION 2 (Reimann [R]). Si f:0 —R" est K quasiconforme

alors log J. € BMO(Q) avec une norme < C(K,n).

I

Rappelons qu'une fonction u:Q »R est dans BMO(§) si

L |
- ")ydy' [dy < .
)Scug)cﬂ m gB(x r) o W B(x,r) BB(X,P) ) ayt ldy = e

On peut alors poser, pour Xx€§2,
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11 ¢
= expi- log J(y,£) d;
ag(x) exp{nw SB(X) og J(y, ) v}

ou B(x)=B(x, 1 d(x,d§)) et le résultat suivant est vrai.

THEOREME 4 (_A(_}]. Si f est un homéomorphisme K-quasiconforme

de Q sur &' alors:

%d$¢°W>Sa¢chdmﬂw9W
x,d6) d(x,>8)

ou C nedépendquede K et n.

Remarque. Si n=2 et f estconforme alors af(x)= if'(x)l et le

théoreme 4 n'est autre que le corollaire 2 du théoréme II.1 avec C =4.

Nous en resterons 1a pour les généralités. Pour les démonstrations de tous

ces résultats ou pour des renseignements plus précis, on consultera [G1] , [V’é] .

2. LE THEOREME DE P. JONES
Nous nous proposons dans cette section de prouver dans sa généralité le

théoréme de P. Jones (Théoreme II.3).

THEOREME 5 LJ:' . Il existe une constante C(K,n) > 0 telle que si
f: B" > R“-{o} est K-quasiconforme, alors ,V (log f‘f ‘) ldx est une mesure de

Carleson sur B" de "norme" < C(K,n).

La stratégie pour montrer ce théoreme est exactement la méme qu'au chapitre
II. On introduit d'abord les automorphismes de B". Pour z€Bn, z#0, on

définit

r e - O=lzlPeen) - [P

z B 2 2
’Z’ ’X—‘—E—I"QI
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TZ est une transformation de Mobius laissant B" invariante et Tz(z) =0,
Comme au I, pour montrer aue lV(log ’f J) ,dx est une mesure de Carleson, il

suffit de montrer que

@) sup § Ivaoeleh o 0™ ax < 4=,
z€B B
z#£0

On utilise alors le fait que ’ v ’f H_< ID f l et par un changement de variable
X' = Tz(x) on s'apercoit qu'il suffit, pour démontrer (4) et donc le théoréme 5,
de prouver que
(5) S lDf(X) | dx < C(K,n)
gh f(x)
pour toute application quasiconforme de B" dans R“-{o}. L'inégalité (5)

découle simplement de 1'inégalité suivante, due & Miniowitz [M] et dont nous donnons

une démonstration simplifiée par rapport a la preuve originale.

PROPOSITION 3. Ilexiste C=C(K,n) et e€=¢&K,n)> 0 telsque si

£:B" »R“-{o} est K-quasiconforme,

v zer" (1:(1— Jz ')E(K’n) < 'f(z) I < Cc(1- ’Z ' )_E(K’n)
£(0)

Preuve. Par le théoreme spécial de distorsion, si f: B" »R“—{o} est

K-quasiconforme,

vx,yeB”,  xey = J0- 1y D) 5 li60 - 1) | = c,m) ) |

car O £ #(B") =d(f(y),>#(B™M) < |f(y) B

En particulier il existe une (autre) constante C(K,n) telle que
-y | < Ja=lyhy = o | (y) |
(6) x-y | = 5(1-ly 1) = ltx) | = C(K,n) [E(y) .

L'inégalité (6) est une inégalité de type Harnack que nous aurons 2 réutiliser dans la

suite.
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Soit maintenant x€B" ; si lx !S %, 1'inégalité (6) implique

|f(x)’ < C(K,n) lf(o) l

. 1 1
Si 'X‘e[LEI_) , 1-2—p—ﬂ}, alors, par (6)

X

’f(x)’ < C(K,n) !f((1—— |
Aml
Par récurrence on en déduit

tx) | = ¢, 0P £0) |

< c,n) |0 | (1= [x ])-€6m)

car p~ -log(1- lx ‘).
Pour 1'inégalité dans 1'autre sens, on procéde de facon analogue. Si

xe[1-GP, 1-GP" L 0= f(<1-(§)p>ﬁ>4 < c(,n) 1) | ol

x
ol ol O3l 0GP ¢ Pt
00)| 'f((1'—?3-)]x;-l)‘ (-G )] 60|

< (K, n)(1- [x [ etiom),

Nous pouvons maintenant tres facilement conclure :

S ,Df(x d (Q 'Df(x (1_|X |yn/3 dx> /5 (1- P ‘3(n“1)d >n;1

B" f(x f(x BN

par Holder. La deuxieme intégrale est évidemment finie. Pour évaluer la premiere,
on écrit ’D £(x) In < K J(x,f) et 1'on effectue le changement de variable z = f(x).

Alors

5 ,Df(x)fn(1_|x’)“/3 X<KS (- 117" ) 4z
on 60 [ ey 2"

On coupe alors cette dernidre intégrale en deux suivant que Jz ]S ’f(O) \ ou
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'z |) lf(O) l et 1'on utilise respectivement le fait que 1- ,f'1(z) ,s C< '? l) >1/e
f 0
10 |< if(o)f 1/€ e
et que 1-1f (z)I< C< > , par 1'inégalité de Miniowitz.

Le théoreme 5 est donc entidrement démontré.
Nous pouvons alors évoquer le résultat suivant, di a Varopoulos l—_\/ar] .

1
1 1loc

.V u ‘dx soit une mesure de Carleson dans B" de "norme" HUH* Alors u

(8"

PROPOSITION 4. Soit u:B">ReEW une fonction telle que

admet des limites radiales U(x) presque partout sur g1 ot o e BMO(s™ ")

avec une norme ne dépassant pas C(n)”uH*.

De cette proposition, on déduit immédiatement que

(7) sup Hlog lf(PX) | H < C(K,n)

0<r<1 BMo(s™

si f:B" —>Rn—{0} est K quasiconforme. D'autre part, par le théoréme 6,

(8) ’wn1-1 S n-_1(1og |f(x) l— log lf(g) ] ) do (x) l < C(K,n).
S

Enfin, (7), (8) et 1'inégalité de John et Nirenberg montrent qu'il existe *

p=p(K,n)> 0 tel que:

sip_liell = cxm o),
0<r<1 Py

ce qui généralise au cas quasiconforme le théoréme de Prawitz.

3. UNE VERSION n-DIMENSIONNELLE DU THEOREME DE DISTORSION
DE POMMERENKE

Pour x€Sn‘1, nous définissons I(x), le cbéne de sommet x, par
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T(x) = {yeBn ; 4y—x ’< 3(1- ’yl}

si F:B" »E (ou E est un espace de Hilbert) est une fonction quelconque,
la fonction maximale non tangentielle de F est alors définie par

_ *
vXes“1 , F (x)= sup lF(y)‘.

VET(x)
Enfin, si z€Bn, nous appellerons calotte associée a z 1'ensemble
n-1
S(z) = {XQS ; z€1‘(x)}

=" A BYz , 301- |z ).

Nous aurons besoin des résultats élémentaires suivants, dont la preuve est

laissée au lecteur :
© s@-s"' s lzl<},

(10) TZ(S(Z)) contient toujours une "hémisphére", (les transformations de

Mobius Tz ont été définies au 2)),
(11) si x,y€ES(z),
;-(1— Iz l)_1 Ix—yl < |Tz(x) - Tz(y)| < 2(1- lz I )"1 [x-y’

(12) v zeB", B“(o,;) c TZ(B“(z,lu- 2]y e B“(o,;).

Nous nous proposons alors de démontrer le résultat suivant, qui généralise le

théoréme de distorsion de Pommerenke (Théoréme 1I.5).

THEOREME 6. Si K= 1, il existe une constante C(K,n)> 0 telle que
si f:B"3R" est K-quasiconforme, alors, pour tout z€Bn, il existe un

segment non euclidien 7y joignant z et S(z) tel que

(13) longueur(f(y )) < C(K,n) d(f(z), > £(B™)).
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Comme nous allons le voir dans un instant, le théoréme 6 est un ccrollaire
immédiat du théoreéme 7 ci~dessous : mais avant de 1'énoncer il nous faut introduire
e s . n n . n-1
une définition. Si f: B 3+ R est K-quasiconforme et x€S , L.x)
1

désigne la longueur de 1'image par f du rayon {tx ; O§t<t}. On a alors :

THEOREME 7. Il existe C(K,n) et p(K,n)> 0 tels que

']LfH < C(K,n) d(£(0), 2 £(B™)).

Lp(Sﬂ—-1)

Supposons le théoreme 7 démontré, et voyons pourquoi il implique le
théoreme 6. Soit donc f: B" > R" K-quasiconforme et zeB". Posons
g=fo T; . En appliquant le théoreme 7 a g, on s'apercoit que pour tout

M> 0,
' P
g({xes“” P L) > M d(f(z),bf(B”D})i <°C'(£MP-)> ‘

. w
On choisit alors M assez grand pour que ('I%/I)p < n4—1 . Par (10), il existe

alors xeTz(S(z)) tel que

L () = Md(t(z) , >(B")) ,
. R -1 [ ]
ce qui prouve le théoreme 6 avec Yy = TZ (Lo,x]).
Nous consacrons le reste de cette section a la démonstration du théoréeme 7.

Par une translation préalable, nous pouvons supposer que f ne s'annule

pas dans B" et que lf(O) l = d(£(0),2£(B™)).  Pour presque tout xeS”“1 ,

nous pouvons écrire

1
L,(x) = g | Di(tx) | at
(@]

1!Df(tx)' n-1

/2 :
ol \/f(x):g Di(tx) [dt et Hf(x)zg =1 ar,

o o |f(tx)
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LEMME 1. vfeﬂ(sn”) avec vaH1 < c(K,n) |50 .

Preuve. On peut écrire

Il Dty gy,
B"0,1/2) ly ™!

Par 1'inégalité de Gehring |_G2] , ilexiste p=p(K,n)>n et C(K,n)>0

tels que

(14) (\ | pty) [P ay) /P < c)| D) ax)!/m
B"(0,1/2) B0, 1/2)

c(K,n) | #B™0,1/2)) y|1/n

1l

< c(K,n)lf(o)],

la derniére inégalité provenant de 1'inégalité de Harnack (6). Par 1'inégalité de

Holder, nous pouvons alors écrire :

| (n—1)p p-1
vl = (S ,Df(y)lpd@ °(§ P Tay) P
"0,1/2) B (0,2)
< c,n) |0 |,
par (14) et le fait que (35—-17)9- < n.
LEMME 2., erL1(s“'1) avec Hf_”1 < C(K,n).

Cela découle directement du théoreme 5 de P. Jones.

Pour terminer la preuve du théoréme 7, il nous faut a présent une estimation

*
sur f°.

Mais avant cela, rappelons qu'une fonction g : B" — R“-{o} est dite

satisfaire la condition de Harnack s'il existe une constante C > 0 telle que
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(15) v x,yeB" lx—y;S%d(x,an)=> ig(y)!sclg(x) |

Nous appellerons constante de Harnack et nous la noterons C{g) 1la plus petite
constante C telle que (15) soit vérifié.
Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant, qui nous permetira de

conclure :

PROPOSITION 5. Soit f: B" -»R“-{o}evsq1 LocB) et u=log £l si
l Vu l dx est une mesure de Carleson et si f satisfait la condition de Harnack,

alors, pour tout p > 0,

(el < clkl

Py Lp(s“ h

ot C nedépendquede n,p, Hu”* et C(f).

Pour' démontrer cette proposition, nous aurons besoin des trois lemmes

suivants.

LEMME 3. Sous les hypotheses de la proposition 5, si N > C(f)2 , ona

o ({xes™ ! lf( l< lf(O ‘}) 7 HUH*
log N

Preuve. Soit FN={x€S ‘f( ’f(O ’} et

1
G(x):S 7 uto) |t at. si xer
O

N’

L1 - N
G(x) = 71"“3 1\7u(tx) ,dt > 71"rl |§ ’f(tx) ,“1 Sb't ( ’f(tx) | ) dt ’
1/ 1/7

7

. 71—r1 lf(x ’ >’
f( /7
Par la propriété de Harnack, lf(O) I < C(f) lf(x/7) ’ : par conséquent,

si xeFN et N>c(f)2
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Gx)= 77" 10g N 2 7N 0g N,
C(f)
d'ou 1'on déduit :

lal, 7l
log N log N

U(FN) <

LEMME 4. 11 existe une constante universelle o> 0 telle que sous les

hypothéses de la proposition 5, si z€Bn

0<{x€S(z) ;

f(X !< ’f(Z)I}\ o/ ”UH* O'(S(Z))
log N

Preuve. Posons g(x)="1 o T;1(X). Par (12) on voit que si x€Sn"1

alors ’g(O) I < C(f) |g(x/7) l . D'autre part, par définition de la norme des
mesures de Carleson,
Hlog Ig ’ H* = HUH*

Par le lemme 3 appliqué 34 g ona, pour N> C(f)2,

o ({xes™; lato = ‘f@})s 7l

ce qui implique

T S(z) ; lf (Slf(Z)‘ S7nHuH ’
o(r,(freste) 5 i) 1= L

et 1'on conclut en appliquant (11).

LEMME 5, Tlexiste 0<C(n)<1 et N(n,”uH*,C(f)) tels que

-1

(16) wa> 0, o(xes™ ' f(x)> 'f(x) is% )

< cn)oxes™ ! ; ) > A}).

Preuve. Soit X > 0. Posons $\)= {Z€Bn ; ]f(z) |> A} et

*

UNN) = {xesn‘1 : f (x)>r>\} . Alors
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UN)y= U S(z).
z€B(\)
Par le théoréme de recouvrement de Vitali, il existe a«ln) € (0,1) et une suite
{Zj} c () telle que les S(zj) soient deux a deux disjoints et
b2 O'(S(Z N = afn) o (UQ)).
JEN

Soit maintenant Ey = xesn-1 . ‘f(x)'s%}. Alors

o(ENUA = T o (B NS(z) + (1 - ofn) o @WUM)).
JEN

Mais E N S(Zj) c {xes(zj) ; ]f(x) ‘ < -I-E(—;Jﬂ} et par conséquent,

c(ENms(z.)) < %7 ”“”* c(s(z ) si N> c(f)2

J log N
o<7n”uH*‘ < ofn)
log N 2

et

par le lemme 4. On choisit alors N assez grand pour que

o _ . afn)
on en déduit le lemme 5 avec C(n)=1- —>—-

Revenons a présent a la preuve de la proposition 5. Pour A> 0, posons
x) =o(fxes™! s Fx) > b

et s =otxes™; liw |z 2},

Par le lemme 5,

x(X) = Cl) x(A) + &(X/N)

1
1-C(n)

=x(A)= ®(\ /N).

Enfin, pour p> 0

Hf*”p= o a2 P s @
p =P AT x0) £\ (A/N)

1-

P
N Hfll
1-C(n)

=
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Revenons a présent au théoréme 7. Nous considérons donc f B" >R {O}
K-auasiconforme avec

10| = ate(0), p£(B™)).
Nous avons établi :

p.p. xes"™! Le(x) = Vi(x) + 2" #*(x) H(x)

avec v/l = cac,m ey [, Nl = e n).

D'apres les résultats de la section 2), il existe p=p(K,n)> 0 tel que

Hf” pyn-1 < C(K,n) !f(O) , . Gréce 2a la proposition 5, nous en déduisons qu'il
en ]gst(fie m()$me pour f*. Une simple application de 1'inégalité de Holder montre
alors gque

”LfHLq(S _1)3 c(x,n) 150) | = c(k,n) a(t(0), o 1(B")

4. UNE VERSION QUASICONFORME DU THEOREME DE DISTORSION DE
GEHRING-HAYMAN

Dans cette partie nous revenons au cas n =2 et nous considérons la
situation suivante.

D est le disque unité, & est un domaine de Jordan borné de R2 et f
un homéomorphisme K-quasiconforme de D dans €. Un théoréme de ViisHld
[Véi] affirme alors que f se prolonge en un homéomorphisme de D sur .

Soient alors z zzebD, et § 1'arc de cercle € D passant par z, et z,

‘] ’
et orthogonal a ?dD. Soit z, le "milieu" de & ; si I désigne le plus petit

intervalle de 3D d'extrémités z, et Z5, z, est le point z, du chapitre II.

I
Nous nous proposons de montrer le résultat suivant qui est une généralisation

du corollaire 3 du théoreme I1.7, dii a Gehring-Hayman.
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THEOREME 8. Il existe C(K)> 0 telle gue pour tout arc de Jordan Y

joignant z, et Z5 dans D alors

diam(f(y )) = C(K) d(f(z ), 0%).

Ddémonstration. Par une transformation de Mobius transformant 21124129

en -1,0,1 on se ramene immédiatement au cas

Pour simplifier, on peut également supposer f(0) = 0. Enfin on pose d = d(0,§).
D'apres le théoréme de distorsion de Gehring (théoréme V.3) il existe 1> o« >0

ne dépendant que de K tel que

ff(y)lggd si ’yfs «.

Si y_ rencontre D(0,x) iln'y arien & démontrer car alors, si y estun

point de  yMD(0, «),
diam f(y) = ]f(y)-f(1)| > lf(1)l— lf(y)l Z%d.

Si maintenant ¥ ne rencontre pas D(0,x) soit J celui des deux -
demi cercles bDﬂRi et dDN R% telque Yy sépare 0 de J.

Soit alors T la famille des arcs de D joignant 8D(0,a) a ¥ et T
la famille des arcs de D joignant dD(0,a) & J. Alors, d'apres les propriétés

des modules de courbes,

m
log 1/«

< M(T) < M(T) < KM(E(T)).

Appelons T 1'image par f ducercle 8D(0,x). On a alors le

LEMME 6. Tlexiste A(K)> 0 telque

diam £(y) = X (K) d{t(y ), £(Z)).

Preuve. Soit N > 0 tres grand et supposons que
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D =diam f(y) < 1% d(f(y),1(Z)).

Soit alors zo€f('y) et A la famille des arcs joignant bD(zO,D) et
N
bD(zo,z D). Alors

i 2m

= M(£(T)) < M(2) =
K log /oc

log g

et 1'on aboutit a une contradiction dés que

N > 2(%()21{

2K
Le iemme 6 s'en déduit avec A(K) = ch

Nous pouvons maintenant conclure la preuve du théoreme 8.

-Si d(f(y),f(Z)) < ;d, ilexiste y€y tel que If(y) IS 3 d ; mais

-N -
N

alors
diam f(y) = !f(1)—f(y)! = lf(1)— If(Y)’ 241-d

- Si d(f(y) f(z)> d alors, par le lemme 6,

i

diam f(y) = < XM (K) d.

Le théoréme 8 est donc entierement démontré.

5. APPLICATIONS QUASI-CONFORMES ET DOMAINES DE TYPE (&)
Soit & un domaine de Jordan du plan. Pour des raisons de commodité
d'écriture, nous supposerons dans cette section que ¥ contient le point a
1'infini.
Rappelons la définition de la notion de k-locale connexité, introduite au
chapitre 1II.

Un fermé E de € estdit k-localement connexe (k= 1) si pour tout
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zoe(E et r>0, B(ZO,P)QE est inclus dans une composante connexe de
B(ZO,kr)ﬂE. Pour simplifier nous dirons, comme dans 1'introduction, que &

est de type (‘é) si €N est k-localement connexe pour un k= 1.

Nous nous proposons de généraliser au cas quasiconforme le théoreme II.8
gréacel
et de la précise‘r/ a la notion de poids de Muckenhoupt que nous allons d'abord intro-

duire.

a) La classe de poids Aoo(Ri)

Nous dirons que « : Rf_ »R_ est un poids de la classe Aoo(Ri) si pour

tout carré Q c Ri w€L1(Q) et s'ilexiste p>1 et C>0 telsque

1/p
<]_c12_l SQ wP(x) dx) <C [QLlSQ w(x)dx

pour tout carré QcRi.
Comme dans la proposition I.12, le fait pour un poids w, d'appartenir

) Aw(Ri) est équivalent aux conditions suivantes

(17) 3co RJJSQ w(x)dx < C exp{-[;ﬂ SQ log w(x) dx |

pour tout carré Qc R2

+’
(18) 3Cc>0; T(-)HSQ w(x)deC(-l—é—]gQ w(x)/? dx)z

pour tout carré Q c Ri ,
(19) Il existe p> 1 tel que w€Ap(Ri) oll les classes AP  sont définies

comme au chapitre I ,

(200 3C,%,q>0 tels que pour tout carré Q c Ri et pour tout E mesura-

ble € Q,
S w(x) dx
E

(B e B se(lely

ek
Swadx

o =
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b} Ces définitions étant posées, nous sommes en mesure de démontrer le

théoreme annoncé, qui est le fruit d'un travail en commun avec D. Bekollé :

THEOREME 9. Soit & un domaine de Jordan tel que d§: contienne le
point a 1'infini et f: Ri -+ §& un homéomorphisme quasiconforme tel que f(wo) = oo,

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(21) & estdetype ($),

(22) Il existe une constante C = 0 telle que pour tout intervalle I de R
on ait

diam £(I) < C d(f(zI),bQ) ,

(23) Le Jacobien J(z,f) de f définit un poids de la classe AOO(R?L).

Notons aue cet énoncé a bien un sens car f s'étend en un homéomorphisme

de Ri sur )} ; d'autre part =z, désigne le poiht x+iy si I= E&—y , x+y:[.

I

Démonstration. Gréace aux théorémes V.6 et V.8, 1'équivalence (21)&=(22)

se démontre exactement de la méme facon que dans le théoréme II1.8. Il suffit donc
de montrer (22) = (23). Supposons tout d'abord (22) vérifié : soit K= 1 1la cons-
tante de quasiconformalité de’ t etsoit Q uncarré de Ri ; notons zQ et

2(Q) respectivement le centre et le coté de Q.

ler cas : BQ < d(zQ,R).

Par untéoreme de Gehring [GZ:[ il existe alors C(K)> 0 tel que

; . 2
[-é—!SQ J(z,8) dz = C(K) éTBQ Uz, 1) "2 dz> .

. >
2me cas : QQ d(zQ,R).

= 1 = — ‘ = x .
Posons alors zQ XQ+1yQ, I [XQ yQ , XQ+yQ] et O=1I [O,ZyQ] ;

alors
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D(ZQ , % yQ)CQc'CS.
<4 Zz
Y,
’ 2
Q

\ | Q .
3 i Al
1™ . 1, 3,

Par des applications répétées du théoreme spécial de distorsion, on montre facilement
que

d(f(zj),m)s C(K) d(f(zQ),os";) j=1,2
(voir dessin), et que
diam £( [21 ,22] )< C(K) d(f(zQ),m).

D'autre part, par le théoreme V.6, il existe £ jte (j=1,2) et des segments

non euclidiens )/j joignant z a Cj tels que
longueur‘(f('yj)) < C(K)'d(ﬁ(zQ), >).

.4
Enfin, par hypothese, si 1'on désigne par 1 1'intervalle [Cf 1 ,C 2] ,

~

diam(f(I)) < C d(f(z'f), 2§)

= C.C(K) d(f(z), 0 6),

la deraiere inégalité provenant encore du théoréme spécial de distorsion appliqué

plusieurs fois. Soit alors U le domaine de Jordan bordé par la courbe

o 2zl v, [e,0,] f
1 2 -

> Z, > L
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Alors, par ce qui a été vu, diam f(U) < C d(f(zQ), Q) et par conséquent,

\ Uz, dz< \ L Jz,B)dz= \ Jz,t)dz )
BQ zZ Z BQ z z BU v4 zZ

< C d(f(ZQ), o&)Z.

Par le théoreme V.4 d'Astala et Gehring,

]

. 1 1 ‘
d(f(zQ), )< C Yo exp{z ————yQ— B log J(y,£) dy} ,

D(z.,-)] Yo
(ZQ T) D(ZQ,—Z_)

et par conséquent,

;

Q

et la propriété (23) découle de (18).

Enfin, supposons la propriété (23) satisfaite. Soit alors I un intervalle

],

La propriété (23) implique que f appartient & un espace de Sobolev WS(Q)

de R et Q lecarré 1 [O,

pour un p=> 2.

Par le théoréme d'injection de Sobolev, on en déduit :

1/p.
v xcI £(x) - Té-’ SQ f(x)dx | < CC—I-;—‘ BQ | Di(x) [P dx> P

/
< C(K) q-gﬂBQ J(x,£)P/? dx>1' g

1/2

< C(K) <T23-]SQ J(x,1) dx)

(*) Les symboles dz, dy, dx représentent ici la mesure de Lebesgue planaire.
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ol la deuxieme inégalité provient de la quasiconformalité de f et la troisieme de
1'inégalité de Holder inverse.

Mais, par (17) et (20), on peut écrire

1 , 1
. , < ,f)d

<C exp{@g% log J(x,1) dx} ,

ol DQ = D(zI , % d(zI,R)). Avec le théoréme V.4, on en déduit :

VvV x€l1, lf(X) - -[-l-{ g q f(X) dx ( = C(K) d(f(ZI)’bQ)’
Q

ce qui prouve 22,

Pour conclure, donnons deux corollaires de ce théoreme.

COROLLAIRE 1. Soit & un domaine de Jordan de type (‘6) ; alors

0{. est de mesure planaire nulle.

Preuve. Nous pouvons supposer que o€d{ ; soit alors & une repré-
sentation conforme de Rf_ sur  telle que &)=, Alors d'apres le
théoréme 9, CIJGWJ)(QH)' pourun p> 2 et tout carré Qn = [—n,n]x [O,Zn] .
La restrictionde & a Qn peut alors se prolonger en une fonction @newg(Rz)

et le résultat découle du théoréme d'injection de Sobolev.

COROLLAIRE 2. Sous les hypothéses du théoréme 9 il existe €>0 ne
dépendant que de K et de la constante k de la condition de locale connexité telle

que f soit localement Holderienne d'ordre € sur Ri.

Preuve. C'est encore une conséquence directe du théoréme d'injection de

Sobolev.
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