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Résumé

Given a tree T' and a group I' of automorphisms of 7', we study the mar-
kovian properties of the geodesic flow on the quotient by I' of the space of
geodesics of T'. For instance, when T is the Bruhat-Tits tree of a semi-simple
connected algebraic group G of rank one over a non archimedian local field
K,andTis a (possibly non uniform) lattice in G(K ) we prove that the type
preserving geodesic flow is Bernoulli. !

1 Introduction

Soit K un corps local, G un groupe algébrique linéaire connexe semi-simple,
défini sur ce corps, S un tore K-déployé maximal, et T' un réseau de G = G(K).
Les propriétés dynamiques et ergodiques de 'action de S = S(K ) par translations a
droite sur ’espace quotient ['\G font actuellement ’objet de nombreuses études (voir
par exemple [Marl, Zim, Mar2, Tom, LW]). Nous nous intéresserons dans cet article
au cas ou S est de K -rang 1 et K est non archimédien, surtout dans la situation peu
étudiée ou I" est non uniforme (I’existence d’un tel I' implique que K est un corps de
séries formelles de Laurent sur un corps fini). Pour K= F,((X™1)), G = PGLy, S'le
sous-groupe diagonal et I' = PGLy(F,[X]), la situation a été complétement décrite
dans [BP], en termes arithmétiques.

Si M est le sous-groupe compact maximal de S, il revient presqu’au méme (voir
par exemple [Moz, LP]) d’étudier I’action par translations & droite du groupe S/M
sur Pespace I'\G/M. Celle-ci s’interpréte en termes d’actions de groupes sur des
arbres, de la maniére suivante. Soit 7' I’arbre de Bruhat-Tits |[BT] de (G, K ) (biparti,
de sommets bleus ou verts), GT l'espace des géodésiques de T (i.e. des isométries
¢ : R — T d’origine £(0) un sommet de T), et (n,£) — {t — £(t + n)} le flot
géodésique sur GT'. Alors G agit transitivement (par translation au but) sur le sous-
espace GoT' de GT formé des géodésiques d’origine un sommet vert. L’action a droite
de S/M sur T\G/M correspond a l'action du temps 2 du flot géodésique.

1. AMS codes: 20 G 25, 20 E 08, 37 A 25. Keywords: group actions on trees, Bruhat-Tits
trees, geodesic flow, coding, Bernoulli shifts.



Lorsque I est uniforme, il est connu (voir par exemple [CP]) que 'action de S/M
sur I'\G/M est Bernoulli pour la mesure naturelle sur I'\G /M venant de la mesure
de Haar sur G (voir par exemple [HK| pour les définitions et rappels de théorie
ergodique). Nous généralisons ce résultat au cas non uniforme.

Théoréme 1.1 Pour tout réseau I' de G = Q(I?), l’action par translations a droite
de S/M sur I'\G/M est Bernoulli.

Nous montrons en fait un résultat (voir le théoréme 4.2) valable pour de nom-
breux sous-groupes géométriquement finis d’automorphismes d’arbres localement
finis au sens de [Rob, Paul].

Plus généralement, étant donné un arbre 7" et un sous-groupe d’automorphismes
' de T, nous nous intéresserons au codage du flot géodésique sur I'\GT. Nous don-
nons dans la partie 5 des codages intrinséques, au sens ou ils n’utilisent que la
structure de graphe de groupes quotient (au sens de [Ser|) de T par I'. Les proprié-
tés canoniques de cette construction devraient étre utiles (voir par exemple [LP]).
Ces codages markoviens (sur des alphabets éventuellement infinis) sont obtenus pour
le cas d’actions k-acylindriques au sens de Sela [Sel| de n’importe quel groupe I' sur
n’importe quel arbre simplicial 7' (en particulier sans supposer 7" localement fini, et
sans supposer finis les stabilisateurs de sommets dans I'), voir le théoréme 5.5.

Les réseaux non uniformes décrit dans le début de cette introduction n’agissent
pas de maniére acylindrique sur leur arbre de Bruhat-Tits, mais nous montrons
dans la partie 5.2 comment modifier ces actions pour les rendre acylindriques. En
particulier, ’action modifiée de I'action de PGLy(IF,[X]) sur ’arbre de Bruhat-Tits
de (PGLy, F,((X™"))) est 5-acylindrique, et donne lieu a un codage par la méthode
générale, qui est trés proche du codage particulier obtenu dans [BP].

La partie 5 de cet article a été écrite avant la partie 4.1 de [Pau|, ou le second
auteur étudie d’autres propriétés dynamiques du flot géodésique sur un arbre, et en
particulier certains arguments de la partie 4.1 de [Pau| ont été inspirés de ceux de
la partie 5, et pas inversement. Mais le flot géodésique n’est a priori pas markovien,
quand on autorise de la torsion dans les réseaux. C’est précisément pour obtenir un
caractére markovien (et donc un codage par une dynamique symbolique) que nous
avons introduit un “flot géodésique d’ordre k” sur un arbre dans la partie 5.

Remerciements : Nous remercions J.-P. Thouvenot pour son aide précieuse, en particulier
concernant les références, ainsi que S. Mozes et F. Ledrappier.

2 Notations et rappels

Nous renvoyons a [Ser, Coo, Pau, Rob| pour des preuves et compléments concer-
nant cette partie. Pour toute action d’un groupe I' sur un ensemble, nous notons I';
le stabilisateur d’un point z. Par boule d’un espace métrique, nous entendons boule
fermée.



2.1 Graphes de groupes, flot géodésique sur un arbre

Si X est un graphe, on note VX I’ensemble de ses sommets et £X ’ensemble
de ses arétes. Pour toute aréte e, on désigne par o(e) son sommet origine, t(e) son
sommet terminal et € son aréte opposée. Les longueurs d’arétes (des réalisations
géométriques) sont supposées égales a 1.

On appelle graphe de groupes, et on note (X, G,), la donnée des objets suivants:

— un graphe X (supposé connexe dans la suite);

pour tout sommet v de X, un groupe G,;
— pour toute aréte e de X, un groupe G, tel que G, = Gg;

— pour toute aréte e de X, un morphisme injectif p, : Go — Gye)

Par exemple, si I' est un groupe d’automorphismes (sans inversion) d’un arbre
T, alors le graphe X = I'\T est muni d’une structure de graphe de groupes, appelée
graphe de groupes quotient et notée I'\\T. On procéde ainsi pour la construire. On
fixe un relevé v dans T de chaque sommet v de X, un relevé e dans T' de le chaque aréte
e de X, on impose que € = € et on fixe un élément g, de T tel que g, ( ) = t(e). On
définit alors G, et G, comme les fixateurs dans I" de € et v. Alors p, : Go — Gy est
définie comme la restriction & G, de la conjugaison par g, !. Le graphe de groupes
quotient I'\\7" ne dépend pas (& isomorphisme de graphes de groupes prés), du choix
des €, v et g, (voir [Ser| pour tout complément). Si 7" est localement fini et I est
discret, alors les groupes G, et G, sont finis. Si de plus I'\T" est fini, alors T'\\7" est
un graphe (connexe) fini de groupes finis.

Soit T un arbre simplicial, muni de sa topologie faible. I’ espace des géodésiques de
T est 'espace GT des applications simpliciales injectives de R dans 7' (avec R muni
de sa structure simpliciale usuelle d’ensemble de sommets Z), muni de la topologie
compacte-ouverte. Comme 7T est un arbre, la condition d’injectivité est équivalente a
la condition d’injectivité locale. Notons Aut(7") son groupe d’automorphismes sans
inversion. Il est localement compact pour la topologie compacte-ouverte si T est
localement fini.

Le groupe Z agit sur GT par translations a la source (n,f) — {z — f(z +
n)}. Le groupe Aut(7") agit par homéomorphismes sur G7' par composition au but
(v,f) = {z — ~vf(x)}. Ces deux actions commutent. Appelons transformation
géodésique sur GT Dlapplication ¢ : GT — GT définie par £ — {t — £(t + 1)}.
Appelons renversement du temps sur GT D'application 7 : GT' — GT définie par
L {t— L(—t)}.

Soit I' un sous-groupe de Aut(7"). On munit les quotients I'\T et T'\GT de la
topologie quotient. On note 7 : T — T'\T et n' : GT — T\GT les projections
canoniques. L’application ¢ induit une application continue ¢ : I'\GT — T\GT,
aussi appelée la transformation géodésique sur T'\GT. L’application 7 induit une
application 7 : I'\GT — I'\GT, que nous appelerons renversement du temps sur

I\GT.



2.2 Groupe géométriquement fini, mesure de Bowen-Margulis

Soit 7" un arbre localement fini. Notons 7"U 0T la compactification par ’espace
des bouts de T, et 3T le produit 0T x OT privé de sa diagonale. Rappelons que
toute aréte e de T définit une partition en deux parties 0 _e,d,e de 9T, de sorte
que toute droite géodésique d’origine dans J_e et d’extrémité dans 0, e parcourt e
suivant ’orientation de e. Nous dirons que T est uniforme s’il existe un sous-groupe
discret dans Aut(7T) tel que le graphe T'\T est fini. Par exemple, un arbre régulier
ou bi-régulier est uniforme.

Notons zy un point base de T'. L’entropie volumique de T, qui ne dépend pas de
g, est

dr = limsup 1 log Card(B(zg,n) N VT) .
n—oo I

Soit I' un sous-groupe discret de Aut(7"). En particulier, ’action de I' sur GT
est proprement discontinue (mais pas forcément libre en général), et donc I'\GT est
localement compact.

Le groupe I' est dit non élémentaire s’il ne préserve ni point ni paire de points
de T'UJT'. 1l existe alors un unique plus petit sous-arbre ['-invariant non vide, noté
TF,min-

On appelle rayon cuspidal de groupes un graphe de groupes finis (R, G,) avec R
un rayon, de suite des arétes consécutives (e, ),en Orientées vers le bout de R, tel que
pour tout n dans N — {0}, le morphisme G., — G,) est surjectif. Le groupe I est
dit géométriquement fini s’il est non élémentaire et si le graphe de groupes quotient
I'\\TT min est réunion d’un graphe fini de groupes finis et, recollés en leurs extrémités,
d’un nombre fini de rayons cuspidaux de groupes. Voir [Pau| pour I’équivalence avec
la définition dynamique usuelle (comme dans [Rob]), et des développements.

Nous renvoyons par exemple a [BH]| pour la définition des horoboules (fermées par
défaut) dans un espace métrique géodésique CAT(0). Comme montré dans [Paul,
la préimage des rayons cuspidaux maximaux dans 7y i, forme alors une famille
disjointe I'-invariante maximale d’horoboules ouvertes. Les points & I'infinis de ces
horoboules, qui sont donc les extrémités des rayons géodésiques relevant les rayons
cuspidaux, seront appelés les points paraboliques bornés de T (voir [Rob, Pau| pour
I'explication dynamique).

Par exemple, soit K un corps_local non archimédien, G' un groupe algébrique
linéaire connexe semi-simple sur K, de K-rang 1. Soit I un réseau de G = G(K).
Soit, T' I'arbre de Bruhat-Tits de (G, I/(\') Alors, par un théoréme de A. Lubotzky
[Lub], 'action de I" sur 7" est géométriquement finie et 7" = Tt min.

L’ezposant critique § = or de ', qui ne dépend pas de g, est I’élément de [0, +00]
tel que la série de Poincaré de I’
P(5) = Prao(s) = 3 e
yeTl

converge pour § > § et diverge pour s < J. Le groupe I' est de type divergent si sa
série de Poincaré P(s) diverge pour s = §.
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Si I est de type divergent d’exposant critique fini non nul, alors il existe (voir
[Coo]) une famille (y;)zcyr de mesures finies sur 0T, appelée mesure de Patterson-
Sullivan, unique & scalaire multiplicatif prés, de supports 0Tt min, telle que

- V’}/EF, Yy = Mg,

~Va,ye VI, VEe T, F=(§) = e el

ou fBe(z,y) = d(z,u) — d(u,y) pour tout u suffisamment proche de .

Pour toute géodésique ¢, notons ¢_, £, les points de 07 origine et extrémité de £.
L’application GT — 0,I" X Z, qui a £ associe (£_, £y, t) avec t la distance algébrique
sur £ entre £(0) et le point de £ le plus proche de z, est un homéomorphisme. Ce
paramétrage dépend du point base zq. Si I est de type divergent d’exposant critique
fini non nul, on définit une mesure myy sur GT', appelée mesure de Bowen-Marqgulis,

par
~ d:u:v (g—)d,uw (€+)dt
d 00, t) = . °
mBM( ) L+ ) dwO(E_,£+)26 I

u

ou dy, est la distance sur 0T définie par d,,(¢—,¢,) = e ™ avec u la longueur de
'intersection des rayons géodésiques issus de xy convergeant vers (£_, £, ). La mesure
mgy ne dépend pas de zj. Elle est invariante par la transformation géodésique sur
GT et par I'. Elle induit donc une mesure mgy sur ['\G7T', appelée mesure de Bowen-
Margulis sur T\GT. Le support de mgy est I'\GTT min. Lorsque I est cocompact, cette
mesure est la mesure d’entropie maximale pour ¢ (voir |[CP, Kai, Boul). Lorsque T’
est un arbre de Bruhat-Tits comme dans l'introduction, alors la restriction de mg,,
a GoT (défini dans l'introduction) s’identifie (& un scalaire multiplicatif prés) avec
I'image dans G/M de la mesure de Haar de G.

3 Finitude de la mesure de Bowen-Margulis

Proposition 3.1 Soit T" un arbre localement fini el I' un sous-groupe géométrique-
ment fini de Aut(T). Si Tt min est uniforme, alors

— Or est fini, non nul;
- 51—‘ = 6Tmin ;

- I est de type divergent,

— pour tout point parabolique borné & de OT et tout point yo dans VT, il exriste
une constante ¢ > 1 telle que % e™r < Card (B(yo,2n) NTeyo) < c €™ pour
tout n dans N;

= pour tout point parabolique borné & de 0T, on a or, = or/2;

— la mesure de Bowen-Margulis sur T\GT est finie.



Remarques. (1) L’hypothése que Tt min est uniforme ne peut étre omise. En effet,
pour tout n dans N, posons ¢, = 22" et I, = (Z/2Z)%. Notons que I, s’injecte
naturellement dans I',,; ;. Considérons le graphe de groupes suivant (de type Nagao
au sens de |BL]), qui est géométriquement fini (et de volume fini) :

Iy Iy Ty I Ly Fn
= ° ® ° —-—— -
FO Pl FQ Fn

Soit T le revétement universel de ce graphe de groupes (qui est un arbre non uni-
forme, car de valences non uniformément bornées) et I' son groupe fondamental,
pour des choix indifférents de points bases (voir [Ser|). Si zy est un sommet de T,
préimage de 'origine de ce rayon de groupes, alors la boule de rayon 2n et de centre
xo contient au moins ¢,/¢,—1 — 1 = ¢,—; — 1 points, donc

1
Or > lim sup o log(gn—1 — 1) = +o0,
n

n—00

et 'exposant critique de I' est infini.

(2) Soit T un arbre localement fini et I un sous-groupe discret de Aut 7". Alors
51-*/ S 5T7 car

Prl,zo( ) Card F, Z e—Sd(Io,y Card FI Z e_Sd(man ,

y€lzg yevT

qui converge si s > 0. Si [ est non élémentaire, alors dr est non nul, car alors I
contient au moins un groupe libre de rang 2 de Schottky (voir par exemple [Lub]).
Si les valences de T' sont uniformément bornées, disons par ¢ + 1, alors dr+ est fini,
car 07 < logq.

Preuve de la proposition 3.1. Quitte a remplacer T" par Tt min, NOUs pouvons
supposer que 1" = Tt min.

Si T est un arbre uniforme ayant au moins trois bouts, il est bien connu (voir
par exemple [Coo, Bou, Rob|) que d7 est fini et non nul, qu’il existe une constante
c1 > 1 telle que pour tout x dans VT et n dans N — {0}, pour toute composante
connexe C de T' — {z},

. e™? < Card (B(z,n)NVTNC)<ec e, (%)
1

L, . —sd(zx . _ . . oo
et donc que la série ZerTe (®0.9) diverge en s = dr. En particulier, la premiére
assertion de la proposition 3.1 découle de la seconde remarque ci-dessus.

Soit & un point parabolique borné de 9T. Soit (x;);en la suite des sommets
consécutifs d’'un rayon géodésique d’extrémité £, se projetant sur un rayon cuspidal
dans I'\T'. Alors I'intersection avec I'c zy de la sphére S(zg,2n) est la réunion des
CNS(zn,n), ou C est une composante connexe de T'— {z,, } qui ne contient ni z,,_;
ni z,,,. Comme 7" est de valences uniformément bornées, la quatriéme assertion de
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la proposition 3.1 découle de (). Cette quatriéme assertion implique en particulier
que 5I‘§ = 5T/2

Si Ty est le graphe obtenu en enlevant a I’arbre 7" la réunion de la famille disjointe
[-invariante maximale d’horoboules ouvertes, alors VT ne contient qu'un nombre
fini d’orbites sous I'. Par conséquent, la série de Poincaré de I" diverge si et seulement
si la série D0 e~ *%@oy) diverge.

Montrons qu’il existe une constante co > 1 telle que, pour toute horosphére H
dans 7', passant par un sommet de 7', bord d’une horoboule HB ne contenant pas
Zo, et pour tout n dans N,

Card (B(z¢,n)NH) < Card (B(xo,n)NHBNVT) < ¢y Card (B(zg,n)NH) . (x%)

En effet, soit & le point & I'infini de HB. On peut supposer que l'intérieur de HB
rencontre B(zg,n). Notons p la distance de zy & HB, et y le point du rayon géodésique
entre zo et &, & distance 222 de z,. Alors B(zo,n) N HB = B(y,%52), et si B
est la réunion des composantes connexes de B(y, “52) — {y} rencontrant H, alors
B(zo,n)NH = BNS(y, “5%). Or par (*), il existe une constante ¢ > 1, ne dépendant

pas de y,n, p telle que

C3

Card (B NSy, %)) > 1 cand (B(y, ?) N VT) .

L’affirmation (**) s’en déduit.
I1 découle de (**) que la série ZerTo e*4@0:Y) diverge si et seulement si la série
EyEVT e~*d=0¥) diverge. Ceci montre que ér = dr et que I' est de type divergent.

Pour montrer que la mesure de Bowen-Margulis est finie, d’aprés le théoréme B
de [DOP], comme remarqué dans [Rob, théo. 1.11], il suffit de montrer que I" est
de type divergent, ce que nous venons de faire, et que pour tout point parabolique
borné ¢ dans T, I'exposant critique dr, est strictement inférieur a dr. Or o, =
dr/2 = 6r/2 < dr, ce qui montre le résultat. O

Dans la suite de cet article, si les hypothéses de la proposition 3.1 sont vérifiées,
nous supposerons, quitte a normaliser, que mgy est une mesure de probabilité.

4 Codage du flot géodésique sur un graphe de grou-
pes géométriquement fini

Soit T un arbre localement fini et I' un sous-groupe discret non élémentaire de
Aut(T).

Meéme lorsque I" est cocompact, la transformation géodésique ¢ sur T'\GT n’est
pas forcément mélangeante. Remarquons par exemple que si 7 est la premiére
subdivision barycentrique de 7', alors I' est encore un sous-groupe de Aut(7(M),
mais la transformation géodésique sur F\QT(” n’est pas mélangeante. De plus, la
propriété de mélange de ¢ n’est pas invariante par passage a un sous-groupe d’indice
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fini. Par exemple, la transformation géodésique pour le bouquet de deux cercles est
meélangeante, mais pas celle pour son revétement connexe a deux feuillets ou aucun
des deux cercles n’est relevable.

Il existe un critére assez pratique pour vérifier que la transformation géodésique
est mélangeante.

Notons Lr le sous-groupe de Z engendré par les distances de translation des
éléments de [ dans T'. Par exemple, si T est ’arbre de Bruhat-Tits d’'un groupe al-
gébrique linéaire connexe semi-simple G de rang 1 sur un corps local non archimédien
K, et si T est un réseau de G(K), alors le groupe Ly vaut 2Z.

Supposons que 7' n’a pas de sous-arbre invariant non vide et propre, et n’a pas de
sommet de valence 2 (ce sont des hypothéses bénignes, car on peut toujours passer
au sous-arbre invariant minimal 7T min, €t lui enlever les sommets de valence 2).
Alors Ly vaut Z ou 2Z. Une des maniéres de voir ceci est d’introduire le sous-groupe
Ar de Z engendré par les distances entre sommets de valence au moins 3 de T', qui
est donc égal a Z sous notre hypotheése, et de remarquer avec |GL, page 564| que

2Ar C Ly C Ar .

Remarquons quand méme que la suppression des sommets de valence 2 peut avoir un
certain effet dans le cas algébrique. Soit T' arbre de Bruhat-Tits de (G, K) comme
dans l'introduction, et soit I" un réseau de Q(I? ). Supposons qu'il existe une (alors
unique) G (I? )-orbite de sommets de valence 2 (ce qui est le cas par exemple pour
G = PGL,). Alors aprés suppression de ces sommets, le groupe Lr devient Z, et
l'action de S/M sur I'\G/M s’identifie maintenant exactement avec 'action de la
transformation géodésique.

Supposons que Lr = 27Z. Fixons xy un point base de T', et notons Gy7T le sous-
espace de GT formé des géodésiques dont 'origine est & distance paire de xq. Il
est facile de voir que GyT est invariant par I et par ¢?. Pour l'invariance par T,
on remarque que si A, est I’axe de translation ou ’ensemble des points fixes d’un
élément vy dans I' de distance de translation £(v), alors d(z, yz) = 2d(z, Ay) + £(7)
(voir par exemple [Ser|), donc ¢(v) est impair si d(z, yz) I’est. Pour l'invariance par
©%, on remarque que pour z,¥,z trois points d’un arbre, si d(x,y) et d(y,z) sont
pairs, alors d(zx, z) l’est. Si Lr = 2Z, nous munirons ['\Gy7 de la restriction de la
mesure de Bowen-Margulis, normalisée pour étre de probabilité.

Le résultat suivant découle alors de [Rob, Theo. 3.1] (en fait d’une version discréte
de ce théoréme). Lorsque T' est un réseau de G = G(K) agissant sur Darbre de
Bruhat-Tits de (G, K ), avec K un corps local non archimédien et G un groupe
algébrique linéaire connexe semi-simple sur K , de K -rang 1, le second énoncé découle
aussi du théoréme de Howe-Moore |Zim], par les rappels de I'introduction.

Proposition 4.1 (1) Si T' est géométriquement fini, si Tt min est uniforme et si
Ly = Z, alors la transformation géodésique ¢ est mélangeante sur T\GT .
(2) SiT' est géométriquement fini, si Tr min est uniforme, sans sommet de valence

2, et si Ly = 27, alors le carré ©? de la transformation géodésique est mélangeant
sur I\GoT . O



Soit 7" un arbre localement fini et I' un sous-groupe géométriquement fini de
Aut(T). Nous dirons que I' posséde la propriété de Selberg s’il admet un sous-groupe
d’indice fini, dont tout élément de torsion est conjugué & un élément du groupe
d’un sommet intérieur d’un sous-rayon cuspidal de ['\\7'. Par exemple, c’est vrai si
I'\\T" n’a pas de sous-rayon cuspidal (voir [Ser|). Par le lemme de Selberg [Alp], c’est
aussi vrai pour ' un réseau de G' = Q(I? ) agissant sur 1’arbre de Bruhat-Tits de
(G, K ), avec K un corps local non archimédien et G un groupe algébrique linéaire
connexe semi-simple sur K , de K -rang 1. Cette propriété est aussi vérifiée si tout
stabilisateur de point parabolique borné dans I' est résiduellement fini, car on peut
alors utiliser le résultat susnommeé de [Ser| pour enlever la torsion sur le graphe privé
de ses rayons cuspidaux, et recoller des rayons cuspidaux correspondant & des sous-
groupes d’indice fini des stabilisateurs de points paraboliques bornés. Rappelons
qu’un groupe est résiduellement fini si 'intersection de ses sous-groupes d’indice fini
est réduite a 1’élément neutre.

Théoréme 4.2 Soit T un arbre localement fini, I' un sous-groupe géométriquement
fini de Aut(T) ayant la propriété de Selberg, avec Tt min uniforme, sans sommet de
valence 2.

Si la transformation géodésique sur T\GT est mélangeante pour la mesure de
Bowen-Margulis, alors elle est Bernoulli pour cette mesure.

Si la transformation géodésique sur T\GT n’est pas mélangeante pour la mesure
de Bowen-Margulis, alors son carré est Bernoulli en restriction a T\GoT .

Preuve. Nous pouvons supposer que 7" = Tt yip.
Notons X = I'\T le graphe quotient, et X, le sous-graphe complémentaire des

rayons cuspidaux maximaux ouverts. Pour tout 3 dans E X, fixons un relevé (3

de § dans ET, de sorte que 8 = B Numeérotons de 1 a r les rayons cuspidaux
maximaux. Notons (a;,)nen la suite consécutive des arétes, orientées vers le bout,
du i-éme rayon cuspidal maximal. On fixe un relevé dans 7" de ce rayon, dont on
note (a;,)nen la suite consécutive des arétes, orientées vers un point a 'infini noté
& de T. Notons I'; , le stabilisateur du sommet o(a; ), de sorte que I'; ,, est contenu
dans ['; 511, et que I'g, = U, ey Lin-

Rappelons qu’un facteur d’une transformation mélangeante (resp. Bernoulli) 'est
encore (voir par exemple |Orn|). Comme I" posséde la propriété de Selberg, il existe
un sous-groupe d’indice fini TV de T" dont tout groupe d’un sommet n’appartenant
pas a un rayon cuspidal est trivial. Supposons le résultat démontré pour I'. Si la
transformation géodésique de T"\GT est mélangeante, alors elle est Bernoulli, et son
facteur T\GT est aussi mélangeant et Bernoulli. Sinon, le carré de la transformation
géodésique de TV\GoT est Bernoulli. Si GyT est invariant par T, alors le facteur
\GoT de I"\GoTest aussi Bernoulli pour le carré de la transformation géodésique,
et la transformation géodésique de I'\GT n’est pas mélangeante. Si GyT' n’est pas
invariant par I, alors I'\GT est un facteur de ["\GyT, donc le carré de transformation
géodésique de I'\GT est Bernoulli, et donc la transformation géodésique de I'\GT
est Bernoulli (donc mélangeante).



Dans la suite, nous supposons donc que le groupe G, est trivial pour tout sommet
z dans Xj.

Par exemple, le graphe de groupes suivant est isomorphe au graphe de groupes
quotient de I’arbre de Bruhat-Tits de SLy sur le corps F,((X'))) par le réseau (de
congruence) I' = ker(SL(2,F;[X]) — SL(2,Fy)), avec I'; = {P € F,[X] : P(0) =
0,deg P = i}.

r, *T,

z

En ce qui concerne le probléme du codage du flot géodésique, la nouveauté par
rapport au cas cocompact est de coder les excursions dans les rayons cuspidaux. La
remarque fondamentale (voir [Ser]) est que la projection dans I'\T" d’une géodésique
de T est un chemin d’arétes, dont les seuls aller-retours possibles sont dans les rayons
cuspidaux maximaux ouverts, et qui, s’il fait demi-tour en montant vers un bout, est
alors obligé de redescendre pour sortir complétement du rayon cuspidal maximal.

Considérons ’alphabet suivant, qui est dénombrable infini, sauf si I' est cocom-
pact (auquel cas il est fini),

A=EX U U ((Cimgr = Tin)/Tip x {+}) U (Lo \(Cimgr — Tin) x {=}) -

1<i<r, neN

Nous munissons A de la topologie discréte. Notons que le passage a I'inverse induit
une bijection de (I'; 41 — [ip)/Tip sur Ty \(Tint1 — T'in) et réciproquement. L'al-
phabet A est muni d’une involution 3 — 3, avec 3 I’aréte opposée de B si § € EX,
et (ga +) = (g_la _) si g€ (Fi,n-f-l - Fz,n)/rz,n

Nous allons définir une partition P de I'\GT, indexée par A, de la maniére
suivante. Pour une géodésique ¢ dans 7', notons (¢;);cz la suite de ses arétes consé-
cutives, de sorte que t(¢4; 1) = o(¢;) = £(i). Notons qu’avec 7 l'application de ren-
versement du temps, on a 7(¢); = £_; ;. Pour tout § dans A, définissons une partie
non vide Eg de GT' par:

siﬂEEXO,alorsEﬁz{EEQT:Zozﬁ}, /’9——-\\&

si B = a;p, alors Eg ={{ € GT : {y = a;p, N Gio Gin ai,n;i
51 = Qin+1, E—n = CI,,;/() }, =, E(O) N
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si = (g,+) avec g € (Tiny1 — Lin)/Tin, alors
Eg ={ € GT : by = aipn, h = gain, l_pn =

aip },

si 3= (g,—) avec g € [ ,\(T'iny1 — [in), alors
Eﬁ:{gegT : éO:d-iT;LJE—l:g_ld—iT;l; Z’n:

o },

si B =Tin, alors Eg = {€ € GT : Ly = az, ;

Les parties du second type codent les géodésiques qui & 'instant ¢ = 0 avancent
dans un rayon cuspidal, et vont continuer d’avancer. Celles du troisiéme type codent
les géodésiques qui & l'instant ¢ = 0 avancent dans un rayon cuspidal, et vont faire
demi-tour. Celles du quatriéme type codent les géodésiques qui a l'instant t = 0
viennent de faire demi-tour. Enfin celles du dernier type codent les géodésiques qui
a l'instant ¢ = 0 redescendent dans un rayon cuspidal, et qui descendaient aussi a
I’instant d’avant.

b= A5 n+1, ly

Lemme 4.3 Les parties Eg de GT', pour 8 dans A, sont compactes, ouvertes et deuz
a deux disjointes. Leur réunion E est un domaine fondamental strict pour l’action
deT (i.e. TE =GT et si yEN E est non vide pour un vy dans T, alors vy =1).

Preuve. Comme I'; ,, fixe aréte a,,, (et son aréte opposée), les parties Eg sont bien
définies. Par définition de la topologie compacte-ouverte, et comme 'arbre T' est
localement fini, elles sont bien compactes et ouvertes. Comme ga;, # c@:l pour
tout g dans I'; 41 — I's », ces parties sont deux a deux disjointes. Toute géodésique

dans T est équivalente modulo I' & une géodésique /£ telle que £, vaut ou bien § pour
un  dans EXy, ou bien a;, ou bien a;, pour un n dans N et 7 dans {1, ..., k}. Dans
les seconde et troisiéme alternatives, on a respectivement 7 (¢_,) = a,¢ et w(¢,) =
@; 0. Donc, quitte & faire agir un élément de I'; ,, on peut supposer respectivement
que /_, = a; et £, = a;. L’ensemble des arétes d’origine #(a;,,) est exactement

{9in : 9€ Lipt1 — Lin)/Tin} U{ain, dips1} -

Comme une géodésique n’a pas d’aller-retour, on obtient que I'E = GT. Enfin,
comme les stabilisateurs des a;o pour ¢ dans {1,...,7} et des § pour § dans EX,
sont triviaux, la réunion F est un domaine fondamental strict. [l

En notant encore Ez I'image de Eg dans I'\GT', on obtient donc une partition

P = {Es}peca de I'\GT, par parties compactes, ouvertes et non vides.

Considérons la matrice de transition (A, g)a gea définie par A, 3 = 1 sil'une des
conditions suivantes est vérifiée
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(1) «,peEX, tla)=0(p), B#a
ou
(2) d4 S {1, .. .,7'}, dn S N, 3 g S (Fi,n—l—l - Fi,n)/f‘i,n,

a € EX,f=(g,+), () = o(ain), @ # tin

ou

(3) 34 € {17 .- '7T}7 dn € N7 = g € (Fi,n+1_ri,n)/ri,na o = (ga +), /8 = (g_li _)
ou

(4) EK) € {1, .. .,T}, dn € N, 3 qg € Fi,n\(I‘i,nH — Fi,n),

a=(g,-), B € EX, o(B) = (@), B# ais

et A, 3 = 0 sinon. Remarquons que dans le cas (2), on a & = a;,,—1 sin > 1, et dans
lecas (4),ona f=a;,_1sin> 1.

Considérons ’espace topologique produit A%, ot pour tout = dans A% on note z;
la i-éme composante de x. Notons o : AZ — AZ le décalage défini par o((;);ez)i =
z;11. Notons k : A% — A” I'involution définie par x((z;);cz); = T—;. La matrice de
transition (A, 3)a,pea définit un sous-décalage (invariant par o et par k)

Xa={(zi)iecz € A" : Vi€ L, Ay s;,, =1} .

Proposition 4.4 L’application itinéraire © : T\GT — X4, définie par £ — (z;)icz
avec ¢'(f) € E,, pour tout i dans Z, est un homéomorphisme, rendant les dia-
grammes suivants commutatifs :

nNer = X, NGT -2 X,
ol to 7l Lroo
NGT - Xy NGT -> X,

Preuve. On vérifie que pour tous les o, 3 dans A et ¢ dans GT tels que g~ (¥)
appartienne a ['E,, on a A,s = 1 si et seulement s'il existe une géodésique ¢ dans
T telle que ' et £ coincident sur | —o0,0] et ¢' € I'Ej. Ceci montre que 1’application
© est bien a valeurs dans X4, et qu’elle est surjective. L’injectivité découle du
fait qu’une géodésique est déterminée par la suite des arétes qu’elle traverse, et du
fait que le stabilisateur d’une aréte de X est trivial. Les parties de la partition P
sont définies par des conditions ne portant que sur l'aréte ¢, d’une géodésique /,
et éventuellement sur un nombre fini d’arétes supplémentaires. Par définition des
topologies sur GT et A%, on en déduit que © est un homéomorphisme.

Le premier diagramme est commutatif par définition de ©. Pour montrer la
commutativité du second diagramme, on vérifie que pour tout 3 dans A et £ dans
['\GT, on a (par une étude cas par cas pour la seconde équivalence)

Oor(l)y=p <= T({) € Es < ¢({) € Bz <= Ko0ooO({)g=0.
12



En utilisant que por = 709 ! et 0ok = koo !, on conclut alors par la commutativité
du premier diagramme. U

A P’aide de la mesure de Bowen-Margulis myg,,, construisons une mesure de pro-
babilité v sur I’ensemble discret dénombrable A. Posons, pour tout 3 dans A,

vg = v({B}) = mau(Ep) -

Comme myg,y, est une mesure de probabilité sur I'\GT', et que P est une partition de

I'\GT, la mesure v est bien de masse totale 1. Comme les Ej sont des ouverts non

vides, et que mg,, est une mesure de support total, les vg sont strictement positifs.
Considérons la matrice IT = (7a,5)a,gca, définie par

(Eg) N Ey E)NE
Ta, = mBM[QO(f) € Eﬂ | l e Ea] = mBM(gp i 5) ) _ mBM((P(V ) ﬂ) .

Nous renvoyons par exemple a |Kit| pour les définitions sur les décalages de Markov.
La matrice IT est une matrice stochastique sur A, de mesure stationnaire v. En
effet, comme P est une partition de I'\GT', et comme my,, est invariante par ¢, on
a immeédiatement que Zﬁ Ta,p = 1 pour tout a et Y v4ma 3 = vg pour tout .
Par définition, la mesure de Markov py associée a (II,v) est 'unique mesure
borélienne de probabilité sur A%, invariante par o, telle que, pour tout k£ dans N et
tous oy, ..., o dans A, on a

k—1
NH[xO =0p,..., T = ak] = Vayg H Taj,eip1 | -

i=0
Proposition 4.5 La mesure de Markov ur est de support X 4, et ©,mpgy = -

Preuve. On remarque que 7, g est nul si et seulement si A, g est nul, ce qui montre,
avec le fait que les vg sont strictement positifs, que le support de p est X4.

Puisque mg,, est invariante par ¢, comme O est un homéomorphisme qui conjugue
@ et o, la mesure ©,my, est une mesure borélienne de probabilité, invariante par o.
Comme Mmyy(Eny) = Vag = p11To = ap], pour établir que ©,mygy et py; sont égales,
il suffit de vérifier que ©,mg, vérifie la propriété de Markov, c’est-a-dire que pour
tout k£ dans N et tous a_g,...,a_1,aq, 5 dans A, on a

O.mpu(z1 = Blro =, 21 =0 1,..., T ) = 0| =Ty p -

On peut supposer que Ag, o, , # 0 pour tout i dans {1,...,k} et que A,, 3 # 0,
sinon le résultat est immédiat. Notons Fy, = ¢*(E,, )N...NEy, et F{ = FNyp 1(Ep),
qui sont donc des compacts ouverts non vides. Le membre de gauche de 1’équation
ci-dessus est égal & mpy(F}))/mpu(Fi). Comme 7y, 3 = mpy(F)/mem(Fo), il suffit
donc de montrer que mpy(F})/mgy(F)) ne dépend pas de k.

Soit ag ’aréte de T' définie comme le relevé précédemment choisi de oy si o est
dans EX, par ag = a;,, si g = (g, +) avec g € (i i1 — Lin)/Tin, et par ap = a;p
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si ag = (g,—) avec g € I';,\(T'int1 — [in). Nous utiliserons le paramétrage de GT
par 0,I" X Z défini par le point base u = o(«yp).

Montrons que Fj, (resp. F}) est I'image injective par l'application 7’ : GT —
T'\GT d’une partie F}, (resp. F}) de GT de la forme Vi x U x {0} (resp. Vi x U’ x {0}),
avec U,U’,V}, des parties de 0T, telles que U,U’ ne dépendent pas de k et sont
disjointes de Vi, et telles que toute géodésique entre un point de Vj et un point de
U (resp. U') passe par u. Alors pour tout (§_,&,) dans Vi, x U (resp. Vi, x U’), on
aura d,(¢_,&,) = 1. Donc, par définition de la mesure de Bowen-Margulis (voir la

partie 2.2), N
mev (Fy) _ ﬁlBM(@é) _ 1u(U”)
mBM(Fk) mBM(Fk) :uu(U) ’

qui ne dépendra pas de k, ce qui montrera le résultat.

Comme les F} sont des compacts non vides décroissants en k, il existe au moins
une géodésique £* (que l'on fixe) dans 7" dont 'image par 7’ est un élément de
Mken Fr» telle que £5 = ag (ce qui est possible, car Fy est contenu dans E,,). Par
définition des Eg, tout élément de Fj, (resp. F}) se reléve en au moins une géodésique
¢ de T telle que £_p = 0%, ... by = £ (vesp. b =, ..., Ly = L5, 01 = [}), et en
particulier Z passe & 'instant ¢ = 0 par le point u. Nous allons maintenant définir
Vi et U (resp. U’) en discutant suivant les valeurs de oy et ag (resp. ), voir dessin
ci-dessous.

Lo, I/

a, € EX e - o=>4¢ ap € EX

k 0 Vi qu U 0 0
{am \,gf." Ci .:':‘~f5.+.ﬁ_4/ {ajm

o = ’ [0 ’
Tl v L U ")
_ Sl L 0 G, - _
R R e
Qi n V;c/ u U Ajm

Si oy est dans EX,, posons V, = 0_¢*,. Si a; vaut a;,, ou (g,+) avec g €
(Cims1 — Lin)/Tin, alors posons Vi, = 0_¢*, . Si oy vaut (g,—) ou @;, avec g €
Lin\(Tipn+1 — Iip), alors posons Vi, = 0_¢*, ;.

Si agp est dans E Xy, posons U = 0.45. Si o vaut aj, ou (h,+) avec h €
(Tjm+1 — L'jm)/Tjm, alors posons U = 0.4;. Si ap vaut (h,—) ou a;,, avec h €
Lm\(Ljmt+1 — 'jm), alors posons U = 0,.£5,.

Si B € EXy, posons U' = 0,4;. Si B vaut a;,, ou (h,+) avec h € (I'j i1 —
L'j.m)/Tjm, alors posons U' = 0,.£5. Si B vaut (h, —) ou @, avec h € I, \(I'jm+1 —
I';.m), alors posons U' = 0,4y, ;.

I1 est évident par construction que U et U’ ne dépendent pas de & et sont disjoints
de Vi, et que toute géodésique entre un point de Vj et un point de U ou U’ passe
par u. On vérifie que si Fy = Vi, x U x {0} (resp. F} = Vi, x U’ x {0}), alors par
construction des E,, tout élément de Fj (resp. Fj) admet un unique relevé dans
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Fy, (resp. F!). Donc la restriction de «' & Fi (resp. F) est injective, d’image F},
(resp. F}). Le résultat en découle. O

Ainsi par les propositions 4.4 et 4.5 ci-dessus, les systémes dynamiques mesurés
(T\GT, mgy, @) et (Xa, pm, o) sont conjugués par ©.

Proposition 4.6 L’entropie de la partition P est finie.

Preuve. Notons pour simplifier I'; =T, 6 = dr, 6; = or, et u; = o(a;p).
Rappelons que ’entropie hp de la partition P pour la mesure mg,, est

hp = Zya(_ logya) :

acA

Calculons v, pour a dans A — EX (car EXj est fini). Par définition, la partie
E, de GT est, dans le paramétrage de GT défini par le point base u;, de la forme
V x U x {t,} pour un t, dans Z et U,V deux parties disjointes de 0T, telles que
toutes les géodésiques entre V' et U passent par u;. Donc

—~ ~ e~

. —_~ —_~— RN aZ 0 aZ n a/l n+1- -
Si = a;p, alors v, = ﬂui(a—ai,o)ﬂui (a—l—ai,n-l—l); >=— o - ’ ‘
_ U E(O) N
. - e — T~ ﬁ ﬁ a;;—:l/ g
sl @ =@, alors Vo = fly, (0—Gjpni1)tu; (01Gip), *u ISP ° g(.) ,
U 0 R

o H0)ain

sia = (g,+) avec g € (I'iny1 — [in)/Lin, alors =0 - '7

Vo = pas; (- o) s, (D4 93m), -t 9ain

sia=(g7' ) avec g € (Tipny1—in)/Tin, alors _— - ~w:n
Voo = i, (0-90in ) t; (D4 i) >—=9o o —
-7 Gip £(0) ain

’

Par le théoréme de la densité fluctuante de Sullivan (voir [HP, Theo. 4.1)), si &
est un point parabolique borné, si I' est de type divergent, et s’il existe une constante
co > 1 telle que

1
— e’ < Card{y € Ty : d(us,yu;) < n} < cped™,
Co

alors il existe une constante ¢; > 1 telle que pour tout n dans N, on a

62(5i—5)n S Mul(a—{—d—z;z) S 6162(51—5)n .
C1

(Pour les variétés riemaniennes (complétes), cette propriété a été démontrée par Sul-
livan dans le cas de volume fini et de courbure négative constante, et par Stratmann
et Velani dans le cas géométriquement fini et de courbure négative constante. Dans
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[HP], elle est énoncée dans le cas de la courbure négative variable, mais la preuve est
faite d’'une part par des arguments de comparaison avec les arbres, qui sont valables
dans notre cas, et d’autre part par des arguments de limites, mais une limite (pour la
topologie de Hausdorff-Gromov pointée) d’arbres de valences uniformément bornées
est encore un arbre localement fini.) Notons que les hypothéses de ce résultat sont
vérifiées, par la proposition 3.1. Comme de plus §; = §/2 par la proposition 3.1, on

a
1 —
L <y, (0dn) < e 1)

&1
Remarquons, pour g € I'; .11 — I'in, que o(ga; o) appartient a l'orbite de u;, et
que d(u;,0(g9aip)) = 2n. Par le lemme de 'ombre de Sullivan (voir par exemple
|[Rob, Lem. 1.3] dans un contexte encore plus général que le notre), il existe donc

une constante c; > 1 telle que pour tout n dans Net g € I'; .41 — I'i 5,

1 — 4T e —4n
c_e 2nd < MUi(a—gai,O) < cge no (2)
2

Remarquons que 8, ga;o C 049G, C 0405y, €t que O_€ = O, e pour toute aréte
e. Posons ¢3 = p,;(0_a;0). Comme les valences de T sont uniformément bornées, il
existe un N dans N qui majore le cardinal de (I'; .11 — I';»)/I pour tout ¢ et n.
Donc

32 (vaen(Togvar) +vara(-logra) < 3 2resese™ "D (o(n 1) +log ) |
3

1<i<r, neN neN
et
C
> (o0 (= 10815, 49) + (g1, (= T0gWg-1,))) < D INrerege " (20m + log ) .
1<i<r,neN neN 3

9€ (Tint1 —Tin)/Tipn

Comme ¢ > 0 (voir la proposition 3.1), ces deux sommes convergent, ce qui montre
le résultat. O

Terminons maintenant la preuve du théoréme 4.2. Par les propositions 4.4 et 4.5,
les systémes dynamiques mesurés (I'\GT', mgy, ¢) et (X a, p, o) sont conjugués par
O.

Supposons tout d’abord que Ly = Z. Alors (I'\GT, mgy, ) est mélangeant par la
proposition 4.1, donc (X 4, pum, o) aussi. L’homéomorphisme © envoie par construc-
tion la partition P de I'\GT sur la partition génératrice {{(z;)icz : To = a}}aca de
X 4. Donc par la proposition 4.6, le systéme (X 4, um, o) est un décalage de Markov
mélangeant sur un alphabet dénombrable, de partition génératrice d’entropie finie.
Il est bien connu qu'un tel décalage est conjugué a un décalage de Bernoulli, voir
par exemple [FO| lorsque lalphabet est fini, et [Tho, sect. 8] pour extension & un
alphabet dénombrable de partition génératrice d’entropie finie.

Supposons maintenant que Ly = 2Z. Alors (I'\GT', mgy, ¢) n’est pas mélangeant,
mais (T'\GoT, Mz, ©) Uest, par la proposition 4.1, ot GyT est le sous-espace de GT'
formé des géodésiques dont ’origine est & distance paire d’un point base de 7. En
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remplacant les arétes par les suites de deux arétes consécutives d’extrémités deux
sommets de 1" & distance paire du point base de 7', on construit de maniére analogue
a ce qui précéde un codage de (I'\GoT, mzy, ©?) par un décalage de Markov sur un

alphabet dénombrable, de partition génératrice d’entropie finie. Le théoréme 4.2 en
découle. O

Le théoréme 1.1 de I'introduction est un corollaire du théoréme 4.2, par la dis-
cussion précédant la proposition 4.1.

5 Le flot géodésique sur un graphe de groupes

Dans cette partie, nous nous intéressons au codage du flot géodésique sur un
arbre quotienté par un sous-groupe d’automorphismes, sans supposer le sous-groupe
discret ni méme ’arbre localement fini. Nous montrons de maniére intrinséque (pu-
rement en termes d’actions de groupes sur les arbres), sous certaines hypothéses
sur la torsion, que le flot géodésique sur le quotient d’un arbre localement fini par
un groupe cocompact d’automorphismes est un sous-décalage de type fini. Nous ex-
pliquons les propriétés de ’homéomorphisme © de [BP], qui donne un codage de
I’application de premier retour pour un flot géodésique “décoré” sur le rayon modu-
laire, quotient par PGL(2,F,[X]) de I’arbre de Bruhat-Tits de (PGLy, F,((X™1))).

5.1 Flot géodésique d’ordre 1 sur un graphe de groupes
Soit (X, G.) un graphe de groupes. Posons:

Q= H Pe’ (Ge’)\Go(e)/pE(Ge) :

e,/ €EX : o(e)=t(e)

On munit Q x EX de la topologie discréte et ¥ = (2 x EX)% de la topologie
produit. D’ailleurs, si (X, G,) est un graphe fini de groupes finis, alors  x EX est
fini. On note o le décalage a gauche sur .

Notons ¥y I’ensemble des éléments (g;, €;)icz de X tels que, pour tout i dans Z,

(1) o(e;) = t(ei-1)
(2) Gi € Pe;_y (Gei—l)\GO(ei)/pe_i(Gei)
(3) sie; = €i—1, alors gi ¢ PE(G&-) :

Cette derniére condition dit simplement que si e; = €; 1, alors g; n’est pas la double
classe triviale.

On appelle flot géodésique d’ordre 1 sur (X,G,) le sous-décalage (Xg,0). Il est
immeédiat que o préserve Yy, et que les conditions définissant Yy sont “locales”. Ainsi,
lorsque (X, G,) est un graphe fini de groupes finis, le sous-décalage (3,,0) est de
type fini .

17



Proposition 5.1 Soit T un arbre, et I' un sous-groupe de Aut(T). Si (£o,0) est
le flot géodésique d’ordre 1 du graphe de groupes quotient T\\T, alors il existe une
application continue surjective 0 : T\GT — 3y qui rend le diagramme suivant com-
mutatif

NGT % T\GT

0l 10

g

Yo — X

Preuve. Soit (X,G,) =T\\T et 7 : T — X =T'\T la projection canonique. Dans
un premier temps, on construit une application 0:GT — 3. Soit f une application
simpliciale de R dans 7. Pour ¢ dans Z, notons f; aréte f([¢,7 + 1]) d’origine f(7)
et posons e; = 7(f;). On a alors t(e;—1) = mo f(i) = o(e;).

On reprend les notations de la définition du graphe de groupes quotient ['\\T
dans la partie 2.1, ou 'on avait fixé des relevés € et v dans T d’une aréte e et d’un
sommet v de X. Comme 7(f;) = m(e;) = e;, il existe h; dans I tel que h;f; = €;.
L’élément h; est bien défini modulo multiplication & gauche par un élément du
fixateur de I'aréte e;, qui est un élément de G.,. Posons

9i =92 hicihi'ge; . (%)
L’élément g; fixe 7o f(i), il appartient donc & G,y = Gy,_,) (voir la figure sui-
vante). L’élément g; est défini modulo multiplication a gauche par un élément de
9o Gei_1 ey = Pei_i(Ge,_,), ainsi que modulo multiplication a droite par un élé-
ment de geiilGei ge= = p=(Ge,). Nous noterons encore g; la double classe de g; dans le
double quotient p,, , (Ge, ,)\Goer)/per(Gey)-

hZ*l // \\
/ N
/ \
» AN
— 9 *—»
—_ ~ v ~
€;_ ~ _- e;
i Jeiw' ==~ @ -=~" Gei ’
™o f(i)
s
Y
€i—1 €;

Remarquons que si e; = €;_1, alors

- 1 —— —1 — -1 ~
fio1= hi_lei—l = hi_lei—l = hi_lei .
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Donc f est localement injective si et seulement si pour tout ¢ dans Z, on a f; # f;_1,
donc si et seulement si

— ou bien e; # € _1;
— ou bien e; = €; 7 et gigelilej- #* ge__ilgz- .
Cette derniére condition est équivalente & g; n’appartient pas a pe;(Ge,)-

Posons alors 6(f) = (s, €;)icz- Par construction, 1'application € est a valeurs
dans Y, et est invariante par I', elle induit donc une application 0 : T\GT — .
Par construction, on a #op =0 086.

Montrons que 0 est surjective, ce qui entraine que 6 est surjective. Soit (g;, €;)icz
un élément de ¥y. On choisit un représentant dans la double classe g;, encore noté
g;. Posons fy = ey et hg = id. Montrons par récurrence sur n > 1 que pour tout
1 <k <n-—1,il existe des arétes f; de T et des éléments hy de G tels que

t(fr—1) = o(fx), hwexr =fr et g = g;cl_lhk—lhlzlga .

Pour n = 1, il n’y a rien a vérifier. Supposons que I’hypothése de récurrence est
satisfaite au rang n. Posons:

hy, = (hq;ilgenqgnge%l)_l .

Alors la relation g, = g;}_lhn,lh;lgg est vérifiée, et h,' envoie o(e,,) sur t(f, 1).
En effet,

h,'o(€n) = hy'iGen 19nG0(€n) = Byt 1 Gen_ gno(en)
= htige, ,0(en) =htit(en1) = t(fa1) -

Maintenant, posons f, = h;,'é,. L’origine de f, est bien ¢(f,_1). Pour 1 < k < n,
les arétes f et les éléments hy de G vérifient donc I’hypothése de récurrence au rang
n—+ 1.

On fait une construction similaire pour n < 0. Notons f : R — 7T ’application
simpliciale telle que pour tout i dans Z, f([i,i + 1]) = f;. Alors f appartient & GT
(par la condition (3) de la définition de Xg) et g(f) = (9, €i)icz, ce qui montre la
surjectivité de 0.

Montrons maintenant que 0 est continue, ce qui entraine que 6 est continue. Si
f et f' sont deux géodésiques de GT', posons O(f) = (gi, €:)icz et O(f') = (g., €})icz-
Supposons que f et f’ coincident sur [—N, N], alors pour tout entier ¢ de [-N, N/,
on ae; =m(f;) =7n(f!) = €}, et on peut supposer que h; et h} coincident. La formule
(*) montre alors que g; et g, coincident pour i entier dans [—(N — 1), N — 1]. Ceci

montre que # est continue sur I'\GT par définition de la topologie-produit. [l

Malheureusement, ’application # n’est pas toujours injective. Elle I’est si les
stabilisateurs d’arétes GG, pour e dans F.X, sont triviaux. Mais quand il existe un
élément (non trivial) de I" qui fixe un rayon géodésique de 7', cela crée des problémes
de propagation d’éléments dans des stabilisateurs d’arétes.
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5.2 Actions acylindriques de groupes sur les arbres

Soit £ un entier strictement positif. Comme le fait Z. Sela [Sel|, nous dirons qu’'une
action simpliciale (sans inversion) d’un groupe I' sur un arbre 7 est k-acylindrique si
le fixateur d’un chemin (localement) injectif de k arétes consécutives est trivial. Nous
dirons qu’une action est acylindrique sl existe k dans N — {0} tel que ’action est
k-acylindrique. Par exemple, une action est 1-acylindrique si elle est a stabilisateurs
d’aréte triviaux.

Remarque. En fait, dans la définition originale, Z. Sela demande aussi que I’action
soit minimale (i.e. sans sous-arbre invariant non vide propre) et réduite (i.e. si le
stabilisateur d’un sommet v admet exactement deux orbites d’arétes d’origine v,
alors chacune de ces deux orbites est de cardinal au moins 2.) Ici nous n’aurons pas
besoin de ces deux hypothéses.

Remarque. Beaucoup d’actions de groupes sur des arbres sont acylindriques, voir
[Sel|, mais il existe des arbres 7" localement finis et des sous-groupes discrets cocom-
pacts I de Aut(7), tels que I’action de I' sur 7" n’est pas acylindrique. Par exemple,
I’action du groupe fondamental du graphe fini de groupes finis suivant

0

sur son arbre de Bass-Serre n’est pas acylindrique.

Avant de donner dans la partie 5.3 un théoréme de codage pour des actions
acylindriques, nous donnons quelques exemples. Le résultat suivant est sans doute
bien connu, nous n’en donnons une preuve que par souci de complétude.

Proposition 5.2 Soit T un arbre localement fini, I' un sous-groupe de Aut(T), tel
que T\T est fini et les stabilisateurs d’aréte sont finis. Alors laction de T sur T
n’est pas acylindrique si et seulement s’il existe des éléments h, g de I' tels que

— h est non trivial et admet un point fixe dans T,
— g n‘admet pas de point fize dans T,

— h et g commutent.

Preuve. Supposons qu’il existe h et g comme dans I’énoncé. Comme g n’a pas de
point fixe, alors il admet un axe de translation A,. Cet ensemble A, est (I'image
d’)une géodésique de T, et est invariant par g. Sur Ay, I'application g induit une
translation de distance de translation ¢ = inf,cr d(z, gz) > 0. D’ailleurs, A, est
I'ensemble des points = de T tels que d(x, gx) = £ (voir par exemple [Ser]).

Comme h commute avec g, 'application h préserve A,. L’ensemble des points
fixes de h (qui est non vide) rencontre tout sous-arbre invariant par A et non vide de
T (voir par exemple [Ser|). Donc A, contient au moins un point fixe = de h, et pour
tout n dans Z, I'isométrie h fixe g"z. Donc h fixe le chemin géodésique de longueur
nf compris entre z et ¢g"x. Donc I'action n’est pas acyclindrique.
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Réciproquement, soit N dans N tel que N —1 est le maximum des cardinaux des
stabilisateurs des arétes de T (ces stabilisateurs sont en nombre fini modulo conju-
gaison). Soit N’ le nombre d’arétes (tenant compte des deux orientations possibles)
de I'\T'. Soit ¢ un chemin d’arétes géodésique dans 7', fixé par un élément non tri-
vial A’ de I', dont la longueur est strictement supérieure & £k = N'(N + 1). Alors
il existe au moins N + 1 arétes de ¢, notées (61')1'6{0,..., N}, orientées compatiblement
le long de ¢ et numérotées dans 1’ordre ol on les rencontre en parcourant ¢, dont
les images par la projection canonique 7 : T — I'\T coincident (en tenant compte
aussi de lorientation). Il existe donc g, ..., gy dans T' tels que g; envoie eq sur e;
en préservant I'orientation. Comme A’ fixe ¢, il existe h; dans le stabilisateur de e
tel que A’ = gihigi_l. Par définition de NV, il existe 7 # j tel que h; = h;. On peut
toujours supposer (quitte & permuter) que l'aréte e; est entre l'aréte e et l'aréte e;
sur ¢. On pose alors h = h; = h;. L’élément h est bien non trivial (car b’ l’est) et
fixe un point de 7.

Rappelons (voir par exemple [Ser|) que si une isométrie v d’un arbre envoie une
aréte e sur une aréte distincte e’ (en tenant compte aussi des orientations) et s'il
existe un chemin d’arétes orienté contenant e et €' avec orientations compatibles,
alors v n’a pas de point fixe, et admet un axe de translation contenant e et €.

-1
9i €y
T T T G
, A
Y
7
/ 1
¢ [ R R [
I | I | I |
€ €; €;

Posons g = gj_1 gi- Comme l'aréte e; est contenue dans le sous-chemin d’arétes
orienté de c entre e; et e;, et comme g; envoie eg sur e; (avec les orientations), on en
déduit que les arétes g, lej et ey sont contenues avec orientations compatibles dans
un chemin d’arétes orienté. Donc g, qui envoie g; 1ej sur e (avec orientations), n’a
pas de point fixe. De plus, on a A’ = gihigz-_l = gjhjgj_l, donc les éléments h et g
commutent. U

Remarque. Un automorphisme sans point fixe d’un arbre est d’ordre infini. Rap-
pelons qu'un groupe est localement fini si tout sous-groupe de type fini est fini. Si
['\T et les stabilisateurs d’aréte sont finis, alors, par la proposition 5.2 précédente,
I’action de I' sur 7" est acylindrique si I'un des deux cas suivants est vérifié:

— le centralisateur de tout élément d’ordre infini est cyclique,

— le centralisateur de tout élément non trivial ayant un point fixe est localement
fini.

21



Proposition 5.3 Soit T un arbre localement fini, et I' un sous-groupe géométri-
quement fini de Aut(T). Alors, il existe un arbre T' et une action de T sur T' qui
vérifient :

- T\T" est fini,

~ les stabilisateurs d’aréte de T' sont finis,

~ les stabilisateurs de sommet de T' sont localement finis,

— il existe une application simpliciale équivariante de T dans T".

De plus, la transformation géodésique de I' pour T, en restriction a un Gs-dense de
mesure de Bowen-Margulis totale de T\GTr min, s’obtient par suspension topologique
de la transformation géodésique de I' pour T".

En outre, si I' posséde la propriété de Selberg, alors il existe k > 1 et un sous-
groupe d’indice fini I de I' dont l'action sur T' est k-acylindrique.

Remarque. Lorsque I' est un réseau uniforme, ceci est évident. En effet, 7' = T
convient et, par des arguments de [Ser|, le groupe I' contient un sous-groupe libre
d’indice fini, agissant librement sur 7', donc de maniére 1-acylindrique.

Preuve. Comme T se rétracte de maniere I'-équivariante sur 7Tt mi,, nous pouvons
supposer que T = Tt . Par définition, le graphe de groupes quotient (X,G,) =
I'\\T" est réunion d’un graphe fini de groupes finis et d’'un nombre fini de rayons
cuspidaux (maximaux), notés (Ry,G.), ..., (R, G). Pour i dans {1,...,7}, notons
R! le rayon R; privé de son sommet origine et de son aréte ouverte initiale. Notons
7 : T — X la projection canonique. Soit ~ la relation d’équivalence sur 7" engendrée
par z ~ y si et seulement s’il existe ¢ dans {1,...,7} et une composante connexe
de 77 (R!) contenant x et y. Notons 7" le graphe quotient de 7' par ~. Comme les
composantes connexes de 7~ '(R!) sont des sous-arbres deux & deux disjoints de T,
le graphe T est un arbre. Puisque la relation d’équivalence ~ est invariante par I,
si 'on munit 7" de 'action quotient de I', alors la projection canonique f: 7T — T’
est ['-équivariante.

Pour tout sommet v de T, si v n’appartient pas a 7~ ({J;_, R}), alors le stabilisa-
teur dans I' du sommet f(v) de T” est fini (égal au stabilisateur de v dans T'). Si, par
contre, v appartient a4 une composante connexe de 7' (R!), alors le stabilisateur de
f(v) est conjugué au groupe localement fini qui est la limite inductive des groupes
des sommets de R;.

Notons G*T le Gs-dense de GT formé des géodésiques dont les deux bouts ne sont
pas des points paraboliques bornés pour I'. Posons X; = X — 7~ (| J._, R/). Notons
G T le sous-espace [-invariant de G*T formé des géodésiques ¢ telles que d’une part
¢(0) appartienne a X, et d’autre part si £(0) est dans 7~ ({v;; : 1€ {1,...,7}}),
alors £(—1) ne soit pas dans U'intérieur de 7 *(|J,_, R)).

Pour ¢ dans G,T, notons 7(¢) 'entier non nul, valant 1 si (1) € X; et valant
1+ min{n € N—{0} : ¢(n) € X;} sinon. Il s’agit du temps de premier retour dans
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G1T de l'orbite de ¢ par la transformation géodésique . Notons ¢ : GiT — GiT
I'application de premier retour, définie par v : £ — 7 (¢).

Soit £ une géodésique appartenant & G#T'. Alors chaque composante connexe de
((R) N7~ (J;_, R}) est un segment compact. La restriction a ¢(R) de f écrase en
un point chacune de ces composantes connexes. L’image par f : T'— T" de £(R) est
donc I'image d’une géodésique 6(¢) de T", d’origine 0(£)(0) = f(¢(0)), de sorte que
f L(R) — 0(£)(R) préserve I'orientation. Notons ¢' : GT' — GT' la transformation
géodésique pour 7".

I1 est immédiat que 'application € : G;T — GT' est un homéomorphisme, rendant
le diagramme suivant commutatif:

GT - gr

vl Ly

GT - gr

De plus, ce diagramme commute avec 1’action de I'. Donc la restriction a T\G'T
de la transformation géodésique sur T'\GT est topologiquement conjuguée a une
suspension de la transformation géodésique pour T'\GT'. La mesure de Patterson-
Sullivan de tout point parabolique borné est nulle (voir [DOP| dans le cadre des
variétés, et [Rob| plus généralement). Comme il n’y a qu’un ensemble dénombrable
de points paraboliques bornés pour I', le sous-espace G¥T est donc de mesure pleine.

Si I" posséde la propriété de Selberg, alors il existe un sous-groupe I’ d’indice fini
de T', tel que le graphe de groupes quotient I"\\7" soit réunion d’un graphe fini de
groupes triviaux, et d’'un nombre fini de rayons cuspidaux. Tout élément non trivial
de I, fixant un point de 7", fixe donc un unique point de 7", dont le stabilisateur est
localement fini. Par la seconde assertion de la remarque qui précéde la proposition
5.3, 'action de I'" sur T” est donc acylindrique. O

Remarque 5.4 Soit T un arbre localement fini, et I' un sous-groupe de Aut(T) tel
que I'\\T' est réunion de n rayons cuspidauz de groupes, recollés en leurs origines.
S’il existe m dans N — {0} tel que laction de T' sur les m-uplets de points deuz
deuz distincts de 0T est libre, alors Uaction de T' sur T' (construit dans la preuve
ci-dessus) est (2m — 1)-acylindrique.
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Remarquons que le graphe de groupes I'\\7” est alors une étoile de groupes de
la forme

Gs
Go <

n .Gn

avec, lorsque I est discret, G, G, ..., G, des groupes finis, et G, . . ., G, des groupes
localement finis.

Preuve. La projection dans I'\T' d’un chemin d’arétes géodésique ¢ dans 7", de
longueur 2m — 1, comporte m — 1 allers-retours plus une aréte, donc est la projection
d’un chemin d’arétes géodésique de T' pénétrant dans m — 141 horoboules distinctes
de la famille I'-invariante maximale d’horoboules d’intérieurs disjoints. Tout élément
de T fixant ¢ fixe donc dans 0T les m points a I'infini de ces horoboules. ]

Les hypothéses de cette remarque sont vérifiées, avec n = 1 et m = 3, lorsque
I'on considére le groupe I' = PGL(2,F,[X]) agissant sur I’arbre de Bruhat-Tits T
de (PGLy,F,((X™1))). En particulier, comme annoncé dans l'introduction, I’action
de I" sur T n’est pas acylindrique, mais celle de I" sur ’arbre 7" associé a T par la
preuve de la proposition 5.3 est 5-acylindrique.

5.3 Flot géodésique d’ordre k£ sur un graphe de groupes

Soit (X, G,) un graphe de groupes et £ > 0 un entier. Un k-chemin de X est
une suite (eq,eq,...,e;) d'arétes de EX telles que t(e;—1) = o(e;) pour i =1,..., k.
Pour tout k-chemin, le groupe produit G¢, x G, X ... X G, agit sur I’ensemble
Go(el) X Go(e2) X ... X Go(ek) par

((ao, ar, ... ,O!k), (gla e 7g/€) = (peo(ao) Y1 pﬁ(al_l)ﬁ B 7p6k—1(ak*1) 9k pﬁ(alzl)) .
Notons G(eg, €1, . . . , €x) ’ensemble quotient. Nous noterons [g1, . . ., gx] la classe d’un

élément (gl, .. .,gk) de Go(el) X Go(ez) X ... X Go(ek).
Considérons les trois applications

(91, s 9k) 7 (925 -, 9)s (915, 9k) = (915 s Gr—1) €t (g1, -, Gk) > Gk

(les deux premiéres n’étant définies que si k& > 2). Elles induisent des surjections
pr; : G(eg, e1,...,ex) = G(e1,...,ex), pry: Gleg,e1,...,ex) = G(eg, ..., €5 1) €t
prs : G(eg, e1,...,ex) = G(eg—1, k).

Remarquons d’ailleurs que G(ex—1,ex) = pe, 1 (Gep )\Go(er)/ Per(Gey)-

Notons Q' la réunion disjointe des ensembles G(eg, ey, ..., e;) pour tous les k-
chemins (eg, €1, - . ., ex) de X. Munissons I’ensemble ' x EX de la topologie discréte
et Pensemble X' = (Q' x EX)” de la topologie produit. Remarquons que si (X, G,)
est un graphe fini de groupes finis, alors {2’ x EX est fini. Notons encore o le décalage
sur Y.
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Notons Xf I’ensemble des éléments ((gi1, 9i2; - - -, i) €i)icz de X' tels que pour
tout entier ¢,

(1) o(e;) = t(ei1)

(2') (951,92, -+ Gik) € G(€ickt1s- - -, €1, €5)

(3") pri([9i1, 92 - - - Gik]) = Pra([Git1,15 Giv1,2 - - - Git1,k])
(4) sie; =e;1, alors pry(gi,1, Gi2, - - -+ Gisk) ¢ Per(Gei) -

Définissons alors le flot géodésique d’ordre k sur (X, G,) comme le sous-décalage
(34, 0). Lorsque k£ = 1, on retrouve la définition de la partie 5.1.

Il est immédiat que o préserve X, et que les conditions définissant Xf sont
“locales” (au temps i, elles ne dépendent que du temps i et des k termes précédents).
En particulier, (X, o) est un sous-décalage de type fini lorsque (X, G,) est un graphe
fini de groupes finis.

Montrons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 5.5 Soit T un arbre et T' un sous-groupe de Aut(T). Supposons que
Paction de T sur T est k-acylindrique. Alors la transformation géodésique quotient
est topologiquement conjugué a un sous-décalage.

Plus précisément, si (X4, 0) est le flot géodésique d’ordre k du graphe de groupes
quotient T\\T', alors il existe un homéomorphisme ¢ : T\GT — X qui rend le
diagramme suivant commutatif

nNgr % I\gT
0! \L J/ 0!

¥ — X

Lorsque 7T est localement fini, et [' un sous-groupe discret cocompact, ce résultat
est déja connu: voir [Moz| pour un cadre algébrique (rappelé en introduction), qui
s’étend en rang supérieur; voir [CP] pour le cadre plus général des groupes hyper-
boliques, par des méthodes utilisant leur dynamique sur leur espace a I'infini.

Preuve. Considérons ’application 0 :GT — ¥4, définie par

@(f) = ([gi—k—Ha e ,91—1,91'],61')1'62 ;

en reprenant dans la démonstration de la proposition 5.1 les objets f;, e;, h;, g; as-
sociés a f. En effet, la classe de (gi—k+1,.--,9i-1,9:;) dans G(ej_g,...,€i_1,€;) ne
dépend pas du choix des h;. On vérifie immédiatement que les conditions (1')-(4')
ci-dessus sont satisfaites pour 6(f).

De la méme maniére que pour 5, I’application o - GTI — X est continue et
[-invariante. L’application

p: ([gi,lagi,Za cee ,gi,k], 6z’)iez = (PT3([9z‘,1,Qi,2, cee ,gi,k]), ei)iEZ

est une application continue de X, sur ¥y. Il est immédiat que p o 9 = 6.
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Montrons que 0" est surjective. Soit ([¢gi1, Gi2, - - -, Yikl, €i)icz un élément de Xj.
Montrons que pour tout entier %, il existe un élément g; de G,(;) tel que

[9i—k+1, <oy Gi-1, gi] = [92',1, 9i2,-- -, gi,k]

dans G(ei_k+1, 561, 61'). Posons 9-k+1 = 9o0,15 ---5,9-1 = Go,k—1 et 9o = 90,k- Cons-
truisons les g, pour n > 1 par récurrence sur n (et de maniére similaire les g_,, pour
n > k).

Soit n > 0, et supposons construits g i1, ..., g,. En particulier, ’égalité

[gnfk—kla -y 9n—1, gn] = [gn,la n2y - - - agn,k]

est vérifiée dans G(e,_g41,---,€n_1,€n). Par la condition (3'),

prl[gn—k-l-l’ -y 9n-1, gn] = pr2[gn+1,17 In+1,25 - - - agn+1,k] .

Donc il existe hy dans G, .., hy dans G, tels que

n—k+17 °
In—k+2 = Pen,w(h1)9n+1,1ﬂén,k+2(h2)_l, s On = Pen_l(hk—1)9n+1,k—1pén(hk)_l .

Posons maintenant g,.1 = pe, (hk)gn+1,k- C'est un élément de G De plus,

€n+1°
[9n—k+2, .- -,gn,gn+1] = [9n+1,1,9n+1,2, .- -agn—l—l,k] )

ce qui termine la récurrence.

Par la surjectivité de 5, il existe f € GT tel que g(f) = (i, €i)icz. Alors, par cons-
truction de 0~’, il est immeédiat que 9~’(f) = ([9i1,Yi2s - - -, Yik)s €i)icz, C€ qui montre
la surjectivité de 3

D’apreés ce qui précéde, 'application @' induit une application continue surjective
¢ :T\GT — 3.

Montrons que €' est injective. Soient f, f' dans GT tels que HN’(f) = 5’(]"). Mon-
trons qu’il existe v dans I" tel que f' = vf. Notons f/, e}, h., g. les objets correspon-
dants pour f’ a ceux introduits dans la démonstration de la proposition 5.1 pour f.
Comme 6'(f) = 0'(f'), on a e} = e;. Quitte & remplacer f et f’ par leurs images par
des éléments de I', nous pouvons supposer que f, = f = €g, et dans la construction,
nous pouvons alors prendre hy = hy = id.

Comme HN’(f) = 9~’(f'), il existe pour tout ¢, une suite (o k, ¥ —k+t1,---, Qo)
dans G, , X ... x G,,_, X G, telle que, pour tout 7 =1,...k,

G bt = Peinssr (Qim1-k) Giktj Peimig; (Qigor ) . (%%)

La démonstration du lemme suivant est technique. Ceci s’explique par la possi-
bilité de propagation de fixateurs d’arétes dans des suites d’arétes. C’est pour lui
que nous avons besoin de I’hypothése que 'action est k-acylindrique.

Lemme 5.6 Pour tout i dans Z, on a o;—1 = 0;—1 .
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Preuve. Le terme de gauche de I’égalité (xx) étant inchangé en remplacant simul-
tanément ¢ par ¢t — 1 et j par j + 1, il en est de méme pour le terme de droite. Donc,
pour tout j =1,...,k—1,

Pei_rtj1 (ai,jflfk)gi*k+jp€i7—k+j (ai_,jl—k) =

Pei_isy1 (Cict joi) Gik+iPemiry (O 1 jp11)-

Ceci équivaut a

~1 N | N ~1
pei7k+j71(ai—l,j—kai,j_l—k) = Gi—k+j Peizry; (ai—l,j+1—kaz,y—k) Gi kg - (% * %)
Comme a;, ¢ appartient a G, ,,, I'’élément ai:ll,jfkai,j,l,k de I fixe l'aréte €; g4 1.
Notons €, = g,,' €, et pour j =1,... k —1,
Eikr = (k1o iber rir) (Gimkt205 39 1ss)
ket s

—~——

—1 -1
. (gi—k+j—1gmgei_k+j_1 )gi—k—i—jgei_—wei—k-

Comme g, fixe t(es—1) = 0/(;5, la suite (€;_g, Ei—k+1,---,€i—1) est un (k — 1)-chemin
de T (voir la figure ci-dessous).

€i—1
€i—2
Ei—k ge
67-3 9i—19e;—7 ez—l
S --= 1
¥ Gi- s 9i-19qi=7  YGei_
7/

J— 9212 _1
Remarquons que, pour £ = 0,...,k — 1, I'élément p,,_, ., (;") ) p0uer) fixe
A _1 —_T N
laréte Ger_y s s Cimhte-
L’élément pei_k(ai:ll’lfkai, k), qui fixe ge Ci_k = Ei_g, est égal, d’aprés I'égalité
(* % %) pour j = 1, & un élément fixant

1 _ -1 -1 —
Ji—k+19e; 7 Ci—k+1 = (9i—k+19mgei_k+1)gei_k+1€i—k+1 = Ei—k+1 -
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Donc pei_k(a;ll,lfkai,_k) fixe (g;_k,€i—k+1)- D’aprés la condition (4'), cette suite de
deux arétes consécutives n’est pas un aller-retour. Une récurrence immédiate montre
que I’élément Pei_k(ai__ll,1_kai,—k) fixe le (kK — 1)-chemin (&;_k,&;_kt1,---,€i—1), qui
est localement injectif. Il vaut donc 'identité, car ’action de I' est k-acylindrique.
Puisque les morphismes p,,, sont injectifs, on a donc a;—1,1_x = o _;. Une récurrence
immeédiate utilisant les égalités (x x ) pour j = 1,...,k — 1 montre alors que

Qi 10—k = QG p—1—k

pour £ =1,...,k, ce qui montre le lemme pour ¢ = k. ]

Reprenons la démonstration de I'injectivité de '. Par 1’égalité (xx) pour j = k,
et par le lemme précédent, on a

i = Peis (@i-1) 9i pa; (@9) = Py (Ciz10) gi pa (05) -

La formule (%) de la démonstration de la proposition 5.1 donne donc
9ol P (B) " 9o = pesy (i10) Gort hioa by ger pa (i),

ce qui équivaut a
repr \—1 _ -1 -1
hi(h; )™ = ai,Ohihi—1ai—1,o .

Posons f" = ao_,(l)f’. Alors, par naturalité, pour construire 6(f"), on peut prendre
hi = hjag. Donc, pour tout ¢ dans Z,

mepn o N—1 _ g g1 1
hi(hi 1) = az,thhiqaiq,o-

Montrons par récurrence sur n > 0 que k), = a,oh,. Comme hy = hj = id, on a
hy = hyaoo = agohg. Supposons la formule vraie au rang n — 1, alors

" o__ -1 -1 "o
by, = o phnhy, 00,7 gy = Qo

Un raisonnement analogue pour n < (0 montre que pour tout ¢ dans Z, on a encore
hi = a;oh;. Donc, puisque ¢ o fixe I’aréte €;, on a

=) e =h el = hie = i

Donc f” = f, ce qui montre bien que f et f’ sont dans la méme orbite par I'. Donc
0’ est injective. N
Cette démonstration montre aussi que si les i-émes termes des suites 6'(f) et
5’(]") sont égaux pour i dans [-N — 2, N +2] N N, alors f et f’ coincident sur
[-N,+N]. Donc (#')~! est continue. Ceci termine la démonstration du théoréme
5.5. O
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