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Introduction

Les résultats,

La méthode originale introduite dans ce travail consiste à calculer les groupes de 

cohomologie locale , pour un idéal J d'un anneau noethérien A , tel que v(3)

soit le support d'un A-module de type fini et de dimension projective finie. Pour at­

teindre ce but nous avons allié deux points de vue :

a) le point de vue de Mo Ausländer qui consiste à faire une étude fine des mo­

dules de type fini et de dimension projective finie»

b) le point de vue de la cohomologie locale introduit par A« Grothendieck»

Pour voir le lien étroit entre ces deux notions il suffit de connaître l'égalité suivante, 

due à Mo Ausländer %

soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et de 

dimension projective finie alors

dim proj(M) + proj (m ) = prof(A).

En effet la profondeur est entièrement caractérisée en termes de cohomologie locale

Cette méthode permet l’approche de deux sortes de problèmes 

-» Dans un schéma ambiant avec des singularités on cherche les propriétés des fermés défi­

nis comme supports de modules de dimension projective finiCo L'idée générale de 

Mo Ausländer est que ces fermés se comportent comme les fermés d'un schéma non singulier« 

Dans cette direction nous prouvons au chapitre II le théorème suivant, dit théorème d'in­

tersection %

soient A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps, M un 

A-module de dimension projective finie et de type fini, N un A-module de type 

fini tel que dim(M®^N) = 0 alors ; dim(N) ^ dimoproj(M) (ici dim(o) désigne 

la dimension de Krull),

Ce théorème d'intersection nous permet de montrer les deux théorèmes suivants (cf cha­

pitre II)

1.
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2. 

(A) (conjecturé par M. Auslander) Soient A un anneau local essentiellement de 

type fini sur un corps, M un A-module de type fini et de dimension projective 

finie alors: toute suite M-régulière est une suite A-régulière. [2] 

(B) (conjecturé par H. Bass) Soit A un anneau local essentiellement de type fini 

sur un corps alors pour que A soit un anneau de Cohen-Macaulay il faut et il suf-

fit qu'il existe un A-module de type fini non nul, de dimension injective finie. 

[6] 

Quand le schéma ambiant est régulier, on cherche des conditions de finitude pour la 

cohomologie des faisceaux cohérents sur un ouvert. Le fermé complémentaire est bien en-

tendu défini par un idéal de dimension projective finie (théorème des syzygies ). Nous 

montrons dans ce sens, au chapitre III le théorème suivant dit théorème de finitude: 

Soit X un sous-schéma fermé de l'espace projectif n 
P = Pk ' où k est un corps 

de caractéristique p > O. Soit d la plus petite des dimensions des composantes 

irréductibles de X. Supposons que eX vérifie la condition Si de Serre, avec 

i." d. Alors pour tout entier s ~ n-i et tout faisceau cohérent 'f sur P-X 

on a 

(i) HS(P-X,tJf) est un h-espace vectoriel de dimension finie 

(ii) HS(P-X,~(J)) = 0 pour entier suffisamment grand. 

Cet éncncé avait été conjecturé par A. Grothendieck quand X est localement intersection 

complète [10]. 

le. méthode. 

On pourra s'étonner que dans l'énoncé des théorèmes (A) et (B) aussi bien que dans 

celui du théorème d'intersection il y ait une hypothèse de finitude sur un corps. En 

fait nous prouvons d'abord ces théorèmes pour tous les anneaux de caractéristique p > 0 

et nous en déduisons les théorèmes annoncés. 

Comme on veut calculer des groupes de cohomologie locale, la connaissance d'un seul 

module de dimension projective finie M, d'annulateur un idéal 0 de l'anneau A 

n'est pas suffisante. Il faut conna1tre une suite Mn de A-modules tels que 



dp = dp M et tels que les ann(M^) définissent la topologie (J-adiqueo C’est ce

qu'on arrive à faire pour un anneau A contenant , où p est un nombre premier,

grâce au lemme suivant s

^s
Soit 0 — > L — L — r ------>• L, — f une suite exacte de A-modules libres

s ŝ  1 0

de rang fini, alors la suite obtenue en élevant les coefficients des matrices <p̂

(pour des bases données des L^) à la puissance p-ième, est encore exacte.

Ce lemme permet de démontrer le théorème d*intersection en caractéristique p > 0 , En 

caractéristique nulle, on arrive à se réduire à la caractéristique p > 0 grâce à un 

théorème de comparaison entre la dimension projective sur la fibre générique et sur la 

fibre spéciale, d*un module de type fini, sur un anneau qui est essentiellement de type 

fini sur un anneau de valuation discrète V , dont l'uniformisante n'est pas diviseur 

de zéro dans un certain nombre, fini, de modules de type fini, (Pour plus de détails 

voir chapitre II §2),

Le lemme que nous venons de citer s'interprète de la façon suivante s l'homorphisme de 

Frobenius est plat dans la "catégorie" des modules de dimension projective finie. Quand 

l'anneau est régulier on sait que 1 'homoridiisme de Probénius est plat. D'ailleurs cette 

propriété caractérise les anneaux réguliers [18] cette manière de voir permet la démons­

tration du théorème de finitude (chapitre III §4),

On est bien entendu fondé à penser, que le théorème d'intersection et ses consé­

quences (a ) et (b ) sont vrais pour un anneau local noethérien quelconque, et qu'une 

autre méthode permettrait de le montrer. Ceci est sans doute vrai, mais la seule méthode 

qui semble naturelle est de "relever" au sens du chapitre I §2, les modules de dimension 

projective finie, sur des anneaux réguliers. Malheureusement ce relèvement est impossible 

comme il est montré au chapitre I §2. Quoiqu'il en soit nous espérons que le présent 

travail convaincra que l'utilisation de la cohomologie locale est un outil très fruc­

tueux pour l'étude du support des modules de dimension projective finie, et que, réci­

proquement, la finitude de la dimension projective d'un idéal permet d'obtenir des ren­

seignements précis sur les groupes de cohomologie locale à support dans le fermé qu'il 

définit.

3.
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L*étude des modules de dimension projective finie, comme outil en géométrie algébrique 

remonte à la théorie des syzygies de Hilbert, Citons l*utilisation récente qu'en ont 

fait J„P, Serre pour analyser les multiplicités d'intersection [23] et Mo Ausländer pour 

démontrer le théorème de pureté [4]o Dans son théorème de finitude pour un morphisme 

d*immersion [10], A» Crothendieck utilise comme techniques essentielles le théorème de 

dualité locale et la suite spectrale associée à un module de dimension projective finie^ 

Nous emploierons ici, systématiquement et simultanément, ces deux approches«

Indiquons brièvement l'organisation générale de ce travail« Pour plus de détails le lec* 

teur se reportera aux §0 des trois chapitres.

- Dans le chapitre I on développe les propriétés de stabilité des modules de dimension 

projective finie qui sont nécessaires pour obtenir les résultats des chapitres suivants^

- Dans le chapitre II on énonce les questions fondamentales liées aux modules de type 

fini et de dimension projective finie* Dans ce contexte, on démontre le théorème d’in­

tersection et les conjectures de M* Ausländer et H* Bass qui s*en déduisent,

- Dans le chapitre III, on étudie la cohomologie des ouverts P-X d’un espace projectif 

p sur un corps, définis comme complémentaires de fermés X ayant de bonnes propriétés 

de régularité (non singulier, localement intersection complète, Cohen-Macaulay, condi­

tion S^ de Serre). Pour ce faire, nous utilisons 1-anneau local du sommet du cone au- 

dessus de l’espace projectif P o En fait, nous prouvons des résultats locaux plus gé­

néraux que les énoncés globaux qui leur correspondent, Nous démontrons enfin dans le cas
que

local connexe, l’annulation de l’avant dernier groupe de cohomologie locale est équiva­

lent à sa finitude«

Nous tenons ici, à remercier très vivement M* Ausländer, avec qui nous avons eu, à 

1’Université de Brandeis en 196&-69, des conversations très enrichissantes, et qui nous 

a pratiquement permis de mener à bien ces recherches. Nous remercions aussi P̂  Samuel 

qui a bien voulu être notre directeur de recherches, ainsi que Daniel Ferraïid et Michel 

Raynaud qui, au long de discussions, nous ont permis d’aiguiser notre liéflexion. Le pré­

sent travail a été réalisé pendant que les auteurs travaillaient pour les institutions
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suivantes :

Faculté des Sciences de Paris

Faculté des Sciences d’Orsay

Brandeis Uliiversity Walthum (Mass.) U.S.A.

C.N.R.S.

NSP GP 8398

Un "preprint" recouvrant une partie des chapitres I et II a été réalisé au Département 

de mathématiques de Brandeis University et un autre du chapitre III dans les "preprint 

series" de 1’Université d'Oslo.

Le 3 février 1971
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Cîhapitre I - Constructions de modales de 

dimension -pronective finie.

§0. Bitroduction

Le présent chapitre est entièrement algébrique, et développe certaines propriétés 

des modules de dimension projective finie. Le but de tout ce travail est le calcul de 

groupes de cohomologie locale à support égal à celui d‘un module dç dimension projective 

finie. Une certaine habitude des groupes de cohomologie locale montre que la connais­

sance d'un seul tel module ne semble pas suffisante. On peut s*en convaincre en regar^ 

dant l'expression

hJ(m) = lim Bxt^(A^^,A) oîi if

est un idéal de l'anneau A . Le foncteur de Probénius (§7) permet la construction de 

suffisamment de tels modules en caractéristiques p > 0 .

Les §2 et 3 sont des variations stu* le thème : Les modules de type fini et de di­

mension projective finie se comportent-ils comme les modules de type fini sur un anneau 

régulier ? Au §2 on voit que l'étude des premiers ne se ramène pas à celle des derniers 

(contre-exemple au relèvement). On verra cependant au chapitre 2 que la formule de la 

dimension des intersections a un analogue.

Les §4 et §5 montrent que pratiquement l'étude des modules de type fini et de di­

mension injective finie se ramène à celle des modules de type fini et de dimension pro­

jective finie.

Enfin au §6 le théorème d'approximation d'Artin [l], permet d'approximer un module
fs*

de dimension projective finie sur A , par un module de dimension projective finie sur

A»

le hensélisé A d'un anneau A satisfaisant aux hypothèses du théorème d'Artin, Le 

fait le plus remarquable est que la dimension projective de l'approximant est égale à la 

dimension projective de l'approximé, et donc que leurs profondeurs sont égales.

6.



§1. Le foncteur de Frobenius

Tous les anneaux considérés dans cette section sont noethériens de caractéristique p > 0.

1.1, Péfinition. On dira qu’un, anneau A est de caractéristique p , o^ p est pre­

mier. s*il existe \me in.iection z/pz -♦ A qui est un homomorifaisme d'anneaux.

Soit A un anneau de caractéristique p > 0 . L*endomorphisme f s A -* A défini par 

f(x) = x^ pour tout X est un homomorphisme d'anneau, appelé homomorphisme de 

f
Frobenius. Notons A la bi-A-algèbre A munie de la structure de A-algèbre à 

gauche définie par f , et de la structure de A-algèbre à droite définie par l’iden­

tité. C'est-à-dire que pour o € A et x € ^A , on a a.x = a^x et x.a = xa . 

Considérons la catégorie m  des A-modules.

1.2, Définition. On appelle foncteur de Frobenius. le foncteur P de flt dans in, défi- 

ni par p(.) = .0^ A muni de la structure de droite. Plus précisément, pour tout 

A-module M , ^  a. f(m) = M ®  A , muni de la structure de A-module donnée
A

f
par la structure de A-alefebre à droite de A .

1.3, Exemples s a) f (a ) = A

b) Si a est la multiplication par x dans A , alors F(a ) = a
X ^ x^

c) Soient n et m des entiers positifs, et soit q> : a”’ -* a”* un

homomorphisme. Si matrice représentant q> , alors

p((p) est représentée par (9 .̂.),

d) Soit 0 un idéal de A et (x ,...,x ) un système de générateurs
1 S

de d , alors f(a/3) = A/jp oîi Op est l'idéal engendré par 

x^
r * * * ^  s *

1,4« Proposition. Le foncteur F commute à la localisation en un idéal premier. Autre­

ment dit, pour tout idéal prèmier p de A , on a, isomoriahisme de foncteurs :

Remarquons qu'à l'homomorphisme de Frobenius f ; A -» A correspond un morphisme entier

de schémas affines f ; spec A -* spec A qui induit l'identité sur les ensembles sous-

f f
jacents. On en déduit A ®. A = A®,A , donc l'isomorphisme annoncé d'après la défi-

p A A p

7.

f,
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nition de P ,

1.5. Proposition. Poiir tout A-module M , supp p (m ) cz supp M . De plus, si H 

est de type fini on a supp p (m ) = supp M .

La première partie de la proposition est une conséquence immédiate de 1.4. De plus, 

toujours d'après 1.4.> pour montrer la deuxième partie, il suffit de montrer que lorsque 

A est local et M est rai A-module non nul de type fini, alors p(m) 4  0 . Mais 

alors, si 4)1 est l'idéal maximal de A , on sait qu'il existe une surjection 

M -*  X / t t i - * 0 . On en déduit une surjection p(m) -* p(A/%) -* 0 . Mais d'après l'exemple 

1.3 d), p(A/%) ^  0 , donc p(m) ^  0 .

1.6. Dans cette section, notre but est de montrer que le foncteur de Probenius se com­

porte bien, plus précisément est exact, dans la catégorie des modules de type fini 

et de dimension projective finie.

Remarquons d'ailleurs que lorsque A est régulier, il est élém«itaire de prouver que 

le morphisme de frobenius est plat. On a en fait le théorème général suivant du à 

Kunz [l8].

Théorème s Soit A anneau noeldiérien de caractéristique p > 0 . Alors pour 

que A soit régulier, il faut et il suffit que le moriAiisme de 

Probenius soit plat, i.e. que le foncteur de Probenius soit exact.

1.7. Théorème î Soit A un anneau nothérien de caractéristique p > 0 . Soit M un

A-module de type fini et de dimension proîiective finie. Alors.

A. f
Tor^(M, a ) = 0 pour i 1 , et p (m ) est un A-module de type fini 

et de dimension pro.iective finie, tel que pour tout idéal premier de 

A ^  ait

dp, ((p (m )L) = dp (m ).
Ap r Ap p

Gn utilisera le résultat suivant :

1,6. Lemme d'acyclicité. Soit A un anTiaan local noethérien. Considérons un complexe

fini de A-modules de type fini 0 -* L -* L , > > L -* L -♦ 0 . Supposons que 
' ' S S^1 I o

pour tout entier i > 0 j on ait :

8 .
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1) prof(L^) > 1 , 2 )  prof(H^(L)) = 0 ou H^(l) = 0 .

Alors. H^(l .) = 0 pour i > 1 .

On peut évidemment supposer s 1 , sinon il n’y a rien à prouver.

Pour i ^ s , posons = Coker(L̂ _̂  ̂-» L^), Par une récurrence descendante, on va 

prouver que pour 1 ^ i ^ s , on a prof ± et H^(l. ) = 0 .

Remarquons qu'on a S = L donc prof S s „ De plus, comme H (l ,) ̂  L , on ne
S S s  s s

peut avoir prof(H (l.)) = 0  . Donc , comme H (l.) = 0.
S s

Supposons maintenant prof(s^) i et H^(l. ) = 0 pour i > r , avec 1 C r < s ,

On a alors une suite exacte s

(*) 0->S.  ̂ L ->S -»Oo Soit ^  1* idéal maximal de A , la suite exacte donnée 
1+1 r r

par le foncteur H^(o) et ses dérivés, appliqués à (*), prouve que = 0 pour

e < r , donc que prof(s ) > r . Soit K le noyau de la flèche L L  ̂ . On a
r r r a>-1

une suite exacte 0 -> Ŝ _̂  ̂ H^(Lo) 0 o Comme , on a prof ^ 1 ,

Mais alorsp toujours par la suite exacte de cohomologie locale, prof H^(l.) = 0 im­

plique = 1 o Mais comme r+1 > 2 , nous savons que prof(ŝ _̂ )̂ > 2 , on 

en déduit H^(Lo) = 0 , et le lemme est démontré,

1«9. Corollaire. Soit A un anneau local noethérien de profondeur r ,

Soit 0 0 un complexe de A-modules libres de tyye fini, avec

s ^ 2" o Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Pour i > 1 , les A-modules H^(L,) sont de longueur finie,

(ii) Four i > 1 , o n ^  H^(L,) = 0 ,

Le corollaire suivant nous a été communiqué, avec une démonstration différente par 

M, Ausländer, Dans le contexte de ce paragraphe, il a l’intérêt de bien éclairer la 

preuve du théorème 1oT.

1,1 Oo Corollaire, Soit 9 s A B un homomorphisme d'anneaux noethériens. Soit M un 

A-module de type fini et de dimension protective finie. Supposons que pour tout 

idéal premier p de B , appartenant au support de M0.B , on ait
A

prof (Bp) > prof (a _̂̂  Alors Tor^(M,B) = 0 , pour tout entier i 1 , et.

M®.B est un B-module de dimension pro.iective finie.
A.

9.
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Réciprogueinent, si A est local d’idéal maximal fit, ^  s_i pour tout A-module 

M de tyye fini et de dimension -pronective finie. Tor^(M,B) = 0 pour i ^ 1 , 

alors pour tout idéal premier p au-dessus de OU, ^  ̂  prof Bp prof A •

La réciproque ne présente pas de difficulté. Soit f^,,,«,f^ une A-suite régulière. 

Le complexe de Koszul, sur A , associé à la suite f^,...,f^ est exact. Ce complexe 

étant fonctoriel, Tor^(A/« ^ ,Bp) = 0 , implique que le complexe de Koszul, sur
1 r

Bp , associé à la suite f^,,..,f^ est exact, donc que cette suite est Bp-régulière,

Montrons maintenant la proposition directe. Supposons que les Tor^(M,B) ne sont pas 

tous nuls. Soit alors p un idéal premier de B qui est minimal dans la réunion des 

supports des B-modules Tor^(M,B) pour i 1 , Soit £j = Considérons une

résolution libre minimale L^ du A^^-module, de dimension projective finie, • 

Appliquons au complexe L. le foncteur ,® B„ , On obtient un complexe de
1 * Aq r

10,

Bp-modules libres admettant (Tor^“ (m  ̂, B̂ j)) ̂ pour homologie, D*après le choix de p,

cette homologie est de longueur finie en degré > 1 . Mais L^ étant une résolution

minimale de M« sur A- , la longueur du complexe (l.) est égale à dp M- , donc 
H  ̂ 1 A|j ^

inférieure ou égale à la profondeur de A^ , Comme prof(A^) < prof (Bp), on en déduit

que la lon̂ ae'jjr du complexe L. ®  B„ est inférieure ou égale à prof B . Par 1o9«,

^ ^  A P
on impliqu>̂  (l , Bp) = 0 pour c’est-à-dire Tor̂ . (Mjj , Bp) = 0 pour

i > 1 , et on a la contradiction cherchée.

Démonstration du théorème 1,7«

On sait que le morphisme de Frobenius f induit une bisection sur les spectres,

c’est-à-dire que pour tout idéal premier p de A , on a f \p) =p . D’après 1,10.,

A ’ “P f f
on a donc Tor.(M,"A) = 0 pour tout i 1 , et M®. A est un A-module de type 

1 A

fini et de dimension projective finie. Autrement dit, f (m ) est un A-module de type 

fini et de dimension projective finie.

Remarquons de plus que si A est local d’idéal maximal fli, et (l, ) une résolution 

libre de M , alors pour que Lo soit une résolution minimale, il faut et il suffit 

que p (l, ) soit une résolution minimale de f (m ). En effet, posons L^ = A , et

r

p).

An
1i



1 Î .

considérons le complexe exact :
r (D r r CD r

(*) 0 ---® --- > -------- >A  ̂ — 1->A ° --- ^0 .

Représentons les applications 9  ̂, i = 1,,.,,s , par des matrices 9^^”̂ • Dire que 

(*) est une résolution minimale, c*est dire que pour tous i,n,m, l'élément 9̂ ’°̂ ap­

partient à l*idéal maximal de A . Mais alors f((*)) peut s'écrire :

0 _ --- _ ^ o  ,
OÙ, d'après l'exemple 1.3«c), pour tout i = 1,...,s , l'application (9j,)p ®st repré­

sentée par la matrice ((9^’°̂ )̂ ). On a évidemment 9^^^ G tH <-== ^ G tH , donc 

(Lo) résolution minimale de ) résolution minimale de f(m). On sait que 

le foncteur de Frobenius commute à la localisation on en déduit donc la fin du théo­

rème, c'est-à-dire que pour tout idéal premier p de A , on a dp. (f(m))m = dp. (Mo)o
Api r Ap •

1.11* Corollaireg Soit A mi anneau local noethérien de caractéristique p > 0 , et

soit son idéal maximal. Soit L \m A-module libre de type fini, et soit K 

un sous-module de L • SuDDOsons que K est de dimension pro.iective finie.

Alors0 il existe une suite de sous-modules de. L tels que :

0  = K ,

2 ) T)Qur tout idéal vremier p ^  A , m a  dp^^(L/K^)p = dp^^(L/K)p ,

3 ) si K c: m-L , alors c: L pour tout i ^ 0 ,

On pose M = l/K , et on prend = Ker(F^(L) -»F^(m)). Comme F^(l) = L , on 

remarque que est bien un sous-module de L . La condition 1) est évidente. La con­

dition 2) ne fait que traduire le théorème 1,7. La condition 3) se montre en considérant 

une présentation finie L ^ ^ L - * M - » 0  de M .  Dire que K*-*îftL , c'est dire qu*une

matrice représentant 9 a ses coefficients dans 'ïîl. Mais alors, pour tout i ,
 ̂ i 

d*après 1.5 c), une matrice représentant F^(9) aura ses coefficients dans .

Dans le cas particulier où L=A et où K est un idéal de dimension projective finie, 

on a un résultat plus fort qui sera particulièrement intéressant pour calculer plus 

précisément qu'au moyen du résultat précédent la cohomologie locale à support dans le 

fermé défini par un idéal de dimension projective finie.

A
s-1

A M

m )F( 0
0

r
A

r.
A
r
s 3-1r

AP

H L.■FI

mn,
?i

K

K

i

P

K



1.12. Corollaire. Soit A un anneau noethérien de caractéristique p > 0 . Soit f/ jaS. 

idéal de A , de dimension pro.iective finie. Alors, il existe une suite décrois­

sante d* idéaux (3̂ ) de A , définissant sur A la même topologie oue la topo«- 

logie ^-adiaue. et tels au* en tout idéal premier p de A , on ait

dp. (A/Jn) = dp (a/3) pour tout n 0 .
Ap P Ap

En effet,̂  on prend simplement comme précédemment 3̂  ̂= Ker(p^(A) -► P^(a/î)). Comme 

A i )  = A , on applique le théorème 1,7. ,  et il reste seulement à vérifier que les 

idéaux *1̂  définissent la même topologie que la topologie ll-adique, dans A . Mais

on a vu> 1.5 d), que si x ,...,x est un système de générateurs de 9 , alors

^ n s ̂
9 = (xi* ,...,x^ ). On a évidemment 3 c  3^ , et 9 =) , et le corollaire est

I l I S  n  n

démontré.

Terminons cette section en donnant une forme plus imagée du théorème 1,7.

1.15, Théorème (l,7 bis). Soit A un anneau noethérien de caractéristique p > 0 •

Considérons im com-plexe exact de A-modules libres de type fini

’̂s 1̂
0   ̂L ^  L , ---y ------- > \  ^  L •

s s-1 1 0

12.

Notons 9ĵ les coefficients des matrices re-présentant les 9^ TX)ur des

bases données des ,

Soit 9^̂  ̂ la matrice dont les coefficients sont m complexe

 ̂ Jp) „(p) „(p)
?S ^s-1 1̂

0  * Lg ■"— » ---- * ■------- - y est exact.
s-T

L K

P alors le

,n,m



§2. Contre-exemule au relèvement

2.1, Définition. Soient R un anneau local régulier, et A un. quotient de R , Soit 

M im A-module de type fini et de dimension laronective finie. On dit que M se 

relève ^  R , _si. existe un R-module de type fini W tel que lî - A®_N ,
R

et que Tor^(A,N) = 0 pour i ^ 1 .

Remarque 1 t Ceci revient à dire que l*on obtient une résolution projective de M sur 

A , en tensorisant une résolution projective de N sur R par A o 

Remarque 2 % Les modules de dimension projective 4  ̂ se relèvent»

- Rappelons qu’on dit qu’un A-module M de type fini et de dimension projective finie 

est rigide, s’il vérifie la conjecture des Tôrs, autrement dit, si pour un A-module Q 

et un entier r , on a Tor^(M,Q) = 0 , alors Tor^(M,Q) = 0 pour i > r , On sait 

que sur un anneau régulier tout module de type fini est rigide [2] [19]® On en déduit 

la proposition suivante qui dit bien pourquoi le problème du relèvement se pose dans le 

cadre des questions étudiées ici«

2o2, Proposition^ Soit A un anneau local quotient d’un anneau régulier R . Si un 

A-module M , de type fini de dimension pro.iective finie se relève h R , alors 

M est rigide»

Nous reviendrons au chapitre 2 sur la question de la rigidité et ses conséquences*

- Notre intention est de montrer qu’on peut construire des A-modules de type fini et 

de dimension projective finie qui ne se relèvent pas à un anneau régulier»

2»3» Proposition» Soit A un anneau local quotient d’un anneau régulier local R *

Soit r un entier > 2 , ^  soit M un A-module de type fini de dimension pro­

.iective r . On suppose que M est r-sphérique. c’est-àr-dire que Ext^(M,A)=0 

pour i ^ 0,r » Alors, si M se relève à R , le_ A-module Ext^(M,A) est de 

dimension pro.iective finie et se relève à R.

En effet, soit N un R-module de type fini relevant M . Considérons la suite spec­

trale Extf(Tor^(N,A),A) = E^^^ , dont l’aboutissement est Ext^(N,A)o Comme 
A q 2 H

Tor^(N,A) = 0 pour ij^O , elle dégénère, et on obtient des isomorphismes :

13.



14.

Ext^(N©j^A,A) = ExtJ(N.A).

Mais, comme N®^^A - M , et comme H est nvsphérique, on en déduit Ext^(N,A) = 0 

pour p ^ 0,r .

Cela implique en premier lieu que N est de dimension projective r , donc que s

Ext^(M,A) = Ext (̂ïï,A) = Ext^(N,R)2^A .

Pour démontrer que Ext^(M,A) est un A-module de dimension projective finie qui se

relève à R , il suffira donc de montrer que Tor.(Ext (n,r),a) = 0 pour i 1 »
1 R,

Mais nous savons que sur anneau régulier tout module de type fini est rigide, donc

Ezt^(N,R) est un R-module rigide, et il stiffit de démontrer que Torf(Ext^(N,R)?A)=0. 
K 1 R

Soit 2 l’idéal de R tel que A = R/J • Considérons le diagramme commutatif suivant

où les lignes sont exactes z

Ext^^N,A) -* Ext^CN,!)) - Ext^(N,R) -» Bxt^(ïï,A) 0 
R R R R

Ext^(N,R>B̂ 3 -* Ext^(N,R>^R - Ext̂ (N,R>8^A 0 .

Comme on a vu que Ext^ V n ,a ) = 0 , on a une suite exacte :
R

0 Ext^(N,R>2^îl -* Ext^(N,R)8^R -» Ext^(ïï,R>8^A ̂  0 , 

qui prouve bien que Torf(Ext^(N,R) ,a) = 0 ,
1 R

- Pour construire un contre-exemple au relèvement, il suffira donc de construire 

A-module ivsphérique Q tel que Ext^(Q,A) n'est pas de dimension projective finie.
A

Pour cela nous utiliserons une technique de M. Ausländer sur laquelle on trouvera plus 

de détails dans [22] chap.2 §3.

2,4, Pro-position. Soit A un anneau local, et soit s un entier inférieur ou égal à 

prof A . Soit M un A-module de tvTie fini tel que grade M iÿ. s . Alors, il 

existe un A-module H de type fini et s-srhériaue (i.e. tel que dpN = s et 

Ext^(N,A) = 0 pour i 0,s) tel que Ext^(N,A) - M . De plus, si N* est un 

A-module de type fini de dimension pro.iective s , ^  si. ti est un homomor­

phisme de Ext^(N',A) dans Ext^(N,A), il existe un homomortfaisme 9 : N -» N*
A A

tel que ti = Bxt®((p,A).

un



Horn (,,a )). Soit N = coker(L ^ -♦ L^). On a évidemment dp N s . En appliquant le 
A S—| S

foncteux Hom^(.,A) à la résolution projective de N :

V V V V
0 - L ^ - L ^ --------.L^-^N-^O ,

on obtient (*), et on voit que Ext^(N,A) = 0 pour i 0,s et que Ext^(N,A) = M •

La première partie de la proposition est donc démontrée»

Considérons maintenant une résolution projective de ïï* :

0-»P -^P ---- ->P -^N*->Oc
s s-1 1 o

Appliquons au complexe P. le foncteur Hom (e,A). On obtient un complexe pT tel
A

que coker(p ^ -* P^) =Extf(N',A). Le morphisme Eztf(u*,A) Extf(u,A) induit na- 
S—I S A  A A

turellement un morphisme du complexe de module projectif P. dans toute résolution 

projective de Ext^(N,A), en particulier dans L. , envoyant P^ dans j_ « En 

appliquant de nouveau le foncteur Hom (o,a ), on trouve un morphisme de complexe
A

lI p. (envoyant lT dans P^ )̂, donc en passant à l*homologie, un. morphisme 

9 : N N ’ qui par construction a la propriété voulue«

2«5, Corollaire, Soit A un anneau local de prof 2 quotient d*un anneau local ré­

gulier R . Si. tout A-module de type fini de dimension protective finie se 

relève h R , alors A est régulier^

En effet, on considère le corps résiduel k de A qui est évidemment de grade > 2« 

D’après la proposition précédente, il existe un A-module M , 2-sphérique tel que

est de dimension projective finie sur A , donc A est régulier.

Ext (m ,A) = k . Mais alors d'après 2.5., comme M se relève et est 2-sphérique, k
A

V V V V / V r
que la suite 0 ^ L L̂  ---- - L  ̂ L est exacte (oîi « dénote le foncteur
^ n i  l a  '

En effet, considérons une resolution projective de longueur s de M s 

(.) -------L, - 1^ - « - 0 .

Dire que grade H ^ s , c'est dire que Ext^(M,A) = 0 pour i < s , donc c'est dire

15.
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§5o Structure des idéaux de dimension projective un.

Notre intention est de montrer que sur un anneau local, tout idéal de dimension 

projective un est, à une multiplication par un élément régulier près, un idéal détermi- 

nentiel. En corollaire, on verra que si 1*anneau local est quotient d*un régulier, un 

idéal de dimension projective un se relève en un idéal du régulier.

On usilisera un lemme technique préliminaire,

■y
- Considérons un anneau noethérien A , Comme précédemment, nous noterons . le 

foncteur Hom (̂.,A).

3,1. Lemme. Soit cp : A^ homomorxhisme de A-modules libres de type fini.

« .j_ V /Tx+InV /.nxv , , « .n V n/ n+1\V n/ n\V
Soit 9 2 (a ) -♦ (a ) son dual. Soit Acp :A(A ) “>a (a ) la puis­

sance extérieure n-ième ̂  9̂  , IJn choix de bases pour Â"'’̂ ^  A^ donne 

isomorphisme Â (Â "̂ )̂̂  - Â "̂  ̂ , On en déduit un complexe :

0 — ta“ - J U a''* ' ,

16.

qui est exact si et seulement si l'image de 9̂  dans A définit un fermé. de 

spec A , de. grade 2 (i.e. ne contenant aucun idéal premier p de A tel 

.aue prof Ap < 1 ).

Montrons d*abord l’existence du complexe. Pour ceci, considérons 9 comme une matrice

9̂  ̂ à (n+1 ) lignes et n colonnes. Alors A%^ est une matrice à 1 ligne et (n+1 )

colonnes dont les coefficients a sont les déterminants des matrices carrées
s

(9..)./ affectés du signe (-1 Considérons alors le produit de matrices A%^ o 9 „ 
ij î s

Multiplier une colonne de 9 par la ligne A%^ , c*est développer un déterminant 

d*ordre (n+1 ) ayant deux colonnes égales, ce qui prouve bien A%^ 09 = 0 . Pour 

démontrer 1*équivalence annoncée, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant

3.2. Proposition, Les conoyaux de 9̂  ¿i. ont même supports.

En effet dire qu*un idéal premier n*est pas dans le support du conoyau de 9̂ , 

c’est dire que 9^®Ap : (a "̂̂  ̂ surjectif. C*est donc dire qu’il existe

Y
un mineur d’ordre n de la matrice 9 qui n’est pas contenu dans p , Mais comme 

l’image de A%^ dans A est l’idéal engendré par les mineurs d’ordre n de 9"̂ ,

n+1
A

Vn

A

Vn

ra“ est

de

. A



Il V
c'est bien dire que A 9 ®A est surjectif, donc que p n'est pas dans le support

P

du conoyau de A % ^  .

n n+1 A^ ^
- Revenons à la proposition, et supposons que le complexe 0 --->-A — ^ ^ A  — ^ A

soit exact. Soit A/it le conoyau de . Alors le conoyau de 9̂  est Ext^(A/A,A)«
A

Connue k/ti est par hypothèse de dimension projective finie, pour tout idéal premier p

de A tel que prof A^ 1 , Ap/AAp est soit nul soit de dimension projective ^ 1*

2 2 
Donc Ext^ (Ap/dAp , Ap) = 0 « Autrement dit Ext^(A/il,A) est de grade ^ 2 , et

d'après la proposition a/îL aussi o

Réciproquement, soit toujours a/æ le conoyau de A%^ , Supposons grade a/Æ ^ 2 . 

Alors, les groupes de cohomologie locale H^(a) et Hj[̂ (A) sont nuls. Posons 

X = Spec A et U = X-v(iL.). D'après la proposition 3.2,, 9^/U est surjective. Soit

son noyau. On a donc une suite exacte de faisceaux sur U ;

( . )  0 — » *  — .  ( i “-"’ Ÿ {»y — ►  0 .

Cette suite exacte montre que i6 est un faisceau inversible sur U , et qu’on a 

£ “ (aV^) ®  donc 2 - , Le foncteur r(u,o) appliqué à (*) donne

une suite exacte s

(..) 0 A (i“r .

Revenons maintenant au complexe i

i“ ^

17.

qui donne, en dualisantp un complexe s

En comparant ce dernier complexe à la suite exacte (**), on obtient un diagramme comr- 

mutatif s

1 Aj, (i“+' y (a“)’

1 1 , 1
0 — » A —  ( a " ’ r  (a“ ) '' ,

Vn

(a" V),
u
H H

(a"

V
JP_

V
SL>ILn+1

► A

A
.n 
A (p

(A
n+1

)"■ r .(ü

V

Vn

n



daris lequel la deuxième ligne est exacte.

En dualisant à nouveau, on trouve un diagramme commutatif s

i -  ^  a” -"' ^  A

I II t
^n CD .n+1

0   ̂A ■ ̂  > A ---  ̂A ,

Comme le conoyau Ext^(A/(H,A) de est de grade > 2 , la deuxième ligne de ce
A

dernier diagramme est exacte, ce qui prouve déjà que cp est injective. Tout 

A-homomcrphisme de A étant une multiplication, soit f 1*élément de A correspon­

dant à la dernière flèche verticale du diagramme. Le diagramme montre qu*on a i/l c: f A • 

Si f n’est pas inversible, f est contenu dans un, idéal premier de hauteur 1 , ce qui 

est contra:*,re à l'hypothèse grade k/ü > 2 , Donc f est inversible, et l'exactitude 

de la deuxième ligne du diagramme implique Inexactitude de la première, ce que nous 

voulions montrer,

5«3° Théorème^ Soit A un anneau local noethérien. Une condition nécessaire et suf­

fisante pour qu'un idéal 3 ^  A soit de dimension -pro.iective 1 , est 

qu'il existe un entier n , une matrice correspondant h homomor­

phisme 9 s A^ ^  im élément f de. A non diviseur de 0 dans 

A 9 tels que si 3* est l'idéal de A engendré par les mineurs 

d'ordre n de la matrice, on ait grade a/Ü* > 2 , ^  î = fÜ*.

Ce théorème est une conséquence directe du lemme 5o1« Remarquons d'abord que si à un 

homomorphisme 9 s A^ correspond une matrice dont les mineurs d'ordre n en­

gendrent un idéal tel que grade a/îI* ^ 2 , alors d'après le lemme 3 o1., il y a

une suite exacte s

0 — î j I a — t a / 5 '  — > 0  .

Donc 3* est un idéal de dimension projective 1 et bien entendu fj) aussi, pour 

tout élément f de A , non diviseur de 0,

Réciproquement, soit g

18.
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(,) 0 — - ! L , A — , A / Ü — *0 ,

une résolution projective de A/{) . On peut voir comme dans la démonstration du lemme

5.1. que grade(Ext^(A/î),A)) 2 . On en déduit que a un conoyau de grade > 2 ,

n V
et par la proposition 5,2, que A 9 a un conoyau de grade ^ 2 . Le lemme 5,1. dit 

alors qu*on a une suite exacte :

(.,) 0 — ►a" J-ta"*' ^ A --- ,Jl/3 0 ,

en posant a/3* = coker A%^ «

En dualisant (*) et (**), on peut construire un diagramme commutatif s

19.

V

A a" '  .a -  a“ ̂  ,A)

i  .
o

f
où la deuxième ligne est exacte car grade A/îJ 2 . Tout A-homomorphisme de A 

étant Tine multiplication par un élément, ce diagramme montre que 1*isomorphisme entre 

D* et d qu*on obtient en comparant (*) et (**), provient d'une multiplication dans 

A , autrement dit qu'on a ¡) = f 3* , pour un élément f de A • Il reste à démon­

trer que f n'est pas diviseur de 0 dans A « Mais puisque la multiplication par f 

définit un isomorphisme entre 3* et J , la restriction de la multiplication par f 

à 3’ est injective. Comme grade a/3 > 2 , 9 contient au moins un élément régu­

lier dans A , donc 3 contient un sous-module isomorphe à A , sur lequel la mul­

tiplication par f sera à fortiori injective. Finalement f est bien régulier dans A 

et le théorème est démontré.

Remarque s Le fait que A est local n'a été utilisé dans cette démonstration que pour 

dire qu'un idéal de dimension projective 1 admet une résolution libre de longueur 1, ce 

qui, bien sur, peut-être vrai dans des cas plus généraux,

5,4, Corollaire, Soit A un anneau local noethérien quotient d'un anneau local régu­

lier R , Soit 3 un idéal de dimension pro.iective 1 de A , Alors

o o

n V

V
9

' Exi (A/

V

•A
A^

A
n+1

V
<P A^ Ext A/ !),’a o ,



il existe un idéal I de. R dimension pronective 1 relevant jj 

(i.e. 1 0  A =3 ^  Torf(l,A) = o).
K I

En effet, d'après le théorème 3,2., il suffit de démontrer le cas où k/S admet une 

résolution libre sur A , de la forme s

{*) 0 --- ^A^ Â -̂  ̂ ^ A  ---J- A/ ---^ 0 .

Soit çi une matrice à coefficients dans R , relevant la matrice (p .

D'après le lemme 3.1., on a un complexe de R-modules :

(**) 0 ---y R̂ ' — ^  R -— >■ R/I — *■ 0 ,

où r/i est le conoyau de A^^^ . Toujours d'après 3.1., pour prouver que (**) est 

exacte, il suffit de prouver que r/i est de grade 2 dans R . Dans un anneau 

régulier, le grade est égal à la codimension. On sait [23] qu'on a :

codim^(R/l) + codim^(A) > codimj^(A/5) .

Mais gradê (A/||) > 2 implique ccdim (̂A/J/) > codimj^(A)+2 . Donc on a 

codimg(R/l) > 2 , ce que nous voulions montrer. Finalement, (**) est bien exact, et 

dire qu'il reste exact après tensorisation par A , c'est dire que r/i relève A/fl , 

donc que l'idéal I relève J| .

20.
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§4« Modules de type fini et de dimension in.iective finie

Dans cette section, nous nous proposons de mettre en évidence trois propriétés 

importantes des modules de type fini de dimension in.iective finie sur un anneau local 

noethérien.

Pour ceci, nous rappellerons d'abord des résultats démontrés par H. Bass dans [6],

Nous donnerons ensuite quelques exemples pour éclairer le problème. Enfin, si T est 

un module de type fini de dimension injective finie sur un anneau local noethérien A , 

nous montrerons que T possède les trois propriétés suivantes, dont les deux premières 

apparaitront de façon primordiale dans le chap.2, pour démontrer une conjecture de

H, Basa.

a) grade T + dim T = prof A o Cette situation est minimale, car pour tout 

A-module de type fini M , on a prof A ̂  grade T + dim T ̂  dim A .

A ^

b) Si A est le complété de A , il existe un A-module de type fini et de 

dimension projective finie ayant même support que T .

c) On a le théorème, du type Hilbert-Serre, suivant t pour tout A-module de 

type fini M , on a la relation

prof M + supji, tel que Ext^(M,T) ̂ O} = prof A •

Rappelons la conjecture centrale de H» Bass^ que nous démontrerons dans le chapo2, pour 

les anneaux locaux de la géométrie algébrique g

”S*il existe un A-module non nul de type fini et de dimension in.iective finie, 

alors A est un anneau de Cohen-^Macaulay”»

a) et b) montrent que la conjecture suivante de Mo Ausländer implique la conjecture 

de Bass :

“Pour tout A-module M de_ type fini et de dimension pro.iective finie, on a, 

grade M + dim M = dim A " «

Remarquons enfin à propos du résultat c) qu*il conduit naturellement à chercher un 

A-module de profondeur aussi grande que possible, et en particulier que si on peut 

trouver iin A-module de type fini de profondeur égale à la dimension de l'anneau, (ce

21.



qu*on peut faire pour les anneaux de dimension ̂ 2), alors l*exitence de T entraîne 

que A est de Cohen-Macaulay,

4.1, Proposition (Bass), Soit A vxl anneau noethérien local. Pour tout A-module T

non nul de type fini et de dimension in.iective finie> on ̂  

dim. in j T = prof A .

Ce résultat se déduit directement des deux lemmes suivants que nous ne prouverons pas,

4.2. Lemme. ^  i = dim inj T , ^  a. Ext^(k,T) ^ 0 , ^  k est le corps résiduel

de A .

4o5o Lemme. Si. r = prof A , si. ^ est un A-module de type fini de dimension

pro.iective r , on_ a_ Ext^(M,N) ^ 0 pour tout A-module de type fini N.

4.4. Proposition (Bass). Soit M un module de type fini sur un anneau local noethé­

rien A . Soit (e * ) une résolution in.iective minimale de

T « Alors, pour tout i , ^  ̂  E^ - II |ji.(p,T) E(A/p),
pespec A ^

où e (a /p ) est une envelop-pe in.iective de A/p , et.

22.

T

4.5« Proposition (Bass). Soit M un module de type fini sur un anneau local noethé­

rien A , soient p et̂  i| deux idéaux premiers succes- 

sifs de A (i.e. tels que P ̂  £| dim Â /pA|y ^ 1 ). 

Alors, si iî (p,M) 0 , an a ^ 0 .

4.6« Exemples de modules de type fini de dimension in.iective finie.

A, Pour qu’un anneau local R soit régulier, il faut et il suffit que tout 

R-module de type fini soit de dimension injective finie. En fait, il suffit 

que son corps résiduel soit de dimension injective finie.

(p ,T) Te:d)Ext
i

k P Tp]

m )

et

et



Ba Soit A un anneau local de Gorenstein (ipe», tel que si ^  est l*idéal maxi­

mal de A , on ait H^(a ) = 0 pour i ^ n = dim A et que hJJ(a ) soit in- 

jectif)» Alors tout A-module de dimension projective finie est de dimension 

injective finie et réciproquement«

C, Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay, quotient d*un anneau local régu­

lier R o Alors, si s est la codimension de A dans R , le A-module 

Ext^(A,R) est de type fini et de dimension injective finie* Soit E est un 

module dualisant pour A (i.e« une enveloppe injective du corps résiduel k 

de a ), et soient n la dimension de A et 'Mi 1*idéal maximal de A , 

alors on sait que Hom^(H^A),E) est isomorphe au complété de Ext^(A,R), et 

que ce A-module que nous noterons Q°(a ) est indépendant du plongement ré­

gulier,

4«7o Propositiong Soit A un anneau local noethérien. et soit T un A-module de 

type fini de dimension in.iective finie» Alors pour tout idéal pre­

mier p du support de T , on a i

dim A/p + prof Ap = prof A o

Soit p un idéal premier de A tel que Tp 0 « D ’après 4o1o, on a 

dim«inf^ Tp = prof Ap . Soit s = prof Ap o On a alors Ext® (k(p),Tp) ^ 0 , 

autrement dit x̂̂ (p,ï) ^ 0 » Soit lit l'idéal maximal de A , et soit d = dim A/p « 

Par 4o5.9 on a 0 « On en déduit évidemment dim A/p + prof Ap ̂  prof A •

Mais compte-tenu du fait que prof A„ ^ grade A/p , la proposition sera une consé-
H A

quence immédiate du lemme général suivant

4o8o Lemme« Pour tout module de type fini M sur un anneau local noethérien A , ^  

Su <iQuble inégalité s

prof A ̂  grade M + dim M dim A «

23-
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Soit p in idéal premier du support de M tel que dim A/p = dim M • On a évidem­

ment dim Ap + dim A/p ^ dim A « Mais comme grade M ̂  prof Ap ̂  dim Ap , on en 

déduit immédiatement l'inégalité de droite.

Prouvons l'inégalité de gauche par récurrence sur grade M .

Dire que grade M = 0 , c'est dire que inf (prof Ap) = 0  , donc c'est dire qu'il
peSupp M

existe un idéal premier p dans le support de M , associé à 0 dans A . On a 

alors dim M > dim A/p , et comme pour tout idéal premier cj associé à 0 dans A , 

on a dim A/q > prof A , on peut conclure.

Supposons maintenant que l'inégalité de gauche soit prouvée pour grade M < n , avec 

n > 0 , Soit N un A-module de grade n . Il existe a , un élément A-régulier 

dans l'annulateur de N • Donc N est un A/oA-module de grade n-1 , On en déduit 

grade^y^ N + dim N ^ prof A/oA , et évidemment gradê ïï + dim N > prof A ,

Corollaire, Si T est un module de type fini non nul et de dimension in.iective 

finie sur un anneau local noethérien A , on a s

grade T + dim T = prof A •

Soit p un idéal premier du support de T tel que dim A/p = dim T , D'après 4o7o9 

on a dim T + prof Ap = prof A . Mais comme grade prof A , d'après 4,8,, on a 

prof Ap = grade T et dim T + grade T = prof A •

4,10, Théorème, Soit T un module non nul de type fini de dimension injective finie 

sur un arineau local noethérien A , Soit E une enveloppe iniective
A

du corps résiduel k de A . Soit A le complété de A , et soit
A. ^  A

r = prof A = prof A . Alors M = Bxtj^(E,T) est uti A-module ayant 

les pro-priétés suivantes :

A

(i) M est de type fini et de dimension pro.iective finie sur A et

sa dimension pro.iective est r - prof T ,

A

(ii) M a même support que le complété T de T .

(iii) Soit fli l'idéal mgiximal de A , et soit R un anneau local de

24.
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A

Gorenstéin de dimension n dont A est quotient, alors pour 

tout i , on a des isomonAiismes 

Exti(M,l) « Hoiiî (hJ|]'̂(t),K) «

Prouvons d'abord (i). Pour ceci^ considérons une résolution injective minimale de T : 

(*) 0 - T - 1° - ------ - - 0 .

Nous voulons appliquer le foncteur Hom^(E,.) à cette suite exacte. On sait que pour

tout i > 0 , le module peut s'édrire comme un produit direct

n ii.(p,t) b(a/p) t oîi e(a/p) est une enveloppe injective de A/p , Prouvons 
peSpecA ^

que pour p , on a Hom^(B,E(A/p)) = 0 . Soit f ! E -► e (a/p ). Si x € B , le 

modüle Ax est de longueur finie, donc Af(x) est un sous-module de longueur finie 

de e (a/p ) , donc f(x) = 0 , car B(a/p ) étant une extension essentielle de A/p 

ne contient pas de sous-module de longueur fiiaie non trivial. Autrement dit, pour 

tout i s

Hom^(E,I^) = Hom^(B,E‘̂ '̂"'̂ ^̂ ) = ,

A,

Donc, comme Homĵ (E,E) = A , en appliquant Hôm̂ (Eĵ j) à (*.), on obtient un complexe: 

(**) 0 -»A - a '  ----^-A - 0 ,

dont la cohomologie H (A ' ' ) est Extĵ (B,T.). Finalement, il nous suffira de prou­

ver Ext^(E,T) = 0 pour i < r , pour prouver que Ext^(E,T) est un A-modtale de 

type fini de dimension projective finie.

Remarquons que comme E est aussi une enveloppe injective du corps résiduel k de
A  A

A 9 on aurait aussii obtenu le complexe (**) en remplaçant T par T et (*) p ^

A
une résolution injective finie minimale du A-module de type fini de dimension in-

A  A

jective finie T , Il suffira donc de démontrer Bxt*(E,T) = 0 pour i < r , Mais
A

alors, par la dualité classique, [9] on sait que Hom*(Hom«.(T,E),E) = T , Considé-
A A

rons T* = Hom*.(T,Br), Alors, par un isomorphisme de dualité [s] :

Exti(E,T) = Exti(B,Hom(T',B)) îi Hom(Tor^(E,T'),e ) ,

25.
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A

Par construction, on sait que T' est limite inductive des A-modules de longueur

A

finie ^  utilisant l'exactitude du foncteur limite inductive

et les propriétés du foncteur dualisant Hom^(.,E), on en déduit des isomorphismes s
A

A

Hom^(Torf(E,lim T’),e ) = Hom*(lim Tor^(E,T'),B)

s lim Hom^(Tor^(E,T*),E) lim Exti(T* ,Hom(E,E)
' ' A IL n A ' ■ . n
n A n A

î: lim Exti(T«,A) . 
n A

A A

Mais comme prof A = r , et comme pour tout n , est un A-module de longueur

i  ̂ i  ̂
finie, ExtA(T',A) = 0 pour i < r , donc Ext^Cs,!) = 0 pour i < r .

A ^ A

Remarquons maintenant que pour finir de prouver (i) et pour prouver (ii), il suffira

de prouver (iii), car d’après (iii) s

i  ̂ i ^
ExtA(M,A) = 0 pour i > r-prof T , et Ext*(M,A) ^ 0 pour i = r-prof T ,

A A

donc dp* M = r-prof T .
A.

D’autre part, toujours par (iii) s

i  ̂ n—(r^i^  ̂ ^
Supp M = (J Supp Ext*.(M,A) = U  Supp Ext (T,r ) = Supp T .

i>0 A i>0
A

Pour montrer (iii), considérons le foncteur Hom (Hom(.,E),A).
A

4,11. Lemme. Il existe un morÆisme canonique de foncteurs

A

Hom^(E,o) HGm^(Hom^(. ,e ),a ) qui induit un isomorphisme sur ces fonc­

teurs restreints à la catégorie des A-modules artiniens (i,e, tel que 

pour tout module artinien C , 1*homomorphisme s
A

Hom (e ,c ) Hom (nom (c ,e ),a ) soit tin isomor-phisme).
A A A

A

En effet, rappelons qu’on a A - Hom (e ,E). D’après un isomorphisme classique de
A

dualité, on en déduit ;

A

Hom^(Hom(.,E),A) - Hom^(Hom^(.,E),Hom^(E,E))

- Hom^(Hom^(.,E)®^B,E)

26.
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¡i Hom^(E®^Hom(.,B),B)

-  Hom^(E,Hom^(Hom^(.,E),E)) .

Le morphisme canonique de foncteurs id -* Hom̂ (Homĵ (. ,e ),E) induit donc bien \in mor-
A

lilisme Hom^(E,,) -* Homĵ (Hom(.,e ),a ), Ifeis ces deux foncteurs sont covariants, 

exacts à gauche, et prennent la même valeur sur E . Les modules artiniais étant les 

modules qui admettent une résolution injectiye du type E*̂ * , oîi les n. sont des 

entiers, on «x déduit bien 1*isomorphisme annoncé.

Revenons à la démonstration du théorème, et rappelons que c'est en appliquant le fonc­

teur Hom̂ (E,H|̂ (.)) à une résolution injective I* de T , qu’on a obtenu la réso­

lution projective :

/ N ^^0 "»̂1 ‘‘‘r 
(**) 0-*A - ----» a ' - ----*A ,

* T/
du A-module M = Extĵ (E,T), D'aparès le lemme, cette résolution s'obtiéht aussi en

0 ^

appliquant le foncteur Homĵ (Hom̂ (H^(. ),e ),a ) à la résolution üijective I* de T .
A A

Eh appliquant le foncteur Eom«(.,A) à on obtient le complexe de A-modules
A

libres :

(***) A -*A ------»A - A  .

Ce dernier complexe peut donc aussi s'obtenir en appliquant le foncteur

0 A A
(Hom̂ (Hom̂ (H;ĵ (, ),E),a ),a ) à la résolution injective I* de T , Mais comme

O ^
Hom est un complexe de A-modules libres de type fini, et comme

A fit
A A A A

Hom (a ,a ) = Hom*.(A,A), le morphisiie de complexe de A-modules libres de type fini ; 
A

Hom^(Hj(l*),E) -Hom*(Hom^(Hôm^(Hj(l*),E),A),A) .

est un isomorphisme, c'est-li-dire que le complexe Hom^(HJ^I*),E) est isomorphe au 

complexe {***}, On sait que la cohomologie du complexe H^I*) est

Le foncteur Hom̂ î,,®) étant bien sûr exact, oh en déduit que 

l'homologie du complexe (***) est :

E^U^ ) = Bxt?"^(M,Â) .

27.
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et le premier isomorphisme annoncé est démontré.

i I1“X ^
Le deuxième, 1*isomorphisme Hom̂ (H>jjj(T),e ) - (t ,R) n*est rien d*autre que le

théorème de dualité locale [l0].

4.12. Remarque. L*isomorphisme de complexes de. A-modules libres de type fini :

Hom^(E,Hj(l*)) ^ Hom^(Hom^(H^(l*),E),A) 

donne un isomorphisme de complexes :

Hom^(Hom^(E,H^(l*)),A) ^ Hom^(Hj^(l* ),E) .

Au cours de la démonstration du théorème, nous avons donc vu qu'en appliquant le

O ^
foncteur Hom^(Hom^(E,H^(.)),A) aune résolution injective de T , on obtenait \in

A A

complexe de A-modules libres de type fini, ayant pour homologie les A-modules 

Ext^-^(Î,R).

On sait que si l’anneau local A admet un complexe dualisant C* (en particulier 

si A est quotient d*un anneau régulier), l’homologie Q* du complexe Hom (t ,C“)
A

A A

est telle que Q“ - Ext*(T,R). C’est ce fait que nous utiliserons dans le paragraphe
R

suivant pour démontrer que dans le cas ou A admet un complexe dualisant, on peut

A ^

descendre le A-module M = Ext^(E,T) en un A-module, (§5, Th» 5»t )o

Donnons enfin le corollaire suivant, qui démontre dans un cas particulier la conjec­

ture de Bass dont nous avons parlé plus haut.

4.13. Corollaire. Soit A un anneau noethérien local. Soit T un A-module de type

fini de dimension in.iective finie non nul« et de grade 0 (i.e. tel 

que Ass AÎI Supp T ^ (f). Alors, l’annulateur de T est ( o ) ,  ^  

A est un anneau de Cohen-Macaulay.

En effet, soit a G A , tel que aT = 0 . Alors, si r = prof A , a Ext^(E,T) = Oo

^  A

Mais d’après le théorème M = Ext (e ,t ) est un A-module de type fini de dimension
A

projective finie. La première partie du corollaire sera alors une conséquence de la 

A 14 ci-dessous,
propositioïîii La deuxième partie est une conséquence de 4 . T . ,  en effet, Supp T = (o )

28.
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implique Supp T = Spec A . Mais alors soit p C Spec A tel que dim A/p = dim A . 

D*après 4o7«, comme p C Supp T , on a prof Ap + dim A/p = prof A • Ceci implique 

évidemment dim A = dim A/p = prof A , donc A est de Cohen-Macaulay«

4« 14« Proposition (Ausländer), Soit M un module de type fini de dimension pro.iec­

tive finie sur anneau noethérien local A « Alors si M est de 

grade 0,  l'annulateur de M est ( o ) .

Rappelons que pour démontrer ce résultat, on prend une résolution projective de M • 

Par un raisonnement sur les rangs, on prouve que Supp M = Spec A . Si öl est l'an- 

nulateur de M , on en déduit que pour tout idéal premier p £ Ass A , on a 

ÎIA p = 0 donc il = 0 a

Nous terminerons ce paragraphe avec un théorème donnant des conditions d'annula­

tion de cohomologie« Nous donnerons ce théorème sous la forme la plus générale pos­

sible car il montre que si l'on a un anneau local A , il est non seulement intéres­

sant de trouver un A-module de type fini de profondeur la plus grande possible, 

mais qu'on peut en fait se permettre de le prendre à une certaine **distance** de A •

4,15, Théorème. Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective 

finie sur un anneau local noethérien A . Soit B une A-algèbre 

noethérienne locale telle que 1 ̂ homomorphisme de structure f : A B 

soit local, et telle que si Oü est 1* idéal maximal de A , 1'anneau 

B/KB soit artinien. Alors pour tout B-module de type fini M , 

on _a :

prof M + sup {i C Z tel que Ext^(M,T) ^ o}  = prof A o
Jj A

Remarquons d’abord que dans les hypothèses du théorème, la profondeur de M en tant 

que B-module est la même que sa profondeur en tant que A-module, En effet, la

seule difficulté est de montrer que si prof M > 0 , il existe un élément
B

M-régulier dans Vi. Sinon, TU est contenu dans la réunion des idéaux premiers de

29.



B 9 associés à M . Mais alors ItLB aussi, et d*après le lenune d*évitement, fHB 

est contenu dans un idéal premier associé à M • Comme ITIB est un idéal de défi­

nition de B , ceci est contraire à l'hypothèse prof M > 0 .
B

Raisonnons maintenant par récurrence sur prof M . Si prof M = 0 , il existe \me 

suite exacte de A-modules 0 -► k -* M , où k est le corps résiduel de A . Si 

r = prof A , on en déduit une suite exacte Ext^(M,T) -» Ext^(k,T) -* 0 . D'après
A A

4.2o, Ext^(k,T) ^ 0 , donc Ext^(M,T) 0 . Supposons maintenant prof M > 0 ,
A A

c'est-à-dire qu'il existe uii élément a £ Hn qui est M-régulier. Considérons la 

suite exacte s

(*) 0 - M “ M -* M/oM ->■ 0 .

Remarquons qu'on peut supposer A complet, car on ne changera ni les données ni la 

conclusion du théorème en remplaçant A et B par leurs complétés.

Soit alors E une enveloppe injective du corps résiduel k de A . On sait que le 

foncteur Hom^(Hom^(,,e ),e ) se réduit, à isomorphisme près, à l'identité sur la 

catégorie des A-modules de type fini. En posant T' = Hom(T,E), on a alors par 

dualité s

(**) Ext^(M,T) iï Ext^(M,Hom^(T',E)) - Hom^(Tor^(M,T*),e ) .

Supposons prof M = s . On a donc prof m/ocM = s-1 , et d'après l'hyi)othèse de 

récurrence Ext^(M/aM,T) = 0 pour i > r-(s-l). D'après (**), on en déduit ;

Tor^(M/aM,T*) = 0 pour i > r^(s-l) .

La suite exacte des Tors associés à (*) dit alors qu'on a des suites exactes ;

0 -► Tor^(M,T') ^ Tor'^(M,T') pour i r-(s-l) .

Mais comme T' est limite inductive dénombrahle de modules de longueurs finies, il 

en est de même de Tor^(M,T') pour tout i , donc si Tor^(M,T') ^ 0 , il n'y a 

pas d'élément régulier pour Tor'^(M,T').

On en déduit bien ;

Tor'^(M,T') = 0 pour i > r-(s-l)

30.



c*est-ài-dire d’après (**)

Ext^(M,T) = 0 pour i > 3>-(s-l) .

D’im autre côté, toujours d’après l’hypothèse de récurrence, Ext^” ®̂~̂  \m/oH,t)5̂ 0 .
A

Hais alors la suite exacte s

Ext^®(M,T) “ Ext^®(M,T) -* Extf"^®"^ ̂ (m/ccM,t) -» 0 
A A A

montre Est^ ^ 0 , et le théorème est démontré.
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§5. Théorèmes de descente pour les modules de dimension pro.iective finie

Nous avons dit au paragraphe précédent que, partant d*un module de dimension in­

vective finie T , de type fini sur un anneau local noethérien A , de profondeur

A ^

r* , le A-module de type fini Ext (e ,t ) était de dimension projective finie. Nous
A

nous proposons ici de montrer que, pour de "bons” anneaux, c'est le complété d*un 

A-module de type fini de dimension projective finie. Pour ceci nous avons besoin du 

théorème de dualité locale énoncé dans le cadre des catégories dérivées, qu*on trouve 

dans R. Hartshome [13]. La lecture de ce paragraphe n*est pas essentielle pour la 

suite. Cependant, il permet de montrer que pour de "bons anneaux" l'étude des modules 

de dimension injective finie se ramène à celle des modules de dimension projective 

finie. La technique employée permet aussi de retrouver de façon naturelle un théorème 

de Go Horrocks [16], Pour la raison précédemment citée nous utiliserons sans rappel la 

terminologie des catégories dérivées pour laquelle on peut se reporter à [13],

A

5.1. ProTOsition. Soient A un anneau local noethérien. A le comiplété ^  A , M
A

un A-module de type fini de dimension pro.iective finie. Soit L.

une résolution pro.iective finie de M. Les propositions suivantes 

sont équivalentes %
A

(i) il existe un A-module N tel que N0^A = M

(ii) il existe un com-plexe P, dans D (a ) tel que
' ' ■ ' C '

A A A

P.®,A - Hom,(L.,A) dans d’“(a )o 
A A ^

Il est visible que (i) implique (ii) car un tel N sera de type fini et de dimension

projective finie sur A • On prendra alors pour P. le complexe Hom (q. ,a) où  Q.
A

est une résolution projective finie de N sur A . Il y a une équivalence d’homotopie

A

Q.(SLA L. qui donne le résultat cherché en vertu de [13].
A

Réciproquement on peut toujours supposer que P, est un complexe de modules projectifs.

A

Posant Q, =Hom^(p;,A) on a Q.®^A ~ L. toujours en vertu de [ ]. Comme la tenso-

A

risation par A commute à l’homologie il n*y a qu’un seul module d’homologie non nul
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dans Q. : c'est le module N cherché.

5.2. Remarque. Soit A un. anneau local noethérien de profondeur r et d'idéal maxi­

mal

Nous avons construit au paragraphe précédent, partant d'un module de dimensi.on injec-
A.

tive finie T , de type fini sur A , un A-module M de type fini et de dimension

protective finie de même support que T . On a même vu que Ext^ÎMiA) est isomorphe
A

à HomA(H^^(T),E), oîi E est l'enveloppe injective du corps résiduel de A . En 
A

fait si I® est une résolution injective de T on obtient une résolution projective

0 ^

de M en appliquant à I* le foncteur Hom^(Hom«,(H (-),e ),a )o C’est-à-dire que si
A A ^

L. est une résolution projective finie de M sur A on a s

A  A

Hom^(L.,A) - Hom^(Hjl*),E) dans d"(a )o 
A A ^  ®

Or le théorème de dualité locale sous sa forme catégorie dérivée est justement fait

pour calculer les complexes Plus précisément (of [15]) s

5.5. Définition. Soit A un anneau local. Un complexe dualisant pour A est un élé­

ment R° € D~(a) tel que s
■ C ■

(i) R" Sl résolution in.iective finie

(ii) -pour tout F, C D^(a) 1*homomorphisme naturel Fo R 

Hom,(r Hom. (p.,R“),R°) est un isomorphisme.

5.4. Exemple ; Tout quotient A d'un anneau local de Gorenstein R possède un com­

plexe dualisant à savoir s si 1° est une résolution injective (finie) 

de R en tant que R module Hom^(A,I*) est un complexe dualisan.t 

sur A .

5.5. Proposition. Soit A un anneau local noethérien alors si A possède un complexe
^  A

dualisant R* R*® A est un complexe dualisant sur A •
A

35o
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5.6. Théorème (dualité locale). Soit A un anneau local possédant un complexe duali­

sant R*, soit I», son idéal maximal. E une enveloppe in.iective du 

corps résiduel A/% de A , alors il existe un isomor-chisme de fonc­

teurs de D'![(a) dans D^(a) t 
C c

hJ^-) Hom^(| Hom(-,R*),E).

54.

([15] chap.V th. 6.2 ).

Nous avons maintenant tout le matériel nécessaire pour prouver le théorème suivant s

5,7. TSiéorème. Soit A un anneau local possédant un complexe dualisant. Soit T un

A-module de type fini de dimension in.iective finie, alors il existe un 

A-module de type fini M , de dimension pro.iective finie et tel que 

support(M) = support(l).

En vertu de la proposition 5.1. et de la ranarque 5.2. il suffit de trouver Pi. dans 

dT(a) tel q.ue Hom*(H^I*),B) soit isomorphe à F.(^A dans Dq(a)» où I* est une 

résolution injective finie de T .

Prenons F. = Hom (l*,R*). En vertu du théorème de dualité locale
A

Hom^(Hj^I*),B) = Hom.(Hj(l’®ĵ A),E) - Hom*(l‘0^A,R*®^A) dans B^(a) o ù  R‘ est uji 
A A A

complexe dualisant sur A . Or s

Hom*(l*® A , R*0.A) Hom,(l* ,R*)®,A
A A A A

en vertu de [15], et donc le théorème est démontré.

La proposition 5,1. permet dans certains cas de "descendre” un module de dimension pro-

X ^
jective finie M sachant que ses ExtA(M,A) se descendent pour i > 0 . En voici 

quelques exemples.

Rappelons qu*un A-module M est dit î sThérique si

a) dp(M) = r

b) Ext^(M»A) = 0 pour i^^O et i^r ,



A

5,8. Proposition, Soient A un anneau local noethérien, M un A-module r-sphérique

r ^
de type fini. alors si Ext^(M,A) est le complété d»un A-module de

Ai

type fini, il existe un A-module N , r-sphérique. tel que

A

= M .

A

On peut remarquer que rien n’est supposé sur Hom^(M,A). Soit ;
A

0 -» L -» L -» — - -♦ L. -» -» M -* 0 
r r- 1 1 0

une résolution libre de M , alors notant

7  =Hom*(,5,A)
A

v v  V V r / ^ \
L ---- - Ext^(M,A) -> 0

r ^
est une résolution libre de Ext^ÎMiA). Choisissons %

A

Y -*¥. ------- - ^  F ^  k ̂  0
0 1 r—1 r

A  m  ^  A

une résolution projective du A-module k , tel que k®,A - ExtA(M,A),
A A

V f ^
On obtient un morphisme de complexes L» ^ P» tel que H (f ) = 9 ,

» r

Comme grade Ext^(M,A) ^ r on a une suite exacte %
A

A  A  A  A

0 -^p ->---- ^P^->P -^N - > 0
r 1 0

où N = Coker obtient ainsi un homomorphisme g s IT -> M tel que

r/
Ext^(g,A) = cp • Quitte à rajouter à H un module libre sur A on peut supposer que 

A

g est surjectifo On a donc une suite exacte

A

O - C - N - M - 0

d'oîi l'on déduit que s

a) dp* c < 0 0

A

b) Extî:(c,A) = 0  Vi > 0

A
A

donc c'est un A-module libre d'après 4 ,3 ,

. A  . A A

Mais comme l'application Ext^(M,A) -» Ext^(N,A) est un isomorphisme, la suite
A A

35.
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V V , VIT
0-^M -»C -♦0 est exacte et sÊindeeo Donc C - C est un facteur direct de

^vv ^
N , donc de N • Donc M0C - ïï « Comme on peut supposer que M n’a pas de facî- 

teur direct libre, le théorème de Knill-Schmit-Azumaya implique que M est isomorphe 

au complété du facteur de N qui n ’a pas de facteur direct librOo cqfd [g]«

La proposition qui suit a été démontrée d’une autre façon par Horrocks [l6]e

5o9* Fro-position (Horrocks)„ Soit A un anneau local noethérien. X = Spec A - {itt}

va est l'idéal maximal ̂  A „ Posons y = Spec A - {ti} . Soit M
A

un A-̂ module de dimension protective finie et de type fini qui soit 

localement libre sur y *, Alors il existe un A-module N ^  type 

fini et de dimension pro.iective finie tel que N=M o

On peut bien sûr supposer que M n’a pas de facteur direct non trivial« Soit r la

i ^
dimension projective de M , Posons t = inf {i > 0 , tels que Ext^(M,A) ^ 0| , 

Raisonnons par récurrence sur r-t « Si r-t = 0 , alors M est r«sphérique, et 

la proposition précédente nous permet de conclure*

Supposons donc r > t o Considérons une résolution projective de M 2

56.

0 L L M 0 .
r o

En notant comme précédemment le foncteur Hom^(opA), posons T = Coker(L,\-^lT)«
A ^

Alors, on a une injection naturelle s

U) Extî(M,A) «-» T ,
A

t ^
Considérons une résolution projective de Ext^(M,A) en tant que A-module de lon-

A

geur finie :

» A

p ^ P ^ ^ w ^ Ext^(M,A) 0 .
0 1  A

L'injection (*) se prolonge en un morphisme de complexes s

En appliquant le foncteur à ce morphisme de complexes, on trouve un morphisme de

N

où

V

V
>

[f
i>0 ■1 1 )<i<i'
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complexes s

qui induit un homomorphisme M ^  ̂  , où N = Coker (p^ "* que N est

"t  ̂  ̂ "t ^
un A-module t-sphérique tel que Ext̂ (li,A) = Bxt<v(M,A), l’application :

A A

Extî(g,A) ; Extî(N,A) Ext^(M,A)
A A A
j. ^ A.

factorise l*injection Ext^(lT,A) ̂  T , donc c’est une injection, et comme il s’agit
A

de A-modules de longueurs finies, c’est un isomorpLisme, En ajoutant, au besoin, un

A

A-module libre P de rang fini, à M , on peut supposer que g est surjactif. Soit

K le noyau de g . On voit facilement que K est localement libre sur Y , que K

i *"
est de dimension projective r , et que Ext*.(K,A) = 0 pour 1 i ^ t . D'après

A

l’hypothèse de récurren.ce, K se descend, c'est-à-dire qu’il existe un A-module C

A ^

tel que K = C , Comme N est localement libre sur X , le A-module Ext (n ,c) est
A

1  A ^  A

de longueur finie, donc Ext.(n ,c ) = Ext<w(N,c) , c’est-à-dire que toute extension de
A A

A

N par K provient d’une extension de N par C • Donc M©P se descend, i,e. il

A

existe un A-module D tel que M®P = D , et on en déduit, au moyen du théorème de 

Knill-Schmit-Azumaya, que M se descend. CQB’D.

5.10. ’Bftma.rmie. Si A est régulier de dimension ^ 2 , cette proposition permet à

Horrocks de montrer que tout fibré vectoriel i6 soir Y est l’image 

réciproque f (y) d'un fibré vectoriel 5f sur X , où f s Y -* X
A

est le morphisme de schémas déduit de l’homomorphisme canonique A A « 

En effet, sous ces hypothèses, le foncteur sections globales donne une 

équivalence de catégories entre les fibrés vectoriels sur X (resp, y ) 

et les A-modules (resp. A-modules) de type fini, réflexifs, locale­

ment libre sur X (resp. y ).
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§6o Théorème d’approximation pour les modules de type fini de dimension 

pro.iective finie

60O0 Introduction« Soit A un anneau noethérien local« La donnée d’un A-module M

de type fini de dimension projective finie est la donnée d’un com­

plexe fini de A-modules libres de type fini, soit 2 
<p cp

0  r  L — ^  L . -- ^ ------ L. ----^ L , tel que s
r r-1 1 0

(i) Coker 9  ̂ = M

(ii) les modules d’homologie H^(l« ) sont nuls pour i > 0 «

Nous avons donné en I08», un lemme (dit d’acyclicité) qui donne une 

méthode pour vérifier qu’un complexe fini de modules libres de type 

fini a son homologie nulle en degré > 0 « Nous avons utilisé ce 

lemme en 1.7«, pour vérifier l’exactitude d’un complexe obtenu à 

partir de coniai dérations géométriques (morphisme de Frobenius)«

Dans ce paragraphe, nous allons répéter l’opération pour montrer 

l’exactitude d’un complexe obtenu au moyen du théorème d’approxima­

tion de M« Artin, que nous rappellerons ici.

6«1« Théorème (m« Artin [1] Th. 1.10, p«26). Soit R un corps ou un anneau de valua­

tion discrète excellent« Soit A un anneau local essentiellement de

type fini sur R , et soit A^ son hensélisé« Soit un sys-

>î
tèrne fini d’équations polynomiales h coefficients dans A‘* « Soit Vît

h  ̂ h 
mi idéal de, A , ^  soit A la complèti on «-adiaue de A .

Alors si ÿ = (ÿ^,ÿjj) est une solution des équations »
A

formée d’éléments de A , pour tout entier c , il existe une solu­

tion y = (y. 5oo.,y,J, formée d’éléments de A^ , telle que—  1 N

y. = y. pour i = .
i] c]

On se place dans la situation du théorème d’Artin. C’est-à-dire qu’on considère

A

le complété A d’un anneau local A essentiellement de type fini sur R , où R

38,
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est soit un corps, soit un anneau de valuation discrète excellent. Soit alors (l,)

A

un complexe fini de modules libres de type fini sur A . En fixant une base pour 

chaque , et en posant = rang , on peut écrire ce complexe sous la forme 

suivante :

(*} A ---»-A --->•-------^A

où aux applications <p. correspondent des matrices ). Pour tout
1 p,q

i = 1,...,r , considérons la matrice à colonnes et à  ̂ lignes, et à

coefficients indéteirminés . Dire que (*) est un complexe, c'est dire que les

matrices ((9?’*̂) ). sont solutions des équations 0 ®. = 0 , pour i = 1,,,.,r..
1 P > Q. 1 1— 1 1

Soit ¿ffl l’idéal maximal de A , et soit c un entier. D'après le théorème d'Artin,

il existe des matrices ) à coefficients dans le hensélisé A^ de A ,
^ P»<1 i

telles que  ̂oY^ = 0 , et que = 9?’'̂ (-W°).

6.2. Théorème. Soit R un cor-ps ou un anneau de valuation discrète excellente. Soit

A

A un anneau local essentiellement de type fini sur R , Soit A le 

complété de A pour la topologie définie par 1* idéal maximal ^  de
A

A • Soit M un A-module de type fini de dimension pro.iective finie.

A

Considérons une résolution libre minimale de M sur A :

9
0 --->■ L — ^  L . ---*■-------»• L. — ---»-M---0 .

r r-1 1 0

Alors. pour tout entier c , il existe xm complexe exact :

^r 1̂
0 ---y P — i-#- P  ̂---9--------»■ P, — P ,

r r 1̂ 1 0 ’

de modules libres de type fini sur le hensélisé A^ de A , tel que

p.® (JÎ^/ )=  L.OiÂ/ ) .  
t  « t V  A e°A

6«5« Corollaire, Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps ou 

sur un anneau de valuation discrète excellent. Soit son idéal 

maximal. Soit M m  module de type fini de dimension pro.iective

A

finie sur le complété A de A . Alors pour tout entier c , il 

existe un anneau local A', localisé en un point fermé d*un revête­

39.
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ment étale de A , M. m  A'-mÉülS. de. type, fini Ae dimension raro- 

■iective finie M*, tel que

(i) M'/ „ - Vi, ^

(ii) dp M' = dp*.M (donc prof ,M' = prof*M).
A A “  A

Remarquons tout de suite que le corollaire est une conséquence immédiate du théorème.

A

En effet, on prend vuie résolution minimale (l^ ç. ) de M par des A-modules libres. 

On construit le complexe exact ) de modules libres de type fini sur le hensé­

lisé Â  ̂ de A , On fixe des bases pour les , et on représente les homomor- 

phismes par des matrices. Comme A^ est limite inductive de revêtements étales

pointés de A , on peut trouver un revêtement étale pointé A* qui contient tous 

les coefficients des matrices , Comme A^ est fidèlement plat sur A*, le

complexe (P^,Y.) se descend alors naturellement en im complexe exact (PÎ,Ti) de 

A

on vérifie facilement que M* possède les propriétés demandées.

40.

/ N
'-modules libres. On prend M* = Coker (P* --- compte-tenu du théorème,

Démontrons maintenant le théorème. On a vu qu*on a construit un complexe (p,,9, ) de 

A^-modules libres de type fini tel que P,/4tlPo = (l,/4IIL, jÇo/w??«)«

Montrons que si c est assez grand, le complexe construit est exact. Pour cela nous

utiliserons le lemme d'acyclicité. Comme la longueur r du complexe (p, ) est égale

 ̂ h  ̂
à dpM , on a r ^ prof A = prof A • Donc d*après le lemme d*acyclicité, pour mon­

trer que (p,) est exact en degré > 0, il suffit de montrer que son homologie est de 

longueur finie en degré > 0 , C’est une conséquence du lemme suivant s

6,4, Lemme, Soit A un anneau noethérien local d*idéal maximal tri. Considérons une

suite exacte k trois termes de A-modules libres de type fini

(D* œ Y* Y
L* L L*- o H. existe un entier c tel que si L* — ^ L — ^ L"

c c
est un complexe tel que = <p* mod ̂  et̂  Y = 9 mod 'ÎTU , alors

Ker ^ / Im est un A-module de longueur finie.

(p.

1
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Considérons Im ç (resp, Im (p*) le sous-module de L’* (resp. l). Le lemme 

d*Artin -Rees dit qu'il existe p, (resp, v) tel que W^L" 0 Im 9^W^’"̂ (lm 9)

(resp. (pO).

C 0

Prenons > sup(p,,v), et montrons que si (|>* = 9* mod Itl et (|> = 9 mod HL , 

alors on a :

(«) 4tL®LnKer 4, ̂  Im 4,' +«®^^LnKer (|, pour s >

ce qui montrera bien le lemme. En effet on en déduit que pour tout entier i > 0 , 

l̂l̂ LflKer (p*-» Im ((,• + 0 Ker 4) . Donc fB? Ker 4. cz Im 4,’. Soit x € W^LÎIKer 4; ,

Alors 4;(x) = 0 , et ;

g

X = S m^ x̂  oîi x^ e L et m^ 6 Hl, ,

On a donc

ç(x) = 9(x)-4,(x) = Z m̂ ((p-4,)(x̂ ) Ê 0 Im 9 .

s+ĉ  s+ĉ -ji
On sait qu’on a ÎH L" fi Im 9 <-» Ht (im 9).

s+ĉ -li
Donc il existe des éléments n^ C fll , et des éléments € L tels que ;

9(x) = 9(2 n^ ŷ ).

Autrement dit, 9(x - E n^ ŷ ) = 0 , donc d’après l’exactitude de la suite

il existe un élément y* de L’ tel que 9*(y*) = x - E n^ ,

s+c -L t
s o s ^

Comme x £ flt L par hypothèse, et comme € IfL czVL , on. en déduit :

X - S n^ ŷ  € tn̂ LO Im 9’,

41.

Hais comme s > ĉ  > v , on a 9'(y') = x - S n^ ŷ  € Wl (im 9'). Donc il existe 

y" € tel que x - S n^ ŷ  = 9'(y").

D'où x-4>'(y") = 2 n^ y  ̂+ (9'-4>’)(y")

s+c -p, s+c -V 
ce qui implique x-4i'(y") C (flL L + 'Wl L)f)Ker 4» .

On en déduit bien x £ Im 4>' + Lfl Ker 4) , c’est-à-dire (*), que nous voulions 

démontrer.

LflI Im m»
■V(,

Im

c
0

c
0

■̂ L
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•c
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Remarque s Le lemme 6,4. permet d'approximer M plus précisément si l’on veut. Par

exemple, si M’ est un module de type fini de dimension projective finie sur ,

on peut demander grade ^ grade . En effet, dire que grade M  ̂g » c*est dire
A A

que le complexe suivant est exact s
V V

^v ^

42.

0  L^ — ^  L^ ---- ^ ----- ^  L^ , où ^v denote le foncteur Hom^(.,A). Mais
^ A Q

alors, d'après le lemme, il existe c^ tel que (pT,(l>y) = (lT,?)!) modulo imr-

plique 0 ---> P^ > --- - exact ( v denote bien sûr ici
0 1 g •

Hoffl . (,,A^)).
A**
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Cha-pitre II

Théorème d'intersection.

Application _à la démonstration de conjectures de M. Ausländer et H. Bass .

43.

§0. Questions fondamentales sur les modules de type fini de dimension 

pro.iectiye finie, sur un anneau local noethérien

Rappelons le théorème suivant prouvé par Serre dans [23].

Oo1, Théorème. Soit R un anneau local régulier. Si M et. N sont deux R-modules 

de type fini tels que M ®  N est de longueur finie, alors
Il — —  — —

dim M + dim N dim R ,

Ce théorème contient bien sûr la formule des codimensions d’intersection en géométrie 

algébrique : La codimension de l’intersection de deux sous variétés d'une variété 

algébrique non singulière est inférieure ou égale à la somme des codimensions de ces 

deux sous variétés.

Pour démontrer ce théorème, Serre généralise la méthode de la diagonale au moyen des 

Tors complétés et il en déduit le cas où R est équicaractéristique. Pour prouver 

le cas où R est non ramifié puis le cas général, il utilise les caractéristiques 

d'Euler-Poincaré associées aux foncteurs Tors.

0.2o On voit facilement que ce résultat ne peut pas s'étendre en oubliant complète­

ment l’hypothèse de régularité. Les méthodes homologies étant ici déterminantes, on 

est naturellement amené à conjecturer que tout module M^O , de type fini, de di­

mension projective finie sur un anneau local noethérien A possède la propriété 

suivante s

(a) Pour tout A-module de type fini N , et pour tout idéal premier p minimal 

dans Supp Mil Supp N , on ̂  dim Np ̂  dim Ap - dim Mp .



Remarquons que le théorème de Serre est équivalent au théorème suivant s

Oo3o Théorème. Soit M un module de type fini sur un anneau local régxilier R ,

alors tout système de paramètres de M peut se prolonger en un sys­

tème de paramètres de R «

Montrons 0«1 = ^ 0 ^ 3  o Soit a = (a^,o«o,a ) un système de paramètres de M , Comme
1 s

M/aM est de longueur finie, dim R/a ̂  dim R - dim M <, Posons d = dim R , Comme

dim M = s , on peut trouver des éléments a de R engendrant un idéal de
s+1 a

définition dans R/a » Autrement dit R/(a^, « o « ,a^) est de longueur finie, ce qui 

implique évidemment que (a^,ooo,a^) est un système de paramètres de R « 

Réciproquement, soient M et N deux R-modules de type fini ayant leur produit 

tensoriel de longueur finie« Soit Ûl l*annulateur de N » Le module M®T.(R/flt) est 

aussi de longueur finie. On en déduit que (16 contient un système de paramètres 

(a ,ooc,a ) de M , D'après Oo3»> si d = dim R , on a dim R/(a ,...,a ) = d-s .
I S I s

On en déduit dim N = dim R/dt ̂  d«*s , et l’équivalence est démontrée»

Sous cette dernière forme, le théorème de Serre contient “bien sûr le résultat suivant

0o4o Théorème. Soit M uji module de type fini sur un anneau local régulier R «

Alors toute suite M-régulière est R-régulièreo

Il est clair, qu’ici aussi, l’hypothèse de régularité ne peut-être oubliée. Néan­

moins, en restreignant cette hypothèse, il est naturel de conjecturer (Ausländer) que 

tout module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noe- 

thérienV^possède la propriété s

(̂ ) Toute suite M-régulière est A-régulière.

Oo5o Dans [3], Mo Ausländer a prouvé que c’était un corollaire de sa conjecture, dite 

des Tors, de nature plus clairement homologique qu’on formulera de la façon suivante : 

Un module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noe-

44o



thérlen A possède la propriété 5

(c) Pour tout A-module de type fini N , et tout entier s , _si_ Tor'̂ (M,N) = 0 ,
' ' '...  — —— ' ' S

alors Tor^(M,N) = 0 pour j s (autrement dit. M est rigide),

O.60 C'est pour résoudre la conjecture relative à (b) et la conjecture de H<, Bass 

citée plus haut (l §4), que nous montrerons "presque généralement" que tout module M 

de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethérien possède la 

propriété g

(d) Pour tout A-module de type fini N , et pour tout idéal premier p de, A 

tel que Mp Np est un Ap-module ^ 0 ^  longueur finie, on a,

dim Np ^ dp^ Mp .

Nous verrons, dans le §5, que les modules de type fini et de dimension projective 

finie sur un anneau local noethérien qui est soit de caractéristique p > 0 , soit 

essentiellement de type fini sur corps de caractéristique 0, soit le hensélisé d*un 

anneau de ce type, possèdent la propriété (d),

0.7. On a évidemment (a) =^(d)<, La réciproque est vraie, lorsque M est de Cohen- 

Hacaulay, ou plus généralement lorsque dp^M = grade^M (un tel module est appelé 

parfait, car c’est la généralisation la plus naturelle d*un quotient de l'anneau A 

par une suite A-régulière, dont nous connaissons bien les propriétés topologiques 

grâce au complexe de Koszul)« C'est pour cette raison que nous conjecturons qu'un 

module m / o de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethé­

rien possède la propriété,suivante :

(e) Pour tout A-module de type fini N et pour tout idéal premier p de A tel

que Mq ®  N est de longueur finie, non nulle, on ̂  dim Np ^ grade Mjj «
P Ap I» I:* Ap P

0.8, On constate que (e) entraîne non seulement (a), mais aussi le fait suivant con­

jecturé par M. Ausländer s Tout module M de type fini de dimension projective
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finie sur un anneau local noethérien A possède la propriété :

(f) Pour tout idéal premier p du support de M , on a

dim Mq + grade. M- = à.±m A« .P Ap p P

0.9* Avant de montrer précisément quelles sont les relations entre ces six proprié­

tés, soulignons qu*à notre sens, les questions les concernant recouvrent les problèmes 

essentiels quant à la topologie des sous schémas fermés définis comme supports de 

faisceaux cohérents de dimension projective finie, dans un schéma ambiant admettant 

éventuellement des singularités.

0.10. Théorème. Soit M un module non nul de type fini et de dimension pro.iective 

finie sur un anneau local noethérien A . On a, les relations sui­

vantes entre les propriétés définies plus haut s

(e) (a) + (f)

(d) ^  (b)

De plus, si pour tout idéal premier p ^  support ^  M , com-

A A

piété Mp de. Mj, possède la propriété (c) en tant que Ap -module, 

alors M possède la propriété (d).

Montrons d’abord (e) <==^ (a) + (f ).

On sait (l §4 n<>8), qu’on a toujours gradê  ̂ Mp + dim Mp < dim Ap .

Donc, dim Np grade^ Mp implique dim Np + dim Mp< dim Ap , soit (e) ==» (a). 

Soit a = (a^,...,a^), où s = dim Mp , un système de paramètres de Mp . Comme 

Mp/a Mp est de longae\ir finie, (e) implique dim Ap/a Ap < gradê  ̂ Mp . Mais, 

d'après (a), a peut se prolonger en un système de paramètres de Ap , donc 

dim Ap/a Ap = dim Ap - dim Mp , Il reste grade^ Mp + dim Mp dim Ap , donc

(e) ^

46.
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Réciproquement, supposons (a) + (f). Soit N un A-module de type fini, et soit p

un idéal premier minimal dans Supp Mtl Supp N . Alors (a) implique

dim Wp dim Ap - dim Mp , mais d'après (f ), dim Ap - dim Mp = grade^ Mp , Il

reste dim N- < grade M_ , donc (a) + (f ) ==» (e). 
f* Ap t'

(c) ==^ (b) est prouvé par M. Ausländer dans [3].

(e) (d) est évident compte tenu de grade M« < dp M„ .
Ap r p

(d) (b) Remarquons que si a est un élément non inversible de A , régulier 

dans A et dans M , le A/otA-module de type fini de dimension projective finie 

M/aM possède la propriété (d). En effet, si N est un A/oA-module de type fini, 

et p/oA un idéal premier de a /oA , minimal dans Supp N fl Supp m/oM , alors ïï 

a ime structure naturelle de A-module de type fini, et p est un idéal premier

de A minimal dans Supp Nfl Supp M . D'après (d), on en déduit dim Np dp^ Mp . 

Mais comme dp^ Mp = dp^ (Mp/oMp) , on a bien montré que m/«M possédait la 

propriété (d).

En procédant par récurrence, il nous reste donc à montrer que tout élément 

M-régulier est A-régulier. Mais ceci est équivalent à l'assertion suivante, que 

nous prouverons par récurrence sur dim M :

Tout idéal premier associé à A est contenu dans un idéal premier associé à M .

Si dim M = 0 , comme Ass M est réduit à l'idéal maximal de A , c'est 

évident.

Si dim M > 0 , soit q un idéal premier associé à A . S'il existe un idéal pre­

mier non maximal p de Supp M , contenant tj , comme dim Mp < dim M , et 

comme Mp possède la propriété (d) en tant que Ap-module, i3 existe un idéal pre­

mier T*Ap , associé à Mp , contenant £}Ap . Mais alors q' est associé à M , 

et contient c| ,

Si le seul idéal premier de Supp M contenant q est -«l > alors a/ij (^M est de 

longueur finie, donc dim A/q < dp M . Mais q étant associé à A , on sait que
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dim A/c| > prof A . II reste prof A < dp M , ce qui implique prof M = 0 , donc 

Ass M , d'après la formule dp M + prof M = prof A <,

Pour terminer la démonstration du théorème, il suffit de montrer que si le complété
A A

M de M est un A-module rigide (i.e. possède la propriété (c) en tant que
A

A-module), alors si N est un A-module de type fini tel que M®.N est de lon-
A

gueur finie, on a dim N ^ dp^M .

Considérons une résolution injective minimale (e *) de N . D'après le chap.I 4o4.,

i / , l̂ii(p,N)
pour tout i , on a B = n E(A/p) , oîi pour tout idéal premier p ,

peSupp N
le module E(A/p) est une enveloppe injective de A/p . Comme e(a/p) est une 

extension essentielle de A/p , on a Ass(s(A/p)) = {p} . Comme Supp MnSupp N 

est réduit à l'idéal maximal "tn. de A , pour tout idéal premier non maximal p de 

Supp N on a Hom (m,e(a/p)) = (o), car :
A

Ass(Hom^(M,E(A/p)) = Supp Mfl {p} = ^ .

On en déduit que pour tout i , on a :

Hom^(M,E^) = Homĵ (M,tî (»ft,N)E(A/̂ )) = Hom̂ (M,IiJ|(Ê )) .

C*est-à-dire que le complexe Hom^(M,H^(E" )) admet pour cohomologie les A-modules 

H^(Hom^(M,H^(E“ )) = Ext^(M,N). Considérons le complexe I^(e ‘’)? on sait qu'il

admet les modules Ĥ (ïï) pour cohomologie« En chaque degré, en peut le décomposer 

en suites exactes de la façon suivante s

0 ) -» C^ - 0 (1 )

0 - Ĥ (Ê ) ) (2)

0 -«• Ĉ  - - H^(n) -» 0 (3)

Posons r = dp M • Pour i > r , comme Ext^(M,N) = 0 , on a une suite exacte s
A

(*) Homĵ (M,Ĥ [Ê “ )̂) -î Hom̂ (M,Ĥ (Ê )) — Ĥom̂ (M,Ĥ (B̂ ‘̂M) .
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En appliquant le foncteur Hom^(M,.) aux suites exactes (l), (2), (3), on obtient 

des suites exactes %

(1 ‘ ) 0 Hom^(M,ir"^ ) -  Hom^(M,H^(E^“  ̂) ) Hom^(M,C^) ^  Ext|(M,K^“  ̂) ^  0 

(2' ) 0 -» Hom̂ (M,Î ) - Hom̂ (M,Ê (Ê ) ) Hom̂ (M,Ĥ (Ê ‘̂̂  ))

(3O 0 -  Hom^(M,C^) ^  Hom^(M,KÎ^) Hom^(M,H^(N)) -«• Bxt^ÎM.C^)

et des isomorphismes s

(1") Ext|(M,C^) - Exti‘̂^(M,K^"'*) pour j > 1 .

Compte-tenu de (*) et de (2 ')> on a ;

Image f^_^ =Hom^(M,K^) .

Mais, d'après (l')f on a Im(f._ )«-» Hom (m ,C^), et d'après (5') ;
1“ I A

Hom (m ,C^) «-» Hom,(M,lC^) .
A A

Il reste I m ( f ) = Hom^(M,C^) = Hom^(M,K^).

Qn en déduit Ext^ÎM,?^”  ̂) = 0 par (l*), et Hom^(M,H^(N)) Ext^(M,K^~^ ) par (3')

et (1").

Montrons que Ext^(M,K^ est nul. Comme »H. h °(e^"^), le A-module

est artinien. Posons E - e (a /Wi), Rappelons que le foncteur conuravariant 

Hom (o,E) établit une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules artiniens
A

et la catégorie des A-modules de type fini. Pour tout j > 0 , on a donc un iso- 

morjÆiisme g

A ^ ^

Hom^(Tor^(M,Hom,(K^“'*,E),E) î: Ext^(M,KÎ^"^ ) - Extf(M,lT"^) .
A 3 A A A

Alors,on a la suite d'implications s

Ext](M,K^“ ^) = 0 =^Tor|(M ,H om (K Î^"\E )) = 0
A I

=»Tor2(M ,Hom (KÎ^"'*,E)) = 0 

=^Ext^(M,K^"‘') = 0 .
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On en déduit Hom̂ (]y[,Î (N)) = 0 , ce qui implique H^(n ) = 0 , car H^(n ) 0 

entraîne Ass Hom^(M,I^(N)) = |lft} . On a donc prouvé I^(n ) = 0 pour i > dp M . 

Mais d'après le théorème de dualité locale, dim W = sup {j tel que H^(n ) O}. Il 

reste dim N dp M , ce que nous voulions démontrer.
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5t .

§1, La proTH-iété d'intersection

Dans ce para^aphe, nous nous proposons de revenir sur la propriété (d) définie

en 0.6., et d’examiner quelques cas élémentaires.

1.î. Définition. Soit A un anneau noethérien local» On dit qu’un A-module non 

nul M , de type fini de dimension -Dronective finie, possède la 

propriété d’intersection si pour tout A-module de type fini N , 

on a. dim Np 4 M pour tout idéal premier p minimal dans

Supp Mfl Supp N .

1,2. Exemples s

a) Quotient de A par une suite A-régulière. Il est facile de voir qu’un 

tel module possède la propriété (e), et à fortiori la propriété d’intersec­

tion. De plus, le complexe de Koszul montre qu’un tel module possède aussi 

la propriété (o), et donc toutes les propriétés définies dans le §1,

b) Module de dimension pro.iective finie, de grade 0. On sait (l 4.14) qu’un tel 

module admet pour support le spectre de l'anneau. On en déduit qu’il possède 

la propriété (e), et à fortiori la propriété d'intersection.

c) Module de dimension pro.iective 1, Si grade M > 0 , alors M admet une

3 f S
résolution projective de la forme 0-»A -►A -»M-*0, qui montre que si 

a est le déterminant de f , on a Supp M = Supp A/a , donc, d'après a), 

le module M possède toutes les propriétés définies dans le §1.

Si grade M = 0 , d'après b), M possède la propriété (e) } comme M pos­

sède évidemment la propriété (c), dans ce cas là aussi, il possède les pro­

priétés (a), (b), (c), (d), (e) et (f).

1.5, Ihéorème, Tout module non nul, de type fini et de dimension proiective infé­

rieure ou égale à 2. sur un anneau noethérien local A , possède Ija, 

propriété d’intersection.

■hd



D'après l'exemple b), il suffit de prouver le cas grade M > 0 , Pour tout idéal
A A

premier p de Supp M , le complété Mp de Mp est un Ap-module de dimension 

projective ^ 2 o Donc, d'après OdO., il suffira de montrer la proposition suivante«

1o4« Proposition» Soit A un anneau local noethérien. Alors tout A-module non

nul M , de type fini de dimension pro.iective finie ^ 2 , de

grade > 0 , est rigide (io6o tel que si N est un A-module de

type fini et s un entier tel que Tor‘̂(M,N) = 0 , on a
s

Tor^(M,N) = 0 £0]^ j ^ s).
J

Soient donc N un A-module de type fini et s un entier tels que Tor^(M,N)=0»
S

L*unique incertitude est dans le cas s=1 et dp M = 2 « Par récurrence sur
iL
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alors yne conséquence des deux lemmes suivants :

dim M , on peut supposer que Tor^ÎMjN) est de longueur finieo La proposition sera

1o5o Lemme. ^  Q est un A-module de profondeur > 0, ^ ¿ i  Tor^(M,Q) est de 

longueur finie, alors Tor^(M,Q) = 0 .

En effet, considérons une résolution projective 0 -> L̂  L̂  L̂  ̂ M 0 de M « 

Alors Tor^(Q,M) est le noyau de Q®.L Q®L , mais comme Q est de profon-
di A  ̂ I

deur > 0 , il en est de même de Q®*L. qui ne contient donc pas de sous-module
A  ^

non trivial de longueur finie.

1.6. Lemme. Si Q est un. A-module de longqeur finie » notons ^(q ) sa longueur.

Alors pour tout A-module. de longueur finie. E , on _a
2
s (-l)̂  i(Tor^(M,E)) = 0 .
0

En effet, comme M est de dimension projective 2, la fonction caractéristique
2

d*Euler-Poincaré E (-1) i(Tor.(m,.)), définie sur la catégorie des A-modules 

0 ^
de longueur finie, est additive. Il suffira donc de montrer qu'elle s'annulle sur 

le corps résiduel k de A . Mais comme i(Tor^(M,k)) est le rang du i-ème module 

libre d*une résolution libre minimale de M , la somme alternée



^ i A
E (-1) i(Tor.(M,k)) est égale au rang de M , donc à 0 puisque M est de 
0
grade > 0 .

Montrons maintenant la urcposition. D’après le lemme 1.5., il suffit de prouver que 

Tor^(M,N) = 0 implique prof N > 0 .

Supposons N 7̂ 0 et prof N = 0 . Alors il existe une suite exacte

N' -♦ 0 , où H^(n) est le plus grand sous-module de longueur 

finie de N , et N' est soit nul soit de profondeur > 0. On en déduit une suite 

exacte s

(*) 0 -* Tor̂ CMjĤ CN)) Tor̂ CM.N) -* Tor̂ CM.N') - Tor|(M,Hĵ (N)) 0 ,

Comme Tor^ÎM.N) et Tor^(M,H^(N) ) sont tous deux de longueur finie, (*) implique 

que Tor^ÎMsN’) est de longueur finie, donc nul d'après 1,5. Mais ceci implique 

Tor|(M,H^(N)) = 0 , par (*)o Mais cette dernière égalité n*est pas possible puis­

que d"après le lemme I060, on a [i(Tor^(M,H^(ïï))) - >^(m®H^(n))] ^ 0 .

1o7* Corollaire, Si M est un module de type fini de dimension projective finie ^2.

sur iHi anneau local noethérien A , toute suite M-régulière est 

A-régulière,

C*est l'implication (d) = >  (b) dans le théorème 0,10 ,
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On procédera de la façon suivante s on démontrera d'abord le cas où A vérifie la 

condition (i) ; on en déduira par réduction suGoessive le cas :.ii A vérifie la 

condition (ii) t enfin le cas (iii) se déduira simplement de (ii)o 

Remarquons d*abord que les propriétés (i)̂  (ii) et (iii) se conser^/ent par locali­

sation, c’est-à-dire que dans les trois cas il suffira de montrer que si M est 

un A-module non nul de type fini de dimension projective finie, et si N est un

A-module non nul de type fini tel que est de longueur finie p on a
A

dim N <: dp^M o

Considérons donc maintenant le cas où A est de caractéristique p > 0 « Pour 

commencer, on procédera comme dans la démonstration de (c) ==ÿ (d) dans le théo­

rème O0 IO 0 C’est-à-dire qu’on considère une résolution injective minimale (e*) de

10 cale s-e taie s, les morphismes de transition étant locaux)o 

Alors* tout A-module non nul de type fini de dimension pro.iective 

finie possède la propriété d’intersection»

conditions suivantes s

(i) A est de caractéristique p > 0 (ioe« il existe vji homomor­

phisme innéetif d’anneaux 7/p2T«-» a)o

(ii) A est essentiellement de type fini sur un corps de caracté­

ristique 0 o

(iii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sui 

un corps de caractéristique 0 (iae« il existe un anneau loca] 

B essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique 

0 f tel que A est limite inductive filtrante de B-algèbres

§2• Le_ théorème d’intersection

Ce paragraphe est entièrement consacré à la démonstration du théorème essen­

tiel de ce chapitre»

2o1a Théorèmeg Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée une des
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i li.Cp.N)
N . On sait que pour tout i , on a E = H E(A/p) , où e (a/p )

peSupp N
est une enveloppe injsctive de A/p . Comme Supp Mfl Supp N est réduit à l'idéa^ 

maximal 4HL àe k , on montre que pour tout idéal premier p non maximal de 

Supp N 5 on a Homj (̂M,E(A/p) ) = 0 . On en déduit que pour tout i , on a s

. \îAMî,̂) . ,

Hom^(M,E ) = Hom^(M,E(A/m) ) = Hom^(M,I^(E") ) .

Autrement dit, le complexe Hom^(M,H^(E*)) admet pour cohomologie les A-modules

H'̂ (Hom. (m ,hÎ(e °)) = Extf(M,N). Ceci implique que pour i > dp,M , en a des suites 
A W  A A

exactes s

(*) Hom^(M,Hj(E^"^ )) -* Hom^(M,H^(E^)) -» Hom̂ (M,Hj(Ê '̂  ̂)) .

Considérons maintenant le complexe H^(e *), dont la cohomologis est

H”(î (E*)) = Près du degré i , on peut décomposer ce complexe en suites

exactes s

(l ) 0 -* ) -» C^ -» 0 ,

(2) 0 ̂  - hJ(e )̂ - ) »

(3) 0 C^ ^ iî̂ Cn ) -*• 0

L’exactitude de (*) montre alors que s

Coker(Hom^(M,K^” )̂ - Hom^ÎM.HjjE^“ )̂) = Hom̂ (M,ir̂ ) ,

et à fortiori que 2

(**) Hom^(M,C^) =Hom^(M,K^) .

C’est ce dernier fait que nous allons utiliser pour montrer le théorème« Considé­

rons une sv,ite exacte 0 -»Q-^L->M-^0 , où L est un A-module libre de type 

fini et WlLo « Comme A est de caractéristique p > 0 , nous avons vu au

(chapolj I0I1) qu*on pouvait construire une suite de sous-modules Q. de L tels
D

que s

1)a„ = Oi
2) pour tout j , le A-module l/Q. a même support et même dimension projective

i)
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que L/û = M ;

pour tout 3 ,

D’après la propriété 2) des modules Q. , on voit, comme pour M , que pour tout
J

j , on a s

(**j) Hom^(L/Q^,C^) = Hom(L/û̂ ,KÎ̂ ) pour i > dp^M = •

D’après la propriété 3) des modules , on en déduit, pour tout j , des égali­

tés s

(**♦) Hom̂ (Ly4nP^L,C^) = Hom^(L^^\,K^) .

Mais les modules et lé" étant à support dans v(#) , tout élément de ou

de est annulé par une puissance de lit. Autrement dit,

Hom (l ,Ĉ ) = lim Hom L,C^) et Hom (l ,K̂ ) = lim Hom (l/ÎÛ L̂.ZÎ̂ ). D'après
. ~~y .

{ * * * ) ,  ceci implique Hom (l,C^) =Hom (l,K^) , donc , et d'après la
A A

suite exacte (3), = 0 . On a donc montré H^(n) = 0 pour i > dp^M .

Comme d'après le théorème de dualité locale dim N = sup {s tels que I^(n) ^ O} f  

il reste dim N ̂  dp̂ M̂ , ce que nous voulions démontrer.

Considérons maintenant le cas où A est essentiellement de type fini sur uû corps 

de caractéristique 0, Soit donc M un A-module non nul de type fini et dé dimen­

sion projective finie, et soit N un A-module non nul de type fini tel que 

M®.N est de longueur finie. On va construire vua. anneau local noethérien î de 

caractéristique p > 0 , un X-module non nul M de type fini et de dimension 

projective finie égale à dp̂ M̂ , et un ï-module de type fini N tels que

dim N ^ dim N et que ïï®_ N est de longueur finie. On pourra alors conclure en 
ï * ï

utilisant le résultat déjà prouvé en caractéristique p > 0 .

2.2. Lemme. Soit M un module non nul de tvT)e fini et de dimension pro.iective

finie r , sur un anneau noethérien local A essentiellement de type 

fini sur un corps k de caractéristique 0 . Soit N A-module 

de type fini tel que Supp M fl Supp N soit réduit à l’idéal maximal dg_ A.
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Alora, il existe ime k-algfebre de tyT>B fini A', vco. idéal tg-emier p 

^  A', et des A*-modules de type fini M' et. N* avant les OTOiari- 

étés suivantes :

(i) Aj, = A , = M , N*, = N .

(ii) M’ est un A’-modale de dimension pro.iective r , admettant 

une résolution de longueur r par des A*-modales libres de type 

fini.

(iii) L*idéal premier p appartient à toutes les composantes irréduo- 

tibles de Supp N ' ,  ^  c*est 1*unique idéal premier minimal de 

Supp N' n Supp M*.

Il existe une k-algèbre de type fini B , et un idéal premier Ift de B tel que 

A = B_|j. Soient X et Y , deux B-modulea de type fini tels que X^= M et 

= N . Considérons une résolution, par dea B-modulea libres de type fini, des 

B-modules X . Soit Q le r^ième module de syzygie de X fourni par cette réso­

lution. Comme est de dimension projective r sur , le ĵj-module

est libre, donc il existe un élément s € B ^  tel que Q soit libre sur B .
S s

D'un autre côté,., considérons les idéavix premiers minimaux (i = 1,...»n) du 

support du B-module Y . En les rangeant convaiablement, on peut supposer qu’on i  

¡1^ pour i ^ i ,  e t  t j  ^  ^  M  pour i > i , D'après le lemme d'évitement, on

ïteut trouver xin élément t € p) q . , tel que t  m  ,
±>£

Soient enfin (i = l,...,n') les idéaux premiers minimaxxx de Supp XflSupp Y ,

avec Hb= p , Toujours d’après le lemme d’évitement, il existe u  £ a .  ,
^ i>1  ̂

avec u 4» .

On vérifie facilement que A’ = p = «A* , M’ = et N’ = Y^,^ ont les

propriétés réclamées, la première par construction, la deuxième par le choix de 

s , et la troisième par le choix de t et u .
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2o5» Lemmeo Soit A* une algèbre de type fini sur un corps k , et soient p un 

idéal premier de A® ^  M’ ^  N’ des A "-modules de type fini 

ayant les propriétés suivantes s

(i) M® est un A'-module de dimension pro.iective r , admettant 

une résolution de longueur r par des A'-modules libres de 

type fini»

L’idéal premier p appartient à toutes les composantes irréduc^ 

tibles de Supp N', £t_ c'est l'unique idéal premier m.inimal de 

Supp N ’ n Supp M'o

Alors o il existe un sous corps k ^  k , qui est une extension de 

type fini de son corps premier, une k-algèbre de type fini A^ et 

des A ’-module s de type fini M® ^  N’ ayant les propriétés sui­

vantes s

(i) A' = k ®  , M* = ÏF®__A' ^  F* = r®_A' o

k A' A«

(ii) M' est un A*"■module de dimension pro.iective r , admettant 

une résolution de longueur r par des ÂT-modules libres de 

type fini,

(iii) ^  p = p_f\A' , alors p est l'unique idéal premier minimal de 

Supp M’ n Supp N' s, lê  Al -module ^  est de dimension proiec- 

tive r 9 enfin dim Np > dim ,

Considérons une résolution libre de longueur r du A'-module M', par des mo­

dules libres de type f.ini, et une présentation finie du A ’-module N', soient s

58,

— »-L . ------» ■----------- rO et p -i-ÿ-F --------- »• 0 .
r r-1 0 1 0

Choisissons une base pour chaque et chaque , et représentons les homomor-

Î iismes (j)̂ (i = 1,„<,o,.r) et c|> par des matrices (9?’*̂) (<|>̂’'̂)o On sait que

A' est de la forme k[x^,.., ,X^]/^ . Prenons dans k[x^ ,„oos,X̂ ] des polynômes 

a?’*̂ (x) et p^’*̂ (x) tels que leurs images dans A' sont 9?’̂  et , Pre-

o  ■

et

A ’

M«.• L ,

L.
1

p

ÇL

ef;

i

L



nons des polynômes a^ix) , dans k[X^,...,X^] , formant un système fini de géné­

rateurs de (W, , Choisissons enfin une famille finie de polynômes "b̂ (x) tels que 

leurs images dans A' engendrent 1*idéal premier p .

Il est possible de trouver un corps k contenu dans k , qui soit une extension 

de type fini du corps premier de k , et qui contienne les coefficients des poly­

nômes a?^^(x) , p^^^(x) , a (x) et b (x). Considérons alors l'anneau
1 S u

A' = k [x ,...,X ]/(Jt, où Â est l'idéal engendré par les polynômes a (x) dans
I n s

,...,X^]. On a évidemment A* = k ® ^  A^ , donc A' est luie A^algèbre

fidèlement plate. Pour tout i,p,q, soit 9?'*̂  l'image de a?’ *^(x) dans ,

Les coefficients forment des matrices 9^ tels que A*l̂ 7  9^= 9^ . Comme

A' est fidèlement plat sur JJ , le complexe exact (l.,9,) se descend en un

complexe exact de A'-modules libres :

_ ? r -  ^1 -
0  f L --- »• L , ---------- U  L .

r iVT 0

59.

Soit ïi' le conoyau de 9 . On a M*®î7 A' = M', et M' admet une résolution
1 A

libre de longueur r par des A'-modules de type fini. On construit de la mime 

façon un A ’-module de type fini N' tel que W'^^A' = N* . On a donc prouvé

(i) et (ii).

Montrons que (iii) est vérifiée. Soit q un idéal premier de ÂT tel que 

^ € Supp M^ n Supp N’ . Comme A* est fidèlement plat sur A' , il existe un 

idéal premier cj de A* au-dessus de q , Mais alors, A^ est fidèlement plat 

sur , donc c| € Supp M'n Supp N', et d'après l'hypothèse (2), q 3  p , ce 

qui implique q z> p .

Comme A^ est fidèlement plat sur , on a dp^ Kj, = = r .

Enfin nous devons prouver dim Ni > dim NJ. Soit alors d la dimension de Né ,
r P r

et soit X - (x^,...,x^) des éléments de tels que Ni /x N^ est de lon­

gueur finie. Pour montrer que dim N* d , il nous suffit de montrer que
r

N|j/x N^ est de longueur finie. Mais, comme Np/x N^ = A*®^ N^/x ^  , on sait

XK
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([t] chap,4 §2 Th.2) que :

Supp ïïl/x N' = U  __ _  Supp Ai/q A^ = Supp k'/p A' ,
^esupp /x ^

Mais, on a construit A' et p da façon à avoir pA* = p . A fortiori on aiira 

dim A^/pAp = 0 , donc le lemme est démontré.

2.4. lemme. Soit R un anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaiix maximaux.

Soit B une R-algèbre de type fini. Soit V un B-module de type 

fini de dimension pro.iective r . Soit T im B-module de type fini. 

Supposons qu'il existe idéal premier p de B ayant les propriétés 

suivantes :

(i) p n R = 0 .

(ii) p est le seul idéal premier minimal de Supp Vfl Supp T , et. p 

est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T ,

(iii) Vp est ua Bp-module de dimension pro.iective r . Alors, il 

existe un idéal maximal de R , et un élément a de M , 

qui est une Tmiformisante de R ^ , avant les propriétés sui­

vantes ;

1) a n'est pas inversible dans B/p .

2) a est régulier dans B , V et T .

3) Si q est un idéal premier de B minimal parmi ceux contenant 

p+ «B , alors i

a) V^/a Vg est xm I^/a B^-module de dimension pro.iective r

b) dim T^/a T^ = dim Tp

c) Supp V^/a n Supp T^/a Tjj est réduit à l'idéal qBjj/a Bjj .

Comme pOR = 0 , l'anneau B/jp est une R-algèbre de type fini, qui contient

R . Le lemme de normalisation dit qu’il existe un élément s de R , tel que

(b/p) est entier sur une algèbre de polynôme sur R , Cela prouve que tous les 
S s

idéaux maximaux de R , sauf au plus un nombre fini se relèvent dans B/p . Au-
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trement dit pour tout idéal maximal (fl de R , sauf au plus un nombre fini, on a 

()1(b/p) / b/p o Comme les idéaux premiers de B , associés à B , 7 ou T sont 

en nombre fini, on voit qu'on peut trouver un idéal maximal de R , tel que 

AI(b/p) ®/P 9 ‘W  n*est pas contenu dans la réunion des idéaux pre­

miers appartenant à AsSoB U Ass.V ü Ass.T . Donc, si a G R est une uniformisante 

de R^ , on a choisi de sorte que a soit régulier dans B , V et T et 

que a ne soit pas inversible dans B/p o Soit ^ un idéal premier de B , mi­

nimal parmi ceux contenant p + aB « Comme p c= cj , le A^-module est de 

dimension projective r <, Comme a est B^j-régulier et -régulier, cela im^ 

plique que Vjj/a est un B^/a B^j-module de dimension projective r « Comme 

tout idéal premier minimal de Supp T est contenu dans p , et comme l'anneau B 

est caténaire, on a dim = dim Tp + dim B̂ j/p B^ = dim Tp + 1 , donc 

dim T^/a = dim Tp • Enfin, soit un idéal premier de B̂j appartenant à 

Supp Y^/a n Supp T^/a T^ o Alors B^ i Supp V̂j OSupp T̂j , donc ij* B^ 3  p B̂ j o 

Mais C|*BqB a , donc cj'B^j^ pB̂ j + a B̂  ̂, donc comme a été choisi minimal 

parmi les idéaux contenant p + aB , on ne peut qu'avoir c]' B̂ j = (̂ B^ , ce qui 

prouve bien s

Supp Vj|/a V̂i n Supp T^/a ,

et le lemme est démontré.

En utilisant d'abord le lemme 2.2,, puis le lemme 2.5», en localisant la situation 

à l'idéal premier p , enfin en la délocalisant avec précision en appliquant à 

nouveau 2,2,, on se trouve ramené au problème suivant s

Soit k un corps qui est une extension de type fini de Q , Soit B' une algèbre 

de type fini sur k , Soient V* et T', deux B'-modules de type fini, et p’ 

un idéal premier de B', tels que s

1) V  est de dimension projective r sur B',

2) T^, est un B^,-module de dimension projective r ,
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3) p' est le seul idéal premier minimal de Supp V* 0 Supp T',

4){p'} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T'.

Montrer qu*il existe un anneau noethérien local Â , de caractéristique p > 0 ,

un Â-module ïi de type fini de dimension projective r et lui Â-module de type

fini N tel que dimy N = dim^, T' , et que M ® r N  est de longueur finie,
A -Dp, P A

Soit n le degré de transcendance de k sur Q . Il existe des éléments

de k formant une base de transcendance de k siir Q , c’est-à-dire 

tels que k soit fini sur q (x ^, , ,X̂ ),

Considérons la fermeture intégrale D dans k de :

a) Z si n= 0

b) <i(x^,...,x^_^)[xj si n > 0 .

Alors D est xjoci anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux maximaux. En pro­

cédant directement, comme dans la démonstration de 2o2«, on voit qu’on peut trou­

ver un élément s de D , une D -algèbre dé type fini B , et des B-modules
s

de type fini V et T tels que, si S = D - {o | , on ait ;
s

1) S“^B = B* , S”V  = V  et S”^T = T’

2) V est un B-module de dimension projective r

3) si p = p* n B , alors p est le seul idéal premier minimal de Supp V (1 Supp T, 

et {p} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T ,

Posons R = D o Alors, R est un anneau de Dedekind ayant une infinité d’idéaux 
s

maximaux. Comme p (IR = 0 , toutes les conditions sont réunies pour appliquer le 

lemme 2.4. Alors B^/a est une algèbre essentiellement de type fini sur le 

corps R^a R^^. Deux cas se présentent alors ;

a) Si n = 0 , alors I^a R̂ĵ est un corps de caractéristique > 0 , et nous 

sommes au bout de nos peines
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b) n > 0 , alors est une extension de type fini de Q , de degré de

transcendance n-1 sur Q . On délocalise alors avec précision grâce au lemme 

2o2of et on répète 1*opération n-1 fois, de façon à se ramener au cas précédent, 

qu'on a résolu»

Considérons maintenant le cas où A vérifie la condition (iii)»

C'est-à-dire qu*il existe un système inductif filtrant d’anneaux locaux B , tel
a

que g

1 ) A = .
a

2) Pour tout a , 1*anneau local B est essentiellement de type fini sur un
a

corps»

5) Tout morphisme de transition B B , est local, et fait de B̂ j une
a a «

B -algèbre locale-étale (i»e», une B -algèbre locale obtenue par localisation 
a a

d*un revêtement étale de B )»
a

Soit donc M un A-module de type fini de dimension projective finie, et soit N 

un A-module de type fini tel que M®.N est de longueur finie» On veut montrer
A

dim N dp M • On ne change donc rien au problème en remplaçant U par A/it oîi
A  A

Ot> est l'annulateur de N . Considérons une résolution libre minimale de M , 

soit s

<Pr V t 'ï’i '’o
0  > A A  ̂---»------ A ----- »■ M ---r 0 „
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Pour i=1,..o,r , représentons les homomorphismes par des matrices ,

et choisissons un système de générateurs a . de l'’ idéal Ut.
J

On peut trouver a tel que l'image de B dans A contienne les coefficients
a

des matrices 9. (i = 1,.,.,r) , et les éléments a. . Comme les coefficients

T] 9  T).
9^’ des matrices 9^ sont dans B^ , les applications B^^ — ^  B^^  ̂ sont 

définies, et comme A est fidèlement plat sur B^ , l'existence et l'exactitude 

du complexe (a^*,9.) impliquent que j

lim ;B , 
a

«Pi 'I)<̂PP»
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\  <Pr V l "Pi 0̂
0 ------ * ----------i-^B ,

a a a

est un complexe exact de B -modules libres.
T) Cp

Soit M = coker(B —  B • Alors M est un B -module de type fini de 
a a a a a

dimension projective finie et égale à dp M , tel que M 8L A = M • Soit Ûi ,
A a 

a
l'idéal engendré par les a^ dans B^ . Considérons ° Alors, comme

CL

(m ®L B /C\f )8L a = M ®  .A/îI , et comme A est fidèlement plat sur B , on cons- 
a T  a a ^  A a

a a
tate que M SL B /a  est un B -module de longueur finie. Puisque B est es-

d  OL OL et
a

sentiellement de type fini sur un corps, on en déduit dim B /il < dp_ M = dp.M .
a a  ̂ B a A 

a
Il reste que pour démontrer le théorème, il suffit de montrer dim k/lH

Mais comme A/tfl est fidèlement plat sur B /ft , on a évidemment
a a

dim a/a > dim B /d . D*un autre côté, comme k/(H est une localisation d'un an-
a a

neau entier sur B /ft , on a dim k/ñ ̂  dim B /ûh d'après le théorème de Cohen- 
a' a '  ̂ a: CL

Seidenbergo CQFD,

2o5. Corollaire, Soit X un schéma localement de type fini sur un corps» Soit

^  un ^ -module cohérent, localement de dimension pro.iective 
A

finie. Soit Y sous-schéma irréductible fermé de X , ^  sup­

pose que Supp 9̂  n Y est non vide. Alors, si C est une composante

irréductible de Supp SF fi Y , on ̂  dim Y - dim C ^ inf dp^ ÿ
x€C X,x ^

Ce corollaire est la forme géométrique du théorème 2.1 ,

M ' 
a »a

B dim
a



§5* Démonstration d'une con.iecture de E. Ausländer

Ce paragraphe se réduit pratiquement à l'énoncé suivant s

3«1o Théorème» Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée l'une des 

conditions suivantes s

(i) A est de caractéristique p > 0 o

(ii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini 

sur un corps»

Alors, si M ̂ 0 est un A-module de type fini de dimension pro­

.iective finieo toute suite M-régulière est ur-,e suite A-régulière»

Compte-tenu du théorème d'intersection, c'est une conséquence de l'implication 

(d) ==^ (b) du théorème O0IO0

Remarque s Soit A un anneau qui est le complété d'un anneau de type fini sur un 

corps de caractéristique 0 . Alors A est aussi le complété d'un anneau excel­

lent hensélien B , pour lequel le théorème d'intersection est vrai» Le morphisme 

canonique Spec A Spec B définit une bijection entre Ass A et Ass B o Soit 

alors p un idéal premier associé à A , et soit M un. A-module de type fini 

de dimension projective finie tel que M/pM est de longueur finie« Posons 

cj = pflB o En utilisant le théorème d'approximation pour les modules de dimension 

projective finie, on peut construire un B-module de type fini N , de dimension 

projective finie égale à dp^M , tel que NyfcjN est de longueur finie» Par le 

théorème d'intersection pour B , on en déduit que N est de profondeur 0 , 

donc que M est de profondeur 0 «

En utilisant cette remarque et le lemme technique 5o2o? ci-dessous, on montre le 

résultat suivant, par récurrence sur dim M s

5.2o Proposition» Soit B un anneau local essentiellement de type fini sur un

corps. et soit A son complété» Alors, si M est un A-module
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de type fini et de dimension tiro.iective finie, tout élément 

M-régulier est A-régulier.

On constate que la difficulté pour généraliser aux suites régulières dans le cas 

un peu plus général vient du fait que si x est un élément A-régulier, a/xA 

n'est plus le complété d*un anneau essentiellement de type fini sur un corps. 

Néanmoins, 5,2. nous suffit pour démontrer le résultat suivant dû à M. Ausländer,

5,5. Corollaire. Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée l*une 

des conditions suivantes ;

(i) A est de caractéristique p > 0 ,

(ii) Le complété de A est isomorphe au complété d'un anneau 

e s sentiellement de type fini sur un corps.

Alors. pour que A soit intègre. il faut et il suffit qu*il 

existe un idéal premier p A qui soit de dimension pro.iec­

tive finie sur A .

La condition est évidemment nécessaire, car si A est intègre (o) est un idéal 

premier.

Réciproquement soit p un idéal premier tel que A/p soit de dimension projec­

tive finie. Alors par 3.I, ou 5.2., tout élément A/ji-régulier est A-régulier, 

Cela implique que la flèche canonique A -► Ap est une injection. Mais comme 

Ap/pAp est de dimension projective finie, Ap est un anneau régulier, donc 

intègre. L'injection A *-» Ap entraine alors l'intégrité de A .
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§4* Modules Parfaits

Rappelons la terminologie suivante qui généralise la notion d*idéaux 

parfaits due à Macaulay [20],

4o1. Définition, Soit A un anneau local noethérien, Qn dira au*un A-module de 

tvTPe fini M est parfait s’il est de dimension pro.iective finie, 

et si sa dimension pro.iective est égale k son grade (i.e, 

Ext^(M,A) = 0 pour i ^ dp^M).

Exemples : 1 ) Si a = ( a ^ , â ) est une suite A-régulière, A/a est un 

A-module parfait,

2) Si M est un A-module de longueur finie de dimension projective 

finie, c’est un A-module parfait.

3) Si M est un A-module de Cohen-Macaulay de dimension projective 

finie, c'est un A-module parfait, car si a est M-régulier et 

A-régulier, M est parfait si et seulement si m/oM est parfait,

4) Si M est un module parfait et p un idéal premier du support de 

M , alors Mp est un Ap-module parfait.

De la définition même des modules parfaits découle le théorème suivant qui montre 

que sur un anneau local pour lequel le théorème d’intersection est vrai, un module 

parfait vérifie les conjectures (a), (b), (d) (e) et (f) énoncées au §0,

4.2. Théorème, Soit A un anneau noethérien local pour lequel le théorème d'in­

tersection est vrai. Soit M un A-module parfait. Alors s

1) Tout système de paramètres pour M se prolonge en un système 

de paramètres pour A .

2) Toute suite M-régulière est une suite A-régulière.

5) grade M + dim M = dim A •
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4) ^  N est un A-module de type fini et si p est un idéal 

premier minimal de Supp M 0 Supp N , alors 

dim Np + dim Mp dim Ap .

Le théorème est une conséquence immédiate de 0.10,, compte-tenu du fait que le 

théorème d'intersection est vrai pour A , et du fait que pour tout idéal premier 

p de Supp M , on a grade Mp = dp̂  ̂ Mp .

Remarquons enfin le fait suivant qui lie la régularité d'un module de dimension 

projective finie à celle de l'anneau.

4.5. Proposition. Soit A un anneau local noethérien pour lequel le théorème

d'intersection est vrai. Soit M un A-module de type fini de 

dimension proiective finie. Pour tout idéal premier p de 

supp M , si. Mp est de Cohen-Macaulay. alors il en est de 

même de Ap .

En effet, si a = (a^,,..,a^) est une suite Mp-régulière de longueur maximale.
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Mp/a Mp est un Ap-module de longueur finie de dimension projective finie. Le

théorème d'intersection dit alors dim A„ ̂  dp M /a M_ . Mais comme tout module
f Ap P

de dimension projective finie a une dimension projective inférieure à la profon­

deur de l'anneau, on a dim Ap < prof Ap , ce qui implique bien dim Ap = prof Ap.



§5. Démonstration d*une con.iecture de H. Bass

Le théorème qui suit démontre dans un cadre "presque" général un résultat 

conjecturé par H. Bass dans [6],

5,1. Théorème. Soit A anneau local noethérien. On suppose vérifiée l'une des 

conditions suivantes s

(i) A est de caractéristique p > 0 .

(ii) A est essentiellement de type fini sur un corps de caracté­

ristique 0 .

(iii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini 

sur un corps de caractéristique 0 .

(iv) A est isomortAie au complété d'un anneau local essentiellement 

de type fini sur un corps de caractéristique 0 .

Alors, s'il existe un A-module non nul T , ^  type fini de di­

mension in.iective finie. A est un anneau de Cohen-Macaulay.

T?emarniie : Il est évident que pour tout anneau noethérien local de Cohen-Macaulay 

A , il existe un A-module non nul de type fini de dimension injective finie.

En effet, soit a = (a^,...,a^) un système de paramètre de A . C'est une suite 

A-régulière, donc A/a est un A-module de longueur finie de dimension projec­

tive finie. Alors si E est une enveloppe injective du corps résiduel de A 

(i.e. un module dualisant potir a ), Hom^(A/a,E) est un A-module de longueur 

finie (donc de type fini) et de dimension injective finie.

Rappelons d'abord quelques faits très simples que nous utiliserons au cours de la 

démonstration,

(*) Pour qu'un anneau local soit de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que son 

complété soit de Cohen-Macaulay,

(**) Pour qu'un module T (resp, m ) de type fini soit de dimension injective
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finie (resp. dimension projective finie) sur un anneau local noethérien A ,
A A

il faut et il suffit que son complété T (resp. m ) soit de dimension injec-

A

tive finie (resp, dimension projective finie) sur le complété A de A .

Compte-tenu de (*) et (**), on constate qu*il suffit de démontrer le théorème 

lorsque A vérifie l*une des conditions (i) ou (iv), et même plus généralement 

lorsque le complété de A vérifie une des conditions (i) ou (iv).

Notre intention est de prouver le théorème par récurrence sur dim T . Pour ceci, 

nous aurons besoin du lemme suivant g

A

5.2o Lemme, Soit A un anneau local noethérien. On suppose que le com-plété A 

de A vérifie l*une des conditions (i) ou (iv) de 5.1. Alors pour

A A A

tout idéal premier p dê  A , le_ complété (a )̂ de Ap vérifie 

l'une des conditions (i) ou (iv).

La propriété d'être de caractéristique p > 0 se consearve évidemment par locali­

sation et complétion, donc la condition (i) ne pose pas de problème.

Supposons donc que A est essentiellement de type fini sur k , un corps de

A

caractéristique 0 . Soit p un idéal premier du complété A de A , et soit 

p sa trace sur A , Comme A est un anneau excellent, ses fibres formelles sont

A A

régulières. C'est-à-dire que A^/pAp est iin anneau local régulier. Si C est le

A A A

complété de l*anneau local Ap , alors C/pC est le complété de Ap/p Ap , et 

comme C/pC est équicaractéristique, c/pC est isomorphe à un anneau de séries

A

formelles k [[X ,...,X ]] , oîi K est le corps résiduel de C . Comme A» est
1 S r

plat sur Ap , alors C est plat sur Ap et le critère local de lissité formelle 

implique que C est formellement lisse sur Ap ([12] 0̂ .̂ ), Mais alors C est 

aussi formellement lisse sur le complété (Ap) de Ap • Soit k* le corps rési­

duel de Ap , Alors k* est une extension de type fini de k , Donc k* est 

une extension algébrique monogène (séparable, bien entendu) d*une extension trans­

cendante pure de k , Cela implique que k* est contenu dans le hensélisé de
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Ap , et plus précisément qu*il existe un anneau local A*, localisé d*un recou­

vrement étale de Ap , tel que A* soit essentiellement de type fini sur son 

corps résiduel k*. Comme 1 •homomorphisme Ap C se factorise à travers (Â ), 

il se factorise à travers A*. Considérons le diagramme commutatif :
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( 3 ) \  /(2)

Spec C ----»■Spec Ap

Spec A'

Comme (l) est formellement lisse, et (2) formellement non ramifié, on sait

([12] chap.4 17. 1. 4 ) que (5 ) est formellement lisse. Soit p' l’idéal maximal de

A*. Alors C/p’C est isomorphe à un anneau de séries formelles Î*[[x̂ ,... ,Xg]].

On sait qu'il existe un anneau B de type fini sur k', et un idéal maximal tW»

de B tels que A* = et tel que B/%= k'. Considérons l'anneau

B*=B®,,E'[X.....X ]. soit l'idéal maximal (ift, X,,... ,X ) de B*.
I S 1 s

Comme K*[X ,...,X ] est formellement lisse sur k', alors B' est formellement
1 S

lisse sur B , et B'^, est formellement lisse sur B^=A*. Mais alors 1* iso­

morphisme (b',)/p' (b',) - C/p'C se remonte ([12] chap.O 19.7.1.5) en un iso- 
♦H» fW» ' Iv

morphisme B*, - C qui montre bien que C est isomorphe au complété d*une al- 

gèbre locale essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique 0 •

Démontrons maintenant le théorème par récurrence sur dim To On a vu (chap.1

A

4.10) qu*on peut construire un A-module M , de type fini et de dimension pro­

jective finie, ayant même support que T .

A

Si dim T=0 , alors dim M=0 . Par hypothèse, A est le complété d'un anneau 

local noethérien B pour lequel le théorème d'intersection est vrai. Mais alors,

M est aussi un B-module de longueur finie de dimension projective finie. Comme 

est de longueur finie, le théorème d'intersection dit que dim B ̂  cLp̂ M .

Mais comme dp M ̂  prof B , il reste dim B ^ prof B , ce qui exprime hien que
B

A

B est de Cohen-Macaulay, donc que le complété A de B est de Cohen-Macaulay.

Ap

B I
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Si dim T > 0 . Par hypothèse de récurrence, compte-tenu du lemme 5,2., on peut

A. A

supposer que pour tout idéal premier p non maximal du support du A-module T ,

A A

1« anneau Ap est de Cohen-Macaulay. Soit donc M un A-module de type fini de

A

dimension projective finie ayant même support que T o Soit ^ un idéal premier

A A A

minimal de A tel que dim K/^ = dim A . Deux situations sont possibles s

1) M/i^M n®est pas de longueur finie. Dans ce cas, il existe un idéal premier p
A

du support de T , contenant ^ . On peut prendre p maximêil parmi les idéaux

A A

premiers différents de l'idéal maximal W  de A . Comme A est un anneau caté-
^ A A A A A

naire, dim A/f + dim Ap/^ A^ = dim A/^ . Donc dim Ap = dim A - 1 . Comme
A A A A

P Ê Supp T , on sait [l §4 n^l] qu’on a prof A^ + dim A/p = prof A , donc

A A A

prof A = prof Ap + 1 » Mais d'après l’hypothèse de récurrence, Ap est de Cohen-

A A A A

Macaulay, donc prof Ap = dim A-1 . Il reste prof A = dim A , ce qui exprime
A

bien que A est de Cohen-Macaulay,

2) m/^M est de longueur finie. D'après l'hypothèse, il existe un anneau B es-

A

sentiellement de type fini sur un corps tel que A soit le complété de B , Soit

h  ̂ h 
B le hensélisé de B . Alors A est aussi le complété de B , Considérons

l'idéal premier de B̂ , £̂ = ^ 0 8 ^ .  Comme B^ est un anneau hensélien excel-

A A

lent, ses fibres formelles sont régulières. Compte-tenu de dim A/ïj = dim A ,

A A

cela implique évidemment Cj A = ̂  . Donc m/(Îî̂ a)m est un module de longueur 

finie. Autrement dit, il existe un entier c , tel que si HH, est l'idéal maxi-

A A  ̂  ̂ C ^
mal de A , 1®homomorphisme canonique i A/w M/(î A)m - A>1®. M/(ijA)M est

A A

un isomorphisme. On utilise alors le théorème d’approximation pour les modules de

dimension projective finie [chap,I §6], On sait qu'il existe un B^-module M' de

type fini et de dimension projective finie, égale à dp^ M , tel que s
A

M'0 A / m ° 2 M/w  M .
B

On en déduit que l'homomorphisme canonique s

t / î ...o. î /u.0.
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est un isomoriÆiisme. Il en résulte que 1'homomorphisme :

M'/hM'® ̂  - M’/q M’®  ̂  A/wf
B B

est im isomorphisme, donc que est de longueur finie* Mais comme le théo­

rème d'intersection est vrai pour B^ , on en déduit dim B^/q ^ dp , M'* Mais
■p

comme dim B̂ /tj = dim B^ , et dp M' 4: prof B^ , cela implique que B^ est

B  ̂ h
de Cohen-Macaulay et donc que le complété A de B est de Cohen-Macaulay, ce 

que nous voulions démontrer.

5o3o Corollaire. Si dans les hypothèses du théorème, on suppose de plus que T 

est monogène (i*e* un quotient de A par un idéal), alors A 

est -un anneau de Gorenstein.

D’après le théorème, on sait déjà que A est de Cohen-Macaulày. Soit n la di­

mension de A , et soit k son corps résiduel* D'après Bass [6], il suffira de 

montrer Bxt^(k,A) - k , C'est une conséquence du lemme suivant s
A

5*4* Lemme. Soit T un module de type fini et de dimension in.iective finie sur 

un anneau local noethérien A . Soit r la profondeur de A , et 

soit X = (x^,*oo,x^) une suite A-régulière de longueur maximale. 

Alors, Ü  X  a. ̂  isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie 

des A-modules de type fini ;

Ext^(Hom(.,A/x),T) T/xT .

On peut supposer T .

Comme la dimension injective de T est r , le foncteur Ext^(.,T) est contra- 

variant exact à droite, donc Ext^(Hom (,,a /x ),t ) est covariant exact à droite,
A  A

Il est bien connu ([22] § 2.3 lemme 3), que la restriction à la catégorie des 

modules de type fini, d'un tel foncteur est isomorphe au produit tensoriel par 

sa valeur sur l'anneau de base* Comme Ext^(A/x,T) = T/xT , le lemme est démon- 

tré.
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5.3. se déduit alors simplement du lemme, car comme A est de Cohen-Macaulay

r = prof A = dim A = n . Donc, Ext°’(k,A) = Hom (k,A/x) où x = (x ,...,x )
A I n

est une suite régulière de longueur maximale. Mais dire que T est monogène, 

c»est dire que k®^T - k , cela implique donc Hom^(k,A/x) - k , et le corol­

laire 5,5, est démontré.

Pour terminer ce paragrajAie, nous allons voir que dans le cas particulier où 

le module de dimension injective finie est monogène (corollaire 5*3.), on peut 

donner une démonstration générale, sans restriction sur l'anneau, de la conjecture 

de Bass, Encore une fois, l'outil essentiel sera la cohomologie locale,

5,5, Théorème, Soit A un anneau local noethérien. Pour que A soit un anneau 

de Gorenstein, il faut et il suffit qu'il existe un idéal (Jl ^

A tel que A/oi est de dimension in.iective finie.

La condition est évidemment nécessaire puisqu’un anneau de Gorenstein est de di­

mension injective finie sur lui-même. Pour démontrer la réciproque, supposons que

A A

A est complet, ce qui ne pose aucun problème puisque di A/(tt <«> ===^ diJL/ÎHA <00,
^ A

A

et A de Gorenstein ==^A de Gorenstein, Soit r la profondeur de A , donc 

aussi la dimension injective de k/A • Nous allons montrer que si k est le 

corps résiduel de A , on a Ext^(k,A) = 0 pour i > r , ce qui en vertu de

Io4.4. et 1.4.5. montrera que A est de dimension injective finie sur lui-même, 

donc qu'il est de Gorenstein.

Pour toute A-suite régulière de longueur r , a = (a^,...»a^), le lemme 5.4. 

donne un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de 

type fini ;

Ext^(Hom^(.,A/a),A/(l) - . ® A / a  + ft .

On en déduit évidemment ;

Ext^(k,A) = Hom^(k,A/a) - k et Ext̂ (k,A/(ft) - k .
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Comme le foncteur Ext^(.,A) (resp. Bxt^(. ,a/(J|,)) est exact à gauche (resp, à
A A

droite) dans la catégorie des A-modiiles de longueur finie, on démontre par ré­

currence sur ^(n ) = longueur de N que pour tout A-module N de longueur 

finie, on a s

¿(Ext^(N,A)) ^ i(N) (resp. i(Bxt^(N,A/Æ)) ^ ^(n )) .

Si N est un A/t-module de longueur finie, soit a = (a^,...,a^) une suite 

A-régulière telle que otN = 0 . Alors, on a Bxt^(N,A) - Hom^(N,A/a) , et 

Bxt̂ (Hom(N,A/a),A/()l() - N ® ^  k/a+Ùl = N implique alors s

i(Ext^(N^)) = i(N) et i(Ext^(N,A/a)) = -«(n ) .

En particulier, ceci implique que le foncteur Ext^(.,A) est exact dans la caté- 

gorie des A/^-modules de longueur finie. La suite exacte associée au foncteur 

Bxt^(.,A) montre alors que le foncteur Ext̂ ''’V.,A) est exact à gauche dans la 

catégorie des A/Ît-modules de longueur finie. On utilisera alors le résultat 

siûvant ;

5..5. Lemme. Soit E une enveloppe in.iective du corps résiduel de A , alors

Ext̂ (E,A/(lt) est un A-module monogène de dimension pro.iective finie.

Le fait que Ext̂ (E,AyÎX») est un A-module de dimension projective finie, n*est

rien d'autre que 1.4.10. Considérons une résolution injective minimale I* de

k/ffii . Alors I” est bien sûr de longueur r , et on sait [1,4..4. et 1.4.5.]

qu’on a un isomorphisme - E ^ où = dim^(Ext^(k,A/(t)). Donc - E , et

Ext̂ (E,A/()|,) est un quotient de Hom (e,e) - A , ce qui prouve bien qu'il est 
A A

monogène.

Remarque. En fait Ext̂ (e,A/(X,) - k/Ob . C'est une conséquence du théorème que nous
A

démontrons et de [1.4.10 (iii)].

Posons donc A/B = Ext̂ (E,A/ilt). Comme c'est évidemment un quotient de k/ti , on

sait que Ext^^^(,,A) est exact à gauche dans la catégorie des A/B-modules de 
A
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longueur finie. Pour démontrer le théorème, nous allons montrer que si i > r , 

et si Ext^(.,A) est exact à gauche dans la catégorie des A/fi-modules de lon­

gueur finie, alors Ext^( ,a ) est nul dans la catégorie des A/fi-modules de 

longueur finie. Cela démontrera Men le théorème, car si Ext^(.,A) est nul dans 

la catégorie des A/fi-modules de longueur finie, alors Ext̂ '*’V,,A) est exact à 

gauche et donc nul dans cette catégorie, ce qui montrera bien Ext^(k,A) = 0
A

pour i > r .

Rappelons([10] chap.TV prop,2) que si un foncteur P contravariant défini dans 

la catégorie des modules de longueur finie sur un anneau local noethérien R

76.

d'idéal maximal , est exact à gauche, il y a im isomorphisme canonique de

s
foncteurs ?(•) - Hom^(, »lim F(r/h^)),

Dans le cas qui nous intéresse, on aura donc un isomorphisme de foncteurs définis 

dans la catégorie des Ayfe-modules de longueur finie :

Ext^(. ,a ) = Hom^(., lim Ext^ÎA/^ , A) ) .

Pour démontrer le théorème, il nous suffit donc de montrer que

lim Ext^(A/fi,a ) = 0 pour i > r . Pour cela, nous utiliserons la suite
~ 3 *

Spectrale associée à un foncteur composé. On considère le foncte\ir Hom (a/6,.)
A

défini dans la catégorie des A-modules, et le foncteur H^ = lim Hom^^^(a ^̂  ̂ ̂ a»») 

défini dans la catégorie des A/fi-modules. On a bien sur un isomorphisme de fonc­

teurs s

H^ojHom^(A/6,.) = 3^Homj^(A/fi+4»®,.) .
S

Comme Hom (a/6,.) transforme un A-module injectif en un A/6-module acyclique
A

pour le foncteur H^(o), la suite spectrale associée au foncteur composé con­

verge* On vérifie facilement que les dérivés à droite du foncteur exact à gauche

lim Hom^ (a/6 ,) sont les foncteurs lim Ext^(A/6 On a donc une suite
— A  ̂̂  A

S s

spectrale convergente H^(ExÎ^(a /6,a )) H^ = lim Ext^(A/&,A). Pour dé-

s



montrer que = 0 pour n > r , il suffira donc de démontrer 

H^(Ext2(A/B,A)) = 0 pour P+q > r . Rappelons que comme A/tfl est de dimension 

injective finie, alors (l.4,7.), poiir tout idéal premier p £ Supp A/fll on a 

dim a/p + prof Ap = prof A = r ,

Soit alors M tin A-module de type fini tel que Supp M*-» v(it).

Soit p e Supp M tel que dim M = dim A/p . Comme grade M ̂  prof Ap , on en 

déduit dim M + grade M ̂  r (il y a donc égalité en vertu de 1.4,8,). Prenons 

M = A/6 . Comme A/6 est de dimension projective finie, pour tout entier q , 

on a grade(Ext2(A/lb,A)) ^ q puisque si prof Ap < q on a dp^A/6 < q , donc 

(Ext2(A/6,A))p = 0 , On en déduit donc dim Ext^ÎA/fi.A) ^ r-q . Et, la dimen­

sion cohomologique étant inférieure à la dimension de Krull, Ĥ (Ext*̂ (A/fi,A)) =0 , 

pour p > r-q , ce que nous voulions démontrer,

5,7, Corollaire. Soit A un anneau local noethérien. TBie condition nécessaire et 

suffisante T)our oue A soit de Gorenstein. est au*il existe un 

idéal de définition cj , irréductible et de dimension pro.ieotive 

finie. Si de plus A est de dimension ̂  2 , alors (} est né­

cessairement engendré par une suite régulière.

Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A . Comme A/(j est un 

anneau de Gorenstein de dimension 0 , on a Homĵ (A/ïj ,e ) - A/q . Donc A/q est 

aussi de dimension injective finie, et A est un anneau de Gorenstein d'après

5.5, Si de plus A est de dimension 2, considérons une résolution projective 

minimale de A/q , soit ;

¡i
O - A  - A  - A - A / q - 0 ,

Comme a/cj est de Gorenstein de codimension 2 dans A , on a ;

Ext^(A/i^,A) = Hom(A/Îj,E) îï A/q ,

Ceci implique = 1 car :
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*  H V n V
0 - Il - (a  ̂) -* (a ) - Bxt̂ (Ayij ,a ) - 0 ,

(où est le foncteur Hom^(.,A)) est une résolution libre minimale de

Ext^(A/q,A). Comme = rang(A/cj) = 0 , on en déduit bien = 2 , ce

que nous voulions démontrer.
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TÏTiéorèmes de finitude et d'annulation pour 

la cohomologie des schémas^

§0, Introduction

Dans [10] A. Grothendicek fait la conjecture suivante (xill I.3) :

Soit k un corps algébriquement closc et soit X un sous-schéma fermé de l'es­

pace projectif P = (P̂ (k) sur k . On suppose que X est éguidimensionnel de 

dimension d e;t que X est localement intersection complète dans P , Montrer 

que pour tout faisceau cohérent ^  sur P-X , les groupes de cohomologie 

H^Cp-X,?) sont finis sur k pour i > n-d .

Dans [14] Ro Hartshome prouve cette conjecture lorsque k est de caractéristique

0 et lorsque le faisceau normal à X dans P est ample (en particulier lorsque 

X est non singulier en caractéristique o). De plus, Hartshome prouve le résul­

tat suivant :

Théorème, Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension >1 de P = P^(k). 

Alors pour tout faisceau quasi-cohérent ^  sur P-X , on a.

= 0 .

A ces énoncés globaux correspondent des énoncés locaux, plus généraux, concernant 

la finitude des groupes de cohomologie locale définis par un idéal d*Ton anneau 

régulier local. Notre intention est de montrer ici deux théorèmes locaux qui 

auront pour corollaires la conjecture de Grothendieck et le théorème de Hartshome 

en caractéristique p > 0 et qui, plus généralement, montreront que l'annulation 

de l'avant dernier groupe de cohomologie est équivalent, dans le cas connexe, à 

sa finitude. Nous utiliserons, comme au chapitre 2, l'itération du morphisme de 

Probénius pour calculer certains groupes de cohomologie locale, ici pour des sché­

mas formels.
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§1. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des variétés 

■pro.iectives

Le but de ce paragraphe est de montrer queV^éorèmes locaux sont plus généraux 

que les théorèmes projectifs. Pour ceci on montre d'abord (prop.1.1 à Corollaire 

1.5 qu© des hypothèses sur la profondeur ou la régularité, ou la dimension, des 

anneaux locaux d*\ine variété projective X plongée dans un espace projectif P , 

se transmettent aux anneaux locaux du complémentaire du sommet du cône, au-dessus 

de cette variété projective. Ensuite on montre (prop. 1.6 à 1.8) que les conclu­

sions sur la finitude ou la nullité de certains groupes de cohomologie locale, 

dans l'anneau local du sommet de ce cîne, donnent des conditions de finitude et 

d'annulation pour la cohomologie des faisceaux cohérents sur le complémentaire 

de X dans P .

Nous fixons une fois pour toutes les notations pour ce paragraphe s

Soit X une variété projective plongée dans un espace projectif P = P^(k ) sur 

un corps k »

Soient A = k[T 1 l'anneau du cône au-dessus de P , et i) l'idéal
*"0 n

gradué de A définissant X . On a, posant B = A/î) X = Proj(B) et 

P = Proj(A). On notera t^ l'image de dans B,i.e. B -k [t^,...,t^].

Soit 4*1= (t^,...,T^) l'idéal de A définissant le sommet du cône au-dessus de 

P . On pose R = A„ ; c'est un anneau local régulier. On pose 0U = 3R et
Tfb

C = R/cI ; on voit que C est l'anneau local du sommet du cône au-dessus de X .

On pose U = Spec R - {a r } .

Soit y  un faisceau cohérent sur P , et soit M un A-module gradué de type 

fini qui permet de définir ^  .

Pour comparer Spec B - |wi>} , et donc U n Spec B , avec X , on utilisera le 

lemme fondamental suivant. Les trois propositions qui le suivent, en sont des 

corollaires immédiats.
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1.1. Lemme préliminaire ([l2] chap.2 8.3.6). Pour j = 0,1,...,n , oa a

Spec B. SX. [T,!"^] , oJi T est une variable.

*3 *i

1.2. Proposition« Les conditions suivantes sont équivalentes s

a) Les composantes irréductibles de X sont de dimensicax supé­

rieure ou égale à d.

b) Les composantes irréductibles de C sont de dimension supé­

rieure ou égale à d+l .

1,5« Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est non singulier (resp. localement intersection complète).

b) Pour tout idéal premier p de_ A , différent de l’an­

neau Bp est régulier (resp. intersection complète dans Ap).

1.4. Proposition. Soit i un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les anneaux locaux de X vérifiât la condition S^ de 

Serre.

b) Pour tout idéal premier p ^  A , différent de lÿ,, l’an­

neau Bp vérifie la condition S^ , et de plus si p est 

maximal, prof Bp > i+1 .

1.5. Corolledre. Les conditions suivantes sont équivalentes i

a) Les anneaux looaTix de X sont de Cohen-Macaulay.

b) Les anneaux locaux, dé Spec B - {«>| sont de Cohen-Mac!a.ulay.

Pour comparer les groupes de cohomologie locale à support dans v(îl) et les

groupes de cohomologie des faisceaxix cohérents sur P-X , l’outil essœitiel est

le résultat suivant i

1.6. T.emme ([l2] chap.3). Avec les notations introduites au début de ce para­

graphe. on a une suite exacte s
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0 -* hJ(m ) -* M -* S H°(p-X,i^(v)) -» h ÎCm ) 0 ,
 ̂ vex ^

et des isomor-phismes s

2 H"-(P-X,r(v)) s potir i ^ 1 .
vCZ ^

1.7. Corollaire. Soit i un entier > 0 . Supposons que (m ) est un A-modiile

artinien. Alors :

(i) Les espaces vectoriels H‘̂(P-X,ÿ(v)) sont de dimension 

finie sur k pour tout v £ Z .

(ii) Pour V suffisamment grand, on a H^(P-X,i(v)) = 0 si

i > 1 .

Le corollaire se déduit facilement du lemme. En effet, a une structure

de A-module gradué, üïie suite décroissante stricte de sous-k-module de

H^(P-X,i(v)) engendre une suite décroissante stricte de sous-A-module de

H^^Vm ). Il n’y en a donc pas, et H^(P-X,^(v)) est un k-module artinien,

c'est-àr-dire de type fini. Si i 1 , le A-module E H^(p-X5Î'(v)) est arti-
^ v€Z

nien. La suite de sous-A-modules K(i) = E H (P-X,y(v)) est donc stationnaire 

pour i assez grand, ce qui implique bien H (P-X,^(v)) = 0 pour v assez grand.

Comme le calcul de la cohomologie locale commute à la localisation, on a 

(Hj (m ))|jj_ = H^(Mĵ) , donc si H^(m ) est à support dan.s v(tft), on a 

Hj (m ) = hJ(mJ .  C'̂ est cette remarque que nous utiliserons pour voir que dans les 

"bons cas”, la finitude de groupes de cohomologie locale sur un anneau local régu­

lier entraîne la finitude de groupes de cohomologie de faisceaux cohérents sur 

une variété quasi-projective. Précisons tout de suite quels sent les *®bons cas** 

qui nous intéresseront plus loin,

1,8« Proposition, Soit X un sous-schéma fermé de Vesva.ce pro.iectif

p = = proj A où A = k[T̂ î,ooo ,T ] p défini ijar un idéal 
K! o n

gradué . Soient X. (j = 1,.,.,-i) les composantes irréduc- 

tibles de X , et soit d = inf dim X^ . Soit Dl = (t^,..,,T^)
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cela se voit par récurrence descendante, en utilisant une présentation finie, 

compte-tenu du fait que la cohomologie s®annule en degrés > n+1o Comme tout 

A-module est limite inductive de A-module de type fini, le cas général en dé­

coule immédiatement o

Il nous suffira donc de démontrer les résultats relatifs aux groupes de cohomolo­

gie locale de A •

1er cas : On a (a ) = lim Ext̂ "̂  ̂(a /A'̂ hA)« Mais d'après 1o4o> Pour tout idéal

X,
premier p de hauteur n+1 (donc maximal), si p on a prof(A/3 )p > 1 .

Il reste donc qu’en tout idéal premier p ^ , on a dp (a /î )_ < n+1 , et
Ap r

Ext (a/(3 ,a) a son support réduit à {4#} pour tout £ .
A

v(m)

V

pour s ^ s , on en déduit facilement que Hm (m ) est à support dans 
0 3

pour s ^ s^ et pour tout A-module M . Pour les modules de type fini.

l'idéal maximal de 1*origine dans A .  Alors .

1)h^''’\a) est à support dans y {%), et on a donc

pour tout A-module M .

2) ^  X est localement une intersection complète. Hj(a) est 

à support dans v(Wi) pour s > n+l-d , et on a donc

Hj (m ) = (m^) pour s > n+1-d , et pour tout A-̂ odule H.

3) Si k est de caractéristique p > 0 , et si X vérifie la 

condition , avec i ^ d , alors. Hj(a) est à support 

dans v(Wt) pour s > n+1-i , et on a donc

h|(m ) = pour s n+1-i , et pour tout A-module M,

83.

Dans les trois cas, on montrera que pour les entiers s considérés, les modules 

H j ( a )  sont limites inductives de modules à  support dans v(lfc).

Remarquons tout de suite qu'une fois qu'on sait que H^Ca ) est à support dans

:m )ff igH
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2ème cas s H-(a) = lim Ext.(a/J ,A). Il nous suffit donc de montrer que pour 
~ Ÿ ‘

s > n+1-d , le module Ext^(A/3 ,A) est à support dans Y(,ÎIÎ), Pour cela, mon­

trons que pour p 4» , on a dp (a/{J'*)_ < n+l-d , Mais d'après (1.5.),
Ap r

(a/d )p est une intersection complète dans Ap , donc (a/S )p est de Cohen- 

Macaulay, et sa dimension projective sur Ap est égale à sa codimension dans 

Ap . Mais l'entier d a été choisi de telle façon que peur tout p , on a s 

codimension (a/|) )_ < n-d < n+1-d , ce qui démontre le 2ème cas.
P ”

•̂ ème cas s Pour tout entier Z , notons {) IMdéal de A engendré par les
Xt

£

puissances p -ièmes des éléments de l’idéal 9 . On sait d'après (I.I.t), que 

comme le morphisme de Frobenius est plat sur A , on a pour tout entier i , et 

tout idéal premier p J

£

On volt facilement que les systèmes d’idéaux (3 ) et ({J ) définissent la
z

mime topologie dans A , donc pour tout s £ ^ , H^(a ) = lim Ext^(A/!|^,A).
z

Pinsilement, pour montrer que Hj|(a ) est à support réduit à 411 pour s > n+1-i ,

il suffit de montrer que pour p / «v , on a dp ((a/î'^L) 4. n»i pour tout Z .
Ap r

D'après (*), il suffira de prouver s

dp^ ( (A/a )p ) ^ n-i pour tout p / W  ,

Si p est maximal, en sait (1.4) que prof(A/o)p > i+1 , donc s 

dp^^((A/3)p) < dim Ap - (i+l) = n+1-(i+l) = n-i ,

Si p n’est pas maximal, on sait que s

prcf(A/{|)p > inf(i,dim(A/i()p) ,

donc,

dp^ ( (a/3 )p ) -î: sup(dim Ap - i , dim Ap - dim(A/a )p ) .

Mais come dim Ap ̂  n , on a dim Ap - i n-i .

d
p

A V d

p
A V ) .hï*A Â
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De même, dim Ap - dim(A/j| )p = codim^ (A/ü)p ; mais codim^ (a /îî)̂  est égal à 

la codimension dans A d*une des composantes irréductibles de a/3 , donc, 

d'après le choix de d , est inférieureou égale à n-d et à fortiori à n-i ,

Remarquons que nous avons encore utilisé l'itération du morphisme de Probénius 

pour étudier certains groupes de cohomologie locale, et plus précisément pour 

calculer leur support.

Nous verrons au §4 de ce chapitre qu'en l'utilisant avec plus de délicatesse on 

peut montrer la finitude des modules de cohomologie étudiés dans le Jème cas de 

cette dernière proposition.



§2. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des aGhémaH 

formels

Tout comme au paragraiiie précédent on peut interpréter les groupes de coho­

mologie locale en des termes plus géométriques, ici grâce aux schémas fonnels. 

L'ingrédient est le théorème de dualité locale. Pour pouvoir l'utiliser on se 

restreint à la considération des anneaux de Gorenstein, En vérité dans la pra­

tique seuls les anneaux réguliers se rencontrent, ce qui fait que la restriction 

n'est pas trop importante.

Soient R un anneau local de Gorenstein et un idéal de R , posons s 

proffjj(R) = profondeur formelle de Spec R le long de v(9)

= i ^  (H|^j(x , 0  o ) ,

A

OÙ X est le complété formel de X = Spec R le long de v(o). La proposition

2.2, ci-dessous implique alors s

proff^ (r ) s <==^ Hj (r ) = 0  Vi > dim R-s .

Dans la proposition 2,3o, on met en évidence les conditions qui serviront aux 

paragraphes 4 et 5,

Rappelons d’abord le résultat suivant qui est un corollaire de ([l2] chap, 0^^^ 

prop. 13.5.1.).

A

Proposition 2.1. Soit X un schéma noethérien, et soit X le complété formel de 

X le long d’une partie fermée Y ^  X , définie par un fais­

ceau cohérent d’idéaux ¿1 de ^ . Soit y  un faisceau cohé-
A

rent sur X et soit . Soit U un ouvert de X

A

et soit U son complété formel le long de YflU . Alors les 

homomorphismes canoniques

h  ̂ i H^(U » ^  ’ ^n^
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En effet, considérons le système projectif de suites exactes g

(*) 0 -* ĥ (r/3'') -  R/îl"̂ -  r(u,R/3'̂ ) -  h^(r/3 )̂ o .

Comme le système projectif r/îÎ  vérifie (m.l), on obtient, en passant à la 

limite une suite exacte ;

(1 ) 0 - n m  H (̂r/9̂ ) -* r r(ü,0.) -* m  I ^ ( h/3 ^ ) -* o .
n ^ n 

De mime, les isomorphismes s

(**) H^(U,R/^^) ^ , pour i > 1  ,

donnent, en passant à la limite, des isomorphismes s

(l*) ^  H (̂u,R/t )̂ -¿im pour i > 1 .
n n

Comme Ĥ(R/Î>1.) est artinien pour tout idéal (n» de R et poiir tout entier 

s > 0 r (*) et (**) montrent que les systèmes projectifs (h (̂ïï,R/3^))^ véri­

fient tous (m.L).

Donc, par 2.1., on a (2 ) H^(u,Oa) = 1^ Ĥ (u,r/{)̂ ) pour i > 0 ,
ü "ir

H
A

[u 0.;
U

Horn
R (e e ).(h ‘

H (R/

■i|'R-3“:

sont sur.iectifs pour i > 0 .

De -plus, si le système wo.iectif (h  ̂ po”-“*

dition de Mittag-Leffler. alors est un isomorphisme..

Soit R un anneau local complet de Gtorenstein de dimension d . 

Soit 1*idéal maximal de R et soit E une enveloppe inieo- 

tive du corps résiduel k de R (i„e„ un module dnaliaant deR). 

Soit {} un idéal de R ,

Posons U = Spec R -  {•m} ^  Y = v({|) il U . Alors, si U est le 

complété f ormel de U lê  long de Y , il, x  â. suite exacte g

H ^  ri 4

0 - Hom^(Hj(R),E) - R ̂  r(U,0*) -» Hom^^ÎH^ (r ),e ) -» 0 , 

et des isomorphismes s

Proposition 2.2.
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Le théorème d,e dualité locale donne des isomorphismes fonctoriels s

H^(.) = Hom^(Ext^“®(.,R),E) .

88.

= Hom^Çlim E5it̂ “®(R/a^,R),E)

(3) " = Hom^(Hj‘®(R),E) .

En combinant (l), (2), (3) on trouve la suite exacte, et en combinant (1'), (2),

(3) on trouve les isomorphismes.

Corollaire 2.T. Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimenainn d , 

Soit U l'ouvert complémentaire du ijoint fermé dans Spec R .

Soit 3 un idéal de R .  Soit r tui entier tel que O ^ r ^ d .  

Les conditions sixivantes sont équivalentes ;

1) Hj(m) est Tin R-module artinien. pour tout R-module de 

type fini M , tout entier s ^ d-r .

2) H^(r) est un R-module artinien peur s ^ d-r .

A

3) âi U est le complété formel de ü le long de v({|)nu ,

alors H^(u,0.*) est un R-module de type fini pour i < r-1 . 
U

Nous avons déjà démontré i)<==^2) par récurrence descendante. L'équivalence

2) < = > 3) est une conséquence immédiate de la proposition.

Donc lim
n

h]R/ lim
n
HomR Ext. (r

d-s

R e. E)r )

et



§3, Le théo3?feme local de Lichtenbaum-Hartshome

Il s’agit du théorème suivant sur la cohomologie d’un anneau local, démontré 

par R, Hartshome dans ([14] 3.1 ),

3.1. Théorème. Soit A un anneau local noethérien de dimension n . Soit j) un

idéal de A avant la mropriété suivante s

A

Pour tout idéal Dremier p complété A de A , tel que

A  A  A

dim Ayj> = dim A , 3 . a. dim a/3 A + p > 1 . Alors le foncteur de 

cohomologie locale lÇ(.) est nul.

Nous donnerons une démonstration directe de ce théorème, inspirée de celle de 

R. Hartshome, maia plus courte.

On peut évidemment supposer que A est complet, donc quotient d'un anneau local 

régulier complet R . On sait (l 4,8) que gradê â. + dim A = dim R c ’ est-Èi-dire 

qu'il existe une suite R-régulière a de longuexir (dim R^n) dans l’annulateur 

de A . Autrement dit, A est quotient de l'intersection complète R = R/a , 

qui a même dimension que A . Finalement, il existe un anneau local complet de 

Gorenstein R , et un idéal ilt de R , tel que A = rJûU et dim R = dim A = n .

3.2. Lemme. Soient (i = 1,,.,,s) les idéaux premiers minimaux de R .

Soit U le complémentaire du point fermé dans spec R . Alors, il 

existe des idéaux premiers (i = 1,...,s) tels que

1 ) Pour tout i , 1 I  est un point fermé de U

2) Pour tout i , P i ‘Ii ’ —  v(c]̂ a) t̂ v(«().

En effet., comme dim R/Si, = dim R , on peut supposer qu’il existe un entier t , 

avec 1 t a , tel que dt c  pour i ̂  t et que Æ  çẑ pour i > t ,

Soit alors Ü l’idéal de R , image réciproque de Î ,
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Si i ^ t , on conaidère le localement fermé UOV(p^+{)') qui eat non vide 

d’après l’hypothèse, et on prend pour un point fermé de ce localement

fermé.

Si i > t , on prend pour {iĵ } un point fermé de v(p^)0 U qui n*est pas con­

tenu dans V((l). Un tel point existe car V{p^]nU est un schéma de Jacobson.

On constate que pour i ̂  t , on a D' c: , donc v (i|̂ a ) v O' a ) = v (3a ) ,

et potir i > t , par construction v(q^A) est réduit au point fermé de Spec A .

s
Le lemme étant démontré, soit B = 0  > notre intention est de montrer que le

n ^
foncteur défini dans la catégorie des R-modules, est nul, et d'en dé­

duire que le foncteur défini dana la catégorie des A-modules, est aussi

nul.

s (i)
Pour tout entier £ , posons Ê = Q  «]: ■' , et montrons que le système

i=1 ^
d’idéaux i définit la même topologie que les puisaancea de & , dana R , On 

Z
Z

a évidemment t. ̂  ü poiir tout Z « D'un autre coté, une décomposition primaire 
Z

Z Z
de £i permet de conatater qu’on a & = &. (Hit, oü n, est, pour tout Z , un

Z Z z
s

idéal primaire pour l’idéal maximal de R . Remarquons que si S = f) >
i=1

d’après le choix des i!|̂ , on sait que SHp^ = ( o )  pour i = 1,...,s , donc

que S ne contient pas de diviseur de 0 . Autrement dit R eat contenu dans

S~^R . Comme f) t S ^ R s = 0 ,  on en déduit {) fi = 0 . Comme l'amieau R 
i>0 -«>0 

eat complet, le théorème de Chevalley dit que la topologie définie par l’idéal

maximal de R eat minimale parmi lea topologies séparées. Ceci implique que pour

tout idéal primaire pour l'idéal maximal de R , il existe un entier t^

tel que t «-► W  pooir t > t . Donc il exiate un entier t (i) tel que
T 0  0

6 pour t > t (i). On déduit fi fi £ t» pour t > t„(^) ,
X Z 0 z  ̂ z 0

c'est-à-dire fi"̂ 3 6 pour t > sup (¿,t {z)), ce qui montre bien que lea ays-
ü 0

tèmea d'idéaux et définiasent la même topologie dans R . Ceci
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implique que boiït tout entier j , on a î

91.

H^(r) = lim E x t ^ ( H » r ).

Rappelons; le résultat suivant démontré dans [22] et qui est d’ailleurs tm corol­

laire de (1.4.15).

Proposition« Soit R un anneau local de Gorenstein. Pour tout B-module de 

type fini M , on a 1*égalité

prof M + sup [i e 2  , tel que Bxt^(M,R) O} = dim R ,

Dans le cas qui nous intéresse, remarquons que les idéaux (. ont été choisis 

de telle façon que prof(R/B^) = 1 , pour tout £ . D’après la proposition, ceci 

implique :

Bxtg(R/B^,R) = 0 f pour tout i  , dqnc H^(r) = 0 ,

et c(»Dme le foncteair ^(») est exacte à droite, Hg(.) = 0 . On en déduit que 

le foncteur 2^(.)» défini sur la catégorie des A^modules est nul. Mais comme 

v(^a) *♦ y(3) , on a une siiite exacte de foncteurs t

H|a -̂) R-v(iiA),r) .

Comme dim(spéc R - v (îA)) < n , le dernier foncteur de cohomologie de cette 

suite exacte à trois termes est nul, donc Ĥ jĵ («) = 0 implique H^(.) = 0 .

3.4. Corollaire. Soit x un schéma quasi^projectif algébrique, sur un corps k.

^  dim X = n , les conditions suivantes sont équivalaites

(a) E“(x,f ) = 0 pour tout faisceau quasi-cohérent ^ sur X

(b) Aucune composante: irréductible de dimension n . de X 

n’est pro.iective.

C'est une ccaiséquence immédiate du théorème précédent, appliqué en tous les points 

fermés de l’anneau gradué d© la fermeture projective de X .

5.3.

H
V 3>•v(;a:(spec



Remarque : Ce corollaire, le théorème de Liehtenbaum, qui est moins fort que le 

théorème local de Hartshome, est vrai plus généralement. S, KLeiman a donné \uie 

démonstration pour laquelle l'hypothèse X quasl-projectlf est inutile [it].
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§4. Théorème de finitude en caractéristique p > 0

Nous donnons dans ce paragraphe le théorème principal de ce chapitre, qui 

résoud la conjecture ds A. Grothendieck citée dans l'introduction, pour lea sché­

mas projectifs sur un corps de caractéristique non nulle. La méthode consiste à 

utiliser l'itération du morphisme de Frohénius» Nous commencerons ce paragraphe 

par un théorème d’annulation pour la cohomologie locale à support dans un fermé 

défini par un anneau de Cohen-Macaulay. Il est à noter que ce théorème ne s’étend 

pas en caractéristique 0.

4.1. Proposition. Soit R un anneau local régulier de cara<;téristique p > 0 .

Soit 3 un idéal de R tsl que r/{) soit un anneau de Cohen- 

Macaulay alors i

H^(m ) = 0 pour tout i > dim R - dim R/g 

et tout R-module M .

On a déjà remajrqué au chapitre 1 (i.I.t) que le morphisme de Frobénius est plat

sur R . Soit 3 l’idéal de R engendré par les puissances p' -̂ièmes des élé- 
z

ments de 3 , Alors Ry^ est de Cohen-Macaulay pour tout entier i ; de plus 

la topologie sur R définie par les D est la même que la topologie 3 -adique | 

donc pour tout entier i on a s

hJ(r) 2 lim Ext^(R/j^,R) .

Soient n = dim R et d = dim r/|j = dim r/^ . On sait que pour tout Z

dp(R/j| ) = n-d , donc %

Ext^ÎRy^ ,r) = 0 pour i > n-d , et pour tout £ .
Z

Donc H^(r ) = 0 pour i > n-d ,

On montre alors, par récurrence descendante, et, par passage à la limite inductive 

que ceci implique i
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Hj (m ) = 0 poTir i > n-d , et pour tout R-module M «

Remarque : On démontre de la même façon que si R estvanneau local régulier de 

caractéristique non nulle., et si J est idéal de R , alors 

prof r/3 > s implique hJ(«) = 0 pour i > dim R-s , auiirement dit 

prof r/i) > s implique proff̂ j R > s o

4.2. Corollaire. Soit k un corps de caractéristique p > 0 . Soit X uae va­

riété Txro.1ect.ive de dimension d , plongée dans l'espace pro- 

.iectif P = . Supposons que l'anneau local du sommet du c8ne 

de X soit un anneau de Cchen-Macaulay« Alors, posant ü = P-X , 

on a i

= 0 pour i > n-d et pour tout faisceau quasi-cohérent 

^  sur ü .

Eîn effet, en vertu de (l,5) si 5 est un idéal gradué de k[X^,...,X^] = A

définissant X , l'anneau k [ x  , . o . , X  ] /  ̂ est un anneau de Cohen-Macaulay.
c n /g

Donc, pour tout idéal maximal -lift de A , on a dp(Ai||i/.. ) = n-d .

Pair 4.I., on en déduit que pour tout idéal maximal de A , on a E j ^ . ) = 0  

pour i > n=d . Donc finalement Hj(.) = 0 pour i > n=d , ei on conclut grâce 

à 1.7.

4.5. Contre exemple èi 1^ 'nropoaition 4.2 en caractéristique 0 (Hartahorne).

On peut construire une variété project.ive X d.e dimension 3, plongée dans

8 ^
P , telle que l'anneau local du sommet du cSne au-dessus de X soit de Qoiien-

Macaulay (et même de Gorenstein), et telle qu'il existe un faisceau cohérent ^

stir IP-X , pour lequel H^(p-X,^) / 0 .

On considère pour ceci la variété projective X , obtenue en faisant éclater un

point dans IP̂  . Soit E le diviseur exceptionnel stir X , et soit f le mor-

phisme X -» . On pose L = f*(^ _(2)) ®  *
P
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a) L est très ample sur X , et dim H°(x ,l) = 9 .

■b) H^(X,L®^)= 0 pour i = 1,2 .

c) 0)̂  - L f où 0)̂ est le faisceau qui entre dans le théorème de dualité 

projectiveo

d) H^(X,C) = car les classes de Chem des faiscaux f „(l)) et d (e )

P5 X.

sont linéairement indépendantes dans H (x,Jî) -*H (x,®)«

On voit donc que l’anneau du cône de X (plongée dans ) est de Cohen- 

Macaulaŷ , On constate qu'on a ainsi un contre exemple grâce au théorème suivant, 

dû: à Barth, et dont on trouve une démonstration dans Hartshome [l9]o

4.4, Théorème (Barth). Soit X une variété -pro-iective (algébrique) de dimension

s contenue dans une variété non singulière Y , protore 

sur C , de dimension n , SuPTWsons que H^(Y-X,ffO = 0 

TX>ur tout faisceau cohérent «f sur Y-X ^  tout entier

i > q , q donné. Alors 1* homomornhi sme 

H^(y ,C) -» H^(x ,C.) est un isomortihisme pour i < n-q .

8 2 8 2 
Ici Y = IP (c) et H (p ,c )  -* H (x ,c )  a'est pas un isomorihisme grâce à d ,

4.5. Corollaire. Soient A un anneau de polynômes sur C , et J un idéal de

A . Alors il n'existe m s  en général de morphisme entier 

A ^ y A tel que les idéatix f°'(3)A définissent la topologie 

j-adiaue.

En effet, un tel morphisme serait plat, d'après le lemme d'acyclicité. En posant 

3^ = f°(lj)A , on aurait pour tout n , dp a /5^ = dp a /5 . On en déduirait 

Hj(.) = 0  pour i > dp a /) , ce qui est faux en vertu du contre exemple que 

nous venons de voir.

Nous avon^ besoin maintenant de quelques lemmes techniques supplémentaires sur le 

foncteur de Probénius,
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Les anneaux considérés sont noethériens et de caractéristique p > 0 , On notera, 

comme au chapitre I , f 1*homomorphisme de Frobénius et F le foncteur de 

Frobenius.

Pour simplifier les notations nous posons la définition suivante s

4.6. Définition. Soit A un anneau de caractéristique p > 0 , Alors -pour tout

A-module M et TX)ur tout homomoriAxisme q> de A-modules, on 

posera = F^(m) et 9^^ = F^(9).

4.7. ProTOsition.Soient A anneau noethérien e^ M jui A-module de type

fini. Considérons une -présentation finie de M %

(*) A ^ - ^ A °  — — »-0 ,

Alors :

est une -présentation finie de De plus, si A est local,

de corps résiduel k et_^ r = rang (k®.M) alors 

r^=rang^(k®AM(^)),

Il suffit évidemment de prouver la proposition pour n = 1 , On applique le fonc- 

teur f(.) = ,® A à (*) et on obtient la première partie de l‘énoncé.

Soit les coefficients de la matrice 9 ,̂ Alors 9^̂  ̂ est représraité par

la matrice (a?.) , Si A est local, dire que (*) est une présentation mini-
 ̂J

maie de M , c*est dire que les a. . sont dans l'idéal maximal 141# de H » 

Alors, (*)^ est une présentation minimale de et on obtient bien le ré­

sultat cherché,

4.8. Proposition, Soit A un anneau régulier. Pour tout A-module de type fini

M , on â des isomorphismes s 

Ext^(M^j^^,A) Ext^(M,A)^^j poux tout i .

En effet, nous avons déjà vu au chapitre I §1 que A est plat sur A donc s
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Ext^(M(i),A) = ExtJ / a ° )  -  .

A

Nous avons maintenant le matériel nécessaire pour prouver le théorème de finitude 

en caractéristique p > 0 o

4o9. Théorème, Soit R un anneau local régulier de caractéristique p > 0 o 

Soit 3 un idéal de R et soit i un entier tels que g 

0  Pour toute composante irréductible Y ^  spec R/{) , on a

i < dim Y •

2 ) âî- ^ est 1* ouvert complémentaire du point ferme dans Spec R , 

alors r/j) restreint à. U vérifie S- ( condition de Serre 

Alors, si n est la dimension de R , pour tout R-module de 

type fini M et pour tout entier s > n-i , les groupes de coho- 

molopie locale Hj(m ) sont des R<̂ modules artiniens^

4o10« Lemme g II suffit de prouver que est artinien pour s > n-i «

Raisonnons par récurrence descendante, ce que l'on peut faire car Hj(o) = 0 

pour s > n o Supposons que H^^r ) est artinien pour s > n-i , et que pour 

tout R-module de type fini M , H^Îm ) est artinien pour s > r > n-i »

Soit N un R-module de type fini» Il existe une suite exacte s

0-»K-»R®-*N-^0 .

On en déduit une suite exa(cte s

hJ(r®) -»h J(n ) .

Les deux modules extérieurs de cette suite exacte à trois termes étant artiniens, 

il en est de même du modüle central, et le lemme est démontré«

Comme R est régulier, pour tout entier i , est un idéal de R « Le

système d̂  idéaux définissant la topologie {/-adique dans R , on a pour

tout entier s , H^Cr ) = lim Ext^(R/3^^^,R).
Z
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4.11« Lemme. Pour s > n-i , les modules Ext^(R/ÿ^^^,R) sont de longueur finie 

pour tout Z  >  Q .

Comme R est régulier, 4.8», il y a un isomorphisme

Ex̂ =r((R/11)(̂ ).R)—  (Ext®(R/îl,R))̂ ĵ .

Comme (l.4.5), (Ext®(R/!l,R))̂ ^̂  a même support que Ext®(R/||,R) , il suffit

finalement de montrer que Ext®(R/j,R) est de longueur finie pour s > n-i ,
R ""

Soit q un idéal premier non maximal de R . On veut prouver que

Ext® (Rĵ /3Rĵ,R̂ ) = 0 pour s > n-i . On peut évidemment supposer {) c= q ,

sinon il n*y a pas de problème. On sait qu'on a prof (R̂ /jR̂ )̂ > inf (i,dim Rq/ÜRjj),

Soit c = inf(dim Ŷ ) , pour Y  ̂ composante irréductible de r/J .

Alors codimension de R^/ÿR^ dans R„ est < n-c , donc

98.

dim R̂ ĴjRjj > dim R„ - (n-c) . On ©n déduit ;

R 9
_  ( ' r . - n ' i

prof(Rĵ yàRĵ ) > inf (i,dim R̂  ̂- (n-c)) ,

donc,

dpĵ  (R̂ /DRq) < sup(dim R^- i,n-c) , 

et comme n-i > dim R - i et n-i > n-c , Ext® (r ĵ/JR̂ ĵR̂ ) = 0 pour s > n-i,

4.12. Lemme. Soit E un module dualisant pour R (i.e. une enveloppe in.iective 

du corps résiduel k de r) , alors les conditions suivantes sont 

é duivalentes :

1) Hj(r) est artinien.

S ^
2) Hoiiî (ĥ (r),e) est un module de type fini sur le com-plété R de

R pour l’idéal maximal,

s # ^
5) lim Hom^(Ext^(R/j^^^,R),E) est un R-modüle de type fini.

Z

1)<=^2) est une dualité classique ([10], exposé iv). L'équivalence

2) 4==^ 5) est une conséquence immédiate de l'isomorphisme de foncteurs :

R/1
J)

(R/ U )V, D’après



^lim H(Ma(„,B) - Hom(lim „,e ).

4.1 "5. Lemme. Dans la catégorie des R-modalea de longueur finie, on a un iaomoi>» 

•çhiame de foncteurs s

Hom̂ (.,E-) = Eit“(.,R) .

Ea effet, cea deux foncteurs sont exacta et coïncident aur le corps réaiduel k 

de R e Cet iaomorïèiiame eat de plus canonique ([lO], expoaé IIl).

Combinant lea deux lemmea précédente, on conatate que pour prouver le théorème, 

il suffit de prouver que pour s > n-i

lîm Bxt̂ (Ext®(R/j| ( ,R) ,R)

A

eatt un H^module de type fini,

C'eat une conaéquence immédiate du lemme et de la Txropoaition qui aulvent

4.14. Lemme. Soit k le corpa réaiduel de R , alora le rang réaiduel 

rangĵ  k®j^ Ex1^(Ext®(R/!J^^j,R),R) eat indépendant de Z .

D'aprèa 4,8., il y a un isomorphiame %

Bxi^(Ext®(R/3(^),R),Il) 2 (Ext“(Ext®(R/î,R),R))^^j .

Hais, d*aprèa 4*7,, pour tout R-module de type fini M , et pour tout entier 

Z on a rangĵ  k®j^M = rangĵ  ̂ ®R®(i) *

4.15, Propoaition. Soit A \m anneau local de corps réaiduel k , Soit (m .) 

un ayatème pro.iectif de R-modulea de longueur finie. ^  

rangs résiduela borné a (i.e. tela que rangĵ  k®^M < c).

A

Alors lim est un module de type fini sur le complété A 

de A pour 1*idéal maximal.

Pour tout i , posons P = 0  Im (m,, -* M J.
Z Z Z
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Comme les modules M. sont de longueurs finies, le système projectif vérifie la
Z

condition de Mittag-Leff1er, c'est-à-dire qu'on a P = Im (m ., -» M.) pour
Z z  z

assez grand. On en déduit rang k ®  P < C pour tout i . On sait que les mo- 

dules P^ forment un système projectif surjectif tel que lim P^ = l̂im . On

peut donc remplacer le système M. par le système P , autrement dit, on peut
Z z

supposer que le système projectif M. est surjectif« Alors la suite
z

rang^ croissante et bornée. Donc en "oubliant" nombre fini de ,

on peut supposer que rangĵ  k®M^ est constant égal à ti . C'est-à-dire qu'on 

peut supposer que les homomorphismes surjectifs

(*) (i' > i)

définissent des isomorphismes

’'Vi' ‘ “Vü •

100.

Considérons une surjection

A

On peut alors relever l'application (*) en un diagramme commutatif

a ’̂  -» M„ 0

\ 1
» r  •

En tensorisant par k , on obtient un diagramme commutatif

k^ ^ k ®  M, - 0 

\  ^

qui montre que k^ k ®  M., est un isomorphisme, donc que A^ “* M,, est une
K Z Z

surjection. On a donc un diagramme commutatif

0

t
- M, - 0

Jl 1
a ’̂ - M., 0 ,

M

“i
vœ.k( eA

M M

M, 0 ,

A

rA
Mk

M

J e



Il existe une suite croissante d'entiers c(i) tels que si *»11 est l'idéal maxi-

o(z)
mal de A , on ait -fH» M = 0 . On peut donc factoriser le diagramme précédent

Z

en lin diagramme commutatif

0 0

1 t 
â" - a " / * - M, - 0

Il I î
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Soit

= Ker k^/v^{ z)k^ - .

On obtient im système projectif de suites exactes s

0 ^ -» A^>f - 0 ,

Tous les modules décrits ici étant de longueurs finies, le système projectif K.
Z

vérifie la condition de Mittag-Leffler,

On obtient donc une suite exacte

0 -»^1^ -¿im 0 o

A

On a donc une surjection de A-modules

A

A^ - lim M. -* 0

et la proposition est démontrée»

En corollaire du théorème local de finitude en caractéristique p > 0 , on ob­

tient un théorème global de finitude en caractéristique p , plus fort que le 

résultat général conjecturé par Grothendieck» Ce théorème, ou un résultat assez 

similaire a sans doute déjà été démontré par R» ïïartshome, par des méthodes 

géométriques»

A A A ' M 0

K M

MA^Z.K

PlimA
(i)

V4tt°I AK



4a 15o Théorème« Soit X im sous-schéma fermé de l'espace pro.iectif P = sur 

un corps k ^  caractéristique p «

Soient X. les composantes irréductibles de X , et soit
o

d = inf dim X. ,

Supposons que X est S^ avec i < d (i.e. pour tout x C X , 

prof 0 > inf (i,dim 0 )).

Alors H^(P“X,^) est un k-espace vectoriel de type fini, pour 

tout faisceau cohérent ^  sur P-X , eî  pour tout entier 

s > n«=i o

De plus, pour les mêmes valeurs de s ,

H^(p-X,ÿ(r)) = 0 pour r assez grand«

Ce théorème se déduit du théorème 4.9 grâce aux propositions 1.7 et 1,8.

102.
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§5. Siir l'avant dernier groupe de cohomologie locale

5.1, Théorème. Soit R un aimeau local régulier complet de dimension d , .à

corps résiduel séparablement clos. Soit U 1* ouvert complémen­

taire du point fermé dans Spec R , e¿ soit J) m. idéal de R

tel que v(5))nU soit connexe de dimension > 1 .
Les conditions suivantes sont équivalentes t~
1) H°(m ) est un R-module artinien pour s > d-l et POTir tout 

R-module de type fini M .

2) H^(r) est un R-module artinien pour s > d-1 .

3) H^(m) = 0 pour s > d-1 et pour tout R-module M .

4) Hj(r) = 0 pour s > d*-i .

0  ̂ A
5) H (u,Oa) est fini sur R , U est le complété de U le

U

long de v(0)n U .
Q A

6) L’homomor-bliisme canonique R H  (u ,Oa) e s t  un isomorTJhisiiie.

Les conditions l), 2) et 5) sont équivalentes par 2.3« L*équivalence des condi­

tions 3), 4) et 6) est une conséquence de la suite exacte de 2o2o, compte tenu du 

théorème local de liichtenbaum qui entraîne ici Hj(o) = 0 o Comme on a évidemr- 

ment 6) = ^ 5), il reste à démontrer 5) ==^6)0 

On sait qu’on a

A

H (U,0.) = ¿im 0. , (*)
ïï x€unv(j)

Rappelons que si x € unv(j) , et si est l'idéal premier de R correspon­

dant à X , alors Oa est un anneau local, dont le complété est R^ , com- 

piété de l'anneau local R pour l'idéal q R . On en déduit que toutes les 

flèches apparaissant dans la limite projective (*) sont injectives.

5.2. Lemme. Pour tout x € Unv(j) , l'homomorphisme H°(U,Oa) -* Oa est
ü U,x

in.iectif.
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Il s-uffit évidemment de montrer que si a est un élément non nul de H (u,0/>.),
ü

son image dans 0» est non nulle pour tout x £ UflV(U).
UpX

Comme aj^O , il existe x € Uflv(il) tel que l'image de o dans 0» soit
U,x

non nulle. Soit y € UÎIV(d ), et soient n et q les idéaux premiers de R
IX I y

correspondants à x et y „ Comme UflV(D) est connexe, il existe

z,..,,z G U/1v(i) ayant pour idéaux premiers correspondants q ,...,p tels
I S, ' z ' z

1 s
que si on considère la suite d'idéaux premiers i) »ij ,ij , il y ait

X Z i  y

toujours une relation d'inclusion entre deux idéaux successifs. On en déduit que

si l'image de a dans 0.. est non nulle, alors l'image de a dans 0« est
ü,x ü,y

non nulle. Le lemme est démontré.
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0 ^

5.3. Lemme. H°(u,0^) est lan anneau intégralement clos fini sur R ,
U

Comme pour x £ unv(3) , le complété de 0^ est un anneau régulier, Oa
UpX

est intégralement clos. Soit a un élément du corps des fractions de H°(u ,Oa)

o - ^
entier sur H (u ,Oa), Par 4.2,, c'est tai élément du corps des fractions de

U

0* , donc a i Oj. et ceci pour tout xÊUnv(O), On en dédtiit que

a i h'̂ ÎUjO«), Le fait que ïï°ÎU,Oî>) est fini sur R n'est rien d'autre que 
U U

l’hypothèse,

O
5.4. Lemme. Spec H (UjOa.) est un revêtement étale de Spec R .

U

Comme R est un anneau régulier, d'après le théorème de pureté il suffit de

prouver que tout idéal premier de hauteur 1 de l'anneau A = H°(u ,Oa) est étale
U

au-dessus de R . Poxir tout x € unv(O) , soit q^ l'idéal premier de R

correspondant. Pesons p = A n o  0^ =Aflq R^ , Les injections
^ U,x

R «-»A *-* Oa *-» montrent que p est étale au-dessus de R ,

Hx Px 1x

Comme A = lim Oa , on a A = 0  »
x ^ ( 0 )  x€V(3)nU ^x

On en déduit que tout idéal premier de hauteur 1 de A eat contenu dans un p^ .

s

X

Y

X
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.̂est ouvert.
Comme l'ensanble des points où le morphisme Spec A -* Spec R est étaleVon en 

déduit que tout idéal premier de hauteur 1 de A est étale aii-dessus de R , et 

le lemme est démontré.

Mais comme R est complet à corps résiduel séparablement clos, le seul revête-

O  ^
ment étale connexe de R est R lui-même, donc l'Jiomomorphisme R -» H (u,0*)

U
est bien un isomorphisme et le théorème est démontré.

5.5. Corollaire. Soit R tgi ajaneau local complet régulier de caractéristique

p > 0 ,  de dimension d, à corps résiduel séparablement clos. 

Soit U 1* ouvert complémentaire du point fermé de Spec R . et 

soit ^ un idéal de R tel que U soit connexe de

dimension > t  . Alors s

1) Les foncteurs et Hj(.) aont nuls
A

2 ) Si U est le complété formel de U le long de v(S)nu,

1'homomorphisme canonique
A

R -* r(u,G*)
u

egÎ3SiiS2ffi2£aâSae,

Piir le théorème local de Lichtenbavim Hj(.) = 0 .

Comme pour toute composante irréductible Y de Spec r/J , on a 1 < dim Y , 

en remplaçant 3 par l'intersection des idéœtii prœniers le contenant, on peut 

appliquer le théorème local de finitude en caractéristique p (4»9), donc 

Hj” (̂r) est un R-module artinien. Mais par le théorème 5.1.» ceci implique

= 0 , ainsi que la propriété 2) qui n'est autre que la propriété 6) de

5.1.

Donnons enfin le corollaire global de ce résultat local.

5*6. Corollaire. Soit k un corps séparablement clos de caractéristique p ,

Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension > 1 de 

l'espace pro.iectif P = p“ , Alors pour tout faisceau quasi-

v( )n

“ «1

H
d-1

3



coh-érent ^  sur P-X , on a

(p-x,ĝ ) = 0 .

On sait déjà par le théorème de Liehtenbaum que H^(P-X,Ç) = 0 o Tout faisceau 

quasi-cohérent étant limite inductive de faisceaux cohérents il suffit de mon­

trer que = 0 pour tout faisceau cohérent ^  sur P-X « Mais ce 

résultat se déduit du résultat local précédent exactement comme le théorème glo­

bal de finitude se déduit du théorème local de finitude*
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Indez des notations

Ass^(m) ensemble des idéaiix premiers associés au A-module M [?] chapitre 4

di (m) dimension injective du A-module M [6]

dim(M) dimension de Krull du A-module M [23]

dp (m) dimension projective du A-module M [23]
A

f morphisme de Frobénius 1-1

F foncteur de Frobénius 1-1

(MoL) condition de Mittag-Leffler [12] 0^^^

Proj(A) spectre gradué de l'anneau gradué A [l2] II

prof(M) profondeur du A-module M [5]

Supp^(m) support du A-module M [23]

¿(m) i=ème groupe de cohomologie locale du A-module M , à support dans le
“ fermé défini par l'idéal ^ de A., [11]

i-ème nombre de H. Bass pour le module M , relatif à l'idéal premier:P:
p




