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1.

Introduction

Les résultats,

Ia méthode originale introduite dans ce travail consiste & calculer les groupes de
cohomologie locale Hg(q) , pour un idéal J d'un anneau noethérien A , tel que V(})
soit le support d'un A-module de type fini et de dimension projective finie, Pour at-
teindre ce but nous avons allié deux points de vue :

a) le point de vue de M. Auslander qui consiste & faire une étude fine des mo-
dules de type fini et de dimension projective finie,

b) le point de vue de la cohomologie locale introduit par A. Grothendieck,
Pour voir le lien étroit entre ces deux notions il suffit de connaftre 1'égalité suivante,
due & M, Auslander 3

scient A wun anneau local noethérien, M un A-module de type fini et de

dimension projective finie alors
dim proj (M) + proj (M) = prof(a).

Bn effet la profondeur est entitérement caractérisée en termes de cohomologie locale

Cette méthode permet 1l'approche de deux sortes de problémes
— Dans un schéma ambiant avec des singularités on cherche les precpriétés des fermés défi-
nis comme supports de modules de dimension projective finie, L'idée générale de
M, Auslander est que ces fermés se comportent comme les fermés d'un schéma non singulier,
Dans cette direction nous prouvons au chapitre II le théordme suivant, dit théordme d'in-
tersection :
soient A wun anneau local essentiellement de type fini sur un corps, M un
A-module de dimension projective finie et de type fini, N wun A-module de type
fini tel que dim(MébAN) =0 alors : dim(N) ¢ dim,proj(M) (ici dim(.) désigne
la dimension de Krull).
Ce théoreme d'intersection nous permet de montrer les deux théordmes suivants (cf cha-

pitre II)



2,
(A) (conjecturé par M. Auslander) Soient A wun anneau local essentiellement de
type fini sur un corps, M wun A-module de type fini et de dimension projective

finie alors : toute suite M-régulidre est une suite A-régulidre, [2]

(B) (conjecturé par H. Bass) Soit A wun anneau local essentiellement de type fini
sur un corps alors pour que A soit un anneau de Cohen-Macaulay il faut et il suf-
fit qu'il existe un A-module de type fini non nul, de dimension injective finie,

(6]

-~ Quand le schéma ambiant est régulier, on cherche des conditions de finitude pour la
cchomologie des faisceaux cchérents sur un ouvert, Le fermé complémentaire est bien en-
tendu défini par un idéal de dimension projective finie (théordme des syzygies ), Nous
montrons dans ce sens, au chapitre III le théortme suivant dit théoréme de finitude

Soit X wun sous—schéma fermé de l'espace projectif P = Pi , ou k est un corps

de caractéristique p > 0 . Soit d 1la plus petite des dimensions des composantes

irréductibles de X . Supposons gque ex vérifie la condition S; de Serre, avec

i, d . Alors pour tout entier s ) n-i et tout faisceau cohérent & sur P-X

on a :

(i) HS(P-X,@') est un h-espace vectoriel de dimension finie

(ii) B°(P-X,%(3)) = 0 pour entier suffisamment grand,
Cet éncncé avait été conjecturé par A. Grothendieck quand X est localement intersection
complete [10].
La méthode,

On pourra s'étonner que dans 1'énoncé des théorémes (A) et (B) aussi bien que dans
celui du théordme d'intersection il y ait une hypothése de finitude sur un corps. En
fait nous prouvons d'abord ces théortmes pour tous les anneaux de caractéristique p > 0
et nous en déduisons les théorémes annoncés,

Comme on veut calculer des groupes de cohomologie locale, la connaissance d'un seul

module de dimension projective finie M , d'annulateur un idéal Y de l'anneau A

n'est pas suffisante, Il faut connaftre une suite Mn de A-modules tels que
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dp M o= dp M et tels que les ann(Mh) définissent la topologie #-adique. Clest ce
qu'on arrive & faire pour un anneau A contenant Fp s Oou p est un nombre premier,
grice au lemme suivant :

. s % . .
Soit 0 —> LS ——#Ls —_— —— —)L1 —_— Lo une suite exacte de A-modules 1libres
de rang fini, alors l; suite obtenue en élevant les coefficients des matrices ?;
(pour des bases données des Li) a4 la puissance p-itme, est encore exacte,
Ce lemme permet de démontrer le théordme d'intersection en caractéristique p > 0., En
caractéristique nulle, on arrive & se réduire & la caractéristique p > 0 gréce & un
théoréme de comparaison entre la dimension projective sur la fibre générique et sur la
fibre spéciale, d'un module de type fini, sur un anneau qui est essentiellement de type
fini sur un anneau de valuation discréte V , dont l'uniformisante n'est pas diviseur

de zéro dans un certain nombre, fini, de modules de type fini. (Pour plus de détails

voir chapitre II §2)°

Le lemme que nous venons de citer s'interprete de la fagon suivante : 1l'homorphisme de

Frobenius est plat dans la "catégorie" des modules de dimension projective finie, Quand
1'anneau est régulier on sait que l'homorphisme de Frobénius est plat. D'ailleurs cette
propriété caractérise les anneaux réguliers [18] cette manidre de voir permet la démons—

tration du théordme de finitude (chapitre III §4).

On est bien entendu fondé & penser, que le théortme d'intersection et ses consé-
quences (A) et (B) sont vrais pour un anneau local noethérien quelconque, et qulune
autre méthode perme*ttrait de le montrer. Ceci est sans doute vrai, mais la seule méthode
qui semble naturelle est de "relever" au sens du chapitre I §2, les modules de dimension
projective finie, sur des anneaux réguliers, Malheureusement ce reldévement est impossible
comme il est montré au chapitre I §2. Quoiqu'il en soit nous espérons que le présent
travail convaircra que l'utilisation de la cohcmolcgie locale est un outil trés fruc-
tueux pour 1'étude du support des modules de dimension projective finie, et que, réci-
proquement, la finitude de la dimension projective d'un idéal permet d'obtenir des ren-

seignements précis sur les groupes de cohomologie locale & support dans le fermé qu'il

définit,
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L'étude des modules de dimension projective finie, comme outil en géométrie algébrique
remonte & la théorie des syzygies de Hilbert, Citons l'utilisation récente qu'en ont
fait J.P. Serre pour analyser les multiplicités d'intersection [23] et M, Auslander pour
démontrer le théoréme de pureté [4]° Dans son théoréme de finitude pour un morphisme
d'immersion [10], A. Grothendieck utilise comme techniques essentielles le théordme de
dualité locale et la suite spectrale associée & un module de dimension projective finie,
Nous emploierons ici, systématiquement et simultanément, ces deux approches,
Indiquons bridvement l'organisation générale de ce travail, Pour plus de détails le lec=
teur se reportera aux §0 des trois chapitres.
= Dans le chapitre I on développe les propriétés de stabilité des mcdules de dimension
projective finie qui sont nécessaires pour obtenir les résultats des chapitres suivants,
- Dans le chapitre II on énonce les questions fondamentales liées aux modules de type
fini et de dimension projective finie, Dans ce contexte, on démontre le théoréme 4'in-
tersection et les conjectures de M. Auslander et H. Bass qui s'en déduisent,
-~ Dans le chapitre III, on étudie la cohomologie des ouverts P-X d'un espace projectif
P sur un corps, définis comme complémentaires de fermés X ayant de bonnes propriétés
de régularité (non singulier, localement intersection compléte, Cohen-Macaulay, condi-
tion Si de serre). Pour ce faire, nous utilisons 1l'anneau local du sommet du cdne au-
dessus de l'espace projectif P , Bn fait, nous prouvons des résultats locaux plus gé-
néraux que les énoncés globaux qui leur correspeondent, Nous démontrons enfin dans le cas
local connexe?ui‘annulation de 1'avant dernier groupe de cohomclogie locale est équiva-
lent & sa finitude.

Nous tenons ici, & remercier treés vivement M. Auslander, avec qui nous avons eu, &
1'Université de Brandeis en 1968-69, des conversations trés enrichissantes, et qui nous
a pratiquement permis de mener & bien ces recherches. Nous remercions aussi P, Samuel
qui a bien voulu &tre notre directeur de recherches, ainsi que Daniel Ferrand et Michel
Raynaud qui, au long de discussions, nous ont permis d'aiguiser notre réflexion. Le pré-

sent travail a été réalisé pendant que les auteurs travaillaient pour les institutions
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suivantes :

Paculté des Sciences de Paris

Faculté des Sciences d!'Orsay
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NSF GP 8398

Un "preprint" recouvrant une partie des chapitres I et II a été réalisé au Département

de mathématiques de Brandeis University et un autre du chapitre III dans les "preprint

series" de 1'Université d'0Oslo.
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Chapitre I - Constructions de modules de
dimension projective finie,

§0. Introduction

Le présent chapitre est entidrement algébrique, et développe certaines propriétés
des modules de dimension projective finie, Le but de tout ce travail est le calcul de
groupes de cohomologie locale & support égal & celui d'un module de dimension projective
finie, Une certaine habitude des groupes de cohomologie locale montre que la connais-
sance d'un seul tel module ne semble pas suffisante, On peut s'en convaincre en regar—
dant 1'expression

H;'(M) = };_‘ngExtj(A{n,A) oh ¥
est un idéal de l'anmeau A . ILe foncteur de Frobénius (§7) permet la construction de
suffisamment de tels modules en caractéristiques p > 0 .

lLes §2 et 3 sont des variations sur le théme : Les modules de type fini et de di-
mension projective finie se comportent-ils comme les modules de type fini sur un anneau
régulier ? Au §2 on voit que 1'étude des premiers ne se ramdne pas & celle des derniers
(contre-exemple au reldvement). On verra cependant au chapitre 2 que la formule de la
dimension des intersections a un analogue.

Les §4 et §5 montrent que pratiquement 1l'étude des modules de type fini et de di-
mension injective finie se ramdne & celle des modules de type fini et de dimension pro-
jective finie,

Enfin au §6 le théordme d'approximation d'Artin [1], permet d'approximer un module
de dimension projective finie sur X , par un module de dimension projective finie sur
le hensélisé X d'un anneau A satisfaisant aux hypothéses du théoréme d'Artin, Le
fait le plus remarquable est que la dimension projective de l'approximant est égale & la

dimension projective de 1l'approximé, et donc que leurs profondeurs sont égales,
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§1. Le foncteur de Frobenius

Tous les anneaux considérés dans cette section sont noethériens de caractéristique p>O0,
1.1, Définition, On dira gqu'un anneau A est de caractéristique p, o p est pre-
mier, s'il existe une injection 2Z/pZ - A gui est un homomorphisme d4'anneaux,
Soit A wun anneau de caractéristique p > 0 . L'endomorphisme f : A - A défini par
f(x) = P pour tout x est un homomorphisme d'anneau, appelé homomorphisme de
Frobenius, Notons fA la bi-A-algtbre A munie de la structure de A-algdbre &
gauche définie par f , et de la structure de A-algdbre & droite définie par 1l'iden-~
tité, C'est-d~dire que pour a« €A et x € fA , Ona @.Xx= e’x et x.¢ = xo .

Considérons la catégorie M des A-modules,

1.2, Définition, On appelle foncteur de Frobenius, le foncteur F de Mm dans m défi-

ni par F(.) =.8® f.l. muni de la structure de droite. Plus précisément, pour tout

A
A-module M, ona F(M) = ue, Ty, mmi de la structure de A-module donnée
par la structure de A-algébre & droite de fA .

1.3, Exemples : a) F(A) = A

b) si o est la mltiplication par x dans A, alors F(ax) = _ .

%

c) Soient n et m des entiers positifs, et soit ¢ An -»Am un
homomorphisme, Si (cpij) est une matrice représentant ¢ , alors
F(p) est représentée par (q’iI;j)'

d) Soit 4 wun idéal de A et (x1,...,xs) un systdme de générateurs
de 9§, alors F(a/y) =A/5F oi J est 1'idéal engendré par
ERNE)

1.4, Proposition, Le foncteur F commte & la localisation en un idéal premier, Autre-

ment dit, pour tout idéal premier p 4¢ A, onaun isomorvhisme de foncteurs :
F.)9, = 7(.®, 1)

Remarquons qu'a l'homomorphisme de Frobenius f : A - A correspond un morrhisme entier
de schémas affines T : spec A -» spec A qui induit 1'identité sur les ensembles sous-

jacents, On en déduit A ®AfA = fA@ AAP , donc l'isomorphisme annoncé d'aprés la défi-

P
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nition de F .

1.5. Proposition. Pour tout A-module M , ona supp F(M) Csupp M . De plus, si M
est de type fini on & supp F(M) = supp M .

Ia premidre partie de la proposition est une conséquence immédiate de 1.4. De plus,

toujours d'aprés 1.4., pour montrer la deuxitme partie, il suffit de montrer que lorsque

A est local et M est un A-module non nul de type fini, alors F(M) £ 0 . Mais

alors, si m est 1'idéal maximal de A , on sait qu'il existe une surjection

M —>A/m,—> 0. On en déduit une surjection F(M) » F(A/m) -0, Mais d'aprés l'exemple

1.3 d), Fam) #0, donc F(M) #0.

1.6. Dans cette section, notre but est de montrer que le foncteur de Frobenius se com-
porte bien, plus précisément est exact, dans la catégorie des modules de type fini
et de dimension projective finie,

Remarquons d'ailleurs que lorsque A est régulier, il est élémentaire de prouver que

le morphisme de frobenius est plat, On a en fait le théortme général suivant du &

Kunz [18].

Théordme : Soit A un anneau noethérien de caractéristique p > 0 . Alors pour
gque A soit régulier, il faut et il suffit gue le morphisme de

Frobenius soit plat, i.e. gue le foncteur de Frobenius soit exact,

1e7. Théordme : Soit A wun anneau nothérien de caractéristique p > 0. Soit M un
A-module de type fini et de dimension projective finie, Alors,

A-module de type fini

Tor‘;(M,fA) =0 pur i1, et F(M) e

st un
et de dimension projective finie, tel gue pour tout idéal premier de

A on ait

ép, ((r(M)),) = dPAp(Mp)‘
P
On utilisera le résultat suivant :
1.8. Lemme d'acyclicité, Soit A un anneau local noethérien, Considérons un complexe
fini de A-modules de type fini 0 — Ls - I..SF__1 > L1 - Lo - 0 ., Supposons gue

pour tout entier i > 0 ; on ait :

——
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1) prof(L,) >4 , 2) prof(8,(1)) =0 ou H/(L) =0.

Alors, H,(L.) =0 pour 131,
On peut évidemment supposer s 3 1, sinon il n'y a rien & prouver.
Pour i (s, posons Si = Coker(Li+ 1 - Li)" Par une récurrence descendante, on va
prouver que pour 1 i s, ona prof Si >i et Hi(L.) =0.
Remarquons qu'on a Ss = Ls donc prof Ss > 8 ., De plus, comme HS(L.) e LS , on ne
peut avoir prof(Hs(L.,)) =0, Done , comme Hs(L') = 0.
Supposons maintenant prof(si) >i et Hi(L') =0 pour id>r, avec 1 {r<s,
On a alors une suite exacte :
(*) 0 - Si+1 - Lr - Sr -0 . Soit m 1'idéal maximal de A , 1la suite exacte donnée
par le foncteur H;L() et ses dérivés, appliqués & (x), prouve que H':L(sr) =0 pour

e <r, donc que prof(sr) >r . Soit Kr le noyau de la fldche Lr - Lr- On a

1 .

une suite exacte 0 - S -KXK -»H(L)->0, Comme K &I , ona prof K >1 .
r+ T r T T T

1
Mais alors, toujours par la suite exacte de cohomologie locale, prof Hr(L') =0 im-
plique prof(sr+1) =1 ., Mais comme r+{ > 2 , nous savons que prOf(Sr+1) >2, on

en dédui* Hr(L") =0, et le lemme est démontré,

1.9. Corollaire, Soit A un anneau local noethérien de profondeur r .

Soit 0 - LS > Lo - 0 un complexe de A-modules libres de type fini, avec

s {r. les conditions suivantes scnt équivalenteg

(i) Pour i 31, les A-modules Hi(L.) scnt de longueur finie,

(ii) pour i »1, ona Hi(L°)=O,
Le corollaire suivant nous a été communiqué, avec une démonstration différente par

M. Auslander, Dans le contexte de ce paragraphe, il a 1'intérét de bien éclairer la

preuve du théordme 1,7,

1.10, Corollaire, Soit ¢ : A » B un homomorphisme d'anneaux noethériens., Soit M un

A-module de type fini et de dimension projective finie, Supposons gue pour tout

idéal premier B de B, appartenant au support de M®AB , on ait
pro'f(BF) > prOf(Aq>'1(p))' Alors Tor‘g(M,B) =0, pour tout entier i » 1, et

M®AB est un B-module de dimension projective finie.
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Réciproguement, si A est local d'idéal maximal M, et si pour tout A-module
M de type fini et de dimension projective finie, TorAi(M,B) =0 pour i1,
alors pour tout idéal premier m au-dessus de M, on a prof BP > prof A,
La réciproque ne présente pas de difficulté, Soit f1""’fr une A-suite régulidre,
Le complexe de Koszul, sur A , associé & la suite f1""’fr est exact., Ce complexe

étant fonctoriel, Tor‘g(A /f £ ’BP) =0 , implique que le complexe de Koszul, sur
r

1,...,

Bp » associé & la suite f‘l""’fr est exact, donc que cette suite est Bp—réguli‘ere.

Montrons maintenant la proposition directe. Supposons que les Tor‘g(M,B) ne sont pas
tous nuls, Soi%t alors p wun idéal premier de B qui est minimal dans la réunion des
supports des B-modules Torg(M,B) pour i 31 . Soit g = cp-1(f'). Considérons une
résolution libre minimale Li du A _-module, de dimension projective finie, M

g

Appliquons au complexe Li le foncteur .® A BF . On obtient un complexe de

q.

BP—modules libres admettant (Toriq (Mq » B )) pour homologie, D'apreés le choix de R
i
cette homologie est de longueur finie en degré 3 1 . Mais Li étant une résolution

minimale de M, sur Aq , 1la longueur du complexe (Li) est égale & dpA M donc

q

inférieure ou égale & la profondeur de A

q ?
g Comme prof(Aq) < prof(BF), on en déduit

que la longueur da complexe Li®A BF' est inférieure ou égale & prof BF‘ . Par 1,9.,
q A

on impligus H.(L.@ B ) =0 pour i Y1, clest-=dire Tor.q(M , B ) =0 pour
i P i q’"p

=

i31, et on a la contradiction cherchée,

Démonstration du thécréme 1.7.

On sait qus le morphisme de Frobenius f induit une bijection sur les spectres,
c'est-a~dire que pour tout idéal premier p de A, on a f-1(p) =p . D'aprés 1.10.,
on a donc Tor'g(Mng) =0 pour tout i 1, et M@AfA est un fA—module de type
fini et de Aimension projective finie, Autrement dit, F(M) est un A-module de type
fini et de dimension projective finie,

Remarquons de plus que si A est local d'idéal maximal M, et (L.) une résolution

libre de M , alors pour que L. soit une résolution minimale, il faut et il suffit
r.
que F(L.) soit une résolution minimalée de F(M). En effet, posons Li =A * , et
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considérons le complexe exact :

T, @ r_ r ¢, T
(x) 0 —>a 58,5 >h | —on ® — M —>0.

Représentons les applications 9; > i=1,¢..48 , par des matrices q)?’m . Dire que

p . . . . J n,m
(*) est une résolution minimale, c'est dire que pour tous i,n,m, 1'élément q)i’ ap-

partient & 1'idéal maxlmal m de A . Mais alors F((x)) peut s'écrire :

o—;as—sé"A R — a VR en) —0
ou, d'aprés 1'exemple 1.%.c), pour tout i=1,...,8 , 1l'application (cpi)p est repré-
sentée par la matrice ((cpr.:’m)P). On a évidemment q) T m&= (<p )P €m, donc
(L.) résolution minimale de M&=>F(L.) résolution minimale de F(M). On sait que
le foncteur de Frobenius commite & la localisation on en déduit donc la fin du théo-
réme, c'est-a-dire que pour tout idéal premier p de A, on a dpAFSF(M))F = dpAF(MF)'

1,11, Corollaire, Soit A un anneau local noethérien de caractéristique p> 0, et

sit M son idéal maximal, Soit L un A-module libre de type fini, et soit K
un sous-module de L . Supposons gue K est de dimension projective finie.
Alors, il existe une suite de sous-modules K. de L tels gue :

1)K =K,

2) ur tout idéal premier p de A, ona dpA (L/K) = dpAp L/K)

3) si Kc<mlL , alors K cmp L pour tout i ) O v

On pose M =1L/K, et on prend K, = Ker‘(F (L) -7 (M)) Comme Fi(L) =L, on
remarqus Jue Ki est bien un sous-module de I ., ILa condition 1) est évidente, La con-
dition 2) ne fait que traduire le théordme 1,7, La condition 3) se montre en considérant
une présentation finie L1 21-M->0 de M. Dire que KeqL , c'est dire qu'une
matrice représentant ¢ a ses coefficients dans M. Mais alors, pour tout i,
dlaprés 1.3 c), une matrice représentant Fi(q;) aura ses coefficients dans mpl .

Dans le cas particulier obh L=A et ou K est un idéal de dimension projective finie,
on a un résultat plus fort qui sera particulidrement intéressant pour calculer plus

précisément qu'au moyen du résultat précédent la cohomologie locale & support dans le

fermé défini par un idéal de dimension projective finie,
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1.12, Corollaire, Soit A wun anneau noethérien de caractéristique p > 0 . Soit § un
idéal de A, de dimension projective finie, Alors, il existe une suite décrois-
sante d'idéaux (5n) de A, définissant sur A la méme topologie gue la topo-
logie J-adigue, et tels gqu'en tout idéal premier p de A, om aif
iz, (Ain)y = az, (A1) oouz fout 230 .
En effet, on prend simplement comme précédemment J = ker(F-(a) » F(a/4)). Comme
Fn(A) =A , on applique le théoréme 1,7., et il reste seulement & vérifier que les
idéaux ﬂn définissent la méme topologie que la topologie ﬂ—adique, dens A . Mais
on a vu, 1.3 d), que si XyreeesX est un systéme de générateurs de 4§, alors
9n = (xfn,...,xi ). On a évidemment 5n c1®, et Un.ZJGSﬁn , et le corollaire est

démontré,

Terminons cette section en donnant une forme plus imagée du théordme 1.7.

1.13. Théordme (1.7 bis). Soit A un anneau noethérien de caractéristique p > 0 .

Considérons un complexe exact de A-modules libres de type fini

0 —» L —IL > yL, —>L .
s s-1 1 o

Notons ® onm les coefficients des matrices représentant les ¢; our des
| St 4

bases donnéeg des Li .

Soit cpép) la matrice dont les coefficients sont ‘Pipn p 2lors le complexe
r) P (p T
0 w1 2,1 It bl 21yl est exact,
L4 s L4 5-1 L4 L4 1 L4 o
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§2. Contre—exemple au relévement

2.1. Définition, Soient R un anneau local régulier, et A un guotient de R . Soit

M un A-module de type fini et de dimension projective finie, On dit que M se

releve 3 R, si il existe un R-module de type fini N tel gue M = A@RN ’

et que Torfi{(A,N) =0 pour i3y 1.

emarque 1 3 Ceci revient & dire que l'on obtient une résolution projective de M sur
A , en tensorisant une résolution projective de N sur R par A,

Remarque 2 : Les modules de dimension projective { 1 se reldvent,

- Rappelcns qu'on dit qu'un A-module M de type fini et de dimension projective finie
est rigide, s'il vérifie la conjecture des Tors, autrement dit, si pour un A-module Q
et un entier r, on a Torﬁ(M,Q) =0, alors Tor'g(M,Q) =0 pour iYr . On sait
que sur un anneau régulier tout module de type fini est rigide [2] [19]. On en déduit
la proposition suivante qui dit bien pourquoi le probléme du relévement se pose dans le
cadre des questions étudides ici.

2.2, Proposition, Soit A wun anneau local guotient d'un anneau régulier R . Siun

A-module M , de type fini de dimension projective finie se reléve & R, alors

M est rigide,
Nous reviendrons au chapitre 2 sur la question de la rigidité et ses conséquences,
- Notre intention est de montrer qu'on peut construire des A-modules de type fini et
de dimension projective finie qui ne se reldévent pas & un anneau régulier,

2.3, Proposition, Soit A un anneau local guotient d'un anneau régulier local R .

Soit r un entier »2 , et soit M un A-module de type fini de dimension pro-

jective r . On suppose gue M est r-sphérique, c'est-a-dire gue E‘xti(M,A)=O

pour i # 0,r . Alors, si M se reldve 3 R, le A-module Exti(M,A) est de
Bn effet, scit N wun R-module de type fini relevant M . Considérons la suite spec-
trale Extz(Torg(N,A),A) = Eg'q , dont l'aboutissement est Extg(N,A). Comme

Tor?(N,A) =0 pour i#0, elle dégéndre, et on obtient des isomorphismes :
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Extf(N@RA,A) = Exté’(N,A).

Mais, comme N@RA =M, et conme M est r-sphérique, on en déduit Extg(N,A) =0
pour P #£ O,r .

Cela implique en premier lieu que N est de dimension projective r , donc que 3

r ~ r ~ r
Ext, (M,a) = Ext (N,A) = Ext (N,R)QA .

Pour démontrer que Extz(M,A) est un A-module de dimension projective finie qui se
reléve & R, il suffira donc de montrer que Tor?(Ext;(N,R),A) =0 pour i Y1 .
Mais nous savons que sur un anneau régulier tout module de type fini est rigide, donc

R

Ext;(N,R) est un R-module rigide, et il suffit de démontrer que Tor1

Ext;(N,R)gA) =0.

Soit 9 1'idéal de R tel que A =R/J . Considérons le diagramme commtatif suivant

ou les lignes sont exactes :

Ext;-1 (¥,A) -» Ext;(N,U) - E'xt;(N,R) - ExtE(N,A) -0
R R

r r Ir
ExtR(N,R)®R3 - ExtR(N,R R - ExtR(N,R)®RA -0,

Comme on a vu que Ext;-'1 (N,A) =0, on a une suite exacte :

r r r
0 - ExtR(N,R)t&Rﬂ - ExtR(N,R)®RR - ExtR(N,R)@:RA -0,
qui prouve bien que Torl:(Ext;(N,R),A) =0,

— Pour construire un contre-exemple au reldvement, il suffira donc de construire un

A-module r-sphérique Q tel que Extz(Q,A) n'est pas de dimension projective finie,

Pour cela nous utiliserons une technique de M, Auslander sur laquelle on trouvera plus

de détails dans [22] chap.2 §3.

2.4. Proposition, Soit A un anneau local, et soit s un entier inférieur ou égal &
prof A . Soit M un A-module de type fini tel gue grade M » s . Alors, il
existe un A-module N de type fini et s-sphérique (i.e. tel gue dp N=s gt
Exti(N,A) =0 pour i #0,s) tel que Exti(N,A) %M., Deplus, si N' estun

A-module de type fini de dimension projective s , et si n est un homomor-

rhisme de Exti(N',A) dans Exti(N,A), il existe un homomorphisme ¢ : N - N'

tel que n = Extz(cp,A).
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Bn effet, considérons une résolution projective de longueur s de M :

() Ly~ Ly, >-— L ~L -M->0.

Dire que grade M ) s , c'est dire que Exti(M,A) =0 pour i< s, donc c'est dire
que la suite 0 - LZ - LY - — sz1<» L: est exacte (oh .| dénote le foncteur
HomA(.,A)). Soit N = coker(Lsi1-» L:). On a évidemment dp N ¢ s . En appliquant le

foncteur HogA(.,A) 4 la résolution projective de N :
v v v v
0=L L »=—->L" -L >N-0,

on obtient (x), et on voit que Exti(N,A) =0 pour i #£0,s et que Exﬁi(N,A) =M.
La premidre partie de la proposition est donc démontrée,

Congidérons maintenant une résolution projective de N' :

0-»P —»P »—==>P P ->N'->0,
s s-1 1 0

Appliquons au complexe P. 1le foncteur HomA(.,A). On obtient un complexe PY tel
que coker(p . = P) = Bxty(N',A). Ie morghisme Bxty(N',A) - Bxty(N,A) induit na-
turellement un morphisme du complexe de module projectif PY dans toute résolution
projective de Extz(N,A), en particulier dans L. , envoyant Pz dans L . . En
appliquant de nouveau le foncteur Homl(,,A), on trouve un morphisme de complexe
LY-* P. (envoyant LI dans Ps—i)’ donc en passant & l'homologie, un morphisme

¢ : N—=N' qui par construction a la propriété voulue,

2.5. Corollaire, Soit A un anneau local de prof ) 2 gquotient d'un anneau local ré-

gulier R . Si tout A-module de type fini de dimension projective finie se

z

reldve &4 R, alorgs A est régulier,

En effet, on considére le corps résiduel k de A qui est évidemment de grade ) 2.
D'aprés la proposition précédente, il existe un A-module M , 2-sphérique tel que
Exti(M,A) =k, Mais alors d'aprés 2,3.,, comme M se reléve et est 2-sphérique, k

est de dimension projective finie sur A , donc A est régulier,
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§3. Structure des idéaux de dimension projective un.

Notre intention est de montrer que sur un anneau local, tout idéal de dimension
projective un est, & une multiplication par un élément régulier prés, un idéal détermi-
nentiel. En corollaire, on verra que si l'anneau local est quotient d'un régulier, un
idéal de dimension projective un se reléve en un idéal du régulier,

On usilisera un lemme technique préliminaire,
— Considérons un anneau noethérien A , Comme précédemment, nous noterons °v le

foncteur Hom (O,A).

A
3.1, Lemme, Soit ¢ : An - An+1 un homomorphisme de A-modules libres de type fini,
soit o : (A" o ()Y dual, soit A%¢" : AM(A™')Y - A"(a™Y 1 puis-

1 n

et A donne

son
v
P

2 - N - n+
sance extérieure n-iéme de . IUn choix de bases pcur A

isomorphisme An(An+1 )v = An'i'1 . 0On en déduit un complexe :

nwv
00—t 25 Ao,

qui est exact si et seulement si l'image de Ancpv dans A définit un fermé, de

spec A, de grade ) 2 (i.e. ne contenant aucun idéal premier p de A tel

e prot Ay ¢ 1)
Montrons d'abord l'existence du complexe., Pour ceci, considérons ¢ comms une matrice
P 5 3 (n+1) lignes et n colonnes, Alors Anqav est une matrice & 1 ligne et (n+1)
colonnes dont les coefficients o sont les déterminants des matrices carrées
(‘Pij)iyés affectés du signe (-1)3. Considérons alors le produit de matrices Anq;vocp o
Multiplier une colonne de ¢ par la ligne Ancpv , c'est développer un déterminant

dtordre (n+1) ayant deux colonnes égales, ce qui prouve bien Anq)v op =0, Pour

démontrer 1l'équivalence annoncée, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant

3.2. Proposition, Les conoyaux de cpv et de Ancpv ont méme supports,

BEn effet dire qu'un idéal premier n'est pas dans le suppcrt du conoyau de cpv,
ctest dire que cpv®AP: (An+1 )v - (AI;)V est surjectif, C'est donc dire qu'il existe
un mineur d'ordre n de la matrice cpv qui n'est pas contenu dans p ., Mais comme

1t'image de Ancpv dans A est 1'idéal engendré par les mineurs d'ordre n de cpv ,
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c'est bien dire que Anq;VQAP est surjectif, donc que P n'est pas dans le suppert

du ccnoyau de Ancpv o

n n+41 Ancpv_

- Revenons & la proposition, et supposons que le complexe O > A 252 A

soit exact. Soit A/f 1le conoyau de Ancpv . Alors le conoyau de cpv est Exti(A/ﬂ.,A),
Comme A/ol. est par hypotheése de dimension projective finie, pour tout idéal premier !
d2 A tel que prof AP <1, AP/ILAF, est soit nul soit de dimension projective 1.
Done Exti (AF/uAF ) AP) =0 , Autrement dit Exti(A/dl,,A) est de grade » 2 , et
d'aprés lapproposition A/ aussi,

Réciproquement, soit toujours A/ll, le conoyau de Aﬂqov » Surposons grade A/ﬂ, >2 .
Alors, les groupes de cchomeclogie locale H;(A) et HJL(A) sont nuls, Posons

X=8Spec A et U= X-V(d,), D'aprtés la proposition 3.2., cpv/U est surjective, Scit

8 son noyaz. On a donc une suite exacte de faisceaux sur U
\ ') N4+ \V ﬂg A I\V
(+) 0 —>%—y @) ®2)" —so.
Cette suite exacte montre que ¥ est un faisceau inversible sur U, et qu'on a

g= (AH&E) ® (An-'-‘I (&D{JH )v), donc £= B’U . Le foncteur I(U,,) appliqué & (x) donne

une sulta axacte ¢
N+ \V v NNV
{x%) 0 =3 —> () 2o (7).
Revenons mainterant au complexe 3
n n+1i An "
R N L
g1l donne, en dualisant, un complexe 3
An n+1\v v n\v
A= ()Y 25 M),
En comparant ce dernier complexe & la suite exacte (**), on obtient un diagramme com-

mutatif
R R TR
A =0 (MY 2507

N

0 —>a — (A1) 25, )Y,
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dans lequel la deuxiéme ligne est exacte,
En dualisant & rouveau, on trouve un diagramme commutatif :
n n+1 An M
A a7 22y

00— " 25" 0,

Comme le conoyau Exti(A/dl.,A) de cpv est de grade » 2 , 1la deuxi®me ligne de ce
dernier diagramme est exacte, ce qui prouve déja que ¢ est injective, Tout
A-homomerpnisme de A étant une multiplication, scit f 1'élément de A correspon-
dant & la dernidre fldche verticale du diagramme, Le diagramme montre qu'on a 6 < fA .
Si f n'est pas inversible, f est contenu dans un idéal premier de hauteur 1, ce qui
est contraire & 1'hypotheése grade A/dl. >2 ., Donc f est inversible, et l'exactitude
de la deuxiéme ligne du diagramme implique 1l'exactitude de la premidre, ce que nous

voulions montrer,

3e3. Théoréme, Soit A un anneau local noethérien, Une condition nécessaire et suf-

fisante pour gu'un idéal 4 de A soit de dimension projective 1, est
qu'il exigte un entier n , une matrice correspondant & un homomor—
phisme ¢ s A" A et un élément f de A non diviseur de 0 dans

A, tels que si ' est 1'idéal de A engendré par les mineurs

d'ordre n de la matrice, on ait grade A/]' 32, et 1=£1".

Ce *théoréme est une conséquence directe du lemme 3.1, Remarquons d'abord que si & un

1 correspond une matrice dont les mineurs dlordre n en-

homomorphisme ¢ 3 An - An+
gendrent un idéal /' tel que grade A/ﬂ' > 2 , alors d'aprés le lemme 3.1., il y a

une suite exacte 3
n n+1i An v 1
0 — A" 252 22—/ — 0.

1
Donc 5' est un idéal de dimension projective 1 et bien entendu fJ aussi, pour
tout élément f de A , non diviseur de O.

Réciproquement, soit @
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(%) 0 —rat 2 )™ oy Ly —0,

une résolution projective de A/Y . On peut voir comme dans la démonstration du lemme
3.1 que grade(Exti(A/ﬂ,A)) »2 . Onen déduit que ¢v a un conoyau de grade ) 2 ,
et par la prcposition 3,2, que AP¢V a un conoyau de grade » 2 , Le lemme 3,1, dit

alors qu'on a une suite exacte :
n n+i A '
(%) 00— —Zoa " 2250 — /) — 0,

en posart A/3' = coker Ap¢v o

En dualisant (x) et (xx), on peut construire un diagramme commutatif

v v
0 —>a L) 2" —-vExti(A/b JA) — 0

! | Il Il

n v '
0 —sa L8 2,0 ——rExti(A/v,A) —0,

ol la deuxidme ligne est exacte car grade A/ﬂ' »2 . Tout A-homomorphisme de A

étant une multiplication par un é1lément, ce diagramme montre que l'isomorphisme entre
' et 1 qu'on obtient en comparant (*) et (**), provient d'une multiplication dans
A, autrement 3it qu'cn a Y = £9' , pour un élément f de A , Il reste & démon-

trer que f n'est pas diviseur de 0 dans A . Mais puisque la multiplication par f

définit un isomorphisme entre 5' et J, 1la restriction de la multiplication par f
! t
32 ) est injective, Comme grade A/Y »2, Y contient au moins un élément régu-
?
lier dans A , donc I contient un sous-module isomorphe & A , sur lequel la mul-

tiplication par f sera & fortiori injective. Finalement f est bien régulier dans A

et le théordme est démontré,

Remarque : Le fait que A est local n'a été utilisé dans cette démonstration que pour
dire qu'un idéal de dimension projective 1 admet une résolution libre de longueur 1, ce

qui, bier sfir, peut-8tre vrai dans des cas plus généraux,

3.4. Corollaire, Soit A un anneau local noethérien guotient d'un anneau local régu-

lier R . Soit J un idéal de dimension projective 1 de A . Alors
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il existe un idéal I de R Jde dimension projective 1 relevant Y

(i.e. tel gque IQBRA =3 et Torf(I,A) =0).

En effet, d'aprés le théordme 3,2,, il suffit de démontrer le cas oh A/} admet une

résolution libre sur A , de la forme :

nwv
(%) 0 —>at 2™ Ao, >0 .

Soit @ wune matrice & coefficients dans R, relevant la matrice ¢ .

D'aprés le lemme 3,1.,, On 2 un complexe de R-modules :

_ n v
(%) 0 —5 L, 2 AF ¢ »R/I —> 0 ,

oh R/I est le conoyau de A?¢v . Toujours d'aprés 3.1., pour prouver que (xx) est
exacte, il suffit de prouver que R/I est de grade » 2 dans R . Dans un anneau

régulier, le grade est égal & la codimensicn, On sait [23] qu'on a 3

codimR(R/I) + codimR(A) > codimR(A/b) .

Mais gradeA(A/ﬂ) 3 2 implique ccdimR(A/ﬂ) > codimR(A)-+2 . Donc on a
codimR(R/i) 32, ce que nous voulicns montrer, Finalement, (¥x) est bien exact, et
dire qu'il reste exact apr®s tensorisation par A , c'est dire que R/I reldve A/U ’

donc que 1'idéal I reldve J .
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§4. Modules de type fini et de dimension injective finie

Dans cette section, nous nous proposons de mettre en évidence trois propriétés
importantes des modules de type fini de dimension injective finie sur un anneau local
noethérien,

Pour ceci, nous rappellerons d'abord des résultats démontrés par H. Bass dans [6].

Nous donnerons ensuite quelques exemples pour éclairer le probldme, Enfin, si T est
un module de type fini de dimension injective finie sur un anneau local noethérien A ,
nous montrerons que T posséde les trois propriétés suivantes, dont les deux premidres
apparaitront de fagon primordiale dans le chap,2, pour démontrer une conjecture de

H. Bass,

a) grade T + dim T = prof A , Cette situation est minimale, car pour tout
A-module de type fini M, ona prof A grade T + dim T  dim A ,

b) si ; est le complété de A , 1l existe un ;—module de type fini et de
dimension projective finie ayant méme support que % .

c) On a le théordme, du type Hilbert-Serre, suivant : pour tout A-module de

type fini M, on a la relation
prof M + sup{i, tel que Ext;(M,T) #0} = prof A .

Rappelons la conjecture centrale de H. Bass, que nous démontrerons dans le chap.,2, pour
les anneaux locaux de la géométrie algébrique :

"Stil existe un A-module non nul de type fini et de dimension injective finie,

alors A est un anneau de Cohen=Macaulay",
a) et b) montrent que la conjecture suivante de M, Auslander implique la conjecture
de Bass :

"Pour tout A-module M de type fini et de dimension projective finie, on a

grade M + dim M =dim A",
Remarquons enfin & propos du résultat c¢) qu'il conduit naturellement & chercher un
A-module de profondeur aussi grande que possible, et en particulier que si on peut

trouver un A-module de type fini de profondeur égale & la dimension de 1'anneau, (ce
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qu'on peut faire pour les anneaux de dimension ( 2), alors 1l'exitence de T entraire

que A est de Cohen-Macaulay,

non nul de type fini et de dimension injective finie, on a

dim,inj T = prof A ,
Ce résultat se déduit directement des deux lemmes suivants que nous ne prouverons pas.

4.2, Lemne, Si i

dim inj T, on a Extz(k,T) 40, oi k est le corps résiduel

de A.

4.3, Lemme, Si r

prof A, et si M est un A-module de type fini de dimension

projective r , on a Bxt,(M,N) #0 pour tout A-module de type fini N.

4.4, Propcsition (Bass). Soit M un module de type fini sur un anneau local noethé-

rien A, Scit (B°) wune résolution injective minimale de

T . Alors, pour tout i , ona E = I p.i(p,T) E(A/p),
RFESpec A
oi E(A/p) est une enveloppe injective de A/F , et ob

b (poT) = dimk(F) Extip(k(p),TP).

4.5, Proposition (Bass). Soit M wun module de type fini sur un anneau local noethé-

rien A, et soient p et g deux idéaux premiers succes=—

sifs de A (i.e. tels gue pcq et dim A"]/FA? =1).

Alors, si p,i(F,M) #0, ona p‘i+1(q’M) #0 .

4.6, Exemples de modules de type fini de dimension injective finie,

A, Pour qu'un arneau local R soit régulier, il faut et il suffit que tout
R-module de type fini soit de dimension injective finie, En fait, il suffit

que son corps résiduel soit de dimension injective finie,
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B. Soit A un anneau local de Gorenstein (i,e., tel que si M est 1'idéal maxi-
. i . . n iy s
mal de A, on ait HmSA) =0 pour i#n=4dimA et que Hm’(A) soit in-
jectif), Alors tout A-module de dimension projective finie est de dimension

injective finie et réciproquement,

C., Soit A wun anneau local de Cohen-=Macaulay, quotient d'un anneau local régu-
lier R . Alors, si s est la codimension de A dans R, le A-module
Ext;(A,R) est de type fini et de dimension injective finie, Soit E est un
module dualisant pour A (i.e. une enveloppe injective du corps résiduel k
de A), et soient n 1la dimension de A et M 1'idéal maximal de A ,
alors on sait que HomA(H,‘I;.’(A),E) est isomorphe au complété de Ext;(A,R), et
que ce A-module que nous noterons QO(A) est indépendant du plongement ré-

gulier,

4,7. Propogition, Soit A wun anneau local noethérien, et soit T un A-module de

type fini de dimension injective finie, Alors pour tout idéal pre-

mier p du support de T, ona :

dim A/p + prof Ap = prof A .

Soit P un idéal premier de A tel que Tp #0 . D'aprés 4.1., on a
dim,inf, Ty = prof Az . Soit s = prof A, . On a alors ExtS (k(p),T ) ;4 o,

AR b P Ap P
autrement dit p,s(FI,T) #0 ., Scit M 1'idéal maximal de A , et soit d = dim A/p .
Par 4.5., on a us_'_d(m,T) #0 . On en déduit évidemment dim A/p + prof Ap < prof A,
Mais compte-tenu du fait que prof AF > gradeA A/P , la proposition sera une consgé-

quence immédiate du lemme général suivant

4.8, Lemme, Pour tout module de type fini M sur un anneau local noethérien A , on
a la double inégalité :

prof A { grade M + dim M  dim A ,
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Soit poun idéal premier du support de M tel que dim A/p =dim M, On a évidem-
ment dim Ap + dim A/p § dim A , Mais comme grade M  prof AF £ dim AF , On en
déduit immédiatement 1'inégalité de droite,
Prouvons 1'inégalité de gauche par récurrence sur grade M .
Dire que grade M =0 , c'est dire que inf (prof AP) =0, donc c'est dire qu'il

pESupp M

existe un idéal premier p dans le support de M , associé &8 O dans A, Ona
alors dim M ) dim A/p , et comme pour tout idéal premier q associé & 0 dans A ,
on a dim A/q > prof A , on peut conclure,
Supposons maintenant que 1'inégalité de gauche soit prouvée pour grade M < n , avec
n>0. Soit N un A-module de graden ., Il existe a« , un élément A-régulier

dans 1l'annulateur de N . Donc N est un A/oA-module de grade n-1 . On en déduit

gradeA/a N + dim N ) prof A/eA , et évidemment gradeAN + dim N » prof A .

4,9, Corcllaire, Si T est un module de type fini non nul et de dimension injective
finie sur un anneau local noethérien A , on a @

grade T + dim T = prof A .

Soit p wun idéal premier du support de T tel que dim A/p =dim T, D'aprés 4.7.,
on a dim T + prof AF = prof A . Mais comme grade T prof A , d'aprés 4.8., on a

prof AF =grade T et dim T + grade T = prof A .

4.10. Théoreme. Soit T un module non nul de type fini de dimension injective finie

sur un anneau local noethérien A . Soit E une enveloppe injective

du corps résiduel k de A, Soit A le complété de A, et soit

= prof A = prof A . Alors M = Exti(E,T) est un A-module ayant
les propriétés suivantes :

(1) M est de type fini et de dimension projective finie sur A et

sa dimension projective est r-prof T.
(i1) M a méme support gque le complété T de T,

(iii) soit m 1'idéal maximal de A , et soit R un anneau local de
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Gorenstein de dimension n dont A est quotient, alors pour
tout i, on a des isomorphismes

Ext;i(M,i) % Hom, (& (1),E) = Extﬁf'(r‘i) (,R).

Prouvons d'abord (i). Pour ceci, considérons une résolution injective minimale de T :

1

—b—-—-—»Ir-»O.

() 0-T-1° =1

Nous voulons appliquer le foncteur HomA(E,.) 4 cette suite exacte, On sait que pour
tout i » 0, 1le module Il peut s'édrire comme un produit direct

n  u.(p,7) E(a/p) , ot E(A/p) est une enveloppe injective de A/p . Prouvons
pESpec A

que pour p #M, ona HomA(E,E(A/p)) =0. Soit £f :E-BEQA/p). Si x€E, 1le
modiule Ax est de longueur finie, donc Af(x) est un sous-module de longueur finie
de E(A/p) , donc f(x) =0, car E(a/p) étant une extension essentielle de A/p
ne contient pas de sous-module de longueur finie non triviel., Autrement dit, pour

tout i ¢
iy .m,T)y o/ i
HomA(E,I ) = HomA(E,Ep'l ) = HomA(E,Hm(I ) .

Donc, comme HomA(E,E) =A , en appliquant H'omA(Ei.)) a (*‘), on obtient un complexe ¢

ap_n,T)  ap, (m,T) ap (m,T)
(%x) 020 A e aam -0,

dont la cohomologie Hi(iub) est Ex‘bi(E,T.). Finalement, il nous suffira de prou-
ver Exti(E,T) =0 pour i< r, pour prouver que Ext:(E,T.) est un z-module de
type fini de dimension projective finie.

Remarquons que comme E est aussi une enveloppe injective du corps résiduel k de
; , on surait aussi obtenu le complexe (#x) en remplagant T par 5 et () par
une résolution injective finie minimale du x-module de type fini de dimension ine-
jective finie "1: o Il suffira donc de démontrer ExtE(E,'I‘) =0 pour i< r, Mais
alors, par la dualité classique, [9] on sait que Homi(Hom‘("I“,E),E) =E‘ . Congidé=
rons T!' = Homi(a',E-). Alors, par un isomorphisme de duali:é [8] H

a®

Ext2(B,T) & Bxti(E,Hom(T',E)) = Hom(Tor‘;(E,T'),E) .
A A
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~

Par construction, on sait que T' est limite inductive des A-modules de longueur

finie 1! = Homa(T ). En utilisant l'exactitude du foncteur limite inductive
A

e
m-T
et les propriétés du foncteur dualisant Hom.(.,E), on en déduit des isomorphismes @

~

Mg ve o o . A,
HomE(Tori(E,El; Tn),E) Hom,.(l;m Tori(E,Tn),E)

A
. s A . s i
= lim Homa(Tor,(E,T!),B) # lim Bxta(T},Hon(E,E)
n A n A
= lim Exti(T',4) .
& A n
n

Mais comme prof A

r , et comme pour tout n , Tr'x est un A-module de longueur

finie, Exti’(Tlfl,A) =0 pour i<r, donc Extr(E,T) =0 pour i< 7T .
A A

Remarquons maintenant que pour finir de prouver (i) et pour prouver (ii), il suffira
de prouver (iii), car d'aprés (iii) :
Ext-(M,A) = 0 pour i > r-prof T, et Exta(M,A) #0 pour i =r-prof T ,
A A

donc dpa M = r-prof T ,
A

D'autre part, toujours par (iii) :

n-(r=i)
R

(=]
°

Supp M = |J Supp Exti'(M,A) = |J Supp Ext (T,R) = Supp

i0 A i)0

Pour montrer (iii), considérons le foncteur HomA(Hom(.,E),A).

4.11. Lemme, I1 existe un morphisme canonigue de foncteurs

HomA(E,,) - HomA(HomA(.,E),A) qui induit un iscmorphisme sur ces fonc=—

teurs restreints i la catégorie des A-modules artiniens (i.e. tel gue

pour tout module artinien C , 1'homomorphisme :

HomA(E,C) - HomA(HomA(C,E),A) soit un isomormisme),

BEn effet, rappelons qu'on a A = HomA(E,E). D'aprés un isomorphisme classique de
dualité, on en déduit :

HomA(Hom(.,E),;) = HomA(HomA(.,E),HomA(E,E))

HomA(HomA(. ,E)®AE,E)
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IR

H‘omA(EQ AHom(..,E).E)

HomA(E,HomA(HomA( .»B),E)) .

Le morphisme canonique de foncteurs id — HomA(HomA(.,E),_E) induit donc bien un mor-
phisme HomA(E,.) - HomA(Hom(.,E),i). Mais ces deux foncteurs sont covariants,
exacts & gauche, et prennent la méme valeur sur E . Les modules artiniens étant les
modules qui admettent une résolution injective du type E™ y ol les u. sont des

entiers, on en déduit bien 1l'isomorphisme annoncé,

Revenons & la démonstration du théortme, et rappelons que c'est en appliquant le fonc-
teur HomA(E,H:L(.)) 4 une résolution injective I° de T, qu'on a obtenu la réso-

lution projective :

AR ald alk
(**) 0*A°-’---’A1-’——-‘Ar,

du X-module M= Ext:(E\,T). D'aprés le lemme, cette résolution s'obtient aussi en
appliquant le foncteur HomA(HomA(H;"(.)-,E),z) 3 la résolution injective I* de T .
En appliquant le foncteur Hom..(.,.:) 3 (xx), on obtient le complexe de i—modules
libres ¢ *

all a ald al
(***) Ar_’ I‘"»-—*A'-Ao.

Ce dernier complexe peut donc aussi s'obtenir en appliquant le foncteur
(HomA(HomA(ﬁ(.),E),A),A) 4 la résolution injective I° de T ., Mais comme
HemA(H:'L(I'),E), est un complexe de A-modules libres de type fini, et comme

HomA(A,A) = Homi(A,A), le morphisme de complexe de A~modules 1libres de type fini :
) R o . " “~
HomA(H,m(I ),E) -»HomK(HomA(HomA(HM(I ),E),A),A) .

est un isomorphisme, c'est-2-dire que le complexe HomA(H:ngI'),E) est isomorphe au
complexe (***). On sait que la cohomologie du complexe H::L(I') est
I-IJ'(H:L(I')) = H;L(T). Le foncteur HomA(.,E) étant bien sfir exact, on en déduit que

1'homologie du complexe (*#x) est :

Hi(A"') = nxtz‘i(M,A) )
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et le premier isomorphisme annoncé est démontré,

tn— 1

Le deuxid®me, 1l'isomorphisme HomA(H;gT),E) = Ex R (T,R) n'est rien d'autre que le

théortme de dualité locale [10].

4.12, Remarque, L'isomorphisme de complexes de A~modules libres de type fini :
(o] ° [o] . -
Hom, (&,Hy(1*)) - Hom, (Hom, (8,(1*),E),A)
donne un isomorphisme de complexes :

Bom, (Hom, (8,5 (1°)),4) ~ Hom, (8 (1), E) .

2
Au cours de la démonstration du théoréme, nous avons donc vu qu'en appliquant le
foncteur HomA(HomA(E,Hgg.)),X) 34 une résolution injective de T , on obtenait un
complexe de X—modules libres de type fini, ayant pour homologie les K—modules
Ext® (1, R).

R
On sait que si l'anneau local A admet un complexe dualisant C° (en particulier
si A est quotient d'un anneau régulier), l'homologie Q° du complexe HomA(T,C°)
est telle que 5' = Extﬁ(%,R). C'est ce fait que nous utiliserons dans le paragraphe

suivant pour démontrer que dans le cas o A admet un complexe dualisant, on peut

descendre le A-module M = Extz(E,T) en un A-module, (§5, Th, 5.7)°

Donnons enfin le corollaire suivant, qui démontre dans un cas particulier la conjec-

ture de Bass dont nous avons parlé plus haut,

4.13, Corollaire, Soit A un anneau noethérien local, Soit T un A-module de type

fini de dimension injective finie non nul, et de grade 0 (i.e. tel
que Ass AN Supp T # ¢f). Alors, l'annulateur de T est (0), et

A est un anneau de Cohen-Macaulay,

BEn effet, soit a«a €A, tel que aT =0 . Alors, si r = prof A , « ExtX(E,T) = 0,
Mais dlaprés le théortme M = Extz(E,T) est un A-module de type fini de dimension
projective finie, Ia premidre partie du corollaire sera alors une conséquence de la

.14 ci-dessous,
propositio La deuxi®me partie est une conséquence de 4,7., en effet, Supp T=(0)
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implique Supp T = Spec A . Mais alors soit p€ Spec A tel que dim A/p = dim A .
D'aprés 4,7., comme p€ Supp T, on a prof Ap + dim A/p = prof A , Ceci implique

évidemment dim A = dim A/p = prof A, donc A est de Cohen-Macaulay.

4.14. Proposition (Auslander), Soit M un module de type fini de dimension projec-

tive finie sur anneau noethérien local A . Alors si M est d

grade C, l'annulateur de M est (o).

Rappelons que pour démontrer ce résultat, on prend une résolution projective de M ,
Par un raisonnement sur les rangs, on prouve que Supp M =Spec A . Si i est 1l'an-
nulateur de M, on en déduit que pour tout idéal premier @€ Ass A, on a

OLAP=O donc @ =0,

Nous terminerons ce paragraphe avec un théoreéme donnant des conditions d'annula-
tion de cohomologie., Nous donnerons ce théoréme sous la forme la plus générale pos—
sible car il montre que si l'on a un anneau local A , il est non seulement intéres-
sant de trouver un A-module de type fini de profondeur la plus grande possible,

mais qu'on peut en fait se permettre de le prendre & une certaine "distance" de A .

4,15, Théoréme, Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective

finie sur un anneau local noethérien A . Soit B une A-algebre

noethérienne locale telle que l'homomorphisme de structure f : A - B

soit local, et telle gque si M est 1'idéal maximal de A , 1l'anneau

B/MB soit artinien, Alors pour tout B-module de type fini M,

on a :

prof M + sup {i € Z tel que Ext;(M,T) £ 0} = prof A .

Remarquons d'abord que dans les hypothéses du théoréme, la profondeur de M en tant
que B-module est la méme que sa profondeur en tant que A-module, En effet, la
seule difficulté est de montrer que si ;prof“]3 M>0, il existe un élément

M-régulier dans M. Sinon, M est contenu dans la réunion des idéaux premiers de
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B, associés & M . Mais alors MB aussi, et d'aprés le lemme 4'évitement, mB
est contenu dans un idéal premier associé & M , Comme MB est un idéal de défi-
nition de B, ceci est contraire & 1'hypothése profB M>O0.
Raisonnons maintenant par récurrence sur prof M. Si prof M =0 , il existe une
suite exacte de A-modules 0 -k —-M, ol k est le corps résiduel de A, Si
r = prof A, on en déduit une suite exacte Eth(M,T)~* Extz(k,T) -0 . D'aprés
4.2, Extz(k,T) % 0, donc Ext:(M,T) % 0 . Supposons maintenant prof M > 0 ,
c'est-d~dire qu'il existe un élément « €M qui est WM-régulier, Considérons la
suite exacte :
(%) 0->M3 M- M/aM—>0.,
Remarquons qufon peut supposer A complet, car on ne changera ni les données ni la
conclusion du théordme en remplagcant A et B par leurs complétés,
Soit elors E une enveloppe injective du corps résiduel k de A, On sait que le
forcteur HogA(HomA(.,E),E) se réduit, & isomorphisme prés, & l'identité sur 1la

catégorie des A-modules de type fini, Bn posant T' = Hom(T,E), on a alors par

dualité

( ) i( ~ +i ' ~ A 1

*x Ext, M,T) = Equ(M,HomA(T ,E)) = HomA(Tori(M,T ),E) .

Supposons prof M = s . On a donc prof M/aM = s=1 , et d'aprés 1l'hypothdse de

récurrence Exti(M/aM,T) =0 pour i > r-(s-1). D'aprds (xx), on en déduit :
Torg(M/aM,T') =0 pour i > r=(s=1) .
la suite exacte des Tors associds & (*) dit alors qu'on a des suites exactes :
0~ Torg(M,T') E-Torg(M,T') pour i ) r-(s-1) .

Mais comme T' est limite inductive dénombrable de modules de longueurs finies, il
en est de méme de Torﬁ(M,T') pour tout i , donc si Toré(M,T') #0, iln'ya
pas d'élément régulier pour Torg(M,T').

On en déduit bien :

Torﬁ(M,T') =0 pour i ) r-(s-1)



31

c'est-d~dire d'apres (xx)

Exti(M,T) =0 pour i} r—(s-1) .

D'un autre c8té, toujours d'aprés 1'hypothese de récurrence, Extz-(s_1)(M/aM,T)¥().

Mais alors la suite exacte :
Extz's(M,T) L4 Ext:_S(M,T) - Ext:'(s")(M/aM,T) -0

montre Ext:‘S(M,T) #0 , et le théortme est démontré,
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§5. Théordmes de descente pour les modules de dimension projective finie

Nous avons dit au paragraphe précédent que, partant d'un module de dimension in-
jective finie T , de type fini sur un anneau local noethérien A , de profondeur
r*, le ;-module de type fini Exti(E,T) était de dimension projective finie, Nous
nous proposons ici de montrer que, pour de "bons" anneaux, c'est le complété dlun
A-module de type fini de dimension projective finie, Pour ceci nous avons besoin du
théoréme de dualité locale énoncé dans le cadre des catégories dérivées, qu'on trouve
dans R, Hartshorne [13]. La lecture de ce paragraphe n'est pas essentielle pour la
suite, Cependant, il permet de montrer que pour de "bons anneaux" 1l'étude des modules
de dimension injective finie se raméne & celle des modules de dimension projective
finie, La technique employée permet aussi de retrouver de fagon naturelle un théordme
de G, Horrocks [16]. Pour la raison précédemment citée nous utiliserons sans rappel la

terminologie des catégories dérivées pour laquelle on peut se reporter & [13].

5.1, Proposition, Soient A wun anneau local noethérien, A le complété de A, M

un A-module de type fini de dimension projective finie, Soit L.

une résolution projective finie de M . Les propositions suivantes

sont équivalentes @

(i) il existe un A-module N tel gue N®,A =N
(ii) il existe un complexe P, dans D;(A) tel gue

P.@iA = HomE(L.,A) dans DC(A)°

I1 est visible que (1) implique (ii) car un tel N sera de type fini et de dimension
projective finie sur A . On prendra alors pour P. le complexe HomA(Q.,A) ol Q.
est une résolution projective finie de N sur A . Il y a une équivalence d'homotopie
Q.G%;-* L. qui donne le résultat cherché en vertu de [13].

Réciproquement on peut toujours supposer que P, est un complexe de modules projectifs,
Posant Q. = HomA(P;,A) on a Q.@iz 2 L., toujours en vertu de [ ]. Comme la tenso-

risation par A commute & l'homologie il n'y a qu'un seul module d'homologie non nul
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dans Q. : c'est le module N cherché,

5.2. Remarque, Soit A un anneau local noethérien de profondeur r et d'idéal maxi-

mal

Nous avons construit au paragraphe précédent, partant d'un module de dimension injec-
tive finie T , de type fini sur A, un A-module M de type fini et de dimension
projective finie de méme support que T . On a méme vu que Exta(M,A) est isomorphe
: i : N :

a Hom,.(HIf”: (T),E), ou E est l'enveloppe injective du corps résiduel de A . BEn

A
fait si I° est une résolution injective de T on obtient une résolution projective
de M en appliquant & I° 1le foncteur HomA(Homﬁ(H;t(—),E),A). C'est-3~dire que si
A A M

L. est une résolution projective finie de M sur A on a :
Hom,(L.,A) = Hom,.(H:"'(I'),E) dans D (A).
A A ¢

Or le théoreme de dualité locale sous sa forme catégorie dérivée est justement fait

pour calculer les complexes H'on'(I")° Plus précisément (cf [13]) :

5.3. Définition, Soit A wun anneau local, Un complexe dualisant pour A est un €1é-

ment R° € D (A) tel gue 3

(1) R° 2 une résolution injective finie

(ii) pour tout F. € D:(A) 1'homomorthisme naturel F. - R

Hom, (g Hom, (F,,R°),R°) est un isomorphisme,

5.4. Exemple : Tout quotient A d'un anneau local de Gorenstein R posséde un com—
plexe dualisant & savoir 3 si I° est une résolution injective (finie)
de R en tant que R module Ho%(A,I') est un complexe dualisant

sur A,

5.5. Proposition, Soit A un anneau local noethérien alors si A posséde un complexe

dualisant R° R’®AA est un complexe dualisant sur A .
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5.6. Théordme (dualité locale). Soit A un anneau local possédant un complexe duali-

sant R°, soit M son idéal maximal, E une enveloppe injective du
corps résiduel A/M de A, alors il existe un isomorphisme de fonc-

teurs de D:(A) dans D:(A):

H%-) s HomA(g Hom(-,R"),E).

([13] chap.v th. 6.2).

Nous avons maintenant tout le matériel nécessaire pour prouver le théordme suivant :

5¢7. Théordme, Soit A un anneau local possédant un complexe dualisant, Soit T un
A-module de type fini de dimension injectiye finie, alors il existe un
A-module de type fini M , de dimension projective finie et tel gue

support(M) = support(T).

En vertu de la proposition 5.1, et de la remarque 5.2, il suffit de trouver F, dans
D;_(A) tel que Hom_.(H%I'),E) soit isomorphe & F.QA dans D:(A), oh I® est ume
A

résolution injective finie de T .

Prenons F. = HomA(I',R'). En vertu du théordme de dualité locale
o o N S e a +08Y 8 pe
L] : o, = o t -
Homi(ngI ),B) I-Iomi(Hm(I ®AA),E) HomK(I ®, AR ®AA) dans D (A) oh R est un
complexe duglisant sur A . Or @

HomK(I A, R ®AA) = HomA(I ,R )®AA

en vertu de [13], et donc le théordme est démontré,
1= proposition 5.1, permet dans certains cas de "descendre" un module de dimension pro-
jective finie M sachant que ses Extz(M,;) se descendent pour i > 0 , En voici
quelques exemples,
Rappelons qu'un A-module M est dit r—gphérique si

a) dp(M) = r

b) Ext;(w,4) =0 pour iF0 et ifr.



35

~

5.8. Proposition, Soient A un anneau local noethérien, M un A-module r-sphérique

de type fini, alors si Extf(M,A) est le complété d'un A-module de
' A

type fini, il existe un A-module N , r-sphérique, tel gue

N®AA = M °
On peut remarquer que rien n'est supposé sur Hom,\(M,A). Soit :
A

0-L, L _, »=—=>L >L >N=0

1

une résolution libre de M , alors notant
ov = Homh(o 9A)
A

v v v v r,. =
L -->L1 _’—_--’LI‘—1 -’Lr"’ExtK(M’A)"’O

est une résolution libre de Ext.(M,A). Choisissons s
A

0 1 =1 r

une résolution projective du A-module k , tel que kQ® AA 2 Extf(M,A).
R A
On obtient un morphisme de complexes LV: £ P, tel que Hr(f) =0 .

Comme grade Extf(M,A) 3 r on a une suite exacte :
A

&, Q

0=F »-—oF, »F >N-0
r 1 o)

ou N = Coker (F;r - FZ). On cbtient ainsi un homomorphisme g s N-»> M tel que
Extf(g,A) =¢ . Quitte & rajouter & N un mcdule libre sur A on peut suppeser que
A

g est surjectif, On a donc une suite exacte
0->C->N-M-0

d'ol 1'on déduit que 3

a) dp.c < o
A

b) Extz(c,A) =0  Yi> o0
A

a

donc c'est un A-module libre d'aprées 4,3.

Mais comme l'application Extl(M,A) - Ex’cl(N,A) est un isomorphisme, la suite
A A
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0~ Mv'* Nv'é Cv'e 0 est exacte et stindée, Donc C = va est un facteur direct de

A

va , donc de N, Donc M@C =N ., Comme on peut supposer que M n'a pas de fac-—

teur direct libre, le théoréme de Krull-Schmit-Azumaya implique que M est isomorthe

au complété du facteur de N qui n'a pas de facteur direct libre, cqfd [9].
Ia proposition qui suit a été démontrée d'une autre fagon par Horrocks [16].

5.9. Proposition (Horrocks). Soit A un anneau local noethérien, X = Spec A-Hni ca

a Py
M est 1'idéal maximal de A , Posons Y = Spec A-{m} . Soit M

un A-moduie de dimension projective finie et de type fini gui soit

localement libre sur Y . Alcrs il existe un A-module N de type

fini et de dimension projective finie tel gue N=M ,

On peut bien sfir supposer que M n'a pas de facteur direct non trivial, Soit r la
dimension projective de M . Posons t = inf {i >0, tels que ExtE(M,E) % O} °
Raisonnons par récurrence sur r-t , Si r-t =0, alors M est r-sphérique, et
la proposition précédente nous permet de conclure,

Supposons donc r > t . Considérons une résolution projective de N

oo

0-L —»=-—~L -M=0.

En notant comme précédemment .v le foncteur Hom&(,,A), pcsorns T Coker{Ltv1-;Lz)u
Iy o

Alors, on a une injecition naturelle 3
t &
(%) ExtK(M,A) “r,

_t &H
Considérons une résolution projective de Ext.(M,A) en tant que A-module de lon-
A

geur finie :
F »F, »=—— >F —»Extf(mﬂ)-»o,
[} 1 t A ’
Ltinjection (%) se prolonge en un morphisme de complexes 3

& v
(P3390 = (Bgdogics »

En appliquant le foncteur .v 4 ce morphisme de complexes, on trouve un morphisms de
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complexes 2

-
(15 )o¢ict = (Fidis

qui induit un homomorphisme M g N, ou N = Coker (F‘: -

un A-module t-syvhérique tel que Ext;(N,A) =ExtE(M,A). L'application :
A

f::)_. Remarquons que N est

Extf(g,A) : Extf(N,A) - ExtE(M,A)
A A A

factorise 1'injection Extz(ﬁ,;.) ¢ T , donc c'est une injection, et comme il s'agit
de .;-modules de longueurs finies, c'est un isomorphisme, En ajoutant, au besoin, un
;.-module libre P de rang fini, & M, on peut supposer que g est surjectif, Soit
X le noyau de g . On voit facilement que K est localement libre sur Y, que K
est de dimension projective r , et que ExtE(K,.Z) =0 pour 1 Ligt, D'apres
1thypothése de récurrence, X se descend, cl'est-a-dire qu'il existe un A-module C
tel que K=6 . Comme N est localement libre sur X , 1le A-module Ext;(N,C) est
de longueur finie, douc Ext;(N,C) = Ext%(ll\},a) , cClest=&~dire que toute extension de
I_TI par K provient d'une extension de N par C . Donc M@P se descend, i.e, il

existe un A-module D tel que M®P =D, et on en déduit, au moyen du théordme de

Krull-Schmit-Azumaya, que M se descend, CQFD,

5.10. Remarque, Si A est régulier de dimension ) 2 , cet®e proposition permet &
Horrocks de montrer que tout fibré vectoriel € sur Y est 1'image
réciproque f*(,‘F) d'un fibré vectoriel & sur X, oh f :Y¥Y-X
est le morphisme de schémas déduit de l'homomorphisme canonique A - 11 o
Bn effet, sous ces hypothéses, le foncteur sections globales donne une
équivalence de catégories entre les fibrés vectoriels sur X (resp. Y)

et les A-modules (resp. A-modules) de type fini, réflexifs, locale-

ment libre sur X (resp. Y).
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§6. Théortme d'approximation pour les modules de type fini de dimension
projective finie

6,0, Introduction., Soit A un anneau noethérien local, La donnée d'un A-module M
de type fini de dimension projective finie est la donnée d'un com-

pPlexe fini de A-modules 1libres de type fini, soit 3
Py 2]
O—-’Lr—_)qu y —— ,L1—>LO, tel que :

(i) Coker ¢1 =M

(ii) les modules d'homologie H (L.) sont nuls pour i > O .

Nous avons denné en 1,8., un lemme (dit A'acyclici®é) qui donne une
méthode pour vérifier qu'un complexe fini de modules libres de type
fini a son homologie nulle en degré > 0 ., Nous avons utilisé ce
lemme en 1,7,, pour vérifier l'exactitude d'un complexe cbtenu &
partir de congidérations géométriques (morphisme de Frobenius),
Dans ce paragraphe, nous allons répéter l'opération pour montrer
1l'exactitude d'un complexe obtenu au moyen du théoréme d'approxima~-

tion de M, Artin, que nous rappellerons ici.

6.1, Théoréme (M, Artin [1] Th. 1.10, p.26). Soit R un corps cu un anneau de valua-

tion discréte excellent, Soit A un anneau lccal essentiellement de

type fini sur R, et scit Ah son hensélisé, Soif (fi)i un sys-—
h
téme fini d'équations polynomiales & coefficients dans A~ . Soit M

oit A la complétion m-adigque de Ah .

&
-
o
O~
o
(]
o
®
-
ot
[42]

Alors si y = (y "'°’§N) est une solution des égquations (fi)i ’

~
formée d'élémentg de A , pour tout entier ¢ , il existe une solu-

tion ¥y = (y1,,..,yN), formée d'éléments de Ah y telle gue

vy = 5’;‘ (m’) pour i=1,...,N.

On se place dans la situation du théordéme d'Artin, C'est-d-dire qu'on considére

~

le complété A d'un anneau local A essentiellement de type fini sur R, ou R
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est soit un corps, soit un anneau de valuation discréte excellent, Soit alors (L.)

un complexe fini de modules libres de type fini sur A . Bn fixant une base pour
chaque Li , et en posant p; = rang Li , on peut écrire ce complexe sous la forme

suivante :

alls ?- Ap.._ ) Ap-
(%) At 15,

ol aux applications 95 correspondent des matrices (cpf’q)p q). Pour tout
9
i=1,...,r , considérons <I>i la matrice & ¥y colonnes et & B lignes, et &

coefficients indéterminés . Dire que (%) est un complexe, c'est dire que les

x>4
i

. P,q . , . _ .
matrices ((q:i )p,q)i sont solutions des équations ®,_, 0% =0, pour i=1,...,T.
Soit M 1'idéal maximal de A , et soit ¢ un entier, D'aprés le théordme d'Artin,

il existe des matrices ((\Iff’q) ) & coefficients dans le hensélisé A® e 2 ,

telles que ¥, 0% =0, et que ‘l’f’q = cpp’q(mc).

6.2, Théoréme, Soit R un corps ou un anneau de valuation discréte excellente, Soit

A un anneau local essentiellement de type fini sur R, Soit A le

complété de A pour la topologie définie par 1'idéal maximal M de

A, Soit M un A-module de type fini de dimension projective finie,

Considérons une résolution libre minimale de M g A
P %
0—L —>L —_——— — L > L > M >0 .
r r-1 1 0

Alors, pour tout entier c , il existe un complexe exact
\I’
0 — P —-—-r P y —— ! > P ,
™1 0

G

1
de moduleg libres de type fini sur le hengélisé A de A, tel gque

Q (P = 1.8 ).
* Ah(A /chh) : AA/m"E

6.3, Corollaire, Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps ou

sur un anneau de valuation discréte excellent, Soit M son idéal

maximal, Soit ™M wun module de type fini de dimension projective

finie sur le complété A de A . Alors pour tout entier c , il

existe un anneau local A', localisé en un point fermé d'un revéte-
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ment étale de A, et un A'-module de type fini de dimension pro-
jective finie M', tel que
(1) w =M
/(WL?M) fwCu )

ii) d ' = dpa. d ' = f.M),
(ii) Py M pAM (done profA,M pro AM)

Remarquons tout de suite que le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme,
En effet, on prend une résolution minimale (L.,¢.) de M par des ;-modules libres,
On construit le complexe exact (P.,Y.) de modules libres de type fini sur le hensé-
1isé Ah de A, On fixe des bases pour les Pi , et on représente les homomor-
phismes Wi par des matrices, Comme Ah est limite inductive de revétements étales
pointés de A , on peut trouver un revétement étale pointé A' qui contient tous

les coefficients des matrices Yf’q . Comme Ah est fidétlement plat sur A', 1le
complexe (P,,¥.) se descend alors naturellement en un complexe exact (P!,¥!) de

1

P
A'=modules 1libres, On prend M' = Coker (P; ——1-719(')) , et, compte-tenu du théoréme,

on vérifie facilement que M' posséde les propriétés demandées,

Démontrons maintenant le théordéme, On a vu qu'on a construit un complexe (P_.,cp.) de
Ah-modules libres de type fini tel que P,/an. ’ ‘E./'m?‘i’.) = (L./mcL. ’ cpo/m?cp.).,

Montrons que si ¢ est assez grand, le complexe construit est exact, Pour cela nous
utiliserons le lemme d'acyclicité. Comme la longueur r du complexe (P,) est égale
4 dpM, ona r ( prof ;. = prof Ah . Donc d'aprés le lemme d'acyclicité, pour mon-
trer que (P.) est exact en degré > 0, il suffit de montrer que son homologie est de

longueur finie en degré > 0 , C'est une conséquence du lemme suivant :

6.4, Lemme, Soit A un anneau noethérien local d*idéal maximal m. (Considérons une

suite exacte & trois termes de A-modules libres de type fini

——

! '
1 251 2> 1" . Il existe wn entier o tel gue si L 21 S

c c
est un complexe tel gue Y¥' = ¢' mod m° et ¥Y=¢ mod m° , alors

Ker ¥/Im ¥' est un A-module de longueur finie,
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Considérons Im ¢ (resp, Im ¢') le sous-module de L" (resp. L). Le lemme
. . . . n_, n-p
d'Artin -Rees dit qu'il existe p (resp. v) tel que # L"n Im pem (Im cp)

(resp. M LNIn o' & ar Y(In o)),

c o
Prenons co > sup(p,v), et montrons que si ¢' = ¢! mod'm° et ¢ = ¢ mod ‘m,o ,

alors on a ¢
() 'm,SLnKer ¢« Im ¢! +m,s+1LnKer ¢ pour s > c,

ce qui montrera bien le lemme, En effet on en déduit que pour tout entier i > 0,
M5L N Rer g Im ¢! +m° LN Rer ¢ . Donc M Ker ¢ < Im¢'. Soit x € m°L n Ker ¢ .

Alors ¢(x) =0, et :
R s
x=2mixi ou xiGL et miEM, .
On a donc

p(x) = o(x) = (x) = 2 m (g~0)(x;) em™* orram g .

s+ S+ —p
On sait qutona M "L"NImgeM (Im ¢).

S+C_=p

Donc il existe des éléments n, € m ° , et des éléments y; €L tels que :
p(x) = o(z n, yi)‘
Autrement dit, cp(x - X n, yi) =0, donc d'apres l'exactitude de la suite

1
I 2 L", il existe un élément y' de L' tel que q;'(y') =X =2 n, v, .

S+C =p
Comme x € ML par hypothdse, et comme n, em ° cm® , on en déduit :

S 1
X zni yi€anIqu.

Mais comme s >c >v, ona o' (y') =x=-% n, v; em™ V(1n p'). Donc il existe
y" € ms-vL, tel que x - I n, y; = q)'(y").

Dot x-¢'(y") == n, y; + (=) (7")
S+C = S+C =V
ce qui implique x-¢'(y") € (M L+M L)NERer ¢ .

On en déduit bien x € Im ¢! +'m,s+1Ln Ker ¢ , c'est-a-dire (%), que nous voulions

démontrer,
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emarque : Le lemme 6.4, permet d'approximer M plus précisément si 1l'on veut. Par
exemple, si M' est un module de type fini de dimension projective finie sur Ah ’

on peut demander grade . ) grade .M . BEn effet, dire que grade M ) g , clest dire

h

A A
que le complexe suivant est exact :
v v
v 1 v ¢g v N
0 :'Lo :VL1 Yy —— — Lg , ou _v denote le foncteur Hom,(.,A). Mais

c
alors, dtaprés le lemme, il existe c, tel que (PY,¢Y) = (LY,¢Y) modulo 410 im-

v v
plique O > PZ ¢1>-P: > —237 P; exact (.v denote bien sfir ici

fon _ (.,A%)).
o Ah A
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Chapitre II

Théoréme d'intersection,

Application & la démonstration de conjectures de M. Auslander et H, Bass.

§0. Questions fondamentales sur les modules de type fini de dimension

projective finie, sur un anneau local noethérien
Rappelons le théordme suivant prouvé par Serre dans [23].

0.1. Théoréme, Soit R un anneau local régulier, Si M et N sont deux R-modules

de type fini tels gque M®RN est de longueur finie, alors

dim M+ dim N ¢ dim R .

Ce théordtme contient bien sfir la formule des codimensions d'intersection en géométrie
algébrique : lLa codimension de l'intersection de deux sous variétés d'une variété
algébrique non singuliére est inférieure ou égale & la somme des codimensions de ces
deux sous variétés,

Pour démontrer ce théortme, Serre généralise la méthode de la diagonale au moyen des
Tors complétés et il en déduit le cas ot R est équicaractéristique. Pour prouver
le cas oi R est nor ramifié puis le cas général, il utilise les caractéristiques

d'Buler—Pcincaré associées aux foncteurs Tors.

0.2. On voit facilement que ce résultat ne peut pas s'étendre en oubliant compléte-—
ment 1'hypothése d= régularité, Les méthodes homologies étant ici déterminantes, on
est naturellement amené & conjecturer que tout module M#0 , de type fini, de di-
mension projective finie sur un anneau local noethérien A posséde la propriété

suivante :

(a) pour tout A-module de type fini N , et pour tout idéal premier p minimal

dans Supp MNSupp N, on a dim 1\IP & dim AF - dim MF .
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Remarquons que le théoréme de Serre est équivalent au théortme suivant :

alors tout systéeme de paramétres de M peut se prolonger en un sys-—

téme de paramétres de R .

Montrons 0.1 =>0.3. S0it a = (a1,..,,as) un systéme de paramétres de M , Comme
M/aM est de longueur finie, dim R/a { dim R - dim M . Posons d = dim R . Comme

dim M = s , on peut trouver des éléments de R engendrant un idéal de

@ qrecesly
définition dans R/a o Autrement dit R/(a,,.,.,ad) est de longueur finie, ce qui
implique évidemment que (a1 ,..,,,ad) est un systime de paramétres de R .
Réciproquement, soient M et N deux R-modules de type fini ayant leur produit
tensoriel de longueur finie, Soit @ 1'annulateur de N . Le module M@R(R/ab) est
aussi de longueur finie, On en déduit que O contient un systiéme de paramétres

(a1,”.,as) de M, D'apres 0.3,, si d=dim R, on a dim R/(a1,,,,,as) = d=-s ,

On en déduit dim N = dim R/fy  d-s , et 1'équivalence est démontrée,

Sous cette dernidre forme, le théoréme de Serre contient bien sfir le résultat suivant

Alors toute suite M-régulidre est R-régulidre,

I1 est clair, qu'ici aussi, l'hypothese de régularité ne peut-&tre oublide, Néan-
moins, en restreignant cette hypothése, il est naturel de conjecturer (Auslander) que
tout module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noe-

V' d A N\ 4 ’
therie'ﬁVpossede la propriété :

(v) Toute suite M-régulidre est A-régulidre.

0.5, Dans [3], M, Auslander a prouvé que c'était un corollaire de sa conjecture, dite
des Tors, de nature plus clairement homologique qu'on formulera de la fagon suivante :

Un module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noe-
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thérien A posstde la propriété :

(c) Pour tout A-module de type fini N , et tout entier s, si ’I‘-or‘g(M,N) =0,

alors Tor‘g(M,N) =0 pour j s (autrement dit, M est rigide),

0.6, C'est pour résoudre la conjecture relative & (b) et la conjecture de H, Bass
citée plus haut (I §4), que nous montrerons "presque généralement" que tout module M
de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethérien posstde la

propriété 3

(d) Pour tout A-module de type fini N , et pour tout idéal premier p de A
tel que Mg ®, NF est un AF-module # 0 de longueur finie, on a

P
dim NP RS dPAp MP .

Nous verrons, dans le §3, que les modules de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien qui est soit de caractéristique p > 0 , soit
essentiellement de type fini sur corps de caractéristique 0, soit le hensélisé d'un

anneau de ce type, possédent la propriété (d).

0.7. On a évidemment (a) @(d). lLa réciproque est vraie, lorsque M est de Cohen-
Macaulay, ou plus généralement lorsque dpAM = gradeAM (un tel module est appelé
parfait, car c'est la généralisation la plus naturelle d'un quotient de l'anneau A
par une suite A-régulitre, dont nous connaissons bien les propriétés topologiques
gréce au complexe de Koszul), C'est pour cette raison que nous conjecturons qu'un

module M;éo de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethé-

rien posstde la propriété,suivante :

(e) Pour tout A-module de type fini N et pour tout idéal premier p de A tel

A

que MF ®A NF' est de longueur finie, non nulle, on a dim NF § grade MF .
p P

0.8, On constate que (e) entrafne non seulement (a), mais aussi le fait suivant con-

jecturé par M., Auslander : Tout module M de type fini de dimension projective
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z

finie sur un anneau local noethérien A posséde la propriété :

(f) Pour tout idéal premier p du support de M, ona

dim M, + grade M, =dim A, .
P&, Tp P

0.9. Avant de montrer précisément quelles sont les relations entre ces six proprié-
tés, soulignons qu'a notre sens, les questions les concernant recouvrent les problémes
essentiels quant & la topologie des sous schémas fermés définis comme supports de

faisceaux cohérents de dimension projective finie, dans un schéma ambiant admettant

éventuellement des singularités,

vantes entre les propriétés définies plus haut :

(e) &= (a)+(£)

Jl (c)\

(a) & ()

De plus, si pour tout idéal premier p du support de M , le com-

z

plété My de Mg posséde la propriété (c) en tant que Ap -module,

alors M possdde la propriété (d).

Montrons d'abord (e) — (a) + (f).

on sait (I §4 no8), qu'on a toujours gradeA My + dim MP< dim AF‘ .
R

Donc, dim NF RS gradeA MF implique dim NF + dim MF‘< dim AP , soit (e) == (a).

Soit a = (a1,...,as), o s = dim MF' , un systéme de paramétres de MF . Comme

MF/a MP est de longueur finie, (e) implique dim AF/a AF £ grade, N Mais,

AF‘ p-
d'aprés (a), @ peut se prolonger en un systime de paramdtres de AF , donc

dim AP/a Ay = dim AF- dim M, . Il reste grade, M, + dim Mj » dim A done

p AF P P p’
$e2 Eg(f)
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Réciproquement, supposons (a)+(f). Soit N un A-module de type fini, et soit P

un idéal premier minimal dans Supp M Supp N . Alors (a) implique

& & - i . ' oo . _ as _
im NF & dim AF‘ im MF , mhais d'apres (f), dim AF dim MF' gradeAF MF « Il
reste dim Ny ( grade, My, donc (a) + (£f) = (e).
R

(¢) =>(b) est prouvé par M. Auslander dans [3].

(e) = (d) est évident compte tenu de gradeAF MP < dpAF MF o
() => (b) Remarquons que si « est un élément non inversible de A , régulier
dans A et dans M, 1le A/onA—module de type fini de dimension projective finie
M/oM possdde la propriété (d). Bn effet, si N est un A/aA-module de type fini,
et P/oA un idéal premier de A/wA , minimal dans Supp NN Supp M/oM , alors N
a une structure naturelle de A-module de type fini, et p est un idéal premier
de A minimal dans Supp NA Supp M . D'aprés (d), on en déduit dim Ny < dp, M

p F

Mais comme dPA MP = dpAF/aAF(MF/aMP) , on a bien montré que M/aM possédait la

P
propriété (a),

by

Bn procédant par récurrence, il nous reste donc & montrer que tout élément
M-régulier est A-régulier. Mais ceci est équivalent & l'assertion suivante, que
nous prouverons par récurrence sur dim M :

Tout idéal premier associé & A est contenu dans un idéal premier associé & M ,

Si dim M =0, comme Ass M est réduit & 1'idéal maximal 4 de A , c'lest

évident,

Si dim M > 0, soit g wun idéal premier associé & A . §'il existe un idéal pre-

mier non maximal p de Supp M, contenant §, comme dim M, < dim M , et

P

posséde la propriété (d) en tant que A_-module, il existe un idéal pre-

3 F

mier E['AF , associé a MF , contenant qAP . Mais alors q' est associé & M ,

comme M

et contient g.
Si le seul idéal premier de Supp M contenant q est M, alors A/q ®AM est de

longueur finie, donc dim A/fgq ¢ dp M . Mais g étant associé & A, on sait que
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dim A/q Y prof A, Il reste prof A { dp M, ce qui implique prof M =0 , donc

M€ Ass M, d'aprés la formule dp M + prof M = prof A .

Pour terminer la démonstration du théortme, il suffit de montrer que si le complété

M de M est un A-module rigide (i.e. possdde la propriété (c) en tant que

A-module), alors si N est un A-module de type fini tel que M®AN est de lon-

gueur finie, on a dim N ( dpAM .

Considérons une résolution injective minimale (E°) de N ., D'aprés le chap,I 4.4.,
i p; (p,10)

pour tout i, ona E = 1 E(a/}) , Ol pour tout idéal premier p,

pESupp N
le module E(A/p) est une enveloppe injective de A/p . Comme E(A/p) est une
extension essentielle de A/p , on a Ass(E(A/p)) = {p} . Comme Supp MNSupp N

est réduit & 1'idéal maximal 4sm de A , pour tout idéal premier non maximal P de

Supp N on a HomA(M,E(A/p)) = (0), car :
Ass(fon, (1,E(a/p)) = supp M0 {p} = ¢ .
On en déduit que pour tout i, ona :
HomA(M,Ei) = Hom, (M, u, (m, N)E(a/m)) = HomA(M,H;,(Ei)) .

C'est-3-dire que le complexe HomA(M,H:b(E")) admet pour cohomologie les A=-modules

i O/ o _ i . O/ o . .
H (HomA(M,Hm(E )) = ExtA(M,N). Considérons le complexe Hm(E ), dont on sait qu'il

admet les mcdules H’(]I-L(N) pour cohomologie. En chaque degré, cn peut le décomposer

en suites exactes de la fagon suivante :

i1 o, i-1
0-K > Hy(E ') = ¢, =0 (1)
0~ K -uEp(E) -~ Ep(E™") (2)
i i i
0- C ->K-»Hm(N)—>O (3)

Posons r=dpM., Pour 1> r , comme Exti(M,N) =0, on a une suite exacte :

: f. . f. _
() HomA(M,H:n(El-1)) —r-LHomA(M,H:L(El)) N HomA(M,H:,(E]'H)) .
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En appliquant le foncteur HomA(M,.) aux suites exactes (1), (2), (3), on obtient

des suites exactes

(1') 0- HomA(M,Ki-1) - HomA(M,H&(Ei-1)) - HomA(M,Ci) - Extl(M,Ki_1) -0

(2') 0- HomA(M,Ki) - HomA(M,H,;l'(Ei)) N HomA(M,H;L(Ei+1 ))

(5') 0 - Hom, (m,c™) HomA(M,Kl) Hom, (, B, (N)) - Bxt, (,c™)

et des isomorghismes :
(1) mxt) (,07) = Exti”(M,K’“") pour 331 .
Compte-tenu de (x) et de (2t), on a :

Image £, , = HomA(M,Kl) .

1

Mais, dtaprés (1'), on a Im(fi_1) ‘-»HomA(M,Cl), et d'apres (3') :

HomA(M,Ci) o HomA(M,Ki) .

I1 reste Im(f_. ) = Hom (M,Cl) = Hom (M,Kl).
i-1 A A

On en ddduit Ext‘:.(M,.Kl-U =0 par (17), et Hom, (M,H,(N)) & Exti(M,KH) par (3')

et (1").

Montrons gus Ex‘ti(M,Ki_1) est nul, Comme Ki_1 g HO(Ei—1), le A-module Ki—‘r
est artinisn, Posons B = E(A/rm;). Rappelons que le foncteur contravariant
HomA(.,E) établit une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules artiniens
et la catégorie des .;.-modules de type fini., Pour tout j » 0, on a donc un iso-

morphisme
Hom, (Tor(m,Hom. (K~ 1,E),E) = Extd(m, k") = Exti(M,K;=1) .
A J A A
Alors,on a la suite d'implications :
Ext;(M,Kl-") =0 =>Tor‘:‘(M,Hom(Kl"1 ,E)) =0
=>Tor‘;‘(M,Hom(Kl-1 ,B)) =0

:Exti(M,Klq) =0,
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. i .. . i i
On en déduit HomA(M,Hm(N)) 0, ce qui implique HM(N) =0, car Hm(N) #0

entrafne Ass HomA(M,H:;t(N)) im} . on a donc prouvé H;I.(N) =0 pour i>dpM.
Mais d'aprés le théortme de dualité locale, dim N = sup {j tel que H&(N) # 0}, 11

reste dim N { dp M, ce que nous voulions démontrer.
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§1. La propriété d‘intersection

Dans ce paragrarhe, nous nous proposcns de revenir sur la propriété (d) définie

en 0,6., et d'examiner quelques cas élémentaires,

nul M, de type fini de dimension projective finie, posséde la
propriété d'intersection si pour tout A-module de type fini N,
on a dim NF < dPA M  pour tout idéal premier P minimal dans

Supp Mf Supp N

1.2. Exemples :

a) Quotient de A par une suite A-régulidre, Il est facile de voir qu'un

tel module posséde la propriété (e), et & fortiori la propriété d'intersec-
tion, De plus, le complexe de Koszul montre qu'un tel module posséde aussi

la propriété (c), et donc toutes les propriétés définies dans le §1.

b) Module de dimension projective finie, de grade 0. On sait (I 4.14) qu'un tel
module admet pour support le spectre de l'anneau, On en déduit qu'il posséde
la propriété (e), et & fortiori la propriété d'intersection,

¢) Module de dimension projective 1, Si grade M > 0 , alors M admet une
résolution projective de la forme 0 - As f—» As +M->0, qui montre que si
@ est le déterminant de £ , ona Supp M = Supp A/a , donc, d'aprés a),
le module M possdde toutes les propriétés définies dans le §1.

Si grade M =0, d'apr®s b), M possdde la propriété (e) ; comme M pos-
stde évidemment la propriété (c), dans ce cas 1k aussi, il possdde les pro-

priétés (a), (v), (c), (a), (e) et (£).

1.3. Théordme, Tout module non nul, de type fini et de dimension projective infé-

rieure ou égale & 2, sur un anneau noethérien local A , posséde la

propriété d'intersection,
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D'aprés 1l'exemple b), il suffit de prouver le cas grade M > C ., Pour tcut idéal
premier p de Supp M, le complété MF‘ de MP est wn AF—module de dimension

projective 2 , Donc, dtaprés 0,10., il suffira de montrer la proposition suivante,

1.4, Proposition, Soit A un anneau local noethérien, Alors ‘out A-mcdule xron

nul M, de type fini de dimension prejective finie ( 2 , de

grade > 0 , est rigide (i.e., tel gque si N est un A-module de

type fini et s un entier tel gue Tor‘:(M,N) =0, ona

0 pour j 3> s)e

Tor‘g(M,N)

Soient donc N wun A-module de type fini et s wun entier tels que Tor‘:(M,N) =0,
L'unique incertitude est dans le cas s=1 et dpA M=2 , Par récurrence sur
dim M , on peut suppcser que Torg(M,N) est de longueur finie, La prcoposition sera

alors une conséquence des deux lemmes suivants :

1.5, Lemme, Si Q est un A-module de profondeur > 0, et si Torg(M,Q) est d

longueur firnie, alors Tor'g(M,Q) =0,

Bn effet, considérons une résolution projective 0 - L2 - L - L0 ->M->0 de M,

1
Alors Toré’(Q,M) est le noyau de Q®AL2 - Q®L1 , mais comme Q est de profon-
deur > 0 , il en est de méme de Q® AL2 qui ne contient donc pas de sous-module

non trivial de longueur finie,

1.6. Lemme, Si Q est un A-module de longueur finie, notons £{Q) sa lonsueur.

Alors pour tout A-module, de longueur finie, E, on a

g @)t Z(Tor‘;’(M,E)) =0.

0
Bn effet, comme M est de dimension projective 2, la fonction caractéristique
d'Buler-Poincaré T (-1)i ﬁ(TorAi(M,.)), définie sur la catégorie des A-modules
de longueur finie,oest additive, Il suffira donc de montrer qu'elle s'anunulle sur

le corps résiduel k de A . Mais comme Z(TorAi(M,k)) est le rang du i-éme module

libre d'une résolution libre minimale de M , la somme alternée
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2 .
z (—1)1 z(Torg(M,k)) est égale au rang de M, donc & O puisque M est de
grade >0.
Montrons maintenant la proposition, D'aprés le lemme 1.5.,, il suffit de prouver que
Tor1(M,N) =0 implique prof N > 0 ,
Supposons N#O et prof N=0 . Alors il existe une suife exacte
0 - Hfa'(N) -N->N'"-0, ou H&(N) est le plus grand sous-module de longueur
finie de N, et N' est soit nul soit de profondeur > 0, On en déduit une suite

exacte ¢

() 0 = Toxy(1,Ey(N)) ~ Tora(1,N) - Tora(1,N') = Tor}

1(M,H,‘,’h(N)) -0,

Comme Torg(M,N) et Tor?(M,HzﬁN)) sont tous deux de longueur finie, (*) implique
que Torg(M,N') est de longueur finie, donc nul d'aprés 1.5, Mais ceci implique
Tor?(M,HﬁEN)) =0, par (x). Mais cette dernidre égalité n'est pas possible puis-

que d'aprds le lemme 1,6., On a [Z(Tor‘:‘(M,H,:"(N))) - Z(M@H&(N))] »0 .

1.7. Corollaire, Si M est un module de type fini de dimension projective finie (2,

sur un anneau local noethérien A , toute suite M-régulidre est

A-régulidre,

C'est 1'implicaticn (d) == (b) dans le théordme 0,10 .
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§2. Le théortme d'intersection

Ce paragravhe est entidrement consacré & la démonstration du théordéme essen-

tiel de ce chapitre,

2.1. Thécreme, Soit A wun anneau local noethérien, On guppose vérifide une des

conditions suivantes :

(1) A est de caractéristigue p > 0 (i.e, il existe un homomor-

phisme injectif d'anneaux Z/pZ< A).

(i1) A est essentiellement de type fini sur ur corrs de caracté-

ristique O .

(iii) A est jnd-étale sur un anneau gssentisllement de type fini sur
un corps de caractéristique 0 (i.e. il existe un anneau local
B essentiellement de type fini sur un zorps de caractéristique

0, tel que A est limite inductive filtrante de B-algdbres

locales—étales, les morphismes de transition étant locaux).

Alors, tout A-module non nul de type fini de dimension projective

finie pogséde la propriété dlintersecticn,

On procédera de la fagon suivante 3 on démontrera d'abord le cas oi A vérifie la
condition (i) ; on en déduira par réducticn successive le zas -u A vérifie la
condition (ii) ¢ enfin le cas (iii) se déduira simplement de (3i).

Remarquons d'abord que les propriétés (i), (3i) et (3ii) se conservent par locali-
sation, c'est-&-dire que dans les trois cas il suffira de montrer que si M est
un A-module non nul de type fini de dimension projective finie, et si N est un
A-module non nul de type fini tel que MQBAN est de longueur finie, on a

dim N dpA °

Considérons donc maintenant le cas oh A est de caractéristique p > 0 . Pour

commencer, on procédera comme dans la démonstration de (c¢) == (d) dans le théo-

réme 0,10, C'est-=d-dire qu'on considére une résclution injective minimale (E') de
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; u. (p,N)
N . On sait que pour tout i, ona B = n Eaf) " , ou E(a/p)

FESupp N
est une enveloppe injsctive de A/p . Comme Supp M0 Supp N est réduit & 1'idéal

maximal # de A , on montre que pour tout idéal premier p non maximal de

Supp N , oz a Hom (M,E(A/F)) =0 ., On en déduit que pour Sout i, on a :

A
: (L, x) ;
som, (0,2%) = Hom, (w, (/) * ) = Hom, (m,53(s1)) .

Autrement dit, le complexe HomA(M,H%(E')) admet pour cohcmologie les A-modules
Hl(HomA(M,Hzl‘(E")) = Ext;(M,N)o Ceci implique que pour i > dpA , on a des suites
exactes 3

0/ _i=1 o, 1 O 341-
(%) HomA(M,Hm(E )) - HomA(M,H,m(E )) - HomA(M,HmaE )) .
Congidérons maintenant le complexe H&(E‘), dont la cohomologis est
HZ'(H&(E‘)) = H;B(N)" Preés du degré i, on peut décomposer ce complexe en suites
sxactes 3
(1) 07 s BET) -t -0,
(2) 0~ X ~HEp(E") - go(E"*)
(3) 0" =K - Ey(N) >0 .

o 4
L'exactitude de (%) montre alors que :

) i-1 0/ i-1 i
Ccker(HamA(M,Kl ) »HomA(M,H%(E )) = HcmA(M,Kl) 0

et & forticri que @

(%) HomA(M,Ci) = HomA(M,Ki) o

C'est ce dernier fait que nous allons utiliser pour montrer le théorzme, Considé-
rons une suite exacte 0-Q->L->M—->0, ou L estur A-module 1ibre de type
firi et Qe ML, . Comme A est de caractéristique p > 0, =zous avons vu au

(chap.I, 1.11) qu'on pouvait construire une suite de sous-modules nj de I tels

‘I)Q°=Q;

2) pour tout i , le A-module L/Q:.j a méme support et méme dimension projective
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que L/Q =M

3
3) Qj cw L pour tout j .

D'aprés la propriété 2) des modules QJ. , on voit, comme pour M , que pour tout

j, onaz:
. i ; .
(x3) HomA(L/Qj,C ) = Hom(L/QJ.,K") pour i > dp,M = dp,1/Q, .

D'aprés la propriété 3) des modules Qj , on en déduit, pour tout j , des égali-

tés 3
pj i p"j i
(xxx) Hom, (LM’ 1,¢") = Hom, (L40° 1,K) .

Mais les medules €~ et K étant 2 support dans V() , tout élément de ¢t ou
de K" est annulé par une puissance de M, Autrement dit,

. Joo. . Joos

1y s . e P 1 14 D ' N
HomA(L,C ) = E};HomA(LM 1,07) et HomA(L,Kl) HgﬂomA(LM L,X'). D'aprées
(#x%), ceci implique HomA(L,Cl) = HomA(L,Kl) , donc C =K , et d'aprés la

. i i .

suite exacte (3), I-I,AN) =0 . On a donc montré HM(N) =0 pour i>dpM.
Comme d'aprds le théordme de dualité locale dim N = sup {s tels que H:(N) # o},

il reste dim N dpA , ce que nous voulions démontrer,

Considérons maintenant le cas oi A est essentiellement de type fini sur un corps
de caractéristique O, Soit donc M wun A-module non nul de type fini et de dimen-
sion projective finie, et soit N un A-module mnon nul de type fini tel que

M® AN est de longueur finie, On va construire un anneau local noethérien 1 de
caractéristique p> 0, un A-module non nul M de type fini et de dimension
projective finie égale & dpA , et un A-module de type fini N tels que

A

utilisant le résultat déjd prouvé en caractéristique p > 0 .

dim N ) dim N et que M® i N est de longueur finie, On pourra alors conclure en

2.2, Jemme, Soit M un module non nul de type fini et de dimension projective

finie r , sur un anneau noethérien local A essentiellement de type

fini sur un corps k de caractéristique O . Soit N un A-module

de type fini tel gque Supp MN Supp N soit réduit & 1'idéal maximal de A.
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Alors, il existe une Lk-algtbre de type fini A', un idéal premier p
de A', et des A'-modules de type fini M' et N' ayant les propri-
£étés suivantes :
(1) AL=A , Ny=M , Np=N.
(i1) M' estun A'-module de dimensién projective r , admettant

une résolution de longueur r par des A'-modules libres de type

fini,
(iii) 1'idéal premier p appartient & toytes les composantes irréduc-

tibles de Supp N', et c'est l'unique idéal premier minimal de

Supp N* N Supp M'.

Il existe une k-algdbre de type fini B, et un idéal premier M de B tel que
A= BM‘ Soient X et Y, deux B-modules de type fini tels que XM= M et
Y“ =N , Considérons une résclution, par des B-modules 1libres de type fini, des
B-modules X ., Soit Q 1le r-idme module de syzygie de X fourni par cette réso-
luticn, Comme X, est de dimension projective r sur IB,m , le B“-modu,le Qm

est libre, donc il existe un élément s € B-my tel que Qs soit libre sur By .

D'un autre cbté, considérons les idéaux premiers minimaux 9; (1=1,00.,n) du
support du B-module Y . En les rangeant convenablement, on peut supposer qu'on ¢
Qi cMm pour i £, et 9 &M pour i > £ . D'aprés le lemme d'évitement, on

peut trouver un élément t € (N g5 » tel que t £m.
i>e
Soient enfin g, (i=1,0..,n') 1les idéaux premiers minimaux de Supp XN Supp Y ,

avec M= F1 . Toujours d'aprés le lemme d'évitement, il existe u € N Pi ’
i
avec u M.

3 £4 $ t — = t t — ' — '
On vérifie facilement que A!' = Bstu1 p=#A' , M X et N Ys ont les

tu

propriétés réclamées, la premidre par construction, la deuxidme par le choix de

stu

s , et la troisi®me par le choix de t et u.,
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A' une algébre de type fini sur un corps k, et soient p wn
premier de A' et M' et N' des A'-modules de type fini

les propriétés suivantes :

M' est un A'-module de dimension projective r , admettant
une résolution de longueur r par des A'-modules libres de
type fini,

L'idéal premier p appartient & toutes les composantes irréduc-

tibles de Supp N', et c'est 1l'unique idéal premier minimal de

Supp N’ Supp M'.

Alors, il existe un sous corps k de k , gui est une extension de

type fini de son corps premier, une k-algdbre de type fini A7 et

des A'-mcdules de type fini M' et N' ayant les propriétés sui-
vantes

(1)
(ii)

A'=k® A", MN' =M@ A' et N' =N'Q A'.

k T Iy
M' est un A'-module de dimension projective r , admettant
une résolution de longueur r par des Ai-modules libres de

type fini,

(iii) si F=pMNAT, alors F est l'unigue idéal premier minimal de

Considérons une ré

Supp M' 0 Supp N' , le .A.‘% -module Mé est de dimension projec—
tive r , enfin dim T\I_F>

dim N

solution libre de longueur r du A'-module M!', par des mo-

dules libres de type fini, et une présentation finie du A‘'-module N', soient :

Pr
0 —>IL ——pL
r -

Choisissons une ba

phismes s (i= 1,

, = — =1 y Ml—> 0 et F1-9’—>Fo-——>N'—->o.

se pour chagque Li et chaque Fi , et représentons les homomor-

woosl) et ¢ par des matrices ((P?q) et (¢P’q), On sait que

A' est de la forme k[x1,°..,Xn]/ﬂ, . Prencns dans k[x1,°.,,,,xn] des polynSmes

af’q(x) et Bp’q(x) tels que leurs images dans A' sont cp?’q et ¢P"q. Pre-
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nons des polyn8mes as(x) , dans k[x1,...,xn] , formant un systdme fini de géné-
rateurs de ¢, . Choisissons enfin une famille finie de polyndmes bt(X) tels que

leurs images dans A' engendrent 1'idéal premier P

I1 est possible de trouver un corps k contenu dans k » qui soit une extension
de type fini du corps premier de k , et qui contienne les coefficients des poly-
némes af’q(x) , B Ux) , as(x) et bt(X)‘ Considérons alors 1'anneau

AT =Xk [X1,°..,Xn]/d-b, ou O est 1'idéal engendré par les polyndmes as(x) dans
']-:[X1,...,Xn], On a évidemment A' = k®ir , donc A' est une A'-algdbre
fiddlement plate, Pour tout i,p,q, soit pr'q 1'image de a_f.:’q(x) dans K7 ,
Les coefficients Ef'q forment des matrices g, tels que A'®F$i= g; - Comme

A' est fiddlement plat sur A' , le complexe exact (L.,tp.) se descend en un

complexe exact de A'-modules libres :
- c-Pr - 61 -
O ——p Lr > Lr_-1 ~7 - > LO °

Soit M' 1le conoyau de 51 . On a -M-'®.A'_-' At=M', et M' admet une résolution
libre de longueur r par des A'-modules de type fini, On construit de la m8me
fagon un A'-module de type fini N' tel que -N_'®A—,A' =N' , On a donc prouvé

(1) et (id).

Montrons que (iii) est vérifide, Soit § wun idéal premier de A' tel que

q € Supp M' N Supp N' ., Comme A' est fiddlement plat sur A" , il existe un
idéal premier q de A' au-dessus de ﬁ » Mais alors, Aé est fiddlement plat
sur -A-; , donc g€ Supp M'N Supp N', et d'aprés 1'hypothdse (2), qg>op, ce
qui implique § O F .

E% = dPA,M' =7

Comme A"a est fidelement plat sur A# , Ona de-% : p=To

Enfin nous devons prouver dim F';' > dim N’;. Soit alors d la dimension de N ,
et soit x = (x1,...,xd) des éléments de FI;; tels que @/x ﬁ{i est de lon-
gueur finie, Pour montrer que dim N'; £ 4, il nous suffit de montrer que

NF" /x N,': est de longueur finie, Mais, comme Ny /x Ny = A'® @/x NL , on sait
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([7] chap.4 §2 T™.2) que :

Supp N!/x Ny = U Supp A%/§ A} = Supp AL/FAYL .
p/* Ve qesuen T /5 T /A Ap p/F g

Mais, on a construit A' et ﬁ da fagon a avoir FA' =P. A fortiori on auras

dim Ai'z/F A;: =0, donc le lemme est démontré,

2.4, Lemme, Soit R wun anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux maximaux,

Soit B une R-algdbre de type fini, Soit V un B-module de type

fini de dimension projective r . Soit T un B-module de type fini,

Supposons qu'il existe un idéal premier p de B ayant les propriétés

suivantes :

(1) pARrR=0.

(ii) p est le seul idéal premier minimal de Supp VASupp T, et P
est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T.

(1ii) VP est un ?F-M_l_g_ de dimension projective r ., Alors, il
existe un idéal maximal M de R, et un €lément o de M,
qui est une uniformisante de Ry » ayant les propriétés sui-
vantes

1) @ n'est pas inversible dans B/f .

2) « est régulier dans B, V et T.

5) 81 g est un idéal premier de B minimal parmi ceux contenant
F+aB, alors s
a) Vq/a Vq est un Bq/a Bq—y;oggl_e_ de dimension projective r
b) dim Tq/a T, = dim T

9 P
c) Supp v,l/a vq N Supp Tq/a Tq est réduit » 1'idéal 93 /e Bg -

Comme PNR =0, 1l'anneau B/f est une R-algdbre de type fini, qui contient
R . Le lemme de normalisation dit qu'il existe un élément s de R, tel que
(B/P)s est entier sur une algdbre de polynéme sur Rs « Cela prouve que tous les

idéaux maximaux de R , sauf au plus un nombre fini se relévent dans B/P . Au-
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trement dit pour tout idéal maximal  de R, sauf au plus un nombre fini, on a
0(B/p) # B/F . Comme les idéaux premiers de B , associés & B, V ou T sont
en nombre fini, on voit qu'on peut trouver un idéal maximal M de R, tel que
m(B/p) # B/p , et tel que M n'est pas contenu dans la réunion des idéaux pre-
miers appartenant & Ass.BU Ass.VUAss.T . Donc, si a € R est une uniformisante
de R, , on a choisi M de sorte que a soit régulier dans B, V et T et
que o ne soit pas inversible dans B/p . Scit g wun idéal premier de B, mi-
nimal parmi ceux contenant P+ oB . Comme Pc g, le A -module V., est de

q q

dimension projective r ., Comme a est B, ~régulier et Vé-régulier, cela im-

q
plique que Vh/h Vé est un Bq/“ Bq-module de dimension projective r , Comme
tout idéal premier minimal de Supp T est contenu dans B, et comme l'anneau B
est caténaire, on a dim Tq = dim TF + dim Bq/F BQ = dim Tp+ 1, done
appartenant &

dim Tq/a Tq = dim T Enfin, soit g'B, un idéal premier de B

pe g
Supp Vq/a anSupp T,:'/a T‘l . Alors g Bq € Supp Vq ) Supp '.['q , donmc q' Bg > P B,:' .

Mais q'Bqa «, donc g BqD PBg + @ B donc comme g a été choisi minimal

q ’
parmi les idéaux contenant p+ aB , on ne peut qu'avoir q'Bq = q Bq y ce qui

prouve bien :
Supp Vq/b Vﬁ N Supp Tq/h Ty = {qu/a Bq} .
et le lemme est démontré,

En utilisant d'abord le lemme 2.2,, puis le lemme 2,3,, en lccalisant la situation
& 1'idéal premier f, enfin en la délocalisant avec précision en appliquant &
nouveau 2,2., on se trouve ramené au probléme suivant

Soit k un corps qui est une extension de type fini de Q . Soit B' wune algdbre
?

de type fini sur k , Soient V' et T', deux B'-modules de type fini, et P

un idéal premier de B!, tels que :
1) V' est de dimension projective r sur B!,

2) V!, est un B! ,-module de dimension projective r ,

F'
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3) f' est le seul idéal premier minimal de Supp V' Supp T',

4){p'l est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T',

Montrer qu'il existe un anneau noethérien local A , de caractéristique p > 0,
un A-module M de type fini de dimension projective r et un A-module de type

fini N tel que dim-A- N = dimB, T;:, , et que ﬁ@zﬁ est de longueur finie,
Fl

Soit n le degré de transcendance de k sur Q . Il existe des éléments
X1,,.,,Xn de k formant une base de transcendance de k sur Q , c'est-d-dire

tels que k soit fini sur Q(x1,...,xn).

Considérons la fermeture intégrale D dans k de :
a) Z si n=0
b) Q(X1,..,,xh_1)[xn] si n>0.

Alors D est un anneau de Dedekind ayant une infinité d?'idéaux maximaux, En pro-
cédant directement, comme dans la démongtration de 2.2., on voit qu'on peut trou-
ver un élément s de D, une Ds-algébre de type fini B, et des B-modules
de type fini V et T tels que, si S =D - {o} , on ait :

1) s's = B , sl =y et slp =

2) V est un B-module de dimension projective r

3) si F= F' NB, alors p est le seul idéal premier minimal de Supp VA Supp T,

et {p} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T .,

Posons R = Ds . Alors, R est un anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux
maximaux, Comme P AR =0 , toutes les conditions sont réunies pour appliquer le
lemme 2.4, Alors Bq/a Bq est une algtbre essentiellement de type fini sur le

corps Ry/a Ry - Deux cas se présentent alors :

a) Si n=0, alors R”/a Rm est un corps de caractéristique > 0 , et nous

sommes au bout de nos peines
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b)n >0 , alors Em/“ Rm est une extension de type fini de Q , de degré de
transcendance n-1 sur Q ., On délocalise alors avec précision grice au lemme
2,2,, et on répete 1l'opération n-1 fois, de fagon & se ramener au cas précédent,

qu'on a résolu,

Considérons maintenant le cas o A vérifie la condition (iii),

C'est=8~dire qu'il existe un systéme inductif filtrant d'anneaux locaux Ba , tel
que
1) A = 1lim Ba °
a
2) Pour tout a s l'anneau local Ba est essentiellement de type fini sur un

corps,

3) Tout morphisme de transition Ba - Ba' est local, et fait de Byt une
Ba-algébre locale-étale (i.e., une Ba-algébre locale obtenue par localisation

d'un revétement étale de Ba)"

Soit donc M un A-module de type fini de dimension projective finie, et soit N
un A-module de type fini tel que M® W est de longueur finie, On veut montrer
dimAN < dPAM . On ne change donc rien au probldme en remplagant N par A/l ol
0 est l'annulateur de N . Considérons une résolution libre minimale de M ,

soit s

? n 9 Y|
0—sA Ty ™ ' HM—>o0.

Pour i=1,...,r , représentons les homomorphismes . par des matrices ( ?,q) ’
3 Pi

et choisissons un systéme de générateurs aj de 1%idéal .

On peut trouver a tel que l'image de Ba dans A contienne les coefficients

des matrices 95 (i=1,.,..,r) , et les éléments a, , Comme les coefficients

Py q N 91 Mg
cpi’ des matrices 95 sont dans Ba , les applications Ba —#Ba sont
définies, et comme A est fidélement plat sur Ba , 1ll'existence et l'exactitude

du complexe (An‘,cp.) impliquent que 3
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est un complexe exact de Ba-modules libres,

N % oon
Soit Ma = coker(Ba —_— Ba°) . Alors Ma est un Ba-module de type fini de
dimension projective finie et égale & dpAM , tel que Ma®B A =M, Soit d.a ,

a
' > rd . 4

1'idéal engendré par les aj dans Ba . Considérons Ma®BaBa/aa . Alors, comme

= ide t —
(Ma®BaBa/m,a)®BaA MO AA/m. , et comme A est fiddlement plat sur B, » on cons
tate que Ma®BaBa/a'a est un Ba—module de longueur finie, Puisque Ba est es-
sentiellement de type fini sur un corps, on en déduit dim Ba/a.a < de Ma = dpAM .

o

I1 reste que pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer dim Ba/al.a = dim A/ .
Mais comme A/m. est fiddlement plat sur Ba/a,a , on a évidemment
dim A/ » dim Ba/a'a . D'un autre c8té, comme A/ est une localisation d'un an-
neau entier sur Ba/oba , ona dimAM ¢ dim Ba/m,a d'aprés le théoréme de Cchen-

Seidenberg, CQFD.,

2.5. Corollaire, Soit X wun schéma localement de type fini sur un corps. Soit

¥ un Ox-modg;e cohérent, localement de dimension projective
finie, Soit Y wun sous—-schéma irréductible fermé de X . On sup-
pose que Supp FNY est non vide. Alors, si C est une composants

irréductible de Supp¥FNY, ona dim Y - dim C  inf de gx .
X€C X,x

Ce corollaire est la forme géométrique du théordéme 2.1 .
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§3. Démonstration d'une conjecture de M, Auslander

Ce paragraphe se réduit pratiquement & 1'énoncé suivant :

3.1, Théoréme, Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifide 1l'une des

conditions suivantes

(1) A est de caractéristique p > 0 .

Sur un corps,

Alors, si M#0 est un A-module de type fini de dimension pro-

jective finie, toube suite M-réguliére est ure suite A-régulidrs,

Compte-tenu du théoreéme d'intersection, c'est une conséquence de 1'implication

(d) = (b) du théordme 0.10.

omargue s Soit A un anneau qui est le complété d'un anneau de type fini sur un
corps de caractéristique 0 . Alors A est aussi le complété d'un anneau excel-
lent hensélien B, pour lequel le théoréme d'intersection est vrai, Le morphisme
cangnique Spec A — Spec B définit une bijection entre Ass A et Ass B, Soit
alors p un idéal premier assccié & A, et soit M un A-module de type fini
de dimensiorn projective finie tel que M/ﬁM est de longueur finie, Posons
g=pNB . En utilisant le théordme d'approximation pour les modules de dimensisa
prajective finie, con peut construire un B~module de type fini N , de dimension
projective finie égale a dpAM , tel que N/ﬁN est de longueur finie, Par le
théordme d'intersection pour B , on en déduit que N est de profondeur O ,
done que M est de profondeur O ,

En utilisant cette remarque et le lemme technique 5.2.,, ci-desscus, on montre le

résultat suivant, par récurrence sur dim M :

3.2, Proposition, Soit B un anneau local essentiellement de type fini sur un

corps, e% soit A son complété, Alors, si M est un A-meduile
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de type fini et de dimension projective finie, tout é1ément
M-régulier est A-régulier,
On constate que la difficulté pour généraliser aux suites régulidres dans le cas
un peu plus général vient du fait que si x est un élément A-régulier, A/xA

n'est plus le complété d'un anneau essentiellement de type fini sur un corps,

Néanmoins, 3.2, nous suffit pour démontrer le résultat suivant dfi & M. Auslander,

3.3. Corollaire, Soit A un anneau local noethérien, On suppose vérifiée l'une

des conditions suivantes :
(i) A est de caractéristique p > 0 .
(ii) Le complété de A est isomorphe au complété d'un anneau

essentiellement de type fini sur un corps.

Alors, pour que A soit intégre, il faut et il suffit gu'il
existe un idéal premier p de A gui soit de dimension projec-

tive finie sur A .

La condition est évidemment nécessaire, car si A est intégre (0) est un idéal
premier,

Réciproquement soit P un idéal premier tel que A/F soit de dimension projec-
tive finie, Alors par 3.1. ou 3.2., tout élément A/p-régulier est A-régulier,
Cela implique que la fléche canonique A — AF est une injection, Mais comme
AP/F.A_F est de dimension projective finie, AF est un anneau régulier, donc

intégre. L'injection A L»AP entraine alors 1'intégrité de A .
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§4. Modules Parfaits

Rappelons la terminologie suivente qui généralise la notion d'idéaux

parfaits due & Macaulay [20].

4,1, Définition, Soit A un anneau local noethérien, On dira gu'un A-module de

Iype fini M est parfait s'il est de dimension projective finie,
et si sa dimension projective est égale & son grade (i.e,

Ext;(M,A) =0 pour i# dpMm).

Exemples : 1) 8i o= (a1,..., %g est une suite A-régulidre, A/ﬁ est un

A-module parfait,

2) Si M est un A-module de longueur finie de dimension projective
finie, c'est un A-module parfait.

3) Si M est un A-module de Cohen-Macaulay de dimension projective
finie, c'est un A-module parfait, car si o est M-régulier et
A-régulier, M est parfait si et seulement si M/aM est parfait,

4) 8i M est un module parfait et p un idéal premier du support de

M, alors MF est un AF—module parfait,

De la définition méme des modules parfaits découle le théordme suivant qui montre
que sur un anneau local pour lequel le théordme d'intersection est vrai, un module

parfait vérifie les conjectures (a), (b), (d) (e) et (f) énoncées au §o.

4.2, Théordme, Soit A un anneau noethérien local pour lequel le théoréme d'in-

tersection est vrai., Soit M un A-module parfait. Alors s

1) Tout syst®me de paramdtres pour M se prolonge en un systdme

de paramétres pour A .

2) Toute suite M-régulidre est une suite A-régulidre.

3) grade M + dim M = dim A .



4) 81 N est un A-module de type fini et si p est un idéal

premier minimal de Supp MNSupp N , alors

£ dim A

dim N, + dim M
P ps

F L]
Le théoréme est une conséquence immédiate de 0.10,, compte-tenu du fait que le

théoréme d'intersection est vrai pour A , et du fait que pour tout idéal premier

P de SuppM, on a grade MF = dpAF M

Remarquons enfin le fait suivant qui lie la régularité d'un module de dimension

F.

projective finie & celle de l'anneau.

4,3, Proposition. Soit A wun anneau local noethérien pour lequel le théordme
d'intersection est vrai. Soit M wun A-module de type fini de
dimension projective finie, Pour tout idéal premier p de

supp M , si MF’ est de Cohen-Macaulay, alors il en est de

méme de A

F o
En effet, si a = (a1,,..,as) est une suite MF—réguliére de longueur maximale,
MF/a MF est un AF—module de longueur finie de dimension projective finie, Le

théoréme d'intersection dit alers dim AF < dPA M /oM Mais comme tout module

F e

Fl
de dimension projective finie a une dimension projective inférieure & la profon-
deur de 1l'anneau, on a dim AF § prof AF , ce qui implique bien dim AF = prof AF.
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§5. Démonstration d'une conjecture de H, Bass

Le théoréme qui suit démontre dans un cadre "presque" général un résultat

conjecturé par H. Bass dans [6].

5.1. Théordme, Soit A wun anneau local noethérien. On suppose vérifide 1l'une des

conditions suivantes :

(i) A est de caractéristique p > 0 .

(i1) A est essentiellement de type fini sur un corps de caracté-
ristique O .
sur un corps de caractéristique O .

(iv) A est isomorphe au complété d'un anneau local essentiellement

de type fini sur un corps de caractéristigue O .
Alors, s'il existe un A-module non nul T , de type fini de di-

mension injective finie, A est un anneau de Cohen-Macaulay.

Remarque ¢ Il est évident que pour tout anneau noethérien local de Cohen-Macaulay
A, il existe un A-module non nul de type fini de dimensiocn injective finie,
En effet, soit a = (a1,...,ad) un systéme de paramdtre de A . C'est une suite
A-régulidre, donc A/h est un A-module de longueur finie de dimension projec-
tive finie. Alors si E est une envelcppe injective du corps résiduel de A
(i.e. un module dualisant pour A), HomA(A/a,E) est un A-module de longueur

finie (donc de type fini) et de dimension injective finie,

Rappelons d'abord quelques faits trés simples que nous utiliserons au cours de la

démonstration,

(x) Pour qu'un anneau local soit de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que son

complété soit de Cohen-Macaulay,

(#x) Pour qu'un module T (resp. M) de type fini soit de dimension injective
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finie (resp. dimension projective finie) sur un anneau local noethérien A ’
il faut et il suffit que son complété T (resp. M) soit de dimension injec-
tive finie (resp., dimension projective finie) sur le complété A de A .
Compte-tenu de (*) et (**), on constate qu'il suffit de démontrer le théordme

lorsque A vérifie l'une des conditions (i) ou (iv), et méme plus généralement

lorsque le complété de A vérifie une des conditions (i) ou (iv).

Notre intention est de prouver le théoréme par récurrence sur dim T . Pour ceci,

nous aurons besoin du lemme suivant 3

5.2, Lemme, Soit A un anneau local noethérien, On suppose gue le complété A
de A yérifie l'une des conditions (i) ou (iv) de 5.1. Alors pour

tout idéal premier F de A , le complété (AF-') de AF vérifie

l'une des conditions (i) ou (iv).

La propriété d'étre de caractéristique p > 0 se conserve évidemment par locali-

sation et complétion, donc la condition (i) ne pose pas de probléme,

Supposons donc que A est essentiellement de type fini sur k , un corps de
caractéristique 0 . Soit F u idéal premier du complété ; de A, et soit

P sa trace sur A . Comme A est un anneau excellent, ses fibres formelles sont
régulitres, ('est-&-dire que ;F/FJEP est un anneau local régulier, Si C est le
complété de l'anneau local XF , alors C/FC est le complété de AF/P';F , et
comme C/FC est équicaractéristique, C/bC est isomorphe & un anneau de séries
formelles K[[X1,...,XS]] , ou K est le corps résiduel de C . Comme XF est
plat sur AF , alors C est plat sur AF et le critére local de lissité formelle
implique que C est formellement lisse sur AF ([12] OIV). Mais alors C est
aussi formellement lisse sur le complété (K;) de AP . Soit k! 1le corps rési-

duel de A Alors k' est une extension de type fini de k . Donc k' est

pe

une extension algébrique monogéne (séparable, bien entendu) d'une extension trans-

cendante pure de k . Cela implique que k' est contenu dans le hensélisé de
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AF , et plus précisément qu'il existe un anneau local A!, 1localisé d'un recou-

vrement étale de A tel que A' soit essentiellement de type fini sur son

F ’

A
corps résiduel k', Comme 1'homomorphisme A_ - C se factorise & travers (A

F P)’

il se factorise & travers A'. Considérons le diagramme commutatif :

(1)

Spec C ————=—> SpEC AF

(3)\\‘ /(2)

Comme (1) est formellement lisse, et (2) formellement non ramifié, on sait

([12] chap.4 17.1.4) que (3) est formellement lisse. Soit p' 1'idéal maximal de
A'. Alors C/p'C est isomorphe & un anneau de séries formelles l‘[[x1,...,xs]].
On sait qu'il existe un anneau B de type fini sur k', et un idéal maximal M
de B tels que A' =B, et tel que B/M = k'. Considérons 1'anneau

B! = B®k,K'[X1,...,XS]. Soit 4 1'idéal maximal (M, x1,...,xs) de B!,

Comme K’ [X1,...,Xs] est formellement lisse sur k', alors B' est formellement
lisse sur B, et B'm,, est formellement lisse sur Byy=A'., Mais alors 1l'iso-
morphisme (B/'":,)/p' (B;':,) = ¢/p'C se remonte ([12] chap. 0, 19.7.1.5) en un iso=

/\
morphisme Bo;s' 2 ¢ qui montre bien que C est isomorphe au complété dlune al-

gébre locale essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique 0 .

Démontrons maintenant le théoréme par récurrence sur dim T, On a vu (chap.t
4,10) qu'on peut construire un A-module M , de type fini et de dimension pro-

a

jective finie, ayant méme support que T .

~

S8i dim T7=0, alors dim M=0 . Par hypothése, A est le complété d'un anneau
local noethérien B pour lequel le théoreme d'intersection est vrai. Mais alors,
M est aussi un B-module de longueur finie de dimension projective finie, Comme
B®BM est de longueur finie, le théoréme d'intersection dit que dim B ( deM .
Mais comme dp M  prof B, il reste dim B { prof B, ce qui exprime bien que

B

B est de Cohen-Macaulay, donc que le complété A de B est de Cohen-Macaulay.
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Si dim T > 0 . Par hypothése de récurrence, compte-tenu du lemme 5,2,, on peut

supposer que pour tout idéal premier P non maximal du support du A-module T ,
1'anneau AF est de Cohen-Macaulay., Soit donc M wun A-module de type fini de

o

dimension projective finie ayant méme support que T , Soit q un idéal premier

minimal de A tel que dim A/f = dim A . Deux situations sont possibles :

1) M/‘_\M n'est pas de longueur finie., Dans ce cas, il existe un idéal premier F
du support de T , contenant q .« On peut prendre R maximal parmi les idéaux

A @~

premiers différents de 1'idéal maximal M de A , Comme A est un anneau caté-
naire, dim ,:./F + dim AF/q Ag = dim A/§ . Donc dim AF =dim A-1 . Comme

P €supp T, on sait [T §4 no1] qu'on a prof AF + dim A/F = prof A , donc

H a

prof A = prof AF+1 . Mais d'apres l'hypothése de récurrence, A= est de Cohen—

P

Macaulay, donc prof AF =dimA-1, Il reste prof A =dim A , ce qui exprime

bien que A est de Cohen-Macaulay,

2) M/qM est de longueur finie, D'aprés l'hypothése, il existe un anneau B es—~

sentiellement de type fini sur un corps tel que A soit le complété de B . Soit
Bh le hensélisé de B . Alors .;. est aussi le complété de Bh . Considérons
1'idéal premier de Bh, g=§0 Bh . Comme Bh est un anneau hensélien excel=-
lent, ses fibres formelles sont régulitres, Compte-tenu de dim K/q = dimI\: ’

cela implique évidemment q.;. =§ . Done M/ (q.l;)M est un module de longueur
finie, Autrement dit, il existe un entier c¢ , tel que si M est 1'idéal maxi-
mal de ‘; , l'homomorphisme canonique : A/mc-”@i M/(q.;)M —»KM°®K M/(C';)M est
un isomorphisme, On utilise alors le théoréme d'approximation pour les modules de
dimengion projective finie [chap.I §6]. On sait qu'il existe un Bh—module M de

S

type fini et de dimensisn projective finie, égale & deM , tel que :
we IV SR
B
On en déduit que 1l'homomorphisme canonique :

A c+1 f A a c an a
M'®Bh A/m ®.K AfgA - M‘®Bh A/M ®.K ARA
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est un isomorphisme, Il en résulte que l'homomorphisme :
W/aN®, A - w/que  a/m

h h

B B
est un isomorphisme, donc que M'/q M' est de longueur finie, Mais comme le théo-
réme d'intersection est vrai pour Bh , on en déduit dim Bh/q < dp hM"’ Mais

B
comme dim Bh/q - din B , et dp  M'( prof B? , cela implique que B est
B a

de Cohen-Macaulay et donc que le complété A de Bh est de Cohen-Macaulay, ce

que nous voulions démontrer.

5.3. Corollaire, Si dans les hypothéses du théordme, on suppose de plus gque T

est monogtne (i.e. un guotient de A par un idéal), alors A

lc'r

(0]
1]
ct
I8

anneau de Gorenstein,

D'aprés le théordme, on sait déja que A est de Cohen-Macaulay, Soit n 1la di-
mension de A , et soit k son corps résiduel, D'aprés Bass [6], il suffira de

montrer ExtIAl(k,A) 2k, C'est une conséquence du lemme suivant :

5.4. Lemme, Soit T wun module de type fini et de dimension injective finie sur

un anneau local noethérien A . Soit r la profondeur de A, et

soit x = (x1,.,,,xr) une suite A-réguliére de longueur maximale,

des A-modules de type fini :

Ext;(Hom(.,A/x),T) = '®A T/xT .

On peut supposer T#£0 .

Comme la dimension injective de T est r , 1le foncteur Ext:(.,’l‘) est contra-
variant exact 4 droite, donc Ext:(HomA(.,A/x),T) est covariant exact & droite,
I1 est bien connu ([22] § 2.3 lemme 3), que la restriction & la catégorie des
modules de type fini, d'un tel foncteur est isomorphe au produit tensoriel par
sa valeur sur l'anneau de base, Comme Exti(A/x,T) = T/xT , le lemme est démon-

tré,
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5.3. se déduit alors simplement du lemme, car comme A est de Cohen-Macaulay
r=prof A=dimA =n . Donc, BExt (k,A) = HogA(k,A/x) oW x = (x1,...,gn)
est une suite régulidre de longueur maximale, Mais dire que T est monogine,
c'est dire que kQDAT =k, cela implique donc HomA(k,A/k) =k, et le corol-

laire 5.3, est démontré,

Pour terminer ce paragraphe, nous allons voir que dans le cas particulier ou
le module de dimension injective finie est monogéne (corollaire 5,%3.), on peut
donner une démonstration générale, sans restriction sur 1l'anneau, de la conjecture

de Bass. Encore une fois, 1'outil essentiel sera la cohomologie locale,

5.5. Théortme, Soit A un anneau local noethérien, Pour gue A soit un anneau

de Gorenstein, il faut et il suffit gu'il existe un idéal 0} de

A tel gue A/ est de dimension injective finie,

Ia condition est évidemment nécessaire puisqu'un anneau de Gorenstein est de di-
mension injective finie sur lui-méme, Pour démontrer la réciproque, supposons que
A est complet, ce qui ne pose aucun probléme puisque diAA/ob oo =3 diﬂi/ni {o,
et ; de Gorenstein =—=)A de Gorenstein, Soit r la profondeur de A , donc
aussi la dimension injective de AA% . Nous allons montrer que si k est le
corps résiduel de A, on a Exti(k,A) =0 pour i>r, ce qui en vertu de
I.4.4. et I.4.5. montrera que A est de dimension injective finie sur lui-méme,

donc qu'il est de Gorenstein,

Pour toute A-suite régulidre de longueur r,a = (a1""’ar)’ le lemme 5.4.
donne un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de
type fini

Bxt, (Hom, (.,4/a),A/M) = . ®, Afa+di .

On en déduit évidemment

Ext:(k,A) = HomA(k,A/a) =k et Exti(k,A/ab) 2k,
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Comme le foncteur Extz(.,A) (resp. Ext:(.,A/a,)) est exact & gauche (resp., 2
droite) dans la catégorie des A-modules de longueur finie, on démontre par ré-
currence sur £(N) = longueur de N que pour tout A-module N de longueur

finie, on a :
z(Extz(N,A)) < 2(N) (resp. Z(Ext:(N,A/a:)) < o) .

Si N est un AM-module de longueur finie, soit a = (a1,...,ar) une suite
A-régulidre telle que oN =0 . Alors, on a Ext:(N,A) = HomA(N,A/a) , et

Ex’cz(Hom(N,A/a),A/ab) 2 N@A AJa+0 =N implique alors :
2(ExtT(N,4)) = #(N) et 2(ExtT(w,A/m)) = £(¥) .

En particulier, ceci implique que le foncteur Exti(.,A) est exact dans la caté-
gorie des A/u-modules de longueur finie, la suite exacte associée au foncteur

Ext'.(, A) montre alors que le foncteur Extr+1(.,A) est exact & gauche dans 1la
A 9

A
catégorie des A/ﬁb-modules de longueur finie, On utilisera alors le résultat

suivant :

5.6, Lemme, Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A , alors

Ext:(E,A/a.) est un A-module monogene de dimension projective finie,

Le fait que Exti(E,A/a,) est un A-module de dimension projective finie, n'est
rien d'autre que I.4.10. Considérons une résolution injective minimale I° de

A/M . Alors I° est bien sfir de longueur r , et on sait [I.4.4. et I.4.5.]

n
quton a un isomorphisme Ir B o ou W, = dimR(Ext:(k,A/W)). Donc Ir Z=E, et

ExtX(E,A/a,) est un quotient de HomA(E,E) = A, ce qui prouve bien qu'il est

monogéne,

Remarque, En fait Ext:(E,A/a,) = A/w . C'est une conséquence du théordme que nous

démontrons et de [I.4.10 (iii)].

Posons donc A/R = Exti(E,A/w). Comme c'est évidemment un quotient de A/ , on

sait que Exti“(..,A) est exact & gauche dans la catégorie des A/R-modules de
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longueur finie, Pour démontrer le théoréme, nous allons montrer que si i > r ,
et si Exti(.,.&) est exact & gauche dans la catégorie des A/f-modules de lon-
gueur finie, alors Exti( ,A) est nul dans la catégorie des A/E-modules de
longueur finie, Cela démontrera bien le théordme, car si Exti'(,,A) est nul dans
la catégorie des A/g-modules de longueur finie, alors Exti'“(.,A) est exact a
gauche et donc nul dans cette catégorie, ce qui montrera bien Extj:(k,A) =0

pour i>r.,

Rappelons([10] chap, IV prop.Z) que si un foncteur F contravariant défini dans
la catégorie des modules de longueur finie sur un anneau local noethérien R
d'idéal maximal 4, est exact & gauche, il y a un isomorphisme canonique de

foncteurs F(.) = HOHLR(.,EE F<R/ﬂs))o

Dans le cas qui nous intéresse, on aura donc un isomorphisme de foncteurs définis

dans la catégorie des A/f-modules de longueur finie 3
i - . i
ExtA(.,A) = HomA(,,1_:sm;ExtA(A/EIHEl ,4)) .

Pour démontrer le théortme, il nous suffit donc de montrer que

lim Extz(.l./ﬁ +m>,A) =0 pour i > r . Pour cela, nous utiliserons la suite

8

spectrale associée & un foncteur composé, On considére le foncteur HomA(A/E,.)
défini dans la catégorie des A-modules, et le foncteur H:'= lim HcamA /E (A /6 _H‘s_,.)

défini dans la catégorie des A/g-modules. On a bien sur un isomorthisme de fonc-

teurs :

0 i s
H“O_JHo,mA(A/E,.) = 1_:1_1; HomA(A/E o, ) .

Comme HomA(A/E,.) transforme un A-module injectif en un A/f-module acyclique
pour le foncteur H:‘(.), la suite spectrale associée au foncteur composé con-
verge, On vérifie facilement que les dérivés & droite du foncteur exact & gauche

1_:1; HomA(A/G +M3, .) sont les foncteurs

spectrale convergente H%(Ex‘gA(A/E,A)) = B = }_i:l;ktti(‘_/& +Mm,A). Pour dé-
s

. i S .
;:&ExtA(A/E +m,.). On a donc une suite
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montrer que B =0 pour n > r , il suffira donc de démontrer

Hﬁ(Extg(A/E ,A)) =0 pour p+q > r. Rappelons que comme A/di. est de dimension
injective finie, alors (I.4.7.), pour tout idéal premier P € Supp A/A on a
dimA/p+profAF=profA=r.

Soit alors M wun A-module de type fini tel que Supp M V(RL).

Soit P € Supp M tel que dim M = dim A/P » Comme grade M  prof A on en

p?
déduit dim M + grade M ( r (i1 y a donc égalité en vertu de I.4.8.). Prenons
M= A/E. . Comme A/E est de dimension projective finie, pour tout entier gq ,
on a grade(Extﬁ'(A/ﬁ,A)) Y ¢ puisque si prof Ay <q ona dpAA/E <q, donc
(Extz(A/E,A))F =0, On en déduit donc dim Extz(A/E,A) § ~q . Et, la dimen-
sion cohomologique étant inférieure & la dimension de Krull, Hﬁ(Extq(A/ﬁ,A)) =0 ,

pour p > r-q , ce que nous voulions démontrer,

5.7. Corcllaire, Soit A un anneau local noethérien, Une condition nécessaire et

suffisante pour que A soit de Gorenstein, est gu'il existe un
idéal de définition g, dirréductible et de dimension projective

finie. Si de plus A est de dimension 2 , alors gq est né-

cessairement engendré par une suite réguliére,

Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A . Comme A/q est un
anneau de Gorenstein de dimension 0 , on a HomA(A/q,E) = A/q . Donc A/q est
aussi de dimension injective finie, et A est un anneau de Gorenstein d'aprés
5.5, Si de plus A est de dimension 2, considérons une résolution projective
minimale de A/q , soit :
1)

0-2222 Shaamgo.

Comme A/q est de Gorenstein de codimension 2 dans A , on a :

Ext: (A/4,A) = Hom(A4y,E) = A/g .

Ceci implique M, = 1 car :
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LA AP 2
o-a ~(") ~@%) -ext (af,a) 0,
(oﬁ .v est le foncteur HomA(.,A)) est une résolution libre minimale de
Exti(A/q,A). Comme p,~p,-1 = rang(A/q) =0, on en déduit bien by =2, ce

que nous voulions démontrer,
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Chapitre III
Tréoremes de finitude et d'annulation pour

la cohomologie des schémas,

§0. Introduction

Dans [10] A, Grothendicek fait la conjecture suivante (XIII 1.3) :

Soit k wun corps algébrigquement clos, et soit X un sous-schéma fermé de 1l'es—
pace projectif P = Pn(k) sur k . On suppose gue X est équidimensionnel de

dimengion d et gue X est localement intersection compléte dans P . Montrer

que pour tout faisceau cohérent & sur P-X , les groupes de cohomologie

B (P-X,¥) sont finis sur k pour i ) n-d .

Dans [14] R. Hartshorne prouve cette conjecture lorsque k est de caractéristique
0 et lorsque le faisceau normal & X dans P est ample (en particulier lorsque
X est non singulier en caractéristique 0)., De plus, Hartshorne prouve le résul-

tat suivant :

Théordme, Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension » 1 de P = Pn(k).

2

Alors pour tout faisceau guasi-cohérent & sur P-X,

2 (p-x,8) =0 .

a

A ces énoncés globaux correspondent des énoncés locaux, plus généraux, concernant
la finitude des groupes de cohomologie locale définis par un idéal d'un anneau
régulier local, Notre intention est de montrer ici deux théorémes locaux qui
auront pour corollaires la conjecture de Grothendieck et le théoréme de Hartshorne
en caractéristique p > 0 et qui, plus généralement, montreront que 1'annulation
de 1'avant dernier groupe de cohomologie est équivalent, dans le cas connexe, &
sa finitude, Nous utiliserons, comme au chapitre 2, 1l'itération du morphisme de
Frobénius pour calculer certains groupes de cohomologie locale, ici pour des sché-

mas formels,
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§1. Relations entre cchomologie locale et cohomologie des variétés
projectives

les
Le but de ce paragraphe est de montrer queYthéordmes locaux sont plus généraux

que les théorémes projectifs, Pour ceci on montre d'abord (prop.1.1 & Corollaire
1.5 que des hypothéses sur la profondeur ou la régularité, ou la dimension, des
anneaux locaux d'une variété projective X plongée dans un espace projectif P,
se transmettent aux anneaux locaux du complémentaire du sommet du céne, au-dessus
de cette variété projective, Ensuite on montre (prop. 1.6 & 1.8) que les conclu-
sions sur la finitude ou la nullité de certains groupes de cohomologie locale,
dans l'anneau local du sommet de ce cBne, donnent des conditions de finitude et
d'annulation pour la cohomologie des faisceaux cohérents sur le complémentaire

de X dans P .
Nous fixons une fois pour toutes les notations pour ce paragraphe :

Soit X wune variété projective plongée dans un espace projectif P = Pn(k) sur

un corps k ,

Soient A = k[TO,...,Tq] 1'anneau du clne au-dessus de P, et ¢ 1'idéal
gradué de A définissant X , On a, posant B = A/ X = Proj(B) et

1.

P = Proj(A). On notera 'bi 1'image de T, dans B, i.e, B =k [to,...,tn

Soit m= (To,...,’l‘n) 1'idéal de A définissant le sommet du c8ne au-dessus de

P. Onpose R=A clest un anneau local régulier, On pose Q- =JR et

m’

C = R/Cb s on voit que C est l'anneau local du sommet du c8ne au-dessus de X .,
On pose U = Spec R - R} .

Soit & un faisceau cohérent sur P, et soit M un A-module gradué de type
fini qui permet de définir ¥ .

Pour comparer Spec B - {m} , et donc UNSpec B, avec X , on utilisera le
lemme fondamental suivant, Les trois propositions qui le suivent, en sont des

corollaires immédiats,
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1.1. Lemme préliminaire ([12] chap.2 8.3.6). Pour j =0,150e0sn, oOn 8

Spec B, = X, [r,7'], o T est une variable,
J J

1.2. Propogition, Les conditions suiventes sont éguivelentes :

a) les composantes irréductibles de X sont de dimension supé-
rieure ou égale & d .
b) Les composantes irréductibles de C sont de dimehsion supé-

rieure ou égale & d+1 .

1.3. Proposition, Les conditions suivantss sont équivalentes :

a) X est non singulier (resp, localement intersection compléte-).

b) Pour tout idéal premier p de A, différent do m, 1'an~

neau BF est régulier (resp. intersection compldte dens AF).

1.4. Proposition, Soit i un entier, Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les snneaux locaux de X vérifient la condition S; de
Serre,

b) Pour tout idéal premier P de &, différent de Mm, llan-

(03
]
ot

neau By vérifie la condition S. , et de plussi p

i e e ——

maximal, prof BF » i+,

1.5. Corollaire, Les conditions suivantes sont équivalentes 3

a) Les anneaux locaux de X sont de Cohen—Macaulay,

b) Les anneaux locaux de Spec B - {M} sont de Cohen-Maceulay,

Pour comparer les groupes de cohomologie locale & support dans V(ﬂ) et les
groupes de cohomologie des faisceaux cohérents sur P-X , 1'outil essentiel est

le résultat suivant :

1.6. Lemme ([12] chap.3). Avec les notations introduites au début de ce para~

graphe, on & une suite exacte 3
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0 - HE(M) M- 1z B(p-xg()) - H;’(M) -0,
vEZ
et des isomorphismes :

5 HE(p-x,§(v)) = H:;” (M) pour i1 .
vEZ

1.7. Corollaire, Scit i un entier » 0 . Supposons gue HB'H (M) est un A-module

artinien, Alors :

(i) 1es espaces vectoriels Hi(P-X,f(v)) sont de dimension
finie sur k pour tout v € Z.

(ii) pour v suffisamment grand, 2n a Hi(P-X,:f(v)) =0 si

i1,

Le corollaire se déduit facilement du lemme, En effet, H?M(M) a une structure

de A=-module gradué, Une suite décroissante stricte de sous-~k-module de

Hl(P-X,g(v)) engendre une suite décroissante stricte de sous-A-module de

HB'H (M). I1 n'y en a donc pas, et Hl(P-X,iF(v)) est un k-module artinien,
c'est-d~-dire de type fini, Si i 1, le A-module X Hl(P-ng'(v)) est arti=-
. veZ
T Hl(P-X,f(v)) est donc stationnaire
4 i
pour £ assez grand, ce qui implique bien H (P—X,?(v)) =0 pour Vv assez grand.

nien, Ia suite de sous-A-modules K(.Z) =

Comme le calcul de la cohomclogie locale commute & la localisation, on a

(H;'(M))M = H;(MM) , donc si H;(M) est & support dans VM), on a

H;(M) = Hi(Mm). Ctest cette remarque que nous utiliserons pour voir que dans les
“bons cas", la finitude de groupes de cchomologie locale sur un anneau local régu-
lier entraine la finitude de groupes de cohomclogie de faisceaux cohérents sur
une variété quasi-projective, Précisons tout de suite quels scnt les "bons cas"

qui nous intéresseront plus loin,

1.8. Proposition, Soit X un sous-schéma fermé de 1'espace projectif

n
P =P,

gradué J . Soient X, (3

=Proj A Ou A = k[TO,.“,Tn] , 4éfini par un idéal

1500054) les composantes irréduc-

tibles de X , et soit 4 =inf dim X, . Soit M= (T s000sT,)



1'idéal maximal de l'origine dans A . Alors ,

1) H1'5+1 (A) est b support dans V(m), et on a donc

Hl'a+1 (M) = H;lz:“(Mm) pour tout A-mcdule M,

2) 8i X est localement une intersection compldte, H;(A) est

2 support dang VM) pour s > n+1-d , et on a done

B (M) =Hy, (M,) pour s ) n+1-d , et pour tout A-module M.
) Jhy

3) Si k est de caractéristique p > 0, et si X vérifie la
condition Si , &avec 1gd, alors H;(A) est & support

dans V(m) pour s » n+1-i , et on a done

HS(M) = HS (Mﬁl) ur s ) n+1-i , et pour tout A-module M,
y Ty W 2L 2our tout A-module

Dans les trois cas, on montrera que pour les entiers s considérés, les modules

H:(A) sont limites inductives de modulesd support dans V(m).

Remarquons tout de suite qu'une fois qu'on sait que H: (o) est & suppert dans
v(m) pour s > s,» onen déduit facilement que H;(M) est & support dans
v(m) pour s > 8o et pour tout A-mocdule M , Pour les modules de type fini,
cela se voit par récurrence descendante, en utilisant une présentation finie,
compte-tenu du fait que la cohomologie s'annule en degrés > n+1, Comme toutb
A-module est limite inductive de A-module de type fini, le cas général en dé-

coule immédiatement,

I1 nous suffira donc de démontrer les résultats relatifs aux groupes de cohomolo-

gie locale de A .

fer cas : On a HI;H (a) Ex‘tf:"1 (A/{J'g,A). Mais d'aprés 1.4., pour tout idéal

= lim
=z
premier p de hauteur n+1 (donc maximal), si p#m ona prof(A/{]'e)P 31 .
I1 reste donc qu'en tout idéal premier p #m, ona dp, (A/al)F <n#1 , et
P

Extil” (A/.’l'e,A) a son support réduit & (M} pour tout £ .
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2&me cas H;}(A) = }_:_i.g Ext:(A/ﬁl,A). I1 nous suffit donc de montrer que pour
s 3 n+1-d , le module Exti(A/ﬂ 'e,A) est & support dans V(M)., Pour cela, mon-
trons que pour P ##M, on a dpA (A/ﬂz)', < n#1-d , Mais d'aprés (1.3.),
(A/n )F est une intersection complgte dans AF , donc (A/J ,E)F est de Cohen~

\

Macaulay, et sa dimension projective sur A, est égale & sa codimension dans

F
AP . Mais 1'entier d a été choisi de telle fagon que pcur tout p, on a :

codimensicnA (A/;j )F § n=d < n41-d4 , ce qui démontre le 2¢me cas.

R

3éme cas s Pour tout entier £ , notons §

r 1'idéal de A engendré par les

puissances p'g—i‘emes des é1éments de 1'idéal J . On sait dlaprds (I.1.7), que
comme le morphisme de Frobenius est plat sur A, on a pour tout entier £, et

tout idéal premier p 3
(%) dPAF((A/" ) = dpAP((AF.u o) e

On voit facilement que les systdmes d'idéaux (J 2) et (3'8) définigsent la

méme topologie dans A , donc pour tout s € Z, H,?(A) = 1im Ext>(/) ,A).
oA
Pinalement, pour montrer que H; (o) est & support réduit & M pour s J ni1-i ,

il suffit de montrer que pour p #m, ona dpA ((A/g'e)F) & n=i pour tout £,
F

D'aprds (x), il suffira de prouver :
dPAF((A/ﬂ )P) § n=i pour tout p #m,
Si p est maximal, cn sait (1.4) que prof(a/f )F » i+t , donc :
dp, ((a/9),) € dim Ay = (if1) = n1=(if1) = n-i ,
Ap P P
Si p n'est pas maximal, on sait que 3
prof (4/9), > inf(1,aim(a/y))
donc,

dpAF( (a/y )F) & sup(dim Ap-i,din A - dim(A /3 )F) .

Mais comme dim AF {n, ona dim AF-i n=i,
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De méme, dim A, - dim(a/§), = codim (A/)), ; mais codim (A/Y), est égal &
P P AF P AF P
la codimension dans A d'une des composantes irréductibles de A/B , donc,

d'aprés le choix de 4 , est inférieureou égale &4 n-d et & fortiori & n-i ,

Remarquons que nous avons encore utilisé 1'itération du morphisme de Frobenius
pour étudier certains groupes de cohomologie locale, et plus précisément pour
calculer leur support.

Nous verrons au §4 de ce chapitre qu'en l'utilisant avec plus de délicatesse on
peut montrer la finitude des modules de cohomologie étudiés dans le 3eme cas de

cette dernidre proposition,
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§2. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des schémas
formels

Tout comme au paragraphe précédent on peut interpréter les groupes de coho-
mologie locale en des termes plus géométriques, ici grfce aux schémas formels,
L'ingrédient est le théortme de dualité locale, Pour pouvoir l'utiliser on se
restreint & la considération des anneaux de Gorenstein, En vérité dans la pra-
tique seuls les anneaux réguliers se rencontrent, ce qui fait que la restriction

n'est pas trop importante.

Soient R un anneau local de Gorenstein et % wun idéal de R, posons :

prof:t"5 (R) = profondeur formelle de Spec R le long de V(3)
i PS
= inf H X 0':. 0

~

oh X est le complété formel de X = Spec R 1le long de V())., ILa proposition

2.2, Ci-dessous implique alors :

Vi > dim R-s ,

Il
o

proffJ (R) > s & H;'(R)

Dans la proposition 2,3., on met en évidence les conditions qui serviront aux

paragraphes 4 et 5,

Rappelons d'abord le résultat suivant qui est un corollaire de ([12] chap. 0III

Prop. 13.3e1.).

Proposition 2.1, Soit X wun schéma noethérien, et soit X le complété formel de

X le long d'une partie fermée Y de X , définie par un fais-

ceau cohérent d'idéaux J de &X o Soit ¥ un faisceau cché-

H

ent sur X et soit ¥ =‘I~’/Jn+197 . Soit U un ouvert de X

soit U son complété formel le long de YNU . Alors les

(0]
ot

homomorphismes canoniques

is . i
hy ¢ H (U,hm‘&n) - 1lim H (U,-:rn)
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sont surjectifs pour i > 0,
De plus, si le systéme projectif (HI_T(U,?;))H vérifie la con-

dition de Mittag-Leffler, alors hi est un isomorphisme,

Proposition 2.2, Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension d ,

Soit b 1'idéal maximal de R et scit E une enveloppe injec-
tive du corps résiduel k de R (i.e. un module dualisant deR).
Soit 4§ un idéal de R .

N

Posons U =Spec R=- M} et Y=v(I)NU. Alors, si U est le

complété formel de U le longde Y, il y a une suite exacte
0 - Hom_(8X(R),E) ~ R » 1(7,0.) - Fom_ (851 (R),E) - 0
mR a ’ ] il mR 3 ’ ’

et des isomorphismes

Hi(ﬁ,oﬁ 2 HomR(H‘f,'(i"') (R),E).

BEn effet, considérons le systime projectif de suites exactes 3

(+)

0 - H:b(R/ﬂn) - A" - r(u,rH") - H;"(R/:]n) -0,

Comme le systéme projectif R/{ln vérifie (M.L), on obtient, en passent & la

limite une suite exacte :

(1)

. .0 n o o Tim w) ny
0~ 1:-lm Hm(R/g ) -R- P(U,Oﬁ) 41%_11_1 H"b(R/a ) 0.

De méme, les isomorvhismes 3

(%) Hl(U,R/ﬂn) $H:1(R/€ln) ’ pour i>1,

donnent, en passant & la limite, des iscmorphismes s

(1) Lin B (U,RA") = 2in By (RAT) pour 131,
n n

Comme H;(R/ab) est artinien pour tout idéal ¢, de R et pour tout entier

s >0, (x)et (xx) montrent que les systdmes projectifs (Hl(U,R/ﬂn))n véri-

fient tous

(M.1).

Donc, par 2.1., on a (2) Hl('U,Oa) = in B (U,RA") pur 130,

n
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Le théordme de dualité locale donne des isomorphismes fonctoriels

s d-s
H“(o) = HomR(ExtR (o ,R),E) .
. s N\ o a2 d-s n
Donc 1:.1m Hm(R/U ) = 131_1m HomR(ExtR (r/3,R),E)

o ae
HomR(l_:;;l; Bxt " (R/A",R),E)

R

(3) " Hom (& *(R),E) .

En combinant (1), (2), (3) on trouve la suite exacte, et en combinant (1'), (2_),

(3) on trouve les isomorphismes,

Corollaire 2,3, Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension 4 ,

Soit U 1l'ouvert complémentaire du point fermé dans Spec R .
Soit 9 un idéal de R . Soit r un entier telque O grd.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Hj(M) est un R-module artinien, pour tout R-module de

Iype fini M, et tout entier s > d-r ,

2) HS(R) est un R-module artinien pour s 2 d-r ,

a

3) Si U est le complété formel de U le long de V(J)NU,

alors Hl(U,O ) est un R-module de type fini pour i < r-1 .

i

Nous avons déja démontré 1)<(==2) par récurrence descendante, L'équivalence

2) &>73) est une conséquence immédiate de la proposition,
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§3. Le théortme local de Lichtenbaum-Hartshorne

I1 s'agit du théoréme suivant sur la cohomologie d'un anneau local, démontré

par R, Hartshorne dans ([14] 3.1).

3.1. Théoréme. Soit A un anneaw local noethérien de dimengion n . Soit J un

idéal de A ayent la propriété suivante 3

our tout idéal premier du complété A de A, tel gque
tout idéal premier p du complété A de tel que

a dim A/JA+p > 1 . Alors le foncteur de

dim At = dim A , on

cohomologie locale H;(.) est nul,

Nous donnerons une démonstration directe de ce théortme, inspirée de celle de

R. Hartshorne, mais plus courte,

On peut évidemment supposer que A est complet, donc quotient d'un anneau local
régulier complet R . On sait (I 4.8) que gradezA + dim A = dim R c'est-b~dire
qu'il existe une suite R-régulidre a de longueur (dim R-n) dans 1'annulateur
de A . Autrement dit, A est quotient de 1l'intersection compléte R = —R/a ,
qui a méme dimension que A . Finalement, il existe un anneau local complet de

Gorenstein R, et un idéal 0, de R, telque A=RMm et dimR=dimA =n,

3.2, Lemme, Soient B3 (i =1,000,8) les idéaux premiers minimaux de R .
Soit U le complémentaire du point fermé dans spec R . Alors, il
existe des idéaux premiers 9 (i =1,00.,8) tels gue
1) Pour tout i, {g;} est un point fermé de U

2) Pour tout i, ona p, g, , et V(g;A) <v(d).

En effet, comme dim R/db = dim R, on peut supposer qu'il existe un entier % ,
avec 1 t (s, tel que chpi pour i t et que dL¢Fi pour i > %,

?
Soit alors J 1'idéal de R, image réciproque de Y ,
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Si i t, on considére le localement fermé Unv(pi+{") qui est non vide
d'aprés 1thypothese, et on prend pour {ql} un point fermé de ce localement

fermé,

si i>t, on prend pour {ql} un point fermé de V(Fi)ﬂ U qui n'est pas con-

tenu dans V(a,). Un tel point existe car V{Fi} NU est un schéma de Jacobson,

On constate que pour i t, ona .'1' cqi , donc V(in) ‘-V(Q'A) = v(4a) ’

et pour i > t, par construction V(in) est réduit au point fermé de Spec A .
s

Le lemme étant démontré, scit b = ﬂ q; notre intention est de montrer que le

foncteur H:(,), défini dans la caiej;orie des BR-modules, est nul, et d'en dé-

duire que le foncteur Hg(.), défini dans la catégorie des A-modules, est aussi

nul,

Pour tout entier £ , posons E/e = .F'\ qy) s, et montrons que le systéme
d'idéaux Ez définit la méme topologi que les puissances de b, dans R . On
a évidemment & 2 E'e pour tout £ . D'un autre c8té, une décomposition primaire
de E'e permet de constater qu'on a E.'e = E',e”“% ol mg est, pour tout £, un
idéal primaire pour 1'idéal maximal de R ., Remarquens que si S = .[sl R-qi ’
d'aprés le choix des B; » OB sait que Snpi = (0) pour i = 1,..?: , donec
que S ne contient pas de diviseur de 0 . Autrement dit R est contenu dans

S-1R . Comme ) EZ S—1R =0, on en déduit () E.Z =0 . Comme l'anneau R

220 £30
est complet, le théoréme de Chevalley dit que la topologie définie par 1'idéal
maximal de R est minimale parmi les topologies séparées., Ceci implique que pour
tout idéal M, primaire pour 1'idéal maximal de R, il existe un entier to
tel que &t “M pour t )t . Domc il existe un entier ta(/z) tel que
4
° i L = t
Et cp»m:g pour t ) to(z) On déduit Et ﬂﬁt Ezﬂmz E” pour > to(z) ,

c'est-d~dire E'e D Et pour t » sup (z,.to(z)), ce qui montre bien que les sys—

témes d'idéaux (Ez)/z et (El)g définissent la méme topologie dans R ., Ceci
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implique que vour tout entier j , on a :

J _ as 3
HE(R) = 1_;1:; ExtR(R /53 s R)e

Rappelons le résultat suivant démontré dans [22] et qui est d'ailleurs un corol-

laire de (T.4.15).

3.3. Proposition, Soit R un anneau local de Gorenstein, Pour tout R-module de
type fini M, on a 1%égalité

prof M + sup [i € 2, tel que Ext;(M,R) #£0} =dinR .

Dans le cas qui neus intéresse, remarquons que les idéaux § 2 ont été choisis
de telle fagon que prof(R/E ‘) =1, pour tout £ . D'aprds la proposition, ceci

implique :
Exti(n/az,R) =0, pour tout £, donc HE(R) =0,

et comme le foncteur HE(,) est exacte & droite, I-I?(.) =0, Onen déduit que
le foncteur HEA(')’ défini sur la catégorie des A-modules est nul, Mais comme

v(ga) » v(J) , on a une suite exacte de foncteurs s
n n -
Bp, (o) ~ Ey(e) = B (y)y(ga)(Srec R-V(64),2) .

comme dim(Spec R - V(&A)) < n , 1le dernier foncteur de cohomologie de cette

suite exacte & trois termes est nul, done H:A(.) =0 implique HI,‘;(.) =0,

3.4, Corollaire, Soit X un schéma quasi-projectif algébrique sur un corps k.
Si dim X =n , les conditions suivantes sont équivalentes
(a) Hn'(X,f) = 0 pour tout faisceau guasi-cohérent ¥ sur X
(b) Aucune composante irréductible de dimension n , de X

n'est projective,

C'est une conséquence immédiate du théordéme précédent, appliqué en tous les points

fermés de 1'anneau gradué de la fermeture projective de X .
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emargue : Ce corollaire, le théoréme de Lichtenbaum, qui est moins fort que 1le
théoréme local de Hartshorne, est vrai plus généralement, S, Kleiman a donné une

démonstration pour laquelle 1l'hypotheése X quasi-projectif est inutile [17].
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§4. Théortme de finitude en caractéristique p > 0

Nous donnons daens ce paragraphe le théordme principal de ce chapitre, qui
résoud la conjecture de A, Grothendieck citée dans ltintroduction, pour les sché-
mas projectifs sur un corps de caractéristique non nulle, La méthode consiste &
utiliser 1'itération du morphisme de Frobénius, Nous commencerons ce paragraphe
par un théoréme d'annulation pour la cchomologie locale & support dans un fermé
défini par un anneau de Cchen-Macaulay, Il est & noter que ce théordme ne s'étend

pas en caractéristique O,

4.1, Proposition, Soit R un anneau local régulier de caractéristique p > 0 .

Soit 4 un idéal de R 12l gque R/J soit un anneau de Cohen=-

Macaulay alors 3

H;(M) =0 pour tout i > dim R - dim R/f
et

tout R-module M .,

On a déjh remarqué au chapitre 1 (I.1.7) que le morphisme de Frobénius est plat
sur R, Soit ﬂzl 1'idéal de R engendré par les puissances pz-iémes des é1é-
ments de J . Alors R/bg est de Cohen=Macaulay pour tout entier £ ; de vlus
la topologie sur R définie par les Uz est la méme que la topologie U -adique ;
donc pour tout entier 1 on a ¢

my(R) = 1im Bxti (R .R)

Soient n = dim R et d = dim R/g = dim R/y . On sait que pour tout ¢
2

dp(R/b ) =n-d , donec 3
£

Extl(R/ bR) =0 pour i>n-d, et pour tout £ .
R 41

Donc H;(R) =0 pour i > n-d ,

DN

On montre alors, par récurrence descendante, et, par passage & la limite inductive

que ceci implique :
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H;(M) -0 pour i»n-d, et pour tout R-module M .

un
Remargue : On démontre de la méme fagon que si R es"EV:rmeau local régulier de
caractéristique non nulle, et si J est idéal de R, alors
prof R/{j > s implique H;(o) =0 pour i > dim R=s , autrement dit

prof R/:) Y s implique proffﬂ R>»so.

4.2, Corollaire, Soit k un corps de caractéristique p > 0 . Soit X une va-
riété projective de dimension d , plongée dans l'espace pro-

- Supposcns que l'anneau local du sommet du clne

jectif P = Pn

k
X s0it un anneau de Cohen-Macaulay, Alors, posant U = P-X,

de
ona s
Hl(UJ) =0 pour i » n-d et pour tout faisceau gquasi-cohérent

Fsur U,

En effet, en vertu de (1,5) si 9 est un idéal gradué de k[xo’””xn] =A
définissant X , 1'anneau k[Xc,”o ’Xn] /'J est un anneau de Cohen-=Macaulay,
Donc, pour tout idéal maximal 4 de A, on a dp(A,mya AM? =n=4 ,

Par 4.,1., on en déduit que pour tout idéal maximal M de A, on a H'B.LAME") =0
pour i > n=d , Donc finalement Hi(,) =0 pour i > n=d , et on conclut grice

J
h 1.70

4.3, Contre exemple & la proposition 4.2 en caractéristigue O (Hartshorme).

On peut construire une variété projective X de dimension 3, plongée dans

8
c ?

Macaulay (et m&me de Goremstein), et %telle qu'il existe un faisceau cohérent ¥

P telle que l'anneau local du sommet du cdne au-dessus de X soit de Cohen-

sur P-X , pour lequel Hs(P-X,‘f) £0 .

On considére pour ceci la variété projective X , obtenue en faisant éclater un
point dans P7 . Scit E 1le diviseur exceptionnel sur X , et soit f 1e mor-

phisme X - P

auwawuw

. onpse L=f1(8_(2))Q®86.(-E). Alors :
p3 X
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a) I est trés ample sur X , et dim HO(X,L) =9.
b) B (%, 12") =0 pour i=1,2.

c) ’-"x -~ L®-2

, ol Wy est le faisceau qui entre dans le théortme de dualité
projective,
i *
d) HZ(X,C) = ¢ car les classes de Chern des faiscaux f (o 3(1)) et BX(E)

sont linéairement indépendantes dans H2(X,Z) - HZ(X,G).

On voit donc que l*anneau du céne de X (plongée dans Ea ) est de Cohen-
Macaulay, On constate qu'on a ainsi un contre exemple grice au théordme suivant,

dfi & Barth, et dont on trouve une démonstration dans Hartshorne [19].

4.4, Théordme (Barth)., Scit X une variété projective (algébrigge) de dimension

s contenue dans une variété non singulidre Y , propre

sur €, de dimension n , Supposons que H (Y-X,§) = 0

pour tout faisceau cohérent & sur Y-X et tout entier

iq, q donné, Alors 1'homomorphisme

Hl(Y,C) - Hl(X,C.) est un isomorphisme pour i < n=q .
. 8 2/, 8 2 , . - A s
Jci Y =P (C) et H (lP ,c) - H (X,C) 1'est pas un isomorphisme gréce & d ,

4.5. Corollaire, Soient A un anneau de polyn8mes sur € , et 4 un idéal de

A . Alors il n'existe pas en général de morphisme entier

A -LA tel que les idéaux fn(ﬂ)A définissent la topologie

J-adique,

En effet, un tel morphisme serait plat, dtaprés le lemme d'acyclicité, En posant
,"n = f*(9)A , on aurait pour tout n , dp A/'Jn =dp A/} . On en déduirait
H;‘(.) =0 pour i > dp A/ , ce qui est faux en vertu du contre exemple que

nous venons de voir,

Nous avons besoin maintenant de quelques lemmes techniques supplémentaires sur le

foncteur de Frobénius,
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Les anneaux considérés sont noethériens et de caractéristique p > 0 . On noters
comme au chapitre I ,f 1'homomorphisme de Frobénius et F 1le foncteur de
Frobenius.

Pour simplifier les notations nous posons la définition suivante :

4,6, Définition, Soit A un anneau de caractéristique p > 0 . Alors pour tout
A-module M et pour tout homomorthisme ¢ de A-modules, on

posera M(i) = Fi(M) et qJ(i) = Fi(fp)-

4,7, Proposition,Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type
fini, Considérons une présentation finie de M :

r r
(x) Aa' BHa°—Hu—o,

A;OI‘S:
I r
(x), & 17) °—->M(n) —0,

est une présentation finie de M(n)' De plus, si A est local,

de corps résiduel k et si r = rang, (k®AM) alors

—— w——

ro=ra,ngk(k® ) )e

I1 suffit évidemment de prouver la proposition pour n=1, On applique le fonc-
teur F(.) = .®fA 3 (%) et on obtient la premidre partie de 1%énoncé,

Soit % les coefficients de la matrice ¢ . Alors ?(1) est représenté par
la matrice (afj) o Si A est local, dire que (%) est une présentation mini-
male de M , c'est dire que les ai,j sont dans 1'idéal maximal ¥ de H ,

Alors, (*)1 est une présentation minimale de M( 1) et on obtient bien le ré-

sultat cherché,

4,8, Proposition.Soit A un anneau régulier, Pour tout A-module de type fini
M, on a des isomorphismes :

i o i
ExtA(M(n),A) L ExtA(M,A)(n) pour tout i ,

En effet, nous avons déja vu au chapitre I §1 que fA est plat sur A donc :
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i o Byl £0 f oy m gt £,.
ExtA(M(”,A)-Exth'(M@AA T x) = Ext, (008,72 .

Nous avons maintenant le matériel nécessaire pour prouver le théordme de finitude

en caractéristique p > 0,

4,9, Théordme, Soit R un anneau local régulier de caractéristique p > 0 .
Soit 4 un idéal de R et soit i un entier tels gue :

1) Pour toute composante irréductible Y de spec R/}, ona

ic<dimY.
2) 81 U est l'ouvert complémentaire du point fermé dans Spec R,
alors R/ restreint 3 U vérifie S, (condition de Serre).
Alors, si n est la dimension de R, pour tout R-module de
type fini M et pour tout entier s > n-i , les groupes de coho-

mologie locale HE(M) sont des R-modules artiniens,
4,10, Lemme, Il suffit de prouver gue H?(R) est artinien pour s > n-i,

Raisonnons par récurrence descendante, ce que 1'on peut faire car H?(.) =0
pour s > n ., Supposons que H,?,(R) est artinien pour s >n-1, et que pour

tout R-module de type fini M , H;(M) est artinien pour s > r > n-i,
Soit N un R-module de type fini, J1 existe une suite exacte 3
0-K-R -N-0.
On en déduit une suite exdcte
my(2°) = 1) - w7y ()
Les deux modules extérieurs de cette suite exacte & trois termes étant artiniens,

il en est de méme du module central, et le lemme est démontré,

Comme R est régulier, pour tout entier £, ju) est un idéal de R, Le
systéme dtidéaux 9(,8) définissant la topologie J-adique dans R, on a pour

. s . s/
tout entier s , Hﬂ(R) = _]%n,ExtR(R/ﬂu),R).
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4.11. Lemme, Pour s Z n-i , les modules Ext;(R/ﬂ(z),R) sont de longueur finie

pour tout £ 20.

Comme R est régulier, R/ﬂ(l) = (R/U)u) . D'aprés 4.8., il y a un isomorphisme

comme (I.4.5), (Ext::(R/U,R))u) a méme support que Ext;(R/ﬂ,R) , il suffit
finalement de montrer que Ext;(R/ﬁ,R) est de longueur finie pour s > n-i,
Soit g un idéal premier non maximal de R . On veut prouver que
Extg (Rq/ﬂRq,Rq) =0 pour s > n-i . On peut évidemment supposer {)cq ,

q

gsinon il n'y a pas de probleme, On sait qu'on a prof(Rq/ﬂRq) 2 inf (i,dim Rq/{qu)e

Soit ¢ = inf(dim Yi) s pour Yi composante irréductible de R/J .

Alors codimension de Rq/:qu dans R, est < n-c , donc

q
dim Rq/JRq > dim Rq - (n~c) . On en déduit

prof (Ryh Rg) > inf(i,din Ry - (n=c)) ,
donec,

dpy (Rq/:}Rq) < sup(dim R - i,n-c) ,

q q

et comme n-i > dim R - i et n-i » n-c, Ext® ( /ﬂ ,R.) =0 pour s > n-i,
R‘l q -

4,12, Lemme, Soit E un module dualisant pour R (i.e. une enveloppe injective

du corps résiduel k de R) , alors les conditions suivantes sont

e e e st s e et W g 8

éguivalentes :
1) Hj(R) est artinien.
2) HomR(H;(R),E) est un module de type fini sur le complété R de

R pour 1'idéal maximal,

. s ’ - 4 s
3) lim HomR(ExtR(R/’Ju),R),E) est un R-module de type fini.

1) &>2) est une dualité classique ([10], exposé IV). L'équivalence

2)4——;73) est une conséquence immédiate de 1l'isomorphisme de foncteurs :
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1im Hom(,,E) = Hom(lim ,,E).

4.13. Lemme, Dans la catégorie des R-modulegs de longueur finie, on a un isomor-

phisme de foncteurs :
Hom_(.,E) = Ext_(.,R)
TRte? R e
BEn effet, ces deux foncteurs sont exacts et cofncident sur le corps résiduel k
de R, Cet isomorphisme est de plus canonique ([10], exposé III).

Combinant les deux lemmes précédents, on constate que pour prouver le théoréme,

il suffit de prouver que pour s > n=i
lim Bxt. (Bxt>(R/J, ,\,R),R)
& TR R(e)
est un R-module de type fini,

C'est une conséquence immédiate du lemme et de la proposition qui suivent

4.14. Lemme, Soit k le corps résiduel de R, alors le rang résiduel

N .8 ingé
rang, k®, ExtR(ExtR(R/'J( l),R),R) est indépendant de £ .

Dtaprés 4,8., il y a un isomorphisme :
n s e n +‘S’
Ext (Ext (R/),),R),R) = (Bxt (Bxt (R/§,R),R))(, -
Mais, d'aprés 4.7., pour tout R-module de type fini M , et pour tout entier

2 on a reng k®RM = rang, k®RM(£) °

4.15, Propesition, Soit A un anneau local de corps résiduel k . Soit (M 1)

un systéme projectif de R-modules de longueur finie, &
rangs résiduels bornés (i.e. tels gue rang, k@RM <€)

Alors lim M 2 est un module de iype fini sur le complété A
£

de A pour 1l'idéal maximal,

).

Pour tout £, posons P, = ﬂ Im (Mz,-’M

Y.

£
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Comme les modules Ml sont de longueurs finies, le systéme projectif vérifie la

condition de Mittag-Leffler, c'est-a-dire qu'on a P, = Im (M'e, - M/e) pour 4!

£

assez grand, On en déduit rang, k@A PZ < C pour tout £ . On sait que les mo-

d t\ s 3 - o . = 3
ules P, forment un systéme projectif surjectif tel que 1lim Pl lim M On

£

peut donc remplacer le systéme N y DT le systime P

K
K autrement dit, on peut
supposer que le systéme projectif Mz est surjectif, Alors la suite

rang, k®AM£ est croissante et bornée, Donc en "oubliant” un nombre fini de Mz ,
on peut supposer que rang, k®Mz est constant égal & 1 . ('est-a-dire qu'on

peut supposer que les homomcrphismes surjectifs

(*) M

Ry (20 > 2)

définissent des isomorphismes
k@,H,, = k@M, .
Considérons une surjecticn

n—)' ->
AT, 0.

On peut alors relever l'application (%) en un diagramme commtatif

A" w0

N 1?
M,B'
En tensorisant par k , on obtient un diagramme commutatif

n2> -
k k®AM48 0

N

k®AM,e'
qui montre que k" - k®AM,8' est un isomorphisme, donc que A - M,E' est une

surjection, On a donc un diagramme commutatif

0
. t
Ao M -0
£
| -
Ao 0

o0
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I1 existe une suite croissante dtentiers c(g) tels que si M est 1'idéal maxi-
mal de A, on ait Mf(z)Mz =0 ., On peut donc factoriser le diagramme précédent

en un diagramme commutatif

0 0

f T

A A Ly Lo

| !

AT - AN My~ 0.

Soit

K, = Ker A"m (A" >

£ £°

On obtient un systéme projectif de suites exactes :
0 —»KZ—»A”/mc(”)A“ =M, -0,

Touas les modules déerits ici étant de longueurs finies, le systeme projectif Kz
vérifie la condition de Mittag-lLeffler,
On obtient denc une suite exacte
0 -» 1lim K, - lim A”/mc(‘)ﬂ ->lim M, >0 ,
— f & — 4

A

On a donc une surjection de A-modules
“n
A" - 1imM -0
i £
et la prcposition est démontrée,

En corollaire du théordéme local de finitude en caractéristique p > 0, on ob-
tient un théoréme global de finitude en caractéristique p , plus fort que le
résultat général conjecturé par Grothendieck, Ce théordme, ou un résultat assez
similaire a sans doute déja été démontré par R, Hartshorne, par des méthodes

géométriques,
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I

4,16, Théoréme, Soit X un sous—-schéma fermé de l'espace projectif P = Py

sur
un corps k de caractéristique p .

Soient Xj les composantes irréductibles de X , et soit

d = inf dim X, .

3 J
Supposons que X est S, avec i d (i,e. pour tout x € X,
prcf OX,x 2 inf (1,d1m OX,X))"

Alors 5°(P-X,%) est un k-espace vectoriel de type fini, pour

tout faisceau cohérent ¥ sur P-X , et pour tout entier
S > n“=i °
De plus, pour les mémes valeurs de s ,

HS(P-X,f}‘(r)) =0 pour r assez grand,

Ce théoréme se déduit du théoréme 4,9 gréice aux propositions 1,7 et 1.8,
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§5. Sur 1l'avant dernier groupe de cohomologie locale

5.1. Théordme, Soit R un anneau local régulier complet de dimension 4, &

corps résiduel séparablement clos, Soit U 1l'ouvert complémen-
taire du point fermé dans Spec R, et soit ¥ un idéal de R

tel que V(3)NU soit connexe de dimension > 1 .
es conditions suivantes sont équivalentes :
1 H,"ZMs est un R-module artinien pour s > d-t et pour tout

R-module de type fini M .

2) H;(R) est un R-module artinien pour s > d-1 .

3) H;(M) =0 pour s > d-1 et pour tout R-module M .
4) H;(R) =0 pour s> d=1.

5) E°(U,0.) est fini sur R, oi U est le complété de U le
g —
long de V(§)nu.

6) L'homomorphisme canonigue R - HO(U,Oﬁ) est un isomorphisme,

Les conditions 1), 2) et 5) sont équivalentes par 2.3. L'équivalence des condi-
tions 3), 4) et 6) est une conséquence de la suite exacte de 2,2,, compte tenu du
théoréme local de Lichtenbaum qui entrafne ici Hg(.) =0, Comme on a évidem—
ment 6) ==5), il reste & démontrer 5) ==6).

On sait qu'on a

(%)

HO(U,OA) = LiLn OA °
U xeunv(s) U,x

Rappelons que si x € UﬂV(J’) , et si qx est 1'idéal premier de R correspon-

A
dant & x , alors O. est un anneau local, dont le complété est Rq , com-
s X X
plété de 1l'anneau local R pour 1'idéal qQR. - On en déduit que toutes les
X x

fléches apparaissant dans la limite projective (%) sont injectives.

5.2. Lemme, Pour tout x € UNV(J) , L'homomorphisme H°(U,0.) =0 est
U s X

injectif,
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I1 suffit évidemment de montrer que si a est un é1ément non nul de Ho(U,OA),

son image dans Oﬁ est non nulle pour tout x € UNV(Y),
o X

Comme «#0 , il existe x € UAV(J)) tel que l'image de « dans O. soit
U,x
non nulle, Scit y € Unv(a), et soient qx et C’y les idéaux premiers de R

correspondants & x et y ., Comme unv(y) est connexe, il existe

Bysennsly € UnV(Y) ayant pour idéaux premiers correspondants g, seeesl), tels

que si on considére la suite dtidéaux premiers Qyr 8, reee2f, 99, o il y ait

y
toujours une relation d'inclusion entre deux idéaux successifs., On en déduit que
si 1l'image de a dans O, est non nulle, alors 1l'image de o dans O. est

U,x U,y
non nulle, Le lemme est démontré,

5.3, Lemme, HO(U,OA) est un anneau intégralement clos fini sur R .
U

Comme pour x € UNV()) , 1le complété de O. est un anneau régulier, Oﬁ
U,x X

est intégralement clus, Soit « wun élément du corps des fractions de HO(U,O..)
entier sur HO(U,OA). Par 4.2,, c'est un élément du corps des fractions de
U
0. , donc a € O. et ceci pour tout x € unv(d). On en déduit que
U,x Usx .
a € HO(U,OA), Le fait que HO(U,OQ) est fini sur R n'est rien d'autre que
i) U
1'hypothése,

5.4, Lemme, Spec HO(U,O&) est un rev8tement étale de Spec R .
U

Comme R est un anneau régulier, d'apres le théordme de pureté il suffit de

prouver que tout 1déal premier de hauteur { de l'anneau A = HO(U,OA) est étale
U
au-dessus de R . Pour tout x € UNV(Y) , soit q, 1'idéal premier de R

A . .

; £80 = a = o, iect
correspondant, Pcsons Fye Anqx OU,x AN 9 R Les injections
R ©A S0, © RA montrent que Fx est é%ale au-dessus de R ,

X b4 U,x Bx

Comme A = 1lim Oa , ona A=

N A .
v () TU.x xev(@nu Px

On en déduit que tout idéal premier de hautsur {1 de A est contenu dans un P, -
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est ouver
Comme 1'ensemble des points ol le morphisme Spec A - Spec R est étaleVon en
déduit que tout idéal premier de hauteur 1 de A est étale au-dessus de R, et

le lemme est démontré,

Mais comme R est complet & corps résiduel séparablement clos, le seul revéte-
ment étale connexe de R est R lui-méme, donc 1l'homomorphisme R - HO(U,O.)

U
est bien un isomorphisme et le théordéme est démontré,

5.5. Corollaire, Soit R un annean local complet régulier de caractéristigue
P>0, dedimension 4 , & corps résiduel séparablement clos,

Soit U 1'ouvert complémentaire du point fermé de Spec R, et

soit 4 un idéal de R tel gue V(9)N U soit connexe de

dimension > 1 . Alors :
1) Les foncteurs H(;_1(.) et Hg'(.) sont nuls
2) 5L U est le complété formel de U le longde V(4)U,
L'homomorphisme canonique
R - T(U,0.)
U

est un isomorphisme,

Par le théordme lccal de Lichtenbaum Hg(.) =0.

Comme pour toute composante irréductible Y de Spec Rf) , ona 1 <dimyY,
en remplacant ! par l'intersection des idéesux premiers le contenant, on peut
appliquer le théordme local de finitude en caractéristique p (4,9), done
H(;-1 (R) est uwn R-module artinien, Mais par le théoréme 5.1., ceci implique
H%-1(.) =0, ainsi que la propriété 2) qui n'est autre que la propriété 6) de
5.1.

Donnons enfin le corollaire global de ce résultat local,

5.6. Corollaire, Soit k wun corps séparablement clos de caractéristique p .

Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension > 1 de

n
°

l'espace projectif P = Pk Alors pour tout faisceau guasi-
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cohérent § sur P-X , ona

' (p-x%) =0 .

On sait déja par le théoréme de Lichtenbaum que Hn(P-X;g) =0 , Tout faisceau
quasi-cohérent étant limite inductive de faisceaux cohérents il suffit de mon-
trer que an1(P=X,§7 = 0 pour tout faisceau cohérent ¥ sur P-X . Mais ce
résultat se déduit du résultat local précédent exactement comme le théordme glo-

bal de finitude se déduit du théoréme local de finitude,
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AssA(M)
diA(M)
dim(m)

dpA(M)

(ML)
Praj(A)
prof (M)

SuppA(M)
H;,'*-(m

s (1, 20)

109.

Index des notations

ensemble des idéaux premiers associés au A-module M [7] chapitre 4
dimension injective du A-module M [6]

dimension de Krull du A-module M [23]

dimension projective du A-module M [23]

morphisme de Frobénius I-1
foncteur de Frobénius I-{
condition de Mittag-Leffler [12] -
spectre gradué de l'anneau gradué A [12] II
profondeur du A-module M [5]

support du A-module M [23]

N

i-tme groupe de cohomologie locale du A-module M , & support dans le
fermé défini par 1'idéal 4 de A. [11]

i-tme nombre de H, Bass pour le module M , relatif & 1'idéal premier

po





