
THÈSES DE L'UNIVERSITÉ PARIS-SUD (1971-2012)

JEAN-PAUL CAHEN

Polynômes à valeurs entières, 1973

Thèse numérisée dans le cadre du programme de numérisation de la bibliothèque mathématique Jacques 
Hadamard - 2016

Mention de copyright :

Les fichiers des textes intégraux sont téléchargeables à titre individuel par l’utilisateur à des fins de
recherche, d’étude ou de formation. Toute utilisation commerciale ou impression  systématique  est
constitutive  d’une  infraction pénale.

Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente page de garde.



ORSAY

T H E S E

Présentée

A 1fUNIVERSITE DE PARIS“SUD

CENTRE D * ORSAY

pour obtenir

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

par

Jean Paul CAHEN
2 3  H

lere THESE : "POLYNOME,S A VALEURS ENTIERES"

2ème THESE : ENSEMBLES DE KELSON et de MULTIPLICITE

Soutenues le 8 juin 1973 devant la Commission d fexamen

JURY : MM. P. SAMUEL Président

D « LAZARD ___

M. LAZARD. ......Examinateurs

Y. MEYRR.......





1 .

INTRODUCTION

Le polynôme ^  X(X - 1) n'est pas à coefficients entiers,

mais pour tout élément z de Z  , ^  z(z - 1) est un entier ; disons

que ce polynôme est à valeurs entières. On a pu rencontrer 1'exercice

(élémentaire) où l'on montre que l'ensemble 2g des polynômes à valeurs

entières est un Z-module libre et qu'une base en est la suite des poly- 

X I
nômes ( ) = — j-(X) (X - 1) ... (X - n + 1). Sur tout domaine d'intégrité 

il il •

A de corps des fractions K, on peut définir les polynômes P à va

leurs entières par la propriété P e K[X] , P(A) ç A ; ils forment bien 

sûr un anneau que l'on note Ag et A[X] c Ag c K[X]. Dans un passé 

relativement lointain, en 1919, G. Polya et A. Ostrowski (voir biblio

graphie) ont établi des conditions pour que, sur l'anneau des entiers d'un 

corps de nombres, les polynômes à valeurs entières forment encore un 

module libre avec une base "régulière", c'est-à-dire formée de polynômes 

de degré croissant. Ceci et cela mis à part, il me semble que la litté

rature était restée assez discrète autour de ce sujet.

Avec un camarade, Jean-Luc Chabert, nous avons d'abord consi

déré la question d'un point de vue souvent cher aux mathématiciens : 

traiter le problème par sa disparition. Nous avons tenté de caractériser 

les domaines d'intégrité sur lesquels tout polynôme à valeurs entières 

est à coefficients dans A, soit Ag = A[X]. Nous les avons baptisés
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anneaux substitutiels. La fermeture intégrale de % dans la clôture 

algébrique de Q en est un exemple. Pour cela nous avons cherché sur 

quels A-modules M le polynôme 0 est le seul pôlynôme à coefficients 

dans M partout nul sur A. Nous les avons baptisés modules sans torsion 

polynomiale. Les résultats - Si A est un anneau noetherien, M est 

sans torsion polynomiale si et seulement si tout idéal premier de son 

Assassin a un corps résiduel infini. Un domaine d'intégrité noetherien 

et intégralement clos est substitutiel si et seulement si ses idéaux 

premiers de hauteur 1 ont tous un corps résiduel infini ... - figurent 

dans une thèse de troisième cycle commune. Ils sont repris dans un ar

ticle au Bulletin des Sciences Mathématiques ([Cah. § Chaü dans la biblio

graphie) qui les complète de résultats nouveaux sur la localisation.

Cet article est le sujet de ma première partie. Mais l'expo

sition est ici entièrement différente : je remarque que les modules sans 

torsion polynomiale forment bien la classe des modules libres d'une 

théorie de torsion, ce qui permet de faire rentrer cette étude dans un 

cadre plus général. En fait l'objet de cette première partie (ou j'omets 

les preuves de [Cah. § ChaJ) est aussi d'exposer des résultats originaux 

sur les théories de torsion en algèbre commutative :

- rôle général de l'assassin pour déterminer si un module est "libre" 

ou sans torsion (chapitre I)

- relation entre dimension dominante [H.H.Storrerj et profondeur au 

sens classique (chapitre II).

Je donne les démonstrations dans le cadre de la torsion poly-
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nomialë, mais sans perte de généralités car leur principe reste celui du 

cas général (que j'ai développé dans deux publications [(P.J.C. (1)] et 

[P.J.C. (2)] ).

Enfin, cette approche permet de généraliser la notion d'anneau 

substitutiel au cas non intègre : il s'agit des anneaux sans torsion et 

divisibles [J. Lambek] pour la théorie de torsion polynomiale. On arrive 

à la caractérisation, légèrement améliorée : Un anneau noetherien et 

semi-normal est substitutiel si et seulement si tous ses idéaux premiers 

de hauteur 0 ou 1 ont un corps résiduel infini.

Pour cette raison, j'ai voulu aussi construire un exemple 

simple d'anneau noetherien factoriel, de dimension n quelconque mais 

avec un idéal premier de hauteur 1 de corps résiduel fini (chapitre 

III, §4).

Dans une deuxième partie, j'ai exposé les travaux de G. Polya 

et A. Ostrowski de façon moderne. Je les ai également un peu généralisés 

et j'ai montré que, pour tout anneau de Dedekind, l'anneau Ac des poly- 

nômes à valeurs entières est un A-module projectif qu'on peut décomposer 

en somme d'idéaux fractionnaires de A, selon une suite de polynômes de 

degré croissant. Le résultat vaut encore dans le cas de plusieurs varia

bles (chapitre IV). Ces idéaux fractionnaires caractéristiques apparais

sent déjà dans l'article de G. Polya : il montre précisément que Ag est 

libre avec une base "régulière" si et seulement si ces idéaux sont prin

cipaux. A. Ostrowski à son tour donnait une description précise de ces



idéaux pour les corps de nombres qui sont extension Galloisienne de $.

Les classes de ces idéaux engendrent un sous-groupe $i(A) du groupe des 

classes d'idéaux de A ; on peut dire que % (A) mesure à quel point A 

s'écarte d'avoir une base régulière. J'indique que $j(A) est trivial 

dans le cas des corps cyclotomiques et je complète la description de 

%(A), déjà bien amorcée par G. Polya, dans le cas des corps quadrati

ques (chapitre V).

Enfin, Jean-Luc Chabert, le premier, a étudié et entièrement

déterminé le spectre de l'anneau Ag lorsque A est un anneau de Dedekind.

C'est parce que, dans le cas local (lorsque le corps résiduel est fini)

les points de ce spectre au-dessus de l'idéal maximal 1tt de A sont en

bijection avec les éléments du complété A de A que j'ai eu l'idée de

considérer Aç comme un sous-anneau de l'anneau des fonctions continues

£ de A dans A . Je montre que Ag est dense dans cet anneau t  par

application du théorème de Stone-Weierstrass ; il en résulte facilement

que la fibre au-dessus de 1fi de la A-algèbre Ag est en bijection avec

la fibre au-dessus de f  de t , cette fibre - soit fe <§. — - s'iden-
’ A TA

A
tifie à l'anneau des fonctions localement constantes de A dans le corps 

Comme A est compact et totalement discontinu, le spectre de cet anneau 

de fonctions localement constantes est alors classique (on le trouve en 

exercice dans Bourbaki). C'est cette méthode de détermination du spectre 

que j'expose dans la troisième partie (chapitre VI). Elle permet de géné

raliser facilement les résultats aux polynômes à plusieurs variables et 

aux fractions rationnelles à valeurs entières (chapitre VII). Enfin, je

4.



détermine quels sont les idéaux de type fini de A„ , et je calcule le
û

groupe de Picard dans le cas local. Les idéaux premiers de

l'anneau Eg ne sont, en particulier, jamais de type fini ; ainsi

ïfg est-il un exemple assez immédiat d'anneau non noetherien.

Bien des résultats de cette thèse sont donc issus d'un tra

vail en commun. De son côté Jean-Luc Chabert présente une thèse qui traite 

des mêmes problèmes et développe la théorie des anneaux de Fatou. Les 

deux exposés sont néanmoins tout à fait distincts et bien que quelques 

résultats figurent dans les deux thèses, elles diffèrent par le fond au

tant que par la forme. Mais même les résultats qui ne sont traités qu'ici 

m'ont souvent été inspirés par mon camarade et je tiens à le remercier 

pour son aide continue ; de mon côté, j'ai participé avec plaisir à 

l'élaboration de son travail.

Je tiens à remercier chaleureusement mon professeur et direc

teur de thèse, M. Pierre Samuel qui nous a encouragé avec tant de com

préhension à travailler en commun coût en nous conseillant d'exploiter 

nos résultats dans des directions différentes. Je pense aussi à Mme 

V. Gautheron et Mme G. Jacob avec qui nous avions entrepris en 1968 un 

petit groupe de travail. Il est à l'origine de cette thèse et c'est un 

bon souvenir.

AVERTISSEMENT : Le lecteur aura sans doute déjà deviné qu'ici tout 

anneau est commutatif et unitaire.
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PREMIÈRE PARTIE :

TORSION POLYNOMIALE

§ 1. MODULES SANS TORSION POLYNOMIALE.

Si A est un anneau et M un A-module, on note 

M[X] l'ensemble des polynômes formels à coefficients dans M. Un élé

ment P de M[X] est de la forme P = p^ + p^ X + ... + p^ Xn , où 

les p^ e M. M[X] est, de façon évidente, un A[X]-module et aussi un 

A-module (on peut dire par restriction des scalaires).

Si P e M[X] et a e A, on peut calculer la valeur

de P en a, soit

P(a) = PQ + Pj a + ... + pn a11 ,

c'est un élément de M. Si P(a) =0, Va £ A, on dit que P est par-

2
tout nul. C'est le cas du polynôme X - X à coefficients dans le 

Z-module Z / 2Z.

On note ^(M) l'ensemble des polynômes partout nuls

6 .
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à coefficients dans M. ^q (M) est un sous - A[X]-module de M[X].

Définition 1.1. S o it  A un anneau e t M un A-module. SI Xq(M) = 0 

on d i t  que M e&t un A-module ¿anò to u to n  polynomiale, ou, en absiégé, 

un A-module s.t.P. [Cah. § Cha. §1].

Les modules s.t.P. sont en effet les modules libres 

d'une théorie de torsion sur A, puisque on peut montrer facilement

Proposition 1.2. S o it  A un anneau. Alosi&

a) to u t  ¿oui module d ’ un module s.t.P. eôt encore s.t.P.

b) ¿1 0+N-*-M->-P->-0 eôt une ¿ u lte  exacte de A -modules où N 

e t P ¿ont s.t..P. , aloni, M e&t s.t.P.

c) to u t  pnoduÀt dü iect de modules s.t.P. eAt un module s.t.P.

d) to u te  extem lon ^6¿ent¿ell^ d'un A-module s.t.P. ej>t encore s.t.P.

On rappelle [J.Lambek : chapitre 0] qu'une théorie 

de torsion sur un anneau A est la donnée d'une classe de modules sans 

torsion ou modules libres et d'une classe de modules de torsion qui se 

comportent axiomatiquement à la manière de ces mêmes classes, dans leur 

sens ordinaire, sur un domaine d'intégrité. Ainsi :

1.3. a) Tout sous-module d'un module libre est encore libre.

b) Si 0 -> N -* M •+ P ->• 0 est une suite exacte où N et P sont 

libres, alors M est libre.

c) Tout produit direct de module libres est un module libre.

d) Toute extension essentielle d'un module libre est encore libre.

7 .



Egalement :

e)Si 0-*-N-*M->-P->0 est une suite exacte, alors M est un 

module de torsion si et seulement si il en est de même de N 

et de P.

f) Toute somme directe de modules de torsion est un module de torsion. 

Enfin :

g) Un module F est sans torsion si et seulement si pour tout module 

de torsion T, Hom^(T,F) =0.

h) Un module T est tin module de torsion si et seulement si pour tout 

module sans torsion F, Hom^(T,F) = 0.

1.3. i) Il existe un radical de torsion T, T(M) est le plus grand sous-

M
module de M qui soit de torsion et alors t (M)~ est sans torsion- 0° 

parlera donc ici de la thëorie de torsion polynomiale, dont les modules 

libres sont les modules s.t.P., les modules de torsion seront appelés 

modules de P-torsion. On parlera du radical de P-torsion.

On pourrait penser aux polynômes à plusieurs variables, 

mais on obtiendrait la même théorie :

Proposition 1.4. S o it A un anneau e t M un A-module. Alote te i  pnapo- 

&Âjtion& iu ivayvte i io n t  équivatentes :

i )  M e&t s.t.P.

i l )  Voua to u t  ensemble d findices J  , t e  polynôme 0 e i t  t e . i e u l

8 .

potynôme de M[X.]. T 
i îel

, ÿmJL en to u t élément de A ^ .



LLL) Le. polynômz 0 u t  te. ôo,ut polynôme. de M[X], nu l zn to u t  

élim zn t de. A ¿au{> pewt-êt&e. un nombre {¡¿ni.

§ 2. PARTITION DU SPECTRE.

Lorsque A est un anneau commutatif, l'étude d'une 

théorie de torsion sur A est beaucoup simplifiée par l'utilisation du 

spectre premier [P.J.C. Ç1)J. On note Ass^(M) l'assassin (faible) 

d'un A-module. M, et As s.(M) l'assassin (fort) (c'est-à-dire l'ensem

ble des idéaux premiers de A qui sont exactement l'annulateur d'un 

élément de M). Bien sûr Ass^(M) c Ass^(M) et les deux notions coïnci

dent sur un anneau Noetherien. On note Supp^(M) le support de M.

Proposition 2.1. S o it A un anneau muni d'unz théonie. de. to u lo n  et 

M un A-module,.

¿) S I V^>€ Assa (M) , A/ÿ n' eA>t pas un modale, de. to ta io n , aZx>u 

M eât &ant>-tonÂion.

¿i.) S/è M eit ¿am-toA6^on, aZote Vjie As s. (M), A /^  z i t  ¿ani- 

bohÂlon.

Preuve : i) Si M n'était pas sans-torsion, on trouverait x * 0

A
dans le radical de torsion T(M). On aurait --- t t  — Ax c T(M) et

 ̂J ann(x) v J

9 .

A ^
ann fx~) serai't un A-module de torsion. Si ta était un idéal premier

minimal de ann(x), iS serait dans Ass^(M) et A/ £  serait un quo-

A
tient de ---> donc aussi un module de torsion.

ann(x) *



1) Résulte du corollaire 2.2. si TT désigne l'ensemble des idéaux 

premiers A tels que A/a soit un module de torsion. Si alors A c cf.

1 0 .

= Ax c M , donc A/a est sans-torsion, [cf. 1.3.a) et 1.3.e)].

Corollaire 2.2. S o it  A un cmmau. muni d'une tk ionte. de. to u io n  e t j  

un id é a l pnmieA  de A . k lo u  A/^> eô-t ou bien un A-module, de t o u  ion  

ou bien un A-module, ¿ani to u io n .

Preuve : Ass (A/a ) = Ass.(A/a)

Théorème 2.3. 1) Toute. th éo rie  de to u io n  s u a . un anneau A détermine, 

une. p a r titio n  de Spec A en deux poJvtie& T  e t  F . TT e s t  stable, posi 

sp é c ia lisa tio n , F pan. génénlsation. 

2) Si, AssA(M) c f  , M e ò i ions to u io n .  

3) S i  M e s t  sans to u io n , As s ,  ÇM) c F.

4) S i  M e s t un module de. to u io n ,  SuppA (M) c T.

ii) Si M est sans torsion et si A ='ann(x), alors

A/isi

= u>>.
Ou encore, Vx * 0 e A/x , Ax 2ë A/jk.

A/ai est un quotient de k/p et aussi un module de torsion. 2) et 3)

reformulent la proposition 2.1. 4) Si A e Supp. (M) alors M. n'est

pas nul, et si j7 e Ass. ÎMa) alors cri c k . Si de plus vie ¡F , alors

Ass.(Mi) c |F , puisque F est stable par générisation, M a est sans

torsion, et l'injection canonique M -> M l est un élément non nul de

Hom (M,M.). M ne saurait donc être un module de torsion [cf. 1.3.h)].
A P

Remarque : Inversement,- on peut montrer qu'à toute partition de Spec A



en deux parties T  et F , telles que T soit stable par spécialisation, 

correspond au moins une théorie de torsion et parfois plusieurs [P.J.C.

(1)3.

Corollaire 2.4. S o it A un anneau Uoethénien muni d ’ une théonie de 

tonslon, (T, IF) ¿a p a n tit io n  connespondante de Spec A e t M un 

A-moduie. klons

1) M est sans tonslon s i  e t seulement s i AssA (M) <= F

2) M est un module de tonslon s i  e t seulement s i Ass. (M) c TT.
A.

Preuve : 1) Parce que Ass^fM) = Ass^ÇM).

2) Comme SuppA (M) est la spécialisation de Ass^fM),

Assa (M) c T est équivalent à SuppA (M) c T. Si donc M est un A-module 

de torsion, Ass^fM) c SuppA (M) c T d'après le théorème 2.3. Inverse

ment, si Supp^CM) c T, si X est sans torsion (donc Ass^(X) c 1F), 

et si cp e Hom.(M,X) , on note Ker cp le noyau de cp- On a alors

11.

et puisque —  s'injecte dans X ,
Ker cp

Ass. ({--— ) c Ass (X) c p 
A^Ker cp AKJ

M M
donc Ass . ----) c TT n F = 0 et ^---- = 0, d ' où m = 0 et

A^Ker q>J y Ker <p ’ w

Hom^(M,X) = 0. Comme c'est vrai pour tout X, M est un module de tor

sion [cf. 1.3.h)].

On revient maintenant au cas particulier de la torsion 

polynomiale. Il nous faut déterminer la partition du spectre.

AssAÎKsb> C SuWA(ïteî7)c SuppA (M) c TT



Proposition 2.5. S o it  A un anneau. Les Idéaux ph.emi.QAA ^  de Spec A 

te ls  que A/^> ¿ o i t  un A-module de P- to rs io n ,  io n t  le s  Idéaux premiers 

de corps ré s id u e l f i ln l .  I l s  6on t tous maximaux.

Preuve : [Cah. § Cha.j . On voit aisément que A e s t  un A-module 

de P-torsion si et seulement si c'est un A/p -module de P-torsion. Si 

A/̂ > est un corps fini, il est clair qu'il n'est pas s.t.P.; si au con

traire, il est de cardinal infini, il est s.t.P., car tout polynôme non 

nul a au plus un nombre fini de racines, égal à son degré.

Par la suite, si A est un anneau, T  désigne l'en

semble des idéaux premiers de corps résiduels finis, 1F l'ensemble des 

idéaux premiers de corps résiduels infinis. On peut alors appliquer le 

théorème 2.3. à la torsion polynomiale. On peut ajouter au sujet des 

modules de P-torsion, la

1 2 .

Proposition 2.6. Soit: A un anmau Uoetkéxien e t M un A-module.. 

M o u  lej> ca>î>eJvtLoŸU> ¿ucvantzi 6ont équivalentes : 

t )  M eAt un module, de. P-tosuton. 

t i )  Vx e M, — Av . ej>t un anne.au de. caxd inal l i n i .
* ann(x) ^

Preuve : M est un A-module de P-torsion si et seulement si Vx e M,

A A
---7—r- est un module de P-torsion, c'est-à-dire Suppf---r-r-) c TT J
ann(x) ’ rr^ann(x)'

tout idéal premier contenant ann(x) est de corps résiduel fini , et

A
en particulier maximal ; ainsi ann~(x') es  ̂artinien (car forcément 

déjà Noethérien), et donc fini.

On a aussi immédiatement



Proposition 2.7. S o it A un anne.au. klons to u t A-module, est s.t.P. 

si, e t ie.ule.rmnt ¿ t to u t  Id é a l ptie.rn.LeJi de A a un conps nésiduel i n f i n i .  

ICah. ê Ckal .

Proposition 2.8. S o it A un anneau intègne de candinal i n f i n i  e t M 

un A-module, sans to m io n , atotts M est s.t.P.

Preuve : Si M est sans torsion au sens classique, alors

A
Ass^fM) = (0) et -^y est de cardinal infini [J.Aczel].

On peut dire que la théorie de torsion polynomiale 

est plus fine que la théorie classique, ou plus petite [J.Lambek], Si 

A est de cardinal fini, au contraire, tout A-module est bien sûr un 

module de P-torsion.

§ 3. LOCALISATION.

Proposition 3.1. S o it A un anne.au. muni d'une. th io n te  de. to u io n , M 

un A-mo date. de. to u io n  e t s une paAtiz m u ltip lio a tive . de. A , a lo u  

s"*M eAt un A-module, de. to/i& ion.

1 3 .

Preuve : Si x e S
- 1.
M , on peut écrire x = — où m e M  et s e S

et ann^(x) => ann^(m) ; ainsi Ax est un quotient de Am. Si donc M 

est un A-module de torsion, il en est de même de tout sous-module Am , 

m e M  et de tout sous module Ax , x e S *M de S *M.

Les modules de torsion se comportent donc bien par 

localisation. Par contre, il n'en est pas de même des modules sans torsion,



1 4 .

ou des modules s.t.P. en particulier.

Exemple : Soit B l'anneau des fonctions localement constantes du corps

des entiers p-adiques ^  dans la clôture algébrique k d'un corps fini

k. Soit A le sous anneau de B , formé des fonctions f telles que

f(0) e k. Il est facile de voir que A est un A-module s.t.P. : Si

P = fg + f  ̂X + ... + fnXn e A[X] et P * 0 , 3x e ̂  , x * 0 , tel

que P = fn(x) + f,(x) X + ... + f (x) Xn e k[X] et P * 0 (car les 
x u jl n x

f̂  sont localement constantes). On trouve donc a dans k qui ne 

soit pas racine de P , et on trouve aussi une fonction g telle que 

g(0) = 0 e k, et g(x) = a . Ainsi P(g) * 0. Par contre, si v^dé-

On peut néanmoins établir le

Théorème 3.2. S o it u : A -> B un épimorphisme p la t  d'anneaux, M un 

B-module e t P un polynôme à c o é v id e n ts  dam, M t e l  que P(A) = 0, 

atones P (B) = 0 . ICah ê Cha. §3. CosiottaVie 2] .

En particulier :

Corollaire 3.3. S o it A un anneau, M un A-module, e t S une pantie  

m u lt ip l ic a t iv e  de A. S i P £ M[X] est pantout nu l ¿un A, 4on image 

dans S_1mCx] eJSt pantout n u lle  sua. S_1A .

signe l'idéal premier de A , Á = {f e A | f(0) = 0} , alors

A^ = A/^ = k et c'est clairement un A-module de P-torsion.
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Preuve : L'image de P est encore partout nulle sur A et A -* S ^A 

est un épimorphisme plat. [Cah. § Cha. proposition 4].

Si <p : A -»■ B est un morphisme d'anneaux, on peut 

en général définir l'image directe, d'une théorie de torsion sur A, 

comme étant la théorie de torsion sur B dont les modules de torsion 

(resp. sans torsion) sont les modules qui, par restriction des scalaires, 

sont des modules de torsion (resp. sans torsion) sur A. [P.J.C. (2)].

On tire facilement du théorème 3 .2 ., le

Corollaire 3.4. S o it u : A B un zp-imoApkUmz p ta t d'annzaux. L'Image 

dü izctz dz ta  tkzoh tz dz to rs io n  polynomialz ¿>vJi A zs t ha tkzo x iz  dz 

boulon, poZynomiatz &ux B.

Si A est Noethérien, et si (S ^X^)(S M̂) est le 

sous-module de S *M[X] formé des polynômes partout nuls, sur S *A, 

on a de façon précise :

Proposition 3.5. S o it A un annzau Nozth&Uzn, M un A-moduZz z t S 

unz pa n tiz  m uùtip -lica tivz dz A, on a aZcu danò S-1M[X],

S_1[X0 (M)] = X0 (S_1M) = (S_1XQ)(S-1M)

Preuve : Evidemment X q (S M̂) c  (S ^X^)(S M̂) et d'après le théorème

3.2., il y a même égalité (si P est nul sur A, il est nul sur S *A). 

D'après le corollaire 3.3., aussi, S ^LXq(M)] c (S *Xq)(S *M). Mainte

nant, si’ P'e S~*M[X] et si P(S *A) = 0 écrivons



dans M. Comme A est Noethérien et que Q prend ses valeurs dans le 

A-module de type fini engendré par ses coefficients, le sous module de 

M engendré par Q(A) a un nombre fini de générateurs, disons

1 6 .

P0 Pi Pn n
p = —  + —  x + . . .  + —  X où les p.  e M , et t e S. On note

t t n ’

alors Q le polynôme p„ + p, X + ... + p Xn de M[X] ; par hypothèse,

Va e A , P(a) = 0 dans S M̂ , donc 3s e S tel que s Q(a) = 0

0(ai ) > Q(<*2)

sQ(a) =0, Va e A. Si Q' = sQ , alors Q' e Xq (M) et comme 

p ° iT ’ Pe s-kxoCM)].

Corollaire 3.6. S o it A un anneau NoeXh&Ue.n, S une. pajvtiz m u lt ip t i-  

ùcutivt de. k . S i M eMt un k-module. s.t.P. atoK.6 S~*M eAt un 

k-module. s.t.P. e t un S A-module, s.t.P.

C'est clair [Cah. § Cha. §1. Corollaire 2].

, ... , Qfa,). Posant s = s .s . .s on a donc 
xv k/ a, eu a,



Ainsi P-dom.dim(Mj est un entier n, ou bien le 

symbole De façon évidente :

1.2. a) P-dom.dim^fM) ^1 si et seulement si M est s.t.P.

b) P-dom.dim^CM) ^2 si et seulement si M est s.t.P. et le

/ v  r v

quotient M/M (où M est une enveloppe injective de M) est aussi 

s.t.P. ; c'est-à-dire M est sans torsion et divisible [J.Lambek, 

proposition O.5.] pour la théorie de torsion polynomiale.

En général, le radical de torsion T est un foncteur 

exact à gauche dans la catégorie des A-modules. Si on note

1 7 .

§ 1. P-DIMENSION DOMINANTE.

Si A est un anneau muni d'une théorie de torsion, 

on peut définir la dimension dominante d'un A-nodule M, relative à 

cette théorie [H.H. Storrer]. Pour la théorie de torsion polynomiale, 

on pose la définition

Définition 1.1. SoâX A un anneau, e t  M un k-modute. On d i t  que. Za 

P-dimenàton dominante, de M, notée  P-dom.dim. (M) e-6-t n, h t  e t  ¿euZe-
A.

ment i e x t & t e  une siéAolution X.njeative de M :

M -»■ M» -* M, M ,
0 1 n-1

où ZeJ> M  ̂ sont s.t .P .

CHAPITREJ_ï_ - VBjBmON P0MINAWTE.
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Tq, Tj, ..., Tn>. ... ses foncteurs dérivés (et Tq ~ T) alors la dimen

sion dominante d'un A-module M est aussi le plus petit entier n tel 

que Tn (M) ne soit pas nul. Ici on va faire usage du foncteur Xq. Si, 

en effet, M est un A-module et P e X q (M )  , et si f : M N est un 

homomorphisme de A-modules, l'image f(P) (où f est le prolongement 

canonique de f aux modules de polynômes) est bien sûr un polynôme par

tout nul, à coefficients dans N. Ainsi Xq peut être considéré comme 

un foncteur de la catégorie dés A-modules dans elle-même.

Proposition 1.3. S o it A un anneau. ALohm le  {¡oncteuA xQ est exact 

à gauche.

£ RSi 0 N — > M — > P est une suite exacte, la suite,

f 2
qui s'en déduit canoniquement, 0 -> N[X] — > M[X] — > P[X], est bien 

sûr encore exacte. La restriction de f à Xq (N) est encore injective,

/V fV /V/ (V

et puisque g ° f = 0 la restriction de g ° f a Xq (N) est encore

nulle. Si maintenant P e Xq(M), et g(P) = 0 , alors P = f(Q), où

Q e N[X], et Va e A, f[Q(a)] = P[f(a)] = 0  , et donc Q(a) = 0, 

car f est injective ; ainsi Q e Xq (N).

On note X,, X„, ..., X , ... les foncteurs dérivés 
1’ 2 n

de X0 :

Proposition 1.4. S o it A un anneau e t M un A-module. A lote  

P-dom.dimA (M) > n 6 i  2 t ¿eutement 6 i X^(M) =0, Vk < n.
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est exact a gauche et ses derives permettent de calculer la P-dimension 

dominante.

§ 2. LOCALISATION.

Dans ce paragraphe A désigne un anneau Noethérien 

et T  l'ensemble des idéaux premiers de corps résiduels finis. Les ré

sultats concernant ici la P-dimension dominante se généralisent fort 

bien à toute théorie de torsion [P.J.C. (2) §4.] .

Proposition 2.1. S o it A un anneau UoethêAien e t M un A-module. 

AJtohÂ,

P-dom. dim^(M) = 0 [cf.1.2.a)] . Si par contre M est s.t.P., il en 

est de même de son enveloppe injective M. Par ailleurs la suite exacte 

0 -»■ M M M/M -> 0 , donne lieu à une longue suite exacte

0 -> X (M) + X (M) -> X (M/M) + X (M) + .......

On en déduit facilement que le nombre de dérivés nuls en M/M est moin

dre d'une unité que celui de dérivés nuls en M ; comme il est par ailleurs 

évident que la dimension dominante de M/M est celle de M moins une 

unité, la proposition peut se prouver sans peine par récurrence.

Remarque : De la même façon si on note X~^(M) l'ensemble des poly

nômes de M[X.]. nuls en tout élément de A ^ .  le foncteur X „ ^
i ie(Ij 0

. . . .  -> X, CM) + x, (M) + X, CM/M) -v X, A1 CM) + . . . .

(M) * 0 si et seulement si M n'est pas s.t.P. donc0
X,Preuve :



§ 3. PROFONDEUR.

En général, si A est un anneau Noethérien et I un 

idéal de A, on peut toujours considérer la théorie de torsion correspon

dant à la partition du spectre telle que A/^ est un module de torsion 

si et seulement si l'idéal premier ^  contient I [P.J.C. (1)]. On 

montre alors que la dimension dominante d'un A-module M, relative à 

cette théorie, est la I-profondeur du A-module M, c'est-à-dire la plus 

grande longueur d'une M-suite régulière dans I [P.J.C. (2), theorem 2.1].

Dans le cas de la théorie de torsion polynomiale on

a en particulier

2 0 .

b) P-dom.dim^(M) = Inf _{P-dom.dim^ (M.)} .

tive de M, alors 0 -* M A -v (M ), -> ... -> (M ). -k ... est aussi une
/ ü r nr

résolution injective du A.-module M. , car A est Noethérien. De plus,

si ( x . ) 0C > W dénote l'ensemble des polynômes partout nuls du A/-module

M t , on a vu que (X.)n(Mi) ïë [Xn(M)]. [cf. I, proposition 3.5.] .

On en conclut facilement que pour tout n.

Ainsi X (M) = 0  si et seulement si V a € Spec A ,

ce qui prouve a). Maintenant b) en résulte car si ^  £ T  , tout A^- 

module est s.t.P. [cf. I, proposition 2 . 7 . ]  et donc P-dom.dim^ (M ) = oo.

a) P-dom.dim.(M)

Preuve : Si 0 -> M -> M« r» -> est vme resolution injec-

(XA)n W  =°,

CX A  CM.) -  [Xn(M)].

= In f  . c . p e Spec A
{P-dom.dim (Mv)} .
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Preuve : Comme A est Noethérien, M est s.t.P. si et seulement si 

m 4 Ass^(M) [cf. I, corollaire 2.4. et proposition 2.5.] (ffl est en 

effet le seul idéal premier de A de corps résiduel fini). Comme M 

est de type fini, Ass^(M) est un ensemble fini et "W Ass^(M), si et 

seulement si la réunion des idéaux premiers de Ass^(M) est strictement 

incluse dans iff, c'est-à-dire qu'il existe f̂  e "W, qui ne divise pas 

0 dans M.

Si on note Prof^(M), la profondeur d'un A-module M,

on a donc la

Proposition 3.2. S o it A un anneau lo c a l UoethéAten, d ' id ia t  maximal 

M  dd coupé A.é&iduel {¡ in i, e t 6o i t M un A-module, de type {¡iyii. kloHA 

P-dom. dim^(M) = Prof^(M).

Preuve : Par récurrence. Si M est une enveloppe injective de M, 

il est clair que P-dom.dim^(M) = P-dom.dim(M/M) + 1 , et facile de 

voir que Prof^(M) = Prof^(M/M) + 1 puisque, si M est de type fini, 

Prof^(M) est le plus petit indice n tel que Ext̂ (A/ftf,M) * (0) 

[H.Matsumara, theorem 26].

Si on rapproche cette proposition de la proposition

2.1., on a donc le

Lemme 3.1. S o it A un anneau lo c a l Uoethésiien, d 'id é a l maximal ■% 

de coA0 siéôiduel {¡ in i, e t 6 o i t M un k-module de type & in i. M o u  M

eMt ¿ .t .P . 6 i  e t seulement h i  i l  ex is te  un élément f, de iH qui. ne

d lv i ie  paô 0 dam M .
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Théorème 3.3. S o it A un anneau UoetkéJiien e t M un A-module de type  

¿¿ni. Atom

P-dom.dimA (M) = Inf^^, {ProfÂ (Mb)} .

Remarque : La même formule s'applique à la dimension dominante relative 

à toute théorie de torsion. Il suffit d'y remplacer T  par l'ensemble 

des idéaux premiers ^  de A, tels que A/p, soit un A-module de torsion 

pour cette théorie [P.J.C. (2), theorem 4.4.].

§ 4. MODULES UNIVERSELLEMENT SANS TORSION POLYNOMIALE.

Si P est un élément de M[X] , le sous module (P(A)) 

de M, engendré par les valeurs de P sur A est bien sûr inclus dans le 

sous module Coef(P) engendré par les coefficients de P. On a montré 

dans [Cah. § Cha. proposition 3.] la

Proposition 4.1. S o it  A un anneau e t M un A-modute. Klons te 6 aMen

tio n s  suivantes son t équivalentes :

i )  Poua t o u t  polynôme P de M[X] , CoeffPI = fPfA')').

D é f in i t i o n  4 . 2 .  Un k-modula  M a>t d c t u n lv e M M m e n t  -6am to te io n

i i ) V e SuppA(M) , A/p est de conps nésidueZ i n f i n i .

U t )  VN C M, M/N e s t S. t .  P.

et posé la



23.

polynomiale., en abnégé a .6 . t .P .  6 ’i l  vék i^ ie  les conditions équivalentes 

de la  p ropos ition  4.1.

Remarque : En général, on peut dire qu'un module M est universellement 

libre, relativement à une théorie de torsion si Supp^(M) c F (où IF 

est l'ensemble des idéaux premiers tels que A/̂ > soit sans torsion). 

Aussi le résultat suivant (qui résulte facilement de la proposition 

1.6. et du théorème 3.3.) se généralise sans peine.

Proposition 4.3. S o it A an anneau Uoethénlen e t M un A-module.

M o u

a) Si. M (¿St  u.s.t.P., P-dom.dim^fM) = <» .

b) S i M eàt de type {¡in i e t & i P-dom.dimA (M) = 00 , M est

u.s.t.P.

Remarque : Le 'Z-module <Q n'est pas de type fini. P-dom.dim^(Q) = 

mais $ n'est pas u.s.t.P.
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§ 1. DEFINITION.

Si A est un anneau intègre fini, alors A est son 

propre corps de fractions K, tout polynôme P de K[X] est tel que 

P(A) c A. Si, au contraire, A est un anneau intègre de cardinal infini, 

de corps des fractions K, alors A est un A-module s.t.P. ; de plus, 

l'ensemble Ag des polynômes P de K[X] , tels que P(A) c A, se ré

duit à l'anneau des polynômes A[X] si et seulement si K/A est un 

A-module s.t.P. Mais K est l'enveloppe injective de A, ainsi

A = A[X] , dans ce cas, si et seulement si A est sans torsion et di- 
s

visible pour la théorie de torsion polynomiale [J.Lambek, proposition 

0.5.] . (On peut dire aussi que A est son propre localisé, pour la 

localisation correspondant à la théorie de torsion polynomiale [J.Lambek, 

proposition 0.8.] . Ou encore que P-dom.dim^(A) > 2 [cf. II. 1.2.b)]).

On pose la

Définition 1.1. On d i t  qu'un anneau A e s t ¿ u b s t i tu t ie l  s i  e t  6eule- 

ment s i  i l  ej>t ¿ans ton& ion e t  d iv is ib le  pouA Za th é o fiie  de t o u io n  po

lynom ia le .

On a vu que si A est intègre et substitutiel alors 

Ag = A[X] . De façon un peu plus générale

Proposition 1.3. S o it A un anne.au in tè g m  ¿ u b s t i tu t ie l .  Alote pouA

ç{J4niEÇ-in " 4̂ §̂ _5y§sTiTüTiELs



to u t  anne.au intègre. B contenant A, ¿1 P est un polynôme à c o e f f i 

cients dam B t e l  que P(A) c a , P e A[X].

[Cah. $ Cha. §4.]

Remarque : A noter l'erreur dans la référence citée: Il faut supposer 

B intègre sinon le sous module de torsion de B/A , au sens classique 

ne s'injecte peut-être pas dans K/A. Si par exemple k est un corps 

fini, l'anneau A = k[X,Y] est substitutiel et s'injecte dans le pro

duit k[X,Y] xk = B. Mais B/A = k n'est pas un A-module s.t.P. ce 

qui met la proposition en défaut.

Proposition 1.3. S o it A un anneau Noeth&tien e t Tot(A) l'anneau  

t o t a l  des f-njxctiom de A. klons A est i u b i t i t u t l e l  ¿1 e t ieulement 

¿1 A est ¿ .t.P . e t to u t polynôme P de Tot(A)[X] , t e l  que 

P(A) c a , est à c o e ffic ie n ts  dam A.

Preuve : La dernière assertion exprime que Tot(A)/A est s.t.P.

Si A est substitutiel c'est bien le cas, car Tot(A) est une extension 

essentielle de A et s'injecte dans une enveloppe injective A de A, 

A/A est s.t.P. [J.Lambek, proposition O.5.] . Si inversement A est 

s.t.P. il en est de même de son localisé Tot(A) et Ass^fTotfA)) ne 

contient que des idéaux premiers de corps résiduel infini. Il est facile 

d'en déduire que tous les idéaux premiers de Tot(A) ont un corps rési

duel infini et qu'ainsi tout Tot(A)-module est s.t.P. [cf. I, proposi

tion 2.7.] , donc que A/Tot(A) est s.t.P. Si, de plus, Tot(A)/A 

est s.t..P. il en est alors de même de A/A , à cause de la suite exacte

2 5 .
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ilm e w t n.ÎQfxti2A. a de A.

Preuve : A est substitutiel si et seulement si P-dom.dim^(A) > 2 

[cf. II. 1.2.b)] . Soit donc a un élément régulier de A, et a* la 

multiplication par A (dans n'importe quel A-module). De la suite 

a *

exacte 0 -> A ---> A ■+ A/aA -* 0 on tire la longue suite

0 -> T (A) — > T (A) T (A/aA) + T (A) — > T (A) + ... 

où T est le P-.radical de torsion, son premier dérivé. Si A est

substitutiel alors T(A) = T^fA) = 0 [cf. II. proposition 1.4. et 

P.J.C. (2), proposition 1.5.] , donc T(A/aA) = 0 et A/aA est s.t.P. 

Si inversement T(A/aA) = 0, alors a* est injective dans T^(A) .

Si c'est vrai pour tout élément régulier a, alors les idéaux premiers 

associés à T^(A) sont tous inclus dans la réunion (finie) des idéaux 

premiers associés à A. Ainsi chaque idéal premier associé à T^(A) 

est inclus dans un idéal premier associé à A. Si donc A est s.t.P. 

tous ces idéaux premiers ont un corps résiduel infini et T^(A) lui- 

même est s.t.P. Mais T,(A) est un module de P-torsion. si en effet

0 -> Tôt(A)/A + A/A -> A/Tot(A) 0 [cf. I. 1.3.b)] .

On peut aussi caractériser les anneaux substitutiels 

de façon interne, à l'aide des éléments réguliers, c'est-à-dire qui ne 

divisent pas 0 dans A

Proposition 1.4. S o it A un anneau bloetliùiien. klohÂ A eht hubhti-

t u t i e l  h i  e t  h e u lm e n t h i  i t  eht h . t . ? .  e t  h i  A/aA eh t h . t . ? .  pouA to u t

0 -+ A An -»■ A1 -*■ A- ... est une résolution injective de A, T, (A)
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est l'homologie au rang 1 du complexe T(Aq) T(A^) -* TfA^) donc 

un module quotient d'un sous module de T(A^). Or T(A^) est un module 

de torsion et la classe des modules de torsion est fermée par sous-module 

et module quotient. Ainsi T^(A) = 0. Comme A est s.t.P., T(A) = 0 

et donc A est substitutiel.

Corollaire 1.5. S o it A un anne.au & ub6 tltu tieZ  eX a un élément fté- 

gulieJt de. A, a lors ou bien A/aA = (0) [e t a ejst une. un ité ) ou bien 

A/aA est de. ca rd in a l i n f i n i .

Preuve : La preuve de la proposition précédente montre que, même si 

A n'est pas Noethérien, si A est substitutiel alors A/aA est s.t.P. 

Mais si A/aA n'est pas nul, alors il doit bien sûr avoir un cardinal 

infini.

§ 2. IDEAUX PREMIERS DE HAUTEUR 1.

A est substitutiel si et seulement si P-dom.dim^CA) > 2,

et à cause de la formule

P-dom.dimA (A) = Inf^g ^  {ProfA (A^)} , 

[cf. II, théorème 3.3.] , on a la

Proposition 2.1. SoÂX A un anneau Noeth&Uen. kloh¿ A e&t ò ubi- 

títatlet ¿i et ¿eulement òi tout Ideal premien., tel que Prof (A.) < 1 ,

V
a un co Jipi fieòiduet ¿n{¡ln l.



On en tire le critère local

Corollaire 2.2. S o it A un anneau UoetliéAien. k lo u  le& 066eAtionô

¿uivanteé &ont équivalentes : 

i )  A est s u b s t i tu t ie l .

i i )  Voua touutz pantie  m u lt ip l ic a t iv e  S de A t S~*A et,t s u b s titu - 

t i e l .

i t i )  Voua to u t id é a l maximal -m de A, A_ es t substitu tieJL .
•w

Remarque : Si A est intègre mais non Noethérien et si, pour tout

idéal maximal iH, A^ est substitutiel, alors A est substitutiel. Mais
-m

A peut être substitutiel sans qu'un tel localisé ne le soit [Cah. § Cha. 

§4].

Corollaire 2.3. S o it  A un anneau UoethéAien. S i A est s u b s t i tu t ie l  

aloA6 to u t id é a l pAemieA de hauteun. 0 ou 1 a un coAps ré s id u e l i n f i n i .

Preuve : La hauteur est plus grande que la profondeur.

profondeur coincident et on a alors la réciproque à ce corollaire. De

(RjP : Si h(ÿ>) < k alors A^ est local régulier.

Un anneau Noethérien est normal si et seulement si il satisfait aux pro-

Si A est un anneau de Cohen Macaulay, hauteur et

2 8 .

façon plus générale, on note hÿ5) 1& hauteur d'un idéal premier et on 

considère les propriétés (classiques )

(Sk) : Prof. (Â ) > Inf(k,htÿ>)) .



(S2) et (Rp [H.Matsumara : théorème 29 dit théorème de Serre].

Définition 2.4. Un d i t  qu’ un anneau Noethénien eôt iemi-noAmat i ’ i Z  

scutis&aiX à la  pnopniêté (S^). 

Proposition 2.5. SI A est UoethétiieM oX semi-nonmal, a lote A est 

i u b s t i t u t ie t  ¿1 oX seulement i l  to u t Idé a t ptiemieA de hauteuJi 0 ou l 

a un coups néslduet i n f i n i .

Preuve : La propriété S~ signifie que seuls les idéaux premiers

semi-normal si et seulement si il est l'intersection de ses localisés en 

tout idéal premier de hauteur 1 [J.P. Serre III, proposition 9, Remar

que] . Même si A n'est pas Noethérien, on a la

Proposition 3.1. S o it A un anneau in tè g re  de ca rd in a l i n f i n i  e t in t e l 

le c t io n  de s e& locatU>éi> en to u t id é a l premiea de hauteur l . Alors s i  

tous ces idéaux ont un corps ré s id u e l i n f i n i , A est s u b s titu t ie Z .

Preuve. Si Js est un idéal premier de hauteur 1, tout idéal pre

mier de A. a donc m  corps résiduel infini, ainsi tout A,-module est 
t- ■ /

§ 3. ANNEAUX INTEGRES.

Si A est un anneau intègre et Noethérien, il est

2 9 .

de hauteur 0 ou 1 peuvent être tels que P r o f A C A .)  < 1 .



Si A est Noethérien et intègre on a bien sûr le

Corollaire 3.2. Un annzau Uoztkérizn, intègre, z t  6m i-no rm a l u t  iu b i -  

t i t i v t i z l  & i z t  ¿ zu lm zn t ¿>i touA ¿zi> idéaux przmizn, dz hautzur 1 ont 

un corpé ré& iduz l i n f i n i .

Remarque : Un anneau de valuation de rang 1, non Noethérien, est 

toujours substitutiel (on le montre directement), mais peut avoir un 

corps résiduel fini.

Bien sûr les anneaux Noethériens intégralement clos 

sont semi-normaux. On peut leur appliquer le corollaire 3.2.

§ 4. DEUX EXEMPLES.

Exemple 4.1. Un annzau in tè g re  Nozthzrizn dz dimznéion 2 qu i n 'z i t  

pas ¿zmi-normal. Czt annzau n 'z ò t pas ¿ u b itc tu tc z l molò to u t  id z a l prz- 

nu.zn dz hautzur 1 a un corpi rz s id u z t AJi^ini,. kuà&i, pour to u t a, ou 

bizn A/aA = (0) , ou bizn A/aA z&t dz carcUnal ¿n£ in i.

3 0 .

s.t.P. [cf. I, proposition 2.7.] et k ̂  est substitutiel. Si K est 

le corps des fractions de A , K/A^ est un A.-module s.t.P. et donc

un A-module s . t.P. [cf. I, corollaire 3 . 4 . ] .  Tomme A = I ) As, ,
K+ f  k y  -  i  à

on a l'injection 0 K/A -> TT K/Aa ,
h t m  = 1 0

et K/A est s.t.P.



Soit k un corps fini, A le sous anneau de l'anneau 

des polynômes en deux indéterminées B = k[u,v] formé des polynômes

sans terme en u, sans terme en v, ni terme en uv, ainsi :

2 3 2 2 3 2 
A = k[u ,u ,u v,uv ,v ,v ] c B = k[u,v] .

A est Noethérien et intègre ; c'est une k-algèbre de type fini de dimen

sion 2, et tout idéal premier de hauteur 1 est strictement contenu 

dans un idéal maximal et a un corps résiduel infini. Mais si "tt désigne 

l'idéal (maximal) de A, de hauteur 2, formé des polynômes sans terme 

constant :

^  . 2 3 2 2 3 2.H  = (u ,u ,u v,uv ,v ,v )

2 2 3 3
alors A/M est fini. De plus, u v ne divise pas u v dans A ,

2 2 3 3 3 3
mais 4f{u v est inclus dans u v , ainsi iH annule u v ijiodulo

2 2 2 2 
u v : /ÎH e Ass^ÇA/u v A) . A n'est donc pas semi-normal. A n'est pas

2 2
substitutiel puisque, A/ttf étant fini, A/u v A n'est pas s.t.P. bien 

2 2
que u v soit un élément régulier de A.

D’abord on construit une valuation discrète de (¡¡¡(X..,... ,X ) de corps

3 1 .

Exemple 4.2. Un anneau A Uoethénien et in tégra lem ent c to i,  de dimen

s ion n + 1 maU> avec un id é a l premier /> de hauteur 1 t e l  que A /a

i,oix. ¿ini.

tion discrète de %- On choisit n éléments et,,...,a de
1 n «p qui

résiduel fini. On choisit un nombre premier (g le corps

p-adique (complétion de (Q pour la valuation p-adique), v la valua-

d et on note



sont algébriquement indépendants sur d). Le sous corps <D(a, >. •. »a D

Si on note S la partie multiplicative de Z> engendrée par p :

er r 2 n ,S = {p,p .,p ,...}

alors S ^2, ̂  2[l/p]. Comme V ne contient pas 1/p , V ne contient

pas ^1/p] et l'intersection

A = 2;[l/p][X1,...,Xn] n V

est propre.

A est un anneau de Krull parce que c'est l'intersec

tion de deux anneaux de Krull, et comme V intersecte 2[l/p][X^,...,X ] 

proprement, v est une valuation essentielle de A [Bbki.VII.§1., 

corollaire 2]. Il y a un idéal premier ^  de hauteur 1 dans A tel 

que Ai = V et donc A/x est le corps IF à p-élements.

3 2 .

v(f/g) = v _  ( f ( a )  / g ( a )  ) Vf/g e ( Ç C X j , . . . , X n )

corps F à p éléments. On note V l'anneau de la valuation v

V c<D(X.,...,XJ.

si on note a le n-tuple Ca-, * • . • ja on a

de C est isomorphe à (g(X1,...,X ) et la restriction de v à

définit donc une valuation discrète v de <J)(X-,...,X ),<ß

Le corps résiduel de v est inclus dans celui de y , c'est donc le

- On peut d'ailleurs montrer directement que l'id îal pA est premier,

même maximal de corps résiduel F . Comme p e h> , on doit avoir pA = A .

En effet-, si f £ A, f est un polynôme à coefficients dans ZCl/p] et

[a -t > • • • >01 )



p-adiques, et il y a un entier i, 0 < i < p - 1 , tel que

La dimension de Krull de A est n + 1. On choisit un premier

Maintenant il est clair que pour tout polynôme f de lZ[l/p][X^,...,Xn] 

il y a un entier n tel que pnf e A , il suffit de choisir n supé-

rieur à -v(f).

20 j1 mais pas dans (0), un entier n^ tel que p soit dans Oj2

mais pas dans 0^, ainsi de suite, la chaîne d'idéaux premiers de A :

0 s f i  5^2 S 5% S 1*

3 3 .

0 c ö f l  c °¡2  c  c  f n  C-/W

(0) c (X.) C ( L X )  C . . .  C (X ,...,X ) C (q jX1 ,. . . ,X )

par intersection avec A, elle donne une chaine d'idéaux premiers de A

f(ct) - i soit dans l'idéal maximal pZ de Z .■ Ainsi le polynôme

f — i  ̂ f-i
— -—  est encore à coefficients dans ^[1/p] et v(—p—) > 0 donc

(f-i) e p.A. Les entiers 0,1,... ,i,...,p - 1 forment un système de

représentants de A modulo pA .

q * p et on considère dans *Z[l/p][X1,...,X ] la chaîne d'idéaux :

nl
Il y a donc un entier n, tel que p X, soit dans

v(f) > 0. Ainsi f(ct) est un élément de l'anneau H des entiers

est propre, quant à 'Kl il contient q , mais q n'est pas dans c f

qui ne contient que des polynômes sans terme constant.

La dimension de A -est exactement (n + 1) car A

est un sous anneau de <ß(X^,...,Xn).



- V = A est Noethérien. Par ailleurs S *A = A[l/p] est Noethérien
P

car S_1A = S“1(’2[l/p][X1,...,Xn] ) n S_1V

et S"1( Z [ l / p ] [ X .. ,X ] ) = Z[l/p]nX 1,... ,X ] car p est déjà

A insi  S-1  A = (S"1Z)[X 1 ) . . . , X n ] = Z f l / p ] ^ , . . .  ,Xn ] .

deux anneaux S A et A forment un "recouvrement" de A.
Î*

Comme ce recouvrement est fini, il est aisé de con

clure que A est Noethérien.

- Enfin on peut montrer que A est un anneau factoriel. Il suffit de 

prouver que tout idéal premier de hauteur 1 est principal.

C’est vrai pour yS , car ^  = pA . Maintenant si ( jj 

est un idéal premier de hauteur 1, distinct de jjS , S  ̂GJ est principal 

dans S *A car S "''A est factoriel. En effet, S ‘''A est un localisé 

de l'anneau factoriel S£[X^,...,Xn] . On trouve donc q dans A tel

que (q)S ^A = S ^oj . Si v(q) = n , qp n est encore un élément de A,

n 1 1 1
et on a encore (qp )S A = S aj puisque p est inversible dans S A.

3 4 .

Mais cette fois aussi (qp-n ) . A . =  Ü¡.K. = A. , donc (qp)~nA = (37 et

01 est principal engendré par qp

inversible dans S % = 2[l/p] , et S V = $ } ( X X  ) car 1/p

n'est pas dans V donc S contient strictement V.

- Si Üf est un idéal maximal de A, ou bien p e 1ff mais alors

M= A = pA , ou bien ne rencontre pas S. On peut dire que les



Remarque : Un résultat général de [J.Ohm] montre à quelles conditions 

un anneau, intersection d'anneaux de valuation discrète, est Noethérien. 

On peut l'appliquer à l'exemple ci-dessus. Enfin Cp.Eakin] a indépen

damment construit notre exemple, dans le cas de dimension 2.

3 5 .
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DEUXIEME PARTIE :

STRUCTURE AWÎTÏVE

§ 1. ANNEAU DE VALUATION DISCRETE.

Dans ce paragraphe A désigne un anneau de valuation 

discrète, v la valuation correspondante de son corps K, supposée 

normée, ïï une uniformisante, soit un générateur de l'idéal maximal 'Ht 

de A, N la norme de -jti, soit le cardinal du corps résiduel k = A/W.

En fait, si N n'est pas fini, on se contente de noter N = 00 . Si 

P e K[X3, v(P) désigne la plus petite des valuations des coefficients 

de P et P(A) le sous module engendré par les valeurs de P sur A.

En général tout idéal fractionnaire I de A est une puissance de l'i

déal maximal Ki de A , on note v(I) cette puissance, ainsi 

v(P) = vECoef(P)] [cf. notations II. §4] et comme P(A) c Coef(P) , alors 

v(P) < v[P(A)1.

Inversement, on va établir l'existence d'une fonction 

S^(n) de l'entier n, qui ne dépend que de N, et telle que

CHAPITRE IV - MODULE VES POLYNOMES A VALEURS ENTIERES.
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alors 0 £ i. £ N - 1 
J

(c’est-à-dire qu'on écrit n dans son développement en base N).

- et on pose :

V»
a = a. + a. tt + ... + a. 11 
n iQ i 1 ih

Il en résulte :

- que (a0,a1}...,a^h est un système de représentants de A

v(P) s v[P(A)]  ̂v(P) + S^(n) , pour tout polynôme P de degré n. 

La fonction SKI limite la proportion dans laquelle K s'écarte d'un

A-module u.s.t.P. [cf. II. §4] et bien sür S^rt) = 0, Vn. On suppose 

donc que N est fini. La suite est alors une légère généralisation de 

résultats de [G.Polya] .

Soit (â , a^,..., an )̂ un système de représentants de 

A modulo -fff, où a^ = 0 , on le prolonge de la façon suivante :

- On écrit tout entier n sous la forme :

n = in + i N + ... t i,N où Vj e {(),...,h},

modulo 'ffi*1 pour tout h

que v(an - ant) est ^a plus grande puissance de N qui divise 

(n - n’) . Si on note V^CX) 1& plus grande puissance de N qui divise 

un entier x (et on prend garde qu’en général v^ n’est pas une valua

tion) alors v (an ~ ani) = v]\[(n " n')*

On peut alors considérer la suite des polynômes :
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fQ = 1 , fj =■ (X-a0),...,fn = (X-aQ)(X-a1)...CX-an_2),...

Lemme 1.1. [G.Polya] . Voua tout tnttoA n. f (a ) mgtYidJiz l 'td ê a t
n 00 n n

f (A) et v^f (a )] = £ vn^) = I Cn/Na] où [n/Na] dêAtgne. ta,
h=l a=l

paAtlt e,ntlèAe. dt n/Na .

Preuve : Résumons et adaptons le preuve de [G.Polyal. Il nous suffit

d'établir que vtf C5)] à v^ n ân^  » VÇ e A . Ou bien fn ÇÇ) = 0 ,

mais alors v[f (Ç)]=°° et c'est gagné, ou bien vtf^CÇ)] = p < °0.

Comme a^,a^,...,a^y ..., forment un système de représentants modulo

-jH , on peut pour h grand, trouver a^ suffisamment proche de Ç pour

avoir vCf fa )] = p. Comme p < °0, f (a ) * 0 et m > n. On a 
n m r r n v m

alors :

p = v[f (a )] = v[(a -aA)(a -an)...(a -a .)] * n nr  ̂m 0 m 1 m n-1

n-1 n-1

= l  vCV ah) = l  vN (m‘h) 
h=0 h=0

m m-n

P = I vN(h) - l vNCh) , 
h=l h=l

n
tandis que v[f (a )] = £ v^(h).

h=l

Sans démontrer l'égalité purement arithmétique :

X 00
I  v(h) = l  :x/n“: 

h=l a=l

OO 05 OO

p = £ [m/Na] - J [m-n/Na] > £ [(m - (m-n))/Na]
rv — 1 rv = 1 rt - 1

on en tire



39.

donc p â £ [n/Na] = v [ f (a )]. 
a=l

Pour tout entier N, on définit la fonction S^(n) de

l'entier n par la formule

n 00

SN(n) = E vN(h) = E Cn/Na] * 
h=l a=l

On note l'anneau des polynômes à valeurs entières :

A[X] c Ag = {P e K[X] | P(A) c A> c K[X].

Proposition 1 .2 . Le A-module Ag eòi l ib r e ,  une btue en u t  la  bu tte

de polynômeb §0 >gi> • • • * ‘ ‘
Sm (n)

OÙ. g = f  /  tt w , Vn e N.
6n n

Preuve : d'après [G.Polya]. On montre aussi cette proposition au 

§3 pour plusieurs variables.

Corollaire 1.3. Pour to u t  polynôme P de K[X] de degré n . on a 

l e 6 Iné g a lité s  

v(P) < vCP(A)] < v(P) + SN(n).
n

Preuve : On peut écrire P = £ A.g. où À . e K .  Bien sûr 
i=0 1 1 1 

P.tt-V^P^ ^  e Ag , ainsi Xi’iï-VuP*'A^  e A , d'après la proposition 

1.2., et donc v(À.) s v[P(A)].
n n

Comme v[P] â Inf {v(À.g.}} , donc v(P) > v[P(A)] + Inf iv(g.)}, 
i=l 1 1  i=l 

comme v(g^) = -S^(i) et que S^(i) è S^(n), Vi ^ n, alors :
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V(P) * vCCPCA))]- SN (n).

Terminons ce paragraphe par une approximation de S.,(n)
00 ^

On a SjyjCn) ~ I [n/Na] ; si on pose A = [log^(n)] (ainsi 
a=l

£ . £+1 
N < n mais N > n) , on a alors aussi :

£ Z
1 (n/Na - i) < S (n) < l  (n/Na). 

a=l a=l

Ainsi n/N-1 [1 - (1/N)^] - £ < S^(n) < n/N-1

§ 2. ANNEAU DE DEDEKIND.

Maintenant A désigne un anneau de Dedekind de corps 

des fractions K ; à tout idéal maximal -Hi de A, correspond une va

luation v^ de K , d'anneau kÆ ; on note N0iï) le cardinal de A/ftf.

Si I est un idéal fractionnaire de A, on note v̂ ,(I) la puissance

de -ttl dans la décomposition de I en produits d'idéaux maximaux (c'est 

aussi la puissance de 1#Â  égale au localisé I ).

Proposition 2.1. Pou/i to u t Id z a l maximal "fat dz A , z t  to u t  polyndmz 

P dz K[X] , dz dzgfiz n, P(A) &6t  un Id z a l fihacXlonnaÂJiz dz k z t  

on a :

S^(n) ~ n/N-1 , si n ■+■ 00 .ou encore

% ( p) < v lP(A)] < vtt(P) + SNriH'l̂ n')*
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Preuve : Si d est un dénominateur commun des coefficients de P, 

alors dP e A[X] , donc dP(A) c A , et P(A) est un idéal fraction

naire. Comme (P(A))^ = PCA^) [cf. !• théorème 3.2.] , on peut appli

quer le corollaire 1.3.

Lemme 2.2. VouJi to u t  entleA n t l  n 'y  a qu'un nombre {¡¿ni d'idéaux, 

maximaux de. A teJU, que. N(flQ < n.

Preuve : Ou bien A est un corps fini, ou bien 3x e A, x * 0 

tel que (x11  ̂- 1) * 0. Mais comme x ou (x11  ̂- 1) est dans tout 

idéal 111 de norme n, ces idéaux sont en nombre fini.

Il est donc consistant de poser la

Définition 2.3. On appelle  Idéaux caAactéït&tlqueô de A , le& Idéaux 

de la  h u tte (1̂ ) où v^(In) = - SN ^(n) , 

pouA. to u t Id é a l maxtmal de A .

Si aA ̂ .ja, _,...,a est une suite prolongée de
U ,Tu 1 y iu n /Ta

représentants de A , comme au §1., on sait alors trouver dans A, des1tl
éléments b^ n , pour i e {0,...,n} , tels que :

vtf([bi,n " ai,m] > SN(ff()(n) » Vn , Vi e {0,...,n} , et

[Bbki VII. §2. proposition 2] .

On pose alors

f„ = 1 , f, = X, . . . ,  f  = (X - b„ 1 . . .  (X - b . 1

iH tel que S,T (n) * 0 (il y a un nombre fini de tels idéaux)
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pour tout 01 tel que S. (n) * 0, tandis que si S , . (n) = 0 ,

Théorème 2.4. Le A-modute Ag eht ph.Oje.ctil eX admet ta  décomposition

inteJine, en homme, d'Idéaux lnacXXonnaÂAeA de A :

A = I.fn Sl.f. Î ... (9 1 f © . . . 
s 0 0 1 1  n n

Preuve : I f (A) = A, donc I f c A et 
------ n nv J ’ n n s

Irtf_ » I.f. « . . . d9 I £ 9 ... c A .0 0 1 1  n n s

la suite an ̂ ,a1 ^.,...,a ^ de A~. , on a alors

v J X  * - f  ̂ > S,ir#n(n) , soit

v.*/f (A)] = v^Cf (b )] = VjyCf (a ^)] = S (n) 
t ( n v ' 4M n n,n' -M n.nr n M J NflffP 1

alors bien sûr vjJL f (A)] = Sw (n) = 0 [cf. proposition 2.1.]

car ^(f ) = 0 puisque f est un polynôme unitaire de A[X]

-1 flfll ^  
En conclusion f (A) = I = II Kf 

n n m

11

Si inversement P e A , on peut écrire P = \  X. f .
S i - n  1  1

où À. e K. X est le coefficient directeur de P et

v^CX ) > v(P) > v[P(A)] - Swrvffi (n) , Viti [cf. proposition 2.1.]

Mais P(A) c A donc v[P(A)] > 0 , ainsi v^(X )  ̂vx«(I ) pour

tout 'IH et X e I . Comme I f <= A , P - À f e A , on peut
•n -n n  r» c n  r» Q x

recommencer, prouver que X . .. e I , ainsi de suite que À. e I. ,

Vj s n.

et si IH’̂ l 1fl’' ' ’’̂ n 1H est su*te polynômes correspondant à
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Vans cqj> cond itions, on a de plus •*

a ) ) = v^Cg ) ,  V'frt (e t s i  g u t  unVtaiAc atosa g e A [X ])  
f  n m  °n n °n

b) j = x-1 I feÆ g eô-t un ita i/ ic  atons J = I ).
n n n v 6n n nJ

Preuve : D'abord i) entraîne a) puisque v.(x ) > v,(g ) d'une 
------ 'fit n n

part et ^ „ ( A ) ]  = %(xn) t  S ^ f n )  s y g j  + SN(B)(n) d'autre

part. [cf. proposition 2.1.] , et i) => ii) , on montrerait que

A = © (x * I )g comme on a montré le théorème 2.4.. en utilisant 
s n n n'ton ’

l'égalité g (A) = x I  ̂ . ii) => i). Si inversement A = ©J g ,
6 6nv  ̂ n n } J s n0^

alors en particulier j g <= A . donc Va e J . ag e A et 
r ni6n s * n 5 6n s

ag = Xnf n + ... + À f où X e I . En comparant les termes de 
&n 0 0 n n  n n  r

degré n on a ax e I ainsi J x c i .  Comme inversemen'
& n n n n n

I f  <= A on a aussi I <= j x et donc J x = I . Soit b). 
n n s  n n n  n n n

Mais de J g <= A on tire aussi J g (A) c A donc 
n&n s n&n

ÿgnCA)] a Sj/xn) t  SNf|||)(n).

cela prouve le corollaire.

Corollaire 2.5. S o it (g ) a ne Auttz dz potynômzi> dz KCX] , oà

g u t  dz dzgfiz n z t  dz c o z fâ ic iz n t diAzctzuA x . Le6 conditions

suivante,s ¿ont équivalentes :

¿) v*Ig (A)] = v (x ) + SMft4rt(n) , Vtf

II )  A = (B J g où J u t  un Idéa l lnactlonncù/ie. de A.

v^Xg„(A)] * v^CgJ + S,Ti._ ( n )  < v*|(x ) + S.ti. _ ( n )  ,

Comme d'autre part
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inférieur ou égal à n, forme bien évidemment ûn idéal ; d'après le

théorème 2.4., il s'agit bien de l'idéal I .
to n

§ 3. PLUSIEURS VARIABLES.

On s'intéresse maintenant aux polynômes à plusieurs va

riables. On note A le sous anneau de KCX-......X ] formé par les
s,m 1 m c

polynômes P tels que P(Am) c A.

On note n_ = (n^,...,nm) e IN™ un m-tuple d'entiers,

^  n2 n^
X—  le monôme X^ X^ ... X tout polynôme s'écrit :

P = Y . X X —  où A est un ensemble fini de m-tuples. 
¿■n e A n r

On munit JNm de l'ordre (partiel) :

n < n' <=> n. s n! Vi e {l,...,m} .
—  —  x i

On suppose d'abord que A est local, a^a^,... ,an>... 

désigne la suite de représentants construite au §1, et

fQ = 1, f 1 = (X - a0),...,fn = (X - aQ) ... (X- a ^ p ,  ...

est la suite correspondante de polynômes, on pose :
m

f = n f (X.) 
n . . n. î
—  i=l î

Remarque : [G.Polya] introduit l'idéal I de la façon suivante :

l'ensemble des coefficients directeurs des polynômes de A , de degré

et
m

sN(n) = î 
i=l

S
'NC-)
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il est clair d'après le lemme 1.1. que

vCfn © ] * vC£n (an)] = SNCn) V£ e Am et

ou a = (a ,..., a ) 
n n, ’ n J
—  1 m

Ainsi avec ces notations :

Proposition 3.1. SZ A zs t tocaZ, Ag m zôt un A-modutz Libfiz dz

, %(b)
bcu>z ( g  )  ,,m  ,  OU g  = f /  TT 

n n e iNm H  ü

SM(n)
Preuve : Comme £ (A ) <= tt a , alors le A-module libre de 
------ n^ '

base (g ) _lTn est inclus dans A 
&̂n'n e iNm s,m

Inversement, comme tout polynôme f s'écrit :

f = X—  + \  X—  , les polynômes f forment une base du K-espace
—  k<n — —

vectoriel K[X^,...,Xm] , c'est aussi le cas des polynômes g^ . Si P

est un polynôme de K[Xp...,X T on peut écrire :

P = l  * g» n6n 
n e A ------

ment minimal

Si 3n e A tel que X | A , alors on considère un élé-

donc À g e A . Si on avait P e A , alors on aurait 
n_ 6n_ s,m s,m

Q = P - 7 X g e A 
x . n n s,m

n< k  —  —  ’

Par ailleurs Q = £ À g , et Vn € A', n ^ k, 3i e {l,...,m} tel
neA' -  -

que n. > k. , donc (X. - a, ) est un facteur de f . Ainsi 
n i i * v i k .  n

i —

pour cette propriété ; alors Vii < k̂ , Xn e A ,k
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Q(ak) = \gkCak̂  + 0

Proposition 3.2. S o it A un anneau de Vedeklnd alons pouA to u t  po ly

nôme P = 7 X X—  de K[X,,...,X ] e t to u t  ¿déal maximal K( de A Lh n 1- m
neA —

on a :
4H

W P> s V P(A )] s V p) + M“ n£»(S»(*)(l)l '

On démontrerait cette proposition comme le corrolaire 1.3.

v n
et la proposition 2.1., en notant que si P = ¿ X X — d'une part et

neA -

P = 7 X g d’autre part, alors A et A1 ont les mêmes éléments 
neA1 - -

maximaux,

On note 
m

£ = ïï £ (X.) où f = (X. - bn )... CX. ~ b ,
n . , n. i/ n.  ̂î 0,n. v 1 n. ^n.)
—  i=l î î , î i-l î

m
et I = n I 

n • i n.
—  i=l î

On démontrerait comme au §2 la

Proposition 3.3. S o it A un anneau de Vedeklnd. Le A-modute Ag m

u t  p/cojectlfi eX admet la  décomposition en somme dl/iecte :

A- = 0  Mm I £ 
s,m n € 1N n n

mais QC^iJ  ̂A et g^Cav) est une unité de A. On devrait avoir

A, e A. Contradiction. Donc P k- A 
k_ s,m

On revient maintenant au cas global,



4 7 .

Corollaire 3.4. S o i t  A u n  a n n e a u  de. Ve.dc.lzi.nd . k t o K S  

A — A , Vm.c m c~ 3



4 8 .

Dans tout ce chapitre on suppose que A est un anneau 

de Dedekind de corps des fractions K.

§ 1. DEFINITION.

Définition l.l. On appelle groupe de Ÿotya-O itnom kt de A, e t on 

note 5£(A) , te  ¿oui groupe du groupe des c la s ie i ^(A), engendré 

par tes ctas¿e^ de¿ Idéaux c a ra c té r i i t lq u e i I de A.

Remarque : °H(A) est aussi bien engendré par tous les idéaux I , 

où il parcourt l'ensemble des m-tuples d'entiers; en effet I est 

un produit d'idéaux caractéristiques et 1̂  = I ^   ̂ ^ .

Maintenant on note A ^  le sous-ensemble de A formé
s s

des polynômes de Ag de degré inférieur ou égal à d (resp. A^—^ ,

où d[ est un m-tuple d'entiers d̂ = (d^,¿2 , •••»d̂ ) , le sous ensemble

de As ^ formé des polynômes de degré en inférieur ou égal à d^).

C'est un sous A-module de A (resp. un sous A-module de A ) :
s s,m

Proposition 1.2. Les a s ie n tio n i ¿uivante i ¿ont équivalentes :

i )  t e  groupe H£(A) est t r i v i a l .  

i t )  tous tes idéaux I i o n t  principaux. 

i i )  Â e i t  L ib re  e t  poaède une base de polynômes (f^) où fR 

est de degré n.

CHAPITRE V - GROUPE VE POLVA-OSTROWSKÎ



v) tous les  modules soivt tibh.es.
s,m

Preuve : C'est clair après les théorème 2.4., corollaire 2.5. et 

proposition 3.3. du chapitre IV. En général on a les décompositions : 

A^d) = ©d I.f.
j=0 J J

A ^  : $ I f
s,m jsd_ j_ j_ (avec les notations du chapitre

précédent).

Remarque : Ag est toujours libre car c'est un module projectif de 

rang infini [Bbki VII. §4. Exercices].

§ 2. RESULTATS GENERAUX.

Proposition 2.1. [A.Ostrowski] 'H(A) ZSt t z  -6006 Qfiou.pt dz 'C(A) 

zngzndiz pan. Zz6 d tas& u  dzi> pfioduiXi, d 'idéaux p frm iz te  dz mêmz nonmz 

fii>li.Z.
Sn  0 0

Preuve : Comme I  = II Ut  ̂ , les idéaux de même norme appa

raissent dans le même produit. Si maintenant N est un entier, et la 

norme de certains idéaux premiers (N est donc puissance d'un nombre 

premier) iM1 ,.. . ,-ffl, alors IM/IKI i > dont la classe est encore

4 9 .

¿v] tous les modules A^ J ¿ont des A-moduleS ¿lbh.es.
c

dans #CA) , est de la forme (K itf “tti ... 1fL où 01 est un produit

d'idéaux premiers de norme strictement inférieure a n .  On peut suppo

ser, par hypothèse de récurrence, que la classe de (71 est dans *K(A), 

ainsi la classe de 1H1 1H„ ... m, est aussi dans &(A).



ramification de Ht sur -jà, et donc

5 0 .

Proposition 2.2. S o it  L une extension a lgébfiique - { in ie  de K , B 

l 'anneau  des éléments de L , entieAS sua a, (ln(A)) l a  s u ite  des 

idéaux caAactéAis tiq u e s  de A e t  ( ï n ( B) )  l a s u ite  des idéaux, cajiac.- 

té n is t iq u e s  de B, alons  ln(B)-1 d iv is e  In(A)_1B.

Preuve : Si ifi est un idéal maximal de B, alors

v [I (B)"1] = SM , . (n) ; et si ÿ =iflnA, v LI (A)-1] = SKir„. (n).

Ainsi vil (A) B̂] = effîl/tt) Swr .(n) où e(jttt,;ji) est l'indice de

Preuve : Il est facile de vérifier que I (2) = —- Z.

Proposition 2.4. S i  L e s t une e x te iu io n  ga lo is ie n ne  f i in ie  de K , 

où A es t pxi.ncA.pai, et: ô i  B e s t Vanneau des éléments de L , entieAS 

6UA. A, a loxs e s t engendxé pah. le s  clasôes des pxoduith d ’ idéaux  

pxemiexs au-dessus d ’ un pxemiex de B xa in ifiié .

Preuve : Les idéaux de même norme sont groupés dans un même produit. 

Par conjugaison, tous les idéaux au-dessus d'un idéal premier non ra

mifié ont même norme, et leur produit est un idéal principal.

» J '  CA) H  > S„M ,Cn) > S„_(n) = v ri (B ) '1]

car Nftft) â; N($).

Corollaire 2 . 3 . S i  A eû t Vanneau des e n t ie u  d 'un coxp6 de nombres, 

alo-te n!I e s t un idéaZ entien. de A , ou encoxe n!A^n-* c A[X].
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Preuve : D'après la proposition 2.4., il nous faut prouver que le

produit des idéaux premiers de A, au-dessus de chaque nombre premier

p qui divise n, est un idéal principal. Soit donc p un nombre pre-
r

P___ r  .

mier , K le corps (J)( v 1 ) (où p est la plus grande puissance de 

p qui divise n), et B l'anneau des entiers de K. p est totale-

0  I*
ment ramifié dans B, on peut écrire pB = (z - 1) B où e = p (p - 1),

y*
et z est une racine primitive p -ème de l'unité. L'idéal premier

principal- (z - l.)B de B, est le seu,l au-dessus de (p) [Samuel
n

§5.2.]. Par ailleurs (¡l( / 1) est aussi une extension galoisienne

Cette proposition généralise le même résultat, dû à 

Ostrowski, pour l'anneau des entiers B d'une extension galoisienne 

finie de (£). On voit comment on peut ainsi engendrer concrètement 

46(B) par un nombre fini de classes.

Corol laire 2 .5 . Avec I z 6 hypothèAZA dz la  p roposit ion  2.4. f 6-i V  zx- 

tzn&ion  L/K zAt dz dzQKz n, alofis V  zxposant dz 1fi(B) div-iéz n.

Preuve : Si 07. ,0/o,... ,Cf, sont au-dessus d'un idéal premier

ramifié, avec l'indice de ramification e , alors {Ci 01 . . . Cf . ) est

principal, or e divise n.

§ 3. CORPS CYCLOTOMIQUES, CORPS QUADRATIQUES.

Proposition 3.1. S o it  A Vanneau det> en tieM  du coxpi cyctotomique
n

g ( /"T ) ,  aXou 3£(A) u t  iA iv ta l .
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<iAt an zntisA  n é g a tif ¿ani {¡acteuA. a w i i ,  alosa ^(A) QMt t tU v ia l  

dans t u  6mtô> caó i lUvantó : d = -1 , d = -2 , e t d = -p oà p 

&>t ptimZeA , p = 3 (mod. 4).

Preuve : Si d = -1 ou d = -2 alors 'C(A) lui-même est trivial. 

Si d = -p où p = 3 (mod. 4), alors seul p est ramifié et le seul 

idéal au-dessus .de p est principal, engendré par /p [Samuel §5.4.].

Dans tous les autres cas il y a plus d'un idéal premier 

ramifié, on peut tirer d'un théorème de Hilbert [D.Hilbert, Satz 106] 

que l'un d'eux n'est pas principal. On peut aussi en donner une preuve 

facile :

Si d = -p et p = 1 (mod. 4) alors 2 est aussi ramifié et 

2
2A = t et la classe de ^  est un générateur de ^i(A). Q n'est pas

principal, sinon, comme A = ZXv̂ d] on aurait = (u + v/d)A où

u,v e 2, donc aussi fi = (u - v/d)A par conjugaison, soit

2 2
2A = (u + v/d)(u - v/d)A d'où on tire 2 = u + pv qui est impossible 

en nombres entiers.

de K, l'idéal (z - 1)B n'y est pas ramifié donc le produit des 

idéaux $1 #2 $k de A, au-dessus de (p), est l'idéal principal

Les résultats de G.Polya et A. Ostrowski sont tout à 

fait suffisants pour étudier le cas des corps quadratiques. De façon 

concrète, on a. t>our un radical négatif :

Proposition 3.2. SoZt A Vanneau. dçj> tYVtioJiò do. <8(i/cf) où. d

Î, % ■■■%  = » - W-
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- Si d = -p^ P2 • • • Pr , où r > 1, alors p ^ ... ,p sont rami-

2
fiés, et pour tout i, p^A = . La classe de chaque est dans

^(A), aucun n'est principal ; sinon ^  pourrait être engendré par un

. , , n u + v/d . . u - v/d 
element de la forme --- -̂-- et aussi par --- -̂-- > on aurait donc

2 2 2 
4p. = u - dv . Comme p. divise d, p. diviserait u donc u, on 
ri *1 * 1  ’

2 2
aurait u = u'p. ou u' e 5Z et 4 = u 1 p. + II p.v . Il est facile de

1 1 J
•’

voir que cette égalité est impossible en nombres entiers.

De façon beaucoup plus complète, on peut déduire du 

théorème de Hilbert [D. Hilbert. Satz 105 - Satz 106] .

Proposition 3.3. S o it  K un corp6 quadratique. e t  A Z'anneau des en

t ie r s  de K. Alors i ,i  t e  di^crâniiviiit de K a t diviseurs pre

miers, t e  groupe ^(A) e s t  t e  groupe d'exposant 2 à t-1 générateurs 

e t  2t - 1  éléments dans l e  cas imaginaire e t  dans l e  co i réeZ ¿ i  la

norme de V  u n ité  fiondamentaZe e s t  -1 , 3f(A) e s t  l e  groupe d'expoéant

t— 22 à t-2 g é n é r a t e u r s  e t  2 é l é m e n t s  d a n s  l e  cjxs r é e l  & i  t a  n o r m e  

d e  l ' u n i t é  f o n d a m e n t a l e  e s t +1.

2 2
quation 9 = u + 17v serait soluble en nombres entiers tels que 

v * 0).

U  résulte de cette proposition et de la preuve de la 

précédente, que si K = Q(V^p) , où p est premier et p = 1 (mod. 4) 

alors ii(A) est le groupe à 2 éléments. Ainsi, quand par exemple 

p = 17, “ii(A) est strictement contenu dans 'tf(A) (en effet 3 est 

décomposé : 3A = Oî1cJn , et si 0T. était d'ordre 2 dans Ŝ(A), l'é-
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Corollaire 3.4. S i K = <£>(/d) où d est an nombre p o s i t i f  ¿ans fac

te u r carré, a lo rs "K(A) n' est t v i v ia l  que dans ¿es cas suivants : 

d = 2 ; d = p, p premier, p = 1 (mod. 4); d = p , p premier , 

p = 3 (mod.4) e t V a n ité  londamentaZe de A est de norme +1 ; d = P-^ >

Pj e t p2 premiers, d e i (mod.4) e t V a n i té  fondamentale de A est 

de norme +1 .

§4. UN CONTRE-EXEMPLE.

On montre ici que lorsque K n'est pas une extension 

galoisienne de (JJ, ^(A) n'est pas nécessairement engendré par les 

produits d'idéaux premiers au-dessus d'un premier p ramifié et que 

l'exposant de 3i(A) ne divise pas nécessairement le degré 

n = [K : ft] .

On étudie le cas K = $(Ç) où Ç est racine de l'équa-

4
tion X + p = 0 où p est premier et p = 1 (mod. 4). On note F le 

corps F = Ç(Ç^) = <J)(/-p) dont K est une extension quadratique, B 

l'anneau des entiers de F et A l'anneau des entiers de K. Par

4
ailleurs l'anneau A' = ZCÇ] ^ Z[X] / (X +1) est un sous-anneau de 

A (il se trouve ici que A' = A, mais ce fait ne nous est pas utile.).

4 3
On voit par le calcul du discriminant d = 4 p [P.Samuel

§2 .7 . : un exemple de calcul de discriminant] , que seuls 2 et p

sont ramifiés dans A ; il est immédiat que l'idéal principal ÇA est

4 4
le seul idéal premier au-dessus de p ; et comme (X + 1) X + 1  (mod. 2),



4
est donnée par la décomposition de X + 29 (mod. 3):

X4 + 29 = (X + 1)(X + 2) CX2 + 1) (mod. 3)

Les classes de >a %> et de p c sont donc dans i€(A) [cf. proposi

tion 2.1.], pour finir ce contre exemple il nous suffit d'établir que 

ji4 n'est pas principal dans A. Si c'était le cas on aurait en effet

Z B A' A

‘ T » - - - - - - - - - - - - - - - - %

^  LV
3  '  ^  % ---------------------------------* ,

%  --------------  ° ] c ----------------*c

2 est déjà totalement ramifié dans A 1 , il n'y a donc dans A qu'un

q4
seul idéal premier il au-dessus de 2, on a = 2A. Mais comme

on va le voir, <K(A) n'est pas en général engendré par la classe de 

•fi. son exposant ne divise pas 4. On choisit p = 29. Comme p = 2

2
(mod. 3), 3 est décomposé dans B = Z[Ç ] en deux idéaux OĴ  et 

Cf0, chacun donc de norme 3. La décomposition de 3 dans A ! = ¡Z[Ç]

il y a donc trois idéaux 07 , 07, et Ûf dans A' , qui contient B.

Deux sont nécessairement au-dessus de 07-,, le troisième au-dessus de

2
07„. Comme Z/3Z[X] / (X +1) est de cardinal 9, la norme de Oj

est 9 , de A' à A il ne peut pas y avoir de nouvelles décomposi

tion : dans A il y a trois idéaux 3* > et -p au-dessus de 3,

les deux premiers sont de norme 3, le dernier de norme 9.
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4 4
■p = XA (ou X e A) donc aussi Ai = cr(X)A (où a est la conjugaison

de l'extension quadratique, donc galoisienne, K/F). On aurait donc

8 8 
jâ = Aa(À)A , mais Àa(À) e B et i l  = 07 B m serait donc prin-

cipal dans B. Mais 07 est principal dans B. On a en effet la

5  ̂ _______
solution Of 7 = 2 + 5/-29 qui donne par conjugaison (Jl = 2 - S/-29 ,

f  £L £ . n  o o
puisqu'on vérifie que Z  n 01 01 = 5 - 2  + 29.5 . De ce fait, Oj

devrait être principal, mais ceci n'est pas car l'équation

2 2 2 2 
Z n îtî, 07 = 9 = u + 29v est, elle,. impossible en nombres entiers

tels que v * 0 !



TROISIEME PARUE :

STRUCTURE MULTIPLICATIVE

Ç m E U l  ~ ■§P§ÇTgE_PREMIER

On s'intéresse maintenant à un anneau de Dedekind A.

On veut déterminer le spectre de l'anneau Ag . Les résultats, obtenus 

ici par une nouvelle méthode, sont originellement dus à [J.L.Chabert].

§ 1. PREMIERS RESULTATS FACILES.

Pour étudier le spectre de l'anneau A^, on étudie tour 

à tour la fibre au-dessus de (0) et celle au-dessus de chaque idéal 

maximal.

La fibre au-dessus de (0) ne pose vraiment aucun pro

blème. On a les inclusions A[X] <= A <= K , ainsi A ». K = K[X]
s * s A

et donc

Proposition 1.1. S o it  A un anneau de Vedelzind ; ta  ibsie aa-deôAU6

5 7 .
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- V  id io t (0) dz ha.iite.uA 0.

- d'une, fa m il le  d'idéaux pAemieu de hauteuA 1 , en b i je c t io n  avec 

Venseivble des polynômes iAAéducXibleA, non constants de K[X], dé fin is  

à la  m u lt ip l ic a t io n  pan. un êtéinent non nu l de K p/iès ; à un polynôme 

p cofûiespond P = Ag n (P) K[X] , -ôo i t

P = {f e Â | f = Pcp où (p e K[X]} .

Si maintenant "tti est un idéal maximal de A, de corps

résiduel k, la fibre au-dessus de tff de Ag correspond au spectre

de l'anneau A i?>. k = A '?>. A^/ttA^ . Mais à cause de 1 'isomorphisme s A s A m n 1

de (0) de l'anneau. A se compose de •*

(A ~ (A ) [cf. I proposition 3.5.1 , il s'agit aussi du spectre

de l'anneau (A ) ® k. C'est-à-dire que les idéaux premiers de A ,

au-dessus de îti, sont en bijection avec les idéaux premiers de

(A ) au-dessus de 1fiA . Il est d'ailleurs également immédiat que les

idéaux premiers au-dessus de (0) de A sont en bijection avec les

idéaux premiers au-dessus de (0) de ( A ) et que les inclusions

entre les idéaux premiers de A sont respectées dans le spectre de

(A ) . On peut donc se ramener au cas local. Les paragraphes suivants

sont donc consacrés à l'étude de la fibre au-dessus de 1K d'un anneau 

de valuation discrète A, d'idéal maximal Mais cette étude est

triviale si le corps résiduel k = A/ft est infini, puisqu'alors 

A ^ A[X].



§ 2. FONCTIONS CONTINUES A VALEURS ENTIERES.

On suppose donc maintenant que A est l'anneau d'une 

valuation discrète v de K, de corps résiduel k  fini. On note tt 

une uniformisante, c'est-à-dire un générateur de l'idéal maximal 1ft de 

A. On considère la completion A de A, pour la topologie définie 

par v, ainsi que v, iti, K les complétés de v, iti et K. Un poly

nôme P peut être considéré comme la fonction qui à x associe P(x), 

et cette fonction est bien sûr continue. Plus précisément, on note 

k(A,K) lfensemble des fonctions continues de A dans K ; fe(A,K) 

est un anneau, qu!on peut munir de la topologie de la convergence uni

forme, et on a les inclusions :
A A A

As c K[X]- c fe(A,K)

mais de plus,

Proposition 2.1. K[X] u t  dense dam fe(A,K) muni de ta  topolog ie  

de ta  convergence uniforme.

Preuve : C'est une application du théorème de Stone-Weierstrass 

[N. Bourbaki, V. §5. Exercices] . K est en effet un corps complet pour 

une valuation de hauteur 1, A est totalement discontinu et compact 

puisque v est discrète, complète et de corps résiduel fini. Il est 

clair de plus que K[X] contient les fonctions constantes de A dans 

K et sépare les points (X, à lui seul, sépare les points) ; donc 

toutes les hypothèses du théorème sont satisfaites.

5 9 .
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Maintenant on appelle fonction continue à valeurs entières 

un élément f de fe(A,K) tel que f(A) c A . Ces fonctions forment 

un sous anneau de fe(A,K), que l'on note b , ou lü(A,A), et qu'on 

munit de la topologie induite. Bien sûr Ag est inclus dans fc ; si 

en effet P e A , P(A) c A et comme A est dense dans A et que A 

est fermé dans K, alors P(A) c a . On a même de façon évidente 

A = K[X] n b.
S

Proposition 2.2. Ag QJ>t deme dam 'C. (voir aussi [AMICE] ou [MAHLER]).

Preuve : D'abord il est clair que K[X] est dense dans K[X], donc 

dans fe(A,K) , et comme fe est bien sûr ouvert dans fe(A,K), puisque
A A

A est ouvert dans K, alors A = K[X] n t  est dense dans b.
s

Enfin, il convient de traduire la proposition 2.2. :

Corollaire 2.3. Pouâ. tou te  &onction g de b [c 1 a t-à -d V ie  une ionc tion  

continue de A dans K te t te  que g (A) c a ), e t to u t  e n tie r n, t t  

ex is te  un polynôme f dam Ag t e l  que

v[ (f - g)(*)] > n > Vx e A

§ 3. FIBRE AU-DESSUS DE -fff.

Comme A est dense dans b, on détermine d'abord la 
s

fibre de l'anneau b au-dessus de 1tf- A cause des inclusions 

A c A c b, les idéaux premiers de b au-dessus de Kf sont précisément
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g e b(A,1ff), il est clair que g/TT a un sens et est un élément de te 

ainsi ■Ht = nfc = &(A,ffQ et fc k s* & / t(A,-fff) = fe(A,A) / t(A,Hr) . 

Maintenant on a une application canonique ¥ de te (A,A) dans fe(A,k) 

qui à toute fonction continue f de A dans A, fait correspondre la 

fonction TCf) dont la valeur en x, est l'image f(x) de f(x) 

dans le corps résiduel k. 'i'(f) est localement constante, car f est 

continue. Le noyau de ¥ est précisément ni? = te(A/fff) et ainsi 

te (A, A) / fc(A,#) =! 'C(Ajk) et donc b 8T k ste(A,k).

Lemme 3.1. La fiibfie de t  au-deôAuô de itt coM-eApond bljectivemetvt 

au &peet>te de Z 1 anneau fe(A,k) , deô ¿onctions lo c a lm e n t coû tan tes  

de A dan& le  cosipé k .

Preuve : Bien sûr fe k ~ te/ft'C. Mais -fif est un idéal principal

b(A,k) est l'anneau des fonctions localement constantes 

d'un espace topologique compact et totalement discontinu, à valeurs dans 

un corps commutatif. Son spectre est classique [N.Bourbaki, II, §4 , 

Exercices] .

ceux qui sont au-dessus de -Iff, c'est-à-dire qu'ils correspondent 

bijectivement aux éléments du spectre de fAkuc k.

de A, engendré par l'uniformisante tt, et 1m? = uf. Si f est un 

élément de b , irf peut être interprêté comme un élément de ¡?(A,Kf), 

c'est-à-dire une fonction continue de A dans 1ft; inversement si
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On revient maintenant à la fibre de A au-dessus de "ffi.
s

On peut d'abord faire une observation facile.

Proposition 3.3. Tous les -idéaux pAeivieu de Ag au-de¿¿u¿ de iti ¿ont 

maxtmaux e t de cosipé ré s id u e l k .

Preuve : Soient a^,a2,...,a des représentants de A modulo 1tf,
n

si f e A , alors g = II ( f  - a .) /  if est encore dans A , car
i=l

pour tout x, f(x) est congru à un des a. modulo -fff. Ainsi 
n
II (f - a.) = rrg est dans -fiîA et dans tout idéal premier de A 
i=l
au-dessus de et chacun de ces idéaux premiers contient au moins 

l'un des facteurs (f - a^). Ainsi a^,a2,...,an forment aussi un sys

tème de représentants de Ag modulo tout idéal premier au-dessus de 1if.

De cette proposition, il résulte que tous les idéaux de

A / ttA sont à la foix minimaux et maximaux et se relèvent donc dans 
s s

l'anneau fe(A,k) = / ïïfc (qui contient Ag / ïïA ) [N. Bourbaki,

II. §2. proposition 16] . Ainsi tout idéal de Ag ou de 1ti se

Proposition 3.2. L u  ¿ d i a u x  p / i e n U z U  d z  £ a u - d u i > u &  d z  m  ¿ o n t  z n
A /N

b t jz c t io n  avec. l u  po¿nt¿ dz A, à un po tn t  a e A , zoHAupond l 'ù d z a l  

'M& = ( f  e | f ( a )  e Ht} . Toui e u  ¿diaux ¿ont maximaux z t  dz zon.p¿ 

^̂ ¿duzl k .

C’est une application facile du spectre de £(A,k) et 

des isomorphismes mis en évidence au lemme 3.1.
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relève en un idéal de £ au-dessus de -frf. Il s'agit en fait d'une 

bijection :

Théorème 3.4. L u  idéaux pnemiesu de. As au-dubué de M i>on£ en b i 

je c t io n  avec l u  pointé de A. A un po in t a e A cofüiupond l ' i d é a l  

H = {f e A | f(a) e fi} .
ci S

ri u t  maximal e t A / n ~ k . 
a s a

Preuve : Il résulte de ce qui précède que tout idéal premier au-dessus

de 1H. est du type n&. De plus, si a * b, alors "M * 1*!̂ dans fe,

il existe donc une fonction continue g telle que g(a) e Hï mais

g(b)  ̂1fi. Il existe donc un polynôme f e A , tel que

v[f(x) - g(x)] > 0, Vx e A

[cf. corollaire 2.3.] et ainsi f(a) e iti mais f(b) i  1tf, d'où

f e ri mais fin, et ri * r), . 
a b a b

Remarque : Si a est la classe d'un élément a de A , modulo Kl , 

alors ri n A[X] est l'idéal maximal et de hauteur 2 de A[X] ,
3.

constitué par les polynômes de A[X] dont l'image canonique dans k[X] 

est divisible par (X - a).

§ 4. INCLUSIONS.

Avec les notations des paragraphes précédents, on a la
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Proposition 4.1. Poua to u t  polynôme, P de, KEX] , V id é o !  pnemien 

P de. A e s t In c lu s  dam  n s i  e t  seulement s i  P(a) = 0. 
s a

Preuve : Sans changer l'idéal P, on peut supposer que P e A[X] ,

en multipliant au besoin P par un élément non nul de K. Alors

- ou bien P(a) = 0  , et alors Vf e P, f = Pcp où cp e K[X] 

donc f(a) = 0  et a fortiori f(a) e -fil, soit fer). Donc P c n .
3. ci

- ou bien P(a) * 0 , et donc v[P(a)] = n < 00 . Comme P est une 

fonction continue de A dans K, v[P(x)] = n en tout élément x

v.
d'une boule a + Kl où r e IN. Mais comme a + iii est ouvert et 

fermé, la fonction g de A dans K telle que 

g (x )  = 1 /  Trn , ¥x e a + f r  

g (x )  = 1 , Vx |  a + f r

est une fonction continue. Comme KCX] est dense dans fe(A,K), il 

existe (p e KCX] tel que vC ((p - g) (x:) ] >0, Vx e A, soit 

v[q>(x)] = vCg(x)] , Vx e A. Ainsi vCcpP(x)] = 0, Vx e a + lij1 

et vC(pP(x)] s v[P(x)]  ̂0, Vx | a + iiiT , car P e A[X] ; donc 

cpP e b , et même cpP e G n K[X] = Ag , et même encore cpP e P. Mais 

cpP i H , car v[(pP(a)] = 0 et <pPCa) im .
cl

Corollaire 4.2. S i  a e s t un élément de A transcendant s u a  k 

alon.s n& e s t un idéa l. pnm ieA de hauteuA 1.  

Corollaire 4.3. S i  a e s t un élément de A 'a lgéb rique  s u a  k , n
-------------------------------------  cL

e s t un id é a l pnm ieA de hauteuA 2 , contenant un se u l id é a l p tim ien
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de hmiteuA 1 à ¿avoüi V  id.éaZ P où e s t l e  polynôme m inijnal de.
3. cl

a dan6 KCX].

§ 5. VALUATIONS.

On complète la description du spectre en montrant que

tous les localises de A sont des anneaux de valuation [J.L.Chabert].
s

Pour tout élément a de A, on définit sur K[X] une 

fonction v , à valeurs dans % u {<*>} , en posant :
cl

va(f) = vCf (a) ] .

On a alors de façon évidente :

va(fg) = va(f) + va(g) , 

v_(f + g) ^ Infiv (f), v (g)} ,CL CL d

et v (f) = œ , si et seulement si f(a) = 0 .
a

Proposition 5.1. S i a est un élément de A , thameendant ¿un. K , 

alons on peut pfiolongen. v à K(X) ; v est une va luation d,it>cAéte
a a

de hang 1 , extension immédiate de v à K(X) , d'anneau (A ) .
s a

Preuve : Si a est transcendant , f(a) = 0  si et seulement si

f = 0 , v est donc clairement une valuation discrète qu'on peut pro- 
a

longer à K(X) en posant v (f/g) = v[f(a) / g (a)]. Il est évident
a

que (A ) est inclus dans l'anneau de v . Réciproquement, si 
s na a

P/Q e K(X) et v (P/Q) ^ 0, on veut montrer que P/Q e (A )
a s na
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Bien sûr on peut supposer que P et Q sont dans A . Comme 

v (P/Q) £ 0, si v (Q) = v[Q(a)] = n (et n > 0, puisque Q e A ,
3. a S

n < 00 puisque a est transcendant), alors (P) = viP(a)] > 11. On
3-

reprend l'argument de la proposition 4.1. : comme P et Q sont des 

fonctions continues, la valuation des valeurs qu'elles prennent reste 

constante dans une petite boule a + 1f(r autour de a. La fonction de 

A dans A , définie par :

g(x) = 1/ ïïn , Vx e a + inT 

g(x) = 1 , Vx e a + tff , 

est continue, pour un polynôme R e K[X] , "suffisamment proche", 

v[R(x)] = v[g(x)] , Vx e A , ainsi, par construction, RP et RQ 

sont dans Ag (car v[RP(x)l > 0 , vCKQ(x)] > 0 , Vx e A) mais 

v[RQ(a)] = - n + n = 0 , et RQ|ri donc P/Q = RP/RQ e (A )
ci S fl

a

Maintenant si a est un élément de A , algébrique sur

K , v n*est plus une valuation. Mais si P est un polynôme minimal 
a a

de a sur K, on peut écrire de façon unique toute fraction rationnelle 

sous la forme

VPa (f)
£ = P a *

où v est la valuation P -adique de f et cp̂  une fraction ration- 
p a n f
ra

nelle irréductible, dont numérateur et dénominateur sont premiers à P . 

On définit une fonction de K(X) dans H * IL u {°°} , ordonné léxico- 

graphiquement, en posant

W (f) = (V (f) , v[q>f(a)]).
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Proposition 5.2. S i a u t  un élément, de A algébrique ¿¡un K , de 

polynôme minimal P , w u t  une va lua tion  diic/cète de nanq 2 de
ci a

K(X) e t d'anneau (A )
s ri

a

Preuve : Il n'est pas difficile de vérifier que w est une valua

tion. Bien sûr (A ) est inclus dans l'anneau de w . Réciproquement
S a v a

Pa
si f e K(X) et w (f) > 0, alors f = P cp_ et v (f) > 0 ,

3. a i  P
v ra 
pa

tandis que cp_ = R/S. On peut de plus, supposer que P R et S 
i a

sont dans A . On applique de nouveau la démonstration de la proposi-

S ~  ̂ Vpa
tion précédente , comme v[S(a)l = n < 00 et v[P R(a)]  ̂n (et

a
v

~ pa
peut être v[P R(a)] = 00 , si v (f) > 0 ), on peut trouver un 

a p
v ra
Pa cf■>

polynôme T e K[X], tel' que TP R et TS soient dans A ,
a s

mais v[TS(a)] = 0 , donc TS , ainsi f e (Ag)
a

Enfin, il est immédiat qu'on a la

Proposition 5.3. V o u a  to u t polynôme ir ré d u c t ib le  P de K[X] , le  

lo c a l is é  (Ag)~ u t  Vanneau de la  va lua tion  P-adique de K(X).

[J.L.Chabert] a montré que les localisés de Ag sont les 

seuls anneaux de valuation qui le contiennent dans K(X).

§ 6 . CORPS RESIDUELS.

Pour tout idéal de la forme n , le corps résiduel
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As/na est isomorphe à k [cf. théorème 3.4.] . De plus :

Proposition 6.1. S i P e i t  un polynôme V ifiéductib le  de K[X] , aZou

- ou bien P n 'a  pa6 de. tuucine dam A , P eét maximai e t 

As/p « KCX] / (P)

- ou bten P eét contenu dam autant d'tdéaux maximaux de. la  fiofirne

ri que P a de fia.ci.ne,6 a. danô A ; alosi6 B = A /P e61 un anneau
cl. 1 S
1

tntègsie à m i- lo c a l,  de. cUmen&ion l , tnteghalemetà c lo i ,  de. coup& det>

£fw.ctiom  L = K[X] / (P) , contenant la  lejunetivie tntégniULe k de. A 

dam L e t tnteAAectlon de ceAtaim  d u  anneaux de vaZuatiom qui. hovit 

extern ion  imméd-iate de v à L .

Preuve : Les inclusions résultent du §4. Il est clair aussi que 

le corps des fractions de Ag/P est L, ce qui termine la démonstra

tion dans le cas où P n'a pas de racine dans A. Si par contre P a

des racines a. ,a«,. .. ,a dans A, alors P <= n et on note ri 
1 z n a. a.

î î

l'idéal ri /P de A /P. Le localisé (A /PJ— est isomorphe au 
ci. s s n
i a.

î

quotient de Panneau de valuation de rang 2, (A ) par son idéal
S na.

1

de hauteur 1, (P) > cfest donc lfanneau d fune valuation discrète
a.
î

de rang 1 de son corps des fractions L ; on vérifie qu’il s’agit de 

la valuation qui à tout f de L assigne la valeur

wp 1(£) = v (f) = v[ f (a. ) ]
d  . cl . ±
1 1

où f est un relèvement de f dans K[X] (w (f) ne dépend pas
a. 
i
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du choix de f, puisque P (a.) = 0 donc vCP (a.)] - . Il est
c i . 1 cL. 1

1 1

clair que w est une extension immediate de v à L : - même groupe 
i

des valeurs - le quotient par l'idéal maximal, isomorphe à A /ri ,est
S c i .

1

k . Ainsi les localisés de B en ses idéaux maximaux, en nombre fini, 

sont les anneaux de certaines extensions immédiates de v à L. B, qui 

est l'intersection de ces anneaux, est donc intégralement clos et con

tient A qui est l'intersection de toutes les extensions de v à L.

On montre sur un exemple que certaines extensions immé

diates de v à L, peuvent ne pas figurer parmi les valuations essen

tielles de B :

Exemple 6.2. On prend pour A l'anneau TL̂  de la valuation 5-adique

de flj, et pour P le polynôme :

P = 52 X3 + X + 1 .

Modulo l'idéal maximal, on a :

P = X + 1 dans E/5Z 

et d'après le lemme de Hensel, on a dans ZL :

(*) P = (X + a)R où a e T relève 1, R est de degré 2.

Ainsi P a au moins une racine dans A =SZ_. on va montrer qu'il n'en a

qu'une, ainsi B = A /P est un anneau local ; mais on va aussi montrer

que la valuation 5-adique a trois extensions immédiates dans 

L = ®[X] / (P).

On considère en effet le polynôme
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[X] , mais comme 5c, racine de P„ , est dans Z_ , on

aurait dans AUX] :

52 X3 + X + 1 = 5(X - a)(X - b) (5X - 5c)

ou encore

5X + X/5 + 1/5 = (X - a)(X - b)(SX - 5c) e Â[X] 

nais ce n'est pas vrai car 1/5 £ Z- .

Px = 52(y/5)3 + (y/5) + 1 = y3/5 + y/5 + 1 

et aussi le polynôme

P, = 5PX = y3 + y + 5.

Si dans la clôture algébrique de Q, les racines de P sont a,b,c , 

celles de P^ sont 5a, 5b, 5c. Modulo l'idéal maximal on a :

P2 = y3 + y - y (y  + 2 ) (y + 3) , dans E/5Z, 

d'après le lemme de Hensel, les trois racines simples de P^ se relè

vent dans A = ; en d'autres termes, les trois racines 5a, 5b, 5c 

de P^ sont distinctes et dans 7,^ , ainsi les trois racines a,b,c 

de P sont dans la complétion Q de Q. On en déduit que la valua

tion 5-adique de Q a trois prolongements à L [N.Bourbaki. VI, §8, 

proposition 2] , et comme P est de degré 3, ces prolongements sont 

nécessairement des extensions immédiates (à cause de la formule

Z e.f. = n). Néanmoins B est local, car seule la racine a de P 
i i J

(d'après (*) ) est dans A ; si en effet b était aussi dans A , 

on aurait

P = 52 X3 + X + 1 = 52(X - a)(X - b) (X - c),

dans
/N

®5
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§ 7. CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES.

On passe facilement du local au global. Si A est un

anneau de Dedekind, il résulte immédiatement de ce qui précède que pour

tout polynôme irréductible P de K[X] , l'anneau B = As/P est un

anneau intégralement clos, de corps des fractions L = K[X] / (P) , et

contenant la fermeture intégrale A de A dans L. Pour chaque idéal

maximal -iîf de A, P est contenu dans autant d'idéaux de A au-dessus
s

de 1fi, que P a de racines dans la complétion A de A^. Lorsque 

A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres, on veut montrer qu'il 

y a toujours une infinité d'idéaux maximaux f( de A, tels que P a 

des racines dans A_ : dans ce cas, donc, l'idéal P n'est jamais maxi-m
mal.

Proposition 7.1. S o it A Vanm au des en tie rs  d'un coAp6 de nombAes K , 

P un polynôme iAAéduetlb le de K[X] . Voua , une In f i ln t té  d'idéaux maxi

maux tu de k , ¿ 'Id é a l P de k est contenu dans un Id é a l raximal 
’ s

de A au-dessus de ni . 
s

Preuve : Dans la clôture algébrique de K , les racines de P sont

en nombre fini ; il faut donc montrer qu'une même racine a appartient

à une infinité de complétés A^. Il suffit de montrer que a appartient

à , pour une infinité d'idéaux maximaux f de A. Si en effet 
■m

a e , alors L = K(X) / (P) s'injecte canoniquement dans , la

valuation v, , d'anneau A^ , admet une extension immédiate v' dans 
•tn -ni m

L, laquelle admet à son tour l'extension immédiate v dans K . Comme



L est une extension finie de K, pour tout idéal "W , sauf un nombre

fini, v^(a) = 0  et donc aussi Y^(a) ~ 0. Ainsi pour tout idéal 1ff ,

tel que a e K_ , sauf un nombre fini, a est en fait dans A„. Comme 
ta iti

on vient de le remarquer, si a e K , v, admet une extension immédiate
iti Tîl

dans L = K(X) / (P) et ainsi 1tt est décomposé dans L ; réciproquement

si itt est totalement décomposé dans L. v admet nécessairement une
tît

extension immédiate dans L et ainsi P a une racine a dans K,
iti

[N. Bourbaki. VI, §8, proposition 2.] . La proposition résulte donc du 

résultat classique suivant :

S i A est ¿'anneau de,6 entieJis d ’ un cohps de nombh.es K ,

L une extension l in ie  de K, atohs i t  y a une i n f i n i t é  d ’ idéaux phemiens 

de A to ta lem ent décomposés dans L .

On veut montrer ce résultat classique de façon simple.

- D'abord, il suffit de montrer que pour toute extension F finie 

de (}), une infinité de valuations p-adiques ont une extension immédiate 

dans F. Si en effet K est un corps de nombres, L une extension 

finie de K alors soit F une extension galoisienne finie de

Q contenant L. Une infinité de valuations p-adiques, 

celles qui ont une extension immédiate dans F , y sont donc totalement 

décomposées. A fortiori, les extensions de ces valuations p-adiques 

dans K sont totalement décomposées dans L.

- On peut écrire F (£[X] / (P) , où P est un polynôme irréduc

7 2 .
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a une racine simple modulo p ; on peut alors appliquer le lemme de 

Hensel ; en fait, on peut ne pas s'inquiéter de la simplicité de cette 

racine, en effet P n'a des racines doubles modulo p que pour un nom

bre fini de p : si P' désigne le polynôme dérive de P, comme P 

est irréductible, on peut trouver U et V dans ,£[X] tels que :

UP + VP' = q, q e Z , 

par réduction modulo p cela montre que P et P1 sont premiers 

entre eux dans 2/p 2[X] , sauf pour les p, en nombre fini , tels 

que P, P' U, V ou q est nul modulo p.

- Si P n'avait des racines que modulo des premiers en nombre fini :

Pl,P2>...>Pn

alors pour tout élément x de 2, P(x) ne serait, divisible que par 

ces premiers ; si par ailleurs :

v
P = &nj+ a.,X +. . . . + a, X

tible de $[X], qu'on peut toujours supposer à coefficients dans IL. 

Il suffit de montrer que P a une racine dans I L , pour une infinité 

de premiers p.

- Pour montrer que P a une racine dans 2 , on va montrer que P

ou bien a^ est nul, mais comme P est irréductible alors :

P = X , et Q[X] / (P) = Q (cas trivial)

ou bien on pose, en notant v la valuation p.-adique :
^i

v [aQ] = mi , Vi e (1,...,n)
*  1
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il est clair que si x, dans Z , est tel que :

(*) v ^xD > nu , Vi e (l,...,n)
* 1

alors :

Vp [PCX)] = v [ a 0 ] = nu

on a donc :
n m.

P(x) = ± n Cp ) x 
i=l

si x parcourt les éléments de Z qui remplissent la condition (*) , la 

valeur absolue |P(x)| reste fixe ; pourtant on peut trouver une suite 

d'éléments de 2, avec la condition (*) qui tendent vers l'infini (Par 

exemple les puissances successives d'un tel élément) donc |P(x)| 

devrait tendre aussi vers l'infini. On a donc une contradiction.



75.

CHAPITRE VJÎ - STRUCTURE MULTIPLICATIVE (FIN)

§ 1. PLUSIEURS VARIABLES.

On s'intéresse maintenant aux polynômes à plusieurs va

riables qui sont à valeurs entières. Comme au chapitre IV, §3, on note 

Ag m le sous anneau de K[X^,...,Xm] formé par les polynômes P tels 

que P(Am) <= A.

Pour déterminer les idéaux premiers de A on se res-
r s,m

treint au cas local comme au chapitre précédent, dont on garde toutes

les notations. On suppose aussi que le corps résiduel k de A est

fini, sinon A = A[Xn,...,Xm] . Encore une fois, on considère A
s,m 1 m s,m

comme une A-algèbre.

La fibre au-dessus de (0) correspond au spectre de

A K = K[X.....,X ] . Sans démonstration énonçons donc, surtout
s,m A 1 m s

pour fixer les notations,

Proposition 1.1. La {¡¿bhe au-deAbuA de (0) de. Ag m eAt en b t je c t io n  

avec let> idéaux ph.emi.eM> de K C X ^ , . . . ^  ]  ; à un Id é a l ph.mi.eA. $  de 

K[X^,...,Xm] cohAeàpond ¿ 'Id é a l phemleh. f> = ^  n Ag m de Ag m , de 

même hauteuA.

Pour la fibre au-dessus de 1K on suit la démarche du



chapitre précédent : on montre, mot pour mot de la même façon, que

A est dense dans l’anneau des fonctions continues &(Am,K) . On 
s,m  ̂ * J

conclut :

Proposition 1.2. La filbtiz au-dzs6us de. -ttl de. Ag ej>t zn blje.dti.ovi

avec £eô p o in ts  de. A ; à un p o in t a. = (a^,a2,... ,am) de A , zofüieA-

pond ¿ ’Id é a l ri = {f e A | f(a) e -tfO 
' a s,m

ri eô1 maximal z t A /r\ =r k. 
a. s a_
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Si a e Am , on note

il est clair que si K(aj,...,am) est de degré de transcendance d sur

K, alors «b est de hauteur m-d.
*a

Proposition 1.4. <p z&t in c lu s  dans ri t>i z t  ¿ zu lzm zn t A t, pouA to u t  

f. d ' u n z  t( m i l l a  dz gzn&iatzuAÀ f1}f0)...,f, d z «  c K[X1,...,X ] ,

formé des polynômes nuls en a_ . Comme

KEX }Xm] /  p  *  K(a ,....am),

Corollaire 1.3. S o i t a un z tém zn t dz Am z t  a =(a, ,a_,... ,a ) e km, 
---------------  —  —  v 1* 2 nr

¿ z m- tu p ¿ z  fionmz pan. lej> a la a e j ,  modulo if< dzs é lém znts a ^ , a ^ , . . . , a^  

dz A , a lo rs  V I d é a l  r\ n A[X] , eô-i l ’id é a l  maximal , dz hautzuA
cl

m + 1 dz A[X] , lohmz dzs polynômes f  d z A[X] , don t l a  cJUis a z  

s iéA ld u z llz f dans A/fl([X] , e61 t z l l z  quz f(a) = 0.

l'idéal premier de K[Xj,...,Xm]*a

Ainsi A c na
si et seulement si fi c

a*&

a lo  fu f. (a) = 0. 
i —



Corollaire 1.5. S i d ZMt l z  dzghi do, tAam>c.zndancz do. K(aj,...,am)

&ua  K aZoKA n oj> t d z  h a u tzu A  m + 1 -  d davu, A
a s,m

Corollaire 1.6. S i  a ^ , a 2 , . . . , a ^  ¿ o n t  a lg ib A iq u z m z n t  in d ip z n d a n t i  ¿uA

K , alosu n zht dz hautzuA 1 , (A ) z s t l'annzau dz la  valua-
<*_ s,m n

a
¿¿on &ü>cJi<ltz  v & d z  ' K ( X p . . . , X  ) q u i  à  £ ^ ¿ o c i z  la . v a lz u A

va(£) = v[f(a)3

z t  v Z 6 t  anz  z x tz n ô io n  im m ic U a tz  d z  v . 
a

Plus généralement, pour tout a , ri /p est un idéal
a * a

r s j

maximal de hauteur 1 de l'anneau B = A /tà . Le localisé de B
s,m

en cet idéal maximal est l'anneau de la valuation w de
c l

L = K[X-,...,X ] / p qui à un élément f de L associe la valeur,
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w (f) = v[f(a)] pour un quelconque relèvement f de f. w est 
a a

une extension immédiate de v à L. Dans le cas où <p est de hau-
a_

teur 1, c'est-à-dire où K(a^,...,am) est de degré de transcendance 

m - 1 sur K, alors f i est principal engendré par un polynôme ir

réductible P de KtX->...,X ] et (A )n est l'anneau d'une va- a V  * m . v s,m a_

luation de rang 2 de K(X , ...,X ), à valeurs dans Z * Z , ordonné

avec l'ordre lexicographique , et obtenue (comme au chapitre précédent,

§5) par composition de la valuation P -adique et de la fonction d'ordre
a

v , où v (f) = vCf(a)]. a ar J —

Corollaire 1.7. S¿ p  Z6t un ¿ d ia l ptizmieA dz K[X1,...,X ] dont lzi> 

giniAateuAA n 'o n t paA dz fiazinz communz dans Am , z t  ¿¿ dz pùu $ z i t  

maximal, a loM  p zî>t  maxÂmal z t
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de la variable X., sans racine dans A. 
i

Corollaire 1.8. S i & u t  un id z a l maximal dz K[X, ,...,X. ] dont, l u  
------------ v 1 m

gzn&iatzuAA ont d u  fuxcinu communu dam A , c z t t u - c i 4ont zn nom- 

bn.z f i in i , B = As/|J u t  un annzau in tzg n a lm zn t cloé, 6m i - lo c a l , dz 

coxp6 d u  fisiactiom L = KEXj,... ,Xm] /  p  z t  contznant la  {¡zmztuAz 

in tzgfuxlz A dz k dan& L ; c ' u t  V in tz /u z c t io n  d u  annzaux dz czn- 

t a in u  zxtznéiom  im m zdiatu dz v à L .

En général si & n'est pas maximal, peut être con

tenu dans une infinité d'idéaux du type ri de hauteurs diverses : Si 

on fait & - (Xp dans (£[X̂ ,.. . jX̂ ] (dans le cas où A est l'anneau 

Ep de la valuation p-adique dans % ) alors pour tout élément

a... - (0,0,...,0,a . , a  ) de , où a . s o n t  algé-— (i) *• > > » > 1+ i> > m ' p » 1+ i> m

briquement indépendants sur Q (il y a donc une infinité de choix)

$ est inclus dans n et ri est de hauteur i + 1.
~(i) £ (i)

§ 2. FRACTIONS RATIONNELLES A VALEURS ENTIERES.

On s'intéresse maintenant aux fractions rationnelles à 

valeurs entières : si A est un anneau intègre de corps des fractions 

K , il s'agit des éléments f de K(X) , tels que f(a) e A pour

Ks , n ' è - L s Kv--.y /*•
Pour avoir un exemple, il suffit de considérer l'idéal

P engendré par P , P ,...,P , où P. est un polynôme irréductible



tout a où £ a un sens. Bien sûr ces éléments forment un anneau. On

le note AD.
K

Proposition 2.1. PouA to u t anneau tnt&gfiz A , qu i n' est pas un C0Ap6, 

z t toute. {¡siactÂ-on n a tio n n z ltz  à  vcULz u à a  znttèAzs f e A , f est pa rtou t 

dz^ tn iz  ¿tui A .

Preuve : On écrit f = P/Q sous sa forme irréductible et où

P, Q e A[X] . Si il y avait un élément a de A tel que f(a) ne

soit pas défini, donc Q(a)  ̂0, alors on aurait P(a) * 0 (P/Q est

irréductible). On pourrait trouver b e A, tel que P(a) / b | A (ou

bien P(a) est une unité et alors b est n'importe quel élément non

inversible de A, ou bien P(a) n'est pas inversible et on peut faire,

2
par exemple , b = P(a) ). On peut aussi trouver c e A , tel que 

Q(a + cb) * 0 , en effet Q n'a qu'un nombre fini de racines et A 

est de cardinal infini (A n'est pas un corps). Comme P,Q e A[X], 

alors P(a + cb) = P(a) + ucb et Q(a + cb) = 0 + vcb où u,v e A, 

donc P(a + cb) / Q(a + cb) =(P(a) + ucb)/ vcb. Si f était dans A , 

comme f est définie en (a + cb) on aurait

f(a + cb) =(P(a) + ucb)/ vcb e A donc CP(a) / b] + uc e A, a fortiori, 

et donc aussi P(a) / b e A contrairement au choix de b.

Proposition 2.2. SI A £61 Vanneau des entieAA d ’ un coApi dz nombres 

atohA An = A .
K S

7 9 .
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Preuve : A c An. Inversement, si £ e An , alors, pour tout idéal 
--------------  S K K

maximal "W de A, f est une fonction continue (partout définie) de 

A dans A^, pour la topologie ffi-adique. Comme A est dense dans ,

£ est aussi une fonction continue de Â . dans A_, ainsi f e (A^.)n-ffi Hl 18 R

et en particulier, si f = P/Q alors Q n'a pas de racine dans Â . 

Ceci étant vrai pour tout "tt, Q doit être une constante [cf. VI. pro

position 7.1. et démonstration].

On s'intéresse maintenant au cas d'un anneau de valua

tion discrète A. On garde les notations du chapitre précédent et on

veut étudier le spectre de An. On peut remarquer que A * A , par
K K S

2
exemple tt /tt + X e A^ (ou tt désigne encore une uniformisante de 

A). On peut donc aussi remarquer, d'après la proposition précédente :

Remarque 2.3. S i A est an annexa in tè g re  e t m an id é a l maximal, de 

A , aio te (ar)^ peut dLLff&iQA de (Affl)R.

Comme au chapitre précédent, on s'intéresse ici au cas 

où le corps résiduel k de A est de cardinal fini.

Cas de la fibre au-dessus de (0).

On introduit la partie multiplicative T de K[X] , 

formée des polynômes qui n'ont pas de racine dans la complétion A de 

A,

Lemme 2.4. A^ ® K = T  ̂K[X].
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Preuve : An ^  K c T  ̂K[X] d'après la proposition 2.1., et si inver- 
R A

sement P / Q e T *K[X] , où P e A[X] , Q e T salors Q , en tant

que fonction de A dans K est continue ; comme Q ne s'annule pas

et que A est compact, v[Q] reste bornée, ainsi il existe n e IN tel

que lî" / Q £ A. , et donc ïïnP / Q e AD ; ainsi P/Q e A K.
K K R A

Proposition 2.5. S o it A ¿'anne.au d'une va lua tion  dibchète de coh.pt 

h é tidu e l i i n i ,  ¿a fi¿bhe au -du tu i, de (0) de A ¿e compote de 

- ¿'¿déaJL (0) , de hauteuh 0

- une fiam ille  d'idéaux ph.emi.eJU de hauteuh. l ,  en b i je c t io n  avec ¿a 

fiam ille  dei polynômet de K[X] , non co n tta n tt, iA /ié d u c tib le i, avec 

une ha.ci.ne au moins dant A , e t défiinié à ¿a m u lt ip l ic a t io n  poji un éZé- 

ment non nu l de K phèA ; à un po¿ynôme P cohh.etpond ¿ ’ id é a l P

P = (P)T-1KEX] n AR = {f e AR | f = Pg , g e T-1K[X]} .

Cas de la fibre au-dessus de tft.

On a les inclusions évidentes A c A» c fe(A,A) ; ainsi,
S K

d'après le chapitre précédent.

Proposition 2 .6 . S o it A ¿'anneau d'une va lua tion  dttch&te de cohpt 

héAiduel {¡¿ni, ¿et ¿déaux p>lentieAô de AR au-dettu t de ifl 4ont en b¿- 

je c t io n  avec ¿et po¿nt6 de A ; à un po¿nt a e A , coh/ietpond ¿ 'id é a l

y = (f e A» | f(a) e 1tt} 
a k

y e t t  maximal e t A /y ~ k. 
pa s Ka



Bien sûr A n y est l'idéal ri de A [cf. VI. 
s a a s

théorème 3.4.].

Proposition 2.7. SoJjt A Vanneau d'une. vcUtucution ducAète. d t cofrp-ô 

/LêAZdueZ fisx i, V id r n t P du AR zi>t ¿ncûu dam y& ¿Ji oX ¿zu tm znt

6 -i P(a) = 0.

Preuve : Bien sûr, si P(a) = 0 alors P c y_. Si inversement
a

r^
P c y alors P n A c y n A donc P c ri et Pfa) = 0 [cf. VI. 

a s a s  a

proposition 4.1.]

»
Ainsi : aucun idéal du type P n'est maximal dans AD , car seuls

les polynômes de K[X] qui ont une racine dans A, donnent lieu à un

idéal premier de AD
K

- les idéaux y et r) ont même hauteur (dans A_ et A res-
*a a R s

pectivement)

- comme A ny = ri ,alors ÇA ) = (A ) est l'anneau de va-
s a a K ri s ti

a a

luation décrit au chapitre VI., §5, discrète de rang 1 si a est trans

cendant, discrète de rang 2 si a est algébrique sur K.

- A /P = A /P car c'est l'intersection des mêmes anneaux de va-
K S

luation de L = K(X) / (P).

§3. IDEAUX DE TYPE FINI.

On détermine ici, simultanément, les idéaux premiers de

type fini des anneaux A et A , dans le cas où A est un anneau de
S K

8 2 .
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valuation discrète de corps résiduel fini. On en déduit quelques résul

tats plus généraux. On remarque d'abord :

Proposition 3.1. S o it  A Vanneau d 'u n t  v a lu a tio n  diACAètz de. conpA 

AêAiduel f i n i .  Le,5 anneaux A^ e t A^ aont dej> anneaux de. Pnüfen.

Preuve : Le localisé de A (ou An) en tout idéal maximal est en 
------ s R

effet un anneau de valuation discrète de rang 1 ou 2 [cf. VI. §5] . 

Par globalisation, on a :

Corollaire 3.2. S o it  A Vanneau. deJ> entieJU d ’ un conpA de nombfteA. 

klohM ¿eA anne.aux A e t  AR Aont dei> anneaux de VKûfex.
S K

(dans ce cas Ag = A^)

On peut remarquer que si A est un anneau de valuation 

discrète de corps résiduel infini, alors Ag = A[X] n'est pas un anneau 

de Prüfer.

Au sujet des anneaux de Prüfer, on rappelle ici

Proposition 3.3. Un id é a l fnactionncüJit d ’ un anneau de. VxJùfeA. ej>t in -  

veAAible. i i  e t  Aeulement A i i l  eAt de type. f i n i .

[N.Bourbaki. VII. §2. Exercice 12]

L'étude des idéaux premiers de type fini est donc aussi 

celle des idéaux premiers inversibles.
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Proposition 3.4. SoiX A l ’ anneau d'une, va lua tion  diAOiéte de con.pA 

Aébiduel {¡tnt. KIoka poux, to u t  élément du complété A de. A , V id é a l  

n de, A (sieép. y de. AD ) n'eAt pai de type {¡int.
Si S Si K

Preuve : Soient s éléments de n (resp. de y 1 f.,f0,...,f . 
------ a r a 1 l  s

On a donc v[f^(a)] > 0 , Vi e {l,...,s} , et comme les fonctions

f. sont continues et en nombre fini, il existe une boule de centre a, 
i ’ ’

A  ^

d’où on extrait b e A, b * a, tel que v[f^(b)] > 0, Vi e {l,...,s} , 

ainsi les f̂  sont aussi dans rî (resp. dans y^) et n'engendrent

pas n (resp. y).
d  d

Proposition 3.5. 5o i t  A l'anneau d ’ une va lua tion  diAcAète de con.pA 

tiéûidueJL l i n i ,  e t P un polynôme iAAéductib le de K[X] . S i P a une 

fiacine danA A , a lo u  V id é jx l V de A {Aup. l ’ id é a l P de AD )
S K

n ’ eAt paA de type {¡¿nt.

Preuve : Soit a une racine de P dans A, alors P c n„ (resp.
--------------  cl

P c y ) [cf. VI. proposition 4.1. et VII. proposition 2.7.] ; ainsi
Si

P (resp. P ) est un idéal premier non maximal d'un anneau de va- 
^a ^a

luation et n'est donc pas de type fini.

Corollaire 3.6. S o it  A un anneau de va lua tion d isc rè te  de corpi r é s i 

duel f i n i  ; a lors aucun id é a l premier de AR n 'e i t  de type f i n i .

[cf. §2]
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Corollaire 5.7. S o it A ¿'anneau d u  enti& iô d'un coh.pt de nombhu ; 

aloh t aucun Id é a l phemteh de Ag n 'e t t  de type ¿¿ni.

[cf. VI. §7] .

Par contre,

Proposition 5.7. SoiX A l'anneau d ’ une va lua tion  d itc h ite  de cohpt 

h.éti.duel ¿¿ni e t P un polynôme iAAéductib le de K[X], S¿ P n 'a  pat 

de h.acine dant A alohA P e t t  un ¿déal ph.etnie'i de type ¿¿ni de Ag .

S¿ de p lu t on nohmaLUe P pah. la. cond ition P e Ag, P / tt Ag , aloht 

P u t  ph in c ipa l, engendhë pah P , t¿  e t te u lm e n t t t  P(a) u t  une 

u n ité  de A pouh to u t élément a de A .

Preuve : Si P n'a pas de racine dans A , alors P est maximal

[cf. VI. corollaire 4.4.] Va e A , 3f e P et f £ ri : donc
’ a a a ’

f (a)  ̂-ni . Comme A est compact et que les f sont continues, on
cl 3.

peut en extraire un nombre fini f ,...,f telles que Vx e A ,

3i e {l,...,s} et f i (x) 1fl. L'idéal I = ( f ...,fg,P) de Ag 

n'est donc inclus dans aucun idéal du type ri de Ag ; et comme 

P e I , il n'est pas non plus inclus dans aucun idéal du type Q , où 

Q est un polynôme irréductible distinct de P. En conclusion,

I<3j ~ Paj ~ (As)^ pour tout idéal maximal oj de Ag , oj * P ; et 

comme fj,f2,...,f et P sont dans P , et que réciproquement 

P e l ,  alors I~ = P~ = (P) K[X] . Les localisés de I et de P , 

étant les mêmes en tout idéal maixmal de' A , I = P et P est de type 

fini. De plus, si P(a) £ 1ft , Va e A, il est clair que P(a) k ,
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Va e A, et que déjà l'idéal (P)AS de As a mêmes localisés que P

en tout idéal maximal de A . Si par contre 3a e A tel que P(a) e üi,

et si P était principal, engendré par Q, Q engendrerait aussi bien

l'idéal (P) de K[X] , on aurait donc Q = kP , où k e K et même

k e A , puisque Q e Ag mais P/rr <£ Ag et donc Q(a) e 1ft, mais alors

Q e ri , donc P c n et P ne serait pas maximal contrairement à 
a. a.

1 'hypothèse.

§4. GROUPE DE PICARD.

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau de valua

tion discrète de corps résiduel fini.

Proposition 4.1. Lz gAoupz de. PicaAd dz A^ u t  tMÂvÂjxZ. Celui dz Ag 

u t  zngzndtié peut l u  c ù u é u  d u  idéaux dz typz P maximaux z t  non p r in 

cipaux ; c ' u t  un gfioupz abétizn, ¿>am to iu io n , z t  i i  n ' u t  paj, dz typz  

f i in i .

Preuve :

-  S i OZ u t  un id z a l  fiàactionnaJjiz dz typ z  f i in i  dz As { x u p .  dz AR ) ,  

on pzut tXouveA d u  polynômu  f ^ , f 2 , . . . , f s dz K[X] tzli> quz 

f 1 , f 2 > . . . , f s n 'a ie n t  pai dz diviôzuA. commun dam  K[X], z t  l ' i d é a l  

{¡AactionnaÂAz 1i= ( f  , f 2 , . . . .  , f  ) dz Ag [ t iu p ,  dz AR ) & o it  dam l a  

mêmz cla66Z du gAoupz dz PicaAd quz 01.
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Comme f1}f0,...,f sont des polynômes, n est bien défini, et n < 00 
1 z s a a

puisque f^,...,f nfont pas de diviseur commun, en particulier les

f^ ne s’annulent pas tous en a car le polynôme minimal de a ne

peut tous les diviser. La fonction g de A dans K , telle que 
n
a

g (a) = tt , Va e A est bien sûr continue. Comme A est compact,

3N e N tel que n& < N, Va e A , et comme K[X] est dense dans

1u(A,fQ, 3f e K[X] , tel que v[f(a) - g (a)] > N , Va £ A, soit donc

v[f(a)] = n . Par ailleurs (A ) (resp. (AR)U ) est l'anneau d'une 
a S ^a a

valuation discrète de rang 1 ou 2. Dans le cas de rang 1, notant va

cette valuation, on a bien v [(f)] = v [V] = n . Dans le cas de rang
a a a

2 , notant w cette valuation, puisque f^,...,fs n'admettent pas P&

comme diviseur commun, et que P ne divise pas’ davantage f (en effet
a

- I l  existe un polynôme, f de. K[X], tel. que. Va e A , V Idéal ® 

de. A [xeAp. de. A ), et l'idéa l fisiactlonnaMie principal (f) aient
S K

m m t  I o c c U U a î  1j = (f) d a m  (A ) U&sp. 1s = (f) d a m
rj n  ̂ s Jr] 1 y ^
■a a 'a ^ a *0

(v P >•
' a

On note n l'entier : 
a

n* = InfL i I v[f.Ca)]|.

En effet, <Jl = (ĝ  ,g^,. . ,g ). Comme K[X] est prin

cipal, Pic(K[X]) est trivial et (g^,g2,...,gg) est principal en tant 

qu'idéal fractionnaire de K[X] . Ainsi, il existe ’ h e K(X) , tel que 

si on pose f^ = hgn , alors (f^jf^,...,f ) K[X] = K[X].
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f(a) * .0) , on a aussi

w [(£)] = w [1&] = (0,n ) [cf. VI. §5].
3. ci ci

Le groupe de Ÿiacuid de Ag est engendré par ¿oa cJù u s m  

de5 Idéaux de type P qu i ¿ont mxtim ux. Celu i de AD est t r i v i a t .

Les seuls idéaux maximaux de AD sont les idéaux du
K

type y_ . Comme (f) = "fa , Va e A , alors ^>= (f) et ainsi tout
a u u

*a

idéal fractionnaire de type fini al de A est dans la classe d'un
K

idéal principal = (£),

Dans le cas de A , maintenant, on décompose f en fac-
s n. r n .

teurs irréductibles de K[X] : f = II P.1 II P.*3 où les s pre-
i=l 1 j=l 3

miers facteurs correspondent aux polynômes P. sans racine dans A,
s -n.

v. ~  x
c'est a dire tels que P. soit maximal. L'idéal = (f) II P. de

i=l

Ag est donc tel que pour tout idéal maximal du type P de Ag, on a 

(t)p = (As)~ . Comme par ailleurs a précisément été choisi, dans 

la classe de <JZ > pour satisfaire (li)p = (^s)p » on a (t)£ = ('t)p . 

Par ailleurs, on a encore, Va e A , (t) = (f) = (ii) , car

Ainsi t  = "̂  . La classe d'un idéal fractionnaire de

type fini d  de A est donc aussi celle de T, et aussi celle de 
s -n.
n P. -1 
i=l 1

Le groupe de Vieard A est en f ia i t  engendré par leh

« V n  * ^ V n  . Vi £ U,...,s) .
a a
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c ù u û z i  d u  Idéaux de. typ z  P maximaux, mais non p r inc ipaux , c ' u t - à -  

dUjiz cohJiupondant à dzô polynômzô ÂJiAzductib tu  P dz K[X]  , teJU 

quz P e Ag , P/ tt k Ag , P n 'a  pas dz Aacinz dam  A z t  3a e A 

v & v if i ia n t  P (a )  e ni.

C'est évident [cf, proposition 3.7.]

Bien sûr Pic(As) est abélien ; de plus ,

Pic(Ag) Z61 ¿aiu lohAlon.

Tout idéal fractionnaire de type fini, on l'a vu, est

t  ~kl ~ks
dans la même classe que a = P, ... P . Ou k. e N, k. < 0 ,

n 1 s 1 1

Vi e {l,...,s} . Si (Jin est principal, il en est de même de li.n

n nkl nks
et un générateur de & est de la forme g = kP^ ... Pg , ou

k e K et nécessairement v[g(a)] =0, Va £ A. Si donc on pose 
k k  ̂

f = P, ... P S , on a 0 = v[g(a)] = v(k) + n vEf(a)] , Va e A,

alors v[f'(a)] = 0 , Va e A , on en conclut facilement que

~kl ~ks 1 - i
(f') Ag = P^ ... Pg = tt . Donc o lui-même est principal, et <71

est principal.

Pic(As) n ’ e s t pas dz typ z  f i in i .

Si Pic(As) était de type fini, il pourrait être engendré 

par les classes de P1,P2,...,P , un système fini de générateurs. Comme 

les idéaux P^ sont maximaux, les polynômes correspondant P̂  n'ont pas 

de racine dans A , et on trouve un nombre n e N, tel que 

Vm > n , v[P. (ïïm)] = v[P. (0)] = a. < °° , Vi e 1,.. .,s .

ainsi v(k) est divisible par n, et si on pose aussi f 1 = / w /n f ,
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Si maintenant p et q sont deux nombres premiers tels que q > (n + l)p, 

on pose P = + ïï̂  . Il est clair que P est irréductible dans K[X], 

car [K[X] / (P) : K] doit être égal à p (en effet si v! est un pro

longement de v à L = K[X] / (P) , et x la classe de X dans L, 

vf(x) = q/p , donc lTindice de ramification de v! par rapport à v 

est p) ; P € A[X] , donc P € A , et P/ïï £ A car

1 + 7T̂
P/ïï (1) = -- -—  i A ; P n!a pas de racine dans A , car pour une

telle racine a on aurait v(a) = q/p et donc v ne pourrait pas être 

une extension immédiate de v. Ainsi P est maximal, et non principal

car P(tt) = tt̂ + tp* € ifi. De plus, pour tout choix d’entiers relatifs

~ Z1 ~ z 2 ~Zs ~
z^,z2>...>zs , alors OT = P̂  P^ ... P̂  P n’est pas un idéal

fractionnaire principal. S’il l’était, un générateur serait de la forme 
z z z

f = k P 1 P22 ... Pgs P , f e K(X) et v[f(a)] = 0 , Va e A.

En particulier, on aurait
s  ̂ z.

v[f(lTn)] = v(k) T y v[P.CîTn) X] + v[(TTnP + ïïq)]
i = l 1

et comme v[P^(7Tn)] = a^ et np < q , alors :

s
0 = v[f(un)] = v(k) + £ a.z. + np

i = l 1 1

De même
, s

0 = v[f(TT )] = v(k) + l  a.z. + Cn+l)p
i=l 1 1

car

v[PiCîr )] = a^ et (n+l)p < q. Ainsi,

0 = v[f(jrn+1)] - v[f(un)] = p, 

mais p * 0. Contradiction. La classe de P n’est pas dans le sous-



9 1 .

groupe’engendré par les classes de

Remarque : (X 2 -  ir) e t  (X'5 -  TT), qui sont maximaux et non principaux,

2 3
sont dans la même classe de PicfA ). En effet, f = X -ïï/X - tt

est tel que v[f(a)] = 0 , Va e A ; il en résulte facilement que

(f)As = (X2 - TT) /  ( X ^ T T )  .

P P P
1 1 * * Q  *
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