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Introduction

f ï  Í ORSAV ~j

__Æ

Les questions que j'a i abordées peuvent se grouper autour de deux pôles : d'une

part les  multiplicateurs des transformées de Fourier des fonctions de iJ3, d'autre part

une étude de certaines mesures singulières, principalement le s  produits de R iesz.

Mon premier travail est une étude des fonctions qui s ' écrivent ainsi :

3 1 F . * G. où F . et G. sont des fonctions sur IRn invariantes par rotation (nous 
j>0 3 3 3 3

dirons radiales) et où /  ‘J¡F. 1} |!g .|! . est fini. J ’ai montré que, suivant les
j>0 3 LP(lRn) 3 LP (Rn)

valeurs de n et p, ces fonctions sont un certain nombre de fois presque partout

dérivables. L 'espoir que j'avais était d'exhiber une fonction radiale appartenant à

l'algèbre A (IRn) et n'ayant pas ces propriétés ; un argument de dualité aurait alors 
P

montré l'existence d'une distribution radiale sur IRn qui convole l'espace Lp(lRn) 

radial sans convoler Lp(lRn). Actuellement on connaît la réponse à ce problème lorsque 

p est strictement compris entre 4 /3  et 2 . Charles Fefferman a en effet montré que 

la fonction caractéristique d'une boule de lRn n 'est pas multiplicateur de 3i(Lp(tRn))



si p est différent de 2 ; c'autre part C. S . Herz avait déjà montré que cette fonction

est un multiplicateur de 3'(L^a(j(lRn)) lorsque p est strictement compris entre

2n . 2n 
— 7 et —î. n+1 n-1

Ensuite R. Spector et moi, au cours d'une école d1 Analyse Harmonique qui 

s 'e s t  tenue à Aussois en 1969, nous avons obtenu une caractérisation des multiplicateurs 

radiaux de ^(L^G)) lorsque G est un groupe abélien localement compact métrisable 

totalement discontinu. A partir de là, j'ai généralisé dans ce cadre les théorèmes 

classiques de Littlewood, Marcinkiewicz et Paley sur les multiplicateurs ; on obtient en 

ce qui concerne les séries de Walsh des résultats un peu plus généraux que ceux de Paley : 

l'ordre usuel de sommation d'une telle série n'est pas le seul naturel, il en existe 

beaucoup d'autres, non équivalents, qui donnent formellement les mêmes théorèmes. 

Diverses compactifications du groupe 211 sont des groupes métrisables totalement 

discontinus, les restrictions à des multiplicateurs précédemment construits sont des 

multiplicateurs.Ce transport nécessite d'établir des théorèmes du type de ceux de 

Littlewood-Paley et de Zygmund ; pour ce faire j'ai employé une méthode plus compliquée 

que celle que m'a communiquée R. Spector et moins puissante que les théorèmes de 

transfert de multiplicateurs de N. Lohoué, elle a l'avantage d'être élémentaire et de

permettre aussi le transport du théorème maximal de Carleson-Hunt ce qui, pour les

2
séries de Fourier des fonctions de L (T ), donne des ordres de sommation non habi­

tuels pour lesquels il y a convergence presque partout.

A la suite de ceci avec N. Lohoué nous avons étudié le groupe M(2) des 

déplacements du plan euclidien. Nous avons obtenu pour ce groupe des analogues des

2.



théorèmes de Hormander et Marcinkiewicz sur les  multiplicateurs. Ceci permet de 

construire des opérateurs bornés de L^(T) non cécessairement invariants par 

translation. Ce travail est en cours de parution aux Ann. Ec. Norm. Sup. de P ise , 

il est reproduit dans le chapitre III de ce présent ouvrage.

Le chapitre IV contient une étude que j ' ai faite plus récemment des produits de

R iesz, c 'est-à -d ire  des mesures que les  produits T T  (1 + Re(a e 3 )) définissent
3— 0 3

sous des hypothèses convenables. Le premier problème qui se posait était d'étendre le  

théorème de Zygmund caractérisant les  produits de Riesz absolument continus par 

rapport à la mesure de Lebesgue. J ' ai obtenu des conditions assurant ou bien que deux 

produits de Riesz sont étrangers ou bien qu'un produit de Riesz est absolument continu 

par rapport à un autre. Ensuite j'a i évalué la dimension de Hausdorff de certains b oré-  

liens portant un produit de R iesz. La difficulté principale dè ce calcul est de montrer 

qu ' une certaine suite de fonctions converge presque partout par rapport au produit de 

Riesz que l'on étudie. Suivant les hypothèses faites le s  techniques sont différentes : on 

emploie soit des inégalités sur des martingales soit le théorème de Mensov (en s ' inspirant 

d'un article de Kac, Salem et Zygmund). Bien sûr dans le cas particulier où il  existe  

une transformation du tore ergodique par rapport au produit de Riesz le théorème de 

Birkhoff donne plus rapidement la solution. Enfin, on montre que certaines séries  

convergent presque partout par rapport à un produit de Riesz ce qui donne quelques 

résultats sur la répartition modulo 1. Ces diverses propriétés ont des extensions au cas 

de plusieurs variables. Par la même méthode on peut obtenir une évaluation de la dimensior 

de Hausdorff de certains boréliens portant une g-mesure (cette notion développée par

o

.x1À



M. Keane généralise en un certain sens les produits de Riesz).

En dernier lieu j'ai étudié des mesures aléatoires que B. Mandelbrot a introduites 

et dont J . -P.  Kahane a montré l'existence sous des hypothèses très générales. Il se 

trouve qu'en ce qui concerne la dimension de Hausdorff on peut obtenir des résultats 

très analogues à ceux que l'on a pour les produits de Riesz.

4.
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Chapitre I. 

DERIVABILITE DE CERTAINES CONVOLUTIONS

7.

Les fonctions radiales de A(Rn) sont
n-1"

fois différentiables en

p  yv

dehors de l'origine et ce sont les convolutions de deux fonctions de L (R ).

Il est donc naturel d'étudier la dérivabilité des convolutions F*G où P et G

sont deux fonctions radiales, FéLP(Rn),GtLq(Rn),(où p”'1'+q“1= l).Si P(x)=f( |xj )

et G(x)=g(jx|) on sait (l) que F*G(x)=f*g(jx| ) où l'opération #  est la suivante.

fyg(z)=C z2”n// xyf(x)g(y)(£^(x,y,z)) 2 dx dy ,
-̂ ¡c> 0,y>0

où A+(x,y,z)=sup(0,((x+y)2-z2)(z2-(x-y)2) ).

Nous étudions les fonctions h(z)=zn~^f^g(z) sa,ns nous limiter au 

cas où n est entier. On a le résultat suivant.

Théorème. Lorsque q^(n-l)/v la fonction h est ÿ fois continûment derivable sur 

0j + °° , lorsque q<n/>> et ne2y+l elle est presque partout V fois dérivable.

I. NOTATIONS

Soient n et u deux nombres réels tels que n*l et uj-l.

Si f est une fonction mesurable de [0, + «»[dans C, on pose :

" n ,» (y)  = C C  u « ) 1/”

/
z+x

>Q (z-x)+ ^  dt (z>0)

y
^Z+X

( \+ I M ( <f ) (t) I U dt 
^ î-w (z-x) » n,u *

En vertu du théorème maximal de Hardy et Littlewood [(3), p.30—33̂  nous 

avons lorsque u>1 s

• • • /  • • •

2 .

y(t:
1/u

y(t)
i
2x(z)M

n,

1' ' 
n.u ( v : (*)

n-1
- tr

Hr-3



/"+ 00 1 /u

(  h l M» ,uW  ”  «  CB»,U(»>

et

"(h ' *?,„<») f2»1)) « cx ' ("„.û ou •
Nous désignerons par l'espace des fonctions mesurables,^ , telles

que N (If) < 09 muni de N comme norme. 
n,u n,u

Soient p et q deux exposants conjugués : 1 <p^2  ̂ q. On se donne deux

fonctions, f et g, f G iP  , g G .7 e>7 n  7 o  n

On pose A (x,y,z) (x+y)2 - z2)(z2 “ (x-y)2 )

I)(z) = |(x,y) ; x*0, y>0, A(x,y,z) >o] = |(x,y) ; x Ô, y>0, |x-y| ^x+yj

if  S=3

h(z) = J)(z) xy f(x) g(y)(A(x,y,z)j 2 dx dy

Soit (x,y,t) = A  (x,y,\/T) • On vérifie par récurrence que

( ¿ " ) ( A 1 2 ) (x,y,z2) = y | « y  (x2 + y2 - z2) k"2^A(x,y,z) ) 2
% 1 o a < k  n»k»* '  J

2
avec des coefficients A . . convenables.

n,k,l

On montrera que, sous certaines conditions,

^(z) = xy f(x) ( A 1 2 ) (x,y,z2) dx dy

existe presque partout et que l'on a ;

I :  2t h^t) dt .

Ce qui prouvera que est presque partout dérivable.

On est donc conduit à étudier la convergence des intégrales :

D(z
j xy f (x) g(y) (x +y - z ) (A(x,y,z)^ dx dy .

ö •

(t) dt

k +
n-3

Lq
n

LU
n

g(y) '_L. 
t at

k
n-3

n-3

D(z)

z)

k + in-3
2

I » *



9.

II.EXISTENCE DES INTEGRALES k (z) = IL. * xy f(x) g(y) (x2+y2-z2) A^(x,y,z) dx dy
*  i / \ z  ;

(oc désigne un entier positif ou nul,^ un réel).

2.1 Lemme

1°) Lorsque (x,y) appartient à D(z) on a

\x^+ y^~ z^j^2xy et A(x,y,z) ^ 4x^z^ .

2°) Pour tout nombre réel, u, strictement supérieur a -1, il existe un nombre,

C , tel que : 
u ------- -

7
f  z+x

(z_xl y &u (x,y,z) dy ^ cu (xz)2u+1

La première inégalité du 1° est immédiate,

T 2 2
Si l'on pose y = lt(x+z) + (l-t)(x-z) I on a

2 2
À(x,y,z) = 16 x z t(l-t) d* où la seconde inégalité ;

en outre y dy = 2xz dt dfoù

y
C z+x r 1

)z_x| y AU(x,y,z) dy = 24u+1 (xz)2u+1 J Q t U ( l - t ) U dt .

Dans la suite C désignera une fonction de ce, n, p seulement.

2.2 Proposition

On suppose que lfon a OC , Ç!>>-1 .

1°) Si °c + 2 p» -n + 3 4* ^ 0 on a :

|k (z)| 4 C Z2“ + 4 ?-n+4 N (f) N (g) 
«.,f> n,p n,q

2°) Si <*+ 2Ç> - n+3+ - > 0 on a— r q. ---

|k .(z)|< C z28i+4̂ _n+4 |n (f )N (g) + N (f) fzM^2^(g)(z)l1//<l+ N (g) [zM^ (f ) (z) I 17ï
1 Sf» n ,p  n,q, n ,p  { n,<i'6/v 'J L n ,p '  'J

1/2

' n -3
¿

n-1
n



Considérons le recouvrement suivant de D(z) 

D^z) = D(z) n |(x,y) ; x^-|zj 

D2(z) = D(z) D  {(x,y) ; x ^ }

D3(z ) = D(z) fi {(x,y) ; y^-|}

D4(z) = D(z) D  {(x,y) ; |x-z| 4 , y> | }  

Posons, lorsque j = 1, 2, 3, 4,

-IlAj(z) =JĴ  (xy)*+1 |f(x) g(y)| A P(x,y,z) dx dy

3

Tenant compte du lemme 2,1 nous obtenons

lk*  a (z ) l 2-1 A-j(z )

Nous allons maintenant établir des majorations des A.(z).

/»+00 /»X4-Z

-a) A^z) =j ^ z x®^1 |f(x)|dxj^_z y**"1 |g(y)| A^(x,y,z) dy

T

Considérons d1abord le cas où f* est positif. On applique l'inégalité de 

Holder :

%x+z

x_z y ^ 1 |g(y)| A ?(x,y,z) dy ^

( / _ 2 y”* 1 |«(t ) | 4 2î L)p A Pp(x ,y ,.)  dy)'/p

Lorsque x est supérieur à on a

(oi+1- — )p - 1 

sup ( 2 )  « <  + -  
y« |y-x |<z

d! où

n-1 /x+z

(̂*+1- “i“)p ^ P ( x>y)Z) dy <C x ^ +1“ “ÏHp- 1 J  y A^P(x,y,z) dy
x-z

n .

J * X +z 

x-z

x+z

x-z

O'/q (oc+1- l/p

3z
2

x+z



Appliquant de nouveau le lemme 2.1 nous obtenons 

f  x+zJ y <“ +’- A fp(x,y,,) dy <  C z2^ ’ X<*+2M -
X—’Z

et

Al(z) x2«+2p-2-\i- |f(x)| ( ^  yn_1 |g(y)|q dy)l/q dx

2

On utilise 1*inégalité de Holder

' + 00

2

‘ + o» r  x+z
( /  x(2«+2P-»+3) ,  ( /  / - ' | g(y)| î dy) dx) ’\i/q

V “ " '  \ n t V \ l ' i  A v ) A v
3z -'x-z 

Or 2

/*+» /*X+Z

- + » /• y+z

/•' I s W I V  x(2i+2f-“+3l’ dx)dy
■f ' sup(3z, y-z)

 ̂ 2

et, lorsque 2od+2f-n+3 0, ceci est inférieur à

C z ( 2 « 2 f - « 3 ) ,  H-, y n - t | g ( y ) | 1 dy

On obtient donc

A, W  ÿ C z2«+4f-"+4 j(f) Nntq(g)

Soit maintenant f <o.

/ X+Z n-1 / x+z n-1

J { 7 y1+0t |g(y)| A ? (x,y,z) dy <  C x*“ ^ /  y"'*’"|g(y)| y (x,y,z) dz
A*“ü X “ Z

11.

• • • ¡ • • •

n-1 x
)P

n-1
q

z2̂ i

y < ¡2?+
t /p

>lp|f(x;n-1c

I dx =dy ), ) | q"1 le4 Z1+3 )q2ct+2^-

11
0



 ̂ r x+z

< C x<* ~ ~ ( Mn q(g)(x+z) + Mn ^(g)(x-z)) J ^ _ z y A^(x,y,z) dy

^ C z2?+1 x2P+“+1_ ^ ^(g)(x+z) + Mn ^(g)(x-z))

Si, en outre, alors

/' + a>

Â  (z) 4 c z2 +̂1 J ^ z x2ût+2P+2_ q, |f(x)|^Mn ^(g)(x+z)»+ M^(g)(x-z)) dx 

2~

i c z2p+1 K» , P( t >

4̂*®
/ x(2«+2f-n+3)q/M (g)(x+z) + M  (g)(x-z)^dx 
3z v n,q n,q !

1/q

2

et, si 2oC+2p-n+3 £0, ceci est inférieur à

c 2̂|i+1+2o£+2j>-n+3 ^ ^ (f)̂  ( „ ^ (g)(x,)î dx

d1 où

*,(.) 4  0 z ^ - “*4 N (f) » (g)

/
z/2 /-z+x

 ̂ u X<X+1 !f x̂

r  z+x

“+1 )|(j{_x y*+1 lg(y)|AP (x,y,z) dy) dx

Etudions d'abord le cas où ¡3^0-

„-1 / 2+x„-i
lg(y)|AfU,y,z) dy < 0 z“1*1- q 7  fT | g(y)|A^x.y.z) dy

n-1 v *
/ C xz*+ 4 ( M (g)(z+x) + M (g)(z-x)) sup A  (x,y,z)

* ' n’q n’q y:|y-z|<x

/ C zCt+2̂ +1~ <1 x2 +̂1 ( M (g) (z+x) + M (g) (z-x))
^ \ n,q n,q '

df où

n-1 / z/2
A2 (z) ^  C zot+2P+1_ q j/ x«*2f *  |f(x)|(Mn ^(g)(z+x) + Mn ^(g)(z-x)) dx

12.

& > - 1

i /q.

-b) (z)

(M
V n,q

/z+ x

^ z-x
0Í+1

y

n-1
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1 S  fz/2 n 1
< Cz^ e+i - ^ N n  x(oi+2p+2- - f - w M (g)(x+z) +
^ n,p \ J Q \  n,q 6

Mn,q(g)(z"XO q dX)
Ce qui donne, si oM-2|H2- ^0 (c'est à dire si oc+2f>-n+3+ ^ 0) ,

A2(z) < C Z2a+4I!+4-“ Nn(p(f) »njq(g) .

Lorsque l'on a oi.+2|>-n+3+■̂ *~ ̂ 0 et oC+2j>—n+3+ ~  ̂ 0 , on opère ainsi

/•z/2 _ -z/2

J  x(0t+2̂ +2- |Mn (g)(X+z) j*1 dx <M^(g)(z) / X(a+2H -  *5")*
0 -'q

Alors

A2(z) <  N„,p(f>( M^ < « )<î)) ^

Etudions maintenant le cas où p est strictement compris entre -1 et 0.

fZ+X . rZ+X .
/ ^4.1 a n~1 / n-1
/ y |g(y)|A (x,y,z) dy ^  C z* % I y <1 |g(y) | y A^ (x,y,z) dy 

“̂ Z-X *^z-x

n 1 fZ+X

^ C z°* q ( Mn n(g)(z+x) + M (g)(z-x)) / y A f(x,y,z) dy 
n>q n,q / J

'z-x

^  C za+2 +̂1 4 x2P+1 ^Mn^(g)(z+x) + Mn ^(g)(z-x))

d  0 Ù  j j _ i  r « / 2

A (z) zCd+2i3+1 q / x0̂ 2^ 2 |f(x)| (m (g)(z+x) + M (g)(z-x))dx
i  J n ' n,q. n,q /0

rz/2

4. C z°̂+2^+1” 4 N (f)( /  X(°t+2P+2- p1)<WM (g)(z+x) + 
n*P -'n n»*l

Mn,q(g)(z"x))q dx)  .

1/q

n-1

q
n-1 . 

p

C z2<“
0Ì+4&+4 1

Ï
-n- 1/q

1/q



Cela donne, lorsque ot+2|*+3-n+ >0,

A2(z) <  C ,»■*<?«- % J !} »a J g)

1 n  1
et lorsque - “ <oC+2jî+3-n+ <0 ,

V >  <  C . « M '  ¥  dx f ’

d'où finalement

V Z) V p W  ( . £ « < , )  ) ’*

- c) La majoration de est analogue à celle de A^.

/JZ/Z /-Z+X

x ^ 1 |f(x)|( / y00"*’1 |g(y)| A**(x,y,z) dy) dx 
z/2 V z/2

Considérons en premier le cas où p est positif :

fZ+X z+x ^ ^

/ yd+1 |g(y)|^(x,y,z) dy 4 Nn a (g)C / y ^ * 1~ q A^p(x,y,z)dy) 
J z / 2 n,q V K / l

r f + 1 -  £̂ 1 _ 1 /  /"Z+X ftn V/P
^ C z _ <1 “ P N ( g ) W  y A  (x,y,z) dy )

n,q 'z/2

< C z“+2M -  ¥  Ì  N (g)
n,q

d'0Ù n-1 r3z/2

A . (z) ^  C Za+2P+1_ q N (g) / x<*+2f+1+ p jf (x)J ¿lx

4 n’q ¡2

/ C z0̂ 2^ 1“ 1 N (g) N (f)( Î X(a+2P+1+ f “ p )q dx ) ^
*  n,q n,p V '

/  C z2“+4P+4“n n (f) n , (g) . 
^  n,p n -, q

14.

n-1

<1

\l/4
fz/2

1 / q /
(2 )

N I 
n,p

d)
A4 (*) =

y /p

vi/q

z/2

P
>p+2-(ûd+2

n-1

C
+4(*+<2oL I—n +

1/q

-3z/2

n-1
2(i-+ 
c '



Soit maintenant ~1<(*<0

rz+x ^ n-1
ôt —

y**1 |g(y)| (x>y>z) dy ^ C z "<1 (xz)2^ 1 (m (g)(z+x) + 
s/2  1 A n ’4

M (g) ( N-x|))
n>4.

n_1 f3z/2
^(z) ^  C z°i+2P+1 J xa+2P+2|f(x)|(Mn ^(g)(z+*) + Mq ^(g)(|z-x|)) dx

•3*/2 

'z/2

K+2&+1- —  / f32/2 (0Î+2&+2- —  )q

^ C z  « x P ( M ^ g H l + x )  ♦

z 1 / q.
Mn,q^g^ l z"x lj)q d0

2«+4(*+4-n
< C z  N (f) N (g).

n,p n,q

Cela achève la preuve de la proposition 2.2*

2.3. Corollaire

n 3 n**1
Si p> -1, 06+ ̂  ̂  o t + 2 p - n + 3  + — — > 0,  ̂est une fonction

continue sur  ̂0, -f «• [.

En effet, si f et g sont des fonctions caractéristiques de compacts de] 0,+ «®[ 

il en est bien ainsi, car alors ka . est une combinaison linéaire finie de convolées
> r

de Hankel de fonctions de (]0,+*®[, t*1̂  dt) pour des m convenables* Le résultat 

vient de ce que les fonctions en escalier sont denses dans les espaces L^ et des 

majorations précédentes.

2.4. Corollaire

Si ^>-1 , ct+ cl+ 2f - n + 3 + •■ )0, la fonction tk^ ̂ (t) est

intégrable sur tout intervalle [0,zj .

Il suffit d'examiner 11intégrabilité de chacun des termes de la majoration obtenue, 

f * 2*+4 n+5
| n+ dt < 4- oo si 2û£+4|*-n+6 est strictement positif,

7 C

• • • /  • • •

N I 
n,p f)(

z/2

n-3 
' 2 ’



ce qui a lieu puisque 0 < ot+2p-n+3+ ~  < 0i+2p-n+3+ ^ •

Soit q̂  un nombre strictement inférieur à q, nombre que l'on choisira ulté­

rieurement ; soit.p^ l'exposant conjugué de q̂  . On sait que

I ( f f l  (g)(t))  ̂ dt ( + « car M^(g) est faiblement dans l ) .
1 \  n,q / n,q 6
"0

On a

h  x1 /î .j > 4M+5+i (H,,,(g)(t) )>/» d t < ( / |Mu , (g)(t)lV ^  dt)

1/ p,
( j  t(2K+^-»5+l)P) (U )

'0

Ceci est fini si l'on a choisi de façon que 2a+4(î-n+5+^+j- >0, ce qui est possible

2ct+4ft-n+5 + - + - >0 .
I q p '

On opère de même pour n+5+p Af^2^(f)(t) ^ »
\ n,p J

III. DERIVABILITE DE k„ „

2 2 2 01 P
Soit p(x,y,z) = (x + y - z ) A  (x,y,z)

Si (x,y)€  D(z) on a

'»K
TT-  (x'y,z) = 2z ( 2 PK<*+i,p-i(x,y,z) _<lcK«-i^  {x>y>z))

3 • 1 • Proposition

On suppose  ̂> 0, 0( + p ^ “"2T> * + n * 2 + q ^

La fonction  ̂est presque partout dérivable et sa dérivée est

2z ( 2 ? \ + i , i i - i ( z) -  ( z 0 -

n 1
De plus, si ct+2£>~n + 2 + ^ 0, ^ est continûment dérivable sur ] 0, + <*>[.

1 - .

• • • j • • •

K*

k*

■ KV

kot.

car

n ,q

iq/ q
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Il résulte de 2.2., 2.4. et des hypothèses que la fonction

Í^ ^(t) = 2t ^2(ika+1 ^'(t) - eik0(_1 p,^) es+ integrable sur [0,z] .

I 4  dt = I dt J j  xy f (x )g (y )  ( x , y , t )  dx dy
J0 M  0 D(t) *Z

On peut appliquer le théorème de Fubini :

rz  r » r in f(z ,x+y)  ^

I R(t) dt = I I xy f(x)g(y) ( I r^-(x,y,t) dt J dx dy
J0 *’P JJx*),y>,0 |x-y| *Z '

|x-y|<z

Puisque |i est strictement positif on a s

K« , ^ x ’y > x+y  ̂ = Ka,p ( x ,y ,  |x - y | )  = 0

doi-tC z

I ^  dt = I l  xy f  (x)g(y)  K . , (x ,y ,z )  dx dy = A z )
J0 >? D(z)

et la proposition résulte du théorème de Lebesgue sur la dérivation des intégrales.

3.2. Proposition

Siot<îil2 et ot+ 2 - n + - > 0 
“  2 —  q

les intégrales
/*+ 0o

m ^ ( z )  = I x“+1 (x+z)**^ f (x )g(x+z)  dx
*  J 0

m ^ i z )  = f  (y+z)"^1 y tt+1 f (y+z)g(y)  dy
Jo

m^(z) = y  x**1 (z-x)a+1 f(x)g(z-x) dx

existent pour presque tout z, la fonction k^ q (z ) est presque partout dérivable et 

sa dérivée est

-  2 Otz k (z) + 2ït( m i l ) (z) + m[2 ) (z)  -  (-1 f  m£3) ( z ) )  .

Preuve.

Sous ces hypothèses la fonction = ™ -j GS  ̂i^égrable

sur [01z ] et on a

• • » /  • * •

IK

I dt » 5 m
p( t

t) = -  2oct



i dt = | dt 1 1  *y f(x)g(y) (x,y,t) dx dy
0 ,0 •'O J J D( t ) *2

/-inf(z,x+y) ^

I xy f(x)g(y) f I — 22- (x,y,t) dt^ dx dy

¡x)0,  y>0 V |x - y l  '
|y-xKz

'D(z)
xy f (x)g(y) K .Q (x,y,z) dx dy - j j xy f(x)g(y) n(x,y,|x-yl)dxdy

D(z)
<K,0

Or

+ xy f(x)g(y) (k Q (x,y,x+y) - Q(x,y,|x-y|)) dx dy

x+y ̂ z

a  oc
Ka)0 x̂,y,lx_y |) = 2̂xy  ̂ » 0(x»y*x+y) = (-2xy)

On a donc

kct,0lz)  =J0 dt + 2

OC.

;D(z)

(xy)1+0if (x)g(y) dx dy + ( . - ( - . f )

'x>0,y>0

x+y 4 z

(xy)1+°f(x)g(y) dx dy

L'application du théorème de Fubini est légitiméepar le lemme suivant

3.3. Lemme

Si o£- n 4- 2 + - >0 et <*4 on a

20t-n+4

-'Jx>o,y>o
P reuve Ix—y 14 z

(xy) |f(x)||g(y)|dx dy 4 c z4”- ^(f) Nn ^(g) .

' 2z fz+x -2z ^

xa+1|f(x)|dx I y*+1 |g(y)|dy ^  N (f) N (g)( / x ^ +1_ T ^ qdx) 
0 J0 ,P ,q J0 '

3z

( I
(û i+h

y

n- i ,

dy

• • • / • • •

1 J .

'aK ,
A i
fcZ£»,

:t)

'0£,C
(t)

n-3
2

\l/q

1/P



1J,

< C z2at“n+4 N (f) N (g). 
^ n,p n,q

r+a>

- 2z

rx+z r+oo rx+z

xa+1 |f(x)|dx I ya+1 |g(jr)|dy | xM f f ( x ) j d x (  y11-1 |g(y)| q dy) 
Jx-z J2i Jx-z

1/q

fX+Z 

< /  '-'x-z

(ûl+1- 2 j l )p  dy y /p

1 r+co
p I 201+2- /  f X+Z , s>/4

“tf~ |f(x) |dx (  I y11- |g (y ) |q dy J
JX-Z

1 r +œ <*x+z y

<C Z5 Nn (f)( I x (20£+3-n )^ (  |  y11“ 1 |g(y)|* dyj dX )  
-'z -'x-z

1 r+ 0 0 /.y+z

^  Nn -p̂ f ̂ ( | yIl~1 I «(y) I ̂  ( I x(20t+3_n)^ dx) dy )
0 Jsup(z,y-z)

1/ÇL

<C z2fli+4-n n (f) N (g) 
n,p n,q

Ce qui achève la démonstration du lemme.

Reprenons la démonstration de la proposition 3*2#

On a

I Uy)0̂ 1 f(x)g(y) dxdy = ||
^x>0 -Uu>0
Oiy-x^z 0£v<z

u (u+v) f(u) g(u+v) dv

f+OO

dv / u**^(u+v)°^ f(u) g(u+v) dudv

de même

et

'+GD

(xy)a+1f(x) g(y) dxdy = j du I (u+v)a+1v*+1 f(u+v) g(v) dudv

y>0
0<x-y<z

(xy)0t+'*f(x) g(y) dxdy =
'x>0,y>0 
x+y^z

dv I ua+1 (m i )tt+1f (u) g(v-u) du

• • • / • • •

■ f
Jo ■'0

r
Jo

f
Jo

C zi

20t+3-n



Et l'on conclut en utilisant le théorème de Fubini et le théorème de Lebesgue relatif

à la dérivation des intégrales.

IV. DERIVABILITE DE h

4.1. Théorème

Lorsque q ̂  , la fonction h est V fois continûment dérivable sur

]0,+oo[, lorsque <1 < n ^ 2 V +  1 elle est presque partout v fois dérivable.

Le fait que h soit v fois dérivable équivaut à la dérivabilité de .

On a

hv_1 2 IZ  *n ,v_ l,fc  k? -1 -2 l .n -3  - v + 1 + l

0<U*y* 2

Le théorème résulte des propositions 3.1. et 3.2.

4 .2• Les estimations qui précèdent montrent que ce résultat est encore vrai pour les fonc-

tiens Y Z  f i lors<lue C i l  f l]|n  i
j>/0 3 3 j^O11 31111,1

est fini. 
n,q

(1) M. Gatesoupe Thèse,Orsay 1970.

(2) A. Zyraund Trigonometric series,Cambridge 1959*

¿ü.

, n-1

hv -



1. .MULTIPLICATEURS SUR CERTAINS GROUPES TOTALEMENT DISCONTINUS

Chapi t re  I I .

1.1. G et T désignent deux groupes abéliens localement compacts duaux ; ï désigne

2 2 
là transformation de Fourier de L (G) dans L (T).

Si E est un ensemble mesurable de T  et si f€L (G), on pose (X .3ff).
E Jb

<r -1
Si E a une mesure finie, on pose =J (X̂ ) , c’est une fonction continue.

1.2. Une classe de groupes totalement discontinus

A est un intervalle de 2 contenant 0; A’ = Afl(A - l).

G est un groupe abélien localement compact muni d'une suite strictement 

décroissante (Ĝ ) sous groupes ouverts compacts telle que

1° U  G = G , n G = j 0 }

nCÀ n ne A n

2° k(G) = sup (G : G ) < oo .
n*f i n

nEA»

G est totalement discontinu. On choisit sur G la mesure de Haar telle que 

m(G0) = 1 ; on pose, pour n£A , i^ =  ̂ pour n€ A' ,

k = (G 4 s G ) de sorte que l'on a i , = k i 
n n+1 n n+1 n n

T est le dual de G , l'orthogonal de G^ . Les sous groupes F^ sont

ouverts et compacts, l'indice de T dans T „ est k .
r * n n+1 n

On choisit sur T la mesure de Haar telle que miri) = 1 , alors mfT ) = i .
7 n n

Si x €"G et si x 0 x£G^ \ G^^ pour un n £ A ’ , on pose alors

I x | = i ; on pose |0 | =0. La fonction (x,y) •— * lx-y| est ime distance 
n 1

ultramétrique sur G définissant sa topologie.

On définit de même une distance sur F .

21.

= 3 " 1 (

n€. A

o-'(m<G
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1«3. Intégrales singulières

^ et ^ sont deux espaces de Hilbert séparables ; , 3Ê ) désigne
I f a  \  C t

l’espace de Banach des applications linéaires continues de dans 3^ .

Une application K : G ---est dite mesurable si, pour tout

(ĥ  , h^) € X 1&2 > l'application x«-->^K(x)h^, h ^ j est mesurable ; la convo-

lution K * f, où f est une fonction mesurable de G dans # , est definie lorsque

cela est possible au sens faible. On a le théorème suivant :

1.4. Théorème

Soit K une application mesurable de G dans (B( telle que K * f

soit défini pour un ensemble de fonctions, 5 , dense dans tous les espaces 

LP(G, t ^ )  , U p  <oo .

On suppose en outre que

1« Pour tout f €<§ , ||K * f || <  A ||f||

L¿(G, %2 ) N L¿(G, 7

| ||K(x-y) - K(x) || dx = A <
Jg° & 1

sup sup | n ||Mx-y; - mx/|[ ax = a., \ oo 
n € A y € G

n n

Alors, pour tout p £ ]l, oo[, il existe une constante Ap > 0 , telle que, 

pour tout f £ S , ¡K * f || ^  A ||f || , A ne dépend que
lp(g, y  N  p lp(g, n y ) p

de_ p, A2, A1 et k(G) .

De plus si p et p' sont conjugués A_ = A_, et A_ = ®((p-1 )  ̂) lorsque
P P P

p tend vers 1.

Ce théorème est la version pour les groupes totalement discontinus d'un 

théorème de Calderon et Zygmund (2 ), sa démonstration se trouve dans l'article

• • • J * •.

toutUne a

V

2 °

t)



de Rivière (10) •

une uuns uttn ue u e i ie  t^ue a = ^p—± ' ^

quand p tend vers 1 ou l’infini

Dans la suite, A désignera une constante telle que A = 0(p (p-l)"~ ) 
P P

1.5. Lemme

Soit (X ,d L , j x ) un espace mesuré p étant une mesure positive. Soit

2
(P̂ ) n>0 une famille de projecteurs de L (ym) deux à deux orthogonaux ; soit

2
H l'adhérence dans L (jx) de la somme de leurs images*

On suppose que, pour tout p £ ]1, oo [ , il existe C^>0 tel que pour tout 

f € L̂ fyi) O  on ait

(n  ipn fi2 )’/2|| 4 cP iif ii
“ >0  L »

Alors, pour tout P £ ]l » ® [ > pour tout f £ H  H , on a

<  v . ( n  k ' I 2)
y  n>0 ° L"(,d

' 1 1 1ou - + = 1 . 
—  p  p '

P f = (P f) vn ; il résulte de lforthogonalité des projecteurs P que la 
n n n

norme de P est 1.

•2 , *2 ,
Un calcul facile montre que si g = (g ) v n £ L (jt, £ )

n n^ ü *
on a

* r.f 2 / \
P g = 2__ P g , cette dernière serie convergeant dans L ( u.) .

n > 0  n n

L'hypothèse faite signifie que P se prolonge en une application linéaire 

continue de L̂ (jx) dans L̂ (̂ i, l ^ ) de norme inférieure à A^. Par conséquent

si g € h2 (ji, l 2 ) n  Lp(^ l 2 ) on a || P * g || <  A || g ||

L (p) L (y., l  )

• • /  * * »

¿ù .

fLP(

fi
LP<

¥A

2 2 2 
Soit en effet P l'application de L (ja) dans L (j*, l  ) définie par

,1/2

Ili I
L]
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Si f € H O  l?{jx) on a f = V  P f dans
n > 0  D

Prenons g = P f alors P*g = ^ P f = f d'où le résultat.
n>0 °

1.6. Définition

&0 (T) est lfensemble des parties E de T telles que

E = U U c .
m € A' 1̂ 3<.X(m) In,',

OU

1° 0 ̂  ̂ (m) et inf |n; pour tout m>n, ^(m) = oj. oo

2° C est une classe de T dans F „ 
m,j m m+1

3° Les classes C figurant effectivement dans la réunion sont deux à

deux disjointes.

Ces ensembles sont des ouverts relativement compacts, leur frontière a au 

plus un élément. La décomposition précédente dfun tel ensemble peut n'être pas 

unique lorsque inf À = - oo . Il est commode d'écrire

c . = g . + r , ? .c r Ai •m,o m,j m Am+1

1.7. On a K_ = J Z  X I  * C  ,• x r •- g  , .— r* / v m ^ m , 3  Or
m € A *  1 ^ j < A ( m )  ’ °  m

1.8. Lemme

Si E £ €• (I*) et n € À les relations y € G et x £  G entraînent—  o —  ------------   ̂ n —  r- n ---------

KgU-y) - KgU) = 0.

En effet chacun des termes de la décomposition 1.7. a cette propriété.

• » « / • « «

bermes

m).l2(

ra>j
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1.9. Lemme

Soit (E ) . une suite (éventuellement finie) d'éléments deux à deux--- n n ------------------ -------------------------------

disjoints de ¿0(r) . Alors, pour tout x ^ 0 de G, Y Z  !*£ (x)|2 < œ •
n > 0 n

S i  G est discret on a aussi ^  I (0) od .
n^O n

Soit en effet E = U U (e . + r  ) .
n me a * (®) n,m,J mn

Les E étant deux à deux disjoints on a nécessairement ^  ^ (m) / k 
n v * n ^ m

n // 0

pour tout m £ A1 • Soit x non nul dans G : x £  G \  G „ pour un m. £  A 1r 0 * m0 N m0+1 r 0

Kp (x0) = X I ZZ i 1  m ■; (x„)
n mCA' 10<]n(m) ’

m O o  n

d* où

m 2 <
n

et

Z Z  I V * . » ' 2
n^O n

z : z :
£ A' m £ A 1 

2
m1 < mQ nu <2 0

: i  z : z :
rru

1 2

4  z : m, nu nr m„ 
m1 m2 1 2  1 2

4 (
m<m(o

Si G est discret T est compact et ^  m(E ) ^  m(r) > donc
n^O D

i i i / •  t t

i i ) \(m )
in n i  n  ¿1 o

\  (m ) > (m ) 
n i  n ¿

i i 
mi m2

m€ A
Xm+1 i2 4

. 2i
m H
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Z Z  I ^  (°) ! O ^ )  » par suite ]>~I |K_, (0) |2 <  (m(r)Y 
n^O n n>0 n '

1.10. Proposition

Soit (Ej une suite d'éléments deux à deux disjoints de ^>(D.

2
On a, pour tout p £]l, oo £ , et pour tout f £  L (G) ,

^ 5  ^ EJ   ̂ Il I>P(G) ^  Ap U^i L,P(G) *

D'après le lemme précédent,pour presque tout x dans G, [ L  (x) ]

n

2 2 
appartient à l . Prenons 3¿̂ = C , %  ̂ = l  K(x) = (x)^ définit

n
une application mesurable de G dans •

Si f € L2(G) , K * f = ( fE )n>0 et l’on a
n

n>0

M il2 ,  A ■  ZZ 1̂E II2 2, - H  I |î(i)|2di<Iîf =||,
L (G, ¿) n>0 n L (G) a^O JE L (f) U

D'autre part y € G et x £  G entraîne K(x-y) - K(x) = 0  et 
n n

l'on conclut en appliquant le théorème 1,4.

1.11. Corollaire

Soit (E ) v_ une suite d'éléments deux à deux disjoints de
—  n n>ü ---------------------------------- ---------

t a ( D telle que m^T^U E ) = 0.
n>0 n

Alors, pour tout psjlj0o£ , pour tout f £ L2(G) , on a

*p II* Il <]|(ZZ |fE I2 )'/2|| < A l|f ||
P L (G) n>0 n LP(G) P LP(G)

*••/••<

n>0

1/2.,
I2)

* > .
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Cela résulte de 1.5 et 1.10 ; en effet les projecteurs f -* f de&
n

2 2 
L (G) sont mutuellement orthogonaux et la somme de leurs images engendre L (G).

1*12. Définition

f>(£) désigne lfensemble des translatés des éléments de 5^(D*

Les éléments E de &(f) sont ceux qui se décomposent ainsi

E = U U c .
m£A' K K t y n )  m,:S

où 1° 0 et inf jn ; pour tout m^n , X®) = o| < oo

2° C est une classe modulo T et. pour tout mô £ À 1 ,
m,j m

U U C est contenu dans une classe modulo V . •

«Ci -  1««») m>;) -•+’
m< m 0

3° les classes C . qui figurent effectivement dans la décomposition
m » 3

sont deux à deux disjointes.

1.13. Lemme

Soit E e t ( V ) .

ü  IVx>l < 2Vi , si G est discret |K̂ ,(0) | ^  m(r).

I l  s ' a g i t  d 'u n  ca s  p a r t i c u l i e r  du lemme 1 .9 »

k
m

>(m)

G
n Gn+1

x €
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1.14. Théorème

Pour tout p€ll,oo[ , pour toute suite (E , f ) . de t(r) X L^(G) 
1,1— ..... u -------------—  n n nJO —

on a

i :  i * . » s  12 )’ /2ll < *P l l ( l l  K 1 2 )’ /2 II •
n>° “ L»(B) * *  LP(G)

On a E = E f + £ , E'€£A(D . Le lemme 1.13. assure que pour 
n n n 7 n 0

2
presque tout x de G il y a un seul opérateur continu, K(x) , de l

tel que K(x)(e ) = K_.(x) e où (e ) vr. désigne la base orthonormale cano- 
n h ' n n n^U

, j 2 n 
nique de -c •

Lfapplication x —» K(x) est manifestement mesurable et, d'après le 

lemme 1.8., si x é  Gffi on a K(x-y) - K(x) = 0.

D'autre part, si g = (gQ) €  L2(G, i 2 ) on a K * g(x) = * «n(x))n>0
n

et aussi ||K*g||2 = XI ||^, * Sn \ f  < XÜ||gQ||2 - ||g ||2
l2(g , -e2) *>° “ L2(G) l2(g ) l2(g/]

On peut donc appliquer le théorème 1.4.

ç  K. ♦ «J2 f il < Æ  W2)’1 .
“»° “ LP(G) °>0 LP(G)

Et l'on obtient le résultat en prenant g = £ • f , en effet
°n n n

ke .
n

y€ G
m

e t

n>0

S
n

f
n
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1.15. Ordres sur T

f V

On considère le sous groupe T de n . , (2 / k 2) constitué des suitese r n£A' n

rss

dont au plus un nombre fini de termes d'indices positifs sont nuls ; soit T
n

le sous groupe de T constitué des suites (<*̂ ) telles que , pour tout

m>n . o) = 0 ; on munit T de la distance associée à la suite (T ) 4 , 
m n n£À

T est ouvert compact . 
n

Identifions 2 / k^ Z à l'ensemble ordonné |0,1, ..., k̂ -1J ,

considérons sur T l'ordre dont la restriction a chaque 1^ est l'ordre lexico- 

graphique. Soit 4>(r) l'ensemble des isométries de T sur T . Soit (9(T) 

l'ensemble des ordres sur T obtenus à partir de l'ordre de T par transport 

sur F au moyen des éléments de Î>(T).

1?16. Proposition

Pour tout S €. û (r ) et pour tout ï€ . T l1 ensemble j £ e T ; 

appartient à

D'après la caractérisation des éléments de 6 donnée en 1.12. toute isométrie 

de T sur T transporte ê (T) sur £(F) ; il suffit donc de remarquer que 

la proposition est vraie pour l'ordre de F  .

Soit h l'application de T dans définie ainsi s =

l'application h est croissante.

~ T \  , Wn Xn 
n e A 1

1.17. Théorème

Soit ("X ) ^ une suite croissante lacunaire à la Hadamard de nombres >0 
---  n n€lZ .— -------------------------------------------------

• • • / •..

n£A'

tftít

m

{un])
hE



Soit y£<Î>(r), notons Er = (h ® «f )'1 ( ^  [ ) , E_ ̂  = (h • V )~1 ()01) .

2
Alors, pour tout P^]1> œ [, pour tout f£JL» (G) , on a

c-;m  <n(zz k n ’V ^ i ' U ,
^ L (G) -œ<n <00 n L (G) L^(G)

où c ( a p4(p_i)-2 .
—  p N

Ce théorème est vrai dans le cas où la suite (*X ) ^ ̂  e s ^ 1111 prolongement

à 1 d'une sous-suite de la suite (i ) » ; en effet, les ensembles
n n£A

ÎE - (h • u ^ (0)i satisfont alors les hypothèses de la proposition 1.11.
( n 1 ) -œ <n < œ

En vertu de 1.5. il suffit de démontrer l'inégalité de droite.

Supposons que ^  ̂ ^  soit K = [Log k / Log .

Prolongeons si besoin est la suite (i ) _ . à 2 en une suite encore notée i 
6 n n€A n

telle que 2 < i / i^ < k  • Chaque intervalle [ in, £ contient au plus

K

K intervalles T \ , "X , T 5 il existe donc une partition de 2 : Z = U  A .
I m’ m+1 L r Q j

telle que

1° si n £ A rt l'intervalle 1 \ „ F contient au moins un i f
0 -» n n+1 L m 1

2° si K>0 et si m et n sont deux éléments distincts d'un même A.

les deux intervalles [^m> [^n* \i+1 [ son  ̂contenus dans deux

intervalles T i t * i , - T et fi , , i ., „ f distincts.
L m1 9 m'+1 l L n' n'+1 L

Si x E R+ , notons S f = f •
X (h.vp)“ ( [0, x [)

*
Posons f^ = ^(hay)*\[i i [) 9 en ver"tu remarque du début

L n n+1

50.

• • • / • • •

"n+1 '

V i n

(Kj<ÍK)

m+1
et

de la ]



n€Z n LP(G) P LP(G)

Soit j € |1 ,2,. • *,K| ; si n£ Â. , ^(n) est l'entier tel que

[ V  V i t  C [ ‘ «(n) ’ M n )+ lt  • °” a al0IS

f = s (f ) - s (f ) - (a (f ) - s (f ) )
n xn+1 o(n) ' *n «"(n) 1

-  \ + )  '  \ « m )

*<iz u, i2 f  < (iE is (t;w)i2 f  ♦ ( ç  k f;w
ne A. n n€A. n+1 n£A. n

J 3 J

donc,en vertu de 1.14. et 1.16.

¥ J \l2)’/2|W> ^2ipii(i ;4.|,:w|2),/2|U(i><24>l|f
J 3

Etudions maintenant le cas où j = 0

Si n£A0 , tf(n) et t(n) sont les deux entiers tels que 

M n )  < \  <:Lo-(n)+1 » S i n î ^ V l  <;Lt(n)+1 * °n a

f_ = S (f) - S (f) + ( S (f) - S (f))- (s (f) 
n V l  \(n) V 1T(n) V(n) J

et l'on opère comme précédemment . On obtient

1/2

ICC M 2 I2 ) IL < 3ip»f "p(Gl •n£ A0 n -œ ' L*(G) * 1/(G)

En définitive

||( SI I »! I2 j /2 II « (a + 3) 42 1 f [ .
-a>£n<œ n I* (G) L (G)

¿ i .

I» ',’/2

II p
L (G)

S. (fj¡
\r(n)

nous avons
s1/2

J*lA2i * f

n ) '
/ * 
(f *

1/2



3 2.

Cet énoncé généralise un théorème de Paley (g). Lé cas où se trouve

dans (9 ).

1,18. Lemme

Soient (m. ) . .  ̂ x ^ suites de fonctions de L°° (D 
---- 3>n n>0 -----------------------

telles que

1° pour chaque 3, m. ^ converge vers m_. pour la topologie ^(L00, L1

2° pour un p€]l, co[ , il existe B>0 tel que pour tout n et pour toutes

2
fonctions f . € L (G) , j = 1,2,.../X on ait

J

K Z r r ' i » .  ï f . ) p ) , / 2 fl <  b ||(2 I  | f . | 2 )1/2 „
W  J’n 1 J LP(G) ^  ' ' ’lP(G) •3

Alors, dans les mêmes conditions

O s - V io l2 )1/2|i < b||(2Z it.i2 V/2 II
U '  > 1 ' 11 LP(<!) ^  -1 ‘ LP(G)

Cfest une version vectorielle dfun lemme de De Leeuw (6 )

Soient 11̂  et 3 deux espaces de Hilbert séparables, une condition nécessaire 

et suffisante pour que m : T — » B (^ , Jt̂ ) soit un multiplicateur de

3^LP(G, ^  dans 3F̂ ĵ (G, est que, pour toute f C L ^ H  L^(G, ) et pour

toute g£ LP O  L^(G, % ) (1 + lf = 1) on ait s
2 P p

J <«(■>). t(ï), 'g(ï> > %  dï ] < B ||f || [g j
J r « 2 L (G, ) " LP (G, % 2 )

La démonstration est identique k celle du cas des multiplicateurs scalaires.

■x
Ici nous prenons =: 3t = C et m (x) = (m. (x)\ . . _ ^

1 2  n j,n j—1 ,2 ,«».,^

L*hypothèse 2° implique

• • • ! • • •

i
n

i X
n

1/2

j / 2 .

1/2

, \
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1^ J "'j,n(ï) V”1 Î 1’1 d* U Bllf Hp, v lU l , .  »
3=1 *T 3’ j j LP(G, C ) LP (G, C )

pour toutes fonctions f.€L^O L^(G) et g,£ H  L^(G).
3 3

L’hypothèse 1° permet de passer à la limite dans l'intégrale, en effet 

A A 1
f g e l (D.
J J

Ce lemme est valable pour tout groupe G abélien localement compact.

1.19. Théorème

Soit { \ ) _ _ une suite croissante lacunaire à la Hadamard de réels 
---  n ne Z -------------------------------------- -----------

supérieurs à 0.

Soit m une fonction de R+ dans C telle que

1° Il “ H«,

2° la variation de m sur chaque intervalle [^n> "̂n+i C es  ̂ma30rée Par M* 

Alors pour tout ^£$(1’) , pour tout p £ Jl, 2j , m«h* f est un multiplicateur 

de S^L^G)) .

La démonstration est très proche de celle du théorème de Marcinkiewicz relatif 

aux multiplicateurs de #^L^(T)^ (11, p.232 ).

Etudions le cas où F  n'est ni discret ni compact, les autres cas s'en déduisant 

facilement.

La mesure image par ho y de la mesure de Haar de T est la mesure de Lebesgue de R . 

Introduisons les notations suivantes : soit ^ une section de h o çj>

E„ = * ([ v  \ +, [> - V fE ■ V f ) - W [ )
n

= £_1 (m . h.f . XE . ̂(f)) . 
n

• • • /  • • •

A1
n
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On a St(f)(x) = J x) fo^t) dr
fo,t[

(x) = f .(r) ( f i x) , *)  'f'.V'U) dr
> Pu» \^i[l>n» V i t

Intégrant par parties, nous obtenons

M  = S\ ^  m(\+1 "  ̂ ~ f  Sr W  dm(T)
n+1 ”  n+' J t \  ,X I  1

i*r n+1«-

d'où, par application de l'inégalité de Schvarz et utilisation des hypothèses 

faites sur m

|A; (*) |2 <  2 « ( m |s (A ) <*) |2 + (  |s (A )  (x) |2 |dm(t)|)

v  J t V  V . L

Ç  j a ;  ( x ) | 2 k  » f e r *  IS  <An> W |2 *  f  J«t  < V  u > | W ) )
n e  æ \nE /  n+l Iî a  . a  j  /

y L n n+lL

Si la mesure dm est atomique on a, par application de 1.14

< <aH,1/a Ap C“ + /p, , > ,rld”U>,) f  H
I V  V i t  7  "lP(g)

d'où

K S ^ f l U ,  <  - " s K S ^ .

et l'on conclut par application de 1.17.

Dans le cas où la mesure dm n'est pas atomique, on approche m au sens

<r(Lœ (R+) , L1(R+)) par une suite m. de fonctions de R+ dans C de façon que
3

chaque m. vérifie les hypothèses 1° et 2° quitte à remplacer M par 2M et
3

de façon que les mesures dm. soient atomiques. Alors les fonctions m.*h •</> sont
3 3

des multiplicateurs uniformément bornés de GTL̂ (G) convergeant vers m © h o ^  au 

sens <T (l®(D , l1(D) ce qui prouve que m *h*y> est un multiplicateur 

(Lemme 1.18.) .

(V<t)

A 'n

A f
n < \ >

' n e  z
A 'n

n+1

I2
1/2 1 /2

)
E Z

.I2K
G)'l*.



2 „APPLICATIONS A CERTAINS GROUPES COMPACTS

Soient G et G deux groupes abéliens localement compacts et j un homomor-
1 2

/\
phisme continu de G dans G ; j désigne 1’homomorphisme dual de j ;

I fa
V

si ^GM(G^) j(/0 désigne la mesure image de jx par j . On sait que dans 

ces conditions \ 4  - r • i ■

Lerrime

Soit H un sous groupe fermé du groupe localement compact abélien G te 1 

que G / H soit compact ; on note ît la surjection canonique de G sur G / H

*
et l'on suppose qu’il existe une section borélienne s de n ; on note s

l 'application de dans définie par S (<*) (x) = ot̂ x - s • n (x)y . Alors

1° Pour tout n entier > 1 , pour toute application l|T de Cn dans C

, *n *
on a y  9 s = s « 11T •

* . .
2° Si oí. est mesurable s (oc) l'est aussi . Si de plus on choisit les mesure

de Haar m^, ^aÇ°n compatible on a, pour tout p>0 f

* i/p
l l s  ( o ¿ ) l l  .  =  Í m r / H  ( G / H )  )  1 1 * 1 1  t í
Il LP(G) ' ' ' L (H)

Preuve

1° est évident modulo l’abus de notations suivant :

H n H
désigne aussi l'application de (C ) dans C définie par

J  b *

2 .2 .

<V
2° f

G
( x ) ( P* dx =

/ , K(x *>:
| p dx

V

*1 1 7 II

- S « TÍ

•  •  •  /  *  •  «

*
S oO

1¿ ,

D11

m(
i/n

Y

tOÍ* n



s (ct)(x)|P dx = J  dmG/H (u) J "  |cĉ x+h-s«w(x+h))|P dm^h)

où u = ir(x). Remarquons que 'ît(h) = 0  et que x - s*ir (x) £ Hf 

donc j  |s*(oO(x)|P dx = (G/H) j  |et(h) Jp dh .

3. Lemme

Les hypothèses sont celles du lemme précédent ; i désigne l'injection

canonique de H dans G . Pour toute mesure jxG M(H) , pour toute fonction ce

*/  * / v /continue bornée sur H on a : s (ûU^p) = s (cl) i(^) .

En effet s

s (<*) * i(jO(x) = J* olÇx - t - s0^(x-t)j d^(t) = &*JA^X - s#ic (x))

4. G et F sont deux groupes duaux satisfaisant les hypothèses 1.2 ; T est compact, 

cfest à dire À = - IN .On considère un groupe abélien discret dénombrable T  

(sans rapport avec le groupe du même nom déjà considéré) plongé de façon dense dans

/V I

r ; on note i l'injection de F dans T et j lfinjection d'image dense, 

duale de i , de G dans G dual de G

/ V  'V

Soit G^ = j(^n) • ^ es‘k compact métrisable. On suppose que pour chaque n ^ O

il existe une section borélienne <T̂ de la surjection canonique de G/G^ sur

(G/G ) / (G „/G ) de sorte que, posant sA= identité de G et s = s © <r 
n n-r n 0 n-1 n n

pour n <0 , le diamètre de sn^/^n) tende vers 0 lorsque n tend vers -oo .

s est une section borélienne de la surjection TC : G — > G/G 
n n n

Soit 31 (G) l'ensemble des fonctions de G dans C à support dans G ; 
n n

<v

on identifiera une fonction à support dans G a une fonction définie sur G .
n n

5 6 .

G G/H

'G/H
'G Je
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Dans ces conditions, l’ensemble de fonctions U  sn es  ̂dense dan
nCO

p ^
tous les espaces L (G) , p £ [1 , 00 [ .

On suppose, en outre, que le fait suivant est vrai :

s î m < n s
»(* ,

2.5. Définitions

t 0 ( T)  = |i_1(E) ; E e ^ ) |

6(F) = |i-1(E) ; E e É ( D |

&(T) = | r 1(Ë) ; E £ d ( D | U 6 ( f )

2.6. Proposition

/v

Pour tout p G 11 , ooT » pour toute suite (f , E ) v  ̂ de 
---------   ̂ J 7 L t---------------- n n n > 0

L2(C) X « n  » a  | |(H  |fn • % |2)1/2 II < \  J E  |f„|2 f II P J
nsO n L (G) r n^O L (G)

Il suffit de démontrer ce résultat pour une suite finie avec une constante 

indépendante du nombre de termes. D ’après le lemme 1.18. il suffit de considérer

r > j

le cas où E = i (E ) . E étant la réunion finie de classes de sous groupes 
n n n

de f .

Soit donc N le nombre de termes de la suite et Txe le plus petit sous groupeM

apparaissant dans la décomposition des E . Le support de est dans G^
n

■X" ■X’
Soit f E U s ( X  {G) \ , pour un m f  = s (od ) , <* £  3C (G)

n m ml m / ’ r  N n m n n m

D'après 2.1. et 2.3. nous avons £ * Kg' = s^ (K^ * )
n n

:g))( V

(G) 3m <=>)K I
k m

J/2



3 ;

D ’a p r è s
N 1/2 „ / N l/2\

=■2. (SZ K». % I2 ) -  (21  |S  , .„|2 ) )
n=1 n \ n=1 n /

IKZZ U„ * 1% |2 ) ’ /2 II -  (T / f  - nl2 )’ /2
n=l n Ij (G) ' m n=1 n'(G) X U/Um “ ' xn=Î ' "n LP(G)

o r ,  en v e r t u  de 1.14.

4  O J/2 H „ 0/2

-r |kbn=1 n

n N o J / 2  h n N 1 / 2  |,
( z :  |k_ * « i )  <  a ( n  i« i2 )  il

IIV ^ - I t  ni I l Lp(6) ^ P " ^ 1 ” ' '  LP((!)

e t  l f on conclut par une nouvelle application du lemme 2.2.

2 . 7 . C o r o l l a i r e

Çn rs/
L’énoncé précédent est vrai en remplaçant 6 (F) par .

En e f f e t  on obtient les éléments de ê (D en ajoutant au plus un point a ceux de 

^  1/2  1/2 
6 (D . On utilise aussi l'inégalité Ç> , l f  (f )j2 \  $ A f(V | f  |2 ) Ü ~ J

n>0 p n^.0 *LP(G )

2 . 8 . P r o p o s i t i o n

2 ***
S i  f€L (G) posons f^ = fp pour n^O

r 2 ^
On a, pour tout p€j1, gd L> pour tout f£L (G)

l(S.|t”'2 ),/2 w, < •

S o i t  fE U s^ (H (G)̂  , pour tout m < m 0 , f = s {oc) où ce G 36 (G) 
m«0 \ m /

S o i t  u la mesure sur G dont la transformée de Fourier est Xr \ r ,
/ n An N An-1

v /
so n  support est G^ ; f ^  = f  * î Pa r  conséquent^ si n>m^

*
f = s (oc* jül ) en vertu de 2.3.

n m r n
•••/•••

, i/p i
0 / 2/sj

(G/G

i rs'
(G)V

f
1/2

^n-1

/n



, 3 9.
,1/2 y 2

(zz uj2 )’ 2 - -:c(s= i-^ j* ) )d1 où ____  .
m<n<0 U ’ v m<n«0

et l’on conclut en utilisant 1.10. , 2.2. et le lemme de Fatou.

2.9. Corollaire

Avec les notations précédentes, pour tout f€L^(G) te lie que f(0) = 0,

“  \ ’ l l ' l l p„  < ll(H  |f„l2 ) /2 l , ~  < Apllf llp,~,
p L (G) n S O  ”  L (G) P LP(G) .

Cela résulte de 2.8 et 1.5.

R. Spector mfa communiqué une démonstration du fait suivant : ) ] + \ F* es^
^ n<X) n n-1

un multiplicateur de JK(L̂ (G)) pour tout p €] 1,oo Cela résulte aussi des

théorèmes très généraux de N. Lohoué (7) relatifs au transport des multiplicateurs. De là, 

en utilisant, la technique des fonctions de Rademacher on pourrait déduire les propositions 

2.6 et 2.8. On a préféré une démonstration élémentaire qui fournit une meilleure évalua­

tion des constantes.

(V  rs*

2.10. Soit 0(r) les ordres de Û(r) transportés sur T au moyen de i . Il résulte 

de 1.16. que pour tout e€<9(r) , pour tout , les ensembles

€ P ; { é ï] et ï} appartiennent à (r)

2.11. Théorème

Soit (X )  ̂ une suite croissante lacunaire a la Hadamard de réels supé- 
--- n n<0 ----------------------- ---------------------------------

rieurs à 0 telle que \  = 1

Considérons une partition de]0,l] ou ]o, 1 f par des ensembles de la forme ~|*\̂ , \ [

™ IV W  [V Vit ™ I>n’ Vil *

Soit ^£4>(lj , soient les images réciproques par h o ^ i  de ces

ensembles, E ^ = (h«yei)  ̂ ({O}) et éventuellement Ê  = (h*</>*i)  ̂ ({l}) •

Alors, pour tout p€:]1,oo[ il existe Cp > 0 tel que pour toute fonction 

f<= L2(G) on ait

Compte tenu de 2.7. et 2.9. ceci se démontre de la même façon que 1.17.

I t * 'et £

g r

j P ( G )
°P 1

fc-1
X) f II

P̂(G) - 00«!Sn*1

1/2

fïï
n ’(G)LP

I2 <

E
n

ou



2.12. Théorème

Soit (Ê ) n une partition de T telle que pour un p€]l,oo£ il

' 2 ~
existe B et C > 0 tels que, pour tout f€L (G) ,

B-1 H f | « IICSZII2 ),/2 ||p_ < c|f ||
L (G) n^O n LP(G) LP(G)

Soit m une fonction de T dans C telle que 

1° llm llœ  < M

2° pour tout n>0 il existe l  £  0(0 tel que la variation de m
n

relativement à £n | g soit majorée par M
n

Alors m est un multiplicateur de TL^(G) dont la norme est majorée par 2MBC A^

Preuve . A(G) étant dense dans L^(G) il suffit de montrer que, pour tout f£ A(G) ,

||3-1(m. if) Il <  2 M B C A II f II

' V ( G )  N Pl' LP(G)

Posons A = f , A! = 3T  ̂(m. A ) ; k cause de l'hypothèse faite sur 
n E n n

n

les E il suffit de montrer que 
n

n>U

Il suffit de faire la démonstration dans le cas où m est à valeurs réelles.

Si t€<9(F) et f  posons

sE . (f) = J Z  f (r) Ç » E = s£ E (f> - *U) • t, .

On a A' = H  »(*) ïU) \  • 
n Ç€E

n

Pour alléger les notations la relation d'ordre £ sera notée 4 •

4 .) •

-O

i 1
n i2

J / 2

L1
/ V

G)
c 2 M

M n>0
i2

i / 2

jP ( G )

( f )  =SM



Soiti t  >0 , i l  existe pour chaque n une partie fin ie F de E te lle  
V n n

n  ?k > < ,  2 - r '
Ç€E \F  n n

On a manifestement |( A * -  )  I m(Ç) î  (Ç) % || ^  <T 1\ M 2

Soit F = | f L  j • • • » j ) ^  ^ ^ ^n I l,n  ^ ,n  \  ,n ' 1 ,n 2,n >. ,n

Posons s[n>) = ^ 2  f(Ç ) Ç , s = s - (A )
J 1 ^ j  k 'n k ’n 3’n £’ \ j ,n n

si j> 1  sin) = s0>n = 0

Alors

zz .(ç)î«)î = iz (»l“1 - .‘:J ) » <?, „>
ÇéF j=1 V 3 2 W  J’

Mais ||sw  -  s n; -  (s. - s .  . ) Il ^  2 2  l f K>|
)"1 J>n 3-1 ,n  T 00 fa}  ^  « r T

, ( n )  g ( n )

• V .  - i - r o  -

çéen
d'où

il A * “ ^ (s. -  s . ) m ) Il ^  2 M i 2“n
11 n 3»n 3“ 1 »n 3»n L°°(G)

\  -1n
et 11 A1 -  >> s. ) -  m( Ç -  s r o f a - v  1̂1 C ^

11 n p f 4 3 , n  V VS3 , n '  V l / /  * n »n ^ V n '  V f ë )

En définitive, pour tout  ̂>0 , on peut écrire :

A; - I I  *«> .tii <v +Yb

où 1
2 1  1 «£(?) | <  2M »t | II „ ^  2 M ,2 - “-  .
<€F L (G)

n

Alors, l'inégalité  de Schvais donne

| A ; | 2 <  ( n  I ‘ « ) h « x 2 - ) t e  | % , Ç ( K « ) I ' / 2  M l 2  +  M ’ 2 ' n )

$ * Fn n

4 1 .

'(2
-n

•  •  « /

que
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et

I Z | i i I 2 <  <2 “  * “ ' > ( : £  £  | » t l i ( l « < 5 ) | , / 2 ^ ) | 2  ♦  - i ) ,

n 9

( g n p ) ' "  < u. . ) ' " ( c g 5 ( . „ . ( » " ' V f  • « ■ " ) .
n

Dfoù,en vertu de 2.6.

I(£W! ! „ ,  < f i l , ,* •« /)
n

df où

iif5 3 iA' i2 )1/2 ii < 2M ¡(21 \l i2 y72 ii
' w  nl '  LP(G) IVé o lnl ' W )

2,13. Exemples

1° Soient F1 9 f*1 àes groupes vérifiant les hypothèses 2.4. ; alors

^ j ^ 2 1 2
1* *1 et r X P  satisfont aussi ces hvoothèses : on Deut prendre dans

il r 1 et iir1 satisfont aussi ces hypothèses à condition que 

i€I

sup kiT1) <oo ; on prend la suite de sous groupes suivants 
i€I

n r >  , r  x  n r j  , r  x P  x  n  P  , f ^ x f - 2 ,  x  ,n2 P  , 
j>l j>2 -  -  0 

r ' ,  x r 2, x  n n  , r ’ x r 2 x r 3 x  n  n  , r \ x r 2 « r 3 , x  n  n
j >2 ^  " j>3 " 3 J

t••/•••

.1/2 i
1/ 2 /

(2M -i Mij, il««
n>0 F

n
K

1/2 vl/ 21/ 2 / /•«..1/ 21/2

2

f 1 x f la suite de sous groupes :

r 1 x f 2 r*, xr2 r r 1 x r 2 
1 -2  Xl -1

r 1 x r 2 
1 -2  A -2

etc

etc,

i2)

1
-1

2



2° Si D = .11 (2 / n Z) , D est un sous groupe dense de D et les 
n 1 n r n

hypothèses 2.4. sont satisfaites.

3° Soit A a un groupe d’entiers a-adique ^la définition de se trouve

dans (4, pJ  ̂ tel que sup an+  ̂ / a^ < a> . Z est un sous groupe dense 

de ; les hypothèses 2.4. sont satisfaites.

43.
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3„. CONVERGENCE PONCTUELLE

. Lemme

Soit 3* une famille de classes de fonctions mesurables supérieures ou égales 

à 0 sur 1!espace mesuré (X, <2,yO , yu^O définie*

Soit T0 une partie de ST telle que tout élément de Î  soit approchable en 

mesure par une suite df éléments de Îfft . Alors ess sup f = es s sup f

f € y f e J0

Par extraction de sous suites presque partout convergentes et appliquant le 

théorème d'Egoroff on voit que tout élément de $  est approchable presque unifor­

mément par des éléments de S0 , cfest à dire Vf€ 3P , V£>0 , 3 A G CL 9 j * ( A ) < t  

VTJ>0 , 3 g E Ï 0 , |f - g|<^ hors de A.

Soit F = ess sup f ; on sait que F = sup f 
f £ f n̂ 1 n

Soit *>0 , il existe des ensembles A £ <2 tels que ju(A ) t , 2 n et
n / n

tels que pour tout t [> 0 il existe g^£ tels que |f - g^ | < \\ hors de A^

Donc sup f ¿T V + sup g pour tout v hors de l’ensemble Ua dont la
Ji n vi n nn̂ 1 n>1

mesure est inférieure ou égale à £ . On en déduit que F ^ess sup f presque
f € * 0

partout.

Soient G et F des groupes vérifiant les hypothèses 1.2. Il résulte des 

articles de Billard (1) et Hunt (5) que le théorème de Carleson est vrai pour 

G compact.

4 4 .

3.1,
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3.2. Théorème

Si G est compact il existe C>0 ne dépendant que de k(G) tel que 

pour tout t £  6(D , pour toute f € L (G) >

|se,Ç <f)|> M) < cv2lf f l2
L (G)

J.3. Corollaire

Le théorème précédent est valable pour tout groupe vérifiant les hypothèses 1.2. 

2
L'espace L faible étant complet, il suffit de démontrer le résultat pour les

fonctions à support compact.

2
Soit f€L (G) dont le support est dans G , sa transformée de Fourier

no
est constante sur les classes de F

no

Soit 6€<9(F) , t induit un ordre £ de 0 ( r / T  ) •
n n

Posons ŝ  = s  ̂  ̂ =* S£ Ç s* ^  ̂ ^ n * a propriété suivante

s|n  ̂ (f) est, lorsque n ̂ nQ , une somme partielle de f pour l'ordre l et

2
toute somme ŝ  f est approchable dans L (G) (donc en mesure) par de telles 

sommes lorsque n tend vers - œ .

Appliquons le théorème 3.2. à, G^ f

m ( sup |s(n) (f)|>*x) < m  (G ) C V 2 || f \ \ \  = C T ‘|| f „ „

M « r / r  5 nn

et l'on conclut par application du lemme 3.1

— 2 if „  , | 2

u  r / r  ' * '  '  n " l 2 (g ) l 2 (g)
n n

Soient G , r » G , r des groupes vérifiant les hypothèses 2.4.

3*4. Proposition

<v
L'énoncé précédent est valable pour G .

• *«/*»!

m [sup ,-2 2

On las(n)
s*i



Il suffit de considérer f £ U
m40

^ /s#
Soit fc£(9(f) ; les ensembles ; ÇiÇ et Ç| sont des réunions de

classes de groupes T • En vertu du lemme 3.1. il suffit de considérer parmi
n

ces ensembles ceux qui sont réunions finies de telles classes .

*>é

Soit 11̂ (n 4 O) l'ensemble des 5 et qui sont réunions

de classes de sous groupes T avec m>n . Il suffit de démontrer que
m

\iemme ¿ .¿ . )

et d*après le même lemme sup j f | = s^ (sup |ct* |

EG U m
n

or

mG 0 Sm = mgVG ^®m^ Card' m
o o

d'après 3.3. card (sup lot* K_, |>\) ^  C ^ ||«t|| _
T  ' " L (G)

et l'on termine en utilisant 2.2.

Proposition

Supposons que l'on ait dans T une suite (Ê ) ^ croissante de parties

/ v

finies dont la réunion est P  telles qu'il existe A >0 tel que pour tout

f£L2(G) ”g-(»up|fE |>\) <  A TT2|| f ||2
n L (G)

Alors il existe des bons ordres sur P tels SHi

46.

f  •
“S' sur,

2er ] - U
< B r  II

3.5.

»>)(x
\ m

s
m

;€

U S
iV

ï c r

sup j

I* |> \  )l > V1 <*>

(G)h2(
*)

Si , E = i  ̂ (F) où Kp a son support dans G^ .

Pour tout f = s (ot) , OtQ 3i (G) , alors f„ = s («* IL,)
ü m m r» m r

m(  SUP l f E l > X )  <  C r 2 Hf  II 2 , \ 
E € U 7 L (G)

n

u
n

E €



Par suite les sommes partielles suivant cet ordre de la série de Fourier 

d'une fonction de L̂ (Cf) convergent presque partout.

On se donne une suite ( 6̂ ) ^ d’éléments de 0(D . Construisons sur F  

un ordre (̂ ) de la façon suivante

1° Si *€ E et Çé E £<Ç 
n n

2° Si l et Ç appartiennent à E . \E *=£ £ £ Ç •
7 n+1 x n 7 n

/N/
Cet ordre est un bon ordre sur F .

S0it f»+1 = fE A ï  • f. = fE„ '
n+1 n 0

V f)= '«;?<»

S1 En \ En-1 ,on a SÇ ^  = S£ + fE »
n n

alors sup̂  |s (f) | ^  sup sup | s£  ̂(fR)| + sup |fg |

n Ç  n* n n

D ’après 3.4,

" (SÏP K ,( M  > ') < C r2|lf» f 2«, -
X n ’ L (G)

d'où

m(sup sup |st Ç (fn)|>*) <  C r ^ | | f n |2 = C V 2 ||f||2
n Ç n L ((i) L(u

et
.-2 i, ,|2

m (  sup^ |s (f) \ y \ )  <  4 (A + C) 'X || f | ^ 
* J L (G)

Exemple

Prenons F = % F = À x *Ai.
> a b

Fefferman (3) a montré que l’on peut prendre dans la proposition précédente pour E^

2
une suite de rectangles dépendant d’un paramètre ; on a ainsi construit sur 2 des 

bons ordres tels que la série de Fourier d’une fonction h 2 i f )  sommée suivant ces 

ordres converge presque partout.

47.
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Chapitre I I I . 49.

Estimations de la norme de certains opérateurs de L^(T)* 

(en collaboration arec N. Lohoué)

Introduction.

1° Nous nous proposons df étudier le problème suivant .

Soit T le cercle unité : soit {a ] „  une matrice infinie, trouver des 

conditions variationnelles sur les coefficients de cette matrice pour qu'elle 

définisse, dans un sens évident, un operateur borné sur L^(r) , (l < p < °°).

Le cas où la matrice {a^ est diagonale a déjà été étudié par plusieurs 

auteurs (Marcinkiewicz (8), Mihlin (9 )). Plus récemment E.M* sftein a donné des 

conditions suffisantes, liées à un semi-groupe de Poisson, sur un espace mesuré, M , 

quelconque, pour qufun opérateur soit borné sur L^(m) (voir 11 ).

En général il nfy a pas de méthode directe pour s*attaquer à un tel problème ; 

nous prendrons un détour, en appliquant des méthodes d*intégrales singulières à 

un groupe contenant r comme sous-groupe.

n,n



2° Idées d ire c tr ic e s  ; u t i l is a t io n  de M (2 ),

a ) Nous notons m( 2 ) le  groupe des déplacements du p lan, i l  se ré a lis e

2
comme le  produit sem i-d irec t R ; I  es t id e n t if ié  au groupe des ro ta tio n s  du

plan . Le point générique de m( 2 ) sera noté g = (x,oc) ou g = ( r ,ç ,o )  , r  e t y 

é tan t le s  coordonnées p o la ires  de x .

b ) Pour chaque p > 0 , on d é f in it  une rep résen ta tio n , T , de m( 2 ) sur
P

LP(r) de la  façon suivante :

s i g = ( r , 9 ,oc) e t s i f  £ LP( r )  on pose Tp(g)f(<|») = eip rC 08^ ? ^f((jr-a ).

S o it h une fo n c tio n  sommable sur m(2 ) pour la  mesure dxda , l ’ opérateur

A

h (p ) d é f in i par :

50 .

h(p)f = [ [ ?  T (x,o)f h(x,o)dida 
JJRxT P

est borné sur L^(r).

A

L 'a p p lic a tio n  h » -*h (p ) se prolonge en taie a p p lic a tio n  lin é a ir e  d'un c e rta in  

sous-espace de Banach de l'espa'ce des opérateurs de convolution de LP(m(2 ) ) sur 

, (v o ir  (2 ) ) .  Par conséquent to u t théorème g aran tissan t qu'un opérateur de 

convolution est borné sur LP(m (2 )) donne des conditions s u ffis a n te s  pour que 

certa in s  opérateurs so ien t bornés sur LP(t ).

3° Enoncés des ré s u lta ts .

Les ré s u lta ts  que nous obtenons par c e tte  méthode paraissent nouveaux. Malheu­

reusement leu rs  énoncés ne sont pas trè s  sim ples, e t  i l s  ne répondent que p a r t ie l­

lement à la  question posée.

*(] P(r



SI .

Nous commencerons par les énoncés concernant L^(m (2)), et nous donnerons 

ensuite en application ceux qui intéressent I ^ f ).

Soit M(p) = {M(p,m,n)}/ \ une fonction du nombre réel strictement
vm,n; x.Æ x â

positif, p , à valeurs dans l'ensemble des matrices infinies à coefficients complexes 

Le théorème 1 donne une condition suffisante pour que cette fonction soit un multi­

plicateur à gauche de îT(lP(m (2))) pour p £ ]l,2] (la définition est rappelée 

au § 2.3.2).

On suppose que chacune des fonctions p »-* M(pfm,n) est de classe C et que,

lorsque n est non nul, M(p,m,n) = o(p ~ lDW1I) et = o(p~^ + lEW1̂ )

voisinage de 0.

au

Si j est un entier négatif on pose :

^  = 2‘ 4;l L  , C  | m ( p , « . o ) ( u b 2 ) | 2 ) pdp
J J2J m ÊZ

2ô

Bi=2"23 | , , C  I»'(P.".0)|2) PÎP

2J

Ci = I i-1 G  |M"(p»“ »o)| ) pdp
J 2 m£J

D. = 0
3

On appelle in.].v/N la suite d'entiers ainsi définie ï n = 0 , n. = 22^  

Si j est un entier strictement positif on pose :

A. =
d

2d-i
2../ _ m  2 n d£ 

•5
0 m£Z n. ¿Inkn. p
, 3-1'I >' 0

2

* L e  ZZ | ( " » 0 2» ! ( p , " , n ) | 2 ) i £
2 m£Z InRn. p?

«3

M'( ¡>,m, n) =

(m-n¡

¡-1 )

E
m£Z



2 ü-1
5 2 .

+ 2 " 4 '  [  C  C  | M ( p , m , n ) | 2 )  pdp
J 0 m ez n . _  < [ n | < n .

j 3*" ' <3

r .  I » ( p . - . n ) l 2 )  p d p .
2  m€Z | n [ 7 n .

2 j -1

B , =  [  C  H  | H ' ( p . - . n ) | 2 )  ^
J J 0 m ez n  ¿ | n | < n .  K

t)"" ' î)

c .  =
J

23 C  C  l » ' ( p , « , n ) | 2 )  i
2 J-1 mez |n [? n ^

(7 ~ l  7~ !  | M " ( p , m , n ) | 2 )  pdp +  C  | M " ( p , m , n ) | 2 ) pdp
0 m ez n .  « H n U n .  2J“  m e z  I n k n .

3 - 1 s l * j  1 1 3

•23“ 1
D , =  [  ( ] H ]  ] T ]  [ M ( p , m , n )  -  M (p ,m +1 , n + l  ) | 2 )  pdp

J J 0  m£Z n .  ¿ I n k n .
3 -1  1 1 3

•2 J
[ ■i 1 C  ZZ | M ( p , m , n ) - M ( p , n H - 1, n + l ) l 2 )  pdp  
2 mez |n|̂ n_.

T h éo rèm e 1.  S i ,  p o u r  t o u t  j  , l e s  n o m b res  À_. , I L  , C.. , D.. s o n t  f i n i s ,  s i ,  
^ — - 3 3 3 3

mmO "1

l o r s q u e  j  t e n d  v e r s  - »  t A . + B . + C .  =  0 ( 2  )  e t ,  l o r s q u e  j  t e n d  v e r s  +«> ,
D D tJ

^ • 7

A^+B^+C^+D.. =  0(3 )  , M e s t ,  p o u r  t o u t  p € ] l , 2]  ,  u n  m u l t i p l i c a t e u r  à  g a u c h e  
j j j j — — ——  

de f ( L P( M ( 2 ) ) ) .

S i  S e s t  u n e  d i s t r i b u t i o n  s u r  m ( 2 )  c ’ e s t  a u s s i  u n e  d i s t r i b u t i o n  s u r  l e  

g ro u p e  a b é l i e n  R x T  d o n t  n o u s  n o t e r o n s  jT s  l a  t r a n s f o r m é e  de F o u r i e r .  Le  

th é o rè m e  s u i v a n t  donne d es  c o n d i t i o n s  p o r t a n t  s u r  *fS s u f f i s a n t e s  p o u r  que S 

s o i t  u n  c o n v o l u t e u r  à  g a u c h e  de L P (m (2) )  ( l  < p < ° ° ) .

T h é o rè m e  2 .  On s u p p o se  que l a  d i s t r i b u t i o n  3^S e s t  u n e  f o n c t i o n ,  q u Te l l e  e s t  de 

2
c l a s s e  C e n  d e h o rs  d es  a x e s  e t  q u f i l  e x i s t e  u n  n om bre  C t e l  que

( i )  ? s ( x , y , o )  C e t  7~~! | ÿ s U , y , n +1 ) - 3 f e ( x , y , n ) l  ^  C
n € Z

+ 2 -43



quels que soient x et y .

(ii) Pour tout nombre strictement positif, R f

8 ( | ^ ( ER,t,o)| + | ^ ( t , ER,o)|)dt,< c , Ce = -1 ) f 
—R

si C  [' (|^(eB,t,n+l)-^(eE,t,n)|*|^(t,d,,ntl ) - ^ ( t,Eli,n)|)dts< 0 ,
n£2T —R

(iii) Pour tout nombre positif, R ,

Alors pour tout pejl, + o °[ f 11 application définie sur les

fonctions de se prolonge continûment à L^(m (2))*

So*

Utilisant le théorème 1 nous obtenons le résultat suivant sur 

les opérateurs de Lp(T).

Théorème *3. Soit À = ia \ f \___  une matrice infinie de nombres complexes
--------  ̂ —  1 mfn } (m,nj€ZxZ . * * *

telle que

(i) C  la J2 < +«
Ï€Î m>°

(ii) sup P  J 2  21 T Z  21+2 n |2 < +°° • 
j>0 m€2 22^ ] 7 f N<223+2 m,n

Alors A définit un opérateur, T,sur les polynômes trigonométriques

ainsi
m l n XTe

LP (T) lorsque ptj1,+
=X-Ù a^ ne^mX ; cet opérateur se prolonge continûment à

R<'H l ,
~2
7 v<2R

; cdxdy0)1ix»y.
ô2j

ÒXÒJ

V< Cdxdyy,n)
ô2#
)xdy: U »n+1 ) -

f s ,
■— Ix.

òxòy
\<2RJR<in e i J

et

2)),*.(¡VC

>5*

i)2)a(m-Í11

°°L*



5 4 .

I Quelques résultats d'analyse harmonique générale

1 Rappels

A

1.1 Le point générique de m(2) sera noté g = (x,a) ou g = (r,<p,a) , x £ (R 

r £ [0,-h»[ 9 (p £ [0,2tc[ , a € [0,2rc[ , r et y étant les coordonnées polaires

de x . On notera aussi x^ le point transformé de x par la rotation d'angle a • 

Le groupe m (2) est unimodulaire ; la mesure de Haar est 

dg = dxda = rdrd<pda • Une fonction sur m (2) sera identifiée suivant le

3
cas à une fonction sur R , 2tc périodique de la dernière variable ou à une fonc­

tion sur R+ xR^ , 27P-périodique des deux dernières variables.

m (2) est un groupe de Lie résoluble, donc moyennable ; nous utiliserons cette 

propriété sous la forme suivante î pour tout compact de m (2) et pour tout

e > 0 , il existe un compact de m (2) tel que

mes(K I^) ^ (l+e) œes(K.) f

mes(]L) est la mesure de IL (voir 2)

1.2 Pour chaque p > 0 , on définit une représentation, , unitaire irréductible 

de m (2) sur L (t ) de la façon suivante .

Si g = (r,9 ,a) et f C L^(r) , on pose T (g)f(<|i) = e^P1"008^ ? )  f(<|̂ a).
P

On montre dans (8) que toute représentation unitaire irréductible de m (2 ) est 

équivalente à lfune d'elles.

1.3 Nous utiliserons la base de L^(t ) formée des fonctions en(<J>) = e111̂  > n £ 2T . 

Dans cette base les coefficients de Fourier de la représentation sont

4it2

T
P

K 1

*2
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*JiB(».í.o) - <Tp(r’’,'a)t’n,V 12(l) •

soit t" (r,.,«) - ±  f2' ei',r00s(^ » )
m,n' ,y’ 2nJ0 ^

= e-i[na+(nwi)9] , } ,
n-n ^

où J désigne la fonction de Bessel d'indice y .
Y

On trouve les résultats de 1.1 et 1.2 dans [12],

1.4 Nous utiliserons certains espaces de Banach introduits par Kunze et Stein

dans [5]. Nous notons <£l (r) l’espace de Banach des endomorphismes continus de 

2 2 2
L (ï) et (r) le sous-espace de J6L (r) constitué des opérateurs compacts.

Une fonction P : R+ -* J£L2(t ) sera dite mesurable si elle est faiblement 

mesurable.

Pour tout p £ [l,+°°[ t on note lP(pdp,fi^) , l'espace de Banach, pour la

4* 2
norme évidente, des fonctions P : R -* J2 L (l) qui vérifient la relation

f Tr[p(p)p (p)]P̂ 2 pdp < »
J n

» 4 . 0 0

0

où Tr(A) désigne la trace de l'opérateur A .

OO
On a une définition analogue de 1 en faisant les modifications classiques.

On montre que, pour tout p £ [l»+°°[ > l'espace de Banach dual de lP(pdp,<3̂ ) est 

1P (pdp,6pt) où l/p+1/p' =1 .

On pourra consulter [5] pour avoir plus de précision sur cette partie*

-na]dmj(|ri[(n.*2n

m

.n-mi



2 Transformation de Fourier

2.1.1 Soit f une fonction continue à support compact sur m (2) et soit p un 

nombre strictement positif ; on pose

f (p) = ! T (r,<p,a)f(r,q>,a)rdrd<pda .
m(2) p

A 2
f(p) est un opérateur compact de L (r) ; les coefficients de la matrice de cet 

opérateur par rapport à la base ienl sont

56 .

A A

C^ipie^e^ = f(p,m,n)

1 f f +2n r2n
= — 2 J J J n(r,ç,o)f (r,<p,a)rdrdq>da .

4n 0 0 0
A 1

L'application f •-* f(p) est un homomorphisme d'image dense de L (k (2)) dans

X  a ( l 2W ) .

2.1.2 Une fonction, f , de l'(m (2)) jeut aussi être considérée comme un élément

1 2
de L (R xi) ce qui permet de définir sa transformée de Fourier habituelle, les 

formules suivantes relient les diverses transformées .

Si l'on pose

f tf(p.*.«) -ni*" il" f(r,çp,a) rdrd* ,

ff(p,i|»,n) = [ f f elprcos(4f-<p)-nna f rdrdqjda ,
a~Jc\ J n  ̂n4ît 0 *0 d 0

on a

*2tc p2n

IîT'O J0
f(p,m,n) J 2” ^(p,*,«) â*da

et

*2it
f(p,»,n) = ±  f f t (p,*,n) d» .

1

An

eiprcos <Mp)

t p m,

’(r.ip.a

■Un r*na) ,m)<|r

ei ( r
-m)(|

1



2.2  Formule de P lancherel

Nous énonçons ci-dessous une proposition dont la  démons­

tration est presque évidente.Ce résultat est sûrement déjk‘connu. Faute de 

référence et pour éviter des recherches inutiles au lecteur nous en donnons

ic i la  preuve.

Proposition .

La transform ation f  -*• f  e s îviso m étrie  de L (m(2 ) )  sur 1 ( p d p ,^ ) .

(ûn peut m ontrer, en u t i l is a n t  une idée de Kunze e t E.M. S te in  ( 7 ) q u 'e lle  applique  

LP(m (2)) dans 1P ( p d p ,^ , )  lorsque p £ [ l» 2 ] .

Adoptons la

D é fin it io n . S o it f  une fo n c tio n  sur R+ , de carré  in té g ra b le  par rapport à la  

mesure pdp ; on ap p elle  transformée de F o u rie r-B esse l d 'o rd re  n de f  la  fo n ctio n

C -f°°

2 .2 .1  £ < L ( f ) ( r )  = f ( r ) j  (pr)pdp .

57.

n
0

On montre que es^ un automorphisme isom étrique de l^(lR+ ,pdp) dont le  carré

est l ' id e n t i t é .

Passons à la  démonstration de la  p ro p o sitio n .

S o it f  une fo n ctio n  de classe C° sur m (2), à support compact,

f  (p,m +n,n) = i — f  f  f  e'"intt J (pr)f(r,<p,a)rdrd<pda .

4it 0 0 0

On o b tie n t donc la  transform ation  de F o u rie r o p é ra to r ie lle  sur m( 2 ) en 

composant la  transform ation  de F o u rie r sur t  e t  la  transform ation  de F o u rie r Bessel. 

En u t i l is a n t  le s  form ules d 'in v e rs io n , on trouve

-inKp

y®n



Sà.

2.2.2 r ( r , T,«) « E  U )"  e1!“ " * 5 f*” pl (pr)f(p,«H.n,n)dp
n a  J o
n d

Par ailleurs

7 7  |f(p,n+m,n)|2 f  daÜ- | f  J (pr)rdr f  e1Bup f(r,<p,a)<tyjl ,
nf? J 0 »• J0 J0 J

2 .2 .3  f  (T~! |f(p ,»+n»n)|2 )pdp ~ 4 z  d<* rdr
J 0 n i !  J 0 J 0

r-M» * 0 . r 2 x  r-H» r2* ^
7~! (7~ ! |f(p»»^Q»ö)l )pdp = 5” ¿a rár ?̂T |f(r,<P»a)| dip) .
m€2 O nfZ ¿*J0 J0 J O

A

Cette dernière égalité s'écrit aussi IJfll _ = Il fil _ .
V(pdp,6,) L2(K(2))

Puisque 2)(m (2)) est dense dans L2(k(2)) ceci montre que la transformation de

2 2 
Fourier est une isométrie de L (m (2)) dans 1 (pdp,®^).

Par ailleurs si P est une fonction simple de 1 (pdp,€^), c’est-à-dire une

fonction de R+ dans prenant un nombre fini de valeurs qui sont des

opérateurs de rang fini, la formule 2.2,2 dorme une fonction, f , dont P est la

transformée de Fourier. Il suffit d'utiliser la densité de l'ensemble des fonctions

simples dans 1 (pdp,6^) pour voir que la transformation de Fourier est surjective.

2.3 Transformée de Fourier d'un convoluteur de m (2)

Soit C0NV^(m (2)) l'algèbre de Banach des opérateurs linéaires de LP(m (2)) 

qui commutent avec les translations à droite.

2.3.1 Proposition. CONVgW^)) et L^pdp,#^ sont isométriquement isomorphes.

La démonstration de cette proposition ressemble à la démonstration classique 

pour un groupe abélien (?).

1  f  e*"1“? f  (r,q»,o)dij)
2 * J ,

f2n 2n .

r *
+00

JW( (D)L2



résultat de 4̂ /.

3 Etude de certains convoluteurs

Les convoluteurs portés par R ou I et les convoluteurs centraux (ceux

qui commutent avec les translations à droite et à gauche) se décrivent facilement.

On sait que tout sous-groupe fermé de m (2) est moyennable, peur conséquent

de synthèse pour l'algèbre A (m(2)) d'après (3). Plus précisément on a la
P

proposition suivante :

3.1 Proposition. Soit S une distribution portée par l*un des deux sous-groupes 

2
R ou T , les deux conditions suivantes sont équivalentes .

a) L'opérateur fi-*S*f (convolution non abélienne) est borné sur LP(m (2)).

b) L'opérateur f»-*S*f (convolution abélienne) est borné sur LP(R2) OU 

Lp(r) suivant que S est porté par R2 ou I ; de plus» selon les cas on a

W^Icqhv (m(2)) “ l^cranr (r2) 0X1 Wcrar? (m(2 )) “ MsHconv(r) • 
p p p p 

On montre facilement qu'un convoluteur central est porté par R et que sa 

transformée de Fourier est une fonction radiale.

On peut remarquer que les convoluteurs à support dans V sont exactement ceux

A

dont la transformée de Fourier s'écrit : s(p,m,n) » T’s(m) 6 où est la
2B|H

Il suffit de remarquer que le groupe x(2) est moyennable et d'appliquer un

*  OO

2.3.2 Corollaire. Soit S € C0NV_(h (2)), il existe une fonction, S € 1 (pdp,®.J* _ _ _  p  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  oo

telle que pour toute fonction, f € LP(M(2))fiL2(lî(2))t la transformée de Pourier 

*  *

de S*f soit S • f •
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suite bornée, transformée de Fourier de la distribution tempérée S » sur la groupe

commutatif T .

2 "
3.2 Etant donnée une fonction, f , définie sur R on définit deux fonctions, f

et f* , sur m(2) ainsi :

f(x,a) = f ( x ) , t*(x,a) * f(x) .—a

On a le résultat suivant •

« 2
3.3 Proposition. Etant donnée une fonction» f , appartenant à L (R ) les normes 

<!§, f et f* dans CCS7 (̂k(2)) sort sa j orées par celle de f dans CONV^Cr )̂.

Soit h un éléaent de 3P(k(2)}. On a

■2«

4*’ -R~ -0

Or

60.

f*h(x,a) « J  2 J  k ( y * P )  .

2w/_2 2̂* J 2 f x̂p^l" ^ hiy»PÎdyIPdx < HfHCONV (R2) ^2w/_2 lh(x»P)|P<ix) »
'R R

donc

•2n

4x"°0 •'R“ "R"
'f , Jc2 ^.»)<*ï|P̂ ) ,/P

miooht c«2) (r*L i»(‘ .p )r^ ),/p,
p\ R

utilisant l'inégalité de Kinkovski nous obtenons

p, / n *l|f11 / ^ xà f %(r,12 l»u.P)l W /pdf ,
L (m(2 ) ) CONV (R ) 2%J0 **JWT 9

P

*'* IM <H w .
L (k(2 ) ) LP(m(2)) cohv ( r )

p

Un calcul analogue montre que

lydß .f(:

f*h|

r(xaHx 7 )

ß-a
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Ml p,, „ < H p., M , 2. •
I/(M(2)) LP(M(2)) CONVp(R ) 

Remarquons, d'autre part, que

f((x,a)”1) = f(-x_Œ,-a) = f(-x) # f#(-x,o)

£
ce qui prouve l'assertion relative à f «

t 2
f étant toujours une fonction de L (R ), nous noterons f î  sa transformée 

de Fourier :

J  eiPrcos(»k*9) f(r,ç) rdrdç
• 2 *

0 -0

en vertu des formules 2.1.2 nous avons

■#/ i i 0 51 ni<03 .4 f (p,m,n) = ̂  ^

±  f si n = 0

f(p,m,n) = i

2nJ0

0 si i/o 
•2« .

1 f ein^ T f (p,<J»)d<|, si m = 0

3.5 Remarque. Les résultats de cette partie, à l'exception des formules 3.4 , 

s'étendent aux convoluteurs vectoriels. De façon plus précise soient 5̂  et 3^ 

deux espaces de Hilbert séparables, appelons $ l'espace de Banach des opérateurs

1 2
linéaires continus de 3?̂ dans . Soit f un élément de L (r ,& ) . Alors f

,2
définit un convoluteur de L̂ (m(2),3(|) dans LP(m(2),3^) & support dans R 

dont la norme est majorée par celle de f comme convoluteur de LP(R2 ,<ĵ ) dans 

LP(r2 ), (le même résultat vaut pour les convoluteurs portés par r) en outre

*" M
les résultats relatifs à f et f sont valides.

p.*f f ( k

(pt4JTf

*2

st.),



III Démonstration des théorèmes 

Four démontrer les principaux résultats, nous aurons besoin des théorèmes 

d’intégrales singulières sur K(2)•

1 Intégrales sjnjælièrea sur K(2)

1.0 Soit g « (x,a) € Kv2), posons x£g) « X(x,a) « jxj2 + Jsin(|)| .

Alors

x[(*..)Cj.e)] - |x.7a|2*|^.[^6]| ,

et

|x [(x ,a)(y»p)3] 2 [x(x,a) + x(y»p)] •

1.1 Pour tout t > 0 , on pose v(t) = dg .
J x(gkt

Si t 1 v(t) » it - -1

Si O ^ t ^ l  T(t) = ̂  ARCsint - 1(1-Yî^î2).

1 t2 
Par conséquent v(t) est équivalait à -t au voisinage de l'infini et à —  au

Z 2 k

voisinage de 0.

v(2t)
Alors sup ■ 1 :■ t < »  , ce qui montre que X est une pseudo-distance.

t>o nt}

Comme dans [1 chap.3]. Ceci donne d'après [1 p.74] l'énoncé suivant .

1.2 Théorème. Soit k une fonction localement intégrante sur MÎ2)\{o } • On

suppose que

10 W  ^  + , < *  .
itR .pip.ej

2° Il existe une constante t > 0 telle que
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sup j |k(gg ) - k(g)|dg ̂  A •
x(g0k t  x(g)>*t

Alors, pour tout p € ]l»2] , k est un opérateur de convolution à gauche de 

LP[M(2 )] ; sa norme est fltCP"1]”*]»

? Quelques inégalités

»sans v(t) «
X(g)>t X(g)<

2.1 Pour tout t > 0 , posons w(t) » I
J »

On a

r(t)  « r 
Jt

dr(s)

B2

Par conséquent w(t) 2 _L au voisinage de + «• f

w(t) s j- log(i) au voisinage de 0 *

9 O
2.2 Soit f une fonction telle que f C L [h(2)] , Xf € L [m(2)]. On a les inég&- 

lités

f |f(g)|d«< [f |f(g)|2dg|̂  v(t) f 
Jx(g)<t lJM(2) J

f |f(«)|d«< ff |x(g)f(g)|2dg] [f
x(g)>t y K(2) i ÿx<g;

par conséquent

IMI, < W W t)l* ♦ IM 2 •
t>0

3 Une autre pseudo-distance

3.0 Soit \t (g) ** lx|2 + sin2(|).

On vérifie que

Xj[(xttt)(y»p)] 4 2[Xj(xta) + x̂ (y*p)] .

dg  ̂

[x(g)]2J ’

h0]«ifii2

= V >cl)

1±



3.1 Pour tout t  > 0 , an pose r  ( t )  « I dg ; w (t )  *  I dg

6 4.
X^g) 1 Jx1(g)>t [^ (g )]2

Alora

r ( t ) = rz  f  [ t -s in 2|]da
1 4nJ|sin2 2

2
t 1
2 " 4

= i[t-l]A rcs in  + 7 “ V t( l- t )  s i 0 < t  ^ t .
% c d%

En opérant de la même façon que précédemment on voit que

v1(t )  = o(t) ; Wj ( t )  « o(t- i  ) au voisinage de -h» y 

T (t) = O ( t ^ )  . » (t) „ o (t- i)  au voisinage de 0 .

Par conséquent

v (2t) 
sup r -r r r  < +“  t 
t>o 1K J

et on a un théorème d'intégrales singulières analogue au théorème 1.2 .

Démonstration du théorèmel.

Pour démontrer le premier théorème, nous aurons besoin de deux lemmes 

techniques : l'un étudie le comportement de la transformée de Fourier-Bessel , le  

second généralise une inégalité de S. Berstein. Ces résultats feront l'ob jet de 

la première partie. Nous aurons aussi besoin d'une partition de l'un ité  d'un type 

spécial ; elle  est décrite dans la  seconde partie. Nous démontrons aussi le  

théorème dans cette partie.

s i t

l<f

Y* h



Un leeone sor les transformations de FouriezHBeasel •

1.1 Lemme. Soient n us en tie r rationnel e t - u une fonction de [0,+“ ( dana  ̂ C

de classe C2 , à support eoepact. On suppose en outre que, u*(t) » o ( t” ' " ^ )  e t

gué., s i  n = 0 , u ( t)  * 0 (1) au voisinage de 0. Si l 'o n  pose 

t* i ̂  «  «fflo 2

v(x) = [  u(y) J  (xy)y dy on a x2v(x) = | (2= u (y ) -^ -u '(y ) -u " (y ) )  J  (xy)y ay
J 0 n ------ J 0 y2 y n

Rappelons les f a i t s  suivants .

J Q(t)  = 0 (1) , J^ ( t)  = 0 (t)  au voisinage de 0.

e t, s i  n^O , = 0 ( t ln l) , J ^ ( t)  * 0 ( t inH )  au voisinage de 0.

t ?Jn( t)  = n2Jn ( t ) - t  j ; ( t ) - t 2j £ ( t ) f

donc

x2J  (xy) = £* J  ( x y ) - |  J '( x y ) - x 2J"(xy).n 2 n y n n
y

Or

f -X J '  (xy)u(y)dy = [-J  (xy)u(y)]^* + f J  (xy)u' (y)dy ■  f H-M J  (xy)ydy 
J0 J0 J0

de même

*400

- x  J"(xy) u(y)dy = -  
0 “ 0

ce qui démontre le  lemme*

j -x2j"('xy) u(y)dy = -  I ( |  u '(y )+ u "(y ))  J  (xy)ydy , 
J n n J_ y n

Ce lemme permet d 'obtenir la  formule suivante : so it f  une fonction de

2 2 2 L (m(2)) te l le  que r  f  appartienne aussi à L (m(2)) , a lors

(r m , n )
Inwij2

2
P

f( l .  i  ±  
' p dp

n,
dp2

a).
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A

En effet on peut supposer que f est à support compact, auquel cas f(p,m,n)

66.

eat une fonction C . On écrit :

f(r,f,a) = n  ^  ei(p“+,M’) f*“ f(p,M,p) J_»rdr
-r> « J n “

'¥»4

p,q ^0

et  l’on applique le lemme à chaque terme.

1.2 Inégalité de Bemstein pour M(2).

1 OO *
Considérons une fonction, f € L (M(2))flL (m(2)), telle que f(p,m,n) soit 

nul si p > R ou si |n| >, N . Comme nous avons

f2*ol(n-)»rf(P,*,n)il, .

On en déduit que Tf(p,4,n) est nul dans les mêmes conditions si bien que l'inéga­

lité habituelle de Bernstein donne

df
* CR W .  • lllrl < W - • si < ML •

Soient g = (x,a) ■ (r,a,a) et g « (x ,o ) « (r ,<p ,a ) deux éléments de
O 0 0 0 Fo o

m (2). On a

gg * (x+(x ) , a *  a )
o o a o t

d*oîi

|f(ggn)-f(g)| « C(ftjx | +H|sin~| )||Ejl

Ceci prouve que, pour chaque gQ , il existe une mesure, y , sur m (2) telle

a r
que y.< c(R|x |+h | sin-y j ) et telle que I fd^ = f(g )-f(e) pour toute 

0 J M(2) 0A
fonction continue, f , telle que f(p,m,n) soit nul si p > R ou si |n| > N 

(e désigne bien sûr l'élément neutre de h (2)).

f(f ,mfn)
* 2«, 0

f2%



S o it donc f  une t e l le  fo n c tio n , la  fo n c tio n  ĝ  t-  f  (gg^) a encore la  même 

p ro p rié té , on a donc | f (g g  , )  = f ( g g  ) - f ( g )  ,
J K(2) 1 1  O

P»r J  |f(gB0)-r (« ) |a«  4 c(r)xo 1+111sin-^|)|IfIIlt  jj .
M(2 )

2.1 P a r tit io n  de l 'u n ité

2 .1 .0  S o it w une fo n c tio n  de $ ( r + ) ,  p o s itiv e , à support dans [-$>2] e t t e l le  

que, pour to u t nombre, t  , ré e l p o s it i f ,  on a i t

C  " (2 'k‘ > = 1 •
kCI

S i t  es t dans l ' in t e r v a l le  [ 1 , 2 ]  , i l  n ' y  a que deux termes non nuls dans 

la  aomme ci-dessus, par s u ite  : w ( t )  + w ( |)  = 1 .

Pour to u t e n tie r  ra tio n n e l, j  , posons

o m  = n  ’ ^*1 ■

On a le s  é g a lité s  suivantes

>3

Q . ( t )
J

1 s i  t  4: 2

0 s i  t  > 2^+1

w(2_ ^ t )  = 1-w (2“ 1“ 3t )  s i  2  ̂ < t  « 23+1

2 .1 .1  S o it n = 0  e t ,  s i j  e s t un e n tie r  s tric tem en t p o s it i f ,  n . = 2 ^ ^ ” ^  . 
® J

Pour chaque j  , e n t ie r  p o s it if  ou n u l, on d é f in it  sur 7 une fo n c tio n  %.
J

par les  re la tio n s  suivantes .

0 s i n ^ O

1° x J n) =
1 s i n = 0

est lin é a ire  en tre  le s  points ¿n. , , -n .  , -  n . , , n u lle  en dehors de l ’ in t e r -
.1-1 3 3+1

6 7 ,

Bui te

m

2°
XJ 1 ì >n4 4 j+1 *3'

= 0-n > r
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valle [-n. , n. ] . 
L 0+1 0+1

Alors

E  X1 ‘ 1 *
3>0

Soit X. = Xv * t étant un entier positif,

3 0<k<j

Alors

xjp) =>

0 si n > n. ,
' ' j+ 1

1 si JnJ 4: n̂

>i(l) = ,- < w w  11 V w < V i

2.1.2 Posons encore, pour tou'Ç j 4 0 ,

a (p,n) = w(2~;)p)x (n)
J  V

et pour tout j > 0

aj(p,n) = ûjCpîX̂ U) -  Q^ipJx^Cn)

Alors

7~~1 ^(p»“) * 1 •
J€J

Soit j > 0 , on a

pour tout p € ]o,2̂ -1]

(p,n) = X̂ (n) -  w(2"**’1p)Xj_1(n) * ^(n) + w(2” p̂)x̂ _1 (n)

pour tout p £ [2̂ ~* , 2̂ 3

»¿(p.11) = x^C“)

et

a (p,n) = w(2*"̂ p)x,(n) pour tout p € [2̂  ,2^+1]
J  J

a,
;

pour tout p > 2j+1p,n = 0



Autrement dit, a.(p,n) est nul dans chacun des cas suivants *
3

1° p » 2^+1 

2” W > nj+t

5° p C 23H et |n| s< nj_ 1 .

On remarque enfin que

2.1.3 II existe une constante positive C , telle que 

|a (p,n)| 4  0 et |a'(p,n)| 4 C2-j ,
w w

laj(p*n)| ^ C2"2*3 et |a..(p,n) - a_.(p,n-i )| 4 C2“2  ̂.

2„i,4  Dans ce paragraihe M désigne une fonction bornée de ]0 ,+«{ xï-*i , de 

2
classe C par rapport à la première variable.

On suppose que pour tout entier n > 0 , pour tout entier m , on a

|m * (pÿm9n)| = oip”1“!1“"11!)

au voisinage de l'origine et M(p,n,n) = 0(1).

Soit M (p,m,n) = M(p,m,n)a (p,n).
ü J

On note M(p) et M.(p) les matrices dent les coefficients sont respectivement
«)

M(p,m,n) et M.(p»i“>n). On a

t \2 M*(p,m,n)
M (p,m,n) - ------ M"(p,m,n) =

p2 J p .3

2
aj(p>n)[^ -f". M(p,m,n)-i M,(p,m,n)-M"(p,m,n)]-aj(p,n)[i M(p,m,n)+ 2M>(p,m,n)]

P - a"(p,n)M(p,m,n)
J

et

M.(p,m,n) - M (p,mfl ,n+1 ) = [a (p,n) - a (p,n+1 )]M(p,m,n) +a (p,n+1 )[ïï(p,m,n) - 
J U J J J

- M(p,m+1,n+1)] .
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On conserve les notations de l'énoncé du théorème ( 1 ) et on suppose que pour

tout j , A. , B. , C. , D. sont finis.
J 3 J à

2.2 Evaluons la quantité. I ||M.(p)||g-pdp pour voir que H. est la transformée
J q  0 d o

2
de Fourier d'une fonction f dans L [m (2)].

A cette fin, remarquons d'abord que pour j négatif ou nul, f . ne dépend pas
«

*
de a , puisque sa transformée de Fourier est telle que f (p,o,n) = 0 si n^O ;

«

2
nous évaluerons alors la quantité JJr f^J^ pour j < 0 et ||xf pour j 

strictement positif.

2.2.1 Soit j ^ 0 nous ferons une évaluation classique du type-Hormander

+» 2j+1 
1 1 ^ 2  -  n  /  i« 3 ( p - » .o ) i2pdp t c p n j  i " ( p .» .o ) i2 pdp < œ 4) (a j* a w )  .

mez^o -

Hais d'après le lemme

.+oo 2

Ilr 2 f jll2 J  1 ^  *3Cp,«.0)--l M'(p,m,0)-Kj(p,m,0)|2pdp
m£Z 0 p

r 2Î+1 _2
< c E  i < C f t  M (p ,n ,0 )- i  H'(p,m,0)-M"(p,m,0 ) | 2+ 2"2jl i  M(p,m,o) +

2 P . + 2M'(p»m,o)|2]pdp 

+ c C  I 2 2~4 j |M(p,m,o)|2pdp 
meZJ2J“ 1

< ' E  f 2^ '  (2"4J( H - 4) |» tp .» .0 ) |2 + 2-2 i |K-(p>. , 0 ) | 2 + |M"(p,m,0)|2)pdp
m€Z J 2^_1

< C  [A..+B.+C.+A. , + B. . + C. .] . 
L J1 3 0 5+1 3+1 3+1

2.2.2 Supposons j > O ; alors d'après le lemme (l.l)

I|r2f.

i 3 H
m,n

p+oo

0̂
o í 2 (— ) 

p
m(| _1  

~ P
H' M" |2pdp

E
mfn í : _i_

2o

r

m-n)* l (p, a ) - "i( m,n.
3

ê
)dp
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2*^| pdpM(f >r



71.
+oo

+3 T~~! la * ( p ,n ) |2 | l  M(p,%n)+2M’ (p ,m ,n ) |2pdp
m,n 0 P '

p-f°°
+5 Z Z  | a !|(p»n ) | 2 |M(p,®,n)|2pdp ^

n -n J n «m,n ** 0

C (a .+ B .  + C .+ A . + B . + C, ) 
D 0 0 J+1 J+1 j+1

KSinf fĴ2 = ?  Il J2 = J l Z /  |M3(p ,J« ,n ) -M 3( p , » f 1 , i i + l ) | 2pdp
m,n ** 0

,2j-1 23+1

< C Z Z [  Z Z  Î  |M(p,m,n)-M(p,mf1,n+l)J2pdp + ]P ]  f  |M(p,m,n)-

■«  0 lnH +i 2
2

. . -  M(p,m+1,n+l)| pdp]
r 2 p2 +̂1

+ 2~4̂ c Y2 [ IZ . |H(p»®»n)|2pdp+ZZ / lMCp*“»̂ )|2pdp]
m£Z n ^ fn |< n j+ 1 J 0 |n |<n  J 23

d'où | | U ^  < C ( i j + Bj  + C3 + V AJ+, + Bj+ )  + CJ+) + Dj+ , ) .

/ +JOO
|x (p,m,n)|2pdp

m,u 0 J ^

 ̂ c J Z  [ ZZ, f  l*(p»“»n) | 2pdp+IZ  [  i . 1 |M(p,m,n)|2pdp]

v ^ v / 0 i n i  2

x<

2 .2 .4  Posons, s i  j  (  0 .  ^  ^  + AJ+, . B ^ ,  + CJ+, ) *

e*’ Bi 3>0 - « j* V V V V V ^ ’W V ^ V / -

2 .2 .5  S o it j  4 0 , on a

l | f \ | l ,  < C in f  < C ttj 21 .
t >0

ék
D 'autre  p a rt puisque f . (p ,m ,n )  es t n u l lorsque n es t d if fé r e n t  de 0 on a

J

f  . (x ,o )  = f*? (x), le  spectre de la  fo n c tio n  f^  é ta n t contenu dans la  boule de
J «3

centre 0 e t  de rayon 2 . Des estim ations classiques de Hormander [ 5] montrent

-ioti
|U-e

20-1 '
j - ï LUn- /1 3+1

: c(a a . + D.
; V i

2.2 .3 l l ^ l
|2 _
'2

..1+1
SI 2 .,

C2431 A • . 
à+i

r2f r')l2‘ 4

j+1



que, sous l 'h y p o th èse  sup 2^u. < 00 , )  * e s t  un con volu teu r de L^(R2 ) pour
j<o 3 u o  3

to u t p C ] l ,+ « [ e t  donc que )  ' f  e s t  un con vo lu teu r  à d r o ite  e t  à gauche de
j<0 3

72.

LP(M(2)).

2.2.6 Soit j > 0 . Puisque ||f || 4 C22 û. et ||xf || 4 Cu.
J ^ J Ü ^ d

nous avons : | | f  .J| 4: Cu. in f  (22 ^ ( v ( t ) ) ^ , ( w ( t ) ) ^ ) .
3 1 J t>0 

**2 i
Prenant t = 2 nous obtenons

Hf Jlt * ° ’
2

2.2*7 Soit T. l'opérateur de L (k(2)) défini par la convolution à gauche par
J

* * * 
f . 5 T. est l'opération de convolution à gauche par f . . La norme de T.T. ainsi

0 0 î) ^ 3

que celle de T.T. ne dépasse pas ||f.|| ||f.|| ; d'autre part T.T.
1 3 1 L («(2)) 3 L(m(2)) 3

* , , , 4
et T.T. sont nuls si |i-j| > 1 donc l'hypothese sup jzu. < «> implique

1 3 j>0 3 

sup ) | ||T̂ T.|p < «i et sup V | IJ^T.P et l'on conclut au moyen d'un lemme de
j i - J1 j j; 1

Cotlar [1 p. 155] que Y"7 T. est un opérateur borné de L (m(2)).
j>0 3

2.2.8 Soit gQ £ m (2) ; on pose t = x(gQ) l'on yeut évaluer 

0 ° Jx(g)>4t

Puisque x(ggQ) > | ( x (g )- 2 \ ( g Q) ) on a {g; x(g) > 4t} c  |g ; x(ggQ) > t} f

donc f / \ IMesJJdg < f |f (gg )|dg 4 IJxfJI2(w(t))^ .
X(g)>4t 3 ° x(ggQ)>t 3 3

On a aussi [ |f.(g)|dg 4 ||xfJ_(w(4t))^ 4 ||xfJLWt))^ ,
J \(g)>4t 3 3 d 3 d

donc n (g ) ^ Cu (w(t))^ .
J  O J

On peut aussi appliquer l'inégalité de Bernstein établie en 1.2 à f^ »

A

:«(2t'< V m(2

3>0

|dg .fu 0)'V

m (2 )
lf i ) - f . w |dg C(i 2j0 223 sin

p0,
I,



, PQ
où g “(r0,<p0,p0). On a t q 4 tŸ , |siny| 4: inf(t,l) ,

donc f  |f .(gg )-f .(g)|dg 4: C j ^ ( À 2 jinf(t,l))u .
J M(2) J

En définitive n-(g ) ^ Cu. inf(j^(t^ + 2^inf(t,1 )),(w(t))^).
Ü ® 0

3 /2
2.2.9 Nous cillons montrer que, sous l'hypothèse sup j ' u. < «  , on a

j>0 0

su? % 12 1 ^ 0  < * *  • 
goeM(2) j>0 3

Lorsque t >, nous avons y.(g ) ^ Cu. et, peur conséquent,
¡) ® J

C  » A )  « ' C * ! « * -
j>0 J j>0 d

Lorsque t < | on a

E  «,<•.><«» V* El v** H J*«,**1].
i>0 «i isiLl 0«« îa«£l

J>4 Log2 0<;]44 Log2

Puisque u. = 0(f3/2) nous avons

C  •* C  ,

d'où le résultat annoncé.

2.2.10 Le calcul précédent montre que les noyaux ) \ f . vérifient uniformément

III 1.2. 0<j^k

les conditions du théorèmàÎ Ceci, joint à 2.2.7, prouve que ) ) M. est, pour

3

tout p € ]l,2 [ , un multiplicateur à gauche de ?(l (̂m (2))) dont la norme est 

majorée indépendamment de k̂  et . On obtient le théorème par passage à la 

limite.
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Théorème du type KaJrcinktewicz

74.

La démonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes t on prouve d'abord 

des inégalités du type de celles de Zygmund et de Littlewood-Baley puis on démontre 

le théorème par un procédé standard,

1 Inégalité de Littlewood-Palev

Soit w une fonction de $(r+) à support dans [-jr,2] et telle que

**"1 2
Y  ] w(2 p) = 1 . On désigne par u. la fonction sur R dont la transformée de

Fourier, u. , est telle que u.(x) = w(2*"̂ |x| ). Si f est une fonction de LP(m (2)) 
tJ J

on pose

A^f)

(6̂, désigne la masse unité placée en l'élément neutre de t ).

Proposition. Pour tout p , nombre strictement supérieur à 1, il existe un nombre,

C , tel que pour toute fonction, f € LP(m (2)), on ait 
P

C'est une simple conséquence de la remarque 1.3.5 et de l'inégalité de 

Littlewoodr-Paley habituelle

Î n^ ‘i'Ç |v‘i’> W sh ,W)
pour toute fonction, h , dans LP(r2).

VS '= f  *1

<f1
p M

i 2 »[,P(M ç I * .
w I2)1

(m(LP(
IMIC

P2))!h(î

dûr



2 In é g a lité  de Zygmund.

Eteint donné un e n tie r  p o s it i f ,  n , on ap p e lle  Hn la  d is tr ib u tio n  sur I  dont

la  transform ée de F o u rie r e s t la  fo n c tio n  c a ra c té ris tiq u e  de (n , n+1 , n+2 , . . . }  •

2 2 
S i a es t un p o in t de R on note D la  fo n c tio n  sur R dont la  transform éeSi

de F o u rie r es t la  fo n c tio n  c a ra c té ris tiq u e  du rec tan g le  à côtés p a ra llè le s  aux axes 

dont 0 e t a sont deux sommets.

P ro p o sitio n . Pour to u t nombre, p , s tric tem en t supérieur à 1 , i l  e x is te  un nombre,

c_ , t e l  que, pour toute s u ite , ( f _ )  , de fo n ctio n s  de LP( m (2 ) )  e t pour to u te  p ■ , ■ n xx̂ u ....

s u ite , (a  ,k  ) . „ , d ’ éléments de R x Z  on a i t  
— — ’ n ' n n>0 ------------------------ -----------

n e  i c » .  n  k i ^ i p , , . .  < ' p i i c  i g 2 ^ i  P, .
n n n LP( l l ( 2 ) )  p n L (m (2 ) )

On a

' “ a ® Hk  K  ’  tDa ® 6r > * (6  2 ® Hk K  - 
n n n R n

(ô  désigne la  masse 1 placée en 0 dans R ) .
R

Les in é g a lité s  h a b itu e lle s  de Zygmund s 'é c r iv e n t  

D’ après la  remarque 1 .3 .5  nous avons

7S.
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c
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n
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|2^
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d 'o ïi la  p ro p o sitio n .

On u t i l is e r a  de c e tte  p ro p o sitio n  une vers io n  continue qui se démontre de même

7 6 .

3 Théorème de M arcinkiew icz

S i f  a p p a rtie n t à L^(m(2 ) ) ,  a à R2 , n à H on note

Sn ( f )  = ( d ®H ) * f  . 
a ,n  a n

Le p rin c ip e  de la  dém onstration e s t le  su ivan t : s i T e s t un opérateur de 

convolution à gauche t e l  que l ’ on puisse é c r ire

A . ( T f )  = f SA j A . ( f ) )  ( a ,n )  ,
J J a fn J J

2
où ji. est  une mesure sur R x 2  de façon que M = sup |||i.||<  -H» , on a

0 «]

|l3(Tf)|2*M J  |Sa>nU J( f ) ) | 2d||.j |(a ,n) ,

Ç  j |Sa>nU3(f))|2dU3|(S,r1))* .

J 3

Prenant le s  normes LP des deux membres e t tenan t compte des deux dern ières  propo­

s itio n s  nous obtenons

M  c Me’ ||f||

I l  sera commode dans la  s u ite  de t r a v a i l le r  sur la  transform ée de F o u rie r  

ab élien n e, Q , de T •

2
S o it donc Û une fo n c tio n  de R x Z  dans C , deux fo is  continûment d é rivab le  

e t bornée. C 'est  la  transform ée de F o u rie r abélienne d'une d is tr ib u tio n  T sur 

R xT  . Ce n 'e s t  pas une r e s tr ic t io n  de supposer que Q (x ,y ,n )  es t  n u l s i l 'u n  au 

moins des tro is  nombres x  , y  , n e s t n é g a tif .

l'a ) l 2 ) * 4 m*

'lp<(M(2) LP :«(2)



Soit j un entier rationnel. Pour tout point, (x,y), de R tel que l'on 

ait x > 0 , y > 0 et 23“1 4. Vx2+y^ 4 23+1„, pour tout entier, n , on a

,3+1 _oÎ+1 o ,23+1

û(x,y,n) - J  J  ~i(u,v-,n)dudv - J  f^(23+1 ,v,n)dn
x y y

r23+1
- J  g ( « , 2 3+\ n ) d . + B( 2 * V +1I. . ) .

Notons x̂ z yj 1® fonction telle que 

X(Ify)(u»y) égale 1 si O ^ x ^ u  et 0 4: y 4: ▼ , 0 sinon. 

On a alors

.2,
Q(x,y,n) = JJ xu>yU»y)|^(n,v,n)dudv 

h
>3-1 _0j+1

ou
’3

" / x/ j+fx,^iyk3+1,T’n)dT “J x, 3+l\̂ x,ŷ  5î(u'J0 (2 3 , ▼ )  y  J 0 (u ,2  )  01

+ V +1,23+1) ( l ’y) Q(2d+1,2j+1,n)

L  = { (x ,y )  Î O < X ^ 2j+1 , 0 « y « 2j+1 ,  V x W  > 2j } .
J

On a au ss i, lorsque n e s t supérieur à 1

,2^  ,n)du

4»
Q (x ,y ,n ) = Q (x ,y ,0 ) lN(n ) + ] P ]  (Q (x ,y ,*+ 1  ) - Q { x ,y ,J [ ) ) i  ^ ( n )  .

Æ=0

Ce qui permet d 'é c r ire

‘ j (T f )  = i  S (u , t ) , / V )

OU

/.2j+1
J  (||S(2W,t,o)| + |||(t,2J+,,o)|)«

7 7 .

,j+1 .J+1U .y )

,i)u ,v

I .J I \ dxdy
u ,v , o)|

¿=Q

OO
ô2C

'dxdj
(u,v l+\ \

à2Q

dxôy
dudvv,i)



j  £  (|^(23+,. t , W ) - g ( 2 3+1,t.<)| + l5;(t^+1,Al).g(t,23+’,l)|)M

r2j+1
73.

+ _
'o 1^0

+00

+ |û(23+1,2d+1fO)| + £ “| |û(2J+1,2d+1,/+î)-0(23+1,23+1f/)( .
i=0

Bien sûr on opère de même lorsque û a son support dans l'un des produits

2
d'un quadrant de R par N ou -W . Ceci prouve le théorème 2.

Comme cas particulier de ce théorème on peut examiner ce que deviennent ces 

conditions lorsque

Q(pcos$,psin<|i,n) a Q (4 ,n) .

Un calcul facile montre que s’il existe un nombre M tel que

(i) |q U,n)| N< m , J 2  KOmO-q.Omi+i)! x< M ,
n£Z

n2n r 2  it

(ii) |Q'(*,n)|dip s< M , Y Z  |Q*(<l»,n)-Q'U,n+l)|d4, 4 M 
J 0 n£2 J 0

r2lt «— *
(iii) |sin2<jiQ"|d<j> ̂  M ,\]H] |slxi2ÿ| |û"(<|>,n)-Q"U,n+1 )|<fy 4 M 

J 0 1 n€2 J 1 1

les hypothèses du théorème 2 sont satisfaites.



R e s tric tio n  d’ un m u ltip lic a te u r

Théorème. S o it S un convoluteur à gauche de LP(m( 2 ) )  dont la  transform ée de 

F o u rie r ab élien ne, F , es t une fo n c tio n  continue sur la  couronne,

{ ( p ,< M ) ; 0 < p 1 < p < p 2 » n £ Z , 0 ^ 4 » <  2n }.

A

A lo rs , lorsque l ’ on a p̂  < p < p  ̂ , s (p ) e s t un opérateur borné de L (r).

Soient deux fo n c tio n s , u e t  v  , la  prem ière dans LP(ü ) , la  seconde dans

LP ( l )  = l ) .  La fo n c tio n  g«-» <T (g )u ,v >  es t dans B (m (2 )) (v o ir  (2 ) ) ,
P P P P

na norme es t majorée par ||u]| ||v|| , .
Lp( r )  l p ( r )

S o it w une fo n c tio n  p a ire , in d éfin im en t d é riv a b le , à support compact dans

r+~ 1
R , t e l le  que I r * ( r ) d r  = 1 .  On note w la  fo n c tio n  t e l le  que w ( r )  » w(

0 E e e2

e t F la  fo n c tio n  sur n (2 ) t e l le  que Ç*F (x ,n )  = w ( lacl )ô_ . 
e e e ü ,n

La fo n c tio n  F es t dans A (h (2 ) )  e t  sa norme es t majorée indépendamment de. e 
e P

On peut écrire

!<P 
1 £ comrpCH(2 ) ) iH ILp(i!)IMlt P . { i )

d’ au tre  p a rt

<F .S , <T (,)u ,v > >  = <(F .S ) (p )u ,v>  . 
e p e

Ceci s ig n if ie  que le s  F * ^ ( p )  co n s titu en t un ensemble borné d 'opérateurs de
E

A

Lp(r)  , i l  s u f f i t  donc pour m ontrer que s(p ) e s t un opérateur borné de L ( l )  

de prouver que, pour chaque m e t n ,

A  A

lim  (F S) (p ,m ,n ) *  s (p ,m ,n ) . 
e-K) e

On a , en e f fe t

79.
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3T(Fe.s) = J -J 2 -L w(M) fs(x-y,n)dy .
R e

Ceci montre que, lorsque p appartient k ]p ,p_[ , *?(f .s)(x,n) converge vers
I c, C

Ts(x,n) uniformément sur l'ensemble { x ; |x| = p).

Par suite

(P s) (p,m,n) = —  I e <i'T(f .s)(p,«|»,n)d<|, s(p,m,n) lorsque e -* 0 .
E 0 ®

Comme application de ceci nous avons les démonstrations des théorèmes 3 et 4,

Soit À = (a )/ une matrice infinie de nombres complexes. Soit u
m,n (m,njezxz

une fonction indéfiniment dérivable à support dans [1,2] et telle que u(|) = 1 . 

Les hypothèses du théorème 3 impliquent que la fonction matricielle M(p) = A u(p) 

satisfait aux hypothèses du théorème 1. Le théorème de restriction permet alors 

d'affirmer que A = !i(J) est un opérateur borné de L^(l) (l < p < 2).
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82.

Chapitre IV

ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DES PRODUITS DE RIESZ

La première partie de ce travail est la rédaction détaillée d'une note C9Ü avec

quelques additions et simplifications. On y donne des conditions assurant que deux produits 

de Riesz sont mutuellement singuliers ou que l'un est absolument continu par rapport à 

l'autre.

Dans la seconde partie on étudie le problème suivant : étant donné un produit de 

Riesz définissant une mesure peut-on minorer la dimension de Hausdorff d'un boré- 

lien, E, tel que u (E) soit non nul ?
a

Dans la troisième partie on s'occupe de la convergence de certaines séries presque

partout par rapport à un produit de Riesz. On obtient, par exemple, le résultat suivant :

étant donnés un nombre a dans , 1 [, un nombre complexe non nul z , et une

suite d'entiers strictement positifs, telle que X.  , / \ . soit supérieur à
*  j + i  3

3 l ' e n s e m b l e ,  j x £  Ü ) ,2 ir ]  ; l im  ~  C  e*  nX =  z  j  a  1 p o u r  d i m e n s i o n  d e

n+oo n  i= 1

a  1 p o u r  d i m e n s i o n  d e  H a u s d o r f f .

Enfin dans la quatrième partie on a regroupé divers résultats. En premier lieu,

l a  p l u p a r t  d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  r e s t e n t  v r a i s  p o u r  l e s  p r o d u i t s  TT(1 +  R e ( a . e i 2  x ) ) .

j > 0  J

"a

li.
¡>0’



Ensuite on étend les résultats relatifs à la dimension de Hausdorff au cas de plusieurs 

variables puis au cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de 

Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires établie par 

R. Salem et A. Zygmund 00] subsiste dans le cadre des produits de Riesz.
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I. 1.1. On considère une suite d'entiers strictement positifs, £*ue’

pour tout n, Xn+]/Àn soit supérieur à 3. On sait que dans ces conditions tout

entier rationnel s'écrit d'une façon au plus sous la forme )  ̂ e.X . où les nombres
j£0 3 3

e. valent -1 , 0, ou 1, un nombre fini seulement d'entre eux étant non nuls.
3

Si a = (an̂ Q  est une suite de nombres complexes dont les modules sont inférieurs 

à 1 on pose :

Pa n(eDC)= r i  (1 + Re(a.e  ̂ )). 
a'n 0<j<n 3

Ces polynômes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun d'eux est 1. Les

cLxmesures P , (x) convergent vaguement vers une mesure, u , positive de masse 1.
a | Il (T a

On a

a'(e)
a j>0 3 3 £:0 3

où a!(e) vaut *a. ,  1, * â. selon que e. vaut 1, 0 , - 1 .
J ¿ 3 ^ 3  j

1.2. THEOREME. Soient a et b deux suites de C telles que :

M œ < 1  , l lbl l^sl  , g  Ibij-aj I2 -  » .

Alors les deux mesures Ma et sont étrangères.

34.

lXn|n£0’ tell«



Démonstration.

Il résulte du calcul des coefficients de Fourier de que les fonctions

iX x i _ i 2
le n -   ̂ n̂JnârO *-ormen* un système orthogonal dans L (Ma)- Remarquons aussi

que l'on a : ..

| | e  » . j ï n la # B W - 1 - J l ^ l 2 * 1 .

2Puisque It>n — a I est infini il existe une suite de nombres complexes, 
n>0

i an}n>0' carr® sommat>le et telle que :

i) pour tout n >0, an^ n ” an) est positif,

ii) T ~' a (5 -  â ) = +oo. 
feo  " n n

(c'est une conséquence facile du théorème de Banach-Steinhaus).

iX x 1 _ iX x _
Les séries Y” ' a ie  -  * â ) et 3 ‘ a (e - « b j  convergent l'une dans

feo n 2 n feo n 2 n
2 2 L (u ), l'autre dans L (mk). En extrayant des sous-suites presque partout conver-

a D

gentes on montre l'existence d'une suite strictement croissante d'entiers positifs,

^  x 1 -
(Nnjn>0 ’ telle que» lorsque n tend vers +», aj(e J ~ 2 ^  conver8e

iX .x 1 _ ° -J -Nn
/i -presque partout et Y““' a.(e •* - * b . )  converge n. -presque partout. Si les 

a 0<j<N 3 ^ 3  bn

mesures n a et jub n ' étaient pas étrangères il existerait un x tel que les deux

suites précédentes convergent ce qui montrerait que la série J"~*, oc.(5. -  5.) converge
fen J J J

contrairement aux hypothèses.

1.3. THEOREME. Soient a et b deux suites de nombres complexes telles que

Hall̂  et llbll  ̂ soient inférieurs à 1. On suppose que : sup < +°°»
3

1 ) Soit p un nombre réel strictement supérieur à 1. On suppose que :

i) pour tou h lp bj + 0 -p )  I < i ,

e s .

a. Iis
V

V



A l o r s  p. e s t  a b s o l u m e n t  c o n t i n u e  p a r  r a p p o r t  à  n e t  s a  d e n s i t é  e s t  d a n s  L P (j* )
D 3 S

( d o r é n a v a n t  n o u s  d i r o n s  s i m p l e m e n t  q u e  fi. a p p a r t i e n t  à  L P ( u  ) ) .
D a

2 )  S i  l ' o n  s u p p o s e  q u e ,  p o u r  t o u t  j  >  0 ,  X . n ' a p p a r t i e n t  p a s  a u  g r o u p e  e n g e n d r é
3

 ̂ 2
p a r  ^ j + 2 » • • • »  s i e n  o u t r e  ^ j “ a j   ̂ / ( 1 — Ia j  I ) e s t  f i n i  a l o r s  a p p a r t i e n t

à  L P (m J  p o u r  t o u t  p  f i n i .

Ihj-aJ
D a n s  l e  c a s  o ù  p  é g a l e  2  o n  n ' a  p a s  b e s o i n  d e  l ' h y p o t h è s e  : s u p —J — J— <  + « .

£ 0  1 -  la.. I

D é m o n s t r a t i o n .  x

i x  _  1 + R e ( b .e  3 )

P o s o n s  f  ( e  ) =  T l  ------------- i T T *  S o i t  P  u n  n o m b r e  s t r i c t e m e n t  s u p é r i e u r

° ^ n  1+ R e ( a . e 3 )
J

à  1 .  N o u s  m o n t r e r o n s  q u e  l a  s u i t e  [ fn J e s t  b o r n é e  d a n s  L p ( / i a ) .  S u p p o s a n t

p
c e c i  é t a b l i  c o n s i d é r o n s  u n e  v a l e u r  d ' a d h é r e n c e  f a i b l e  d a n s  L  (¿t ) ,  f ,  d e  c e t t e  s u i t e  ;21

u n  c a l c u l  d e  c o e f f i c i e n t s  d e  F o u r l e r  m o n t r e  q u e  é g a l e

I b . - a .  I

S o i t  M =  s u p  ;  i l  e x i s t e  u n  n o m b r e  A  t e l  q u e  p o u r  t o u t  n o m b r e  t

j > 0  1 -  l a  I
J

a p p a r t e n a n t  à  fp ,M ~ | o n  a i t  :

(1 + 1)*5 <  1 +  p t  +  A t ^ .

A l o r s  iX  .x

r  iX  J C - |P  r  iX  . x - r p  r  p  R e ( ( b . - a . ) e  3 )

[l+Re(bf  1)J 4 1 ^  J ) j  [<+--------- -------------------------------c n r - j
1+Re(a.e  3 ) ( 1 + R e ( a . e  3 ))

d ' o ù  3 3

! V i '2 1

i X . x  0 
[ 1 + R e ( b .e  3 ) ] p  r iX .x - j  A | b , - a ,  I

1. 4 .   ---------------------- <  1 +  R e  ( p b .  +  ( 1 - p ) a . ) e  3 + ---------3..J — .

D+Re(aJe1À3K)]P-' L J ] J 1-1^1

D é m o n t r o n s  l a  p r e m i è r e  a s s e r t i o n .  D e  l ' i n é g a l i t é  p r é c é d e n t e  o n  t i r e  :

ä ó «

ü ) jLjj Ihj ■  aj !2/  ¡ j1" Iaj I Xi -  Ipbj + 0 -P ) aj  I )j  < 00 •

* a '

*b
X.

J-*

R e ( a .



--------- t e - p r  * i 1 + Re L ^ j+ 3 j  }<1 + “j)
[ 1 + R e ( a . e  3 ) J

J

2 r  i
o ù  l ' o n  a  p o s é  u .  =  A | b . - a . |  /  ( 1 - | a . | ) ( 1 - | p b . + ( 1 - p )  a .  | )  .  O n  a  d o n c ,  q u e l s  q u e

3 J J L J J J ü

s o i e n t  l e s  e n t i e r s  m  e t  n  t e l s  q u e  m  <  n  :

d ' o ù  s u p  II f  II < • * » .

n>0 " Lp(Ma)

D é m o n t r o n s  l a  s e c o n d e  a s s e r t i o n .  O n  r e m a r q u e  q u e  :

r ^  D+Reibe1 *)lp i* x .
n  ------- J .t X pli n  (1+ R e ( a  e  3 ))

J°<j<m |-,+Re(ae j nKjsn
3

o ^  x
r  r  iX  x*i A | b  - a  | [ j + R e ( b . e  3 ) " r  iA .x

£  f<1 + R e [(Pb0+C-P)a0)e °  j - ° ,a ° " .) H  ---------- ■- H  [W e (a  e  J )]
“  o  l < j s m  Q + R e ( a  e  3 ) ] P - '  d x

3 25

o  iA JC  p

I b - a l  p  [ 1 + R e ( b e  3 ) ]  iX  a  d

=(1+AT̂ -r̂ n> f u ----- 'a ,  p-i n iu R * .
ti

I t é r a n t  l e  p r o c é d é  n o u s  o b t e n a i s ,  l o r s q u e  m  <  n  :

3

e t  l ' o n  c o n c l u t  c o m m e  p r é c é d e m m e n t .

L e  t h é o r è m e  1 . 2  e t  u n e  v e r s i o n  p l u s  f a i b l e  d u  t h é o r è m e  1 . 3  s e  t r o u v e n t  d a n s  0 ?  ]  

G .  B r o w n  e t  W . M o r a n  C 2 l  o n t  d o n n é  u n e  a u t r e  d é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  1 . 2  e t  d e s

|
c o n d i t i o n s  a s s u r a n t  q u e  p .  a p p a r t i e n t  à  L  0 0 .

D 3

iA,x p 
(1 + Re(b e J )) f

----------- IX T -p T f ^ 1

81 ..

iX .x-|

¡f
I mf i *

lP
Pa,

(1- P)aj

+00
" ï

dx
25e":n*

25

m<

dx
2ff

LÀ

fn (e* lp Pe _(e
UA
25

ix

j ¿ 0
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Le théorème 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de O. Padé [jj] : si, pour 

tout p de a n1 appartient pas à les mesures sont

mutuellement singulières et même, toute translatée de l'une est étrangère aux autres. 

Cette propriété s'étend au semi-groupe continu à un paramètre engendré par la mesure

V

1.4. THEOREME. Soit a = {ajJ j > q  une suite de nombres complexes telle que

O
sup |a. I < 1 et Y 2  ~ a>• Alors 
j>0 J j>0 3

1) presque toute (au sens de n'importe quelle mesure dont les coefficients de Fourier

tendent vers 0 à 11 infini) translatée de n est étrangère à fi .
3 3

2) presque toute (par rapport à n'importe quel produit de Riesz translatée de

H est étrangère à ix .
3 â

n
ĵ o
si l'on a

En effet, la translatée de u par e1̂ , r  (fi ), est le produit de Riesz 

iA.p iX.x1À M  1 À .X  -I

1 + Re(a  ̂e J e )j • Les mesures et r^Ma seront donc étrangères

O  iX.«P ry

la. | 11 — e 3 | =+<» (théorème 1.2) 
j>0 3

c'est-à-dire

1.5. I a. | ( l -cosX.<p) = +œ.
j £0  J J

L'ensemble des e ^  tels que 1.5 n'ait pas lieu est un ensemble d'unicité (cf. 

Kahane et Salem f5 ]), il est donc de mesure nulle par rapport à toute mesure pseudo­

fonction.

a s .

] 1, H» [ ep K in>1

“ a



Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de Riesz 

Montrons que 1.5 a lieu pour ^-presque tout <p. Voici le principe de la démonstration 

on construit une suite, de nombres compris entre 0  et 1, tels que

_  9
J ' a. I a . I = +oo et tels que pour un ordre de sommation convenable la série
j>0 3 3

2 1
T~2 a. Ia. | (cos X <p -  * Re b.) converge pour /¿.-presque tout <p.
j>q 3 3 3 ^ 3  D

Observons d'abord que la suite |cos \* p  -  j  Re bj}j^o est une suite orthogonale

2 2 dans L (/ib), elle est aussi bornée dans L (/i^) ; on appliquera le théorème de

convergence presque partout de Menchoff D H

Le cas où la suite ^  j ne tend pas vers 0 est immédiat : on extrait une

sous-suite ||a  I 1 ayant une limite non nulle. La série 5 ! ’- r  la estl n. Jj> 0  ^ J + T  n.

n. j
manifestement divergente alors que la série ) — 4— (cos X v> -  ¡5 Re b ) converge

3 + 1  ^n. <£ n.

¿^-presque partout car on a : )  * |j ly  |afl jLog(j+l)J <oo.

Supposons que la suite ||a^ )̂j>o tend vers 0. Soit r une permutation de N 

telle que la suite (laT(j) |)^ q  so^ décroissante. Nous savons que la série 

laT(j) ^  diverge, il en est de même de la série

Y 2  ' " H P 1*____________

lax (0 )1 + ^ r d ) 1 +" - + lar(J )1

2 2 2 •  1 1 
D'autre part, nous avons : ( l a  ,nJ  +■ l a . / . * !  + . . .+  la , .J  )“ s — — —. .

T(0) T(,) t(j) Ü̂ JIaTTP
la_(1)l2 2

Donc : J~) (---------- . - ±¡*11------------ _) (log(j+1)) < «  et l'on peut appliquer le
fe# IaT(0)  ̂ +•••+!ar(j) ^

théorème de Menchoff, ce qui achève la démonstration.

¿> 9 «

aj] j> 0’

2

|2
I 2

>0i h

i 2

"b

, l2



1 . 6 .  C e  q u i  p r é c è d e  s ' a p p l i q u e  a u s s i  b i e n  a u  c a s  o ù  l a  s u i t e  j e s t  u n e  

s u i t e  d e  c a r a c t è r e s  d ' o r d r e s  d i f f é r e n t s  d e  2  d ' u n  g r o u p e  c o m p a c t  s a t i s f a i s a n t  e n  o u t r e  

l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : i l  n 1 y  a  p a s  d e  r é p é t i t i o n  d a n s  l e s  s o m m e s  X j  o ù  t o u s

l e s  e .  s a u f  u n  n o m b r e  f i n i  d ' e n t r e  e u x  s o n t  n u l s ,  l e s  a u t r e s  v a l a n t  + 1  ( i l  s ' a g i t
J

d e  l a  n o t i o n  d ' e n s e m b l e  d i s s o c i é  i n t r o d u i t e  d a n s  J X ) ) .

90.

1 .7 .  R e v e n o n s  a u  c a s  o ù  j > q  e s t  u n e  s u i t e  d ' e n t i e r s  t e l l e  q u e  X ^+ 1 /X ^

s o i t  s u p é r i e u r  à  3 .  O n  c o n s i d è r e  p o u r  t o u t  j  u n  p o ly n ô m e  t r i g o n o m é t r i q u e  p o s i t i f ,

1 ^i+1 A
p . ,  d o n t  l e  d e g r é  e s t  i n f é r i e u r  à  * ( - * -------1 )  e t  t e l  q u e  p . ( 0 )  é g a l e  1 .  O n  v o i t

J ^  À j  3
n  iX  .x  .

f a c i l e m e n t  q u e  l e s  m e s u r e s  J " T  p . ( e  3 ) c o n v e r g e n t  v a g u e m e n t  v e r s  u n e  m e s u r e

3 = 0  3 **

q u e  n o u s  n o t e r o n s  n ^ y  O n  c o n s i d è r e  u n e  a u t r e  m e s u r e  c o n s t r u i t e  d e  l a  m ê m e

f a ç o n .  O n  p e u t  d é m o n t r e r  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s .

1 . 8 .  P R O P O S I T I O N .  1 ) S i ,  p o u r  t o u t  j ,  I k - l l l ^  e t  l l 2 q . - p . - l L  s o n t
J J J ^

s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r s  à  1 e t  s i  7 ~ " l H p . - q J I ^ /  ( 1 - l k - l l l  ) ( 1 - l l 2 q . - p . - l |L  )~i e s t  f i n i
■^ Q  il J •• J J J J

2
a l o r s  / ¿ ( q )  a p p a r t i e n t  à  L

A  A sy

2 )  S ' i l  e x i s t e  u n e  s u i t e  d ' e n t i e r s  { k . \ t e l l e  q u e  T ” '  | p . ( k . )  -  q . ( k . )  I s o i t
» 3 * 3 ^ u  3 3 3 3

i n f i n i  a l o r s  l e s  d e u x  m e s u r e s  e t  s o n t  é t r a n g è r e s .

Ce

P>

q)

P)>‘
¡M

;q)
M(P)M

2,



Y. Meyer et B. Weiss [6] ont démontré en utilisant le théorème ergodique de Birkhoff que

Log(1 + 2 cos 33x) converge vers une constante presque partout par rapport au

produit de Riesz 1 T(1 + r cos 3^x).
3S 0

Kac, Salem et Zygmund QG ont montré en utilisant la notion de système presque 

orthogonal de fonctions que, si la fonction f est assez régulière et si sa moyenne est

nulle, la série £(X .x) converge presque partout quelle que soit la suite •{ a. f .>n
j ^ O  J J  ̂ J J vi

telle que T~) | a. Log(j+2) | 2 soit fini (■! X est une suite lacunaire à la Hadamard).
j£ 0  3 3

Nous nous proposons d'étendre ces résultats à certains produits de Riesz.

Rappelons les notations. -IX . [ est une suite d'entiers strictement positifs tels
L 3 j>1

que Xj+^/Xj soit supérieur à 3 pour tout j . Dans ces conditions on a : XQ + X 1 +.

3 1. .  + X < * X . X “ ( X + . . . +  X , ) > i 5 À . Dans ce qui suit a désigne une suite n 2 n n o n -r  2 n

de nombres complexes telle que ||a|| < 1 .
00

iv t— -r i X iX
P_ J e ) = r T O  + Re(ae 3 )) 

a »n j=o 3

Ma est la limite vague des mesures Pa n(eix) ^ .

2.1.  LEMME. Soit I un intervalle de T, on désigne par | l |  sa mesure de 

Lebesgue normalisée, on a :

, ,
iMaW- |1||£-SÎ7- 

En effet, si 1j désigne la fonction indicatrice de I on a :

A A <•

1j(0)= l l l ,  [ 1j(n) | < ff-■["iï■]" si n est non nul.

n. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF

1
n+1

91.

n

' 5 l

d'où

î T(n) M J -n )Ma(-n)= |l l  +1j(n;£d aÛ) -
njfcO



S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e ,  p o u r  t o u t  n ,  X n  d i v i s e  X n + ^ .  S o i t  l a  p l u s

iX  x

p e t i t e  t r i b u  s u r  T  r e n d a n t  m e s u r ó l e  l a  f o n c t i o n  e  .  O n  m u n i t  T  d e  l a  p r o b a b i l i t é  

j ua , o n  n o t e  E n  l ' o p é r a t e u r  d ' e s p é r a n c e  c o n d i t i o n n e l l e  p a r  r a p p o r t  à  l a  t r i b u  Q ^ .  

O b s e r v o n s  q u e  l a  s u i t e ,  |  ^ - n } n > O f e s * d é c r o i s s a n t e .

2 . 2 .  L E M M E .

i j X n x  s i  j  s  0  m o d ( X n + 1/ X n )

e

1 -  *C H )X nx
. ijX x I 2 5n e  si j  s  1 m o d (X n + 1 / X n )

E  \ e  n )  -  (

ê DX„x s ,  j 5 . l m o d U n t i A n )

<2 n

0  d a n s  l e s  a u t r e s  c a s .

X 1
I l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  c e c i  l o r s q u e  - 1  <  j  <  —i p —  -  2 .  S o i t  d o n c  j  a i n s i  e t  k

n

q u e l c o n q u e .  S i  jX  +  kX  ,  s ' é c r i t  s o u s  l a  f o r m e  Y“_k e  X . l e s  n o m b r e s  e  ,  e , , . .
n  n +1 g B o  l

. . . .  e ,  s o n t  t o u s  n u l s  ( i l  s u f f i t  d e  c o n s i d é r e r  l e s  r e s t e s  m o d u lo  X )  ; a l o r s  
7 n -1 n

( j - e n ) X n  e s t  u n  m u l t i p l e  d e  X n + ^ ,  c e  q u i  n ' e s t  p o s s i b l e  q u e  s i  j  é g a l e  e n .  C e c i  

m o n t r e  q u e  l ' o n  a  :

'"a0*" llN s î X " l', a<Ao)l + 2 S  *^ ¡  p e c i o 1 l'‘a<X,, + S Ej Xí)lo n>1 n c0 »£ i» • •£n_ iSB“ ' »°» • 3 *°

92.
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93,

" a<- i Xn -  kXn+ 1) = " a ^ V

ou, si l'on préfère

r iiX x ikX ,x a r ikX ,,x
Je " e d i ^ W - ^ H y f e  M '  <*a(x)

pour tout k, ce qui démontre le lemme.

2.3. LEMME. On suppose que, pour tout n, Xn divise Xn+1. Alors 

iX x
Log( l+Re(ae  )) du (x) est positif.O 3

On peut supposer que XQ égale 1 et que aQ est non nul. Posons :

ao= r e^  (r > 0 ), p = ( /T - -  l)/r  ; on a :

n
Log(1 + M a oe“ )> = -log(1+(>2) -  g  Ç j -  e™ .

Utilisons le lemme précédent pour calculer l'espérance conditionnelle, w, de la fonction

XXLog(l + Re(aQe )) par rapport à la tribu <3.̂  :

w(e“ ) = -  Log(1 + p2) -  j  p(e1(pâo + e“i(pao)

\ n  I ü i -  ljX,+ll i(jX IjX 1-1 I i(jX . - 1) (p
«x ,* + a0 P V  e 1

*- l j x , l  2|JX1 + 1| 2 13 \ t -  1 ! ->

ou , -2
2 1 + jX  ̂ 2  

wfe1*) + log(l+p2) -  * -2 T 2  ------ p 1 cos jX .(x + <p)
1+p2 f e t j x , ü 2x ‘ - i )  1

par suite : ~
1 ^  l - P  

2 J 1 ---- 2 jX

d'où

n+1a n-

A

lw(e te) logl l+p 2p
1+p

2s
ldi l a<x

J*' JX
7 T
, ( l

2
*1)

Ipl lp 3 1
FTT O

<p)(x

1) <f>

+



94.

log(1 + R eia^JJd/igix)^ - log(1+p2) -  Ipl3 £ 3  ï fô p ï)

or

rt4-°°\ 1 f 1 1 T 6 ^ 1 1 ^ 3
33ÜFÎT £ 5 + 55 + J2 3 ^ T r  = ;  + î Lo85 < 5 + B < TI5

donc

2
Jlog(l + R e ia ^ ^ g ix )  £ - 2 £ - -  logd + p2) -  ^  |p |3.

2
2o 2 3 3Appelons v(p) la fonction —£-*p -  log(1 + p ) “ îïï IP I » il est facile de montrer

1+p

que v'(p) change une fois de signe sur l'intervalle ] 0 , 1 [. Il s'ensuit que la 

fonction, v, croît puis décroît sur ¡0, l] , or v(0) est nul, v(1) = -  log 2 est 

positif, donc v est positif, ce qu'il fallait démontrer.

2.4. LEMME. n existe un nombre C tel que quels que soient l'entier non nul n 

et la suite {aj } j>0 carr® sommable on ait :

[ f  SUP | £ « ÿ e 3 *“ Ma(-nXj)> j dMa(x)j <C  \/l+Log |n 1(7^ la. !2)1̂ 2 .

Démonstration.
. 1 inX .x ivX . .x

Le lemme 2.2 montre que : E3+(e 3 ) = u.e 3+ où l'entier v est tel que
3

I v\ < n̂ ^ 1- . Par conséquent si k est un entier tel que + 3 + “2 +* * *+ TT < 1

(ceci a lieu si k est strictement supérieur à Log(2 |n |-l)/Log 3) alors

. . inX .x a
E3+ (e 3 ) est constant (donc égal à u (-nA .)).

a j

Soit donc k le plus petit entier strictement supérieur à Log(2 |n l-l)/Log 3 ; 

pour tout j, entier compris entre 0 et k-1, les fonctions 

|aj+k£ [ e x p i i n X x) “ ^ a ”̂n ĵ+4i6 8004 des accroissements de martingale, une

. 2 i 2

P1+

P

7
' W

1/2|2in X

)=0 '

Ini

7

i>0
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inégalité de Doob donne :

L'En ¡£U - ;.<-**«» f * .«f 
- c , ( g l V k e i2 ) , / 2

d'où

rr i a i2 i 1/2

HïJEUvi- *-"J
* c a< g l « i * * l 2), / a -

Par suite

rn N inX«,* A o lV2
J “ P„ 'S ^ 1'  ‘ '‘a*-’*» » 1 ‘V 0]

k-1

N>0 m

|2>'/2£C2 ^ S '« e'2),/2

ce qui achève la démonstration.

2.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout n, XR divise X j .  Soit

( fn)n>0  une su^e ^  f°nctions de A(T) telle qu'il existe deux nombres strictement

positifs, p et C, tels que :

0 < p < 1 et supp"*^ sup If (j) I < C.
j£ Z  nÈ>0 n

T **nxAlors pour toute suite j de carré sommable la série 7"^ aR |fn(e ) -

f **n* 1Jfn(e )dMa(t)j converge pour ^ “Presque tout x.

Démonstration.

inX x a a
Posons (p .(x) = e 3 - ü ( - n X . ) ,  f.(n) = c .. On a :

H f  J a  J J n t J

dM»(t) = S  C".3 ” n,j(x)

1/2
J4*

inX

&(ei+kl
oc

inX
j+k(

X

‘"a - nXJhk£

,1/2

C2 - hkeV

n>0 n>0

fj(e

.X
] i a

iX
fxi



utilisons le lemme précédent : 

N

suP ¡ Z > i  E X  i %  i ! Il ? -  C2 1 2  \/l + L°g in I (XD k
N>0 *3=0 3 n?0 n,J n ’31 L (jLt ) 2 n?0 p t f  ■ 3

*  C C 2 G  <°l n  * \ / l  + L 0g | n |  X J 3  1«, I2 ) 1 / 2 . 
njS) j>0  J

On déduit facilement la proposition de cette inégalité.
/ ^ n-L12.6 . LEMME. Supposons que X , / X  tend vers +oo et que inf —r—  > 4.

n+* n
X. n=0 "

Posons £ = i n f i j > 0 ; V k a j ,  n <  \ +1 (n S 0 ). Alors, pour tout n,
le

pour toute suite de carré sommable, |x^ on a :

I inX jc A inX.x A 9

lS „ ^ <e - "a(-nXd) ’ * • “ a'-HVU,, S0+Îlnl'f?)g  lxj l ‘'^¡T.kao “  1 “ * L > a)
Démonstration. . inX .x A

Posons <£> .(e ) = e -  ju (-nX.). Dans ce qui suit n est fixe ; j et k n ,j a 3

sont deux nombres entiers tels que 0 < j < k. On vérifie que :

<% ,] - , = '*a(n(V \ i )) -  >‘a(- nXj ) •
B

Si I n I égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi lorsqu ' aucun

des deux nombres nX, et n(X,-X.) n 1 appartient au spectre de u > ce qui est
k k j  a

assuré si l'on  a :

gXk < |n| (Xk -X. . )< | n | Xk < X k+i 

ce qui est réalisé si -------1-------< |n I < ^ c 1 est-à-dire si

2

sup(j,k) > 4 | | > le produit scalaire <<p . , t,o , > 0  est nul. 
m i n ,3 ’ L (jLta)

96.
d'où

I N I I N I
SUP | C ai 2 I ) cn i ^ n  i(x)l - C  sup E  °H cn i i(x) N>0 'j=0 3 n?0 0,3 n ’3 1 n̂ O N>0 'j=0 3 0,3 n »3 1

|2j1/2

I N 
£j=0

C .
n,3 P  •(*) n>3 '

j N

1 j=0
a. c . <p .(x) i 
J n>3 n ,3v ’ \

2 < In | k+r k
3 

“ 2 ’

Nous avons donc montré que si j et k sont distincts et si 11 on a :



" a

P u i s q u e  <<p ,  ,  «  . )  2 -  1 -  U j - n X . ) l  < 1 ,  o n  a  :  
n , J  n , j  j  a  j

3

t  ' W l V j «  ! ' « g  ' T *
a' n n

sllglr: ixj2
V 2 jSÜ 3

d ' o ù  l e  l e m m e .

u n e  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  d e  A ( T )  t e l l e  q u 'e x i s t e n t  d e u x  n o m b r e s  s t r i c t e m e n t  p o s i t i î s ,  p  

e t  C , t e l s  q u e  :

-lil *
0 < p < 1,  s u p  p  s u p  | f ( j ) l < C  ,  T 2 p  / ! ” < + « *

jez èo  n 3>o 3
r i 2 2

A l o r s ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  s u i t e  { a j } ^ o  £ Z )  l<*j I ( L o g ( j + 2 ) )  s o i t

r ^ nx r iX t 1 ^
fini, la série j g  an ^ (e  ) - Jfn(e n ) d*i a(t)j converge pour ^-presque tout x.

D é m o n s t r a t i o n .

O n  p e u t  s u p p o s e r  q u e ,  p o u r  t o u t  n ,  ^ n + 1A n  e s t  s u p é r i e u r  à  4 .

A
P o s o n s  f  ( j )  =  c .  ; g a r d o n s  l e s  n o t a t i o n s  d u  le m m e  p r é c é d e n t .  O n  a  : 

n  ] , n

i X _ x  r  i X _ t
i du iti » S 1 c .  n‘n<* " > - ] < „ ( «  n ) * . W - g

°n 1 ?  Ci,n 'P3,n * 5  § ?  a" C;,’n <" i ' a

d'où
N i i N

ss.
Le lemme précédent et le théorème de Mensov-Rademacher ( DO » t. Il p. 193, DC ). 

montrent que :

y /.
O n  a  d o n c

S ki
>
n,

,kL 2a
)XÂ

§ < k

(<p
n,j 'Pn,k:

> , 

L ‘
«In ^ a

X.
J'* r

k

2 . 7 .  P R O P O S I T I O N .  O n  s u p p o s e  q u e  X n + 1 / X n  t e n d  v e r s  -h ». S o i t  { ^ / ^ g

t e l l e q u e

iS) Cj,
o.
3,r MSO

j»n I *C.i.n* n

n
c .

h

n^O

f Ij I

* k

L

y '

Xn



|| Slip ¡ C « n c i n ^ i n | l l  2 “  ^1 + £ C Y2 I anc i i 2) 1^2
NSO 'fetf n 3»n J»nl h \  ) l j l  V fe6 n j ' n y

a

S 2 C ^ T - ^ - 7  P+ l j l ( C l an L°8<n+2) |2) ' /2 -

On a donc

rr I m iA x  f iX t i2 -i1/2
J S  | g l W  ) ' J i n ( e  ) d i l a ( t ) |  dMa ( x ) j

■Jo

S 4C ( 1 ^  fiHj  I Loei«2) 12)  '
> 0

ce qui achève la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. 1. S i, pour tout n, X divise X , la dimension den n+i

Hausdorff de tout borélien, E, tel que n (E) soit non nul est supérieure à3

1 -  lim sup(Log Xn)~ j Log Pg n(e^) d/ia(t). Il existe un borélien portant /¿a dont
n-H-oo " *

la dimension de Hausdorff est inférieure à

1 -  lim inf (Log X . f 1 f Log Pa (e11) dfi (t). 
n-»+oo ** ’

2. Si X J X  tend vers -k», si a est un nombre de n+i n

[0 ,1 Q tel que £ 2  soit fi™ et si à partir d'un certain rang la ! est
n>0 n

2
inférieur à 2ot/(l+a ) la dimension de Hausdorff de tout borélien, E, tel que n (E)

3

soit non nul est 1.

3. Si J \ |an | (Log X / 1 est fini, on a la même conclusion

qu'en 2.

Démonstration.
Dans tous les cas la série

, r iX x « iX t -i
r~ ï(log x nf  jlog(1+Re(ane )) -  Jlog(1 + Re(ane n )) dMa(t)j converge pour

H -presque tout x (cela résulte des propositions 2.5 ou 2 .7 , dans le troisième cas

la série converge uniformément). Un lemme de Kronecker ( [j\ p.139) montre que, pour

Log( n+2

1/2

n> 0

fTn
na

n£1



u -presque tout x , (Log X f 1 |Log P (eix ) -  ÎLog P (e1*) du (t) { tend vers 0 
d n i  ci y n j  a f n <x j

lorsque n tend vers +00 ; désignons par E 11 ensemble des te ls x . Posons
a

Soit x un point de E : on a : Log P (eix ) = b + e (x) Log X où
a 0 a .n  n n n

99. /;

lim e (x) = 0. 
n-*»

3 1Soit I un intervalle de T contenant x tel que r----- < 111 <  r— . Soit t
n+1 n

un élément de I. On a :

iX .x iX t | a . i
ILog( 1 + Re(a e 3 )) -  Log( 1 + Re(a .e J )) I < t* - 4 - t 2itX ¡11.

J J j 3

Donc

lL°g P ^ ie * * ) -  Log Pa>n( e ^ , |^  (1 -  ||a|i^“ 12tr¡1 X .  < 3ff(1 -  l la ilj” 1 

et

bn + en(x)Log X -  3tt(1—||a | i ) ~ 1 < inf Log P (e1*) < sup Log P (e11) < b +e (x)Log X + n n n oo dfn a f n n n n

3ir(l-||a|| )- 1 .OO

Appelons la mesure (P (e^))” d̂/i (t), le lemme 2.1 montre que :
s  a ,n  a

' <^m
n+1

d ' où Log 111 -  Log 3 < Log n  ̂ n\ l )  < Log 111 +Log 3.

Puisque /ia(l) = Pa>n(t) d j /n\ t ) ,  on a :

Log II I + b + e (x)Log X -  C < Log u (I) ^ b + Log II | + e (x)Log X + C n n n a n n n

où C = Log3 + 3ffd-||a||oor 1.

En définitive : 

bn «ti

1 + Log II | + " Log II I -  ..Log II 1 -  1 + L o g | l |  + " Log II

bn £n(x)LogXn+C Log Ma(l) t>n en(x)LogXn - C

b = 
n

Log P
a.

(t).*a'

Im
(n)/

' ( I ) l l l l<



On a évidemment |b I < la 1+ la, I + . . . +  la I d'oùn o i n

i b  i | a  I -f- i 3  -i I +  . . . +  1 a  I bn i o 1 n . i  n=-----nr-r ^ --------- t----- *------------ ce qui montre que, dans les cas 2 et 3 , ?-----nrI Log 111 I Log Xn ’ Log ! I

tend vers 0 lorsque | l |  tend vers 0, I étant un intervalle contenant x et

appartenant à la famille J = ; 3n , 3X ^ |$ |l I < X~1 j-.

Log Xn
Puisque | j p est borné, on a :

Log ju (I) 
lim —:-----PS-Î- = 1.U l^  -ESgïïT 

xeieJ

Dans le premier cas le lemme 2.3 montre que bn est positif, alors :

b b - b  _ n n < n______
” Log Xn ~ Log II I " Log Xn+1 -  Log 3

d'où

b e (x)Log X + C Log u (i) b e (x)Log X -Cn n & n  ̂ a ' n nW 6 n
1 ” Log Xn + Log II | “ Log 11 I “ 1 “ Log A.n+*-Log 3 + Log II 

ce qui montre que l'on a :

b LogMa(l) LogMa(l) \
1 -  lim sup ï----- r- < lim inf —s-----rr-r ^ lim sup ------------- < 1 -  lim inl p ——r-----

II 1,0 L0« 111 II |*o Log II I n - «  L° 5 T n7l
x e ieJ  x e ieü

Etant donné un intervalle I contenant x il existe deux intervalles J ̂  et ^  

contenant x, appartenant à 3 , tels que : J 1 c  I c  J2 , U1 | £   ̂ Il I,

IJ2 I < 3 111 ce qui montre que dans les limites précédentes la restriction le  3 peut 

être levée.

On conclut au moyen d'un théorème démontré par Billingsley ( [ ij  , pp. 136-145).

i ■r».

n-H-oo



1 0 1 .

d1 où

2.9. REMARQUE. La démonstration du lemme 2.3 montre le fait suivant : si Xn

| j ^
divise X . et si a est le nombre compris entre 0 et 1 tel que ¡a = ——*

n+l " \ 7 ?

alors

t 2 
j  Log |j + Re(ane n ) d^a(t) < 2-  % ~ Logi1 + ^  ^

2

lim sup — 2—  [ Log P n(eit) du (t) < Ç- ^ 2  -  Log(1 + a2) + jp  a^)/Log 3
n-̂ oo Log X J , 1+an

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel que ix (E) soit nona
2

nul est supérieure à 1 -  LogO + ot̂ ) + jp  of^)/Log 3. On peut s'assurer que
1 + a

cette fonction est minimum pour a égale 1, ce minimum est strictement positif.

III. 3.1.  LEMME. On désigne par O le produit { -1 , muni de la probabilité

de pile ou face. On se donne 3(n+1) nombres réels a . . . . .a . 6 , 6  , y , . .o n o n o

. . ,  y  n tels que | I soit strictement inférieur à 1. On a : 

r  i __  1-ko0 .0 .+co0 . 1y . i2 -j
e| sup n ■—fiu.W..J, 1 n d + ̂ .J

k)<m<n 0<j<m 2jaj  ̂ 0<3<n J ^

S 4 r n  r, (8rai) + ri J
L '0<j<nV J  -  1 j.

3

2 \ a )
i + a

-N



10 2 .

Soit $> la plus petite tribu sur iî rendant mesurab les les projections u

oô , • • • »t02m+r l'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport à 2>m

lorsqu'on munit O de la probabilité 1 [ (1+w2 ,a.)da). On a :
0<j<n 3 3

c* 2m m 1 ni ^  ̂ „ 1 ^E ( ---- r........ ...................  ) = 1 pour 1 < m < n.
v  1 + w - a .  y ^¿m m

La suite -( | | ----- - 3-J------ Ü ^  -  H est donc une martingale.
W .  + w2jaj 0<m<n

On a :

r n rr o + “2a>]
k)<j<mV 1 + a 2jaj 0<j<n 23 3 -»

r A  + .jS . + . ^ .^ 2  ___ -iEi n (— ..j) n (i + w2a),
0<j<m 2j j 0<j<n 3 3 J

2
r(l + a,' . 8 . + oj0 . . y .) n

,  t t  e  ------ — 2 J Ü -1 -]
O sjsm  L 2j j  J

E

Donc 

Ei

« j  -  + y*
1 + - J ------L —----- A

'-«i

1+coo .0.+u)o . ..y. i2 ()3 .—oc.)2 + y 2( n ( van at2J)-i >  n ( u .u  2..i )-i.
0<j<m 2j j 1 y 0<j<m 1 -  aT

J

Le lemme résulte alors d'une inégalité de Doob sur les martingales.

3.2. LEMME. Soient fi et v  deux mesures boréliennes positives sur T .

1) Si f appartient à L1(^) la mesure (tfi) * v  est absolument continue par 

rapport à la mesure ¡i * v .  Ceci permet de définir Tf ainsi : (Tf)(/u* v )  = (fu) * v

Soit c mE

1 + 2 ‘ -iy

¡Ha ■B ^*2 !y
1 - oo.

iaj
= E

" 2 i

' j
2a.y?

°J
1 -

1
2

Z i'
.a. 
) J

■ cô  
2 ,

,(1H* 2
)2
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Tf appartient à L1(p * v ) ,  Tf est positive si f l'est.

2) Pour tout p €  [1, +00] ,  pour toute f appartenant à LP(T) on a :

llT(0 ll < IWÜjfejkll .
L % * u )  M<T' LP(ji)

3) Si | f n j ^ o  est une suite de fonctions de Lp(ji) (l < p < ») on a :

l/p
llsup |T(f ) I II < I^IL/T\ llsup |f lll .
n>0  n L% * u )  M(T) n> 0  n LP(/i)

Preuve. Soit E un borélien tel que \i * t>(E) égale 0 ;  c'est dire que la

fonction 1„(x+y) est nulle n xv-presque partout, on a donc :

d [(f/i) * = J J  1E(x+y)f(x)dM(x)di/(y) = 0 d'où la première partie du lemme.

Si f est réelle dans L^(^) on a, à cause de la monotonie de T : îT(f) |<T( if I ).

Supposons maintenant que f = u + iv où u et v sont réelles dans l '(ji)» on a :

I Tf | = sup ((Tu)cos a + (Tv)sin a) = sup T(u cos a + v sin a)
0<a<2 ir 0<oc< 2 ir

< T(If I ) .

Ceci montre que lorsque f appartient à L°°(^) on a : || Tf|| <||f||
L ° W )  L°°(M)

D'autre part, lorsque f appartient à L(jz):

INI  < ||t( |f I )|| = [ f  |f(x)|dii(x)dp(y)= I k l L  J |f|| .
L (|U*lO L J J  MlT) L1(m)

La seconde partie du lemme s'obtient en utilisant le théorème d'interpolation de Riesz-

Thorin [  [11] t. n , p. 93].

Démontrons la troisième partie. On a : If I < sup |f | ,
n m>0

d'où |T(f ) I < T( |f | ) < T(sup | f | )
n n m>0 m

enfin sup |T(f ) | < T(sup |f |)
m>0 m  m>0 m

et l'on conclut en utilisant la seconde partie.



3.3. THEOREME. 1. Soient a et b deux suites de nombres complexes dont les
2

modules sont inférieurs à 1. Si b-a appartient à 6 et si lim sup I a . | est
i j-»-00 3

strictement inférieur à * le quotient P. (x)/p^ (x) converge u -presque partout.
D,n a,n a

2. Soient a,b,c,  trois suites bornées de nombres complexes. Supposons que l'on

ait :

i n f X . 1/X.2:5 , l i m s u p | a | < 2  , ( Ib̂ -a.. l2 + le, l2) < -h».
j> 0  3 j-»oo 3 p O  3 3 3

, r iX .x 2iX .x -I iX .x v
Alors le produit FT j  jj + Re(a æ 3 + c.e 3 )j /( 1 + Rea æ 3 ) j

converge n -presque partout, a

Dans châcun des deux cas le résultat est vrai si l'on change l'ordre des facteurs 

des produits.

Démonstration de 1.

1 2 On peut supposer que l'on a : sup la. | < * .  On pose k = 4/(1 -  4 sup la. I ).
j>0  3 * j> 0  3 

Le lemme 3.1 montre que, lorsque n est inférieur à N, on a :

e r  sup jp2* * ' " )  i - 11 p2 m
L0<nkn |P2«a,m,x) 1 2“ a -N J

iX .x 7
r  T— r r  4  I n. -I

< 4  FT (  1 + ---------O  ^  -  1

1 -  4(Re a.e 3 )2

^ 4 f rT(1 + k lb.-a. |2) -  i l .
L^O 3 J

Intégrons par rapport à x , appliquons le théorème de Fubini et faisons tendre N vers 

+«o :

E EL- -1 f  * 2“ wj * < [p °+k v j  ,2> - '] •L 0<m<n 2wa,mv ' ü

i.0 > •

| P2 (x)Jb.m̂

L0 < , cSn



Considérons la mesure de probabilité, v , définie par le produit

n o  + co.cos X .x) ; on a : 
j>Ô 3 3

^2œa * Vo) ~ ^a

r P_21* ^  \  =
P̂2<*>,m ^  ^  a

Le lemme 3.2 montre que l'on a, pour tout n :

On prend l'espérance des deux membres, on utilise l'inégalité précédente, on fait tendre

n vers -h» en utilisant le théorème de la convergence monotone :

P | PK (x ) 12 o -,
sup | p " f ”  x Y ~ 1 dMa(x) <  4-j r i ( l  + k |b . -a  I ) - l } .

 ̂m>0  a,m' ' 1 a l *>0 3 3 J

On déduit facilement de cette inégalité la convergence n -presque partout du quotient3

^b,m^a,m*

Démonstration de 2.

Elle est analogue à la démonstration précédente. On peut supposer que l'on a :

1 1 sup | a . | < s ; on choisit un nombre a dans 1 ' intervalle * , 1 C tel que 11 on
j>0 3 1

1 [ * 4  2 2 Iait: sup | a . l < * c r  ; on pose : k = 4 / 1 ( 1 — 5 sup la. I ) ( 1 - a )  1. On considère
j> 0  3 z L a  j2ï0 3 1

les produits

2 iX .x 2 2iX .x

pj- 1 + 5 m2.1 Re(bje ) + W M2.W Re(cie 1

Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole avec la mesure, 

v , définie par le produit

:os .

0<: 1
2 

+ d
6Ú-.

2j

ix  
J \a.e

3
Rei

H

ic<m
SUD

ipb (x)

a

x).2ooa
d/j|2 .

-  1
(x),m

W2coc

Po K 2 at

n
qi jn

u 0< m<
)£, wiß1 !2

.mpb
V

œ



1 !"( I + au)0 .cos X .x + (I-ct ) co9 ■ iCos 2X .x) ; on obtient l'inégalité : 
j> 0 *3 3 ¿3+1 J

iX .x 2iX .x
r | 1 + Re(b.e  ̂ + c.e 3 ) ¡2

sup TT ---------- 3-----fr-rr-l------------ f  dH ix )
” m>0 0<j<m 1 + Re(a .e 3 )

3

< 4 \ n  (1 + k( lb -  a | 2 + |c |2)) -  1*1 
Lj>0 J J J J

ce qui achève la démonstration.

Le fait que 1 ' ordre des termes soit sans importance vient de ce que la propriété 

de la suite clue l ' on a utilisée est la suivante : un entier se décompose d'une

façon au plus sous la forme T”' e . X . où e. = - 1, 0 , 1 dans le cas 1 . ,  e. £ j - 2 ,
V>n 3 3 3 3 L
_  :0

- 1, 0 , 1, 2 |  dans le cas 2 .

3.4 . COROLLAIRE. Si l'on a :  inf X . ./X . > 5 et lim sup la. |< * quelle
j> 0  J+l 3 jf«  3

que soit la suite de carré sommable, a, la série

iX.x _
T~2 a.(e J -  * â.) converge ¿t -presque partout (ceci a lieu quel que soit l'ordre
m  3 3 a

u vc J _ 1 s 

des termes).
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On a

iX .x 
(e J 1

2
1
2 f

1 -f * a. € 
2 J

•iA .x 
J ) =

1 -2  - 7 a. e 
4 3

x

" - I 1
iX jX , 2iX x 

2 aje

Donc

cos X x -
J

5 Re a. 
2 J

Re I.Jl, ,2 1 2, 
1 -4 y iX .x

B H 1 , 
2 e

2iX .x -
3

1 + Re(
1A A

e J

Xj ïj* 0

à (1

i l  \

2 v
)e

iX



2
Si a est un élément réel de £ le théorème précédent montre que les produits

FT !~1 + oc.(cosX .x -  i  Re a.)l et 1 T ! 1 -+- a (sin X .x + i  Im a.)l convergent p  -presque 
j>q L J 3 * J J L J J * 3 J 3

1partout il en est donc de même des séries )  ,'g.(cos A .x -  * Re a.) et
j l ï ï  J 3. * 3

C  a (sin A .x + * Im a.) ce qui achève la démonstration. 
j>0  3 3 ^ 3

REMARQUES. Quitte à utiliser d'autres mesures u on peut dans laCü r

première partie du théorème 2 , remplacer l'hypothèse, lim sup la. | < par
j*» 3 *

1 ' hypothèse lim sup I a . I < c o s -------------------------- (ici (30 désigne la partie

J ~  J 2+ fiant - £ 1 - 1 ) 1  
L j^0 Aj J

iX .x a . .
Nous avons déjà remarqué que les fonctions je  3 -  J- j  .>„ forment un système

entière de x).

iA .x a. .
! rlo-ià r o m a m n o  nno lo e  fnn /'tinnc Sa 3 _  _1

'j>0

2
orthogonal dans L {n ) il résulte donc du théorème de Menchoff que les hypothèses ,3 *

2 2inf X. . / A . > 3  et Y~\ la. i (log j) , entraînent la convergence de la série 
j>0  J+ 3 3>1 3

iX-x 1 _
5 ^ a .(e  J - s â . )  pour ju -presque tout x. 
j>0  3 1 3 a

Dans le cas où X . J X  . est entier quel que soit j, on peut démontrer le 
3+ * 3

corollaire 3 .3  d'une autre façon, on obtient d'ailleurs un résultat plus précis.

3.5.  PROPOSITION. On suppose que, pour tout j, A ̂  divise X ^ . Quelle

f 1 iXix 1 -que soit la suite a = i a .  de carré sommable la série J ,q.(e J -  * â.) converge
L 3J 3— u j>o 3 * 3

H -presque partout.
3 f iXix 1 -  l

En effet il suffit de remarquer que les fonctions | aj(e % aĵ J j£0 sont des

accroissements de martingale (cf. lemme 2 . 1 . 1).
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sin X .x + i  Im a . = 
3 ¿ J

ki lai
1 2 V 

* ï V

iX .x 
i 3 - 1 . 

l l
2iX .x-i 

„ 3 I

1 + Re
iX x

.e J 
3

Re



3.6. THEOREME. Soient { * n} n£Q une suite d'entiers strictement positifs

tels que X j/A soit supérieur à 3 et | Tn} n>o une suite croissante de nombres

1 2
réels strictement positifs tels que C  (Tn lo® n) soit fini. Pour tout nombre complexe

n> 1

non nul, z, tel que |z |lim sup(rn+1 -  rn) soit inférieur à  ̂ l'ensemble des x

iA,x n-°°
-1  itels que r" e converge vers z est non dénombrable. De plus, si
° 0<j<n

C (r . -  r )/log A est fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1. v n+1 n" * n
n^ i

En effet, posons r * = 0 , a = 2 z ( t  - t  ,). Alors limsupian l est strictement 
” 1 " " n-»» -x

-1 nX
inférieur à 1, la remarque suivant 3.4 montre que la série Tn ~ T̂n~Tn- 1 ^

n^O

converge -presque partout ; un lemme de Kronecker ( [7] p. 139) montre que
3

_ 1 n iA .x
t ” }  \{e 3 -  (Tj-Tj j)z) tend vers 0 Ma~presque partout. La seconde assertion

résulte de la proposition 2.3.4.

3.7. REMARQUE. On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5 pour obtenir la

-1 ^ n Xconvergence presque partout de la série )  t ” (e -  ( t  - t  . )z). On peut alors
n£0 n n n-1

obtenir la même conclusion que celle du théorème 3.6 en faisant sur la suite { x n} n>Q

—2une hypothèse convenable et sur la suite r l'h yp oth èse: ) ] t ” < o o .
n n>0 n

3.8. PROPOSITION. On suppose que Àn+^/An est supérieur à 3. Soit 

a = { an} n̂ o une suite de nombres réels positifs n'appartenant à 0p pour aucun p fini 

et telle que limsupa < 1 . Pour chaque réel strictement positif, a, on note v la
n+oo «

mesure que définit le produit TT (1 + a® cos A .x). Il existe une famille de boréliens,

K L > o -  te iie  ^ :

l n‘;

£ 0



1 0 9 .

1. si a est différent de a' on a : E H E . = 0  et y jE  . ) * 0,
a oc ex oc

2. ^ ( E a) - 1 ,

3. ü E est négligeable pour la mesure de Lebesgue.
a>0 a

Démonstration.

1er cas : a ne tend pas vers 0. n

Il existe alors une suite telle que a  ̂ tende vers un nombre t  de
•\ n

] 0 , 1 [ .  La série Y Z  -  ( e  n -   ̂ar) converge v  -presque partout ; soit E 
n> 1

1 A  *V . , l a1 'ensemble des x tels que -  J”]e 3 tende vers * • Ces ensembles vérifient

" P T  n U k x
1. et 2 ., d'autre part ils sont disjoints de l'ensemble des x tels que -  3 tende

vers 0, ensemble qui a une mesure de Lebesgue égale à 1.

2me cas : a tend vers 0. n

Soit a une permutation de M telle que la suite { aa (n) l n>o soit décroissante 

S'il  existait un nombre strictement positif, a, tel que la série (n+1) 4 aa , \
,  m  a(n>

converge la suite (n+1)4 a^(n) serait bornée et a appartiendrait à un

Soit E l'ensemble des x tels que la sériea

- iX / %x
] T > +1) 4 |e  o(n) “ 2 aa(n)J conrer8e -

Ces ensembles vérifient 1. et 2. et sont disjoints de l'ensemble des x tels que 

- 1
J~~] (n+1) e converge, ensemble dont la mesure de Lebesgue est i .
n>0

J=1

Lkn n>1

[n )XU o

P



IV. AUTRES RESULTATS.

4.1.  PRODUITS DE RIESZ CONSTRUITS SUR LA SUITE {2nj .

N i
4.1.1.  Une somme ) ]e.2J (e. vaut - 1 , 0  ou 1) est nulle si et seulement si

3=0 3 3

tous les e. sont nuls. Si a = |a.J est une suite de nombres complexes de modules 
J J

XX T‘"“T  Í2^Xinférieurs à 1. Les polynômes trigonométriques (e )= IT(1+Re(a. e  )),
a 'n 0<j<N 3

sont positifs et de moyenne égale à 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,

{p (x) _ , a une seule valeur d'adhérence vague, m .' a,n JTTJn̂ u 3

4.1.2.  LEMME. Soit m un entier strictement positif, soit n l'entier défini

n ju. *|
par les inégalités : 2 < m < 2 . Soit N un entier supérieur à n+2. Si 1 ' on a

m = g ^ e . 2 3 {ej e  H » O» l], 3 = 0 ’ 1’ 2 ......... N>

alors ^  égale 1 et e^_1 égale -1 .

En effet, la somme T~2 £-23 a le signe de t . .  Donc t .  égale 1. D'autre
0<j<N 3 N N

part :

0N ~n+1 .. ~N t- 1  ^ 0N-1 ~N—1 ,
2 - 2  + 1 < 2 -  m = -  ) , e.2J < -£. t 2 + 2  -  1

0<j<N 3

„ JM-1 „n+1 „  ̂ „N-1 par suite 2 < 2 - 2  + 2 < -2

ce qui montre que est strictement négatif donc égal à - 1.

4.1.3.  Une application répétée du lemme précédent montre que, sous les mêmes 

hypothèses, e. égale -1 lorsque l'on a : n + 1 < j < N - 1 .
J

4.1.4.  Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2.  Posons :

X i'J r

jSO

p

N-1

N-1



m . ,

Em = i(V  er •**' en̂ € I"1»0»1] ; Ç ej23 = mJ

l i i .
m

Êr

Fm “ {̂eo' er'**’ en^C l“1'0’1} ;2 +^ £j2J m-̂'J=0

Si e appartient à {-1,0,  on notera aj(e) le nombre valant  ̂ ay  1, 2 aj

selon que vaut +1, 0 ou - 1.

Alors si N est supérieur à n+2 la remarque 4.1.3 montre que 1 ' on a :

,  n  ̂ f m 1 ( ^ 1  N a. k- 1 â . -
PaNW = C  naj(c))+ [E  na!(E)j-!£l+C  7 r' i,-

a,1N e£E j=0 3 e£Fm j=0 J k=n+2 j=n+1 Jm m
A

Ceci montre que P ..(m) a une limite lorsque N tend vers -k», ce qui prouve3 jIN

l'existence et l'unicité de y .a

4.1.5.  LEMME. Soit la plus petite tribu rendant mesurable la fonction

.~ni2 x _ e . On a :

.~n , .0n+1

^(e ) = 2 n + *>•

En effet, si 2n + k 2n+ = )  ' e.23 avec les conditions habituelles sur les e.
j>0  J J

nous avons e = £ , = . . . =  £ . = 0, e = + 1. Donc o 1 n- 1 n -

ce qui démontre le lemme.

4.1.6.  COROLLAIRE. Il existe un nombre C tel que pour toute suite de carré 

sommable, { aj}j> o ’ on :

dMa(x)j 7 sc( g  loj|2)1/2-

Démonstration. Le lemme précédent permet de définir des nombres u , et v.
3»k j,k

n-4-1ìn+ 1

M

ia „. an

*

.~i
- i 2 x e-ik2n+1

^ a .(x) (x)d/i
n+1.

1)2]-i(keTa<x>: dMe-ik;
an
2

sup
n>0

n
i2h

- C - 2j :

i2
|2' ,1/2

1/2



(j > 0 , k > 0 ) ainsi :

(i) pour tout j > 0 , u. - = 0 et v. _ = 1
J»'“'

i23+kx L  N i2J+k+1x(ii) pour tous j et k, e(v .e 12 X !a  , ^ = u .  , , +v.  . ,e
^  J»k I J + k + iy  j , ' -  -,k+1 j,k+1

0 n a :  luj ,k+l l s 2 lvj , k l - lvj ,k+1 l £ 2 lvj,k

d ' oil luj,k+1 l s 2 ' k’ lvj,k 1 £ 2_k

rr, i2 ^ kx i23+k+1x I2 l 1/2 < 2~k
et Lü j,ke “ uj,k+1 “ Vj,k+1e | dMa(x)J

On a aussi :

(v. ei2^ x -  u. -  v. ei2 +̂k+1x) = gi23x _ u = ei^x __ * , 2jv 
£>0 J»k+1 j,k+1 j,k+1 a

Par suite

sup | - ; a(-2>» j < C  sup j ( V j  „e*2* “* - Uj k+1 - » k tle12J"k" '^
n>0 j=0 J d 1 1^0 n> 0  1 j=0 3 3> 3,K+ 3,K+I y

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous obtenons :

[JSUP ¡ C « j ( el2 X " Va(-^ i) \2 üfi (x)] < C J 2  2~k( j 2  Ioc. I2) 1/ 2
Ldn>0 'j=0 3V a 7 3 J teO Vj>tf 3 '

ce qui achève la démonstration.

Ceci prouve que lorsque T~] l<*. I2 est fini» la série } ‘ oc.(ei2 x -  fi (-23))
m  3 fetf3 2

converge fi -presque partout.B

4.1.7.  On en déduit facilement que lorsque deux suites, a et b, de nombres

complexes sont telles que : ||a|| < 1, ||b|j < 1, (2n) -• Mh(2n) i2 = +°°,
00 00 n>0 a

alors les mesures fi e t  fi. sont étrangères. La proposition suivante explicite
3 D

cette condition.

1 i ¿ •



4.1.8.  PROPOSITION. Soient a et b deux suites de C telles que ¡¡a||
OO

11 I ! 2et b soient strictement inférieurs à I. Si } ‘ |b -a | est infini les deuxoo < n nn>0

mesures et sont étrangères.

En effet, le lemme 4.1.5 montre que n (2n) = \  a + I â n (2n+ )̂.a ¿é n n 3

Résolvant par rapport à an nous obtenons :

1J5

â =2 a
mJ2 ) - HA2 ) l i j 2  )

1 - l i  (2n+, ) | 2 'a
A ^

Il est facile de montrer que : |/i (2 ) | < |ia|| . On a donc

'V 3»1 £k(ûa(2n). ; b(2")i + i;a(2n+,) . ; b(2n+,)i) 

où k est un nombre ne dépendant pas de n. Alors :

y -1, ibn“an 12 ^ 2k2U b(l ) ” fia(1) l2 + 4k2 2H ¡Mb(2n)-M a(2n)|2
n>0 n>1

ce qui achève la démonstration.

Il est d'autre part clair que les conditions d'absolue continuité de par rapport

à u données dans le théorème 1.3 sont encore valables dans ce cadre, a

4.1.9.  LEMME. Il existe un nombre C tel que quels que soient l'entier non nul, 

n, et la suite { aj}j>o carré somraable on ait :

rr 1 m î ^nv  * i l 2 t V 2  i------------ - ------- o i / o
¡Isup ; ^ V ( e  -Ma(-23n))j dM (x)| < C(l + ^ L ^ T n ïX E  la ) '* .
L m j=0 3 3 ¿ 0  3

En effet, le lemme 4.1.5 montre que Eie^12 x ¡(X .) est égal à ein2 x ou à

i ^ 2 3+1x 1 i^l23+1x *
5 â. e + * a . e selon que n est pair ou impair.
^ J ¿ 3

LEMM

Mb

^a



Soit n un entier supérieur à 2, notons k le plus petit entier strictement

in23x i23+*i+ x̂supérieur à Log(n- 1 )/Log 2. On vérifie que E(e ¡(X. . ) = u. + v.e avec
3+* 3 3

I uj i + i Vj 1 < 1.

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons

[fsup (ein A  -  E(eln2Jx |(X )> ï2dMa<x)]2 < C {*(£2 k  l2) ' / 2 -
LJm>0 \ p 0  3 j+k a J ^  3

Par ailleurs nous avons :

-  »j [ e ^ +'’‘ - ; a(-2i+kt')]

et le lemme 4 .1 .6 montre que : 

m
<r,o3

_ _ _ _ _ _ _ _ ,  a4(E(i
’ m>0  ' j=0

d'où le lemme.

i r ir— \ » • lo 11/2 i 1/2
Isup odE(e ¡0. ) -  „ (-n2J)) 2 dû (x) ! < C i a ,  2 )

1 m>n 1 i=n J j+k d a j  ^  j

Ensuite les estimations de dimension de Hausdorff se déroulent de la même façon 

que précédemment à cela près que 1 ' on peut se contenter d ' étudier les intervalles 

[k2"n , (k+1)2' n [.

4.2.  PRODUITS DE RIESZ A PLUSIEURS VARIABLES.

Indiquons brièvement comment les résultats du second chapitre peuvent se généra­

liser à T2.

4.2.1.  On désigne par {xnln>0 et {^n}n>0 deux suites de nombres entiers

supérieurs à 1 telles que X , /X et X1 ,/X ' soient supérieurs à 3 pourn+i n n+i n

tout n. Soit a = { a n } n > Q  une suite de nombres complexes dont les modules sont

i i. ■'»

E(e in2Jx
i

j+k -n2
-k+1
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inférieurs à 1 ; on pose :

i Y  i v  n  r  i ( X . x  +  X ! y ) i
p a  n ^ e  »  e  )  “  r r  11 +  R e ( a  e  3 3 )  j 
> j =0 L  3 J

et l'on note u la limite vague des mesures P (e*x ,e*^) .
a a ’n 4n

On peut démontrer les résultats suivants.

4.2.2.  PROPOSITION. Soit une suite de nombres complexes. Chacune

des conditions suivantes :

1. Pour tout n, X ,/X et X ' 1/X ' sont entiers, ||a|| est strictement11" ! *  i  n  n  i i  n  o o
2inférieur à 1, J * la I est fini, 

n>0 n

2
2 . max(Xn+1/Xn, X̂ +1/X^) tend vers +°°, £ 2  IanLog(n+2) | est fini et,

n>0

s ia  étant le nombre compris entre 0 et 1 tel que || aH00 = ~ ^ f  on a
00 1+a

où Ên = inf{ 3- 0 ’ V k > j ,  n<  max(Xn+1/Xn , X ^ / X ^ - j } ,
n >  1

3. T"! Ia„q„ I est fini, 
n>0

implique la convergence m -presque partout de la sériea
r r  i(X X+X'y)-I r  r i(X t+X'u)-]

Ç ]  an ¡Log [1+Re(ane n n ) j -  J Log j_1 + Re(ane n n )jd*ia(t,u) '.

On en déduit le résultat suivant.

4.2.3.  THEOREME. On suppose qu'existent deux nombres A et B tels que : 

X '
0 < A < jp -< B pour tout n. 

n

1. Si les hypothèses 2. ou 3. de la proposition précédente sont satisfaites en

prenant a = (log(X X 1 ))- \  tout borélien E tel que n (E) soit non nul a 2 pour n n n a

dx

n£(V

nn



E tel que n (E) soit non nul a une dimension de Hausdorff supérieure àa'

2(1 -  lim sup frx>g(X X^)]” 1 
n -* -°°

log Pa,n<elt,elU 3̂4JLà it,u^ '

En outre, il existe un borélien portant ¡jl dont la dimension de Hausdorff est inférieure

à

2(1 -  liminf(log(X 1 ^ 8  pa „(e1* * e lu) dMa(t,u)).
n-*» »

4. 2 . 4 .  On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite j(X , À ') [ >Q est la
J J * J

suite des images successives d ’un couple d'entiers par une application linéaire.

Soit A . ( «  g )  une matrice à coefficients entiers rationnels dont les valeurs

propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que où  -  P y  est différent de 1. L'équa-

2 2 
tion caractéristique est X -  (a+$)X + oc8 -  B y  = 0 , par hypothèse (oc+S) -  4(aS-/Sy)

est strictement négatif. Le module des valeurs propres est s/ocS -  /3y.

2
A définit un automorphisme u de R  ̂ e t, par passage au quotient, un homomor-

2
phisme T de T sur lui-même :

T le *  , eiy ) =

On notera v le  transposé de u, T = vn{2T ), G = u*n(2ff z 2) ;  c  désigne

2 ~  2 
le sous-groupe discret de T , image de Gn par la surjection canonique de R sur

T2 =R 2/2 jtZ2 .

Soit (mo ,nQ) un point de Z2 telle que la suite { v^ ra0 »n0 )}j^o SOil dissociée 

(c 'est évidemment le cas quels que soient mQ et nQ s i Vdet A est supérieur à 3).

lió.

2. Si les hypothèses 1. de la proposition précédente sont satisfaites, tout borélien

dimension de Hausdorff.

»r1

y)).
x+£i(y3y)(otx-

e1



Soit a = I a. Í une suite de nombres complexes telle que ||a|| < 1. Posons :
l JJJ2Ü »

Pa,k (eiX » ely) = n  (1 + Re aj <(mQ,no ) , Tj(eix , e iy ) >)

= T í  ¡"i + Re a <v (̂m ,n ) , (ew  , e ly )>] . 
j=0 j o o

La suite de mesures Í P a ^ e ^ e ^ )  — j ^ Q  converge vaguement vers une mesure de
' 4 n  \

probabilité Ma>

Posons i‘ âk) = (Pa ,k )" l ' V

Observons que T1 est strictement contenu dans r et que l'on a :  P T. = -¡(0,0) [,
0 j£u J L J

Par conséquent on peut toujours se ramener au cas où (mQ,no) n'appartient pas à 1^,

condition qui sera supposée satisfaite dans les  démonstrations qui suivent.

2
Désignons par 0(j la plus petite tribu sur X rendant mesurables les  fonctions 

continues à spectre dans T. et par E3 l'opérateur d'espérance conditionnelle par
J

2
rapporta C i -  lorsque l'on munit T de la probabilité fj. .

3 a

4 . 2 . 5 .  LE MME. On suppose que 2(mQ,no ) n'appartient pas à 1^. Si (m,n) 

appartient à I\ on a :

1. E3+'((m,n)) = 0 s i (m,n) n 'est congru modulo T. n ia  0 n ia
3+ *

: vJ<‘V no)-

2 .  'iv^(m0 ,n0 )) = j  à^

E ^ ' M i V n ^ ^ a . .

117.

3"" j j, r

Démonstration. On remarque d f abord que (mo ,no)f ( e ^ G | - 1 , 0 f l | )

n'appartient à r. que lorsque tous le s  e. sont nuls.
3 K

LEMME

V



par

Soit (m',n') dans T. si l'on a : (m,n) + (m' tn' ) = £iVk(m -.»n ),
j+ 1 \c>q o o

(ek £ j - 1 , 0 , 1 j ) la remarque précédente montre que eQ = e 1 = . . .  = ê _1 = 0 , 

suite (m,n) - EjV3(mo,no) appartient à I\+1.

Ceci prouve la première assertion. Quant à la seconde elle résulte de ce qui précède 

et du fait que v3(mo ,nQ) et -vfyn^n^ ne sont pas congrus modulo .

La proposition suivante se déduit de ce lemme comme la proposition 2.5 se déduit de 2.2,

118.

4.2.6.  PROPOSITION. Les hypothèses du lemme précédent étant vérifiées, soit 

{ f ] } j>0 une suite de fonctions de A(T) comme dans la proposition 2.5.  Alors pour toute 

suite de carré sommable { aj}j>o *a s r̂ ê

/H  ou ^(<(mo,no),T;i(elx ,eiy)»  -  J*f̂ .(< (mo ,nQ),TJ(el s ,el1:)> ) djua(s,t)"j 

converge pour fi -presque tout (x,y).

4.2.7.  THEOREME. Sous les hypothèses précédentes

1. Tout borélien E tel que u (E) soit non nul a une dimension de Hausdorff3

supérieure a

r  i r 12 ! 1 -  lim sup —»— 1 "t1 s log P du , .  L n^ooF n logldet A) J ° a,n aj

2. Il existe un borélien portant n a dont la dimension de Hausdorff est inférieure à

2 i~l -  lim inf —n—r! „ i v f log P dfi L n log(det A) J 6 a,n Ma.

Démonstration.

La proposition precedente montre que ¿(log Pg n -  J log Pa n dfiQ) converge vers

0 fi -presque partout.a



Soit (x , yQ) un élément de longueur minimum dans G^\ j ( 0 , 0 ) j . Son (x 1, y^) 

un élément de longueur minimum dans Ĝ N Z(xQ,yo). Ces deux éléments forment une base

^  r •>
du réseau Gt. Soit J. l fensemble i t (x ,y ) + t^x, , y j  ; 0 < t < 1 ,  0 < t - <  ! ► .1 1 l o o o I I I o 1 i J

\
^  r iL'intersection de Ĝ  et de est -1(0 ,0 )j ; u(xQ,yQ) et u(x^,y^) forment une

base de 2ïï/ “ . On en déduit que la restriction de T à la projection 1̂  de sur

2 2 ( 1  T est une bijection de ^  sur T . Les ensembles jg  +1  ̂ ; g£G ̂ j forment une

2 -1 partition de T en det A ensembles de mesures (det A) .

1 n 2 nPosons Jn = u ~ (Jj), on a |j  | =4w (det A)” ; de plus comme u est conjugué

d'une similitude de rapport VdetA il existe deux nombres ĉ  et c  ̂ tels que

0 < c 1 < I Jn ¡/[diamètre (Jn)j < c2<

2
Soit In la projection de Jn sur T . n est facile de vérifier que pour calculer la

2
dimension de Hausdorff d'une partie de T il suffit de considérer des recouvrements au

moyen d'ensembles de la famille |g  + 1̂  ; n ^ 1, gGG^j.

n 2T est une bijection de ¡n sur T , un changement de variables montre que si

g appartient à Gn on a

M^(g + In) = (det A)~n.

La démonstration s'achève comme celle du théorème 2.8.
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4.3. PRODUITS DE RIESZ SUR R.

4.3.1.  Soit | x n une suite de nombres réels strictement positifs. Soit

a = | an^n>o une su t̂e nombres complexes dont les modules sont inférieurs à l

et telle que X ./A > 3. On sait que la produit i I" (1 + Re(a.(A .,x> )) définit une 
m-1 n j>0 3 3

mesure n sur le compactifié de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas d1 étudier
3

le comportement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations 

qui suivent.

4.3.2.  Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la transformée de

A !"** "I 1 ! A
Fourier, K, est positive, à support dans 2  ̂ ^o  ̂ et te^e ûe égale

1. On pose :

n iX .x
p» nW  = 1 T <1 + R e(ae 3 )) 

a ’n j=0 1

Qa,„W“KWPa,nW-
dx

Il est facile de voir que les mesures Q (x) —  convergent vaguement vers une
a ’ n  fàü

mesure que nous noterons v ^ v  ou v lorsqu1 il n'y aura pas de confusion possible.a 9 iv 3

12 0.

n>0

de

Xo
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Plus précisément s i £ appartient à R et s i | 4 -  e • I (avec les
-j>0 J J

conditions habituelles sur les  e.). On a :
3

v kU) = K(Ê - ¡ C e A J u  C e X  )
d ’K j>0 3 3 a j>0 3 3

A
et, s i i  n'a pas la propriété c i-dessu s, v (£ ) est nul.a, i\

4 . 3 . 3 .  La suite { e  3 -  y (-X . ) } n est orthogonale dans L2(^ ). Il est 
 ̂ a J J J—u ^

facile de s ' assurer que le s  résultats du chapitre I sont valables pour les mesures v
3 y K.

(K fixe).

Passons maintenant à 11 étude des dimensions de Hausdorff des boréliens portant

Va, K'

On définit de même que précédemment, lorsque ^ n+^ A n tend vers +<x> :

Çn = inf{ j>0, Ÿk>], n < X k+1/Xk - ^ } .

4 . 3 . 4 .  PROPOSITION. On suppose que ^n+^ A n tend vers +°°. Soit a un

nombre compris entre 0 et 1 tel que | | a 1 < “ ^2 > s* £ est fini alors
00 1+oc 2 n>1

pour toute suite { an} n>Q telle que D  j an log(n+2) J soit fini la série

£ 3  an [L°ê (1 + Re(ane n )) " JLog( 1 + Re(ane n )) d^a>K(t)j 

converge pour u „-presque tout x .
a  y IV

On en déduit le résultat suivant :

4 . 3 . 5 .  THEOREME. 1. Les hypothèses sur et a étant celles de la

proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que v (E)  soit non nul a 1
a j iv

o
X

1
2

.x

n
a

n>C

íj>0x.i

n>0
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pour dimension de Hausdorff.

2. On a la même conclusion sous l'hypothèse : c  I a I /Log X < 0 0  (où p
n>p n n

est assez grand).

4 .4 . CONVERGENCE VERS LA LOI DE GAUSS.

On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R. Salem et A. Zygmund 

sur les séries trigonométriques lacunaires [10] .

Soit {Xj}j>o une suite d'entiers supérieurs à 1 et tels que X ^/X ^ soit 

supérieur à 5. Soit a = { aj}j>o une su^e de nombres complexes dont les modules 

sont inférieurs à 1 .

4 .4 .1 .  THEOREME. Soit { an} n>o une suite de nombres réels telle que

/ l  2 2  2 A = y —( |oc | + locJ + . . . +  |a I ) et A /ja | tendent vers +00 lorsque n tend n » o 1 n ni n»

1 n 1vers +00. L'image de /J par la fonction -r- ) la . ( c o s X . x - s R e a . )  converge
a x2 A n pO J 3 1 3

“ Tétroitement vers la mesure e dx.

Preuve. Il suffit de montrer que 9
t

r r n 1 1 ~  ~ ïFn(t) = J  exp |it  ̂ ‘ou (cos X ̂ x -  5 Re a .̂)/Anjd /ia(x) tend vers e uniformément

sur tout compact.

2

< T

z i 12Puisque exp z = (1+z) exp(-w- + o( |z | )) il suffit d'étudier la limite de

Î n r  .. ît Re a . -I ,2 n 9 9
FT (1 + t -  a.cos X.x) exp(- — 3 ) iexp(-^-* ¡ P V  cos X,x) du (x) 
j=0 n 3 n J 2A^ ^ 0  3 3 a

or

X , c o s 2  a .x = 1 + -2 -*  j z  ai cos 2^ix •
A feo 3 3 2A j=0 3 3 n J n J

Comme les fonctions {cos 2X jx}j>q sont orthogonales dans L f ( ß ^ ) f (en effet

Gn(t)
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*j+l A j  est supérieur à 5), le même argument que dans [ICQ montre que Gn(t)

a même limite que 9
t

“• T  P n r it it Rea. -|

e J r j  L(1 + r  “j cos Xjx) exP<-

Il suffit d'observer que

Pa ,n (x) n ° + ^  “j cosXjx) =* j=0 n J J

n p it Re a . -,
1 T11 + - o r-.3 + 0, cos(A x -  <p ) + y cos(2A x - 0 )
J_Q *— n J J J J J J_J

où |8., y < p . ,  0 . sont des nombres convenables, pour voir que
J J J J

n ., n it Re a .
1 T (1 + t -  oc. cos A .x) du (x) = 1 T (1 + ak 3)
3=0 n 3 3 a j=0 n

et l'on conclut facilement.

4.5.  g-MESURES.

Les g-mesures que M. Keane a introduites généralisent en un sens les produits de 

R iesz. Rappelons les faits suivants.

Soit a un entier supérieur à 2. On note la transformation x — *■ ax du tore 

T dans lui-même. Soit g une fonction strictement positive, définie sur le tore, 

appartenant à une classe de Lipchitz Aa ( 0 < o c < 1 )  et telle que, pour tout x de T, 

on ait

Z2 e(z) = 1.

z£T ~1{x }

On sait que dans ces conditions les mesures F I  [ag(Tkx ) ] ^  convergent vaguement
0<k<n

vers une mesure de probabilité ¡j, . De plus, la transformation T est ergodique par 

rapport à ju . On peut trouver la démonstration de ces faits dans le travail de B . Petit 

intitulé g-mesures et schémas de Bernoulli et publié à 1 ' Université de Rennes.

x).du
'aA

n



Nous avons le théorème suivant.

THEOREME. 1) Il existe un borélien portant /i dont la dimension de Hausdorff 

est -(Log a)- 1 J log g d/i.

Démonstration. Posons P (x) = l [ [ag(Tkx)] . Le théorème ergodique de
0<k<n

Birkhoff montre que  ̂log Pn(x) converge vers log a + J  log g djU pour n  -presque 

tout x .

D'autre part, on voit facilement que l'on a

f2ïï(k+1)a V  - i j  „ n
LPn(x)J d/i(x) = a n, k = 0, 1, 2 , . . . ,  a -1.

<J27Tka n

Utilisant le fait que g est lipchitzienne on montre facilement que, pour fi -presque tout 

x, FlogMttn(x ) ) ] in  log a) tend vers -  (log a)-1 J log g dp, où In(x) désigne 

l'intervalle [2ir k a“n , 2ir(k+l) a“n [  contenant x. On conclut comme dans le cas 

des produits de Riesz.

124.

2) Tout borélien E tel que ju(E) soit non nul a une dimension de

Hausdorff supérieure à -  (log a)-1 J log g dy. .
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C ha p itr e  V. TURBULENCE ET DIMENSION DE HAUSDORFF. 126.

Nous étudions des mesures aléatoires introduites par B. Mandelbrot (3). On se donne 

un entier c supérieur à 2 et une variable aléatoire positive W d1 espérance 1.

Etant donnés n entiers, j 1, j2 , . . . ,  j , compris entre 0 et c-1 on appelle

f J L  _ k n _k  -n  T 
L i l'intervalle 1£__) j, c , ) . j,,c + c  i, on dira qu1 il appartient à la 
Jr , , , , Jn Lk=1 k=1 L

nième génération.

Soient W. . des variables aléatoires indépendantes équidistribuées avec W.
 ̂19 * * *9 n

On définit ainsi des fonctions aléatoires sur Q), 1 [ :

X » ¿ 2 , W. . 1 
0<j1........ jnsc-1  h ' " " 3 n

Pn=,ü XX-1<k^n

J. -P.  Kahane (2) a montré que, si pour un nombre réel h strictement supérieur à 1 

h h 1on a E(W ) < c alors presque sûrement les mesures Pn(x)dx convergent vaguement 

vers une mesure (i et si l'on pose Y = ||/i|| , on a E(Y) = 1 et E(Y^) < +<».

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. On suppose qu'il existe un nombre h strictement supérieur à 1 tel 

que: E(W*l )< c ^ “1, Alors

1) presque sûrement il existe un borélien, portant \x , dont la dimension de Hausdorff

e s t  1 ■  3 "  W i  ,
Log C

2) presque sûrement tout borélien F tel que ¡à {F) soit non nul a une dimension de

Hausdorff supérieure a 1 -

*3n\

E(W W)Log
Log c



Introduisons quelques notations. Soit ¿¿n la mesure définie par le produit infini

______  . N

T [X. (la restriction de fx à chaque intervalle de la nleme génération est définie comme 
j>n 3 n

m). Soit Y. . = c11 fi(I. . ), il est clair que les variables aléatoires 
J l> • • • >Jn n 3̂  > • • •>Jn

■j Y. . [ sont équidistribuées avec Y et indépendantes des variables X.(x), X„(x) .
 ̂ 3 J f • • • 9 ^

. , . , X  (x). Posons: Z = T""' Y. . 1T
n n (xi i <c h  i

Si u est une fonction définie sur Q), 1 E, constante sur les intervalles de la nieme 

génération on a :

127.

I“
u(x) Pn(x) Zn(x) dx

et, en fait, cette dernière intégrale est une somme finie.

Etant donné x dans [0,1 [  appelons I^x) l'intervalle de la nlerae génération 

qui contient x .

Avant de démontrer le théorème établissons deux lemmes.

LEMME 1. Presque sûrement pour fi - presque tout x, p- log fin(lnM) tend vers

-  log c lorsque n tend vers +<».

Soit en effet un nombre réel a appartenant à l'intervalle 3-1 , h - 0 . On a :

,1
J z “ d M  =  J  P ^ x X Z ^ x ) ) ' - “ *

d'où

*1
E(Pn(x))E[(Zn(x))1+OC]dx = E(Y1+0C)E([z“ dM)= [

J J t

par suite E( fcî K d/i ) = ^- E(Y1+0C) < +oo. Ceci montre que presque sûrement 
J n£ 1 n n

fi -presque partout j- log Z^ tend vers 0, ce qui prouve le lemme.

I.
J -J >tJn

dp
Jo
,1



LEMME 2. Presque sûrement (i -presque partout i  Log PR tend vers E(W log w) 

lorsque n tend vers +00 ,

128 .

Soit Q, l'espace probabilisé sur lequel les variables W. . sont définies.
3-j » • - * » 3 n

Munissons Í2 x [o, 1 [_ de la probabilité P(A) = E( J 1^ d/j ). Calculons

E(Log Xn+1 |X r  X £ , . . . ,  Xn). Soit <p une fonction borélienne bornée de Rn dans R,

on a :

J<p(X1, . . . , X n)Log Xn+ldtl = j  ........x nM ,Log xn+1(x)Pn+1(x) Zn+l(x) ^
<J(.

d'où

|<p(X1 , . . . , X n)LogXn+ldP= J 1 E jjp(X^(x), Xn(x))LogXn+1(x)Pn , ^ Z ^ x ^ d x

-  E(W Log W) J E ¡xpix^x), . . . ,  Xn(x))Pn (x)jdx

= E(WLogW)J<p(X1 , . . . , X n)dP.

Ceci montre que E(Log Xfj+  ̂ |X^, . . . ,  X^) = E(W Log W).

D'autre part :

J(Log Xn)2dP = E( J 1 (LogXn(x))2Pn (x)Zn (x)dx = E(W(Log W):

Le théorème de convergence des martingales de carrés sommables montre que la série

)  \ -  [~Log X -  E(W Log W)1 converge P-presque partout ; on en déduit facilement le 
n> 1 n L n j

lemme.

Les lemmes 1 et 2 montrent que

t o g „ ( l nW )  LoB PnW  + L o g Hn(In(x)) E(WLoRW)

-  n Log c = -  n Log c iena v s “ Log c

presque sûrement pour ¡j,-presque tout x. On conclut au moyen d'un théorème de 

Billingsley ((1), p. 136-145).

<p(X
I

¡(x),

+00
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In d ic a t io n s  b ib l iog raph iques .

A l a  f i n  de chaque c h a p i t re  se trouve l a  b i b l i o ­

graphie  correspondante .

Le c h a p i t r e  I p a r a î t r a  vraisemblablement dans l a  

Revue Roumaine de mathématiques pures e t  a p p l iq u é e s , i l  a déjà  f a i t  l fob­

j e t  d fune note : C.R. Acad. Sc. P a r i s ,  273 (1971),p . 674-677.

Le c h a p i t re  I I  p a r a î t r a  dans Mathematica Scandi­
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Sc. P a r i s ,  271 (1970) ,p . 992-994.
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