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Introduction
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Les questions que j'ai abordées peuvent se grouper autour de deux pdles : d'une
part les multiplicateurs des transformées de Fourier des fonctions de iJ3, d'autre part
une étude de certaines mesures singuliéres, principalement les produits de Riesz.

Mon premier travail est une étude des fonctions qui s "écrivent ainsi :

3 1IF.*G. ou F. et G. sontdes fonctions sur IRn invariantes par rotation (nous

>0 3 3 3 3
dirons radiales) et ou / JiF.% g ! . est fini. J’ai montré que, suivant les

j>0 3 LP(RN) 3 LP (Rn)
valeurs de n et p, ces fonctions sont un certain nombre de fois presque partout
dérivables. L'espoir que j'avais était d'exhiber une fonction radiale appartenant a
I'algébre AP(IFh) et n'ayant pas ces propriétés ; un argument de dualité aurait alors
montreé I'existence d'une distribution radiale sur IRn qui convole I'espace Lp(IRn)
radial sans convoler Lp(IRn). Actuellement on connait la réponse a ce probleme lorsque

p est strictement compris entre 4/3 et 2. Charles Fefferman a en effet montré que

la fonction caractéristique d'une boule de IRn n'est pas multiplicateur de 3i(Lp(tRn))



si p estdifféerent de 2 ; c'autre part C. S. Herz avait déja montré que cette fonction
est un multiplicateur de 3'(L"a(jlR1)) lorsque p est strictement compris entre
L

Ensuite R. Spector et moi, au cours d'une école d1Analyse Harmonique qui
s'est tenue a Aussois en 1969, nous avons obtenu une caractérisation des multiplicateurs
radiaux de  ~(L"G)) lorsque G est un groupe abélien localement compact métrisable
totalement discontinu. A partir de la, j'ai généralisé dans ce cadre les théorémes
classiques de Littlewood, Marcinkiewicz et Paley sur les multiplicateurs ; on obtient en
ce qui concerne les séries de Walsh des résultats un peu plus généraux que ceux de Paley :
I'ordre usuel de sommation d'une telle série n'est pas le seul naturel, il en existe
beaucoup d'autres, non équivalents, qui donnent formellement les mémes théoremes.
Diverses compactifications du groupe 211 sont des groupes métrisables totalement
discontinus, les restrictions a des multiplicateurs précédemment construits sont des
multiplicateurs.Ce transport nécessite d'établir des théoremes du type de ceux de
Littlewood-Paley et de Zygmund ; pour ce faire j'ai employé une méthode plus compliquée
que celle que m'a communiquée R. Spector et moins puissante que les théoremes de
transfert de multiplicateurs de N. Lohoué, elle a I'avantage d'étre élémentaire et de
permettre aussi le transport du théoréeme maximal de Carleson-Hunt ce qui, pour les

2
séries de Fourier des fonctions de L (T ), donne des ordres de sommation non habi-

tuels pour lesquels il y a convergence presque partout.

A la suite de ceci avec N. Lohoué nous avons étudié le groupe M(2) des

déplacements du plan euclidien. Nous avons obtenu pour ce groupe des analogues des



théorémes de Hormander et Marcinkiewicz sur les multiplicateurs. Ceci permet de
construire des opérateurs bornés de L~(T) non cécessairement invariants par
translation. Ce travail est en cours de parution aux Ann. Ec. Norm. Sup. de Pise,

il est reproduit dans le chapitre Ill de ce présent ouvrage.

Le chapitre IV contient une étude que j 'ai faite plus récemment des produits de

Riesz, c'est-a-dire des mesures que les produits TT (1 + Re(a elA?;X)) définissent

30 3
sous des hypothéses convenables. Le premier probléeme qui se posait était d'étendre le
théoréme de Zygmund caractérisant les produits de Riesz absolument continus par
rapport a la mesure de Lebesgue. J'ai obtenu des conditions assurant ou bien que deux
produits de Riesz sont étrangers ou bien qu'un produit de Riesz est absolument continu
par rapport a un autre. Ensuite j'ai évalué la dimension de Hausdorff de certains boré-
liens portant un produit de Riesz. La difficulté principale dé ce calcul est de montrer
gu 'une certaine suite de fonctions converge presque partout par rapport au produit de
Riesz que I'on étudie. Suivant les hypotheses faites les techniques sont différentes : on
emploie soit des inégalités sur des martingales soit le théoréme de Mensov (en s 'inspirant
d'un article de Kac, Salem et Zygmund). Bien sOr dans le cas particulier ou il existe
une transformation du tore ergodique par rapport au produit de Riesz le théoréme de
Birkhoff donne plus rapidement la solution. Enfin, on montre que certaines séries
convergent presque partout par rapport a un produit de Riesz ce qui donne quelques
résultats sur la répartition modulo 1. Ces diverses propriétés ont des extensions au cas

de plusieurs variables. Par la méme méthode on peut obtenir une évaluation de la dimensior

de Hausdorff de certains boréliens portant une g-mesure (cette notion développée par



M Keane généralise en un certain sens les produits de Riesz).

En dernier lieu j'ai étudié des mesures aléatoires que B. Mandelbrot a introduites
et dont J.-P. Kahane a montré I'existence sous des hypotheses tres générales. 1l se
trouve qu'en ce qui concerne la dimension de Hausdorff on peut obtenir des résultats

trés analogues a ceux que I'on a pour les produits de Riesz.
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Chapitre 1. 7.

DERIVABILITE DE CERTAINES CONVOLUTIONS

) _ n-1"
Les fonctions radiales de A(Rn) sont 2 fois différentiables en

P yv
dehors de l1"origine et ce sont les convolutions de deux fonctions de L (R ).

Il est donc naturel d"étudier la dérivabilité des convolutions F*G ou P et G
sont deux fonctions radiales, FéLP (Rn),GtLq(Rn),(ou p”T+g“1= 1).Si PC)=F( )

et GO)=gx]) on sait (1) que F*G(X)=F*g(x|] ) ou I"opération # est la suivante.
Hr-3

fyg(2)=C z2"n// xyFOQgW) (EN(X,y,2)) 2 dx dy ,
jc0,y>0

ou A+(X,y,z)=sup(0, ((x+y)2-z2)(z2-(x-y)2) ).
Nous étudions les fonctions h(z)=zn~f"g(z) sa,ns nous limiter au

cas ou n est entier. On a le résultat suivant.

Théoréme. Lorsque g~(n-1)/v la fonction h est y fois contindment derivable sur

0j +°°, lorsque g<n/>> et ne2y+| elle est presque partout V fois dérivable.

I. NOTATIONS

Soient n et u deux nombres réels tels que n*l et uj-I.

Si T est une fonction mesurable de [0, + «»[dans C, on pose :

Ju
"n,»(y) :CC Yty « ) 1/”
_ Z+X 1
M @ I / -tr (t)
n, >Q (z-)+ N y dt (z>0)
AZ+4X
o v (9 AT UG ) RON U

En vertu du théoreme maximal de Hardy et Littlewood [(3), p-30-33" nous

avons lorsque u>1 s

.../ [ XX ]
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Nous désignerons par LH I"espace des fonctions mesurables,”™ , telles

que Nn u(ﬂ)<(9 muni de Nn , comme norme.

Soient p et q deux exposants conjugués : 1<p”~2 q. On se donne deux

fonctions,, fet g, fFGIR , gG Lﬂ .

On pose A (X,¥,2) G4y)2 - 22) (22 * (x-Y)2)

D@ = IXy) ; X0, y>0, A(X,y,2) >0] = [(XY) ; X0, y>0, [xyl  "x+y]

| f s=3
h@) = @) xy £ g (A(X,y,2)j 2 dx dy

Soit x,y,) = A (XYy,VT) = 0n vérifie par récurrence que

n-3 n-3

(2" (AL 2 ) (x.y.22) = Y| <y R+ Y2 - 22) K2MA(X,Y,2) ) 2
% 1 o¥d<k N>k »* ! J
2

avec des coefficients An KT convenables.

On montrera que, sous certaines conditions,

K n-3
L.
~NZ) = D) W T® ay) tat (A12 ) (x,¥,z2) dx dy
existe presque partout et que Ion a ;
) | : 2t h~t) dt .
Ce qui prouvera gue est presque partout dérivable.

On est donc conduit a étudier la convergence des intégrales

n-3 K +|

2
pzd Y T 9 Ky -z ) (AGLY. )" dx dy -



I1.EXISTENCE DES INTEGRALES k  (2) = ”ﬁz'-* xy GO g@y) (@+y2-z2) AN(X,Y,z) dx dy

(cc désigne un entier positif ou nul,”™ un réel).

2.1 Lemme
1°) Lorsque (X,y) appartient a D(z) on a
\XM+ yN~ zhjr2xy et A(X,y,z) N 4Axnzn

2°) Pour tout nombre réel, u, strictement supérieur a -1, il existe un nombre,

f z+x
7 zxl y &u (x,y,z) dy ™ cu (xz)2u+l

La premiére inégalité du 1° est immédiate,
5 > 1/2
-[t(x+z) + (I-)(x-2) 1 on a

Si 1"on pose vy

R 2 2
A(X,y,z) = 16 x z t(l-© d*ou la seconde inégalité ;
en outre y dy = 2xz dt dfou
Cz+x ril

Z Xy AU(X,y,z) dy = 24u+l (xz)2u+l J Q tU (I-t)udt .

Dans la suite C désignera une fonction de @, n, p seulement.

2.2 Proposition
On suppose que Ifon a @ , Cb=>1
1°) Si e+ 2p-n+ 34" A0  ona :

|k«,f>(z)| 4 C 72+ 472-n+4 Nn’p(f) Nn,q(g)

2°) Si <+ - n+3+ gy >0 on a

_q —_—

K@< ¢ 28 nea b ON @ N D {zMrf]\,zé;(g/)v(z) JUREN @ [Zli8 (@



Considérons le recouvrement suivant de D(z2)

D~z) = D@ N 1y 5 x*-12z]

D2 = D@ D {y) ;x"}

D3() = D@ fi {(x.y) :y -1}

D4@) =D@ D {xy) :bkzd4 .y>1}

Posons, lorsque j = 1, 2, 3, 4,

Al @) -=v-bl‘ GO [FX) g A P(x.y,2) dx dy

3

Tenant compte du lemme 2,1 nous obtenons

Ik* a (z)I 2-1 Aj(2)

Nous allons maintenant établir des majorations des A.(2).

/D ¥4z

-a) A"Nz) ="z x@M1 |IFQ)|dxjn z

T

V' gl AN(X,y,z) dy

Considérons dlabord le cas ou fest positif. On applique I"inégalité de

Holder

Ix+zZ

Xz y~llogW] A?(x,y,z) dy

X+z X+z

O'q (oc+1-
(/_2 y™ll«(x)|4 X-2
_ . 3z
Lorsque x est supérieur a .~ on a
@+H-- )p-1
sup (2) « < +-
y«ly-x|<z
d ou
J*X +Z n-1

X-Z

I/p
21 L)p A Pp(x,y,.) dy)'/p

/X+z

A= “i)p AP (0y)2) dy <C x~+1+ THp-1J
X_

Yy ANP(X,y,2) dy

v4



11.

Appliquant de nouveau le lemme 2.1 nous obtenons

Jf x+z n-1 x n-1
y<+7- Afp(x,y,,) dy < C z2n 7 X<+2M - (Q P

X—Z
et

Al 2n I

2

On utilise 1*inégalité de Holder

X2e2p-2-\i- [f(x)] ( A

yna{gly)lady)liq o

I+m /
t
y 27+ ) f(xs1p p
2
“+o» I X+z \i/
(1 x@2P-»+3), (1 (=" 1ol gy dx)d
3z -"X-z
or 2
[*+» 47
2ct+27- 143)q —
. b7 1k )lq o -
0
—+ » ,‘y+z
/" 1 sWIlV xQi+2f-“+31”" dx)dy

uf
N

" sup(3z, y-2)
2

et, lorsque 2od+2f-n+3 0, ceci est inférieur a

I Z(2«2f-«3), H,

On obtient donc

A, W y Cz2«+4F-"+4

Soit maintenant T <o.

X+Z
J LI yH@lgy)l A?(Xy,2) dy < Cx*

yn-tlg(y)l1 dy

J(F) Nntq(@

/ x+z n-1

Y™ laml y

n-1
N/

X“z

x.y,2) dz



12.

N r X+z

<CX ~~ (M g@&*+2) + Mn M(@D(X-2)) I*_z yAN(X,y,z) dy

N C z2241 X2P++1_ A Wn ’q\(g)(x+z) + Mn ~(Q)(X-2))

Si, en outre, &>-1 alors

[+ n-1

A@ 4 cz2MLJrz X2A2P+2_ g [FOOI™Mn A(@) (x+2)»+ MA(g) (x-2)) dx
2~

M*®
= / xQ«+2f-n+3)a/M - (@ (x+z) + M (@) (X-2)"dx
lc 20t K, P(t> 32 vV n,q n,q !

2

1/q

et, si 20C+2p-n+3 £0, ceci est inférieur a

C 2| i+1+20£42]>43 A A (PN C.. ™ @C)T dx /g
d lou
()4 0zr-"4N @®>» @©O
/2 /-Z¥X
-b) @ Yol fAQ 1 U{x y*1 IgMIAP (x,y,2) dy) dx

Etudions d"abord le cas ou j3"0-

lz+x oL 24X,
e Y T NGOIATULY,Z) dy < 0ZT1- q 7 T | gOIAN.Y.2) dy
n-1 \% *
/ C xz*+ 4 (M @QE>x) + M @ Ex)) sup A (XY,2)
* T onxq n°q y:ly-zl<x

N\E] ~ N\ -
/{ C 2+l 4 x2™M ( Mn,q @ @) + Mn,q @ (z-x))
d fou

n-1 / z/2
A(z) » Cot2P+1 g §/ x«*2F* [ FOCQ|Mn M@ (z+x) + Mn~(g) (z-Xx)) dx
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1 S fz/2 1
< Czn e+i - M N n X(0i+2p+2- Mt M (9)(x+z) +
n n,p \JQ \ n,qg 6

Iq
Mn,q(@(z"X0 q @

_1 } ) _
Ce qui donne, si oM-2|H2- M A0 (cest a dire si oct2f-m3+ Inql ~0)
p

A2(@) < C Z2a+4B+4-“ Nn(p(H) »njg@) -

Lorsque 1°on a ol 2|>-n+3+w™~>~ "0 et C2P>n+3+ ~ 20 , on opere ainsi

/22 _ -z/2
J X OE2M2- M @C+z)J1dx <M~ (g)(z) / X@+2H - *5")*
0 -q
Alors
F+4&H4 1 1/
C zzg B 1 d

A2@) < N,.,p(F>(W < « )<)) ~

Etudions maintenant le cas ol p est strictement compris entre -1 et O.

Z+X . rZ+X .
/ YiNE a n~1 7/ n-1
/ y lIaIA X,y,2) dy » Czx % | y 4 |g®) Iy A™ (X,y,2) dy
“NZ-X *NZ-X
nl fZ+X
cCz* q (Mg>g(g)(Z+X) + Mn,q(g)(z—X)} J'/Z—x yAf(x,y,z) dy

N C zat2ML 4 x2P+1 AMn~(g) (z+x) + Mn A (@) (z-x))

d ovU Ji_i r«/2

Ai @ zQd2B+tl g J/B X0 21 2 [F)| (mn,q- @) + Mn,q(g) (z—x)/)dx
rz/2
4. C z7¥2™+1” 4 N O IW4 X Ce2P+2- pl)<WM @@E+x) +
n*p -"n n>:
1/q

M,q(9)(z"x))q dx)



14.

n
Cela donne, lorsque ot+2]*+3-n+ 4 >0,

A2(2) < C ,»m*<?«- % J 1} »ad g)

et lorsque - 4 <OCH2J T+3-+ "t <0 ,
fz/2
n-1 1/q/ A ] \1/4
V> o<cLwmt ¥ N @ O2p+2- b f -

d"ou finalement

1
v 2 C ZL'MK**(I—n + q

Vp W (.£«<,) ) *

- 0 La majoration de est analogue a celle de AM.

3Z2/7Z /-Z+X
d 0= / XALIFEIC/  y@L g A~ (x.y,2) dy) dx
z/2 VvV z/2

Considérons en premier le cas ou p est positif

fZ+X Z+X noA yip
/ yd+l gD IN(X.y.z) dy 4 Nna(@C /7 y~*1~- q A"p(X.,y,z)dy)
Jz/2 n,g VKI/I
rf+1- £A1 1 / fZl'X ftn V/P
ACcz 4 TP N (g)w yA  (X.Y,2) dy )
n,q 212
< C Z+2M - ;_1 A5y @
n.q 9
d "ou n-1 =32/2
A.(@® "~ CZa+2P+1_ g N @ 7/ X<H42F+H1+ p O O)Iax
4 n’g i2
’|‘ vifg
/ Cz0r2n 1 1 N @ N (f)\s X@+2P+1+ ¥ *“ p )gdx )~
* n,q n’p 2/2

/ C z2“+4P+4“n n n, @) -
n n,p n



7C

Soit maintenant ~1<(*<0

rz+x 6\t_ n-1
y**1 laWl Cey>z) dy » Cz 1 220 1 (m (@) +
s/2 1 A n’4

Mg @ (N-XDD)

nl ﬁm
~(z) N C Zi+2P+1 xa+2P+2 [ FCQ |(Mn 2@ (z+*) + Mg (@) (Jz-x])) dx
"z/2

K+28+1- — / £32/72 (O1+28+2- — )q
NCz « Nn,plf)( s X P (MAgHI+X)
z

Vq
Mn,g~g”™ 1 z"'x 1D CD

2«+4(*+4-n

<Cz Nn,p(f) Nn,q(g)'

Cela achéve la preuve de la proposition 2.2*

2.3. Corollaire
3 (3 i
Si p> -1, 06+""n ot+2p-n+3 + —— >0, " est une fonction

continue sur "0, fw|.
En effet, si T et g sont des fonctions caractéristiques de compacts de] O0,+ «®[

il en est bien ainsi, car alors ka . est une combinaison linéaire finie de convolées

>r

d0,+®[, T dt) pour des m convenables* Le résultat

de Hankel de fonctions de
et des

vient de ce que les fonctions en escalier sont denses dans les espaces L"

majorations précédentes.

2.4. Corollaire
Si ~>-1, ct+ n531 ci+ 2F - n + 3 + - )0, la fonction tk" ~(t) est

intégrable sur tout intervalle [O0,zj

Il suffit d"examiner 1llintégrabilité de chacun des termes de la majoration obtenue,

*  2%+4 n+b - " - -
I nt dt< 4m si 20£+4]*-n+6 est strictement positif,

.../...



ce qui a lieu puisque 0 < ot+2p-nt3+ ~ < OI+2p-n+3+ N =

Soit g un nombre strictement inférieur a g, nombre que 1"on choisira ulté-

rieurement ; soit.p® I"exposant conjugué de g . On sait que

JO (ffnl’q(g)(t))/iql‘ 9 dat ( + « car Mr’]\’ggg est faiblement dans 1).

(] t@-s5p O
'0

1/ p,

ce qui est possible car

On a
§o> ANEs+E (H,,,.@@® )>/> dt<( / M, @@ R g/l
n.q
Ceci est fini si I"ma choisi de facon que 2a+4(T-n+5+™+j- >0,
2ct+4ft-n+5 + - + - >0
o if n atop b
On opére de méme pour n+5+p Qf"Z"(f)(t)g »
n,p

111. DERIVABILITE DE k,, ,,

SOIt jox POGY.2Z) = (<t Y- 2 )T AT (y.2)
Si (X,y)€ D(2) on a

WK
TT- (X'y,2) = 2Z (2PKSH,p-i(X,y,z) <dok-i1N {x>2))

3ele Proposition

On suppose >0, Q+p ™ “2A> *+ n*2+gq "
La fonction k* N est presque partout dérivable et sa dérivée est

2z (22 \+i,ii-i (z) 4 KV (z0 -

De plus, si ct+2£>~n + 2 + ni,

o, ke ~ est contindment dérivable sur ]0, + <.

.ooj eece



17.

Il résulte de 2.2., 2.4. et des hypotheses que la fonction

" M) = 2t M2(ikatl AT(E) - eik(1 p,R) es+ integrable sur [0,z] .

I 4 ldt = 1 dt Jj  xy f(x)g(y) ”°™ (x,y,t) dx dy
0 Mmp(t 0 D(t) *Z

On peut appliquer le théoréme de Fubini

rz r» rinf(z,x+y) /iK

| R(M® dt =11 xy FOOay) ( 1 r~-(x,y,t) dtJdx dy

Jo *°P JIx*),y>,0 byl *Z "
Ix-yl<z

Puisque [i est strictement positif on a s

Ke, "X’y > x+y™ = Ka,p (x,y, [x-y]) =0

1~ dt = 11 xy f(x)g(y) K .,(x,y,z) dx dy = Az)
Jo > D(z2)

et la proposition résulte du théoréme de Lebesgue sur la dérivation des intégrales.

3.2. Proposition

§iot<TiI22 et ot+ 2 - n +a >0

les intégrales
I*+ 0o
m~(z) =1 X“+l (x+2)**™ f(x)g(x+z) dx
* JO

m~iz) = Jf (y+z)""1 ytt+l f(y+z)g(y) dy
[0]

mr(z) =y x**1 (z-x)atl F(xX)g(z-x) dx

existent pour presque tout z, la fonction Kk» q(z) est presque partout dérivable et
sa dérivée est
- 20z k (z) + 2it(mil)(z) + m[2)(z) - (-1f mE3) (2))

Preuve.

Sous ces hypothéses la fonction D w 2Zoct 3 GS™ i7égrable

sur [01z] et on a

-o))/ o %o
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| t) L dt H 'aKi’
) dt = *y FOO9(Y) x,y,) dx dy
0 P - JJID(t) @

/-inf(z,xty) »

I xy FOOgM) F 1 _2- .y, dtr dx dy
ix)0, y>0 Vx-yl '
ly-xKz

xy FOQgy) K Q (X,y,z) dx dy - jj xy FOQgy) <Kg(x,y,IX—yl)dxoly

'D(2) D(2)
+ xy FCOg(y) (k Q (X,y,xty) - Q(X,Y, IX=yl)) dx dy
X+y "Nz
Or a @
Ka)o™X,y,IXy[) = "2xy* » 000Y*XH) = (-2xy)
On a donc
@ ]
ket,0lz) =J0 '(E,C(t) dt + 2 OCYLOIFOYg(y) dx dy +(, - (- f)
D@
y)1+°FCg(y) dx dy
*x>0,y>0
Xty 4 z
L*application du théoréme de Fubini est légitiméepar le lemme suivant
3.3. Lemme
Si En42+->0 et <% ”;3 on a
—n+4
&) ITCOllgM dx dy 4 ¢ 230,5 (D Nn NQ) -
-"2c0,y>0
Preuve byldz
"2z fz+x -2z N
xa+1IFGIldx 1 y*1 [go)ldy ~ N (O N (@) / x~+1_ T~ V¥
0 JO P .q Jo '
3z g
(Gi+h /P

cee/ 0ee
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x Czzatn+ta N (M N (©-.

1p nfq
r+a> rx+z r+oo rx+z
g
xatl [FCOldx 1 yatl |ggnldy I xM ff(x)jdx( yli-1 g0l g dy)
-2z Ix-z J2i Ix-z
fX+Z
@+1- 2jl)p dy y /p
< kwz ©
o | fXZ 4
- <t ) S
ca ! A2 “f~fO)ldx (T yD- [g(y)lg dyj
IX-Z
1 r+e <INz y
<C z5 Nn (f)( | xog+3-n)~ (] y11 Jg(y) |* dyj dX )
-z -"X-z
1 r+00 Wz
|~1I( f 20t+3-n m
N NN N n ( x 0t+3 )™ dx) dy)
0 Jsup(z,y-2)
<C z2flH4-n n ®N ()]
n,p n,q
Ce qui achéve la démonstration du lemme.
Reprenons la démonstration de la proposition 3*2#
On a
| Uy)or 1 fO)ag(y) dxdy = || u ) f(uw) g(u+v) dv
>0 -Uu>0
O1y-x~z Ofv<z
+00
|I dv 7 UFFAQUAV)CA FQU) guiv) dudv
[0} 10
de méme e))
OCy)a+lf() g(y) dxdy = j du 1 (utv)at+tlv*+l f(u+tv) g(v) dudv
y>0
O<x-y<z
et
GO o) dxdy = || AV f uart (mi)t+af ) g(v-u) du
"x>0,y>0 Jo Jo
X+y~z

.../...
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Et 1"on conclut en utilisant le théoréme de Fubini et le théoréme de Lebesgue relatif

a la dérivation des intégrales.

IV. DERIVABILITE DE h

4.1. Théoréme
n-1 - - o -
Lorsque q~* , la fonction h est VvV fois contindment dérivable sur

JO,+oo[, Hlorsque 4< n"2V+ 1 elle est presque partout v fois dérivable.

Le fait que h soit v fois dérivable équivaut a la dérivabilité de hy -

On a

hv_1 21z *n,v_I,fc k?-1-21.n-3 -v+1+|
O<U*y* 2

Le théoréme résulte des propositions 3.1. et 3.2.
4.2« Les estimations qui précedent montrent que ce résultat est encore vrai pour les fonc-

tiens \J_(>Z/Ofi3 3 lors<lue %Aioljlflyni n.q &t fini.

(O M. Gatesoupe Thése,Orsay 1970.

(@) A. Zyraund Trigonometric series,Cambridge 1959*



Chapitre 11. 21.

1. MULTIPLICATEURS SUR CERTAINS GROUPES TOTALAVENT DISCONTINUS

£l

1.1. G et T désignent deux groupes abéliens localement compacts duaux ; T désigne

la transformation de Fourier de L2 G dans L (D). 2
Si E est un ensemble mesurable de 7 et si f€L (G), on pose E:3"1 (Xb.3ff).

- [ r-1 . - -
Si E a une mesure finie, on pose =J ™ , c’est une fonction continue.

1.2. Une classe de groupes totalement discontinus

A est un intervalle de 2 contenant 0; A~ =AfI(A - D).

G est un groupe abélien localement compact muni d“une suite strictement

décroissante (@) ne. A sous groupes ouverts compacts telle que
1° Uu G =6 ) N ¢ =joy}
nCA n neA n
2 k(G) = sup (Grffi : Gn) < @ .
nEA»

G est totalement discontinu. On choisit sur G la mesure de Haar telle que

m(G0) = 1 ; on pose, pour N£A , iN= (mG O_’\ pour n€ A"
kn = (Gn+14 an) de sorte que I"on a 'n+1’ = kn |n
T est le dual de G , 1"orthogonal de G~ . Les sous groupes F~ sont

ouverts et compacts,, I"indice de T dans T est k .
T n n+ n

1

On choisit sur T la mesure de Haar telle que miri) = 1 _ alors men) = in

7

Si x€CG et si X 0 XEGN \ GMA pour un n£A” , on pose alors

IX | = in ; onpose J0]=0. La fonction (X,y) = *lx—yl est ime distance

ultramétrique sur G définissant sa topologie.

On définit de méme une distance sur F
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1.4.

22.

Intégrales singuliéres

’\I et N sont deux espaces de Hilbert séparables ; , £) désigne
I "espace de Banach des applications linéaires continues de dans 3"
Une application K : G -—-est dite mesurable si, pour tout tout
o, ) € X 1& > I"application x«x— >K()h™, h"j est mesurable ; la convo-

lution K * F, o0 F est une fonction mesurable de G dans # , est definie lorsque

cela est possible au sens faible. On a le théoréme suivant

Théoreme
Soit K une application mesurable de G dans (B( v telle que K * F
soit défini pour un ensemble de fonctions, 5 , dense dans tous les espaces

LPG, t*) , Up <oo

On suppose en outre que

1« Pour tout F€<§ , |K=* F|| < A 1Ml
Lo G, %2) N LeG, ©) 7

2°  sup sup In [IKGy) - KRl ex = A, X
n€A y€Gn Jg‘r’] & 1

Alors, pour tout p£]l, oo[, il existe une constante Ap >0 , telle que,

pour tout F£S , jK* fJ] ~ A IIFN , A ne dépend que
Ip@. y N p Ip (@, ny) p

de _p, A2, Al et k(G)
De plus si p et p" sont conjugués AP = AP, et AP =®((p-1) ™) lorsque

p tend vers 1.

Ce théoreme est la version pour les groupes totalement discontinus d"un

théoreme de Calderon et Zygmund (), sa démonstration se trouve dans l"article

S



1.5.

de Riviére (10)e
Dans la suite, AP désignera une constante telle due AP = 0(p (Pp-b"~)

quand p tend vers 1 ou I’infini

Lemme
Soit (X,dL,jx) un espace mesurép étant une mesure positive. Soit
P n>0 une famille de projecteurs de L2 0 deux a deux orthogonaux ; soit
H 1"adhérence dans L2 (i) de la somme de leurs images*
On suppose que, pour tout p £ ]J1, o[ , il existe C">0 tel que pour tout

f€ LMyi) O AY¥ on ait
(n imfi2) /2

Alors, pour tout P £ JI» ® [ > pour tout f£ [P( ¢ H , ona

4 Piifi
< L

0 i

»

’/2
i | <v. (n_k'l2 i 1+l = 1.
Ly 0 ° L'(d

Soit en effet P I"application de L2(ia) dans L2(i*, I2) définie par
P f= Gjn 1)) AV il résulte de Iforthogonalité des projecteurs Pn que la
norme de P est 1.
. . 2 2
Un calcul facile montre que si g = (gn) aX B £ L°gt £) on a

* E'f . _ 20\
P g=2_ P g , cette derniere serie convergeant dans L (W) -
n>0 n n

L"hypothése faite signifie que P se prolonge en une application linéaire

continue de LX) dans LNME, |*) de norme inférieure a A*. Par conséquent

si g € h2(i, 12) n Lp(™ 12) ona |JIP*g | < A No 1
L (p) Ly, 1)

. o/ *kyy
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Si € H O I1?{jx) on a f = P f dans 12(m).

Prenons g = P F alors P*g = ~ P f=°F d"ou le résultat.
n>0 °

1.6. Définition

& () est Ifensemble des parties E de T telles que

E= U U c .
m € A" B<XM I,

ou
1° 0~ () et inf |n; pour tout m>n, (M) = 9. @

2° C . estune classe de T. dans F_ _,
m,J m m+1

3° Les classes C . figurant effectivement dans la réunion sont deux a

deux disjointes.

Ces ensembles sont des ouverts relativement compacts, leur frontiére a au
plus un élément. La décomposition précédente dfun tel ensemble peut n"étre pas

unigue lorsque inf A = - . Il est commode d"écrire

Coo = Onj + T ? .C LA

1.7. On a K, = JZ X1., * o Cnat XL C

, v m
me€A* 17j<A(m) T m

Si E £ @ et n€ A les relations x € G, et x £ G, entrainent

Kgu-y) - Kgu) = 0.

En effet chacun des bermedgermes de la décomposition 1.7. a cette propriété.

e»«/ow«
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PE )JI2< @& =

1.9. Lemme
Soit (&4 une _suite_ (éventuellement finie)_d éléments deux_a_deux
disjoints de ¢(0(r) . Alors, pour tout x ~ 0 de G, Y Z
n>0
Si G est discret on a aussi n | () o .
n~0 n
Soit en effet E = U U (e
n me a* n® n,m,J

Les En étant deux a deux disjoints on a nécessairement ~ An m £ km
n//0

Pour tout m £ Al - Soit >bnon nul dans G XE Gnﬁ)\N Gnﬁ)+l’
Kp x0)= XlI 7 i 1 mu ()

n mCA* 10<]In(@m) 7

mOo n
d*ou
' ' I ) \(m
nm 2 < ZEIZA' mZZIEAl in 0 noi ) n( g,)
m<nQ g< g

et

1 n m n?
m P m1 2nu ne, 2m,,
-2
( xm 12 ALY
m€ A
m<mg
Si G est discret Test compact et » m(E )~ m(r)

n™0 D

> donc

iii/s-

t

t

Pour un mOE Al
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ZZ I~ (°) 'O ~N) » par suite >~ K, (0) |2 < (m(r)Y
n™0 n n>0 n "

1.10. Proposition
Soit (Ej nso Une suite d"éléments deux a deux disjoints de ~>(D.
2

On a, pour tout p£]l,m£, et pour tout f£ L G ,

1/2.,
A5 gy l2) BIPG ~ Ap Ui LP@G) *

Daprés le lemme précédent,pour presque tout x dans G, [L &) ]n>0

n
2 2
appartient a | . Prenons 3*=C , % =1 KOO = O™ définit
n
une application mesurable de G dans *> e
Si T€ L2(G) , K*f= (T N>0 et I’on a
n
Mil2, A r» ZZYEIN2 2 - H | [i(i)|2di<lif :LI,
L G,¢) n>0 n L © a0 JE L (D

Dautre part y € Gn et x£ Gn entraine KX-y) - K(X) =0 et

1"on conclut en appliquant le théoreme 1,4.

1.11. Corollaire

ta(D telle quee m*"T~AU E ) = 0.
n>0 n

Alors, pour tout psjljOof , pour tout f£ L2(G) , on a

* 1
Il <@z HER)YR < Alf]

LP (G)

*oo/.o(
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Cela résulte de 1.5 et 1.10 ; en effet les projecteurs T —* f& de
n

L2 (G sont mutuellement orthogonaux et la somme de leurs images engendre L %G).

1*12. Définition
f>(£) désigne Ifensemble des translatés des éléments de 5°(D*
Les éléments E de &(f) sont ceux qui se décomposent ainsi

E= U U c .
mEA'  KKtyn) msS

ol 1° 0 >(m) km et inf jn ; pour tout mn , X®) = o] <
2° ij est une classe modulo Tm et. pour tout mé £ Al ,
U U C est contenu dans une classe modulo V . -
«Ci- 1a«») ) —et’
m<mO
3° les classes C . qui figurent effectivement dans la décomposition

m »3

sont deux a deux disjointes.

1.13. Lemme

Soit Eet(V).

U x€ G IV)d < 2\/' , si G est discret |K",(0)| n n'(r)

n G+l

Il s'agit d'un cas particulier du lemme 1.9»
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1.14. Théoréme

de () Xire

Rpur tout pell,oof , pour toute suite €. f)
on a
i itas 2710 < PHITKL2VRE o
n>° “ L»(B) ** LP©G)
On a En = Erf+ £n 7 Er;€£6(D . Le lemme 1.13. assure que pour
2

presque tout x de G il y a un seul opérateur continu, K(&) , de |

tel que K(x)(en) = K_.() e ou (en) nXG' désigne la base orthonormale cano-

nique de J<:2- n

Lfapplication x —» K(xX) est manifestement mesurable et, d"apres le

lemme 1.8., si Y€ Gm et xé Gl ona KXvy) - KX) = 0.

D autre part, si g = (@) >0 € L2@G, i2) ona K *gXx = * «n x))n>0
n
et aussi ||K*Q||2 = XI 117, = sn \f < xUp1gQI2 - 192
12@, €) *>° “ L2(©) 12@) 12@/]

On peut donc appliquer le théoréme 1.4.

¢ K4Rfil < /E W21 |

» LP G LP©G)

Et 1"on obtient le résultat en prenant gn = En - fn , en effet

ke . S fn

n n



1.15. Ordres sur T

fv

On considere le sous groupe T de nfaes @/ kn 2) constitué des suites

rss

dont au plus un nombre fini de termes d"indices positifs sont nuls ; soit Tn

le sous groupe de T constitué des suites nEA® telles que , pour tout

m>n . o)m =0 ; on munit T de la distance associée a la suite (Tn) n£A4 )

Tn est ouvert compact

Identifions 2 / k» Z a lI"ensemble ordonné 0,1, ..., k™~1J,

considérons sur T I7ordre dont la restriction a chaque 1 est I7ordre lexico-
graphique. Soit 4>(r) [I1"ensemble des isométries de T sur T . Soit @O
I"ensemble des ordres sur T obtenus a partir de I"ordre de T par transport

sur F au moyen des éléments de T>(T).

1?16. Proposition

Pour tout S€.0 (r) et pour tout T€.T llensemble jfe T ; tftit

appartient a m

D"aprés la caractérisation des éléments de 6 donnée en 1.12. toute isométrie
de T sur T transporte é (1) sur £(F) ; il suffit donc de remarquer que

la proposition est vraie pour l"ordre de F

- . , - A - h _
Soit h I application de T dans E définie ainsi s {un]) EE)MW‘ e

I"application h est croissante.

1.17. Théoréme

Soit (Xn) n€I/Z\ une suite croissante lacunaire a la Hadamard de nombres >0
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Soit yE<I>(r), notons Er = (h ® &) 1( Mg D). BN = (= V)-100D

2
Alors, pour tout P~]1> ® [, pour tout fEI1» (G , on a

<n(zz _knV ~i'U

G,M L O® )

L ©

oot ¢ (a pa(p_i)-2
- p N
Ce théoréme est vrai dans le cas ou la suite & ) ~~ es™ 1M prolongement

a 1 d"une sous-suite de la suite (in) nep v en effet, les ensembles

—_ - N I I = I I
Fﬂ Gh li (0)5 —e<n <@ satisfont alors les hypotheses de la proposition 1.11.

En vertu de 1.5. il suffit de démontrer I1%inégalité de droite.

Supposons que VI n AN soit K = [Log k / Log
Prolongeons si besoin est la suite @) . a 2 enune suite encore notée i
n’ n€A n
telle que 2 < i / i~ <k < Chaque intervalle [in, £ contient au plus
K
K intervalles ?’\ » X T b il existe donc une Partition de 2 : z=U A
m” mTl L Q ]
telle que
1° si n£A8: 1"intervalle 1\ E contient au moins un 1 I
»> n n+1 m
2° si K=>0 et si m et n sont deux éléments distincts d“un méme A. (Kj<ix)
les deux intervalles [/~m> mil et [“n* \i+l [ son”™ contenus dans deux
, , . = _
intervalles -I['mf 3 'm"+l 'II' et

Ein" . in"+’-1’i|_: distincts.

Si xE R+ , notons S f = fF -
X Gw)* ([0, x D
*
Posons = ~(hay)*\[i i D 9 en vertude la femarque du début
Ln 1

.../...



1.* 2
nous avons f

A4
n€Z n LP (G P LP©®)

Soit jJ€ 1,2,.*,K] ; si nEA: ~N(n) est I"entier tel que

[V Vit C['«n) > Mn)+lt « °” aalolS

f =s ®-s ®-@ ®-s ®)

n X1 o(n) *n <'(M) 1

/*
vy (Fray 0y« m )

n€A. n n
J 3

*Gz U i2f <(E s WX (¢ k fwnn

donc,en vertu de 1.14. et 1.16.

¥ )\ A3 AW/

Etudions maintenant le cas ou j =0
Si n£AO0O , thih) et t(h) sont les deux entiers tels que

Mn) <\ <o+ » SinT~VI <;Lt(n)+l * ©°n a

. =S @ - s ® + (S ® -S ™-6c O s
n V1 \(n) vV IT() v(n) J \r(n)

et 1"on opére comme précédemment . On obtient

@i

1/2
Iq,.QAo I\/In 2 —oelz)' II_L"(G) < 3ip»f '19@ *

En définitive

I(S1T I 2j/2 Il*

a+d 421
—a>£n<e (©) « ( 3 f |'-L (©)
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32.

Cet énoncé généralise un théoréme de Paley (g). Lé cas ou Xn in se trouve
dans Q).
Lemme

Soient. (M. ) . .M X N suites de fonctions de L°° (D

——— 3>n n>0  —————
telles que

1° pour chaque 3, m. ~ converge vers m. pour la topologie ~(L®, L1

2° pour un p€]l, oof , il existe B>0 tel que pour tout n et pour toutes
fonctions fj€ L2(G) , 3 =1,2,.../X on ait

1/2 1/2
KZrr'i». if.)p),/21 < b1 |f.|2 )12,
W J’n 1 J LP@G ~ " " IPG) -

Alors, dans les mémes conditions

Os-Viol2)V2i < b||@zit.i2Vi2i
u ' > 1 1

T aPE) A ‘ LP G

Cfest une version vectorielle dfun lemme de De Leeuw (6)

Soient 1" et 3 deux espaces de Hilbert séparables, une condition nécessaire

et suffisante pour que m :T —» B (*,JD soit un multiplicateur de

3NPEG, N dans FIY(G,, \ est que, pour toute FfCL~H LN, ) et pour
toute QgE£LP O NG, %) (% + 1f=1) on ait s
2 P
J  <«(m>). t(M), 'g(>>% dT ]< B |Ifll [9 3]
Jr «2 LG ) "™ LP (G%2)

La démonstration est identique k celle du cas des multiplicateurs scalaires.

X

i = = = N
Ici nous prenons 1 .23t C et mn (€9) (mj n (€9)N FoT 2o A

L*hypothese 2° implique
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17 i) VUl 11dk U BifH vIUL,

1 *T [P @, C)

pour toutes fonctions f3.€L’\O LNG) et £ H LNG).

9

L *hypothese 1° permet de passer a la limite dans I1"intégrale, en effet

¢ G‘e |1(D.

J J

Ce lemme est valable pour tout groupe G abélien localement compact.

Théoréme
Soit {\n) ne 7 une suite croissante lacunaire d la Hadamard de réels

supérieurs a 0.

Soit m une fonction de R+ dans C telle que

° 0 R

2° la variation de m sur chaque intervalle [~n>"n+iC es™ ma30rée Par M*
Alors pour tout ~£$(1”) , pour tout p£Jl, 2] , m«h*f est un multiplicateur
de SALMNG)) .

La démonstration est tres proche de celle du théoréme de Marcinkiewicz relatif
aux multiplicateurs de # "MD" @, p-232 ).

Etudions le cas o0 F n"est ni discret ni compact, les autres cas s"en déduisant
facilement.
La mesure image par hoy de la mesure de Haar de T est la mesure de Lebesgue de R

Introduisons les notations suivantes : soit ~ une sectionde h o ¢
E=*(v \+p - V fE 1 V)-W [)
A=E1Mm.h.FOE D) .
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On a St = J (V<t) x) fo~t) dr
fo,t[

AL (@) = f () (fix),*) 'f.V'U) dr
>B Wil
Intégrant par parties, nous obtenons
A e N "noOA ~
§ M S\ n(\;_}, thi\ Sr... W dn()

n+1 - X 1
*r ntle

d"ou, par application de I"inégalité de Schvarz et utilisation des hypothéses

faites sur m

|A; () 12 < 2« (m |s A) <) 2+ ( Is (A) (x)[2]dm(t)])
Y Jtv V .L
C ja; )12 k » fe r* IS A>W |2 * f Jd¢ <V u > |W ))
ne = \nE / (p3) ITa .a § /
yLn “nHL

Si la mesure dm est atomique on a, par application de 1.14
1/2 1/2
A 12

ne z " o < <a2”/a'°p Za 1 C‘+/H)V’ \>/ i’t"d,u>’)/f l'_|IP(9)

et I"on conclut par application de 1.17.

Dans le cas ou la mesure dm n"est pas atomique, on approche m au sens
<xQle (R+) , LI(R+)) par une suite m53 de fonctions de R+ dans C de facon que
chaque m.3 vérifie les hypothéses 1° et 2° quitte a remplacer M par 2M et
de facon que les mesures dmé soient atomiques. Alors les fonctions mé*hcfb sont
des multiplicateurs uniformément bornés de GITL™N(G) convergeant vers mOho” au
sens J@®(D , 11(D) ce qui prouve que m *h*y> est un multiplicateur

(Lemme 1.18.)
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Jb-

2 ,,APPLICATIONS A CERTAINS GROUPES COMPACTS

Soient G1 et 62 deux groupes abéliens localement compacts et J un homomor-

N

phisme continu de GI dans Gﬁ ; J désigne 1’homomorphisme dual de j ;

% -
si "GM(G™) J(/0 désigne la mesure image de JX par j . On sait que dans

ces conditions \4 - rei n

. Lemine

Soit H un sous groupe fermé du groupe localement compact abélien G tel
que G / H soit compact ; on note Tt la surjection canonique de G sur G / H
*

et I"on suppose qu’il existe une section borélienne s de n ; on note s

I "application de [ dans définie par S & ) = otX - s=n (X)y - Alors

1° Pour tout n entier >1 , pour toute application IfTde Cn dans C
*n *
on a Yos =5 « ITe
*
2° Si d. est mesurable s @) I"est aussi . Si de plus on choisit les mesure

de Haar vV m, mi,ﬁ ~aC°n compatible on a, pour tout p>0 f
* i/p

iy (GIH) ) SIS

i " L' ¢y

Preuve

1° est évident modullo I’abus de notations suivant

Ydésigne aussi I application de (CH)n dans CH définie par

<\/ I‘C?'I 11 7

2° 1 s @O (x)(Prdx = K(X-sﬂf o Ip o dx
G /, '
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s (cO)IP dx =1 dmG/H (@) J" Jec™>Hh-san(x+h)) P dm”™h)
G G/H

ou u = ir(X). Remarquons que "Th) =0 et que X - s*ir X) £ HF

donc J |s*(@OC)|P dx = oM G/H) !J leth) b dh
"G e

3. Lemme

Les hypotheéses sont celles du lemme précédent ; i désigne I"injection

canonique de H dans G . Pour toute mesure jxG M(H) , pour toute fonction e
continue bornée sur H ona : s (tuyp) = s (& i
En effet s

S @ * iGO(X) = J* dCx -t - sOA(Xx-1)j dN(E) = &*JIA™X - sttic (X))

4. G et F sont deux groupes duaux satisfaisant les hypothéses 1.2 ; T est compact,
cfest a dire A = - N .0On considére un groupe abélien discret dénombrable T

(sans rapport avec le groupe du méme nom déja considéré) plongé de facon dense dans

V1

r ; onnote i I"injection de F dans T et j Ifinjection d"image dense,

duale de 1 ,de G dans G dual de G

v

Soit GN = j(™n) = ~ esk compact métrisable. On suppose que pour chaque n”O
il existe une section borélienne <™ de la surjection canonique de G/G™ sur

(G/Gn) / (Gn—i’/Gn) de sorte que, posant sé: identité de G et Sh-1” Sh ©<rn

pour n <0 , le diamétre de sn”~/”~n) tende vers 0 lorsque n tend vers -00.

sn est une section borélienne de la surjection 'ICn :G - > G/Gn

Soit 3’ln (G ITensemble des fonctions de G dans C & support dans Gn ;

<v

on identifiera une fonction a support dans Gn a une fonction définie sur Gn
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Dans ces conditions, I’ensemble de fonctions U sn( V 'g)) es” dense dan

N
tous les espaces Lp(G) , PER,OI.

On suppose, en outre, que le fait suivant est vrai

T m<n G 3 K|
ST s»(*1() mkmq

Définitions

t0(T) li_1® :; Ee”™) |

6(F) = |i-1(E) ; EeE(D]
&(T) = |r1® ; E£d(D|JUB(F)
Proposition
/v
Pour_tout p G 11,00 » QPP_V__EQU_'E‘EEHEP_G (fn . n)

n¥o
E

de
If,,|2 fn P,
L ©

2@ X«N »a ”(nl_slo [fn - %n |2)1/2 "o < \r J

n~0

] suffit de démontrer ce résultat pour une suite finie avec une constante
indépendante du nombre de termes. D’apreés le lemme 1.18. il suffit de considérer

i
le cas ou En = i (En) . En étant la réunion finie de classes de sous groupes

de f

Soit donc N le nombre de termes de la suite et TN% le plus petit sous groupe

apparaissant dans la décomposition des E . Le support de est dans GN
n

Soi fE U . f = .tai < £ G

ort 1E & SuXpl®) - pour unmy n- Sm@h) - % 7 ©

D"aprés 2.1. et 2.3. nous avons £ * K" = s (K * )

n n



N 1/2 -/ N 172\
D'apres =2, (SZ K». % 12) - 21 1S , .,.I12) )
n=1 n \ n=1 n /
A i o/
IKZZ U, * %[2)'/2 | - (T/f @6 -YPP - nl2)' /2
n=I n Ii "G X UUm “ - Xm=l ' 'n LP(G)
or, en vertu de 1.14.
n N 0 3/2 H n N, 02 |
[ AR IO R SN S T (0)

et | fon conclut par une nouvelle application du lemme 2.2.

2.7. Corollaire

. . ‘s _ [ 4
L "énoncé précédent est vrai en remplacant 6(% par

En effet on obtient les éléments de & (D en ajoutant au plus un point a ceux de

. 1/2 1/2
6 (D . On utilise aussi I"inégalité C ,If (F)j2\ $Af(V |t B) u -~3J
n>0 p n™.0 P (G)
2.8. Proposition
2**
Si FEL (© posons T~ = fp pour n”O

~n-1

2/\
On a, pour tout p€jl, o [> pour tout fFEL (G

ERR < -

Soit FE U s (H @G» , pour tout m<mO0 , Ff = s {00 ol &G B 6
m«O \m [/

Soit U la mesure sur G dont la transformée de Fourier est Xr \ r ,
/'n A NAD-1
son support est G~ : fA = f % V//n i Par conséquent™ si n>m~

*

fn =S, ((eoal Ijln) en vertu de 2.3.

.../...
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et 1’on conclut en utilisant 1.10. , 2.2. et le lemme de Fatou.

2.9. Corollaire

Avec les notations précédentes, pour tout FELN(G) telie que () = 0,

“ \p’ II'HLp(&) < "(nl_slo |f;,|2) /2 IL’ © < @”f "LQ’(Ef

Cela résulte de 2.8 et 1.5.

R. Spector mfa communiqué une démonstration du fait suivant - ) ]+ \ P esN

n =X) n nl
un multiplicateur de JKANG)) pour tout p €] 1,00 Cela résulte aussi des

théorémes trés généraux de N. Lohoué (7) relatifs au transport des multiplicateurs. De Ia,
en utilisant, la technique des fonctions de Rademacher on pourrait déduire les propositions
2.6 et 2.8. On a préféré une démonstration élémentaire qui fournit une meilleure évalua-

tion des constantes.

(v ~ rs*
2.10. Soit O(r) les ordres de U(r) transportés sur T au moyen de i . Il résulte
de 1.16. que pour tout e€<9(r) , pour tout g r , les ensembles
€P ; {eéT] et It*'et £ 7T} appartiennent a m

2.11. Théoréme
rieurs a 0 telle que \ =1

Considérons une partition de]o,I] ou ]0, 1f par des ensembles de la forme ~JX\®, \ [
™IVW o [VVit MPaVil *

Soit ~£4>(lj , soient En les images réciproques par ho”i de ces

ensembles, E ™ = (h«yei) ™ ({0}) et éventuellement B = (W</>*1) ~ {1} -

Alors, pour tout p€:]1l,00[ il existe Cp >0 tel que pour toute fonction

= 1L20) on ait
1/2

Gt fll i < o f
4 PG - oo LP’(G) PL  po

Compte tenu de 2.7. et 2.9. ceci se démontre de la méme facon que 1.17.
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2.12. Théoréme

Soit (Y n o une partition de T telle que pour un p€]l,00£ il

- ' 2 ~
existe B et C>0 tels que, pour tout f€L G ,

BIH | « ||%SZL|2),/2|!P@ < ¢|f |l

L ©® PG

Soit m une fonction de T dans C telle que

1° Inh k <M
2° pour tout n>0 il existe | £ 0(O0 tel que la variation de m
n
relativement a f |g soit majorée par M
n

Alors m est un multiplicateur de TL™N(G) dont la norme est majorée par 2MBC AN

Preuve . A(G) étant dense dans L~N(G) il suffit de montrer que, pour tout T£ A(G) ,
I13-1(m. i) 1 < 2MBCA IFf 1
" V(G) N PI* LP©G)

Posons A =F ,
n E

An! = 3 ~m. An) ; k cause de I"hypothése faite sur
n

les En il suffit de montrer que

JI2 i/2
ilp N 2 M 2
n>U L1 6) C M n>0 iP(G)

Il suffit de faire la démonstration dans le cas ou m est a valeurs réelles.

Si t€<9(F) et f posons

SE.(H =3z FM®C » SVE (f) SEE (F>- *U) et

On a A* = H »(*) TU) \ =
n (;€En

Pour alléger les notations la relation d"ordre £ sera notée 4 -
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Soit 1\)0 , 11 existe pour chaque n une partie finie Fn de En telle

que Z ?(E‘) < 7 2-?-1
EE€E \F
n n
On a manifestement “A' - Z m(&) ?(f,) 3 " ~ < 1M o1
n 3CF_ L% ()

Seit F = {51,n ! E2,n ot ’zxn,n} ’ €1,n < E2,n< <§)

o'
(n) A
Fosons Sj = 1%3 f(gkyn) §k)n ! sj!n = siyzj’n (An)
si jo1 o) _ So.n = 0
Alors
S= w(f) 2D - ‘E( =)y
Eé% J=1 J 1 J,D
vais s - s sl _s )| < ST |
J-1 Jj,n j-1,n L@ @) N tj—],n< < «j,n
CEE
d'ou
*n
14, - ?‘; (55,0 = 351,00 @ (B0 uL°°~ S 2
)n—1
et JlA! - ?; Sin (m(zj,n) -m(§j+1,n))- smn’n m(gxn’n)”LﬁE)
En définitive, pour tout W >0 , on peut écrire :
A = E:;F (@) s, ¢ () +y,
n
" «(E)| oM et . L 2 qu"” .
%ﬂ ‘ N " \Vn "Lm @) N

Alors, 1'inégalité de Schwarz donne
a2 (gezp [a(®) |+ MZ‘“> (;ZF s (It A My2™) .
n n

R
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et
2

1Z]iil2 < <@ **"'>(:¢ £ [»tl1i(l«<B), /27 )12 + -i),
n 9

Onp)™ <o fegd [, 07 V),

Dfou,en vertu de 2.6.
12 i Y _ _ .
I[(EW! 1, <@iM75 e K ef I, ,*e«/)

d fou

i 3 IAb [ < 21\ b [
'\Ejv3 nl e LP©O 2Ivil\(/e o Inl y72 W )

2,13. Exemples

1° Soient F1 9 1 aes groupes vérifiant les hypothéses 2.4. ; alors

Ny N2 1 2
I *1 et r XP satisfont aussi ces hvoothéses : on Deut prendre dans
fi1xf la suite de sous groupes

F1x f2 I*, Xr2 r_ll 2 Ly ¥r2 [y xre etc

il rl et ||r1 satisfont aussi ces hypothéses a condition que
i€l

sup kiTl) <oo ; on prend la suite de sous groupes suivants

i€l
nr> ,r X nrij ,r X P x n P , f~Arx f-2, x ,n2 P )
j>l j>2 - -0
r, xrz2 x nn , 7 Xxr2 xr3 x n n , r\'xr2 «r3 x nn etc,
j>2 /\ 12 j>3 (2] 3J

tee/oce
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2° Si Dn = 1_‘Il Q@Q/n2 , Dn est un sous groupe dense de Dn et les

hypothéses 2.4. sont satisfaites.

3° Soit Aa un groupe d’entiers a-adique ~la définition de \ se trouve
1
dans (4, pJ108)" tel que sup an+”™ / aN < & . Z est un sous groupe dense

de Aa ; les hypothéses 2.4. sont satisfaites.
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3.1,. Lemme

Soit 3 une famille de classes de fonctions mesurables supérieures ou égales

a 0 sur llespace mesuré (X, <2,y0 , yu"0 définie*
Soit TO une partie de 9 telle que tout élément de 1 soit approchable en
mesure par une suite dféléments de Tk . Alors ess sup f = ess sup f

fe y fe JO

Par extraction de sous suites presque partout convergentes et appliquant le
théoreme d"Egoroff on voit que tout élément de $ est approchable presque unifor-
mément par des éléments de so , cfest a dire VF€ P , VE>0 ,3 AG @9 j*(A)<t
Vi>0 ,3gETO , IF - gl<® hors de A.

Soit F=ess sup f ; on sait que F=sup F

fET 1 n
Soit *>0 , il existe des ensembles An£ 2 tels que }L(An) t,2n et
tels que pour tout t[>0 il existe Qg~E tels quer |F - g” |<\ hors de A

Donc sup £ (T V+ sup ¢ pour tout v hors de I’ensemble Ua  dont la

n M n n
mesure est inférieure ou égale & £ . On en déduit que F ~ess sup F presque
f€*0
partout.
Soient G et F des groupes vérifiant les hypothéses 1.2. Il résulte des

articles de Billard (1) et Hunt (5) que le théoréme de Carleson est vrai pour

G compact.
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3.2. Théoreme
Si G est compact il existe C>0 ne dépendant que de k(G) tel que

pour tout t£E 6(D , pour toute FfEL (©) >

m  [sup |$(;<|-)|>M < C\iﬂff [2(

©)

J.3. Corollaire
Le théoréme précédent est valable pour tout groupe vérifiant les hypothéses 1.2.
L"espace L2 faible étant complet, il suffit de démontrer le résultat pour les
fonctions a support compact.
Soit f€L2(G) dont le support est dans G , Sa transformée de Fourier

no

est constante sur les classes de F
no

Soit 6€<9(F) , t induit un ordre £n de O(r/Tn) -

Posons SN = s A g,gn) =% S£ C s* N Anp * 0n g la propriété suivante
sin™ () est, lorsque n ~nQ , une somme partielle de f pour l"ordre | et
toute somme sMF est approchable dans L2 © (donc en mesure) par de telles

sommes lorsque n tend vers -

Appliquons le théoréme 3.2. & G F

m(sup 1s@ D™ <n @ycvaprn = cTE
Mucmir ' 5 b n "o 12(g,) 12(g)

et I"on conclut par application du lemme 3.1
Soient G ,r »G , r des groupes vérifiant les hypotheses 2.4.

3*4. Proposition

v
L"énoncé précédent est valable pour G
o*f*»]
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Il suffit de considérer f£ U Sm \ »>)
m40
n At
Soit TcEQA(P) ; les ensembles € ; CiC et Cl sont des réunions de

classes de groupes Tn -

En vertu du lemme

3.1. il suffit de considérer parmi

ces ensembles ceux qui sont réunions finies de telles classes

Soit 1™ (n40) I"ensemble des TC

de classes de sous groupes Tm avec m>n

m( _SUP IfEI>X)7 <
E € Un

e

r 5 Us et qui sont réunions

Il suffit de démontrer que

Cr2Hf 12, \

L (G)

Si E€ un , E=1" 0 ou Kp a son support dans G~
Pour tout i f = S, @@ otQ 3|m ©) , alors fB>: Sh (« "‘r’)
\iemme (.¢.)
et d*apreés le méme lemme sup jfj I= s™ (sup |Jot* |

EG U m
n
or
*
6 o sl <> 1PV = mvG_ . ~em~  Card *>\)
0] 0
d"aprés 3.3. card (sup ot K, |>\) ~ c™~ K _
T " L ©

et I"on termine en utilisant 2.2.

Proposition

Supposons que lI"on ait dans T une suite

v

finies dont la réunion est P telles qu™il existe A >0

FEL2G) "g-OGuplfE | >\) <

n

® N croissante de parties

tel que pour tout

ATR2IT |B

L ©

Alors il existe des bons ordres sur P tels SHj

c r, * <
S %’]-U ) Br

! f h2(G) -
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Par suite les sommes partielles suivant cet ordre de la série de Fourier

d*une fonction de LNCF) convergent presque partout.

On se donne une suite (&Y d’éléments de 0(D . Construisons sur F
un ordre () de la facon suivante
o H * A
1° Si €En et ce En £<C
e i i > *= -
2° Si | ef7 C appartiennent & E _\E £n§r1£xgn "
N
Cet ordre est un bon ordre sur F
Soit f»+1= fE AT - f. = fE "
n+1 n 0
V)= '«;?7<»
S1 En\En-1 ,on a N = S£n (fn) + fEn »
alors sup® s (D] N sup sup JsE N (R)] + sup |fg |
n ¢ n* n n
D "aprées 3.4,
1 /Ol '
@GP K. (M >) < Q2 2 -
X n L G
d-ou
m(sup sup st C (M)]>*) < Cr~] ]| fn]2 = CV2I]IflI2
n n L (@
et .
.—2|' P
mesup Is MHD\y\) < 4 A+0 X f n
* J L G
Exemple
Prenons F = % S F = Aa x’sﬁib

47.

Fefferman (3) a montré que 17’on peut prendre dans la proposition précédente pour

- . X . _ 2
une suite de rectangles dépendant d’un paramétre ; on a ainsi construit sur 2

LCu

E/\

des

bons ordres tels que la série de Fourier d’une fonction h2if) sommée suivant ces

ordres converge presque partout.
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Chapitre 111. 49.

Estimations de la norme de certains opérateurs de LN(T)*

(en collaboration arec N. Lohoué)

Introduction.
1° Nous nous proposons dfétudier le probléme suivant .

Soit T le cercle unité : soit {an 1 ,» une matrice infinie, trouver des

,N
conditions variationnelles sur les coefficients de cette matrice pour qu-elle

définisse, dans un sens évident, un operateur borné sur LNr) , d <p < ).

Le cas ou la matrice {2 est diagonale a déja été étudié par plusieurs
auteurs (Marcinkiewicz (8), Mihlin (©)). Plus récemment E.M* sftein a donné des
conditions suffisantes, liées a un semi-groupe de Poisson, sur un espace mesuré, M ,

quelconque, pour qufun opérateur soit borné sur L~(m) (voir 11).

En général il nfy a pas de méthode directe pour s*attaquer a un tel probléme
nous prendrons un détour, en appliquant des méthodes d*intégrales singulieres a

un groupe contenant r comme sous-groupe.
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2° Idées directrices ; utilisation de M(2),
a) Nous notons m(2) le groupe des déplacements du plan, il se réalise
comme le produit semi-direct R ; | est identifié au groupe des rotations du

plan. Le point générique de m(2) sera noté g = (x,0oc) ou g = (r,¢,0) , r et vy

étant les coordonnées polaires de x

b) Pour chague p > 0 , on définit une représentation, TP , de m(2) sur
LP(r) de la fagcon suivante

si g =(r,9,0c) et si f £ LP(r) on pose Tp(g)f(<|») = eiprC08n 2?7 f((jr-a).

Soit h une fonction sommable sur m(2) pour la mesure dxda , |’ opérateur

h(p) défini par

h@)Ff = [[? T (x,0)f h(x,0)dida
JRXT P

est borné sur L7(r).

A
L'application h»-*h(p) se prolonge en taie application linéaire d'un certain

sous-espace de Banach de l'espa'ce des opérateurs de convolution de LP(m(2)) sur
*(] P(r , (voir (2)). Par conséquent tout théoréme garantissant qu'un opérateur de
convolution est borné sur LP(m(2)) donne des conditions suffisantes pour que

certains opérateurs soient bornés sur LP(t).

3° Enoncés des résultats.
Les résultats que nous obtenons par cette méthode paraissent nouveaux. Malheu-
reusement leurs énoncés ne sont pas trés simples, et ils ne répondent que partiel-

lement a la question posée.
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Nous commencerons par les énoncés concernant L~(m (2)), et nous donnerons

ensuite en application ceux qui intéressent 1 /™ f).

Soit M = {M(p,m,n)¥/ \ une fonction du nombre réel strictement
®) = MmN
positif, p , & valeurs dans I"ensemble des matrices infinies a coefficients complexes
Le théoréme 1 donne une condition suffisante pour que cette fonction soit un multi-

plicateur a gauche de TAOUPM(2))) pour p £ ]1,2] (la définition est rappelée

au § 2.3.2).

On suppose que chacune des fonctions p»*M(pfm,n) est de classe C et que,
lorsque n est non nul, M(p,m,n) =o(p~IDWMI) et M (>mn) =o(p~"+IEWM”) au

voisinage de O.

Si J est un entier négatif on pose

No= 241 L , C_. |m(p,«.0)(ub2)|2) pdp
J J2J
20
Bi=2"23 |, , C I»'(P.".0)|2) PP
2J

Ci =1 i-1 M"(p»“ »0 d
= %I (p»“»0)| ) pdp

On appelle in.]J.wW la suite d"entiers ainsi définie vrn =0 ,n. = 22’\1'1)

Si j est un entier strictement positif on pose

2d-i

Ad _ (mniz“/ . m2n 0!55
0 , mEZ n3_1c',lln§,n.0 p
2

* L e ZZ [("»02»!1(p,",n)|2)i£E
2 mEZ Ian.(8 022
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vt
L2 M(p,m,n)|?) pd
jo. le;€:2 n._%lgn.l ° l PP

-43 (pymyn)|°) pd
+2 23_ mez 12%: |1(p,m,n)|?) pdp -

J [ (pym,m) )
0 méZ n, £ n|\<n. P
J-1 J

2J 2\ d
+I (2: ; lM'(P,m,n)‘ ) 2e
53 |n \<nj

o
[

I
ﬁ

j=1 mEZ
Pt
.- | @ (o m2)]%) pp + [ |w-<p,m 2)2) pdp
J 0 meZ n.  <|n|<n. m€7|
=1 i
23!

S [m(p,m,n)-n(p,m+1,041)[?) pdp
0 uly 4 nj_1\<ln|\<n'j

od
+fj-1 G 2 |m(p,mmn)-n(p,m ,n+1)|2) pdp

m€Z lnlgnj

(=)
[

i
]

Théoréme 1, Si, pour tout j , les nombres Aj ’ Bj ’ Cj ’ Dj sont finis, si,

lorsque J tend vers -, Aj+Bj+Cj = 0(2-23) et, lorsque j tend vers 4o,

Aj+Bj+Cj+Dj = O(j-3) , M est, pour tout p € ]1,2] , un multiplicateur & gauche

de  F(LP(m(2))).

Si S est une distribution sur M(2) c'est aussi une distribution sur le
groupe abélien R2 xT dont nous noterons §S 1la transformée de Fourier, lLe
théortme suivant donne des conditions portant sur ¢S suffisantes pour que S

soit un convoluteur & gauche de LP(M(2)) (1 <pK«< °°).

Théoréme 2, On suppose que la distribution &S est une fonction, qu'elle est de

classe 02 en dehors des axes et qu'il existe un nombre C tel que

(i) fFS(I,L ) £C et : lfS(X,Y,nH)-?S(X,y,n)‘ £C

nez



So*

quels que soient X et vy .

(ii) Pour tout nombre strictement positif, R F

8 (|I"(R,t,0)] + |"(t,ER,0)PDdt,<c , CG=-1)F

si C [ d~¢eB,t,n+t)-~(eE,t,n)|*|1"(t,d,,ntl) -~ (t,Eli,n)]Ddts 0 ,
ne2T  —R
(iii) Pour tout nombre positif, R ,
0% .
o dxdy -
2 oxog X7 0)1 ; C
R<HI,7
s o2
'Ix. - .
et (‘)x()yx nl) yxdy V> y,n) dxdy ¢C

neiJJRG \<2R

Alors pour tout pejl, +o°[fllapplication >5* définie sur les

fonctions de VC*_(iZ)), se prolonge contindment a L~(m (2))*

Utilisant le théoreme 1 nous obtenons le résultat suivant sur

les opérateurs de Lp(T).

Théoreme °3. Soit A = iamﬁﬁ»f(m,n\ une matrice infinie de n_ombres complexes
telle que
(i) C.la J2<+
€l

Gi)sup P J2 21Tz 2142 (MDD 1p < 4oe
> me2 20~ 17 FN223+2 m.n

Alors A définit un opérateur, T,sur les polynbmes trigonométriques

ainsi
Te'"nX =X-U a® ne”mX ; cet opérateur se prolonge continiment a

LP(T) torsque Ptjl,+ oo
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| Quelques résultats d"analyse harmonique générale

1 Rappels
1.1 Le point générique de m(2) seranoté g= (x,a) ou g= (r,p,a , X £ @A
r £ [0, 9¢£ [0,2tc] , a € [O,2c[ , r et y étant les coordonnées polaires
de x . On notera aussi x™ le point transformé de x par la rotation d"angle a -
Le groupe m @) est unimodulaire ; la mesure de Haar est
dg = dxda = rdrd<pda < Une fonction sur m (@) sera identifiée suivant le
4it2
cas a une fonction sur R , 2tt périodique de la derniere variable ou a une fonc-
tion sur R+ xR™ , 2P-périodique desdeux dernieres variables.
m(2) est un groupe de Lie résoluble, donc moyennable ; nous utiliserons cette
propriété sous la forme suivante T pour tout compact (1 de m(2) et pour tout
e >0 , il existe un compact * de m(2) tel que
mes(K 1) ™ (I+e) wes(K.) F

mes(JL) est la mesure de IL (voir 2)

1.2 Pour chaque p > 0 , on définit une représentation, TP , unitaire irréductible
de m@) sur L (&) de la fagon suivante .

Si g=(r,9,2) et f CLMNr) , on pose TP(g)f(<|i) = e™P1008"?) fT(<|a).

On montre dans (8) que toute représentation unitaire irréductible de mQ) est

équivalente a Ifune d"elles.

1.3 Nous utiliserons la base de L~N(t) formée des fonctions en&) = elll*>n £ T .

Dans cette base les coefficients de Fourier de la représentation sont
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*JiB(».1.0) - <Tp(r>’,"a)th,v 12() =

*2n

) o . e ~ i[("- micna]d
soit tm,n'(r’,y"«) - fan(% el ", roos(™ » ) A

= i_n—m e-i[na+ (nwi)9]
n-n

ou .JY désigne la fonction de Bessel d"indice Yy .

On trouve les résultats de 1.1 et 1.2 dans [12],

1.4 Nous utiliserons certains espaces de Banach introduits par Kunze et Stein
dans [5]. Nous notons <£l (r) 1 espace de Banach des endomorphismes continus de
L2 (1) et m 2(I’) le sous-espace de ..BLZ (r) constitué des opérateurs compacts.
Une fonction P : R+ =2 Jfl2(t) sera dite mesurable si elle est faiblement
mesurable.
Pour tout p £ [I,+°°[ t on note IP(pdp,fi™) , I"espace de Banach, pour la

norme évidente, des fonctions P : R4k—* J2 L2(I) qui vérifient la relation

Jf0 Trip(ep (P)IP2 pdp < »

ou Tr(A) désigne la trace de I"opérateur A

On a une définition analogue de 1 en faisant les modifications classiques.

On montre que, pour tout p £ [I»°°[ > I"espace de Banach dual de [IP(pdp,<3%) est
1P (pdp,6pt) ou I1/p+1/p" =1 .

On pourra consulter [5] pour avoir plus de précision sur cette partie*
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2 Transformation de Fourier
2.1.1 Soit T une fonction continue a support compact sur m(@) et soit p un
nombre strictement positif ; on pose

f@) = 1 1 T (r,<p,a)f(r,g>,a)rdrd<pda
An m(2) p

. 2 o _
é(p) est un opérateur compact de L (I‘) ; les coefficients de la matrice de cet
opérateur par rapport a la base ienl sont

Cripiene”™ = f(p,m,n)

1 f f +2n Jr2n
=27 J

tfn(r.¢,0)f (r,<p,a)rdrde>da .
4n 0 0 0

A 1
L*application f «*f(p) est un homomorphisme d"image dense de L (k@)) dans

x a (12W).

2.1.2 Une fonction, ¥ , de 1"(m(@)) Jeut aussi étre considérée comme un élément
de Ll(R2 Xi) ce qui permet de définir sa transformée de Fourier habituelle, les
formules suivantes relient les diverses transformées

Si I"on pose

tti(p.*«) NI 1™ €P0S M) ¢r oo ) rarar

ff(p,i|»,n) = [ f f elprcos(4f-<p)-nna f(r jp.a rdrdgida
awcy J0 do
on a
*2c p2n
f.mn) 3oe WUNMFNMD Ly ada
I"T'O JO
et
*2it

f(p,»,n) = F ei(r -n)(l ft(p,*,n) d» .



57.

2.2 Formule de Plancherel

Nous énoncons ci-dessous une proposition dont la dénmons
tration est presque évidente.Ce résultat est sOrement déjk‘connu. Faute de
référence et pour éviter des recherches inutiles au lecteur nous en donnons

ici la preuve.

Proposition .
La transformation f *f esivisométrie de L (m(2)) sur 1 (pdp,™).
(Gn peut montrer, en utilisant une idée de Kunze et E.M. Stein (7) qu'elle applique

LP(m(2)) dans 1P (pdp,”,) lorsque p £ [I»2].

Adoptons la
Définition. Soit f wune fonction sur R+ , de carré intégrable par rapport a la

mesure pdp ; on appelle transformée de Fourier-Bessel d'ordre n de f |la fonction

[OF% iad

2.2.1 £<|’1(f)(r) = 0 f(r)j (pr)pdp

On montre que )@}] es”™ un automorphisme isométrique de I~(IR+,pdp) dont le carré
est l'identité.
Passons a la démonstration de la proposition.

Soit f wune fonction de classe C° sur m(2), a support compact,

f (p.m+n,n) =i — f f f e"'intt-|nKp J (pn)f(r,<p,a)rdrd<pda
4it 0 0 0

On obtient donc la transformation de Fourier opératorielle sur m(2) en
composant la transformation de Fourier sur t et la transformation de Fourier Bessel.

En utilisant les formules d'inversion, on trouve
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2.2.2 r(r,T,«) « E U)" ell™ "*5 f*” pl (pnf(p,«H.n,n)dp

na Jo
nd
Par ailleurs
f2n 2n .
77 |f(p,n+m,n)|2 f daU- |f J (pr)rdr f elBp f(r,<p,a)<tyjl |,
nf? Jo » JO Jo J
r * 0
2.2.3 f (T~! |f(p,»+n»n)|2)pdp ~4z de rdr 1 e1%? f(r,g»,0)dij)
Jo  nit Jjo Jo 23,
Vb * 0 . r2x r-H» r2* n
7~1 7~V |f(p»»”™Q»08)l )pdp =5" ia rar™?T |f(r,<P»a)| dip) .
me2 0 nfZ ¢*J0 JO JoO
Cette derniére égalité s"écrit aussi Ul _ =l _ .
V(pdp.6.) L2 (K@)

Puisque 2)@m (@2)) est dense dans L2k (@)) ceci montre que la transformation de
Fourier est une isométrie de L2 Mm@)) dans 1 (pdp,®@). 2
Par ailleurs si P est une fonction simple de 1 (pdp,€"), c’est-a-dire une
fonction de R+ dans  JW(L2(D) prenant un nombre fini de valeurs qui sont des
opérateurs de rang fini, la formule 2.2,2 dorme une fonction, ¥ , dont P est la

transformée de Fourier. 1l suffit d"utiliser la densité de I"ensemble des fonctions

simples dans 1 (pdp,6™) pour voir que la transformation de Fourier est surjective.

2.3 Transformée de Fourier d"un convoluteur de m(2)
Soit CONVA(m @2)) [NTalgébre de Banach des opérateurs linéaires de LP(m (@)

qui commutent avec les translations a droite.

2.3.1 Proposition. CONVgW”)) et L~ pdp,#” sont isométriquement isomorphes.

La démonstration de cette proposition ressemble a la démonstration classique

pour un groupe abélien (?).
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telle que pour toute fonction, ¥ € LP(M))TiL2 (T())t la transformée de Pourier

de S*f soit Sef »

I1 suffit de remarquer que le groupe x(2) est moyennable et d"appliquer un

résultat de ™ /.

3 Etude de certains convoluteurs

Les convoluteurs portés par R ou | et les convoluteurs centraux (ceux
qui commutent avec les translations a droite et a gauche) se décrivent facilement.

On sait que tout sous-groupe fermé de m(2) est moyennable, paur conséquent
de synthese pour 1"algébre Ap(m(Z)) d"aprés (3). Plus précisément on a la
proposition suivante
3.1 Proposition. Soit S une distribution portée par I*un des deux sous-groupes
R2 ou T , les deux conditions suivantes sont équivalentes

a) L opérateur Ti-*S*Ff (convolution non abélienne) est borné sur LP(m (2))-

b) L opérateur F»-*S*f (convolution abélienne) est borné sur LP(R2) OU

Lp(r) suivant que S est porté par R2 ou 1 ; de plus» selon les cas on a

WAlcghv (n(2)) “ Icranr (r2) o4 Werar? (m2)) “ MsHconv(r) =
p p p p
On montre facilement qu“un convoluteur central est porté par R et que sa

transformée de Fourier est une fonction radiale.

A

On peut remarquer que les convoluteurs a support dans V sont exactement ceux

A

dont la transformée de Fourier s"écrit : s(p,m,n) » T's(m) 628|H ou est la
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suite bomée, transformée de Fourier de la distribution tempérée S » sur la groupe

comutatift T .

3.2 Etant donnée une fonction, T , définie sur R2 on définit deux fonctions, F

et * ,sur m@) ainsi
f(x,a) = 1( 3(a) , T, * T -
On a le résultat suivant -

« 2
3.3 Proposition. Etant donnée une fonction» £ , appartenant a L (R ) les normes

K F et * dans CCST™k(@)) sort sajorées par celle de f dans CONVACr™).

Soit h un éléaent de Pk@}- On a

m2«
_ %
Fh(x,a) « 4*’J_R-2-J_o G, KI'P) hyos

Or

20/ 2 "2* JRz Fxp 1" A hiy»PIdy IPdx < HHCONV (R2) ~2w/ 2 h&»P)|XiX) »
donc

-2n
' 7) N »)<*T
P f,;],R,C.Z r(xaHx »)<*i|PN ) /P

mioohtp(\K(Z) (I‘*IR_ »(.p)r),/p,

utilisant I"inégalité de Kinkovski nous obtenons

mn L m{ZQ *ImCONv 4RA) )Q%J.I(:) %*;!7?2|>UF§|W /[If 4

fane 1M <H W |
L k®)) LP(M(2)) cohvp( r)

Un calcul analogue montre que
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A

<
Mi |Rh’/|(2)’3 H Lp(Mtz)) MCONVp{R )
Remarquons, d"autre part, que

f((x,a)”’1) = f(-x_E,-a) = F(-xX) # f#(-x,0)

£
ce qui prouve l"assertion relative a f «

f étant toujours une fonction de Lt(Rz), nous noterons fi sa transformée
de Fourier :
.2
f1( p.* k J eiPrcos(k*9) f(r,¢) rdrdg
0 -0

en vertu des formules 2 .1.2 nous avons

3.4 F4p.mnf = A0 Bl ni<o
iano Jﬁ(pm st n=0
o si i/o
f(p,m,n) = i Y

1 f eimTf <N, si m=0

3.5 Remarque. Les résultats de cette partie, a l"exception des formules 3 .4,
s"étendent aux convoluteurs vectoriels. De facon plus précise soient 5 et 3*
deux espaces de Hilbert séparables, appelons $ I"espace de Banach des opérateurs
linéaires continus de 3 dans *) - Soit f un élément de Ll(rz,&). Alors f
définit un convoluteur de LMM(@),3(]) dans LP(M(2),3") & support dans R2
dont la norme est majorée par celle de f comme convoluteur de LP(R2 . 4") dans
LP(@2 st.), (le méme résultat vaut pour les convoluteurs portés par I’) en outre

R M
les résultats relatifs a f et f sont valides.
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1l Démonstration des théoremes
Four démontrer les principaux résultats, nous aurons besoin des théoremes

d’intégrales singulieres sur KQ)e

1 Intégrales sjnjzlierea sur KQ)

1.0 Soit g « (x,a) €Kv2), posons XEQ) « X(x,a) « jxj2 + Isin(])]

Alors
X[(*.)C.e)] - [x7e2*|™.[76]]
et
IX[(x,a)(y»p)3] 2 [x(x,a) +x(y»p)] *
1.1 Pour tout t >0 , on pose v(t) = dg -
JIx(gkt
si t 1 v(b) » it - 4
Si ortn T(t) =~ ARCsint - 1(1-YT"T2).
Par conséquent v(t) est équivalait a th au voisinage de I"infini et a ey au

voisinage de 0.

T _ -
Alors sup V‘%Q <» , ce qui montre que X est une pseudo-distance.

o nt}

Comme dans [1 chap.3]. Ceci donne d"aprés [1 p.74] 1"énoncé suivant .

1.2 Théoréme. Soit k une fonction localement intégrantesur MI2)\{o} = On

suppose que

o w ~ + , <*
itR _pip.ej

2° 11 existe une constante t >0 telle que
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sup  j k@ )-k(@]dg "™ A =
X(g0k t  x(g)>*t
Alors, pour tout p € JI»2] , k est un opérateur de convolution a gauche de
LPM2)] ; sa norme est fItCP1]"*]»
?  Quelques inégalités

2.1 Pour tout t>0 , psans w(b) = |
IR@>t X@)<

Ona
r(t) « r dr(s)
Jt B
Par conséquent w(t) 2 L au voisinage de +« T

w(t) s j- log(i) au voisinage de 0 *

9 0
2.2 Soit f une fonction telle que F CL [h@)] , XF €L [m(2)]. On a les inég&-

lités
1+
f If@ld«< [f [f@I2Q|I*"vW(® f
Ix(g)<t INMR) J
f [F(«) |d«< FF IX@T(@I2dd] [F a ’
x(@)>t yK@ i yx<g;  [x(9)]2)
par conséquent

- * « h o
IMI, <¥Vo f||2Wt)| ¢ IM 2 « 0]

3 Une autre pseudo-distance
3.0 Soit \t(@©) -y * IX]2 + sin2(]).-

On vérifie que

N [EDEP)] 4 2@ + xXYyP)] -



31 Pourtout t >0, anpose r (t) « I dg ; w (t) * | dg
X"\g) 1 Ix1(g)>t [*(9)]2
Alora
r(t) =rz f [t-sin 2]]da
1 4nJ|sin2 2
n |S|n2 |<f
t 1 .
oy si t

—_ _ H T3 _ . A
= L/Lt I]éb\rcsm Y* it Z%Vt(l t) si O0<t~Nt .

En opérant de la méne fagon que précédemment on voit que

vl(t) = o(t) ; W(t) «o(t-i) auvoisinage de +» vy

T(t) =0 (t™) . » (t) ,, o(t-i) au voisinage de 0

Par conséquent

v (2t)
B0 K3 ST

et on a un théoreme d'intégrales singulieres analogue au théoréme 1.2 .

Démonstration du théorémel.

Pour démontrer le premier théoréme, nous aurons besoin de deux lemmes

64«

techniques : l'un étudie le comportement de la transformée de Fourier-Bessel , le

second généralise une inégalité de S. Berstein. Ces résultats feront lI'objet de

la premiére partie. Nous aurons aussi besoin d'une partition de lI'unité d'un type

spécial ; elle est décrite dans la seconde partie. Nous démontrons aussi le

théoréme dans cette partie.
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Un leeone sor les transformations de FouriezHBeasel e

1.1 Lemme. Soient n us entier rationnel et- u une fonction de [0,+“( dana® C
de classe Q@ , a support eoepact. O suppose en outre que, u*(t) » o(t”'" ") et

gue., si n=0, u(t) *0(1) au voisinage de 0. Si I'on pose
=in « «fflo 2

Rappelons les faits suivants .
JQt) =o0(1) , JM(t) =0(t) au voisinage de 0.
et, si n"O , =0(tInl) , JA(t) * O(tinH ) au voisinage de O.

t?2dn(t) = n?\}n(t))--t Ji(t)-tgE(O)f
donc

x2Jn(xy) = £’2* Jn(xy)-J Jh(xy)-xZJ'r;(xy).
y

Or

fxu eyuwdy = [ cpumI*+ T 0 oyurydy s T HM I (xy)ydy
JO JO JO

de méme

*400

Jy XT) u)dy =- () U T)) I, 09)vey
ce qui démontre le lemme*

Ce lemme permet d'obtenir la formule suivante : soit f une fonction de

L2(rr(2)) telle que r ? appartienne aussi a L%’m(Z)) ,alors

Inwij2 ; d2
r @Emn 2’ fo L5 fe. n (p,M1R).
¥ o2
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En effet on peut supposer que f est a support compact, auquel cas T(p,m,n)

eat une fonction C . On écrit :

"¥»4

f(r,f,a) :Q,q N ei(p“+,M’)Ig“f(p,M,p) J. »rdr

et I’on applique le lemme a chaque terme.

1.2 Inégalité de Bemstein pour M(2).

Considérons une fonction, f € L1 (M(Z))fILOO(m(Z)), telle que ;:(p,m,n) soit

nul si p>R ousi |n >N . Comme nous avons

£29% )
f(f i) fO’Z"‘Ol(n— PP, * il

On en déduit que TF(p,4,n) est nul dans les mémes conditions si bien que I"inéga-

lité habituelle de Bernstein donne

*QRW. elllrl < W-9¢5si < MLe-

Soient g = (X,a) m (r,a,a) et go « (xo,oo) « (ro,?o,ao) deux éléments de

m@). On a

* *
99, * (x+(x ), - ara))

(o}

IT(gan)-T(9)| « Cfgx | +H]sin~| )iBl

Ceci prouve que, pour chaque gQ , il existe une mesure, y , sur m@) telle
_a r
que y.< cRlx |+t sin-yj) et telle que 1| fd™ = f(g )-f(e) pour toute
0 A JIM(2) 0

fonction continue, f , telle que fT(p,m,n) soit nul si p>R ousi |n >N

(e désigne bien sir I1"élément neutre de h (2)).
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Soit donc f une telle fonction, la fonction g*t- f(gg”) a encore la méme

s f =f -f
propriété, on a donc .JlK(Z) (ggl 1 ) (ggd (g) .

Pr sute J  [f(gB0)-r(«)|a« 4 c(r)xoMtUsin-)|IfIIt — jj .
M(2)

2.1 Partition de l'unité
2.1.0 Soit w une fonction de $(r+), positive, a support dans [-$>2] et telle

que, pour tout nombre, t , réel positif, on ait

C "(2k>=1-
kCl

Si t est dans l'intervalle [1,2] , il n'y a que deux termes non nuls dans

la aomme ci-dessus, par suite : w(t) + w(]) =1 .

Pour tout entier rationnel, j , posons

T N\*%

om =N 11
m

On a les égalités suivantes

1 si t 4 2>3
Q. (1) 0 si t>2"
J

W(2_~t) = 1-w(29143t) si 2/~ < t « 23+1

2.1.1 Soit n_=0 et, si j estun entier strictement positif, n_, = 2/A2""~7

®

Pour chaque j , entier positif ou nul, on définit sur 7 une fonction %\.:|

par les relations suivantes

0 si n”O
1° xJn) =
1 si n=0
2 )0 'n 1 | >nj1+1 *3' S r :0

est linéaire entre les points ¢n. , , -n. , - n. , , nulle en dehors de |’inter-
1 1



valle [-nd+1 ,nd+1] :
Alors
E x1-1=
3>0
Soit X. = Xv = t étant un entier positif,
3 O<k<j
Alors
0 si n >n. ,
n, i1
)j))b 1 si n4m
>i(D) = ,-<ww 11 V w < Vi
2.1.2 Posons encore, pour tadC j 4 0,
a (Pn) =W2=)p) ()
et pour tout j >0
aj(p,n) = 0jCpixX™) - QNipJIx~Cn)
Alors
L r(p»“)* 1 -
J€J
Soit j >0, ona
»e(p.1) = x~C*) pour tout p € Jo,2™-1]

(pn) =XXN) - WZ™¥1p)Xj_1(n) * ~(n) +wZ X" 1(n)
pour tout p £ [2~* ,2"3

et
aJ p,n) =w@ "\p)xJ, @) pour tout p € [2° ,2"+1]

a, pn =0 pour tout p > 21+1

68.
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Autrement dit, aé(p,n) est nul dans chacun des cas suivants *
1° p » 21
2”7 W > nj+t
5 p C 23H et |n| &nj_1.

On remarque enfin que
2.1.3 11 existe une constante positive C , telle que
Iaw(p,n)l 40 et Iav:(p,n)l 4 C2-j ,
lj(p*n)] ~ C2'"238 et Ja..(p,n) -a .(p,n—1 )] 4 C2“2"~ .
2,,1,4 Dans ce paragraihe M désigne une fonction bornée de 0 ,«{ XT-*i , de

2
classe C par rapport a la premiére variable.

On suppose que pour tout entier n >0 , pour tout entier m , on a
b*(EmI)| = oip”I* I1*"11N)
au voisinage de I origine et M(p,n,n) = 0D).

Soit M (p.m,n) = M(p,m,na (p,n).-
U J

On note M(p) et M (p) les matrices dent les coefficients sont respectivement
<

9

M(p,m,n) et M.(p»i*>n). On a

t \2 M*(p,m,n)
2 MJ(p,m,n) - 5T M'_'gp,m,n) =
2
aj@e>n)[™ . M(p,m,n)-i M,(p,m,n)-M"(p,m,n)J-aj(p,n)[i M(p,m,n)+2M>(p,m,n)]
p - a'J'(p,n)M(p,m,n)
et

Mj(p,m,n) - MU(p,mfl JHL) = [aJ(p,n) - aJ (p,n+1 YIM(p,m,n) +aJ(p,n+1 O, m,n) -

- M(p,m+1,n+1)] .
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On conserve les notations de 1"énoncé du théoréme (1 ) et on suppose que pour

tout j ,A:] , Bg , Cj , Dé_ sont finis.

2.2 Evaluons la quantité. | ||M-(p)||%—pdp pour voir que H. est la transformée
Jq 0 0
de Fourier d"une fonction f dans L2 n@]-

A cette fin, remarquons d"abord que pour J négatif ou nul, ¥. ne dépend pas
<«

de a , puisqgue sa transformée de Fourier est telle que f (p,o,n) = 0 si n~O
«

nous évaluerons alors la quantité J]erAJA pour j <0 et |IXF pour j

strictement positif.

2.2.1 Soit j ™ 0 nous ferons une évaluation classique du type-Hormander
+» 2j+1

1172 -n |/ i«3(p-».0)i2pdptc pn j i"(p.».0)i2pdp < ®4) (ajraw )
mez”o -

Hais d"apres le lemme

400 2
lr2fjli2 J 17~ *3Cp,«.0)--1 M*(p,m,0)-Kj(p,m,0)|2pdp
mezZ O p
r21+l 2
<cE i < Cft M(p,n,0)-i H'(p,m,0)-M"(p,m,0)|2+2"2jli M(p,m,0) +
2 P. + 2M'(p»m,0)|2]pdp
+cC 12 2% N | MCF > pdp 2~4j|M(p,m,0)|2pdp
mezZJ2J“ 1
<'E f2n" (2"4J(H-4)|»tp.».0)|2 +2-2i|K-(p>,0)]|2 + |[M"(p,m,0)|2)pdp
mezJan 1
<C EA..+B.+C.+A. ,+B. _+C. .] -
J 3 0 541 3+l 3+l

2.2.2 Supposons j > 0 ; alors d"aprés le lemme (1.D)

é
I|r2f E |,l —5 m)* |(p, a)- lli( m,n. 3(p»1 i12)dp
rrlf [ ]

0i2 (—p) | »a)*;lp He n) M@, I2pdp
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10
+3 T~ la*(p,n)|2[I M(p,%n)+2M’ (p,m,n)|2pdp
mn O P '
p

+5 2Z |al|(p»n)|2|M(p,®,n)|2pdp "
R0 «

€@ Bot ot *Ban * G

Karf fI2=> U-e™ J2-31Z/ IMB(p,J«,n)-M3(p,»f1,ii+1)|2pdp

m,n *0
2j-1 2341
<Czz[ 22z T [M(p,m,n)-M(p,mfl,n+)J2pdp +]P] f IM(p,m,n)-
01
1k j-i Wnsd Q IH 42

- M(p,m+1,n+l)| pdp]

r2acy2 [ 1Z. rZ|'H'o®q)|21cco+zz ™ INprsryop

mEZ nh ~fn|<nj+1J0 nij<n J23 B

c@ a. +D: Vi

d'ou ||U N < C(ij+ Bj +C3+V AJ+, +Bj+) +CJ+) +Dj+,).

/ D
22.3 a5 - X (p,m,n)l2pdp
mu 0 J N W14
2.,
NeldZ | ZZ, f I*(p»“mn)|2pdp+1Z [ 1. 1|M(p,m,n)|2pdp]
v ~ v /0 ini 2
431 .
x Ao
2.2.4 Posons, si j (0. ~noon +AJ+, .B ", +CI+,)*
e’ B 3>0- «jJ*VVVVVAX'WVAYV/-
2.2.5 Soit j 40, ona
1
If\[l, < C inf | 4 v I’) < Cttj 21 .
t>0
&«

D'autre part puisque f.jp,m,n) est nul lorsque n est différent de 0 on a
fJ.(x,o) = f*{’g?(x), le spectre de la fonction f~ étant contenu dans la boule de

centre 0 et de rayon Zﬁ:L . Des estimations classiques de Hormander [5] montrent
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que, sous I'hypothése sup 2~u. <@, ) = est un convoluteur de L"~R2) pour
Jj<o 3 uo 3

tout p C]l,+«[ et donc que ) 'f est un convoluteur a droite et a gauche de
j<0 3

LPQM(®)).-

2.2.6 Soit jJ > O . Puisque 4 C22™u. et xF )| 4 Cu.
] q IIfJIIA 3 1 UIIA 3

nous avons : [[f.J 4 Cu. inf (227 (v(t))™,(w(1))7).
31 0

*k!
Prenant t =2 21 nous obtenons

il *oA

2
2.2*7 Soit Tj 1"opérateur de L (k(2)) défini par la convolution a gauche par

* * *
fo. 5 TC) est l"opération de convolution a gauche par f. . La norme de T/.\‘Ié_ ainsi
i

que celle de T.T. ne dépasse pas |l "ﬁ\“ ; d'autre part T.T.
13 t'<«(2 m21 L («(2)) 3 L(m(2))3

et T.T. sont nuls si Ji-j] > 1 donc I"hypothese sup jau. < <« implique
1 3 30 O 3

sup) IITT.lp <«i et supV [JI1I*T.P et I"on conclut au moyen d*un lemme de
J i -Jl I 1

*

Cotlar [1 p.155] que Y"7 T. est un opérateur borné de L (M(2)).
j>0 3

2.2.8 Soit gQ £m®@) ; on pose t = x(gQ) 1"on yeut évaluer

o -° J x(g)>4t
Puisque Xx(9gQ >[(x(9)-2\(gQ) ona {g; x(9) >4t} c [g;x(99Q > t} f

donc 7\ 1vmesdddg < f If (gg )ldg 4 13xEIN2 (W(D)” .
X(g)>4t 3 ° x(ggQ>t 3 3
on a aussi [ I£.(@)Idg 4 |IxFI_(WEO)™ 4 | [xFILWE))A
J\(g)>4t 3 3d 3d

donc nJ (go) n CuJ wo)N .
On peut aussi appliquer I"inégalité de Bernstein établie en 1.2 a  »

o) )-f wldg Cigi 223 sin P
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ot g“(0q0,p0). Ona tqg4 t\','( , Isiny| 4:inf(t, 1) ,

donc f IF.Cog )-TF -(@]dg 4:C j ~ (A2 jinfCt,D)u
IM(2) J

En définitive anJ(g@Q n CuO infgNen +27Mnf(e, 1)), (wO)M) .-
- - \ _3/2

2.2.9 Nous cillons montrer que, sous I hypothése sup j = u.

J>0 0

su? %2 170 <** o

goeM(?) j>0 3

<« ,0na

Lorsque t > nous avons y_.D(g®) n Cuj et, parxr conséquent,

I« * -

C »A) «'"C *
J>0 J J>0 d

Lorsque t<] ona

E «<o><c»VF H v** H  J¢*).

) « ISILI Q«« Taetl
J>4 Log2 0<;}4 Log2
Puisque u. = 0(f3/2) nous avons
Logt“l
Lost” .
U o 1% o* 2%:22Nn log

C 13 Log2 C e vV ’

jOgt _ 1 1iogt
D Log2 OJ 4 bog2

d"ou le résultat annoncé.

2.2.10 Le calcul précédent montre que les noyaux ) \ Ff. vérifient uniformément

1 1.2, 0<j~k
les conditions du théorémal Ceci, joint a 2.2.7, prouve quel ) ) M. est, pour

ki 3
tout p € 11,2 [ , un multiplicateur a gauche de ?(1"(m@))) dont la norme est

majorée indépendamment de Kk et . On obtient le théoreme par passage a la

limite.



74.

Théoréme du type Kalrcinktewicz

La démonstration de ce théoreme se fait en plusieurs étapes t on prouve d"abord
des inégalités du type de celles de Zygmund et de Littlewood-Baley puis on démontre

le théoréme par un procédé standard,

1 Inégalité de Littlewood-Palev
Soit w une fonction de $(r+) a support dans [Jr,2] et telle que
Y 1w 1p) = 1 . On désigne par u. la fonction sur R2 dont la transformée de
dar
Fourier, ut'J , est telle que uJ.(x) =w@Z*x] )- Si  F est une fonction de LPMm ()

on pose

AAf) :f*lS ] V

®"\, désigne la masse unité placée en I"élément neutre de t).

Proposition. Pour tout p , nombre strictement supérieur a 1, il existe un nombre,

CP , tel que pour toute fonction, f € LP(m(2)), on ait

<fl v LW R c, M
p iPQM 2» (; 1. h(Q)) i LPE(

C"est une simple conséquence de la remarque 1.3.5 et de I"inégalité de

Littlewoodr-Paley habituelle

I n* “‘CNVT>W shW

pour toute fonction, h , dans LP(E2).
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2 Inégalité de Zygmund.
Eteint donné un entier positif, n , on appelle Hn la distribution sur | dont
la transformée de Fourier est la fonction caractéristique de (n,n+l ,n+2, ...} =

. . 2 . .
Si a estun point de R on note DS la fonction sur R dont la transformée
de Fourier est la fonction caractéristique du rectangle a cotés paralléles aux axes

dont 0 et a sont deux sommets.

Proposition. Pour tout nombre, p , strictement supérieur a 1, il existe un nombre,

Cp , tel que, p?ur,ltoute suite, (fn)xx"u , dt_amfonctlons de LP(m(2)) et pour toute

. L T
e o n kit iR <P I ! L.

n

On a

"a ®Hk K ' tha ® 6r>*(6_2®Hk K -
n n n R n

(6 désigne la masse 1 placée en 0 dans R ).
R

Les inégalités habituelles de Zygmund s'écrivent

D 2A . » . LP{R2))
S % LR *°P % M e "
|27 i
c «h. I2 ELPI- =5
n K Lp[D  * Cn K 120° P(r) \

D’aprés la remarque 1.3.5 nous avons

CRT « Cp Ifj

n R* n L» »(2) n L1 [h(2

et

" 2' -
IKE 0 8 y1° o i (E WP

n r B

LPIm(2
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d'oii la proposition.

On utilisera de cette proposition une version continue qui se démontre de méme

3 Théoreme de Marcinkiewicz

Si f appartient a L*m(2)), a a R2 , n a H on note
SQ,n(f) = (da®Hn) f

Le principe de la démonstration est le suivant : si T est un opérateur de

convolution a gauche tel que |’on puisse écrire

AL(TH) =Jf SAJA (1) (an) |

2

ou est une mesure sur R X2 de fagon que M = sup |||i.i|< -H» , on a
<

Jio

[H3(TH|]2*MJ |sa>nu a(f))|2d]|l.j|(a.n)

C oy et ) IS@OUD)20UB(SH)*

J 3

Prenant les normes LP des deux membres et tenant compte des deux derniéres propo-

sitions nous obtenons

M c M |If]
"1pQIR) LP :«(2)

I sera commode dans la suite de travailler sur la transformée de Fourier

abélienne, Q, de T -

Soit donc U une fonction de R xZ dans C , deux fois continment dérivable
et bornée. C'est la transformée de Fourier abélienne d'une distribution T sur
R XT . Ce n'est pas une restriction de supposer que Q(x,y,n) est nul si lI'un au

moins des trois nombres x ,y ,n est négatif.
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Soit J un entier rationnel. Pour tout point, (X,y), de R tel que I7on

ait x>0,y >0 et 2314 Vx2+y™ 4 23+1,,, pour tout entier, n , on a

3+l oI+l o ,23+1
alx,y,n) -J J ~i(u,v-,n)dudv - J A(23+1 ,v,n)dn
X y y
r23+1
-J g(«,23H\n)d.+ B(2*V +1L..).

Notons X"z yj 1® fonction telle que

X(IFfy)(u»y) égale 1 si 0O~AXx”~u et 04&y4&v ,0 sinon.

On a alors
2,
QCx,y,n) =JJ xu>yU»y) |™(n,v,n)dudv
h
>3-1 _0j+1
"!o ><{2j+f?§,)Aiyk3+lTn)dT“)JO )Qu23+|§"X,y"§1T( 127 ,n)du

U.y J+1 j+1 .
+V 41,23+ (1’y) Q(2d+1,2j+1,n)

ou |73: {(x,y) TO<SXM2j+1 , 0« y«2j+l , VXW >2j}.

On a aussi, lorsque n est supérieur a 1

4»
Q(x,y,n) = Q(x,y,0)IN(n) + ]P] (Q(x,y,*+1)-Q{x,y,J[))i" (n )
A0
Ce qui permet d'écrire
. . uVv i)
Cj(Tf) =i S(u,t),/V ) '

ou

@
62C a2Q
||\]| \ dXdy u.v, O)l :Q -dxdj (U,V 1A\ dXéy \/’I dudv
¢

1.2j+1
J 0 dIs@u,t,0)] + [11(t,23, ,0) )«
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r2j+1

+i £ (1M(23+,.t,W)-g(23+1,t.9)] + 15; (t~+1,A1) .g(t, 23+, 1)|)M
o 170

+00

+ |0@3+1,2d+110)] + £ “| |J0QRJI+L ,2d+1,/+T)-0 23+1,23+1F/)( .
i0
Bien sdr on opére de méme lorsque G a son support dans 1"un des produits
2 _ P
d"un quadrant de R par N ou -W . Ceci prouve le théoréme 2.

Comme cas particulier de ce théoréme on peut examiner ce que deviennent ces

conditions lorsque
Q(pcoss$,psin<|i,n) aQ @,n) .

Un calcul facile montre que s’il existe un nombre M tel que

O) lgu,nN] km ,J2 KOmO-g.-Omi+i)! xM

nE£z
n2n r2it
) I°C.mdips M , YZ 10*(<1»,n)-Q"U,n+1)|d4,4 M
JoO n£2Jo0
IR o | S - _ « * I
aD) Isin2<jiQ”|d<j> ™ M ,\]H] Istxizy] |0"(<|>,n)-Q"U,n+1)|<fy 4 M
Jo 1 n€2J 1 1

les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites.
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Restriction d’un multiplicateur

Théoréme. Soit S un convoluteur a gauche de LP(m(2)) dont la transformée de
Fourier abélienne, F , est une fonction continue sur la couronne,
{(p,<M) ;0<pl<p<p2»nE£Z,0M4»< 2n}.

A

Alors, lorsque I’ona p*» <p <p~, s(p) est un opérateur borné de L (r)

Soient deux fonctions, u et v , la premiere dans LP(i) , la seconde dans
LP (1) = 1). La fonction g«» <T (g)u,v> est dans B (m(2)) (voir (2)),
P P P P
na norme est majorée par |Ju]| vl
Lp(r) Ip (r)

Soit w une fonction paire, indéfiniment dérivable, a support compact dans

r+~ 1
R , telle que | r*(r)dr =1 . Onnote w la fonction telle que w (r) » w(
0 E e e2

et F la fonction sur n(2 telle ue *F (x,n) = w (lacl)d

. (2) que GF_(x.n) = w (lac)o,

La fonction F est dans AP(h(2)) et sa norme est majorée indépendamment de. e
e

(On peut écrire

s <H 4 ClIS comrpCHQ2))iH ILp(iN)IMItP . {i)

d’autre part
<F .S, <T (j)u,v>> = <(F .S) (p)u,v>
e p e

Ceci signifie que les FI’E"\(p) constituent un ensemble borné d'opérateurs de
A
Lp(r) , il suffit donc pour montrer que S(P) est un opérateur borné de L (I)

de prouver que, pour chague m et n ,

A A

lim (FS) (p.m,n) * s(p,m,n)
eK) e

On a, en effet
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3TFe.s) =J-J 2-L W(M) fs(x-y,n)dy .
R e

Ceci montre que, lorsque p appartient k ]pI P I ,*?(fc.s)(x,n) converge vers
G,

Ts(x,n) uniformément sur 1"ensemble {x ; IX| = p)-

Par suite

®s) (p,mn =— 1 e IT(F Q,«p»,mK], s(p,m,n) lorsque e *0 .
E 0 ®

Comme application de ceci nous avons les démonstrations des théorémes 3 et 4,

Soit A= (G )V

, une matrice infinie de nombres complexes. Soit u
m,n”(m,njezxz

une fonction indéfiniment dérivable a support dans [1,2] et telle que u(]) =1 .
Les hypothéses du théoréme 3 impliquent que la fonction matricielle M) = A u(p)
satisfait aux hypothéses du théoréme 1. Le théoréme de restriction permet alors

d affirmer que A = li(J) est un opérateur borné de L™I) A <p <?2).
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Chapitre 1V

ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES DES PRODUITS DE RIESZ

La premiére partie de ce travail est la rédaction détaillée d'une note C9U avec
quelques additions et simplifications. Ony donne des conditions assurant que deux produits
de Riesz sont mutuellement singuliers ou que I'un est absolument continu par rapport a

I'autre.

Dans la seconde partie on étudie le probleme suivant : étant donné un produit de

Riesz définissant une mesure .,

a peut-on minorer la dimension de Hausdorff d'un boré-

lien, E, telque ua(E) soit non nul ?

Dans la troisieme partie on s'occupe de la convergence de certaines séries presque
partout par rapport a un produit de Riesz. On obtient, par exemple, le résultat suivant :
étant donnés un nombre a dans || , 1[, un nombre complexe non nul z, et une

suite d'entiers strictement positifs, >0’ telle que Xi+ ; I\, soit supérieur a

3

3 I'ensemble, jx£ U),2ir]; lim ~ C e* nX = zj a 1 pour dimension de Hausdorff.
n+oo n i=1

Enfin dans la quatriéme partie on a regroupé divers résultats. En premier lieu,

la plupart des résultats précédents restent vrais pour les produits TT(l + Re(a.ei2 x)).
j>0 J
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Ensuite on étend les résultats relatifs a la dimension de Hausdorff au cas de plusieurs
variables puis au cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de
Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires établie par

R. Salem et A. Zygmund 00] subsiste dans le cadre des produits de Riesz.



l. 1.1. On considére une suite d'entiers strictement positifs, |Xn|n£0’ tell« fue’
pourtout n, Xn+J/An soit supérieur a 3. On sait que dans ces conditions tout

entier rationnel s*écrit d'une fagon au plus sous la forme ) “e.X. o0 les nombres
JEO 33

e3 valent -1, 0, ou 1, un nombre fini seulement d'entre eux étant non nuls.
Si a= (am™Q estune suite de nombres complexes dont les modules sont inférieurs

a 1 onpose:

Pa neDO= ri (1+Re(ae ™)).
an 0<j<n 3

Ces polyndmes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun d'eux est 1. Les

mesures P, III(x) d%r( convergent vaguement vers une mesure, u_, positive de masse 1.

Ona
a'(e)
aj>0 33 £:0 3

ou a\!](e) vaut *a., 1,

*& selonque e vaut 1,0,-1.
¢ 3 "3 J

1.2. THEOREME. Soient a et b deuxsuitesde C telles que :

Me<l , llbl~sl . g Ibij-aj 12 - ».

Alors les deux mesures Ma et sont étrangeres.
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Démonstration.
Il résulte du calcul des coefficients de Fourier de que les fonctions

iX X i 2
le n - ~MIA0O “ormen*un systéme orthogonal dans L (Mh)- Remarquons aussi

que I'on a:
[lle » .jinla#BW -1-JI1/~12*1.
Puisque Ien —a I2 est infini il existe une suite de nombres complexes,
n>0
i an}n>0" carr®sommat>le et telle que :

i) pourtout n>0, an™n”an) est positif,

i) T~"a (G -a)=+o0.
feo " n n

(c'est une conséquence facile du théoréme de Banach-Steinhaus).

iX x 1 iX X _
Les séries taie -*a ) et % ‘a (e -« b convergent I'une dans
eo N 2N eo N 2 N

L2(ua), I'autre dans L (zmlD<). En extrayant des sous-suites presque partout conver-

gentes on montre I'existence d'une suite strictement croissante d'entiers positifs,

Nxool-
(Nnjn>0 * telle que»lorsque n tendvers +», aje J ~27~ conver8e
iXx 1 °-J-Nn
/i -presque partoutet Y“* a.(le ¢ -*b.) converge n.-presque partout. Si les
a 0<j<Nn 3 N~ 3 b
mesures na et juo n'étaient pas étrangeres il existerait un x tel que les deux
suites précédentes convergent ce qui montrerait que la série geﬁ 05(5J - 5j) converge

contrairement aux hypotheses.

1.3. THEOREME. Soient a et b deux suites de nombres complexes telles que
ica |
Hall® et IlIblI™ soient inférieurs a 1. Onsuppose que : sup IS <+

\8
1) Soit p un nombre réel strictement supérieur a 1. On suppose que :

i) pourtou p Ip bj + 0-p) V|< i



i) jLjj Ihj & 12/ ijI" laj I1Xi - Ipbj+ 0-P) & I)j < QD

Alors p.D est absolument continue par rapport a n3 et sa densité est dans LP(j*S)

(dorénavant nous dirons simplement que fi.D appartient a LP(ua)).
2) Sil'on suppose que, pour tout j > 0, X . n'appartient pas au groupe engendré
3
N 2
par XJ* ANj+2» eee» sien outre Njtaj M I(1—1laj I)est finialors *p appartient

a LP(mJ pour tout p fini.

Ihj-aJ

Dans le cas ou p égale 2 onn'a pas besoin de I'hypothese :sup—J—J— < +«.

£0 1-la.l
Démonstration. X
iX _ 1+Re(b.e 3)
Posons f (e )= Tl s iTT™>* Soit P un nombre strictement supérieur
° A~ n 1+Re(a.e3)
J
a 1. Nous montrerons que la suite [fnJ est bornée dans Lp(/ia). Supposant
p
ceci établi considérons une valeur d'adhérence faible dans L ((',IZ-), f, de cette suite ;
un calcul de coefficients de Fourler montre que égale * g
Ib.-a. |
Soit M = sup ; il existe un nombre A tel que pour tout nombre t
j>0  1- la _|
J
appartenant a fp,M~| on ait :
@+ 15 < 1+ pt+ Atr,
Alors iX .x
r iX JC-|P r iX .x-rp r p Re((b.-a.)e 3) lV i,
[I+Re(bf 1)J 4 1 “Rea. J)j [<+ : @nr-f
1+Re(a.e 3 ) (L+Re(a.e 3 ))
d'ou 3 3
iX .x 0
[L+Re(b.e 3 )]p r iX.x-j Alb,-a, I
la. e < 1+ Re (pb.+ (L-p)a.)e 3  + - 3.J— .
D+Re(ale1A3K)]P - L J ] J 1-17M1

Démontrons la premiére assertion. De I'inégalité précédente on tire
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IAX p

(L+Re(be J)) i iX x|

e [RTF-PTF X L1+RELNj+ ML pgy 3] KL+T))

[l1+Re(a.e 3 )J
J

ou l'on a posé u,=A|b.-a.|

3 /r|_(1-|aj)(1-|pb.3(1-p)ajl)lij. On a donc,

guels que

soient les entiers m et n tels que m< n:

e . IP W, OX
mfi* ~ pame™ 25 vy 0
d'ou sup I f |l <e* oy,

n>0 ' Lp(Vh)

Démontrons la seconde assertion. On remarque que :

r ~  D+Reibel *)Ip

i* x .
n - thpll n (1+Re(ae 3))25
J°<j<m |-,+Re(ae j nKjsn
3
0 X
r r iX x*i Alb -a | [[+Re(b.e 3 )"r 1A .X
£ f<l +Re[(PbO+C-P)al)e ° j -°,a°") H - - H [We(ae J)]
« 0 I<jsm Q+Re(ae 3 )]p-'M< dx
3 25
0 iAJC p
Ib-al p [1+Re(be 3 )] LA X dx iXa d
— L] H -
=(LATMYPT U - a, pi niuR*, Jlx
ti
Itérant le procédé nous obtenais, lorsque m < n :
. Ib.-a 12
ix UA AN
T Ippe (€7 35 (1
j¢0 1- 3

et l'on conclut comme précédemment.

Le théoreme 1.2 et une version plus faible du théoreme 1.3 se trouvent dans 0?]

G. Brown et W. Moran

C2l ont donné une autre démonstration du théoréme 1.2 et des

conditions assurant que p.D appartient a L 0%.
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Le théoreme 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de O. Padé [jj] : si, pour
tout p de ]g,H [ a nlappartient pasa QZ) les mesures K ins1 sont

mutuellement singulieres et méme, toute translatée de I'une est étrangére aux autres.

Cette propriété s'étend au semi-groupe continu a un parametre engendré par la mesure

Vv
1.4. THEOREME. Soit a={aJj>q une suite de nombres complexes telle que
O
sup Ja. < 1 et Y2 ~a= Alors
>0 J >0 3

1) presque toute (au sens de n'importe quelle mesure dont les coefficients de Fourier

tendent vers 0 a 1linfini) translatée de n, est étrangére a fi,.

2) presque toute (par rapport a n'importe quel produit de Riesz translatée de

H, est étrangere a ixé.

En effet, la translatée de u par e, r (fi ), estle produit de Riesz

IAp iXX 4

N 1+Re(@e Je )] + Les mesures et r“Ma seront donc étrangéres

L‘a
si l'on a ] iXP
la.| 11— 3 | =+>» (théoréme 1.2)
>0 3
c'est-a-dire
1.5. la. | (I-cosX.<p) = +ce.
jE0  J J

L'ensemble des e” tels que 1.5 n'ait pas lieu est un ensemble d'unicité (cf.
Kahane et Salem f5]), il est donc de mesure nulle par rapport a toute mesure pseudo-

fonction.
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Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de Riesz "h
Montrons que 1.5 a lieu pour “-presque tout <p. Voici le principe de la démonstration

on construit une suite, i1i>0° de nombres comprisentre 0 et 1, telsque
a

9 . L.
J 'a la.l =+00 et tels que pour un ordre de sommation convenable la série
>0 3 3
2 4
T~2 a, la, | (cos X - * Reb.) converge pour /¢.-presque tout <p.
q33|( 313,\%) gep cDIOq p

Observons d'abord que la suite |cos \*p - ] Re bj}j™0 est une suite orthogonale
dans LZ(/ib), elle est aussi bornée dans L2(/i’\) ; on appliquera le théoréeme de
convergence presque partout de Menchoff D H

Le cas ou la suite ijn >0 e tend pas vers 0 est immédiat : on extrait une

sous-suite |a '31 o avantune limite non nulle. La série 5\ 1r Ia est
2

n.
manifestement divergente alors que la série ) 3T14—(cos );\n\b- @Re bn ) converge

P9 |2
¢N-presque partout carona: ) *|jly |afl |2I jLog(j*+NJ <oo.

Supposons que la suite |[a™ N)j>0 tend vers 0. Soit r une permutation de N
telle que la suite  (1aT(j) )~q so”™ décroissante. Nous savons que la série
laT(j) ~ diverge, il en est de méme de la série

A2
Y2 ""HPZT

lax(0)1 + ~rd)1 +" -+ lar(J)1

D'autre part, nous avons : (la # la J 2)“1 S == L —.
1{6 0 ) O daTTe
la_(1)I2
Donc : J~) (--——-—-- B | _) (log(j+1)) < « et I'on peut appliquer le

fe# 1aT(0) N +eee+lar(j) »

théoreme de Menchoff, ce qui acheve la démonstration.
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1.6. Ce ce qui précéde s'applique aussi bien au cas ou la suite j est une
suite de caracteres d'ordres différents de 2 d'un groupe compact satisfaisant en outre
la propriété suivante : il nly a pas de répétition dans les sommes P Xj ou tous
>

les e. sauf un nombre fini d'entre eux sontnuls, les autres valant +1 (il s'agit

de la notion d'ensemble dissocié introduite dans JX)).

1.7. Revenons au cas ol j>qg estune suite d'entiers telle que XA+1/X A
soit supérieur a 3. On considere pour tout j un polyndme trigonom étrique positif,
. S X N+l A ) .
p., dont le degré est inférieur a  *(-*--—- 1) et tel que p.(0) égale 1. On voit
J AAj 3
n iX x .
facilement que les mesures J"T p.(e 3 ) convergent vaguement vers une mesure
3=0 3 Hx
que nous noterons N"y On considére une autre mesure CD construite de la méme

fagcon. On peut démontrer les résultats suivants.

1.8. PROPOSITION. 1) Si, pour tout j, Ik -1~ et 112q.-p.-IL sont
J J J n
strictement inférieurs a 1 etsi 7~"I'Hp.-qJI™/ (1-1k-111 )(1-112q.-p.-l|[L )~i est fini
" Q il J o J J J

2,
alors /;(q) appartienta L
MP)>(

A A sy
2) S'il existe une suite d'entiers {k.\'t e Il I e que T”"'|p.(k.)- q.(k.) 1 soit
» 3*37u 3 3 3 3
infini alors les deux mesures M et M sont étrangeéres.

P )
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n. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF

Y. Meyer et B. Weiss [6] ont démontré en utilisant le théoreme ergodique de Birkhoff que

n
Log(1 + 2 cos 3X) converge vers une constante presque partout par rapport au

1
N+
Y5
produit de Riesz 1 T +r cos 3™X).
350

Kac, Salem et Zygmund QG ont montré en utilisant la notion de systeme presque
orthogonal de fonctions que, si la fonction f est assez réguliére et si sa moyenne est
nulle, la série £(X.X) converge presque partout quelle que soit la suite «a. f.>n

"o J 3 INNIRY

telle que T~) |a. Log(j+2) |2 soit fini @ X est une suite lacunaire a la Hadamard).
jeo 3 3

Nous nous proposons d'étendre ces résultats a certains produits de Riesz.
Rappelons les notations. -IX.[ est une suite d'entiers strictement positifs tels
L3 j>1
que Xj+//Xj soit supérieur a 3 pour tout j. Dans ces conditionsona : XQ+ X1+,

3 [13 H A H H Act 1
X <SS X X ()%+.._+ Xn_r)>|%‘.An. Dans ce qui suit a designe une suite

de nombres complexes telle que |lal| <1.

P J ei)V: rTo + Re(aeix\jBX))
am j=0 3

Ma est la limite vague des mesures Pa n(eix) ™ .

2.1. LEMME. Soit | wunintervallede T, ondésigne par |lI| sa mesure de

Lebesgue normalisée, on a :

iMaW- | 1[|£-SI17-
En effet, si 1j désigne la fonction indicatrice de | ona:
J0)= I, [1y(n) | < fH/T[" si n est non nul.

day) - £ 1j(n; Ma(-n)= [I1+ 0 1T(n) MJ-n)

d'ou



92.

"0 INSTXCLadl 425, 55 0,8, .6, L0 212K +5. B XI)

H—;
Hall, 1
< 41 Y
£7X’ eo» *Vr ’O‘/
< lall r-i 2 -n x-1 /fix |
~ i Ixo > © wJ

ca L g 4 llall
« o O 2C. 2= ( 21 t,/)

n>1 e
5l|a|lce
ENT
Supposons maintenant que, pour tout n, Xn divise Xn+”. Soit la plus
iX x
petite tribu sur T rendant mesurdle la fonction e . On munit T de la probabilité
jua, on note En l'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport a la tribu Q"
O bservons que la suite, | *-n}n>0f es*décroissante.
2.2. LEMME.
ijX nx si jsO0 mod(Xn+lXn)

e

1- *CH)Xnx

in X 125ne Si is 1 mod(Xn+1/Xn)
E \e n ) - (
e"DX,,X s, j5.ImodUntiAn)
2 n
0 dans les autres cas.
x 1
Il suffitde montrer ceci lorsque -1 < j < —ip— - 2. Soit donc j ainsiet Kk
n
quelconque. Si  jX + kX s'écrit sous la forme Y“k e X. les nombres e , e,,..
n n+1l g B 0 i
..78 1 sont tous nuls (il suffitde considérer les restes modulo X ) ; alors
n- n
(j-en)Xn estun multiple de Xn+*7, ce quin'est possible que si j égale en. Ceci

montre que l'on a :
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"a<-iXn- kXn+l)="a Vv a nl
ou, sil'on préfere

riX x kX X a r kX X
Je " e di*W -"Hyfe wm' <*ax

pour tout K, ©e qui démontre le lemme.

2.3. LEMME. On suppose que, pour tout n, Xn divise Xn+l. Alors
iIX X
Log(I+Re(68 ) du3(x) est positif.

(On peut supposer que XQ égale 1 et que aQ est non nul. Posons :
aO:re" (r>0), p=(/T- - D/r; ona:

n
Log(l + M aoe* >=-log(1+(2)-g Cj - e™ .

Utilisons le lemme precédent pour calculer I'espérance conditionnelle, w, de la fonction

Log(l + Re(a@»S) par rapport a la tribu <" :

w(e“ )=- Log(l +p2)- j p(eipho + e“i(pao)

\n LU - X+ iGgX D€ l[X1-1 1i(X.-1) (p
«X ,* +a0P V e
+
o jx, I 213x 1+ 1 2 Biv- 11 >
ou , -2
2 1+jX~ 2
wfel*) + log(l+p2) - *2T2 -——- lecos X.(X+9 x 9
1+p 2 fetjx,u X" -i) 1
par suite : ~
2 11 jx
- J
2s 2p . 3 1
Iw(ete) logl Hp Idi, 5 Ipl Ip
1+p la<x J* JXZIT *1) TOFT

d'ou
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2

log(1 + Reia™JJd/igix)™ 20 log(1+p2) - IpI3E£3 ifopi)
I+p
or
V1 " 11T 6°1 143
33UFITE 5+55+ J2 3~Tr =;+1Lo85<5+B <Tb
donc
2
Jlog(l +Reia”~”~gix) £ -2£--logd +p2)- ™ |p|3.
P

2
Appelons v(p) la fonction —Zg-*p- log(1 + p2) “ ﬁ?’r IP |3 » il est facile de montrer
I+p
gue Vv'(p) change une fois de signe sur I'intervalle ]0,1[. 1l s'ensuit que la
fonction, v, croit puis décroit sur j0,1], or wv(0) estnul, v(1) = \7N - log 2 est

positif, donc v est positif, ce qu'il fallait demontrer.

2.4. LEMME. n existe un nombre C tel que quels que soient I'entier non nul n

et la suite {g }j>0 carr®sommable on ait :

inX |2 1/2
[fSP [E«ye 3 *M(nX)>] dVa(x)j <C Vl+Log|n 1(7~ la. 12)1°2 .
y0 "

Démonstration.
.1 inX X vX. X
Le lemme 2.2 montre que : E3+(e 3)= u3e 3+ oul'entier v esttel que

I\W <Mm~” 1. Parconséquent si k est unentier tel que Ini +3+“2+¥%TT< 1

7

(ceci a lieu si k est strictement supérieur & Log(2 |n |-1)/Log 3) alors
.. InX X a
E3+ (¢ 3) est constant (donc égal a ua(-nA_.)).
]
Soit donc  k le plus petit entier strictement supérieur a Log(2 |n I-1)/Log 3 ;

pour tout j, entier comprisentre 0 et k-1, les fonctions

laj+kE[expiin X X) “ Ma™nj+4i6  j>o 8004 des accroissements de martingale, une
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inégalité de Doob donne :
; inXMk 1/
L'ENjEU e -i<of * «f
-c,(g lVkei2),/2

d'ou
ianH((X a 12 1 Y2

HiJEUvi- ™ wone ")

*ca<gl«i**12),/a-

Par suite

m N inX«,* A 0 V2
INB 'S AL taEe»1V 0]

k-1

c2 - vhe |Z2£C2 N S '« €2),/2

ce qui acheve la demonstration.

2.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout n, XR divise X ;  Soit
(fn)n>0 une su™e N f°nctions de A(T) telle qu'il existe deux nombres strictement
positifs, p et C, tels que:

0<p<1 et supp™” sup If (j)lI<C.

jEZ nE>0 n
. - . - 'IE **nx
Alors pour toute suite J >0 de carré sommable la série 7"~ aR|fn(e ) -
n>0
5fn(e**n*)dl\/a(t)} converge pour ”~ “Presque tout X.
Démonstration.
inX X a a

Posons (prJ.(x) =e 3 -u(a-nX.J), fJ.(n) =c - Ona:

X. iX
T a S o Xi
fj(e dvk(t) = C'.37n,j(x)
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%3 Pt R Cn>3<pn,3\(/X \I 96.

J£—:0 5=0
d'ou
I N _ _ _ I I N _ _ I
N0 S0 4340 84" H-A0L o b F=o HCBd 004
utilisons le lemme précédent :

N ;
] . . . o - 12)1/2
R 5 SR nd %kl P ) - Chp VI HETOINTER K

* CC2G._ <°In *\/l +LOg|n| XJ3 1« 12)1/2.
njS) >0 J

On déduit facilement la proposition de cette inégalité.
N
2.6. LEMME. Supposons que Xn+¢§< 0 tend vers 100 et qu% inf —— > 4.

X n=0 "
Posons £ =infij>0; Vkaj, n< \+1 (n S 0). Alors, pour tout n,
le
pour toute suite de carré sommable, |x” ona:
inXjc A inX.x A 9

I
ISrel® Al * etatHVY,,  SO+inifg Il

Démonstration. : inX.x A
Posons <&nj.(e )=e -jua(-nxg). Dans ce qui suit n estfixe; j et k

sont deux nombres entiers tels que 0< j < k. On vérifie que :

<%,] - 5 ="*a(n(vV \i))- Sa(-nXxj) ¢
Si Inl égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi lorsqu 'aucun
des deux nombres nXk et n(X&-Xj) nlappartient au spectre de u > ce qui est
assuré si l'on a:

gXk< |n[(Xk-X..)< |n|Xk <Xk+i

ce qui est realisé si = --—----- 1------- < |Inl< N clest-a-dire si
2
3
<
2 Inl k+r k [13 21

Nous avons donc montré que si j et k sont distincts et si 1lona :

sup(j,k) > 4 > le produit scalaire < L, 0, >0 est nul.
p(.k) Imil p <1on’3 o i)
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On a donc
> ~ P . > X.
. n,y'™r XA n,J  Pn,k: . J
S ki ,kL2a K in §<k L' g
a
Puisque <<p L« ) 2 - 1- Uj-nX.)l <1, ona:
n,lJ gt i a i
3
t "W lV j« ! « "« @ 'T *
a” nn

d'ou le lemme.

2.7. PROPOSITION. On suppose que Xn+1/Xn tend vers -©». Soit {~/"g
une suite de fonctions de A(T) telle qu'existent deux nombres strictement positifs, p

et C, tels que :

“1il * fijl
O<p <1 supp gp If(iyl<c , T2p [0 <tk
jez eo

r i 2 2
Alors, quelle que soit la suite {aj}~o telle que £Z) I<*j1 (Log(j+2)) soit

N\ H N\
fini, la série jg an'r\(e nx)_ J'fr‘n(e'xnt)ol*ia(t)J1 converge pour “-presque tout X.

Démonstration.

On peut supposer que, pour tout n, An+lA n est supérieur a 4.
A
Posons f (j) = c]. ; gardons les notations du lemme précédent. On a :
n ,n
iX_x r iX_t

‘<t U>-]<,, (x n)idy.i\}\i/»-sglehn n

n0 °nl? Ci,nP3,n*5 §7? a"C;,’n Zi'a
d'ou
N i i N
X0 . O *n C.in j»n | *
SS. iS) Ci, 3.r MSO AN pn

Le lemme précédent et le théoreme de Mensov-Rademacher (DO »t. Il p. 193, DC).

montrent que :
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[ Slip jC«ncin®in|ll Ao+ £

2. ¢ Y2ianci Loa(n+2 gy 18
NSO ‘fetf n 3n Inl h'\ ) ljl  Vfe6

nj'n y

S2C AT-~-7 P+1jI(C lanL°8<n+2)2) ' /2-
On a donc

iAx. f  iXt

t |

A R

‘iZ 5i1/2

fila 1) M

A il _ 1/2
sac (12 fiHj o Loei2) D)

ce qui acheve la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. 1. Si, pour tout n, Xn divise Xn+I la dimension de
Hausdorff de tout borélien, E, tel que n3(E) soit non nul est supérieure a
1- Iimp(Log Xn)~ _| Log Pg*n(e") d/ia(t). Il existe un borélien portant /¢;a dont
la dimension de Hausdorff est inférieure a

1- liminf(Log X .f 1flogPa (ell)dfi (t).
n->»+00 x ’

2. Si Xn+I]Xn tend vers -k», si a est un nombre de

[0,1Qtel que £2 a" frn Soit fi™™ et si a partir d'un certain rang la ! est
n>0 n

2
inférieur a 2ot/(I+a ) la dimension de Hausdorff de tout borélien, E, tel que n3(E)
soit non nul est 1.
3. Si J \ Jan|(Log X /1 estfini, on ala méme conclusion
nEl
gu'en 2.

Démonstration. o
Dans tous les cas la série

, r iX x « iX t 4
r~i(log xnf  jlog(1+Re(are )) - Jlog(1 + Re(ane n))d\Va(t)j converge pour

H -presque tout x (cela résulte des propositions 2.5 ou 2.7, dans le troisieme cas

la série converge uniformément). Un lemme de Kronecker ( [|\ p.139) montre que, pour
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u ~-presque tout x, (Log an 1]Log Pa_yn(elx) - J.ILog Pafn(el)du«(t)j{ tend vers 0

d

lorsque n tend vers +00 ; désignons par Ea llensemble des tels x. Posons

bn = Log Pa. *a.(t).

Soit X un point de Ea : ona: Log Pa.n(e'x) = bn + en(x) Log Xn ou

lime (x) =0.
n-*»
Soit | wunintervalle de T contenant x tel que r---3--< 11 < r—.l Soit t
n+1l n
un élémentde I. Ona:

iX .x iX t la.i
ILog(1+ Re(aJe 3))- Log(1+ Re(aJ.e J)I< t*-4j—t 2itX3 i1l
Donc
IL°g P™ie**)- Log Pa>n(e”™,|™ (1 - |la]i™*12tril X. < 3ff(1 - Hailj” 1
et

bH + eH(x)Log Xn - 3tt(1—Ha|('B~1< inf Log Pdfn(el*) < sup Log Pafn(ell)< bn+en(x)Log Xn +

3ir(l-[[afly)-1.

Appelons s la mesure (Pa n(e"))”"d/ia(t), le lemme 2.1 montre que :

! N
m™, i< <'m
n+1
d'oul Log 111- Log 3 < Log n“m\l) < Log 111+Log 3.
Puisque /ia(l) = Pa>n(t) dj/n\t), ona:

Log Il I + bn + en(x)Log Xn - C< Log ua(l) n bn +Log Il| + en(x)Log Xn +C
ou C=Log3 + 3ffd-||a||ar 1
En définitive :

bn &i(x)LogXn+C  Log Mu(l) tn en(x)LogXn -C
1+ Log |+ ™ Log Il - .Loglll- 1+Log|l] + ™ Logll



i

On a évidemment |bnl< IaO 1+ Ia,i|+...+ la_ 1 d'ou

n
i bn 'iA|aOI-f-i31|+*,.+ 1an| . | bn
= Y ¥ P B
ILogﬂlrl Eog Xn ce qui montre que, dans les cas 2 et 3 , £55 1
tend vers 0 lorsque |I| tendvers 0, | étant unintervalle contenant x et
appartenant a la famille J = 7 3n, 3IXAS| < X~1j-.
Log Xn
Puisque |j p estborné ona:
Log ju (1)
Jin ESgiTT
xeieJ
Dans le premier cas le lemme 2.3 montre que bn est positif, alors :
3 b, b, < by
7 Log Xn~ Log Il'I " Log Xn+l - Log 3
d'ou
bn en(x)Lo%LXn+ C . Log Ua(l) bn enWLog Xn-C
1” Log Xn + Log Il | “ Log 111 *“ 1* Log An+*-Log 3+ Log Il
ce qui montre que I'on a :
| b LogMa) Logva() \
1- limsup i----r- < liminf —s----rr-r™ limsup ------------- <1-Ilminl p—-—---
n-H-co 11,0 L0« 111 Il |*o Log Il n-« L°5Tn7l
xeieJ xeiel
Etant donné un intervalle | contenant x il existe deux intervalles J”™ et

contenant x, appartenanta 3, telsque: Jlc Ic J2, U1l|£ ~lII,
12 1 < 3111 ce qui montre que dans les limites précédentes la restriction le 3 peut

étre levée.

On conclut au moyen d*un théoreme démontré par Billingsley ([ij , pp. 136-145).
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2.9. REMARQUE. La démonstration du lemme 2.3 montre le fait suivant :si  Xn

alors

dlou

. N
divise X . etsi a estle nombrecomprisentre 0 et 1 tel que “ia = *
n+l Yo7 ?
t 2
jLog|j +Re(@are n) dra(t) < 2 %~ Logil+a?) ~ A
I+a
2
imsup — 2— [Log P n(eit)du (t) < ¢C-~2 - Log(l +a2)+jp a™)/Log 3
n"oo Log Xn J , 1+a

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel que ix a(E) soit non

2

nul est supérieure a 1- LogO + oy + jp ofM)/Log 3. On peut s*assurer que

1+a

cette fonction est minimum pour a égale 1, ce minimum est strictement positif.

. 3.1. LEMME. On désigne par O le produit {-1, N muni de la probabilité
de pile ou face. Onse donne 3(n+l) nombres reels LR a 60, 6 Yor -
.., yn telsque | I soitstrictement inférieura 1. Ona:
-ki i2 |
1&p n FRUCWI 1° n .
)<m<n 0<j<m L N 0<3Xn

S 4 |_0<J<I”IV,

n I @d)+i
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Soit $ la plus petite tribu sur i1 rendant mesurab les les projections u
00" eeex»t2m+r Soit EM I'opérateur d'espérance conditionnelle par rapport a 2m

lorsqu'on munit O de la probabilit¢ 1 [ (1+w2,a)da). Ona:

0<j<n 33
m m 1nnN_» n
£ 9""%‘4"W:—'a'. ................ Q— 1 Rour < m<n.
Jm'm
Lasuite { | | -—- - 3-J-—-- U~ -H est donc une martingale.
w + W2j gj 0<m<n
Ona:
1+..,. - [4
rn v 2o 0+2y
K)<j<mV 1+ azjg 0<j<n 23 3>
Hn (- B
0<j<m 0<j<n 3
r(l +a" .8.+0j0. .y.) n
, tt e - — 2JU-1-]
Osjsm L 2] j J
2
iHa 1B "™*2 1 ? 2a
. i [ ly . AH., 2 7 i y '
1. o, . 10} a.
iaj 2)J Loy
«j - +y*
1+-J - L——- A
"I
Donc
u) = i2 03 ,—c)
£ n (BN d)-i > n(u’ a2 i)-i.
0<j<m 2j ] 0<j<m 1- aT

Le lemme résulte alors d'une inégalité de Doob sur les martingales.

3.2. LEMME. Soient fi et v deux mesures boréliennes positives sur T.

1 Si f appartienta L1(™) la mesure (tfi) * v est absolument continue par

rapport a la mesure ji * v. Ceci permet de définir Tf ainsi : (TH(/u* v) = (fu)
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Tf appartienta L1(p *v), Tf est positivesi f [I'est.

2) Pour tout p€ [1, +00], pourtoute f appartenanta LP(T) ona:

e I < IWUjfejkll :
L% *u) MET*  LP(i)
3) Si |fnj”~ o estune suite de fonctions de Lp(ji) (I < p<») ona:
I/p
lisup [T(f ) N < INML/TN lisup |f 1 .
n>0 n L% *u) MT) n0 n LP(/i)
Preuve. Soit E unborélien tel que \i * t>(E) égale 0; c'est dire que la
fonction 1,(x+y) est nulle nxv-presque partout, on a donc :
d[(fh) * =N 1E(x+y)f(x)dM(X)di/(y) =0 d'ou la premiére partie du lemme.

Si f estreelle dans L~”) ona, acause de la monotonie de T : TT(f) |<T( if I).

Supposons maintenant que f=u+iv ou u et v sontréellesdans 1'(ji» on a:

ITF| = sup ((Tu)cosa+ (Tv)sina)= sup T(ucos a+vsin a)

0<a<2ir 0<oc<2ir
< T(IF 1) .
Ceci montre que lorsque f appartienta L°°(™) ona : || Tf|| <||fl|
L°ow L°°(M)

D'autre part, lorsque f appartienta L(jz):

INI <1t IF D)l = [f [f(x)|dii(x)dp(y)= IKIL J]f]] .
L (U4O L J J MIT)  L1i(m)

La seconde partie du lemme s'obtient en utilisant le théoréme d'interpolation de Riesz-

Thorin [ [11] t. n, p. 93].

If I<sup |f |,

Démontrons la troisieme partie. Ona :
n m>0

d'ou IT(E )I<TCIF [)< T(sup [f])
n n m>0 m

sup |T(f )| < T(sup [f [)

enfin
m>0 m m>0 m

et I'on conclut en utilisant la seconde partie.
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3.3. THEOREME. 1. Soient a et b deux suites de nombres complexes dont les

2
modules sont inférieurs @ 1. Si b-a appartienta 6 etsi limsup la.| est

: ] : P03
strictement inférieur a * le quotient PD Ir](x)/p’;‘ r](x) converge " u_-presque partout.

2. Soient a,b,c, trois suites bornées de nombres complexes. Supposons que I'on

ait :
infX.VUX.2:5 , limsuplal|<2 , (Ib™a. 12 + le, 12) < +w.
j>0 3 j»00 3 pO 3 3 3
T iX X 2iX X -l iX XV

Alors le produit FTj jj +Re(ase 3 +c.e 3)j/(1+Reaze 3)j

converge n -presque partout,

Dans chacun des deux cas le résultat est vrai si I'on change I'ordre des facteurs

des produits.

Démonstration de 1.

On peut supposer que I'on a : sup la. |<""L On pose k=4/(1-4supla. l).
j>0 3 =

j>0 3
Le lemme 3.1 montre que, lorsque n est inférieura N, ona:
er sup JQZ**'" |- 11 p2 m
L0<nkn 2«a,mx) 1 2*a
IX.X 7
VRS NG — O "R

1- 4(Reae 3)2
~afrTl+kib-a. |2)- i,
L"O 3 J

Intégrons par rapport & x , appliquons le théoreme de Fubini et faisons tendre N vers

+O

EEL., "2 * 2 wi*<fp ° kv | 2]
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Considérons la mesure de probabilité, v , définie par le produit

no +cocos X.X); ona:
>0 3 3

N2ea* Vo) ~"a

r Por* ~ \ , =pbm
"PERSM N ® N a

Le lemme 3.2 montre que I'on a, pour tout n:

. P X .
ipp ™ LRIk ) diin 9ak m¥) i, %)

SuUD
uok NMKn 2cc¢c W

IC<m a

On prend I'espérance des deux membres, on utilise I'inégalité précédente, on fait tendre

n vers +» en utilisant le théoreme de la convergence monotone :

P |PK  (x) 12
sup [p"f” x¥Y~ 1 dMa(x) < 4jri(l +k]b.-a I )-1}.
"m0 am'’ 1 a [*>0 3 3 J

0 5

On deduit facilement de cette inégalité la convergence n g Ppresque partout du quotient

b, m”™a,m*

Démonstration de 2.
Elle est analogue a la démonstration précédente. On peut supposer que I'on a :

sup |a.| < d ; on choisit un nombre a dans 1'intervalle x , 1C tel que 110n

>0 3 1
ait: sup |a.|<*3:r ; 0On pose : k:4lﬁ(i—455up la. I2)(1-a)2 Y. On considére

50 3z L a jdo 3 1
les produits

2 iX X 2 2iX X
pj- 1+5nmR2lRe(bje )+ W MW Re(cie 1
o< 2 . ff\
1+da%_j Rei aée

Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole avec la mesure,

v, définie par le produit
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1 I +au).cos Xx+ (I-ct)oPr iCos 2X .X) ; on obtient I'inégalité :
j>0 *3 3 ¢3+1 J

IX X 21X X
r | 1+ Re(be ™ +ce 3) i2
sup TT - 3-—-fr-rr-l------------ f  dHix)

"m>0 0<j<m 1+ Re(age 3)

< 4\ 1+k(lb -a |2+ |c |2)- ®1
Ljn>0( ( J Jl IJI» J

ce qui achéve la démonstration.
Le fait que 1'ordre des termes soit sans importance vient de ce que la propriéte

de la suite due I'on a utilisée est la suivante : un entier se décompose d'une

xj 0
facon au plus sous la forme T”'e.X, ou e ,=-1,0, 1 danslecas 1., e.£ -2,
>n 33 3 3 L

-1, 0, 1, 2| danslecas?2.

3.4 . COROLLAIRE. Sil'ona: inf X. ./X.>5 et limsup la. |<* quelle
j>0 JH 3 jf« 3

gue soit la suite de carré sommable, a, la série

iX
T2 H& :j( -_*1§.) converge ¢ -presque partout (ceci a lieu quel que soit I'ordre
m 3 3 a

des termes).

On a
iX X 1. . il\ 1. *iA X
e J 2aqa 5, f2aj€ J)=
i iX X 2Vinx , 2iX X
'Z%e R I 2 gje
Donc . .
iIX X 21X X-
,2 2 ,
Re 1.JI, 1-4)/’3 Hbp 3

cos Xx - 5Rea.
J 2 J 1A A

1+Re( e J
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R o 1 2Vilx?)x_ 1 ”2|X XA
sin Xx+i Ima.= K la Y |
3 ¢ J iX X
1+Re e ]

2
Si a estunélément réel de £ le théoreme précédent montre que les produits
FT WM +og(osX x- 1 Rea)l et 1 Tli+a(sin Xx+1 Ima,)| convergent p -presque
B [+ ogeoXg- LReayl [1+afsin X+ | Imay] Jent P 57Presq
partout il en est donc de méme des séries ) 'g.(cos A.X - * Re aé) et
JhrJ 3 *

C a(sin Ax+*Ima.) ce qui achéeve la démonstration.
j>0 3 3 ~ 3

REMARQUES. Quitte a utiliser d'autres mesures u on Peut dans la

Qi
premiere partie du théoréme 2, remplacer I'hypothese, limsup la. | < par
j*» 3 *
1'hypothése limsup la. 1 < €0 §----------m ==mmmmmmmmmmeee (ici (30 designe la partie

J~ J 2+ fiant -£1-1)1
Lj~0 Aj J
entiere de x).

XX a..
Nous avond téja remartué gue les fopctions p& 3 - It j'j'>>0 forment un systéme

2
orthogonal dans L {nj) il résulte donc du théoréme de Menchoff que les hypothéses ,

inf X. ./A.>3 et Y-\ la i2(log j)2,entraTnent la convergence de la série
>0 H 3 3>1 3

IX-x 1_
57a.(e J -sa.) pour ju-presque tout Xx.
>0 3 13 a

Dans le cas ou Xg. JX 5 est entier quel que soit j, on peut démontrer le
+ *

corollaire 3.3 d'une autre fagon, on obtient d'ailleurs un résultat plus précis.

3.5. PROPOSITION. On suppose que, pour tout j, AN divise X . Quelle

1

gue soit la suite a= ig
L 3J3-u

de carré sommable la sér%_'x J l,iq.(e J -* é.s) converge
J>0 3 *

H -presque partout.

3 . i . f o iXix 1-_1].
En effet il suffit de remarquer que les fonctions | aj(e %aj\JJEO sont des

accroissements de martingale (cf. lemme 2.1.1).
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3.6. THEOREME. Soient {*n}nEQ une suite d'entiers strictement positifs
tels que X Jj/A  soit supérieur a 3 et | Tn}n>0 une suite croissante de nombres

] . . 1 2 e
reels strictement positifs tels que C (Tn'lo®n)  soit fini. Pour tout nombre complexe
n>1

non nul, z, telque |z |limsup(rn+l - rn) soit inférieur a ~ I'ensemble des x

IAX n-°°
l‘ll I3 -
tels que r e converge vers z est non dénombrable. De plus, si
° 0<j<n

c ] - . .
R i(/r M1 rn)llog An est fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1.

En effet, posons r *=0, a =2z(« -t ,). Alors limsupian| est strictement

71 n-»» X
o : - -1 nX
inférieur a 1, la remarque suivant 3.4 montre que la serie o n ~ In~Th- 1/~
n/\
converge  ,-presque partout ; un lemme de Kronecker ( [7] p. 139) montre que

1 n JAX
t” } \{e 3 - (TJ-Tj j)z) tendvers 0O Ma~presque partout. La seconde assertion

résulte de la proposition 2.3.4.

3.7. REMARQUE. On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5 pour obtenir la

_ N
convergence presque partout de la série ) 't L (e nx. (t -t .)z). Onpeut alors
nE0 n n nl

obtenir la méme conclusion que celle du theoréme 3.6 en faisant sur la suite {xn}n>Q

une hypothése convenable et sur la suite r  I'hypothése: ) ] £7 < o
n n>0 n
3.8. PROPOSITION. On suppose que An+YAn est supérieur & 3. Soit

a={an}nmo une suite de nombres réels positifs n‘appartenant a Op pour aucun p fini
et telle que limsupa <1. Pour chaque réel strictement positif, a, onnote v la
n+o0o0 «

mesure que définit le produit TT (1 + a®cos A.x). Il existe une famille de boréliens,
£0

KL>o0- teiie ©
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1. si a estdifferentde a° ona: E HE .=0 et y&E ) *0,
a a a
2. "(Ea)-1,

3. U E est négligeable pour la mesure de Lebesgue.
a>0 a

Démonstration.
ler cas : a, ne tend pas vers 0.

Il existe alors une suite kN n>1 telle que a™ tende vers unnombre t de
o\ n
]0,1[. Lasérie YZ - (e n-7ar) converge v -presque partout ; soit E
n>1
*
1'ensemble des x tels que -lﬁa"]e \! tende vers J a » Ces ensembles verifient

"PT n UKkXx
1. et 2., d'autre part ils sont disjoints de I'ensemble des x tels que - 3 tende
F1

vers 0, ensemble qui a une mesure de Lebesgue égale a 1.

2me cas a, tend vers O.

Soit a une permutation de M telle que la suite {aa(n)In>o0 soit décroissante

S'il existait un nombre strictement positif, a, tel que la série (n+l) 4 aa, \
m a(n>

converge la suite (n+1)4 a”(n) serait bornée et a appartiendrait a un P

Soit Ea I'ensemble des x tels que la série

-iX /%
1T >+1) 4 |le o(n) “2aa(n)J conrer8e-

Ces ensembles vérifient 1. et 2. et sont disjoints de I'ensemble des x tels que

J—] (n+1) eU 0 tmx converge, ensemble dont la mesure de Lebesgue est .

n>0



IV. AUTRES RESULTATS.
4.1. PRODUITS DE RIESZ CONSTRUITS SUR LA SUITE {2nj

N_ i
4.1.1. Unesomme ) Je2J (e. vaut -1,0 ou 1) est nulle si et seulement si
30 3 3

tous les eJ sont nuls. Si a= |aj] s est une suite de nombres complexes de modules

O

inférieurs & 1. Les polyndmes trigonométriques p (€)= TT(1+Re(a.e"™™)),
a'n 0<j<N 3

sont positifs et de moyenne égale @ 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,

{pa,n(x) Ty @ & une seule valeur d'adhérence vague, m, .

4.1.2. LEMME. Soit m unentier strictement positif, soit n [I'entier défini
o n jut : : s L
par les inégalités : 2 <m< 2 . Soit N unentier supérieura n+2. Sil'ona

m=g”~e.23 {ge H» O], 3=0"1"2... N>

alors ~ egale 1 et e~ 1 égale -1.

En effet, la somme T-~2 £-23 alesignede t.. Donc t. égale 1 D'autre

0<j<N 3 N N
part :

~ ~ - N - ~

AP AL S SR S edd< £ N1 ML
0<j<N 3
N -
par suite 2 < QM'l - 2"n+1 +2< -2’N 1
N-1
ce qui montre que Ny st strictement négatif donc égal a - 1.
4.1.3. Une application répétée du lemme précédent montre que, sous les mémes

hypothéses, e. égale -1 lorsquel'ona: n+1<j<N-1.
J

4.1.4. Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2. Posons :
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m

=V ereaf€E1"bo»1] ;¢ gB=mJ

intl nél
Fm “ e er***”ar'C 110’1} ;2 +3\:0 £2) m<Le

Si e appartienta {-1,0, M on notera aj(e) le nombre valant ~ay 1, 2 aj

selon que vaut +1, 0 ou -1.

Alors si N est supérieur a m2 laremarque 4.1.3 montre que 1'on a :
1(~M1 a k-1

a-
RINW %E J(C))+ [EIEEF na'J(EJ-|£I+an+2 [ VL

Ceci montre que ngn\qm) a une limite lorsque N tend vers 4, Cce qui prouve

I'existence et I'unicité de Yy

4.1.5. LEMME. Soit la plus petite tribu rendant mesurable la fonction

.~
eI2 ).( Ona:
~N , .On+1

e ia,. ) =2 n+% e

Eneffet, si 2n+k2nt =) 'e.23 avec les conditions habituelles sur les e.

j>0 J J
nous avons e, =£,=...= £ ,=0, e =+1 Donc
i -ike™ a

~ ~ Xe

. +1.
n o -i(k 12 .
na) 2 K Mg, T @ ( vf di ()
ce qui démontre le lemme.
4.1.6. COROLLAIRE. Il existe un nombre C tel que pour toute suite de carré

sommable, {aj}j>0’ on

n . i2 1/

w7 ocr AR 7sc(g G

Démonstration. Le lemme précédent permet de définir des nombres U, sk et Vj k
]
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G>0, k>0) ainsi:

(i) pourtout j>o0, uJ),;,-o et v. =1
N : 23+ AN i2J+k+1x
(i) pourtous j et Kk, e(AvJ»ke E k§<|laa+’k+iy_ u ke +Vj,l'<+1’
Ona: luj,k+l 1's 21vj,kl- Ivj,k+11 £ 2 lvj,k
d'oil luj,k+11s2'k> Ivj,k 1£ 2 k
rr, 12N kx i23+k+1x 12 | /2 < 2~k
et L j,ke “uj,k+1 “ Vf,k+le | dVRa(x)J
On a aussi :
(v. ei2™ x- u. - V. ei2”+k+1x) = gi23x _ u =ei™x _* |, 2jv
£>0 Ik+1  j,k+1 J,k+1 a
Par suite
sup | a( 2>»j<C sup j (V] ,g2%“*-U ktl - » ktlel2J'k" '~
n>0 j=0 J 1 1700 =0 3~ 3 K+ 3, K+l y

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous obtenons :

JS P C (el2 X" Va(-~i)\2 tfi (X <CJ2 2k lc 12) V2
oo s etz Vel mipleth ) < C o8 % B

ce qui acheve la démonstration.
Ceci prouve que lorsque T~] K& 12 est fini» la série } ‘oc(ei2 x - fi (-23))

m 3 fetf3 2
converge fi B—presque partout.

4.1.7. Onen déduit facilement que lorsque deux suites, a et b, de nombres
complexes sont telles que : |la]] < 1, |bj < 1, (2n) = Mh(2n) i2 = +°°,
@ @ n>0 a

alors les mesures fi3 et fi_ sont étrangeéres. La proposition suivante explicite

cette condition.
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4.1.8. PROPOSITION. Soient a et b deux suitesde C telles que jialg,

2

et ]]bl'c0 soient strictement inférieursa 1. Si } ;|bn-an| est infini les deux

n>0
mesures et sont étrangeres.
—_ A N\
En effet, le lemme 4.1.5 montre que n a(2n) = \@,an + 1 a n3(2n+ ).

Résolvant par rapport a an nous obtenons :

mJ2 )-HA2 )lij2 )
a =2 a
1- Iia(2n+,)|2 '

A N
Il est facile de montrer que : |/i (2 )| < lia] . Ona donc

'V 3 IEK(Ua). ; B2 + i dd) . b))
ou Kk est un nombre ne dépendant pas de n. Alors :

y-01 ibnf‘an 2 ~ 2k2U b(1) ” fia(1)12 +4k22H1 iMb(2n) - M a(2n) | 2
n> n>

ce qui achéve la démonstration.
Il est d'autre part clair que les conditions d'absolue continuité de v Par rapport

a U données dans le théoréeme 1.3 sont encore valables dans ce cadre,

4.1.9. LEHMMLEMME. Il existe un nombre C tel que quels que soient I'entier non nul,

n, etlasuite {a}j>o0 carré somraable on ait :
rr 1m i“nv * i 1.2 tv2 [ W oilo
ilsup ;™ V (e -Ma(-231))j dv (x)| <C(l +~AL"TniXE la )'*
Lm j0 3 3 &0 3

En effet, le lemme 4.1.5 montre que Eie12x j(X .) estegala ein2x oua

17M"23x 1 1M123Hx *
5 é.Je +* %. e selon que n est pair ou impair.
<



b

Soit n unentier supérieur a 2, notons k le plus petit entier strictement

in23x 123+1+7%

supérieur a Log(n- 1)/Log 2. Onverifie que E(e i(>§+-*) = u3+ VE avec

luji +iVj 1< 1

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons
f inA - E(eln2] >i2dva<x)]2< C{*(£2 k 12)'/2-
BrHBO \p0 3(eln (eln XI(>j+k) e XJ] { (’\ 3 )

Par ailleurs nous avons :

E(eN2K o o-oile AT a(2iekt)]

et le lemme 4.1.6 montre que :
ir i\ a8 » - lo  11/2 _ i 172
1%{:;% - ajdE(e i%'+k)' ,,d(-nZJ)) 2 dua(x)j! <C ia : 2)

d'ou le lemme.
Ensuite les estimations de dimension de Hausdorff se déroulent de la méme facon
que précedemment a cela prés que 1'on peut se contenter d'étudier les intervalles

[k2'"'n, (k+1)2'n[.

4.2. PRODUITS DE RIESZ A PLUSIEURS VARIABLES.
Indiquons briévement comment les résultats du second chapitre peuvent se généra-

lisera T2.

4.2.1. Ondésigne par {xnIn>0 et {~n}n>0 deux suites de nombres entiers
supérieurs a 1 telles que Xn+I /Xn et Xr}H/Xr'] soient supérieurs a 3 pour

tout n. Soit a={an}n>Q une suite de nombres complexes dont les modules sont
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inférieurs a 1 ; on pose :

A RN
‘\n ‘ ] ]‘ '
TR le{ml’h E(ﬂé 3 3)JJ

\ . ax
et I'on note u la limite vague des mesures P (e*x,e*")
a a’n 4n

On peut démontrer les résultats suivants.

4.2.2. PROPOSITION. Soit V nE( une suite de nombres complexes. Chacune
des conditions suivantes :
1. Pour tout n, Xllif/XW et )ﬁ'i ;VX[' sont entiers, ||a||M est strictement

inférieura 1 J *la P est fini
n>0 n

2. max(Xn+l/Xn, X™M1X7N) tend vers +°°, £2 IanLog(n+2)|2 est fini et,
n>0

sia étant le nombre comprisentre 0 et 1 telque |aHO=~"~f ona
® 1+a
n

n ol En=inf{3-0° Vk>j, n< max(Xn+l/Xn, X~/X"~-j},
n> 1

3. T"! la,q, | est fini,
n>0

implique la convergence m_-presque partout de la serie

r r iX X+X'y)-1  r r i(X t+X'u)-]
C] anijLog [1+Re(are n n )j- JLog j1+Re(are n n )jd*ia(tu) .

On en déduit le résultat suivant.

4.2.3. THEOREME. On suppose qu'existent deux nombres A et B tels que :
Xl
0<A<jp-< B pourtout n.
n

1. Si les hypotheses 2. ou 3. de la proposition précédente sont satisfaites en

prenant a, = (Iog(XnXIJf))-\ tout borélien E tel que n a(E) soit non nul a 2 pour



dimension de Hausdorff.

2. Si les hypothéses 1. de la proposition précédente sont satisfaites, tout borélien

E tel que na(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff supérieure a

2(1 - lim sup freg(X XM)]7 1

n-*-°°

log Pa,n<elt,elUn3dait,un’

En outre, il existe un borélien portant jl  dont la dimension de Hausdorff est inférieure

2(1 - liminf(log(X »lirg pa (e *elu) dMa(t,u)).

n-*» »

4.2.4. On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite j(XJ : Aj)lJ>Q est la
suite des images successives d’un couple d'entiers par une application linéaire.

Soit A .(« g) une matrice a coefficients entiers rationnels dont les valeurs
propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que 0U - Py est différent de 1. L'équa-
tion caractéristique est X2 - (a+$)X + oB - By =0, par hypothese (octS) - 4(aS-/Sy)

est strictement négatif. Le module des valeurs propres est  slocS - /3y.

- . 2 .
A définit un automorphisme u de R 7 et, par passage au quotient, un homomor-

phisme T de T2 sur lui-méme :
. - i(yx+£
Tle* | eiy) = eZIEO 3y) Iy y)).

On notera v le transposéde u, T =vn{2T), G =u*n(2ffz2); c désigne
. 2 I -
le sous-groupe discret de T , image de Gn par la surjection canonique de R  sur
T2 =R2/2jZ2.
Soit (mo,nQ un point de Z2 telle que la suite {v~ra@»0)}j~o SOil dissociée

(c 'est évidemment le cas quels que soient MmQ et nQ si Vdet A est supérieur a 3).
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Soit a= IIaJhJZU une suite de nombres complexes telle que ||a||» < 1. Posons :
Pa,k(eiX »ely) = n @ +Rea <mQno), Tj(eix , eiy) >)

=Ti {fi+Rea <«Nm ,n ), (ew , ely)>] .
Lj L m N y)]

La suite de mesures [Pa ~e~e”) — j~Q converge vaguement vers une mesure de
' 4n \
probabilité Ma>

Posons ‘&) = (Pa,k)"l 'V
Observons que T1 est strictement contenu dans r et quel'ona: P T =-j0,0)],
0 jeud L J
Par conséquent on peut toujours se ramener au cas ou (mQ,no) n'appartient pas a 1/,
condition qui sera supposée satisfaite dans les démonstrations qui suivent.
L . . . 2 .
Désignons par 0(j la plus petite tribu sur X  rendant mesurables les fonctions

continues a spectre dans T. et par E3 I'opérateur d'espérance conditionnelle par
J

. 2
rapporta Cl-3 lorsque I'on munit T  de la probabilité ﬂ.a

4.2.5. LEMMEEMME.On suppose que 2(mQ,no) n'appartient pasa 1~ Si (m,n)

appartienta I\ ona:

1. E3+'((m,n)) =0 si (m,n) n'est congru modulo T3+* nia 0 nia

1 VRV 1)-

2. vA(mO,n0)) = j a

E~"'M iVn~a~™a..

3" i, r
Démonstration. On remarque dfabord que v (mo,no)f (e~G|-1,0f I|)

n‘appartient a r3 gue lorsque tous les eK sont nuls.
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Soit (m',n') dans T, sil'ona: (mn)+(mtn')= £iVK(m-»n ),
(m', ) i1 (mn)+ (@ ) = EVKmeon )
(ek£ j-1,0, 1j) la remarque précédente montre que eQ=el=... =e*1=0, par

suite  (mn) - GV3(mo,no) appartient a 1\+1.
Ceci prouve la premiere assertion. Quant a la seconde elle résulte de ce qui précéde

et du fait que v3(mo,nQ et -vfyn”™n” ne sont pas congrus modulo

La proposition suivante se deduit de ce lemme comme la proposition 2.5 se deduit de 2.2,

4.2.6. PROPOSITION. Les hypothéses du lemme précédent étant vérifiées, soit
{f1}j>0 une suite de fonctions de A(T) comme dans la proposition 2.5. Alors pour toute

suite de carré sommable {aj}j>0 *as™r’®e
/H au”™(<(mo,no),T;i(elx,eiy)» - F\(<(mo,nQ, T els,ell)>) djua(s,t)"]

converge pour fi -presque tout (Xx,y).

4.2.7. THEOREME. Sous les hypotheses précédentes
1. Tout borélien E tel que u3(E) soit non nul a une dimension de Hausdorff

supérieure a
P limsup —p b 115 | L
2 |1- My mogidet Ay 3108 Pg n dugj
2. Il existe un borélien portant na dont la dimension de Hausdorff est inférieure a
T L _
2 |j lim inf n |Bg(det’A)V j Iog F)a,n df\'/h.
Démonstration.

La proposition precedente montre que ¢(log Pg n- Jlog Pa ndfiQ) converge vers

0 fi_-presque partout.
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Soit (X , yQ unélément de longueur minimumdans G”\ j(0,0)j. Son (x1,y")
un élément de longueur minimum dans G™ Z(xQyo). Ces deux éléments forment une base

>

n r
du réseau Gi. Soit J1 | fensemble ||t0(x0\,yo) + tll\x’l'yi ;0< t0 <1 0 0<t < !f]-
A .
L'intersection de G et de est -[(0 ,'o )] 5 u(xQyQ et u(x™My”) forment une
base de 2w/ *“. Onen déduit que la restriction de T ala projection 1™ de sur
2 . A 2 % i L . A
T~ est une bijection de sur T . Lesensembles jg +1™ ; gEG”j forment une
partition de T2 en detA ensembles de mesures (det A)

Posons Jn= ul~n(Jj), ona |j |:4w2(det A)"n ; de plus comme u est conjugué

d'une similitude de rapport VdetA il existe deux nombres ¢ et ¢~ tels que
0<cl< MWnj/[diameéetre (Jn)] < cX

Soit In la projectionde Jn sur T . n est facile de vérifier que pour calculer la
dimension de Hausdorff d'une partie de T il suffit de considérer des recouvrements au

moyen d‘ensembles de la famille |g + 1™ ; n™1, gGGHj.

T est une bijection de jn sur T2, un changement de variables montre que si

g appartienta Gn ona

M~ (g + In) = (det A)~n.

La démonstration s'achéve comme celle du théoréme 2.8.
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4.3. PRODUITS DE RIESZ SUR R.

4.3.1. Soit |xn nso  Une suite de nombres réels strictement positifs. Soit

a =|an™m>0 une sute de nombres complexes dont les modules sont inférieurs a |

et telle que X /A
m-1

> 3. Onsait que la produit § I'(l + Re(a.(A .,x>)) définit une
n >0 3 3

mesure n, sur le compactifié de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas dlétudier

le comportement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations

qui suivent.

4.3.2. Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la transformée de

A N 1 ! A
Fourier, K, est positive, a support dans 2y 770N ettee Mue égale
1. On pose :
n IX X
p» nW = 1 T<l + Re(ae 3))

j=0 1

@,W

Il est facile de voir que les mesures Q  (X) convergent vaguement vers une
n

a

dx
fall
mesure gque nous noterons VAigk, Ou Vg lorsqulil n"y aura pas de confusion possible.
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1X0 (avec les

Plus précisément si £ appartienta R etsi [4- _ e <l
0 JJ 2

conditions habituelles sur les es). Ona :

V kU) =K(E -ijCeAJu Ce X )
d’K j>0 33 aj>0 33
A
et, si i n'a pas la propriété ci-dessus, Va i\(£) est nul.

4.3.3. La suite {7\e éx - ya(-X\j 3}—3 est orthogonale dans L2("A). Il est
facile de s 'assurer que les résultats du chapitre | sont valables pour les mesures vsyK.
(K fixe).

Passons maintenant a 11étude des dimensions de Hausdorff des boréliens portant
Va,K'

On définit de méme que précédemment,lorsque “n+~"An tend vers +oe :

Cn =inf{j>0, Yk>], n<Xk+1/Xk -"}.

4.3.4. PROPOSITION. On suppose que “n+"An tendvers +°°. Soit a un

. n -
nombre comprisentre 0 et 1 telque ||al< “~"2 > s* a £ estfini alors
toc 2 n>1
pour toute suite {an}n>Q telle que D Jan log(n+2) J soit fini la série
n>C

£3 an[L°é(1+ Re(ane n ))" JLog(1l+ Re(ane n))da>K(t)j
n>0

converge pour u_ .-presque tout x.
a

On en déduit le résultat suivant :

4.3.5. THEOREME. 1. Les hypothéses sur et a étant celles de la

X.1ij>0

proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que Vajiv(E) soitnonnula 1
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pour dimension de Hausdorff.
2. On a la méme conclusion sous I'hypothese : ¢ la I/lLog X <00 (ou p

n>p n n
est assez grand).

4.4. CONVERGENCE VERS LA LOI DE GAUSS.

On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R. Salem et A. Zygmund
sur les séries trigonométriques lacunaires [10].

Soit {Xj}j>0 une suite d'entiers supérieurs a 1 et tels que X~/X~™ soit
supérieur a 5. Soit a={aj}j>0 une su”™e de nombres complexes dont les modules

sont inférieurs a 1.

4.4.1. THEOREME. Soit {an}n>0 une suite de nombres réels telle que
A_= ”—Hoc |2+ fo +...+ |a I2) et A Jja_ | tendent vers +00 lorsque n tend
n~ % 0 C1] n N nl

vers +00. L'image de /J  par la fonction % )nla.(cosx.x-isea.) converge

a X2 An pO J 3 1 3
étroitement vers la mesure e T dx.
Preuve. Il suffit de montrer que 9
t
Fn(t) = Jrexp ﬁt ’\n‘ou(cos XX - JT—?e a™)/Anjd/ia(x) tend vers e  ~"  uniformément

sur tout compact.

2 .
Puisque exp z = (1+2) exp(;\zfy- +o(|z1?)) il suffit d*étudier la limite de

T n | . it Rea. 4 2 n 9 9
Gn(t) FT (1 +t- a.cos XXx) exp(- —3) iexp(-*-* PV cos X,x) du (x)
J=0 n 3 n J 2Ar~0 3 3 a
or
X, cos2 @ .X=1+-2-*jz aicos 2Mix »
An Beo 3 3 2An b—O 3 3

Comme les fonctions {cos 2Xjx}j>q sont orthogonales dans Lf(R~)f (en effet
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*j+IAj est supérieur a 5), le méme argument que dans [ICQ montre que Gn(t)

a méme limite que 9
“F opnor it it Rea. -
e Jrj UL+r “jcos Xjx)exP<- A du,, x).
Il suffit d'observer que
Pan(x) jq__0° +7 L feosXjK) =
n p itRea. -
1 Til+-o0r-.3+ 0, cos(A X - +y Ccos(2A x- 0
JQ — n J (J <pJ) yJ ( J J)_J

ou |8J., yJ< p y OJ. sont des nombres convenables, pour voir que

n " n it Rea.
1 Tl+t- wcos AX)du X) =1 Tl+ ak 3)
3=0 n 3 3 a j=0 n

et I'on conclut facilement.

4.5. ¢g-MESURES.

Les g-mesures que M. Keane a introduites généralisent en un sens les produits de
Riesz. Rappelons les faits suivants.

Soit a unentier supérieur a 2. Onnote la transformation x —=“ax du tore
T dans lui-méme. Soit g une fonction strictement positive, définie sur le tore,
appartenant a une classe de Lipchitz Aa (0<oc<1) et telle que, pourtout x de T,

on ait

Z2 e =1

ZET~1Yx}

On sait que dans ces conditions les mesures F1 [ag(Tkx)]”™ convergent vaguement
O<k<n
vers une mesure de probabilité j,. De plus, la transformation T est ergodique par

rapport a ju. On peut trouver la démonstration de ces faits dans le travail de B. Petit

intitulé  g-mesures et schémas de Bernoulli et publié a 1'Université de Rennes.
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Nous avons le théoréme suivant.

THEOREME. 1) Il existe un borélien portant /i dont la dimension de Hausdorff
est -(Log a)- 1Jlog g d/i.
2) Tout borélien E tel que ju(E) soit non nul a une dimension de

Hausdorff supérieure a - (log a)-1J log g dy. .

Démonstration. Posons P (x)= | [ [ag(Tkx)] . Le théoreme ergodique de
O<k<n

Birkhoff montre que ”log PN(X) converge vers log a+J log g du pour n -presque
tout x.

D'autre part, on voit facilement que I'on a

f2ii(k+1l)a V n

(3 iy =a fy, k=0, 1, 2,..., a -1,
<J2rTka n

Utilisant le fait que g est lipchitzienne on montre facilement que, pour f-presque tout
X, FlogMttn(x))]in log a) tend vers - (log a)-1J log gdp, ou In(x) désigne
I'intervalle pir ka“n, 2ir(k+l) a“n[ contenant x. On conclut comme dans le cas

des produits de Riesz.
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Chapitre V. TURBULENCE ET DIMENSION DE HAUSDORFF. 126.

Nous étudions des mesures aléatoires introduites par B. Mandelbrot (3). On se donne

un entier ¢ supérieur a 2 et une variable aléatoire positive W dlespérance 1.

Etant donnés n entiers, j1,j2,..., j, comprisentre 0 et c-1 on appelle
. ' EL . _k n . _k -n T . . . N
L i lintervalle . )), ¢ ,) .Jj,c +c 1, ondiraqull appartient a la
Jr ,,,,dn k=1 k=1 L

niéme génération.

Soient  W. . des variables aléatoires independantes équidistribuées avec W.
/\19***9 n
On définit ainsi des fonctions aléatoires sur Q), 1] :
X » .2, W. .
0<jl........ josc-1  h '™ " 3n *an

I I lz]:(lLﬁln)oé
J.-P. Kahane (2) a montré que, si pour un nombre réel h strictement supérieur a 1
h 1 .
ona E(V\P) <C alors presque sirement les mesures Pn(x)dx convergent vaguement
vers une mesure (i etsil'onpose Y=|/|, ona EY)=1 et EY") <+

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THEOREME. On suppose qu'il existe un nombre h strictement supérieur a 1 tel
que: EWM)<c”~“1l, Alors

1) presque sOrement il existe un borélien, portant , dont la dimension de Hausdorff
est 11 3 "Lve)/gc i
2) presque sdrement tout borélien F tel que @a{F) soit non nul a une dimension de

_ E(W Log W)
Hausdorff supérieure a 1- Log C
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Introduisons quelques notations. Soit ¢n la mesure définie par le produit infini

T [X (larestriction de # & chaque intervalle de la nleme génération est definie comme
>n 3 n

m). Soit Y, . =cla(l, . ), il est clair que les variables aléatoires
JI>eee=h n P>eee>)n
g'Yé’J . [ sont équidistribuées avec Y et indépendantes des variables X.(x), X,(X) .
n feeeg N
X (X). Posons: zZz = T™ Y. | L IT
n n (xi i <c tn by, oh i

Si u est une fonction définie sur Q), 1E constante sur les intervalles de la nieme
génération on a :

1
(11 dp
| J0

u(x) Pn(x) Zn(x) dx
et, en fait, cette derniére intégrale est une somme finie.
Etant donné x dans [0,1 [ appelons 17x) l'intervalle de la nlerae génération

qui contient  X.

Avant de démontrer le théoréme établissons deux lemmes.

LEMME 1. Presque slrement pour fi - presque tout X, plogfin(InM) tend vers

- log ¢ lorsque n tendvers +<.

Soit en effet un nombre réel a appartenant a l'intervalle 3-1 , h-0. Ona:

1
Jitdl s P anzry))

d'ou
*
E(J[z“dM): J[t E(Pn(X))E[(Zn(X))Hdx = E(YT

P
par suite E( -ﬁ:l Kd/i):"- E(Y1HOQ < +o0. Ceci montre que presque slrement
JnEln n

fi-presque partout j log Z~ tend vers 0, ce qui prouve le lemme.
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LEMME 2. Presque sirement (i-presque partout i Log PR tend vers EWlog w)

lorsque n tend vers 0,

Soit Q I'espace probabilisé sur lequel les variables W. . sont définies.
3-j » e - *»3n
Munissons 12 x [0, 1[_ de la probabilité P(A) =E(J 1~ dfj). Calculons
E(Log Xn+l |[Xr XE£,..., Xn). Soit < une fonction borélienne bornée de Rn dans R,

on a:
J<p(X1,...,X n)Log Xn+ldtl = j<I<F(X i®.....xnM ,Log x +1(X)Pn+1(x) Zn+l(x) ~
d'ou

|[<p(X1,...,Xn)LogXn+ldP= J1 E jjp(X™(x), Xn(x))LogXn+1(x)Pn, N Z A x ™ d x

- EW Log W) J E jxpix™x), ..., Xn(x))Pn (x)jdx
= E(WLogW)J<p(X1,...,Xn)dP.

Ceci montre que E(Log Xfj+™|X™, ..., XN =EW Log W).

D'autre part :

J(Log Xn)2dP = E(J 1 (LogXn(x))2Pn (x)Zn (x)dx = E(W(Log W): +00

Le théoréme de convergence des martingales de carrés sommables montre que la série

?p} N [:Log Xn - E(W Log V\/)Jl converge P-presque partout ; on en déduit facilement le

lemme.
Les lemmes 1let 2 montrent que

tog,, (InW) LoB PnW + LogHn(In(x)) E(WLoRW)
-nLogc = -nlLogc ienav s “ Log c

presque sdrement pour jj,-presque tout x. On conclut au moyen d'un théoréme de

Billingsley ((1), p. 136-145).
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