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Introduction, p. 4, 1. 15
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Chapitre 8, p. O derniére ligne et p. 00 premiére ligne

La phrase correcte est P posséde une telle parametrixe a gauche
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férentiel ck

(P) est inversible & gauche dans 3'(R")
J(®M)H.
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p. 10 ligne 7
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si et seulement si a
che dans J3'(R™)
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INTRODUCTION

Tous les articles présentés ici ont une préoccupation commune :
étudier 1'hypoellipticité des opérateurs pseudodifférentiels. Avant de
présenter nos travaux, rappelons les différentes notions d'hypoellipti-
cité que nous aurons a considérer.

[He1l] Un opérateur pseudodifférentiel P sur un ouvert Q de R" est dit

hypoelliptique s'il posséde la propriété suivante
@ @
Vued®@Q) ,wcQ,PucC(@® =uc€cC (v
N
[He2]k On dira que P, d'ordre m, est hypoelliptique avec perte de

k dérivées s'il est hypoelliptique et si

-k
Vued(Q) , ¥ Q , ¥s , Pu ¢ Hioc(w) 2 u € HT;Z (w)

On sait que les opérateurs elliptiques sont les seuls opérateurs hypoel-

liptiques avec perte de O dérivées.

Soit S une hypersurface réguliére qu'on supposera donnée
dans R" par xn=0. On suppose que Q:hn_lx]-1,+1[ ou Qn-l est un ouvert
de IRn-1 .

(He3] On dira que P est normalement hypoelliptique (relativement a S)

dans Q si

c 1 * ' = u D :
¥u€D @),¥e_, CO ¥ 1,+1t,pu€cxn(1,® (@ _))?u€ C"n(l’ (@ _4))
[He4] On dira que P est partiellement hypoelliptique (relativement a S)

si

vu € ¢ (1-1,+10®' (1)) %e=q,Pu ¢ cT(w) ® ueC (w)
n

Un opérateur partiellement et normalement hypoelliptique est hypoellip-
tique.

Enfin, on aura besoin d'une notion plus faible que [He3] de régularité
normale

k
[He5] iko, ¥u ¢ Cx: (J-1,+1(, SDv(Qn_i)),VI c]-1,+1[,-v-wn_1cﬂn_1

Pu Ecxn(I,E'(wn_l)) 2 u¢ cxn(I,SD' @ N
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Mon travail s'est développé selon deux axes complémentaires
donner des conditions nécessaires pour que des opérateurs possédent la
propriété [Hej] (j=1a5), construire des parametrixes permettant de
démontrer pour des classes d'opérateurs les propriétés Hel,2 et 4.

Des conditions nécessaires sont données dans [2], (6], (7],
[8], elles sont obtenues essentiellement par deux méthodes : construction
explicite de solutions irrégulieéres [2], E7] en utilisant les équations
du type de Fuchs ou en résolvant des problemes de Cauchy, négation
d'une estimation a priori [6], [8] "microlocalisée".

Des conditions suffisantes sont données dans [1], [3], [4],
(5], (6], (7], [9], [10]. Si 1'on excepte 1l'article [1], la démarche
est toujours la suivante : a un opérateur pseudodifférentiel, on associe
un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux opérant dans ¥ (@R")
et dont 1'inversibilité a gauche permet d'obtenir des résultats d'hypoel-
lipticité. Cette idée a été exploitée tout d'abord par V.V. Grusin.
Dans [3], [7], on utilise des techniques proches de celles de Grusin et
des travaux de P. Bolley et J. Camus, mais on donne alternativement des
démonstrations utilisant les opérateurs pseudodifférentiels a valeur
vectorielle a la maniére de J. SjBstrand, L. Boutet de Monvel, R. Beals
pour construire des parametrixes. De 1'étude de modéles dans t1], (3],
(7], j'ai évolué vers 1'étude d'opérateurs pseudodifférentiels dont la
dégénérescence est décrite en termes plus géométriques. Si on excepte
la théorie des opérateurs pseudodifférentiels, deux outils m'auront
été trés utiles : la géométrie symplectique (tS], [e], [10]) et 1la
théorie des équations différentielles ordinaires, que ce soient la
théorie locale (comportement asymptotique des solutions au voisinage
d'un point) (2] ou la théorie globale (théoréme d'indice, existence de
solutions globales) [3], [4], %7].

Précisons maintenant le contenu de chaque article.

- Dans 1'article [1], on généralise des résultats de T. Matsuzawa

2

o)
et 1'exemple de Y. Kannai (P = 9 + X, = ); On y construit des para-
. 5x2 2 5.2

X1

metrixes pour des opérateurs différentiels du second ordre a coefficients
complexes du type parabolique dégénéré. On retrouve ainsi dans le cas
réel (et dans des cas treés particuliers) des résultats de la thése

de C. Zuily. On généralise ces résultats au cas d'opérateurs d'ordre

plus élevé.

- Dans l'article [2] écrit avec C. Zuily, on montre que les opérateurs
du type de Fuchs introduits par M.S Baouendi et C. Goulaouic ne sont
jamais hypoelliptiques, généralisant ainsi un résultat de Kannai pour
les équations différentielles ordinaires. Ce résultat est utilisé dans
la thése de C. Zuily.

- M.S Baouendi et C. Goulaouic ont montré que ces opérateurs possédaient
par contre la propriété [He5] et il était alors naturel de se demander
sous quelles conditions des opérateurs du type de Fuchs vérifiaient LHe4].
Une telle étude est menée dans L3] en collaboration avec P. Bolley et

J. Camus. On y considére des classes d'opérateurs du type de Fuchs

(ex : P = x (D2 D2V + 2D 4 p D) généralisant les classes de

- 2 Xy X P X1

Grusin et on raméne le probléme de 1'étude de 1'hypoellipticité partielle
4 1'étude du noyau dans Y(R) d'équations différentielles ordinaires &
coefficients polynomiaux. Notre méthode de démonstration a été améliorée
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récemment par F. Nourrigat. [3] contient également 1'étude de la dimen-
sion du noyau dans F@R) de nombreux opérateurs différentiels, qui donne
lieu a des applications ([4], Tréves-Gilioli, Menikoff, Yamamoto).

- Dans [7], on montre que [He4] n'est pas le privilége des Fuchsiens,
et on considére avec les mémes techniques que dans (3], des opérateurs

o) e ,
non-Fuchsiens, (35 P Xy 3;; + i 3;;), veérifiant [He4]. On montre qu'ils

ne vérifient pas [He5] en utilisant un théoréme de Cauchy-précisé
(Bony-Schapira).

- Dans [8], on fait quelques remarques sur un théoréme d'HBrmander, on
montre comment ce théoréme, de localisation des estimations a priori,
permet de montrer la nécessité,pour avoir 1'hypoellipticité maximale
(He2),des conditions suffisantes apparaissant dans les travaux de
Grusin et dans [4] [5].

Deux articles fondamentaux sont a la base de mes autres articles [4],
[5], [6], [9], [10]. Ils démontrent tous les deux 1l'existence de para-
metrixes pour des opérateurs pseudodifférentiels a caractéristiques
multiples : le premier est du a J. SjBstrand [SJ], le second a L. Boutet
de Monvel [BM]. On y considére des opérateurs pseudodifférentiels régu-
liers d'ordre m, i.e dont le symbole complet p admet un développement

@
asymptotique en termes homogénes d'ordre m-j : p~ I p

j=o. *
lent a 1'ordre k sur un cdne lisse I du fibré cotangent T Q\0, au sens
suivant

. ui s'annu-
m-j’ q

ki
Si on désigne par S*Q, 1'ensemble des (x,E) ¢ T Q tels que |E|=1, par
' . ¥
dz(x,§) la distance pour un point (x,§) de SQ aZ NS Q,3c, C' > 0;

k-2 o
lpm_j(x,g)l s C dg (x,€) pour (x,8) € S°Q, 2j <k

¢ K
lp (x,8)] = ¢t ap(x,8)

On associe a P en tout point (x,§) de £, 1l'opérateur oi §(P) défini par :
b

K (p) 2 1

(o]
x,§

= 2" (207 b o) ¥
|a+ﬂ|+2j=k al!p! ox ?gi m-j ’ y

qui est un opérateur différentiel surIRn, a coefficients polynomiaux,
de degré total inférieur a k.

Cet opérateur n'est pas un invariant (il dépend d'un choix de coordonnées),
mais son orbite (par conjugaison par le groupe métaplectique) est bien
définie de maniere invariante. C'est l'objet de [5]-et c'est redéve-

loppé dans [6]. Dans [SJ], il est montré, que lorsque X est symplectique
(ex : D2 +x2D% 42 D ), si o® _(P) est inversible a gauche dans Y®"),

_ X, 2 X X, x,§

alors P est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées. Dans le cas k=2,
[SJ] donne des conditions nécessaires et suffisantes d'inversibiliteé

qui s'expriment a 1'aide d'invariants construits a partir du Hessien du
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symbole principal et du symbole sous-principal.

Dans [BM], 1'auteur redémontre ces résultats en introduisant une classe
d'opérateurs pseudodifférentiels contenant les opérateurs s'annulant a
l'ordre k et leurs parametrixes quand elles existent. Il traite également

le cas ou & est involutif (ex : Di +A Dx ) mais le formalisme développé
2 1
dans [BM] permettra d'aborder le cas général.

Dans [4], utilisant des résultats de [3], on étudie le cas ou T est
symplectique de codimension 2, mais k>2 (L. Rodino a travaillé ultérieu-
rement dans cette direction) ; On traite complétement le cas k=3.

Dans sa thése de 3éme cycle, A. Grigis [GR] traite le cas ou le rang de
la 2-forme symplectique restreinte a £ est constant.

LGR] et [BM] conduisent naturellement a L6]. Cet article écrit avec

L. Boutet de Monvel et A. Grigis, montre que, sans hypothése sur I,

P est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement si

c%x,g)(P) est inversible a gauche dans S@®™) en tout point de £. Une

des nouveautés de [6] est qu'il courcircuite l'utilisation des Fourier

intégraux (qui était essentielle dans (SJ]),remplacant des problémes

de géométrie symplectique par des problémes d'algébre linéaire dans

chaque fibre du fibré normal a £. L'étude faite dans [6] des opérateurs

différentiels a coefficients polynomiaux, dépendant d'un paramétre,

sera réutilisée dans [10].

Dans [9], on revient au cas symplectique, k=2, (ex : D2 +x2 D2 +A D_ )
—_ X5 2 Xy Xy

et on suppose que la condition nécessaire et suffisante d'hypoellipti-

cité avec perte d'une dérivée n'est pas satisfaite. On étudie (He2)

avec 3/2 S k<2 et on obtient des conditions nécessaires et suffisan%es,

qui s'expriment "en général' avec les memes invariants que précédemment.

Plutdt que de raffiner simplement le travail de (sd] plus adapté a priori

pour obtenir ces résultats (ce que j'avais fait dans une premiére

version avec l'aide de J. Sjbstrand), j'ai finalement préféré développer

le calcul symbolique de [BM], en utilisant en particulier ses opérateurs

d'Hermite. :

A la fin de [9], on posait un probléme sur la sous-ellipticité des
systémes, qu'on résoud dans un cas assez général dans [10]. Le probléme
est le suivant :

Soit P1 (resp Pz) un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 1/2

caractéristique sur 21 (resp 22) et vérifiant sur 21 (resp 22)
1{p p,} < 0 (resp 1{p P~} < 0)
i1 tiF2rh2

Soient A et B des opérateurs pseudodifférentiels réguliers d'ordre O,

P1 B

alors P= (A p ) est il sous elliptique avec perte d'une demi-dérivée ?
2

~

P

(P1P2+A) est il hypoelliptique avec perte d'une dérivée ?

On répond par l'affirmative a ces deux problémes.
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Nous nous proposons dans ce travail de donner des conditions suffi-
santes d'hypoellipticité pour des opérateurs d'ordre 2m (m entier) du
type

d 2m-1

m
o)
Y a2m(x,t,. 5;) + jio aj(x,t,.

L = )

T [N
|-

9
ox

ou (x,t) est un point courant d'un ouvert G’deIR2><IR et ou, pour j

entier (0< j<2m), aj(x,t,g) désigne un polyndme homo;;ne de la variable

€ dans Ifl, dont les coefficients sont de classe C” dans (.

Les résultats que nous démontrons généralisent ceux récemment obtenus

par T. Matsuzawa [7], Y. Kannai [4] et YF Kato [6], dont nous utilisons
les méthodes.

Notons que des résultats d'hypoellipticité pour des classes voisines
d'opérateurs se trouvent aussi dans [11].

Les hypothéses de base de ce travail sont les suivantes : 1le symbole
principal de 1l'opérateur L vérifie une condition (inspirée par les travaux

de F. Tréves [9], [10]) du type

[

pour certaines valeurs de t et t'.

t k+1|§|2m

Re a2m(x,s,g)ds > C(t-t") , keN

t!

D'autres hypothéses assurent la prédominance de Re a par rapport aux

2m
autres termes de 1l'opérateur.
Sous ces conditions, on montre qu'on peut construire pour 1l'opérateur
transposé une paramétrix approchée a droite du type suivant
t s A
Kv(x,t)= [ [ e8>k (x,g,t,t") V(E,t)aE . at'
n
T R
o
V(x,t)GC:(O)

ou K(x,g,t,t') est un symbole dont le terme principal est donné par

t
-It' a, (x,s,£)ds
KO(X,g,t,t') = e

L'hypoellipticité de 1'opérateur L se déduit alors des propriétés de
régularité du noyau de l'opérateur K par un procédé classique [8].

On montre par exemple 1'hypoellipticité dans If““lde l'opérateur

2 £ (27 4 |x|?P) ‘th(x,t,-l- <)

L =33 I ox
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ou £, r, p, m sont des entiers positifs vérifiant p>m et ou

Reft. (x,t,e)>cC | |2m pour (x,t,s) dans rR™1x ",

Au § 1, nous énongons le théoréme principal de cet article. Ce
théoréme contient le théoréme 1.1 de [7], le cas étudié dans [4], et

les théorémes 1 et 2 de [6].

Au § 2 on rappelle (cf. [4] et [6]) comment la démonstration de
1'hypoellipticité se raméne a la construction d'une famille de paramé-

trix approchées pour 1l'opérateur transposé.

Au § 3, on construit formellement ces paramétrix en utilisant les
méthodes de [7].

Aux § 4, 5, 6, on démontre les estimations qui permettent de donner

un sens a la construction formelle.



& 1. ENONCE DU THEOREME ET APPLICATIONS

Soit @ un ouvert dejBn+1, I un intervalle ouvert de R, ( un ouvert

relativement compact de R".

x= (x .,xn) désigne un point courant de Ifﬂ t un point courant de R.

17

On considére l'opérateur défini dans (3 par
2m-1
109 1
(x,t,;-g;) + jgo aj(x’t’T

3

(1.1) L=at- )

a2m

R
ox
ou pour j entier (0<j<2m), aj(x,t,g) désigne un polyndme homogéne d'ordre

j de la variable ¢ dans R" & coeffidents dans C®(@®).
g

Pour (Q et I fixés tels que Qx I Soit contenu dans (3, on fait les

hypothéses suivantes.

[H1] (cf. [10])
-il existe To dans I, k dans N et une constante C strictement positive
tels que la propriété suivante soit vérifiée

pour tout (x,t,t',g) dans Qx Ix Ix R" tel que t' appartient a 1'in-
tervalle joignant t a T , on a

t

(1.2) Re(f azm(x,s,g)ds) > C|t-t||k+1
- t'

Bhs

[H2]
I1 existe des constantes réelles g et 7 telles que, pour tout entier j

(0<j<2m), pour tout (a,p) dans N" x N vérifiant

lal + |l +3 >0 (Ja] + §)o+ (Il + 3)7 < 1
il existe des constantes Ca B, j telles que, pour tout (x,t,g) dans
’ 9

QxIng on ait

aa+ﬁ (
(1.3) = a, .(x,t,8)| <

axBaga 2m-j

1-(lal+ide-(Igl+i) 7| (2m{ (al+ide+ (|Bl+i)7]-|al-;
< Cy g jlRen| H .




[H3]

et 7 vérifient la condition
(1.4) 2m —— (74 8) < 1
k+1
Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant

Théoréme 1.1 : Si L est défini dans O par (1.1) et si pour tout point

(x,t) de @, il existe un voisinage relativement compact de la forme
Qx I inclus dans O ou les hypothéses [H1], [H2], [H3] sont vérifiées,
alors L est hypoelliptique dans 0.

Donnons trois applications a ce théoréme

Exemple 1 (voir [7]) : On suppose n=1, I=7]-1,+1[. On considére 1'opé-

rateur défini dans Qx I par

2

L = 24 a(x,t) a—2+ b(x,t) =+ c(x,t)
at ox 9x

et on fait les hypothéses suivantes

[(1.5) Rea(x,t) > 0 dans Qx I.

(1.6) Pour tout x dans (), la fonction t-Re a(x,t) a seulement des
zéros d'ordre pair inférieur ou égal a 2¢/ dans 1l'intervalle I.

(1.7)* 11 existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans Qx1I,

on ait
|Ima(x,t)| < CRealx,t) .

(1.8)% 11 existe une constante C et un réel e strictement positif tels
que pour tout (x,t) dans Qx I, on ait

1 1

S+ €= =7
bl + [m 32| < ¢ (Rea)® ¥

Alors L est hypoelliptique dans Qx I.

En effet des hypothéses (1.5) et (1.6), on déduit que [H1] est vérifiée
avec T =-1 et k=24. On déduit également (cf. [9]) que

* On peut bien entendu affaiblir (1.7) et (1.8) en les supposant vraies
sur tout compact K de Ox1I.
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Pour tout compact K dans Ox I, il existe une constante C strictement
positive telle que, pour tout (x,t) dans K, on ait

1
(1.9) |Re %— | < Cx (Re a(x, )2

De (1.7), (1.8), (1.9), on déduit que [H2] est vérifiée avec =0
1

=5+ ==~ E.
[H3] est alors vérifiée.

Cet exemple donne un trés légére amélioration du théoréme (1.1) de [7].

Exemple 2 (voir [4], [6]) : On garde les notations de 1l'exemple 1 et
on considére 1l'opérateur défini par

L =i+ta(x t) 62+b(x t) — o +c(x,t)
dx dx ox

et on fait les hypothéses suivantes

[(1.5)" = 1.5) ; (1.6)' = (1.6) ; (1.7)' = (1.7)
(1.8)' I1 existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans Qx1I,
on ait
1
b|+|t1m ISCItReﬂ

Alors L est hypoelliptique dans Qx I. En effet, on vérifie que les hypo-

théses du théoréme sont satisfaites avec g =0, 7:%, To= 0, k=24 + 1.
3 . (42, .4y 2%
Exemple 3 : L'opérateur L=—+ (t7+ x") ~— est hypoelliptique
ot dt
2
dans R .
3 2 3
Signalons que L=—+ (t+ x)© =—— ne 1l'est pas.
4
ot 9X

Avant de commencer la démonstration du théoréme, faisons quelques remar-

ques préliminaires

Remarque 1.1 : L'hypoellipticité étant une propriété locale, on suppo-

sera dans la suite que O0=QXx I et que L vérifie les hypothéses [H1], [H2],
[H3] dans QX I.
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Remarque 1.2 : L'opérateur tL transposé de L s'écrit sous la forme
2m
N -1 1 3
P = - L = at+ Z bJ(x’t’i ax )
j=o ,
ou . bj(x,t,g) (j=0,...,2m) est un polyndme homogéne d'ordre j de

la variable £ dans R" 3 coefficients dans c® ().

De plus b, = a, , et les bj(x,t,g) (0<j<2m) vérifient 1'hypothése

2m 2m
[H2] avec les meémes constantes g et 7.

Remarque 1.3 : Soit L le transformé de L par le difféomorphisme

(x,t) » (x,-t), alors -L vérifie les hypothéses [H1], [H2], [H3].

Remarque 1.4 : De la remarque 1.3, on déduit facilement que 1'on peut

toujours se ramener, quitte a restreindre Q et I, au cas ou I=']-1,+1[
et ou T =-1ou To:=0, si 1'on veut démontrer 1'hypoellipticité de L au

voisinage du point (x,0) de Qx I. On fera cette hypothése dans la suite.

Remarque 1.5 : On peut remplacer [H1] et [H3] par des hypothéses dif-

férentes

[H1]' (cf. [10])

El existe To dans I tel que

pour tout (x,t,t',g) dans QxIxIxR" tel que t' appartient a 1'in-

tervalle joignant t a T, on a
t
2)! : d
(1.2) Reft' azm(x,S,é) s >0

l'inégalité étant stricte lorsque t est différent de t'.

[H3]"

7 et g doivent vérifier la condition

(1.4)! 2m(t+6) < 1 .

Par exemple l'opérateur

_ 1
2 2
L=-a—+e t+x az
ot ox

est hypoelliptique dansIRz.



§ 2. REDUCTION DU PROBLEME A LA CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE PARAMETRIX

Grace a la remarque 1.4, on a vu qu'on pouvait se ramener au cas ou
I=7]-1,+1[ et ou T est égal & -1 ou O.

Nous supposerons dans la suite que T0==0, pour deux raisons
1) Le cas T, est un peu plus délicat.

2) Le cas T =-1a été traité dans [7] dans un cadre plus restreint,
mais la construction formelle des parametrix est exactement la méme et
seules des estimations sur des symboles seraient a vérifier. Or ce sont

les m&8mes que dans le cas To=(L

Signalons enfin que les techniques utilisées dans ce paragraphe ont été
utilisées par [4] et [6] pour démontrer des résultats analogues, c'est
pourquoi nous ne donnerons pas de démonstration des propositions qui

suivent.

L . 3 1
Proposition 2.1 [4], [6] : Soit M==sg+ p(x,t,+

, S
i
un polyndme en £ a coefficients dans c® (Q x ]J-1,+1[) ) un opérateur possé-

o) .
3;) (ou p(x,t,E) est

dant la propriété suivante

pour tout ouvert w contenu dans Q, et toaut réel e (O<e<1),
ued'(Qx J-1,+1[), Mue C”(wx J~e,e[)=ue C (wx [0,e[) NC¥(wx ]-£,0])

Alors M vérifie la propriété suivante

pour tout ouvert y contenu dans (2, et tout réel & (0O<e<1),

ued' (Qx ]-1,+1[), Mue C™(wx J-e,e[)=ue C™(wx J-¢,e[) .

En vertu de la remarque 1.3 et de la proposition 2.1, il suffira pour dé-
montrer 1'hypoellipticité de L dans Qx I, de montrer que la propriété

suivante est vérifiée

[(P1] Pour tout ouvert y contenu dans (), et tout réel e (0O<e<1)

ue®@'(Qx ]-1,+1[), Lue C™(wx ]J-e,e[)»ue C(wx [0,e[)
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Montrons maintenant comment la propriété P1 se déduit de la construction

d'une suite de parametrix approchées pour le transposé de L.

. t 3 2m 13
Considérons Px,t = - L = g;w—jzo bj(x’t’]T§§) et posons
U = (Qx R;x]-1,+1[x[0,1[)
W="U-{(xy,t,t")eU, (x,t)=(y,t")}
o= {(t,t") eIx[0,1[ ; t'<t)
T = {(t,t")ETIx[0,1[ ; t'st}

TPZ] On peut construire deux suites de distributions sur U, Kj(x,y,t,t')

et Fj(x,y,t,t') telles que, pour tout j dans N on ait

(2.1)* pour tout (x,y,t,t') dans U\ (Qx R;XE), on a
Fj(x,y,t,t') =0
=0

Kj(x’y,t’t')
(2.2) pour tout (x,y,t,t') dans U, on
J
P (2 K (xy,t,t")) = 8(x-y,t-t")+ Fj(x,y,t,t')
(2.3) K€ c (W)
(2.4) ¥ g(y,t")€ C:(R;x 10,10) 5 <Kj,9>y 41 € c®(ax ]-1,+1[)
(2.5) ¥ y(x,t) € C:(Qx 1-1,+1[) ; K ¥> L€ c®@x [0,1[)
b

(2.6 Pour tout entier N positif, il existe un entier M tel que, pour

tout j supérieur a M, Fj(x,y,t,t') soit dans c"(U).

* On utilise abusivement la notation fonction, mais ¢a ne prétera pas

\ -
a confusion.



Remarque 2.1

(2.3), (2.4), (2.5) expriment que Kj est un noyau "trés régulier" en

un sens voisin de celui de [8].

(2.6) exprime que Fj est, pour j suffisamment grand, régularisant.

On démontre alors facilement la propriété suivante

Proposition 2.2 : Si l'opérateur —tL vérifie la propriété [P2], alors
L vérifie la propriété [P1].

Dans les paragraphes suivants, on montrera comment on peut construire les

suites Kj et Fj et comment la propriété [P2] se déduit d'estimations sur

des symboles.

§ 3. CONSTRUCTION FORMELLE DES DISTRIBUTIONS Kj et Fj DANS LE CAS TO=:O

Les Kj et Fj seront des noyaux distributions associés a des opéra-
teurs du type suivant : pour v dans C:(Q><]O,1[) et (x,t) dans
Qx ]-1,+1[, on pose

t .
(3.1) [K]v(x,t) = [ [ | e “ %18k (x,e,t,t") V(g,t")agat’
o IR

A 1 -i<y,&g>
e, t1) = —E0 e v(y,t")dy .
s (2n)™/2 J‘m“

Le noyau associé a K est alors défini dans u par

(3.2) K(x,y,t,t') = 1<X-¥,8> g (x,e,t,t"') dE

—1 e
(2n)n/2 j‘mn
L'idée directrice étant de construire une paramétrix de l'opérateur

= -tL, on cherche [K] de telle sorte que, pour tout v dans Cz(Q><]0,1[),
on ait P[K]v=v dans {x J0,1[.

Par un calcul formel nous avons

i<x,g>

P[K]v = J“]Rne K(x,E,t,t)v(g,t)de

t i<x,g>| 9 2m
B I [a_t
o R

. bj(x,t,-il-a%-c-+ g)] K(x,E,t,t")V(g,t")dE at"
j:O
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de sorte qu'on est amené a résoudre

- 3 2m 13 n
(3.3 3t ¢ jEO bj( t, T 55+ 8)) K(x,g,t,t') =0 dans Qx ]Rgxz:
K(x,g,t,t')t_t, =1 pour t'>0 , (x,§) dans Qx]R;l

| K(x,E,t,t") = 0 pour -1<t<t'<1, t'>0, (x,Z) dans meg .
On va trouver K de maniére approchée, en résolvant d'abord

(3.4) L, K

(ait-.;.b (x,t,g) Ko(x,g,t,t') = 0 dans Qx ]Rgxz

Ko(x,g,t,t')tzt, = 1 pour t'>0 , (x,g) dans Qximg

Ko(x,g,t,t') = 0 pour (x,g) dans Qximg ; —1<t<t'<1; t'>0

On pose
2m 1 3%, . . o
(3.5) L,= 5 — —2mj (x,t,§)("]‘ j_)
j:O a a! aga 1 ax

et on résoud par récurrence pour j dans N

n
(3.6) L, Kj+1(x,§,t,t') = - L2Kj(x,§,t,t') dans Qx mgxz

1(x,§,t,t') = 0 pour -i<tgt'<1l, t'>0:, (x,g)dans Qx Rg

On vérifie alors formellement que : pour v(x,t) dans C:(Q><]O,1[), on a
dans Qx JO,1[

t .

_ 1<Xx,E>
P([Ko]+...+[Kj])v(x,t)..v(x,t)4-fo I]fle Lsz(x,g,t,t')v(g,tl)dgdt!
On pose
(3.7) F (x,g,t,t1) = Lsz(x,g,t,t') dans Qx n‘g‘x J-1,+1[ x [0, 1
[F.] est alors défini par (3.1) et F.(x,y,t t') par (3.2).

On a ainsi construit formellement les suites K. (x,y,t t') et F. (x,y, ,t")

dont on va montrer maintenant qu'elles ver1f1ent [P2]
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§ 4. ETUDE DE K_(x,y,t,t')

On démontre dans ce paragraphe que Ko(x,y,t,t') défini par (3.4)
et (3.2) vérifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

Précisons d'abord quelques notations

S: 6(QxIan) désigne 1'espace des symboles d'ordre m introduit par

b

Hbrmander [1], [3] muni de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet
(voir [3]).

On pose

sT°(ax RY) = n ST (QxRY)
mezZz P g
Pour A inclus dans IxI et p dans N, on désigne par Sp(A,SE 6(OxIRg))
b
1'ensemble des fonctions K(x,g,t,t') telles que 1l'application

(t,t") -K(x,g,t,t') soit de classe tP de A dans SE 6(ijRg) et on pose
b

m n _ P m n
8(A,Sp,6(ﬂx Rg)) = N &€%(y,S 6(Qx]Rg))

p=0 e
. " . . p 13 _13 _13
Enfin, on utilisera les notations : Dx.-i 3%’ Dg_ i3’ Dt_ 13t
Proposition 4.1 : Pour tout €> 0, nous avons

(4.1)  K_(x,8,t,t") ¢ £(g,57(ax RIDN N EP(E,S:*i"'p(Qx RD))

p=0 g
2mk 2mk
mch=1—EHue, 6=m4.7

(4.2) Pour tout (a,ﬁ,pl,pz) dans N"x N"x Nx IN tel que 2m(p1+ p2)< la],

la quantité

P, P
o, 'p, 208 0%k (x,g,t,t")(1+ gD

-6lﬁl+p|a|-2m(pl+p2)—s
t "t "x g I

Efnd vers zéro uniformément dans QxZRg>(E lorsque t tend vers t'.

n —
X

g

En abrégé, 3 signifiera convergence uniforme dans QX R



-12=

Démonstration : D'aprés la remarque 1.2, on a lesinégalités suivantes

)k+1|§|2m

t
-t n
(4.3) Re‘rt' bzm(x’s’ g)ds > C(t -t dans QX Rg X5

(4.9)] ¥ (a,p) e N"xIN"; |alo+ |plr<1

1- - 2 )=
IDingzm(x’t’g)lSca,glRebzmI lale-1pl+ e | m(|ale+|pl®)-]al

| dans Qx I X ]R;l .

Lorsque TO=O, k est impair et Reb2m(x,t,§) est positif pour t positif.
La solution Ko(x,g,t,t') du systéme (3.4) s'écrit explicitement

t

n —
exp(—‘rt'bzm(x,s,g)ds) dans Qx R_ X

. z
(4.5) K (x,g,t,t') = ,
0 pour (x,§) dans Qx Rg , —1<t<t'<1, t'>0

De (4.3) et (4.5), on déduit aisément que : Ko(x,g,t,t') €e(z,s " (ax Rg)).

Nous allons maintenant démontrer en plusieurs étapes que

(4.6) K € N 6p(§,se+§mp(nx Rr™)
° p=o0 P g

i) Nous avons trivialement

(4.7) |Ko(x,§,t,t")| < 1 dans QX m‘g‘xE

(4.8) | (K, (x,8,t,60) - D (14 [D7%| =0

lorsque t tend vers t', € assure en effet 1'uniformité en .

(o4

3

ii) Etudions maintenant DgD Ko(x,g,t,t'). C'est une somme de termes

de la forme
t
Tt s T Baateieic)e
. (I ,Dx Dg b, (x,5,8)ds) e
eyt
(ou § est un sous-ensemble fini de N)

qu'on peut écrire de la maniére suivante
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t
-y (x,s,8)ds
t B. a, Vil  Poplxss
1T- ((I DxJ D Jbzm(x,s,g)ds) e t! )
363 ! g€
avec 'yj> 0 ; g YJ =1 laj|+ Ile > 0
JET
z lagl=lal 5 5 I, = gl
jey jes

Outre (4.3) et (4.4), on utilisera dans le cas ou les hypothéses de
(4.4) ne sont pas vérifiées, 1'inégalité suivante qui est toujours

vérifiée (quitte a restreindre Qx I).

(4.9) Pour tout (a,p) dans N" x N, il existe une constante C, telle
que pour tout (x,t,g) dans Qx [0,1[XIRn , on ait

a+p
2

|2m-|a|
Baga 2m

<cle

Lorsque Iajle+ Iﬁjlrg 1, on déduit de (4.4) que

t a. B. t 1-|a.|e—lB.|r
(4.10) | 'DgJDbezm(x,s,g)dsl < C(j‘t'lRebzmlds) J I x

. . 2m . -la.
ey lealerlpgleamolagliaslpl-la ]

Lorsque laj|e+ lﬁjlrz 1, on déduit de (4.9) que

t

a. B. 2m-|a. |
4.11
( ) Ift,DgJDxi' bzm(x,s,g)ds] <c(t-t") el J
De (4.3) et (4.11) on déduit alors que
(4.12) si |aj|6+ laj|¢s1
t %5 Py
II 'Dg D, b2m(x,s,§)ds| <
k k
t! 1-la.|lg.—=—-|p.lT.—=—= 2mp —Ia | +2m=. —|;3 |-la. |
<C(I IReb2 |ds) 377 kel J k+1| | ke ]
t m
(4.13) si |aj|9+ ijlzm
1 k
t! —y .ZmE:T-Ia.I

K+ 1
ft.DgaD Jb (x,s,g)dsl < c(J”t IRemeIds) 1 el
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Grace a (4.12) et (4.13), on montre facilement que pour tout j dans g,
il existe une constante C, telle que, pour tout (x,g,t,t') dans

Qx ]Rgxf, on ait pour |§|>1

t
_ijt' b2m(x,s,§)ds t a. p.
(4.14) |e urt' Dg'] DXJ b, (x,s,8)ds| <

2mko ) 2mk7
(——-1 la. | + lp. |

k k+1

<C |§| +1 J + 3

Vu 1l'expression de DiDa Ko(x,g,t,t'), on en déduit que, pour tout (a,p)

dans Nnx]Nn, il existe une constante Ca B telle que 1l'on ait dans
— ’
Qx ]Rnxz
2mkg 2mkT
. | ,,(k+1-1)'|+ N
)
(4.15) lengKo(x,g,t,t) sca’B(u el
k k
On a donc = 1-2m.me, 6 = 2m.k+1'r

On déduit de (4.15) que pour tout &> 0, pour tout (a,p) dans N" x N7,
Ial >0

(4.16) DiDgKo(x,g,t,t') (14 ]gl)’f’l'ﬂ""l"‘l'e 2 0 lorsque t\t'

Py Py B
iii) On veut étudier maintenant D, "D, D §

jouant un r8le symétrique, nous nous contenterons d'étudier un terme de
que,

K(x,gtt) t ettt
la forme

DEDi DgKo(x,g,t,t')

C'est une somme de termes de la forme

t
-f Y5 bzm(x,s,g)ds )

t a. B v¢
TT D, %3 p_J DxJ bzm(x,s,g)ds) e
J€y t'

avec les notations de ii) et la relation y p. = p
jes Y

On étudie dans la suite, un terme du produit, qu'on note

t
—y j‘t' bzm(x,s,g,)ds]

t
DE [I Dg DE;b2 (x,s,g)ds . e
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et qui est une somme de termes de la forme

v/ ,bzm(x,s,g)ds

P t P v
1 a . B 2 t
D [Ittng Qxbzm(x,s,g)ds] .(Dt e

avec p,+ P, =P .

Nous distinguerons deux cas

a) p, = 0
On a alors la majoration suivante pour |§|> 1
t
t 5 myft'bzm(x,s,g)ds
u[’t'Dg Dxb2m(x,s,§)ds .DEe <

t
~ Re b, ds
th, 2m 2mp

t
sC(It' ngDinm(x,s,gﬂds)e ]gl

I1 résulte alors des calculs de ii) qu'il existe une constante C, telle

que, pour tout (x,g,t,t') dans QxﬁRn>(E vérifiant |§|> 1, on ait

t
myft' b2m(x,s,§)ds

t

(4.17) J‘t'Dg Dinm(x,s,g)ds .Dfe <
< C'glzmp-p]a|+6’ﬁ|
b) P, > 0
Alors pour |§|> 1, on majore grossiérement
P t 2m—|a| 2mp -p|a|+6|B|
Dtl(j' Dg ngzm(x,s,g)ds) < ¢ |e| <clel 1
t'
t
'Y.f b2m(x,s,§)ds 2mp,y

t! )sclgl

p
2
D, (e
On a ainsi montré que dans tous les cas on avait l'inégalité

t
_Y‘rt'me(x,s,é)ds]

t
P a B
(4.18) Dy [‘rt' 1)§ Dxbzm(x,s,g)ds . e <
< |§|2mp-p|a|+6|5| pour |E| > 1.

Les inggalités passent au produit et on en déduit qu'il existe une
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constante C, telle que, pour tout (x,g,t,t') dans ijRE)(E', on ait

P, Py 2m(p1+P2)-p|a|+6||3|

(4.19) |p, 'p 2pPp?

t ot Tx gKo(X,g,t,t')l SC(1+|§|)

On démontre alors facilement (4.2).

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.1.

Remarque 4.2 : La démonstration de la proposition précédente montre

qu'on a l'estimation plus précise suivante qui sera utile ultérieurement.
Pour tout réel positif ¢, (c< 1), pour tout (a,ﬁ,pl,pz) dans N" x N x N x IN,

il existe une constante Ca,B,pl,p2 telle que 1'on ait dans QxiRQ)(E

P, P
172 a
(4.20) o, Dt,DiDgKo(x,g,t,t')l <
-plal+6|ﬁ|+2m(p +D,)
< C, (1+ ]g]) 17271k (x,e,t,tM) ] .
a’B’p19p2 (o]
Remarque 4.3 : L'hypothése que a2m(x,t,g) est un polyndme ne sert que

pour montrer (4.2).

[Proposition 4.4 : L'intégrale oscillante (cf. [3])

(4.21) K (x’y,t’tl) = _L—J" el<x—y,§>
(o) ]Rn

K (x,g,t,t") dg
(2n)n/2 0 g

| définit une fonction C” dans W.

Démonstration

i) Par définition Ko(x,y,t,t') = 0 pour t<t' ; t'>0.

ii) Si (t,t') appartient a ¥, on montre aisément la majoration

p, P -
(4.22) IDtlnt? DiD;(e1<x_y’§>l(o(x,§,t,tn)| <
la|+2m(|p]+p +p,)
< Ca B p(1+ |§|) 172 exp(-clgl 2m(f--t')k+1)

et de (4.22), on déduit facilement que Kb(x,y,t,t') est indéfiniment dif-
férentiable dans 1'ensemble : {(x,y,t,t')cvUu , tAtr ).

iii) Par ailleurs, si x#Zy (on suppose par exemple xl;é yl) et (t',t)
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appartient i Y, nous avons pour tout j dans N

. \i .
(x, -y )IK (x,y,t,t") =—1—— ((1 _a_) 1<x‘y’§>) K t,t1)d
Y o XY (2n)n/2 II{‘ i agl € o(x’g’ yt1)dg

(-1)‘_j i<x-y,e> [1 9 J
3

Ces égalités sont a considérer comme des égalités d'intégrales oscillantes.
GrAce a la proposition 4.1 et a 1'estimation (4.2), on vérifie aisément

que pour tout (pl,pz,B,a,j) dans Nx Nx N'% N x IN vérifiant 1'inégaliteé

2m(p1+ p2)+ |ﬁ|+ lal <p.j-1

La quantité

p, P .
(4.23) b, 'p? DiD; (x-y) K (x,7,t,t)]

tend uniformément vers zéro dans {U\ {x=y}} lorsque t tend vers t'.

Ko(x,y,t,t') est donc, puisque j est arbitraire, indéfiniment différen-
tiable dans 1 'ensemble {(x,y,t,t') e U, x£y}}.

La proposition est ainsi démontrée.

Proposition 4.5 : Pour toute fonction ¢ dans C:CR;><]0,1[), la distri-

bution

<K0(x,y,t,t'),cp(y,t')>y est dans C®(Qx ]-1,+1[)

yt!

La démonstration est immédiate en utilisant le fait que pour tout N, il

existe une constante CN telle que, pour tout (£,t') dans R" x ]0,1[ , on

ait
-N
18, 0] < cy(1+ 1D
Proposition 4.6 : Pour toute fonction Yy dans Cz(Qx.]—1,+1[) la distri-
bution

<Ko(x,y,t,t'),\|/(x,t)>x est dans C*(Qx [0,1[)

,t



-18-

Démonstration : Posons F(g,t,t') =J- e1<x,§>

Q
Nous utiliserons le lemme suivant [3].

Ko(x,g,t,t')w(x,t)dx .

"Lemme : Soit Q un ouvert de R", a(x,%) un élément de S" 6(QxIRn) et
b
v(x) une fonction de C*(Q), alors pour tout entier N, il existe une cons-
o

tante C telle que 1'on ait pour § dans R"

N’

m+O6N-N

(4.24) IIQ ei<x’§>a(x,§)v(x)dxl < CN(1+ le ]

De ce lemme et de la proposition 4.1, on déduit que F(E,t,t') appartient
4 (T, (R"). On remarque alors que
1 -i< >
[ Kyttt Ovx,tlaxat= [ e V28R (g,t,t")de at
OxI . “t' "R

I1 est clair, sur cette expression, que <K ,y> est dans c”x[0,10).

On a ainsi démontré que Ko(x,y,t,t') vérifiait (2.3), (2.4), (2.5).

Remarque 4.7 : Dans cette partie, nous n'avons utilisé de 1'hypothése

[H3] que les inégalités 2mk7 <1 et 2mkg < 1 qui correspondent aux .
. k+1 - k+1

conditions habituelles dans les classes S : 6<1l et p>0.

py0

§ 5. ETUDE DE Kj(x,y,t,t') POUR j> 0

On démontre dans ce paragraphe que Kj(x,y,t,t') défini par récur-
rence par (3.6) et (3.2) vérifie les propriétés. (2.3), (2.4), (2.5).
Rappelons que, pour j dans N, on définit Kj(x,g,t,t') par

t .
—‘J“ Ko(x,g,t,s).L2Kj(x,§,s,t')ds dans megxf‘
1
(5.1) Kj+1(x,§,t,t')= t
0 dans QX mgx {Ix [0,1[\T}
roposition 5.1 : Il existe T (7>0), tel que pour tout & strictement

positif, on ait, pour tout j dans N

(5.2) K.(x,€,t,t") c€(z,5"(@x R™n n eP(F, s2mP-N-J (ox D))
J € pso psd : 8
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(5.3) Pour tout (a,ﬁ,pl,pz) dans N'x N x N x IN tel que
2m(p1+ p2)< |a] + 2mj, la quantité

P, P ~8|pl-2m(p +p d+plal+n. j-¢
1D2DBDaKj(x,g,t,t').(1+l§|) 12

Dy "Dy Dy D

tend uniformément vers zéro dans Qfon>(§ lorsque t tend vers t'.

- g

Remarquons que pour j=0, la proposition a été démontrée au § 4. Nous
procéderons en plusieurs étapes.

i) Par récurrence sur j, on démontre facilement que, pour tout

(a,B,p.,p,) dans N x N"x Nx N, il existe une constante C .
1’72 a,B,plypzyJ
telle que 1l'on ait dans QXZR2><2:
P, P
(5.4) lntlnt?nﬁnng(x,g,t,tv)l <

_ . 2m(p_ +p +18l+]al+d)
(14 ISI) 172

C exp(-c(t-1t")
PysPys@yB, P

< k+1l§|2m).

Ceci démontre le premier point de (5.2).

ii) Montrons que Kj(x,g,t,t') appartient a SO(E,S:_QJJ(ijRQ», On
’

raisonne par récurrence sur j et on suppose donc que
. 1pB p® N < e-1.3+8|p|-plal
(5.5) 3 7>0; leDng(x,g,t,t)l ca,B(1+|g|)
n —
dans OX R Xy .
Nous aurons a utiliser le lemme suivant

Lemme 5.2 : Sous l'hypothése [H1], on a la majoration suivante
pour tout réel c, 0<c<1 et tout réel h, O<k <1, il existe une constan-
te Ck~ telle que 1l'on ait dans QX Rgx.{j

2m
k+1'k

t t -
| (5.6) Ift' exp(-c J"SRe bzm(x,s',‘g)ds')dslg G (1+ lg])

+1|. Dans l'expression de

Kj+1 (cf. (5.1) et (3.5)) n'interviennent que des termes du type suivant

Donnons tout d'abord une majoration de IKj
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t t

A = f exp(-fs (x s',E)ds"') . (x,s,g).Din(x,g,s,tv)ds

agﬁ 2m—£

avec la relation 0O« IBI +4 <2m .

Utilisant (5.5) et [H2], on a, si ((|B|+4£)6+47)<1, 1'inégalité sui-

vante dans (X R xE

g

|4 | <clualghen-dvelel-2-lpl 2o lp]ct)samer,

t t

- -4
X (It'exp(-j'SRebzm(x,s',g)ds').lRebzml1 (lpl+2)e as).

GrAce a 1l'inégalité de HYlder, on déduit que, dans Qximg>(§, on a

lgl)e-ﬂ.j+6|B|-ﬂ—|B|+2me(|Bl+£)+2m£1 N

|a

B zl <C(1+

t t
X (It'exp(-c'stebzmdSst

)(|ﬁ|+ﬁ)e+27
ou ¢ est une constante réelle (0< c <1) dépendant de (B,4).
Utilisant le lemme 5.2, on en déduit que, dans QxIRg>(E, on a
. 8-ﬂ.j+6|B|-£-|B|+2me(|B|+£)+2m£7
. <C
(5.7) lAﬁ,zl k(1+|§|) x

_2m|p|k6 2ml7.k  2megk
k+1 k+1 k+1

X (1+|§|)

Pour que la récurrence marche, il faut montrer qu'on peut trouver indé-
q ’ q

pendant de j, strictement positif tel que

2nk . .
20X o lgl -2 - |gl +2me (g +£) + 2mrs _2mkE@1[k9 R

Du fait que k peut 8tre choisi arbitrairement proche de 1, il suffit de
vérifier 1'inégalité stricte pour k= 1.

Cette inégalité s'écrit
B (r20)-1)[ |B]+2] < -1

ce qui est possible, grice a [H3]. On prend en effet N vérifiant

(5.8) 0< < 1-——('r+e)
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Lorsque (ﬂﬁl-+&b-+£r)2 1, on montre des majorations analogues en utilisant
1]

1'analogue de (4.9) pour b, g

On a ainsi montré que sous les hypothéses (5.5) et (5.8), on avait dans

Qx Rnx-z_ la majoration suivante

g

N R R YT CH PRt

Etudions maintenant UYDng]J.; on voit aisément, en utilisant la
remarque (4.2), que la majoration de ce terme se raméne a celle de termes

du type suivant

Ay ¥gryran,Byt
t ayl a[3+a1 aB+Y2+a2
=j't exp(-cJ‘s Rebzm(x,s',Q)ds') Y, Bra, by s —ml{j ds
dx 13 X JF
avec |ﬁ|+£>.0, lY1|+'Y2|= Ly!; |a1|+|a2|= Ial et c arbitrairement proche

de 1 (c<1).

Deux cas sont a distinguer selon que (IB]+|a1|+£)e+ (IY1I+£)1 est plus
petit ou plus grand que 1. On suppose dans la suite que
(|ﬁ|+|a1|+z)e+ (|y1|+£)1)< 1 ; 1'autre cas est plus facile a traiter.

Par un calcul analogue a celui fait pour la majoration de IK on ob-

1|’
tient la majoration suivante dans QxIR§><2

(5.9) | | <c(1sleHMerdlyl-plal-3.1

Y1,Y2:a1’a2;B’Z

avec A= (L+]p]) (2mk (t+6)- 1)+ (1- k)(——a (‘B|+|a |+£)*_2m1(2+|y1|

Grace a (5.8), on peut trouver k de sorte que A< -7.
On a ainsi montré (5.2) dans le cas p=0, et la propriété (5.3) se montre

alors facilement.

iii) On va montrer maintenant que K (x,g,t,t') appartient a

5p(2 s®” 23+2mp(QXjR )) . On raisonne par récurrence sur j, et on suppose
p
donc qu'il existe 7> 0 tel que l'on ait

p, P
(5.100  |p,'p.2 DiDng:(x,g,t,t')l <
< C (1+Igl)élﬁl-p|a|-'ﬂ.j+2m(p1+p2)+e dans Qx R" x¥ .

a:ﬁyplypz
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Nous utiliserons le lemme suivant [7]
Lemme 5.3 : Soit f(t,t',s) une fonction indéfiniment différentiable
dans l'ensemble : {(t,t',s) ; 0<t'<s<t<1} .

Alors nous avons dans ¥

t t
(5.11)  Dpg Dp(j f(t t',8)ds) = [ pd Dp £(t,t',s)ds

gr ¢
o IR
+0d,(x p(p-1)...(p-j+1) D}" ‘]DJ Lo, e, $))__
J=1 I
q _ - -
- ala 1).k'(q k+1) Dﬁ'k k- 1(DP £(t,t',8)) _
k=1 )

b

On va étudier DpDﬁDgKJ 1(x,g,t,t') (le cas général se ferait de maniére
analogue). On applique-le lemme 5.3 avec ’

£(t,t',s) = Din‘; (Ko (x,6,,8) « LK, (x,8,85,¢")

D'aprés (5.11), on a deux termes a étudier

t op
) D; f(t t',s)ds
a It' t ,
Ce premier terme se décompose en une somme de termes du type suivant
P By o4 B, ¢ P, Y+B, @
1 1 2. 72 .Y 2 3.3
A= j‘ 1)§ K, (x,g,t, sND_ Dg ngzm-z D7D Dg Kj(x,g,s,t')ds
avec -~ |p |+ 1,l+ I8l = gl
la |+ layl + lag] = lal

|'Y|+¢@ > 0

\p1+p2=p‘

Utilisant la remarque 4.2, on obtient la majoration

2mp,-p e, |+8]p, | B, a,+y
1 1 1 c. P2 %
'AIS(1+|§|) ‘J’.tl (IKO(X,g,t,S)l ID'X Dg b2m-£| X
P, Y+B-, «@ , -
X IthDx 31); Kdes  dans Qx'Rgxz .

Grace aux hypothéses (5.8) et (5.10) on obtient, en procédant comme pour

ii) la majoration souhaitée.
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b) Le second terme qui intervient est

P
z
k=1

p(p-1)...p-k+1)
1

-k k-1
k! D

DE < f(t,t',s))S=t . On est conduit & majorer

pour (t,t',s) vérifiant O0<t'<s<t< 1l les expressions suivantes

q, p, B, a a, B
1,51 71 71 2 P2
B=D_"D ~D_ Dg Ko(x,g,t,s).DS DD

a
2, Y.
‘ (Db

yop 3pTph2 B3 23
g E 2m-£

1
oD D D “D_ D§ Kj(x,g,s,t)

avec 9+ 4y + dg = k-1
p1+ p2 =p=-k

g |

16,1+ I8, ] + I8,]

[
Q

|a1I+la2|+|a3) =

|yl4—£ >0

1<k<p.
Utilisant les hypothéses de récurrence, on a

2m(p +q )+8[p |-pla, |+2m-2-]y|
|B] < c(a+]e]) 1 1 ! Y

+2m(p,+q )+6(|B |+Y)-pla |+e-n.j
‘ (elgh R P 3

|B| < c(1+|g|2m(P)+6|ﬁ|‘PIal‘z'lv'+5lv|+s—ﬂ-j

Cette majoration est en particulier vraie pour s=t (C est indépendante

de (t,t',s)). La récurrence marche si :
-4 -yl +8lyl<-n
Or d'aprés (5.8), on a
2mk
mM< l-m (t+8)s1-6<4+ (1-6)|yl
lorsque |y|+£ > 0.

De a) et b) on déduit que (5.10) est vrai pour k= j+1. On a ainsi complé-
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tement démontré (5.2). Le point (5.3) s'obtient sans difficulté en exa-

minant la démonstration de (iii). La proposition 5.1 est ainsi démontrée.

Proposition 5.4 : Kj(x,y,t,t') défini dans U par (3.6) et (3.2) veé-
rifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

On renvoie aus démonstrations des propositions 4.4, 4.5, 4.6, compte-

tenu de la proposition 5.1.

§ 6. ETUDE DE Fj(x,y,t,t') DANS U

Nous terminons la démonstration du théoréme 1 en montrant que
Fj(x,y,t,t') défini dans U par (3.7) et (3.2) vérifie (2.6).

De la proposition (5.1) et de la définition de L,, on déduit

2’

Proposition 6.1 : Pour tout & strictement positif et tout j entier,

on a les propriétés suivantes

(6.1) Pour tout (B,pl,pz) dans N'xINx N , i1 existe une constante

Cﬁ,pl,p2 telle qu'on ait dans QXZR2>(§ 1'inégalité suivante

P, P e-n.j+6|B|+2m(p +p.+1)
|p, 1D 2D2Fj(x,§,t,t')l <C 172

t t' B’pl,pz

(6.2) Pour tout (ﬁ,pl,pz) dans N" x N"x N tel que 0< P +Py<d, la

quantité

P, P -6|B|+n.e-2m(p +p,+1)
|D 1D 2 172

i DiFj(x,g,t,t') (e D

. , . n_-—
converge uniformement vers zero dans QXIR§><Z lorsque t tend vers t'.
e

1

L 'y i<x-y,E>
Rappelons que Fj(x,y,t,t )..?;;;375 I]fle Fj(x,g,t,t')dg . On
g
déduit de la proposition 6.1 que
Proposition 6.2 : La suite F (x,y,t,t') (j€N) vérifie (2.9). Plus

précisément, pour tout j dans N, pour tout (a’ﬁ’pl’pz) dans

n_.n o :
N xIN x NxIN vérifiant ||+ |a] +2m(p1+ P, + 1) <M.j-1, on a
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P, P :
1.72 B a ' 0
'f6.3) D, D5 DnyFj(x,y,t,t Yec (U)
Démonstration : Evidente grfice a (6.1) et (6.2).
Remarque 6.3 : on pourrait mettre en évidence que 1l'hypothése [H3]

sous la forme 6<p n'est utilisée en fait que pour montrer que

Fj(x,y,t,t') vérifie (6.3). Cette condition intervenait pour les classes

ém

s dans des circonstances analogues dans [1].
P

*
* %
*
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NON HYPOELLIPTICITE D'UNE CLASSE D' OPERATEURS DIFFERENTIELS

B. HELFFER
et
C. ZUILY






§ 0. INTRODUCTION

Récemment, M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont introduit une classe
d'opérateurs différentiels définis dans ]-T,T[xQ (T> 0, Q ouvert de ™)
qu'ils ont étudiée du point de vue du probléme de Cauchy (voir [1] et
[2])). Ils ont démontré en particulier que si l'on part d'une distribution
u réguliére (au sens de [2]) telle que Pu soit dans C*{]-T,T[,D'(Q)),
(ou P désigne un opérateur de la classe), alors u est dans
c®(]-T,T[, D' (Q)) ; (voir [2]).

4 Nous nous intéressons ici a la régularité C° en (x,t), et
montrons que les opérateurs de cette classe, pour lesquels la surface
t = 0 est caractéristique, ne sont jamais hypoelliptiques.
_Ce résultat généralise un fait déja connu pour les équations diffé-
rentielles ordinaires (voir [5]).
Nous tenons a remercier les professeurs M. S. Baouendi et
R. Beals qui nous .ont signalé que le lemme 2.1 énoncé dans une premiere
version de ce travail,n'était pas démontré dans [5] dans le cas général

ou nous l'utilisons.

§ 1, PRELIMINAIRES.

Soient Q un ouvert de R" et T un nombre réel positif. On pose

O= ];T,T[><Q et on considére l'opérateur différentiel

k. m k-1_m-1 m-k
(1.1) P(t,x,Dt,Dx)= t7Dy + am_l(x)t Dy T4 ...t am_kgx)nt +
m-1 E:
a(p,B) p B
+ 3 t Dtap,ﬁ(t,x)Dx ,

p=o |B|Sm-p

ou k et m sont des entiers tels que m2k> 0, a(p,p) = Max(0,k + p-m+1)

9 . .
2 D =— et ou les coefficients ai(x), a_ .(t,x) sont respective-

that ? Ux T dx -
ment dans c(Q) et cC(®.

Cette classe d'opérateurs a été introduite et étudiée du point de

p,B

vue du probléme de Cauchy dans [1].
Précisons quelques notations. On posera
m-1 m-k

k-1
+ am_l(x)t Dt Foeee + am_k(x)Dt

k

L'équation déterminante associée a l'opérateur P sera par définition
(1.3) f(A) = A(A-1) ... (A-m+1) + am_l(x)l(l¥1)... (A-m+2) + ....

+ a (x)A(A-1) ... (A-m+k+1).
m-k

Les racines de ce polyndme seront notées



(1.4) 7\1,...,1 = 1,...,A = m-k-1

ki M1 = 0 Mo RN

Le but de ce travail est de démontrer le

Théoréme 1.1 : L'opérateur (> défini en (1.1) n'est pa= hypoelliptique’

dans (.

Remarques 1.2

a) Le théoréme 1.1 est déja connu dans les deux cas suivants
k _m k k-i m-i
1. 0= ]-1,7[, © =1t D+ ii\:o b _;(t)t D, cf. [5].

2. m=2, k=1, al'(o)=o cf. (6]

b) M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont montré dans [2] qu'il existe un
espace de distributions E relié a l'opérateur (° et proche des distribu-
tions usuelles tel que si ucE et Puc C¥(I,9'(Q)) alors u€ c*(I,D ' ()
ou I=]-T,T[.

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.

Pour démontrer la non-hypoellipticité de 1l'opérateur { nous utilise-

rons le lemme classique suivant (cf. [4], [5]).
-LﬁﬁME 2.1: Soit P wun opérateur différentiel 3 coefficients C. dans un ouvert
' n o ‘- . . . . .
~de R . Supposons qu'il existe une suite de distributions (un) dans O et
; cc o
01 o
1) Jiem:u ¢ Cl(()’.) Vo
n 1
2) Viem 7 n (§) : Vo n (j) Pu e RN

@ Yien JnaG):VasnG - u_e o) .

u
a1

Alors P n'est pas hypoelliptique dans O .
L .

Déronstrationr : On peut supposer les suites {ng(j)} ot {nl(j)} croissantes.

Pour j >»i et pour les indices n tels que -nl(j) ¢ mn< n](j+1) on a

Vel T Y CJ(EE) . I1 exigte donc fn c Cm(o) telle que
(= S ¢ -u_~f < L
) P ID (un+l Yn irn)l ¥ ol )
laléj
xXeo

1
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Lorsgue n < nl(i+1) on posera f = (O
n

u>
ST
D'aprés (#), la série ( i+]
s a . u .-u -f ) converge dans ¢ 6}
n=n, (i+1) mtlonn Y
nl(i+1)—1
D'autre part v + N (u = i
re pe ' -u) =u_ . A
o > , n+l “n nl(1+1)—1 ¢ C (dl)
n=o0
On en déduit que la distributioa
o«
|
u =g -u_~f
o éigJ(un+1 Ui "n>
n=0

n'appartient pas a Cl(Oi) .
. e AN, .
Nous allons wontrer que Pu e C (Ul) pour tout N . Soit m 1'ordre d«¢

Le N tel que S no(N) , 2z nl(N+m) . On a

-1 ©

< - W - T - - -

-/ I(un+1 ut) e , N P By -
n= g

. - R N ;

On a V1 =u, * f ot fe¢C (Oi) donec PVI‘G-C (Ol) car & > no(N) .
! 2} “re : . o &) I3 1 1 - - b
D'autre part d'apr@s (%) et la condition (3), LZ_J (un+1 u fn) converge dans

n=¢ '

c CN(Gl) d'oi Puc Cm(Oi)

CNﬁm(G ) et doanc PV2

1
Nous allons maintenant réduire la démonstration du théoréme 1.1 a

celle des deux cas suivants
Tl existe un point X, de Q, un voisinage Vx de ce point et une
)

Cas 1
.racine A(x) de 1'équation déterminante (1.3) tels que’

On rappelle qu'un opérateur Q est dit hypoelliptique dans un ouvert

.
si, pour tout ouvert w de &, u€D'(®), Que € (w) impliquent ug C®(w).



(2.1) x+= A(x) est ¢¥ dans VX

o
(2.2) X+ A(x) ne prend pas de valecurs centic¢res relatives dans v,
"o
(2.3) I1 existe NOE Z tel que No< Re A (x) = N0 + 1 dans V\
o
(2.4) gradA(x) £0 ¥ x¢€ v, ou gradA(x)=0 ¥ x¢ Vi
o 0
(2.5) Pour tout n dans N\ {0}, f(A(x)+n)£0 ¥ x¢ Vi
"o
Cas 2 :. Il existe xoe Q, Vx voisinage de X, tels que
o
276) l1'équation déterminante f(A) ne dépend pas de x dans v,
o
(2.7) les racines de 1'équation déterminante, f(A) = 0, sont des entiers

relatifs.

En effet, il se peut tout d'abord que 1l'équation déterminante ne dépende
pas de x dans un ouvert V de (). Dans ce cas les racines )‘i (i=1,...,m
sont des nombres complexes. Si tous les Xi sont des entiers relatifs,

nous sommes dans le cas 2. Dans le cas contraire,soit )‘i la plus grande
o
des racines non entiéres ; nous sommes dans le cas 1 avec 7\=7\i
: o
Si 1'équation déterminante dépend effectivement de x dans Q alors :

a) il existe un point Xy de 2, un voisinage Vx de ce point, un indice
‘ 1
i1 (1§i1§.k‘)tels que dans V_ on ait, pour i=1,2,...,k
' 1
ou bien Re Ki(x) < Re}, (x)
(2.8) !
ou bien Red.(x) = Red. (x)
i i
1
b) Si A, n'est pas constant, il existe x_ € V_ et V voisinage de x_
1y 2 Xy X, 2
dans V_ tels que x~2A,. (x) soit C® dans V (¢r. [3]), xmA, (x) n'ait
Xl ].1 X, 1_1

pas de valeur entiére et tels que (2.3) soit vraie. D'autre part

f(?\i (x) +n) £0 pour n¢ ]\"X_, X & Vx d'aprés (2.8). Enfin il existe

! 2

XOEVXO ’ Vx voisinage de X, dans VX,),t‘('\l:j que ;;x';ul?xi (x) £0 pour
-~ o 2 1

XE€ V‘ . En effet,dans le cas contrairc,pour tout y de Vx et tout

0 2
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voisinage Vy de ce point,x~ grad 7&1 (x) aurait un zéro dans Vy,donc

1
gradA. (x) =0 dans V_ ,ce qui impliquerait A, constant.
T X2 T
Ainsi dans V (2.1),....,(2.5) sont vérifiés.
o .
c) Si ?‘i est constant,mais )‘i €C\ % ,il est facile de voir que nous
1 1

sommes encore dans le cas 1.

d) Si A; €Z, il existe x V., i, tels que

9
1 1 1 2
ou bien Red. < Re A,
i i,
¥XEV,  wifi
ou bien ReA. = Re A, 1
i iy

Si ki est non constant ou si )\i est dans € \ Z ,on raisonne comme en u)
2 2
et b) ; on est dans le cas 1.

Si A, est dans Z ,on regarde A, etc...
12 . ;3
e) Si A, LA, ,...,A, sont dans Z ,alors A, ne peut pas 8tre constunt,
i i i i
1 2 k-1 k
sinon f(A) ne dépendrait pas de x. On est donc dans le cas 1.

A. Démonstration du théoréme 1.1 dans le cas 1.

Nous commengons par construire certaines distributions qui nous
seront utiles dans ce paragraphe.
Soit x+ A(x) une fonction définie dans un ouvert V de () satisfaisant aux

conditions (2.1), (2.2) et (2.3). On pose, Y(t) étant la fonction d'Hea-

viside
: A(x)
HA(x)) = Y(t)t lorsque ReA(x) > -1 pour x dans V.
(2.9)
s H(A(x)) = ml-z—)j -f{ H(A(x)+1) lorsque -h< ReA(x) S-h +1

h=2,3,...; xX€V
I1 est facile de vérifier les propri¢tés suivantes

_ t H(A(x)) = H(A(x)+1)
(2.10)

; | ,
= H(A(x)) = A(x) H(A(x) - 1) .



Supposons en outre que gradA(x) £0 dans V,donc, par exemple, que’

éﬂL-f 0 dans V. Pour p¢ N on définit

1

H(A(x))

"

H(A(x),0)

(2.11)
1 0
Bl/axl' dx

H(A(x),p)

H(A(x),p-1)
1

On vérifie ‘de m8me les relations

p
tH(A(x),p) = H(A(x)+1,p)
-(2.12) J é% HA(x),p) = A(xX)H(A(x)-1,p) + pH(A(x) - 1,p-1)
2 _
5%, H(A(x),p) = 3%, H(A(x),p+1) .
\

Remarquons que pour ReA(x) >-1, on a H(K(x),p)='Y(t)(Logt)I)tx(X), Consti-

dérons maintenant un triplet (xo, Vx , A(x)) satisfaisant aux conditions
o]

énoncées ‘dans le cas 1. On a la

Proposition 2.2

a) Si gradA(x) est différent de zéro dans V, s pour tout n de N, il
(o)

existe des fonctions xrc, p(x) (4=1,...,n, p=0,...,m.n)de classe C*

b
dans-Vx , des fonctions a?(x,t) (i=0,...,m(n+1) de classe C* dans
o
v, X J-e,+e[ telles que,si 1'on pose
o

u (t,x) = H(A(x))

(2.13)
n m.n
u (t,x) = HA(x))+ ¢ ¥ ¢ (x) HAA(x)+£,p)
n ﬂ“’p
£=1 p=o
on a
m(n+1) n
(2.14) 63un(t,x) = T ai(t,x)H(l(X)-+n*1 -m+k,i)
i=o
b) Si gradA(x) est identiquement nul dans V., » pour tout n de N,il
(0]
existe des fonctions cz(x) (L =1,...,n) de classe C® dans VX , une fonc-

o

. n : .
tion a (x,t),Cco dans V‘ x ]-g,+€[ ,telles que,si l'on pose
' o



uo'(-x,t) = H(Q)
(2.13)! . N
u (x,t) = HQ) + c, (x) H(A+£)
: £=1
on a
(2.14)" pu_ = a™(x,t) H(A + n+1 - m+k)

On ne démontrera dans la suite que le cas a), le cas b) ayant une démons-
tration analogue.
I1 est clair que la suite (un) donnée par la proposition 2.2 satisfait

aux conditions du Lemme 2.1. Commengons par démontrer le

iemme 2.3

(i) Pour tout entier n>0, on a

) £
(2.15) P H(A(x)+n,p) = ¥ cP S fA+n)H(A +n-m+k, p-4)
° L=0 £ 7\'@’

(ii) Pour tout entier n2 0 et tout entier p20,il existe des fonctions

bﬁ,p,n , £=0,1,...,p, de classe C” dans Vx ,telles que,dans ]-g,e[ X vx
: o o
on ait
p .
(2.16) P (z b (x) HA(x)+n,£)) = H(A + n -m + k, p)
: % 4-0 Z,n,p

‘Démonstration du lemme 2.3

(i) La formule (2.15) résulte facilement de la relation suivante

£
cP a_z {(A+n)...(A+n-i+1) JH(A+n-i,p-£)

‘DiH(l(x)-f-n,p) -
: o dA

™M

2

que 1'on démontre par récurrence sur i en utilisant (2.12).

(ii) On raisonne par récurrence sur p. Pour p=0,(2.16) résulte de (2.15)
avec p=0 et de (2.5). Supposons (ii) vraie a l'ordre p. D'aprés (2.15)
on a

p+1

P H(l(x)+n,p+1j= T a, (x)H(X+n-m+k,p+1-£)+ f(A+n)H(A+n-m+k,p+1)
0 : 4=1 ﬂ,p,g : ‘

Soit en posant 4~1=4"
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1
(2.18) Po{m HA(x)+n,p+1)} =

n(x)H(k+n—m+k,p-—£')

P
= HA+n-m+k,p+1) + ¥ a
+_,P ' ﬁ',p,

4'=o0

D'aprés l'hypothése de récurrence, pour £=0,1,...,p, i1 existe des

fonctions C” d, . (x) telles que

b ? 9

_ 'p—ﬂ :

‘Po(;z' d
1=0

2,n’p’:{i{v)H(7\(x)+n,i))= H(A+n-m+k, p-£)

Il existe donc des fonctions c® e, p n(x) telles que
b ’

k=l

n(x)H(l(x)+n-m+k,p—£)

p
(2.19) Po{zio eﬁ;n p(x)H(K(x)+n,£)}: ¥ aﬂ,p,

L=o0

’

De (2.18) et (2.19) on tire

p
z €

(x) HA(x)+n,2)} =
o p

'Po{?Tf%;T H(K(x}+n,p+1)—

z l"n’

= H(A(x)+n-m+k, p+1)
C.Q.F.D.

Démonstration de la proposition 2.2 :

‘On vé raisonner par récurrence sur n. Pour n=0, on a
PH(A(x)) = P HA(x)) + (P -P ) H(A(x))

.fpoﬂ(l(x))=‘f(1(x))H(l(x)—m+k):=0 car A est racine de f£(A(x)) = 0

Lo m-1 ' g i
P-p RGN =z £ t*PP)pP, 5 (008 KAL)
o ° p=o |p|Sm-p P

"En utilisant les formules (2.12) on obtient

W '
C

(P - HA(X)) =
m-1 ~ |g| 3

= 3 z z £ b

(t,x)H(A-p+a(p,B), j=-£)
p=o |p|sm-p j=0 £=0

P,B,J,s4

ou a(p,p) =Max(0,kip-m+1). D'autre part

A-p+a(p,p) ZA+k-m+ 1



on a donc

m
(P-PIHA(X)) = g c (t,x) HAG)+k-m+1,1)

1=0

ce qui est précisément (2.14) avec n=0.

Qunnnenns aue 1'on ait construit u .,u,,...,u , on obtient u de la
: o’ 1 n’ n+1
maniere suivante : on résoud
) i) n
P (u -u ) =- a.(0,x) H(A+n+ 1-m+k, i
0o n+1 n izo i’ ) H( i)

D'aprés le lemme 2.3,ceci est possible et on a

m(n+1) i
u =u + z by czryfx)H(X(x)+n+1,z)

n+1 izo 4=07
ce qui montre que Ui est bien de la forme (2.13). Ensuite on a
PU 1 = Po(un+1“un)+(Pmpo)(um-l"un)+P Yn -

I1 est facile de voir que

m(n+2)

n+ 1 .
(P-—Po)(un+1-un) = i§o @y (t,x) H(A(x)+n+2+k-m,i)
et que &3un+1 est bien de la forme 2,14,
Remarque : Si on suppose que les coefficients de l'opérateur P sont

analytiques en x, on peut préciser la proposition 2,2 en construisant
une solution de l'équation Pu=0, comme il a été démontré dans un

cas particulier dans [6].

B.__Démonstration du_théoréme 1.1 dans le cas 2.
Nous allons, tout d'abord, comme dans le cas précédent, construire
une famille de distributions. Soit A un entier relatif et p appartenant

a N,on pose

,
R(A,p) = t;\(LogIt|)p lorsque A > -1

1
p+1
1

d
R(A,p) =3l 3 R(A+1,p) -p R(A,p-1)}

p+1

(2.20) J R(-1,p) = .é% (Log|t])
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Nous renvoyons a [5] p. 121 pour la justification de cette définition.

Notons simplement que l'on a les relations

t R(A,p) = R(A+1,p)
(2.21) ‘ 7
'_a‘lt- R(A,p) = AR(A-1,p) + pR(A-1,p-1)

La démonstration qui suit s'inspire de celle de [5] et se décompose en

plusieurs étapes. Soit Xi la (ou 1l'une des) plus grande racine de

£f(d) =o0. °
(i) A, Zm-k
i
- o
Lemme 2.4 : Pour tout n de N il existe des fonctions an(t,x) et

ﬁn(t;x) de classe C* dans ]-g,+€[ X V_ avec an(x,0)= 1 telles que,si
o
1'on pose

AL
’ 1
(2.22) u = a (t,x)Y(t)t °
on a-
. _ li’+n+k-m+1
: o
_(2.23) Pu = Bn(t,;c)Y(t)t .

-Démonstration : On construit la suite (un) par récurrence sur n. Pour

ns= O ‘on prend
' A

, ' i
u (t,x) = Y(t)t °

en remarquant que pour A, Zm-k on a

| Y % A, A,
, i o i i , i
PY(E)t U] = Y(OR(t O) = Y(t)e (t )+Y(t){P-Po}(t )
' Xi -m+k Xi'-m%k+1 :

° syt °

1]

= Y(t)f(A, )t
. ] 10

Bo(t,x)

-Comme f(Xi ) =0, cela prouve que Pu_ est bien de la forme (2.23).
' o .

Supposons u ,u_.construites. Pour obtenir u ,On commence
. n v n+1

orUgr e
par résoudre pour t> 0

li -m+k+n+1

P v = -t ° B, (0,x)
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ce qui est possible en prenant

Ki +n+1
o
. t [3n(0,x)
n f(li +n+1)
o
On pose ensuite
‘ Kio tn+ 1Bn
U T Unt Y(t)Vn = Y(t)t {an-TTi:—:;:TT
0

I1 est alors facile de voir quePun+1 est de la forme (2.23). La suite

(un) ainsi construite satisfait aux conditions du Lemme 2.1.

‘(i) mk>A. 20
o

Remarquons tout d'abord que dans ce cas nous avons

(£, ) =0 ; f£'(d; ) =0
0 _0

(2.24) ¢ £'(A; +4) A0 4=1,...,mk-1-A,

o o
\fM4w£)£O £=0,1,2,...
-bropbsition 2.5 : Pour tout entier n20 il existe des fonctions a s bn’
a Bh de classe C* dans J]-e, e[ x Vx telles que si 1l'on pose
‘ o
‘ ‘ m-k \
(2.25) u = an(t,x) . R(Xio,l) +t bn(t,x) ,
alors
”.UZ.ZG) | Pu = an(t,x)R(n{1)+ t Bn(t,x)
‘|Lemme 2.6
(2.27) P, R, ,1) =0
' ° ) Xi +4-m+k
(2.28) P R(A, #£,1) = £'(A; +£)t ° ; 0<4% m-k-1-A
o o o

1]

(2.20)  @_R(m-k+£,1) £(m-k+2) R(Z,1) + £' (m-ks)t? ; LN

(2.30) @, kL ke th

-
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Démonstration : (2.30) est un cas particulier de (2.24). La relation
(2.29) implique (2.27) et (2.28) en utilisant (2.24). Quant a (2.29) ellc

se démontre en utilisant (2.21).

Démonstration de la proposition 2.5

On raisonne par récurrence sur n. Pour n=0, en écrit

A, -m+k+1
1

PR, ,1) =t °

o

a(t,x) + p(t,x)R(0,1)

oi a et p sont des fonctions C” dans J-e, e[ x Vi
: o
Utilisant (2.24) et (2.28) on construit facilement u  sous la forme

m-k-1-A;
u (t,x) = X % ¢, (x)R(A, +£,1)
o £ i
. L=o0 o

ce qui, compte-tenu de (2.21), montre que u  est de la forme (2.25). On
utilise ensuite le lemme 2.6.

On suppose maintenant u ,u S U construits ; pour obtenir u on

1’°° n+1

procéde la maniére suivante ; on résoud

po(ur'1+1 -u ) =- {tnﬁ,n(o,x? +R(n,1) a _(0,x)}

ce qui est possible grace a (2.30), (2.29). Il s'en suit que (2.25) est

vérifié pour u ., ainsi que (2.26).

- La démonstration se termine en utilisant le Lemme 2.1.

(iii) A, <0 :

1
(]

Dans ce cas nous avons

(£, ) =0 5 £, +2) £0 ; 0<L<-1-1, , LEN
‘ o . o . o

(2.31) { (&) =0, £'U) 40, 0543 mk-1

La démonstration dans ce cas est voisine de celle de (ii). On utilise

les relations du Lemme 2.6 pour démontrer le
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[—

Lemme 2.7

. <
1. ¥ L€ N: O<£=m—k—1—7\io , &Cl,,l’ cﬁ’zem
A, +4 Ki +4-m+k

1
(2.32) Polcy, 1t ° 4, R 42,10} =t °

o

2. ¥LeN: L>m-k-1-A, , J c,ecl
ig £

Ki +4 Ki +L4-m+k
o (o]
(2.33) P lc,t =t
3. ¥zeN:z>m4bpa% ,szﬂ,bhzgm
Ai +4
o
(2.34) Po{bz’lt -+b£,2 R(xi +£,1)} = R(xi +L-m+k, 1)

0 o}

On construit ensuite des distributions un de la forme

A
1
(2.35) u (t,x) =t oan(t,x)+ Log|t]| . B (t,x)
telles que
(2.36) Pu = tnan(t,x)+ t" (Log|t]) bn(t,x)

On prend u  sous la forme

-xio-1 A+t m—k-l—lio
uo(t,x)-= )X c, (x)t ° E;:' cz(X)R(Ki +4,1)
£=1 =—Xi o
(o]

ce qui est possible grace a (2.32) avec Pu_ de la forme (2.36). On
termine ensuite la démonstration comme au cas (ii).

Ceci termine la démonstration du Théoréme 1.1.

Remarque : Notre méthode s'applique a des opérateurs plus généraux

que ceux définis en (1.1), plus précisément aux opérateurs

k m k-1 _m-1 m-k
P(x,t,D ,D.) =t Dta-am_l(x)t Dy "4 ...t am_k(x)Dt +
m'
a(p,B) p p
+ T y ot Dtap,B(t’x)Dx

p=o |Blsm'-p

ou k, m, et m' sont des entiers tels que m'2m>k> 0 ‘et

a(p,B) = max(0,k+p-m+1).
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SUR UNE CLASSE D' OPERATEURS PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUES

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER






INTRODUCTION.

I1 a été montré dans [li] que les opérateurs du typé de Fuchs introduits
dans [1] ne sont pas hypo-elliptiques et dans [2] qu'ils ont cepencant une certaine
régularité dans la direction normale. |

Dans cet article, on étudie 1'hypo-ellipticité partielle (i.e. : 1'hypo-
ellipticité a partir d'un espace de distributions C” dans la direction normale)
d'une classe d'opérateurs du type de Fuchs satisfaisant une certaine propriété de
quasi-homogénéité. En particulier, on mcntre que 1'hypo-ellipticité partielle se
raméne & 1'étude d'équations différentieiles ordinaires. Cette réductior. a déja
été mise en évidence pour 1'étude de 1'hypo-ellipticité des Cpérateufs introduits
dans [13] ; certains de ces opérateurs &tant des mcdales micro-locaux d'opérateurs
pseudo-différentiels & caractéristiques multiples définis de maniére invariante
sur une-variété [9], [10], [25].

Soient L(t ;Dx ’Dt) les opérateurs définis sur (R x R" = {(t,x)s t €MR,

X ean} par :
L(t3D, » D) = ) a . tot8iafH] n® D{

lal+j <m *J
o+é|al+j €M



oﬁDx=—i-;i-,Dt=-i-5?€.meIN,6>o, oce€eZ avec c+met o+6m €N, et

aaj e €. Leurs symboles L(t;£,t) vérifient la propriété de quasi-homogénéité

suivante :
LE 5 a8e, ar) =270 L(t,E,)

pour tous A>o0 , t €R, £ €R", "t € R. Alors, si L(t ;DX ’Dt) est elliptique

pour t £0, L est partiellement hypoeHip"ctie dans R x R" (resp. ﬁ{'_ x R"

{(t,x) € R xRt > 0}) si et seulement si 1'équation L(t; ¢, Dy) u(t) = o

n'admet que la solution triviale dans £ (R) (resp. 4!(ﬁ§+)) pour tout ¢ # o
(théorémes 1.2 et 1.4). De plus, si la variété t=o n'est pas caractéristique
pour 1'opérateur L, on peut remplacer dans le résultat précédent “pértie]lement
hypoelliptique" par "hypoelliptique". Ainsi :

1) L'opérateur L = Di + t2 Di + A Dx (o0 = -2, 8=2) est hypoelliptique dans R

2
si et seulement si x # + (2n+l), n e N. Ce résultat a déja été obtenu dans [13].

2) L'opérateur L = tD% + Di + A Dt (o =-1, § = %) est partiellement hypoelliptique

dans R, xR quel que soit A € €.

3) L'opérateur L = t (D% + Di) + A Dt +u D, (o =-1, 6=1) est partiellement
hypoelliptique dans m2 et est partiellement hypoelliptique danslﬁ; xR si et
seulement si u # + (2n+1A), n € M. |

4) Soit 1'opérateur L = tDi + tZk'1 Di + ADt + utk-l Dx (0=-1, § = k ; pour k=1,

on retrouve 1'exemple précédent). On suppose que 1-ix £MN \ k.UN. Alors, si k est

un entier impair, L est partiellement hypoelliptique dans‘R2

et est partiellement
hypoelliptique dansf§+ XM si et seulement si u # ¢+ ((2p+1)k+1ir-1), p €. Sf k
est un entier pair, L est partiellement hypoelliptique danis2 oul’R+ xR si et
seulement si u # + ((2p+l) k+ix-1) p €.

Plus généralement, on considére la classe d'opérateurs :

L = ) a . (t,x) t[o+6|a|+j] 0% pJ
lal"'jf_m aJ X t



ot [o+8]a|+j] désigne le plus petit entier > o supérieur ou égal & o+§jal +J .
Sous une hypothé&se d'ellipticité pour t#0, on établit une condition suffisante
d'hypoellipticité partielle anaiogue a ce]ie donnée pour la classe précédente
(théorémes 1.1 et 1.3).

- 2 nl . 12 _ 1
Par exemple, 1'opérateur L=t Dt + th Dt + 1 Dx + 2 Dt (60==1,6= ?)

2

est partiellement hypoelliptique dans R” et dansfﬁ+ xR cuel que soit x» € C.

Les notations et résultats sont regroupés dans le chapitre I.

Le chapitre II qui commence par 1'étude de quelques espaces de distri-
butions est essentiellement consacré & des résultats d'indice pour des opérateurs
différentiels ordinaires, résultats qui sont essentiels pour 1'étude des opérateurs

d plusieurs variables.

On démontre, dans le chapitre III les résultats d'hypoellipticité
partielle (théorémes 1.1, 1.2, 1.3, et 1.4). Deux méthodes sont utilisées :
une premiére méthode basée sur des quotients différentiels & partir d'une esti-
mation a priori et une deuxiéme méthode basée sur une construction d'une parametrix

partielle.

L'étude des conditions suffisantes d'hypoellipticité partielle (condi-
tions 3 et 3'), i.e. 1'étude du noyau dans A (R) ou Ag(?§+) d'opérateurs diffé-
rentiels ordinaires, est faite dans le chapitre IV. Par un changement de variable
associé a une décompositioh convenable du noyau, on se raméne 3 utiliser les
résultats de [4] ; une telle technique a déja été introduite dansA[12]. Une
seconde méthode nous a été communiquée par J. Sjﬁstrand ; nous 1'en remercions
vivement. L'étude du noyau dans P d'opérateurs différentiels ordinaires a &té

abordée par d'autres procédés : citons par exemple, [28] et [25].
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I. NOTATIONS ET RESULTATS.

On considére les opérateurs généraux définis sur I x @, od I est un

intervalle ouvert de R contenant 0 et @ un ouvert de R", par :

L= I a. (t,x) glovelal+d] po pd
laf+j<m Xt
n
ol tel, x=(x1,...,xn)€,§2, a = (al,...,an)ean et |ao| = '21 ay s
]:
- la] .
D‘;(=1' l"‘l——T—?————o‘—,Dt=1'1-33,5,etoameiN,jefN,c5>o,cxelavec
axll...axn" '

o+meMN et o+ém e, [o+68]|a]+j] désigne le plus petit entier > o supérieur ou

égal 3 o + 6|a| +j. On suppose que les coefficients aaj(t,x) sont indéfiniment

différentiables dans I x Q.

On suppose que 1'opérateur L satisfait @ la condition suivante :

Condition 1.
L'opérateur L est elliptique pour t#0 dans I x @ i.e. : pour tout

(t,x) € I xq, t#0, et pour tout (t,£) € (IRxIR") \ {0}, on a :

ol X 3,5 (£:x) glotslal+d] o 3 4,
al+j =m

On désigne par "partie principale"” de 1'opérateur L, 1'opérateur L°
défini par :
o_,0 - o+8|a|+] o nd
L° = t°x 30, ,D,) = ) a . (0,x) t D* DY .
X t ‘a]+j‘f_m alJ . X t
o+é|a|+] € N

On supposera que cet opérateur L% satisfait aux conditions suivantes :
Conditon 2. (3)

L'opérateur L° est elliptique pour t#0 dans I xQ 1i.e. : pour tout

(t,x) €I x @, t#0, et pour tout (r,£) € (fofR") \ {0}, on a :

(%) La condition 2 entraine la condition 1 dans un voisinage de t=o éventuellement
plus petit que I x Q.



) a_.(0,x) CALICIES JFC I RIS
lal"'j:m GJ
o+6|a|+j €M

Condition 3.
Pour tout w €R", |w| =1 et pour tout x € o , 1'équation :
L°(x 3 W Dt) u(t) = o

n'admet que la solution u =0 dans ,8(rR)(**).

On désigne par C™(1; 9'()) 1'espace des fonctions indéfiniment déri-
vables sur I & valeurs dans 1'espace 9P '(R) des distributions sur 3 Co(I; D'(x))
s'identifie & un sous-espace de P '(I xQ) des distributions sur Ixq (cf. [23]).
Enfin, C"(I x Q) désigne 1'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur I x @
et & valeurs complexes.

On a alors le :

Théoréme 1.1.

On suppose que 1'opérateur L satisfait les conditions 1, 2 et 3. Alors,
1'opérateur L est partiellement hypo-elliptique dans I x @, i.e. : pour tous
ouverts I' ¢ I et 2'c @, pour tout u e C*(I; ©'(a)) tel que Lu € C7(I' x '),

alors u € C°(I' xa').

Lorsque les coefficients aaj de la partie principale L% sont constants,

on a le résultat pluS précis suivant :

Théoréme 1.2.

On suppose que les coefficients de 1'opérateur L% sont constants et que
la condition 2 est satisfaite. Alors, LO est partiellement hypo-elliptique dans

R x R" si et seulement si la condition 3 est satisfaite.

(%) ,8(IR) désigne 1'espace des fonctions C~ sur R & décroissance rapide et £ (ﬁ;j
1'espace des restrictions & R, des &léments de 8 (R) .



La nécessité de la condition 3 se démontre comme dans [137, théoréme 1.2.
On peut préciser davantage le théoréme 1.1 en uti]isant']es résultats
de régularité en t (pour une classe d'opérateurs plus générale) cbtenus dans [2]
(corollaire 1, proposition 3). Désignons par Aj(x), J=1,...,m les racines de

1'équation F(x ;1) =0 , ol :

Fixsa) : L ags (o) (-1)9 A(a-1) ... (a-j+1).

On a alors :

Corollaire 1.1.

Avec les hypothéses du théoréme 1.1, soit 2 € Z tel que Re Aj(x) <g-1-¢
pour tout x € @ et j=1,...,m. Alors, pour tous ouverts I' C I et Q' c @, pour tout

uect (I; D'(a)) tel que Lu € C7(I' x '), alors u € C°(I' x ').

Pour la définition de 1'espace Cf@(l ; D'(a)), on renvoie & [2]. Ce
résultat peut d'ailleurs étre obtenu par la méme méthode que celle utilisée pour
la démonstration du théoréme 1.1, la régularité en la variable t s'obtenant a

partir des résultats du paragraphe II.3.

Corollaire 1.2.

Avec les hypothéses du théoréme 1.1, 1'opérateur L*, adjoint formel de

1'opérateur L, est localement résoluble dans I x Q.

La démonstration du corollaire 1.2. est une adaptation de 1a démonstratior
de la proposition classique suivante : le transpcsé d'un opérateur hypoelliptique

est localement résoluble.

Maintenant, i1 se peut que 1'opérateur L (de méme que 1'opérateur L°) ne
vérifie pas la condition 1, mais soit seulement elliptique pour t>o. Ceci nous

améne & considérer les conditions suivantes :



Condition 1' : L'opérateur L est elliptique pour t>0 dans I x @, i.e. : pour tout

(t.x) €I xq, t > o0, et pour tout (1,£) € (ﬂlle") \ {0} , ona:

olF 3,5 (£sX) glovslal+d] e 1 £o.
al+j=m

Condition 2°'. (%)

L'opérateur L est elliptique pour t>odans I x @, i.e. : pour tout

(t,x) €I x q, t>0, et pour tout (t,£) € (RxR")\ {0} , on a :

) a_.(0,x) go+8lal+] 2 o #o.
la]+j =m @J
o+8|al+j €N

Condition 3' : Pour tout » €R", |w| =1 et tout x & 2 , 1'équation :

L%(x 5w, Dy) u(t) = o

n'admet que la solution u=o0 dans & (ﬁ{:).

Théoréme 1.3.

On suppose que 1'opérateur L satisfait les conditions 1', 2' et 3'. Soit
I+ = {tel ; t > o0}. Alors, 1'opérateur L est partiellement hypo-elliptique dans
I+ X Q, i.e. pour tout sous-intervalle I' de I+ et tout sous-ouvert @' de @, pour

tout u € C“(I+ ; P'(2)) tel que Lu e CT(I' x 2'), alors, u € C7(I' x 2').

Et lorsque les coefficients aaj de la partie principale L sont constants

on a le résultat plus précis suivant :

Théoréme 1.4.

On suppose que les coefficients de 1'opérateur L sont constants et~que
la condition 2' est satisfaite. Alors, LO est partiellement hypo-elliptique dans

ﬁ; x R" » S1 et seulement s la condition 3' est satisfaite.

O D G R R R SR D D R D D Y D S P R D R S D Y TS S G D D G D D D D SR D SR ED S G GO G S D S S R P WD AR R S S G D R G G D D G D P R R G G W e =

(%) La condition 2' entraine la condition 1' dans un voisinage de t =0, &ventuelle-
ment plus petit que I, xaq.



La nécessité de la condition 3' s'établit comme pour le théoréme 1.2.

De méme que pour le théoréme 1.1, on pourrait préciser davartage le

théoréme 1.3 du point de vue de la régularité en t.

Remarque 1.1 : Lorsque la variété t=o0 n'est pas caractéristique pour 1'opérateur

L, i.e. : lorsque o =-m, on peut remplacer dans les théorémes 1.1 et 1.2 partielle-
ment hypo-elliptique par hypo-elliptique puisque dans ce cas, si u eD'(I x ) et
silueC(I'xa')alors, u e C(I' 3 ©'(2')). On retrouve ainsi les résultats

de [13]. En particulier, lorsque 6 = 1, on retrouve les opérateurs elliptiques.

D'autre part, lorsque oc=-m et n>1, la condition 3' n'est jamais satis-

faite de sorte que les théorémes 1.3 et 1.4 n'ont pas lieu.

Remarque 1.2 : Lorsque la variété t=o est caractéristique pour 1'opérateur L, i.e.:

lorsque o > -m, 1'opérateur L n'est pas hypo-elliptique [19] de sorte que les
théorémes 1.1 et 1.2 sont optimaux. En particulier, lorsque =1, on retrouve les

résultats annoncés dans [8] pour les opérateurs étudiés dans [24], [16] et [6].

D'autre part, comme on le montrera sur un exemple au § IV, un méme
opérateur L peut satisfaire a la fois les conditions 1, 2, 3 et les conditions 1',
2', 3', de sorte que dans ce cas, les théorémes 1.3 et 1.4 sont des résultats

plus précis.
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IT. PRELIMINAIRES.

II.1. Quelques espaces de distributions.

Pour s € R, H5(R") est 1'espace

. 2 S/Z
H(RY) = {u e $'(R") ; & u(g). (1+€l%)

e LX(R")} )

muni de la norme :

' 1
2 2 R
u»——-—>||uuHS(m,,)=(jm,,(nlsl S |Fue)? de) 2 .

Pour s €R et r e R, H5(R; H(R™)) est 1'espace :

S .
HS(R; HT(R™) = {u €.8'(R; H'(RM); (1+]7]%) /Zsi‘tu(r)eLz(‘R;Hr(ar)}
muni de l1a norme :

u—> [ju]

2.% | 2 )
= 14|+ TF T dt .
LI (jm sl & ul?, o 60

)

Pour s eR et re rR,-HS’r(IRxIR") est 1'espace :

ST (Rx R") = {u €4'(Rx R") ;/(1+|}g|2+|4rl2)sé (1+|g|2)r/23" u(t,e) e L®Rx "))

t,X
muni de la norme :

s : 1
u |y <er xmn(l+lel2+lrlz) (gD | F, , u(e) 12 dar d) 2.

(R xR™)

(%) Etant donnés p €N \ {0} et E un espace de Banach, on note (cf. [23]) :
,8'(lRp; E) 1'espace des distributions tempérées sur RP & valeurs dans E, avec
A (RrPy = B (mP; ¢) ;
:P‘z u(z) est la transformée de Fourier de u(z) pour 2z eRP et 43 RP ;
LZ((Rp; E) est 1'espace des (classes de) fonctions mesurables sur RP a valeurs

2

dans E et telles que J 0 ][u(z)[]E dz < + = , dz étant la mesure de Lebesgue
R !

sur RP, avec LZ(RP) = LZ(RP; ¢).
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Pour s' < s etr'<r, Hs’r(rerRn) s'injecte algébriquement et topolo-
giquement dans Hsl’r'(TRlen). L'opérateur Dt (resp. Dx. pour i=1,...,n) est
Jingaire et continu de HS*"(Rx R") dans K" LT(Rx R") (resp. KL T (R x R
et Hs’r'l(fofRn)). L'espace C:(rerR") est dense dans Hs’r(TRxIRn). Pour tous
¢ € c:(rerR”), s €eR et relR, il existe une constante C(s,r,$) > o telle que

pour tout u € Hs’r((Rx TR"), on ait :

(2.1) ey ¢ < sup |¢]. [l + C(sors0). o] ¢ o -
HS*T(R xR") HS*T(R xR"™) TR R xR
(Si r=0, on peut remplacer dans le second membre [u] _ par |ul __ )
- HS LR xR") HS YR xR

En particulier, si ¢ € C:(foIRn) et u € Hs’r(rRx fRn), alors :
sue ST (Rx R"). (cf. [22] pour ces proprigtés). Enfin, pour s >0, H¥(R ; H'(R"))

s'injecte algébriquement et topologiquement dans Hs’r'S(IRx ar).

Pour m eN, péIN, g€R, § >0et c €Z avec c+melN et o + ém &N,

w’;" ’q(IRxTR") est 1'espace :
Nm’
ag

?

p :
6 .
T s TN
P-9(Rx R") = {u e B'(R xR") ; 1ot8lal+] o™ ue LR H© (R -
la]+i<m, c+6la| +j €N, 0<h<p }
muni de la norme, pour p > g :
. . ) 1
- +8|al+j h+j ;2 -h /
i ereleltd oy, Belaleg 02

= ( )
V{S’E’Q({Rxmn) h=0 o+8|a|+j €M (R 3 R")

.o af+i<m
' ' wm’p’q n 133 2 : -
Pour p' < p et q'<q, g (Rx R") s'injecte algébriquement et topo
logiquement dans w';’fs’ 9 (Rx iRn). Etant donné u € W:’g’q(mx FR"), alors -
Dx u e »f;"g’q(mx ar) pour i=l,...,n si et seulement si u & ‘.«fz’g’Q+l(rRan).
i > >

Pour g=0, on notera plus simplement 1'espace WZ’E’q(fo ar) par bf;’z(mx m").

11.2. Structure locale des éléments de C*(R; § '(R™)).

On désigne par C*(R; 5/'(:’Rn)) 1'espace des fonctions indéfiniment

dérivables sur R a valeurs dans 1'espace $'(ar) des distributions sur®" (cf.[23]:
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noyaux semi-réguliers en t). On donne un résultat de régularité locale de ces

fonctions.

Lemme 2.1.
Etant donnés u € C(R; D'(R")), ¢ € CI(RxR"), meM, peM, 5> o0

et o € Z avec o+m €N et o+6m €N, i1 existe q € R tel que ¢u € w’g’g’q(mxm").

Démonstration : D'aprés [26], (cf. aussi [23]), pour tout m € N et p €M, il

existe r e R tel que ¢u € Hm+p(€R; H"(iRn )). Posant q=r-§--m, on obtient le
résultat.

I1.3. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires.

On cémontre ici des résultats essentiels pour la suite concernant une
classe d'opérateurs différentiels ordinaires.

Soit L(t ;Dt) 1'opérateur différentiel ordinaire défini sur R par :

- - - k+j nJ
L= L(t;D,) = I o, tOtSKN pd |
t ktj<m K t
o+8k+] €N
oaDt=%-—c%etoamerN,o eZ, § >0, akjec,ketj € IN.

On introduit la conditiaon suivante :

(H) Pour tout t # o, pour tout T €W, on a :
Lot ;1) = I g, t7KH J 4o,
k+j=m J
ot6k+j €WN

Cette condition (H) est équivalente & dire que les deux po]yhbmes

Pt (1) = 1 35 o et P (1) = ) akj(-l)5J 3 ne s'annulent pas
k+j=m , k+j=m
ot+Sk+j €N o+dk+j €N

sur R. Et, Torsque & est un entier, cette hypothése se réduit & la seule condition

P+(r) # o pour tout t €fR.

On désigne par F(A) = o 1'équation caractéristique associée d 1'opérateur

Lent = o0 avec :
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F(2) = ,z aoj(-i)J A(A-1) L. (A=j+1).
o<j=m
o+ JelN.
S$i 1'on désigne par L (t;D,) 1'opérateur différentiel :
L. o=L (t;D,) = Z a-t0+‘]DJ,
0 0 t iJ<m cJ t

n obtient Te polyndme caractéristique F(A) par la relation : F(A) = t’x'oLo(t;D

Gn consicdre pour p €N 1'espace de Sobolev avec poids Nm’g(R).
WPRR) = tu ek’ (m);!twhmtJthLJéLQR),dwkﬁ €N, o<k+j<m, o<h<p }
muni de la norme canonique.

On a aiors le résultat suivant :

Théoréme 2.1.

On suppose que 1'opérateur L satisfait la condition (H).
Seit m,_ (resp. m_) le nombre de racines de 1'équation P+(r) =0 (resp.
P (t) = o) vérifiant Im <t > o.

Soit p un entier > 0 et soit r_ le nombre de racines de 1'équation

p

. 1
F(x) =0 vérifiant Re A > p'-%-— 0.

On suppose qu'aucune racine de F(A) = o n'est située sur la droite
Re>\=p-%--o.

Alors, 1'opérateur L considéré comme cpérateur linéaire continu de
wgzg(ra) dans HP(R) est a indice et son indice est &gal a

mo+m_+o0-2 (m—rp + Min (o,p)).

Remarque 2.1 : Lorsque & est un entier impair (resp. pair), ona :m_+m_ =m

(resp. m_ = m_) de sorte que 1'expression de 1'indice se réduit a

o -m+2 (rp-—Min (0,0)) (resp. o = 2 (m-m+-rp-+Min (osp))) -

Remarque 2.2 : Lorsque o =-m, on retrouve les résultats de [13] et lorsque 6-=1,

on retrouve les résultats de [4], [5].
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En particulier, si p est assez grand, on obtient que 1'indice de 1'cpé-
rateur L, de w‘;"g(m) dans Hp([R) » est constant et égal @ m_+m_-2m-g. Il en
L] . .
résulte, en désignant par Ker L = {u €9'(R); Lu = o}, que pour p assez grand,

ona: KerlLn w‘;"g(m) C H'(R) . En fait, on a le résultat p]us précis suivant :

Proposition 2.1.

I1 existe Po €N tel que, pour tout p 2P, s ON ait :
Ker L A wg"g(m) = Ker L n &(R).

On peut prendre pour Po Te plus petit entier p>o0 & partir duquel rp=o.

Remarque 2.3.

Lorsque 6 =1, il est facile de voir que Ker L N wg’g(nz) = {0} pour p
assez grand de sorte que Ker L n 8(R) ={o0}. On retrouve ainsi le résultat de [4].

Cependant, au paragraphe IV, on montrera qu'il en est tout autrement si & # 1.

Quand on considére les opérateurs surlR+ » on a des résultats du méme
type. |
On introduit l1a condition (H,) suivante :

(H,) Pour tout t > o, pour tout t €R, on a :

Lo(t 3 T) £+ 8k 'rj # o.

) a, .
k+j=m k3
o+8k+j €N

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.2.

On suppose que 1'opérateur L satisfait 1a condition (H+).

Soit m_ le nombre de racines de 1'équation P+(r) =0 vérifiant Imt > o.
Soit p un entier > o et soit rp le nombre de racines de 1'équation F(A) =0 vérifiant
ReA>p-%—-o. |

On suppose qu'aucune racine de F(A) = o n'est située sur 1a droite

Re A

-
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Alors, 1'opérateur L considéré comme cpérateur linéaire continu de

wﬁzg(rR+) dans HP(IR+) est & indice et son indice est égal &am -m~ rp-Min (o,p)-
L'espace wz’g(m+) est défini de maniére analogue & NZ’Q(R).

De méme que précédemment, si p est assez grand, on obtient que 1'indice
de 1'opérateur L, de wgzg(m+) dans Hp(m+), est constant et égal am, - m - <.
I1 en résulte, en désignant par Ker+ L = {u e:&‘(ﬁ{+); Lu=0}, que pour p assez
grand, on a : Ker, LN w’;‘:g(m+) C H'(R,). En fait, on a le résultat plus précis

suivant :

Proposition 2.2.

I1 existe Po € IN tel que, pour tout p > Py > ON ait :

Ker, L0 WB(R,) = Ker, L 0 £(R,).

On peut encore prendre pour Po le plus petit entier > 0 @ partir duguel

En fait, le théoréme 2.1 et la proposition 2.1 sont des coroliaires du
théoréme 2.2 et de la proposition 2.2.

Pour démontrer ces résultats, on va faire une étude au voisinage de
chague point singulier, t=o et t=+e, de 1'opérateur L et on regroupera les diffé-

rents résultats par des théorémes généraux d'indice.

[1.3.1. Etude de 1'opérateur L sur [p,T], 0<T <+ =,

- - - - - . == - n - e . = - s " = S W . G W R W = T e =

On désigne par w:’g(o,T) 1'espace

WP00,T) = {u € H(0,T) 5 t°7KH pJ*N y & L2(0,T), o+sk+j€N, 0<k+j<m, 0<h<p .

muni de 1a norme canonique.

On va établir 1la :
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Proposition 2.3.

Soit p un entier > o et soit o le nombre de racines de 1'équation

F(A) = o vérifiant Re A > p<-%-- .
On suppose qu'aucune racine de F(1) =0 n'est située sur la droite
Re)‘=p-%-o.

Alors, 1'cpérateur L considéré comme opérateur linéaire continu de

N?’g(o,T) dans Hp(o,T) est & indice et son indice est égal a rp - Min (o0,p).

Démonstration : On commence par remarquer que, grdce & 1'inégalité de Hardy (17],

1'espace N:’g(o,T) coincide avec 1'espace N:IS(O,T) = {u € Hp'°(o,T) 5

£+ D{m ueE Lz(o,T), otj €N, o<j<m, o<h<pl}={u€ Hp'c(o,T);t°+mu eH™P(o,T)}.

Ensuite, on procéde de la fagon suivante (cf.‘Eﬂ) :

a) Démonstration de la proposition 2.3 pour 1'opérateur L.ELo avec g =0 et pour p=o.

1
l

On considére le probléme :

Y {Lo u(t) = £(t) € L2(0,T)
( u(t) € Wi(o,T).

On fait le changement de variable t=e '

‘l’é v T

et le changement de fonctions

u(t) = e (1), f(t) =e 2 g(z). Le probléme (I) est équivalent au probléme :
o F(-1D_ - 7) v(x) = 9(x) € L2 (-Log T, + =)
v(t) € H® (-Log T, + =).

Comme par hypothése, F(-ig - %) # o pour tout £ € R, le probléme (II),
et par suite, le probléme (I), admet au moins une solution. Enfin, il est clair
que 1'espace des solutions v(t) € Hm(-Log T, +=) telle que F(-i DT - %) v=0 est

(o]
de W(0,T) sur L%(0,T).

est de dimension r_. Il en résulte que 1'opérateur L0 est & indice, d'indice ro»



-17 -

b) Démonstration de la proposition 2.3 pour 1'opérateur L ELO avec 0 =0 et pour pei.

On considére le diagramme suivant :

m+

wm+g(o,7) > L°(0,T)
ltp Iog

P Yo

WP (0,T) > HP(0,T)

o P est 1'opérateur défini par la relation : P u(t) 505 Lo(tp u(t)). Par suite,
1'équation caractéristique FP(A) =0 en t=0 associé & 1'opérateur P est égale & :

Fo(h) 2 (-1)P (A +1) ... (x+p) F(r+p).

IT résulte de a) que P est & indice d'indice rp.

m+p

m+p(o,T) dans

Par ailleurs, 1'opérateur de multiplication par tp, de W
w$+p(o,T), est a indice, d'indice -p et 1'opérateur de dérivation par Dt , de

HP(0,T) dans L2

(0,T), est & indice d'indice p.
On en déduit alors que, 1'opérateur Lo est & indice d'indice rp de

W{P(0,T) dans HP(o,T).

¢) Démonstration de la proposition 2.3 pour 1'opérateur L ELO avec o>-m et pour pef

On considére les diagrammes :

WP (0,T) Q > HP(0,T)
t™° /////f:
o (03T)
et
W in(0aT) o, HP(o,T)
t° R
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selon que 0 <0 ouog >0 avecQ =

Lo(t’°).

L'équation caractéristique FQ(A) EFR(A) =0 en t =0 associée aux opéra-
teurs Q et R est égale & :
FQ(Y) E FR(A) = F(x-0).

I1 résulte de b) que Q et R sont & indice d'indice rp.

Par ailleurs, 1'opérateur de multiplication par t™° (resp. t°), de
+p +p +p, +p < s
w$ (0,T) dans N$+m(o,T) (resp. de w$+m(o,T) dans N$ (0,T)), est a 1ndjce
d'indice o (resp. -Min (o,p)).
L'opérateur Lo est donc & indice, d'indice rp-Min (o,p), de wm+p(o T)
dans Hp(o,T).

d) Démonstration de la proposition 2.3.

On peut écrire L = L0 + S ol

to+6k43 pJ

Su(t) Ju(t).

a,
ktj<m, k>1 K
o+8k + jelN

I1 est facile de vérifier que cet opérateur S est compact de wm*p(o T)
dans Hp(o,T).
Par suite, on déduit de c) que 1'opérateur L est & indice, d'indice

- . +p P
rp - Min (o,p), de WiP(0,T) dans HP(o,T).

I1.3.2. Etude de 1'opérateur L sur [T,+=[avec 0<T <+ =,

On désigne par w$+5(7,+») 1'espace :
WoP(T ) = (U € WO (T, 4m) 5 t748KHT DN e\ 2(T,00) ,orskegem, 0 <ktj<m, 0<h<p)

muni de la norme canonique.

On va établir la :
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Proposition 2.4.

On suppose que 1'opérateur L satisfait & 1'hypothése (H+).

Soit m_ le nombre de racines de 1'équation P+(r) =0 vérifiant Im v > o.

Alors, pour tout entier p>o, 1'opérateur L considéré comme opérateur
linéaire continu de NZZE(T,+m) dans Hp(T,+m) est & indice et son indice est égal

a m+.

Démonstration : On commence par établir quelques propriétés élémentaires concernant

les espaces de Sobolev avec poids wﬁ’g(r,+m).

a) Quelques propriétés des espaces de Sobolev wg’g(r,+w).

On désigne par Vz’g(T,+m) 1'espace :

VDB (T, e) = tu €HO(T, 4e) st DNy e 2(T,0e), 7 DI weLZ(T,4w), 0<h<p )
muni de la norme canonique.

Dans ce paragraphe; on supposera plus généralement que o+m et o+SméZ.

On va démontrer que 1'espace wﬂ:Q(T,+m) coincide avec 1'espace V::E(T,+w)

=

qui sera plus commode a utiliser pour la suite.

Proposition 2.5.

o-o'

L'application ub—> t u est un isomorphisme de V?’E(T,+w) sur

m, .
Vo‘?é(T’+m)'

Démonstration : On commence par remarquer que Si u € V:’g(T,+m), alors :
9

t°+j D% u € LZ(T,+m) pour o<j<m : ceci résulte de 1'inégalité de Hardy.

‘ ., -
Ainsi, si u evz’g(T,+m) alors v=t"° u ev2:°6(T,+m) puisque
9 ]

m ..
O am s p AL t%H pd g e L3(T 4.
t PN t
J=0 h
Si maintenant u e VP (T,+=), v=t""% u vérifie : Dy = 5 a, t°°° M pd .
0,6 t j=° J t
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: -n ! s
Or, D‘,]c ue Vr:’g(T,w), par suite t°°° D‘% ue V'::OG(T,M) d'aprés ce qui précéde.

Utilisant 1a remarque précédente, on a aussi t°°° ~MJ pd y € V™0 (T,+=). Par
t o',6

. h m,0 . m,p
suite, Dt v evo.’G(T,w) pour o<h<p, i.e. Vevo',s(T’+°°)‘

La réciproque s'établit de maniére analogue.

Proposition 2.6.

Les espaces w’g’g(T,w) et V':’g(T,«») coincident algébriquement et

topologiquement.

Démonstration : Il suffit de le vérifier pour p=o0. Par aiH‘eurs, i1 est clair que

Wg’g(T,i»w) s'injecte continiment dans Vr:’g(T,w). Par contre, 1'injection de

V'g’g(T,w) dans N';]’g(T,w) résulte du lemme suivant:

Lemme 2.2. (de dérivées intermédiaires).
to+5m+j(1-5) Dj

Siue VZ"?(T,M), alors t U € LZ(T,+~) pour o< j<m.

i

Démonstration : On traite d'abord le cas o + &m = o.

1-8

On fait les changements de variable y=1:6 et de fonction w(y) =y7§-u(t).

Par récurrence, i1 est facile de vérifier que 1'on a :
1-6

P o i
05 wW(y) = y 28 (I g gd=oP D% u(t))
j=o

= s P
avec A__ =6 .
ve PP

Si ueVTg; <S(T,+«»), alors D? W eLZ(Y,+eo) avec Y=T¢ d'aprés la remarque

faite dans la démonstration de la proposition précédente. Comme weLz(Y,+m), on en

déduit que we Hm(Y,+<») et donc D; 3 L2(Y.+°°) pour o<p<m. I1 en résulte que

p . .
T A, td8P pl

tU€ L2(T,+«») pour o<p<m. On en déduit facilement que
j:o Jp .

£3(1-6) D{ u € L%(T,+=) pour o<j<m.
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On traite maintenant le cas général. D'aprés la proposition précédente,

otém | c Y0 (1-5) 2

1 m’o @ =
si uevc,d(T,Jr ), v=t -5m,

(T,+=) et donc tP Dg vV EL™(T,+=) pour

- . J 3

0 <p<m. Comme t°+5m+J(1 8) Ddu=t a, tP° DPv, on en déduit que :
- - t p=0 Jp t

gotomi(1-¢) D%u ELZ(T,+«:) pour o0 <j<m.

Proposition 2.7.

Pour tout € > 0, pour tout entier p>o et pour tout j=o0,...,m-1,

c+ém+j(1-68)-¢

1'application : up—> t D%u est compacte de wﬁ’g(T,+m) dans Hp(T,+m).

Démonstration : On suppose tout d'abord p=o.

Soit (un)n une suite de wg’g(r,+m) bornée par 1. I1 existe ure sous-
3
suite, encore notée (un)n , qui converge faiblement vers u dans WS’O(T,+m) et de

plus, u est de norme < 1. On a donc : (t°+5m+3(1'5)'€ D% u ), converge faiblement

g+dm+j(1-8)-¢ D 2

vers t (T,+=). On va montrer qu'en fait :

otsm+j(1-8)-¢ Di 4 dans L2(T,+w).

J
tu dans L

o+dm+j(1-8)-¢ Dj y

(t tn

) converge fortement vers t
n

o+dm+j(1-6) 1

Puisque j <m-1, la suite (t "€ D% u)), est bornée dans H'(T,R)
pour tout R avec T<R<+ =, Par suite, (tg+‘sm+‘](1"s)'e D% u

otém+j(1-8)-¢ D{ u dans LZ(T,R).

)n converge fortement

vers t

Or, i1 existe une constante C>o0 telle que pour tout entier n, pour tout

R>T, on ait :
” t0+5m+3(1°5)‘€ D% un” ) i_C_ et “to‘+ 5m+j(1‘5)‘60%un 5 ii .
LS (R,+w) TR® LE(R,+=) ~R®

On en déduit facilement que la suite (tc+6m+J(1-6)-s D% u ), converge fortement

otémi(1-6)-¢ pJ | dans L2

vers t t

(T,+ex).

On traite maintenant le cas général. I1 suffit de prouver que, pour tout

h=0,...,p s ]'app]ication ub—> D: (t0+6m+j(1’5)"€

2

D%u) est compacte de WZ’E(T,+m)

dans L°(T,+=). Or :
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. . h . .
ph (to+6m+3(1-6)-e DJU) = 5 a. to+6m+J(1-6)-e-2 pith-2,
t t g=g W t

h-%

L'application : Ub—> v = Dt

u de WP (T, 4e) dans W10(T =)
est continue, et 1'application :
Vi—> toFom+i(1-8)-(et+2) D{ v de w?:g(T,+w) dans L2(T,+«)
est compacte d'apré&s ce qui précéde.
Finalement :

U b—> D: (t*,"+‘sm+~j(1"s)'e D{u) est compacte de N?’p(T,+m) dans L2(T,+m).

b) Démonstration de la proposition 2.4 pour p=o.

On effectue les changements de variable y = £6 et de fonction

Sam+lS
_ .8 26 . .
w(y) =y u(t). On obtient alors la relation :
1-8
P w(y) = I a0 pdwy) =y L
k+j=m J y
o+ék+j € IN
. 1 j-1 i
avec Lhzt(t;0) sL(tsn) ¢ ] I agg ag, tOFE(MINP pP 4
k+j=m  p=o I JP k+j <m
o+8k+j € IN A o+8k+j €N
o+8k+j nj
akj t Dt ,

les Ajp étant des constantes convenables.

I1 résulte de 1'hypothése (H+) que 1'opérateur P est linéaire '
continu-surjectif de Hm(Y,+w) sur L2(Y,+m) avec Y = TG. De plus, le noyau de P

dans Hm(Y,+w) est de dimension m_.

D'autre part, la correspondance u b—> w est un isomorphisme de
w::g(T,+m) sur Hm(Y,+w). Par suite, 1‘opérateur.L1 est un opérateur a indice,

ts s ,0 2
d'indice m_, de w2,5(7,+~) sur L™ (T,+=).

Appliquant la proposition 2.7, on en déduit quell‘opérateur L est a

indice, d'indice m,. de Ng’g(f,+w) dans L2(T,+m).
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c) Démonstration de la proposition 2.4 pour p € WN.

1

On commence par démontrer que 1'opérateur L~ est 3 indice, d'indice m, o,

de wz’g(T,+m) sur Hp(T,+w) pour tout entier p>o. Pour p=o0, cela résulte de b).
Ensuite, on raisonne par récurrence sur p. Supposons le résultat acquis pour p

et montrons-le pour p+l.

Soient f € Hp+1(T,+m) et u e,wg’g(T,+w) tels que Llu =f. On doit montrer

m

que u € wé’§+1(T,+m). Calculant D§+1 Llu, on vérifie grdce au lemme de dérivées

intermédiaires que Ll(D€+1u) € L2(T,+w). Par ailleurs, puisque u € WZ’E(T,+m) R

2(T,+«=). Enfin, reprenant le changement de variable y:=t6, on vérifie

1

Dg+lu €L

facilement que le noyau de 1'opérateur L™ dans L2(T,+m) appartient & & ([T,=[).

m

p+1 m,o - . . Pt
u ech(Td-),1.e.. ueko

t
Utilisant la proposition 2.7, on en déduit que 1'opérateur L est a

Par suite, on déduit de b) que D :§+1(T,+m).

indice, d'indice m_, de W *B(T,+=) dans HP(T,+=).

On peut compléter le résultat de la proposition 2.4 par :

Proposition 2.8.

On suppose que 1'opérateur L satisfait & 1'hypothése (H+). SilxeLz(T,+w)

et si Lu = o0, alors u € .8 ([T,+=[).

Démonstration : Ce résultat est trivial si L = L1 d'aprés ce qui précéde, (grace

au changement de variable y = té). IT suffit ensuite de considérer 1'opérateur L

1

comme une perturbaticn de 1'opérateur L~ (voir par exemple [4], proposition 3.3).

11.3.3. Démonstration du théoréme 2.2 et de la proposition 2.2.

Soit RT 1'application qui, & une distribution u sur R, » associe le

couple <Ul(o,T)’u‘(T,+m)) des restriction & (0,T) et & (T,+=) de u.



On considére le diagramme :

L
”2:2(0,T) X Wg:g(T,+~) T —> HP(0,T) x HP(T,+=)
| Ry | Ry
WR(R,) - > WP(R,)

ol LT est 1'application : (u,v) +—— (Lu,Lv) pour (u,v) € w:’g(o,T) ij’g(r,+w).

L'opérateur RT est & indice, d'indice -(m+p), de w?:g(m+) dans
.'w';‘:g(o,T) x WZ:E(T,M) ; de méme, R est & indice, d'indice -p, de HP(R,) dans
HP(0,T) x HP(T,+=). |

Des proposition 2.3 et 2.4, il‘résulte que I'OpérateurvLT est & indice,
d'indice m+-+rp-Min (0,p). I1 en résulte que 1'opérateur L est 3 indice, d'indice

- - Mi P p
m -m+r Min (o,p), de NS,G(R+) dans H'(R, ).

Y
Enfin, la proposition 2.2 résulte de ce théoréme 2.2 et de la propo-

sition 2.8.

I1.3.4. Démonstration du théoréme 2.1 et de la proposition 2.1.

------------------------------------------------------

La démonstration est analogue 3 celle de II.3.3.
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ITT. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.1 et 1.3.

On se limitera & démontrer le théoréme 1.1 ; 13 démonstration du

théoréme 1.3 étant analogue.

ITI.1. lére méthode : Méthode des quotients différentiels a partir d'estimations
a priori.

IIT.1.1. Une estimation a priori.

Proposition 3.1.

Pour tout Xy €9 il existe un entier Py 20 tel que pour tout entier

PP, et pour tout g €R, il existe deux constantes Cp >0 et € >0 telles aque

q
siu e.wg’g’q(ﬁllen) avec supp u ¢ {(t,x) € I x @ ; ||(t,x) —(o,xo)H <e_} on ait :

+ [lul

- | -
,  Ehig SRy )7

P .h
Il g, c o Ll
o] LY ; H § ([Rn)) G,6

PARxRY) T P29 h=

Démonstration : On décompose 1'opérateur L de l1a maniére suivante :

=10 1 2 3
L =1L (x0 5 Dx s Dt) + L+ L +L
1_ o+8lal+i o pd .
avec L = a .(t,x) - a .(o0,x t D, D%
Ial+jzim [ C!J( ) aj o)] X t
o+é|a|+] €N
12 - § a. (t.x)D* DI ;
- S E] X t 9

af+y <m
o+8|aj+] <0

—
]

, a . (t,x) tloretlal+d] pe gl
la!""j <m GJ X t
o+d|al+i>0

ot8ja|+] €N

. s s 0
a) Démonstration de la proposition 3.1 pour 1'opérateur L = L~ :

Par transformation de Fourier, par rapport & la variété tangentielle x

dans R", on associe a 1'opérateur LO(x 3D, ’Dt) 1'opérateur différentiel ordinaire

Lo(xo,g ;Dt) dépendant du paramétre g er"
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Lo(xo’ £ Dt) = ‘a|+%<m aaj(o’xo) tc+6|a|+j & Di )
o+8|al+j € N
Appliquant le théoréme 2.1 (la condition 3 du chapitre I étant supposée
satisfaite), i1 existe un entier Po 20 tel que pour tout p > Po et tout w € R",
|lw] = 1, 1'opérateur L°(x0; w3 D) soit un isomorphisme de 1'espace WZ:E(IR)
sur un sous-espace fermé de 1'espace Hp(rR)' (ce qui implique Po >o). Par consé-
quent, pour p > Po il existe une constante C_>o0 telle que pour tout w eR",

P
|w| =:1 , pour tout v(s) e w’;"g(m) on ait :

p oo 2 p 2
(3.1) L ) [sotélal+s Dg"“vu g SCpe I no’s‘ LO(xgswsD IV
h=0 ITITJ ;mm LS(R) h=o0 - ~ LY(R
oté|a|+] €

1
Pour £ € R"-{0} et u(t) € NZ’E(IR) on pose : u(t) =v(s) avec s =‘t|g|6 . Il en

résulte 1'inégalité :

h 2h
2([a] -3) i ish .2 o 2
§/y o+8|al|+j ni+h Sunh 9. .
hgo efein 1€ It N uan(m):cp.hgols: Iog L0l
o+§|a|+] €N

Appliquant cette inégalité & a(;t,g), transformée de Fourier partielle

par rapport @ x de u € N:’g’q([erRn), on obtient :

-h
hgo lTl%jim |E|2(|a| +%+q)llto+6|al+j Di+h a(t’s)"iz(m)
c+8|a|+] elN
< Cp- g |~EI?(%—h+Q)IDh L%(x, s £ D) G(t,a)llz .
. = Phoo t- o t L2(R)
Pour |g] > 1, on en déduit que 1'on a :
-h :
ca b1 e e Je+elel+d pith G(t,s)uzz
" il S
< C. E (1‘+|g|2)%h+qnn" L°x_;&, D,) u(t s)H2
= P nge t 0’> "t i Lz(fR),

avec une nouvelle constante Cp.

Pour |g| <1, on obtient 1'inégalité (3.1) avec s=t, v=ﬁ(t,£) et w=uw,

fixé, on obtient donc :
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2 2
+6 -
I eotelels od*h U, s)] <cC E HDZ LO(x,38:0,) u(t.e)]
h=o  la|+j <m L2r)~ P h= 0 LY
o+§|a|+] €N
RS of feorelelteeuynd (e Ej”z ¥
h=0 |a|+j <m _ (R) !
c+5|a|+J elN J
la] > 1
Or, pour tout |g] <1, on a :
X . 2
h rotélal+i ;.o ay nd -
Eo 'algj L [t (£%-u3) DI “(t’g)]'kz(rn)
o+6|al+j N >
ldl 31 <C § z “t0+6|a‘+3 -h+2 J+2 A(t E ”
~  h=o lal+i < m 2
la| >
o<2<h

o+8|a]+j-h+2 €N

Par conséquent, si u(t,x) =0 pour |[t] > T, on obtient une majoration par :

. 12(p-h+8]al) yyo-p+j D u(t.e)] ,  +
Max?o,-o+p) <Jj<mp L(R)
: ; - 2
, 10d u(t.e)]
0 <J <Max(0,-o+p)-1 LR

Par suite, il existe T=ep>o' tel que pour tout u € bf:’g’q(mx rR") avec u(t,x) =o

pour |t] 2ep et pour tout |g] <1, on ait :

eh,
e f d o D) el P 580 ovalales pion e, s)u
ot+8|al+i €M

.E-h
P 2.5 Y9 h o ~ 2
< C. (1+]g]%) oy Lo (x5 £,D,) u(t,g)]
{ o P L7lx 3 820 L3 (R

. 2
+ L (+]e15)9 pod aceLe)l
0 <Jj <Max(0,-o+p)-1 LH(R)

Regroupant les inégalités (3.2) et (3.3), et en intégrant par rapport

a e ar, on en déduit qu'il existe une constante ep > 0 telle que pour tout

A @,E’Q(mxmn) avecu(t,x) = o pour Itl > ep ,» On ait :
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E z "t0'+6|al+j D%+h U“ "
h=o  |a[+j<m » Elslal+q
o+8|al+iEN L5(R; H S (R™)
3
h J l
<cd § ot _ vl o,
h=o ° p-h 0 <j <Max(0,-o+p)-1 © LER;H l(m"))f

+q
LAR:H S (R")

Enfin, utilisant 1'inégalité de Hardy, i1 est facile de vérifier que
1'on a pour u € wg’g’q(ﬁllen) avec u(t,x) = o pour |t| 2ep

lodu] < C.Jt7 M 0Ty < C |l

PR KR LR KRN TR (xR

pour o <j <Max (o0,-o+p)-1. Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.1

pour 1'opérateur LO.

b) Démonstration de 1a proposition 3.1 pour 1'opérateur L = L%+ Ll.

I1 suffit d'estimer la somme :

i ™M O

h o+8lal+j nd no p-h
) IDy [(a_:(t,x)=-a .(0,x)) t Dy D%ul| +q .
[+) a|+]

h

Pour u € w?’g’q(ﬂthR") avec Supb u contenu dans la boule de centre

(o,xd)et de rayon €_ , il existe une constante C > 0 telle que :

P
" o
10} [(ag5(tax) - aaj(o,xo))t°+‘sl°"+3 0} 0% u]| beh, <

LZm; HS  (R")

hd h +5 * 3
[ (ag5(tax) = ay5(0uxg)) Of (2oelel*d of o2y

t +

p-h
1 L2(R; KO (R")
1o (eo*elal*d pd ) |

h-
c.J
2=0

p-h
L3(R; Hla|+ 5 TRy

Or, pour tout ¢ > 0, il existe une constante Ce > 0 telle que :
. .

1 ..
] Iof(e7relel*d pluyy

h, o+ +J nd
I <eofi(eerelaltd pluy i

+Bohyg a2 g
L2<m;H|°l & mM) L?UR;H'“' & (m")

+ c ” t°+6|0|+j Dju" i
i ©a o el B
L™(R;H (R™)



- 29 -

Par aiileurs, il existe C > 0 telle que :

<

[ (ag5(tx) = ag50.x)) 0F (¢7*¢12143 o] 52 uy)

L(R; H O q(R"))

sup 2,5 (8:%)-a, 5 0,x) Hof (o113 pd 4y )
I (£2%)-(0ux )l <6 ™ el L P o
P L(R;H Rr™)

c. o (2151 of o))

~h
Ial +L+q-l
LZ(R; H 8 R"
De plus, utilisant 1'inégalité de Hardy, il vient :

el
joft (eo*slald pf uy

-h h
2 ol +B524q
L°(R; H (R™)
T
c. Jeoreleltd pi+h
‘ 2 Ia]+%—h+q n
ot L"(R; H (R7))
h,  o+6|al+i nd
10.(t Dy u)|
A T
L°(R; H (R))
c. Jeorelal+d pith
BTN R
L"(R; H (R7))
Finalement, on obtient pour €p assez petit :
p
h 0,1
o5 - .iC{ L IDy (L7 +L7)yl - + | uj - +
wg,g:q(mxmn) £h=0 t » 'Ld!']_+q . bfc‘:sg’q l(mxmn)
’ L(R; K (RY) ’
+§|al+] AJ
L1 peereleltipd y ooh
h=1 |a|+j<m 2 laf +524q
L°(R; H °(RY)

Or, pour tout e > o0, il existe Ce > 0 telle que :

Jeetelal®ipd gy cefereleltipd y)

ol +B04q =

la] +2+q
(R")) Lgr;H O

2

LYR ; H (RM )

+ ¢ |eorelaltd pdy
€ t " |a|+P-+q-1
H 5

AR ; (R"))
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pour h=1l,...,p. On en déduit facilement la proposition 3.1 pour 1'opérateur L +L1

1 2

+ L.

¢) Démonstration de la proposition 3.1 pour 1'opérateur L = %+ L

I1 suffit d'établir 1'estimation suivante : pour tout entier p > o,
pour tout q €R et pour tout € > 0, il existe Ce > 0 telle que p'our tout
u evfg’p'q(mxm“) on ait :
h
(3.4) hZo Dy (L 2u)l , E%qu n :e'IIUIINg, P9 x m")+ Ce.NUIl@,g,q-l(mxmn).
LYR ; H (R™M) ’ ’
Pour cela, on rappelle qu'il existe une constante C > 0 telle que pour

tout u e w'“'°(R) eto<j<-0-1, on ait :

2
< C “ O‘H'ﬂ D U” + “to+6m uu .
L3(R)~ { L2(R) L3(R)

On en déduit que pour tout € > 0, pour tout u € W:’g(tR) et 0<j<-0-1,

"DJ ull L2

on a: 2 o o+6m+J
‘ +m ~m ' o+) c+5m
jodu] , < Cd et 0N, 4 It n
LAm)~ N L2AR) L2(R)

On doit estimer des termes de 1a forme :
[od* uf .
P ekl
L(R;H (R))
pour 0 < £ < h, o + 8la| + j<oet ue WP d(mx ™).
On applique 1'inégalité précédente & la fonction D% G(t,g) pour g emR",

on multiplie les deux membres par :

2 |a| +El4q . 2 ok
(1+[e] ) , on choisit e = ¢'(1+[¢] ) ;
puis on intégre par rapport 3 ¢ € R" ; ce qui donne :
. om mts
1o¢"™ < Cdet 1€ oty
t 4 hr%ﬂ* & ! p_6_+ n
LY(R ; H (TRn)) LR :H (R™)
C.. 177" b o]
i i mBlig
L (R; H (R™))

On en déduit 1'inégalité (3.4).
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d) Démonstration de la proposition 3.1 pour 1'opérateur L = L%+ L1 + L2 + L3.

[1 suffit d'établir 1'estimation suivante : pour tout entier p > o,

pour tout q € R et pour tout € > 0, il existe des constantes C >oetT >0

pQe
telles que pour tout u € wg’g’q(HQXIRn) avec u(t,x) = o pour ltliTp€ , On ait :
h 3 1 M ]
(3.5) ) 1oNdul < elul el
heo =t AR H S (R") WP G(Rx R P3P0 R Ry

Pour cela, on rappelle qu'il existe une constante C > 0 telle que pour

tout u € wg’g( R), o<t<h<peto+éla]+j-2>0,0na:

O+5lal+j-2 Dh+j-2 “2 < C. ”t0+m m+h n2

! tc+6m
t ARy "t gyt

h2

t i
n M2

D

On doit estimer des termes de la forme :

+6lal+i]-2 h+j-2
jelovs! pi*3-2y) i
t o]+ BN 4g

LR ; H &R

pour 0<f2<h < p, o+§|lal+j >0, o+s|al+j N et 0 <2< Min (h; [0 +8|a]+i]).

On applique 1'inégalité précédente a la fonction U (

1+|g{ @6 e

on effectue le changement de variable y = ——————7—T~— , on multiplie les deux
) S (1+]€]°) 725
membres par (1+|§| » puis on intégre par rapport & £ €R", ce qui donne :

"to+éial+j-2 Dh+j'2u” "U”

t -h = C. n
> la| +%+q n wm’i’q(YRx{R ).
L(R;H (R7)) 7

Ainsi, lorsque o +§|a|+j- £>0, on en déduit facilement 1'inégalité

(3.5) pour le terme U*[°+5IGI+J] % 2+J 2 ul

Zmulel T8 gy

I1 reste & étudier le cas & = [0 + 6|a|+j]. Pour cela, on procéde comme
ci-dessus en partant cette fois de 1'inégalité :

. 2 2
h+j-2 ( o+m m+h o+ém ~h
N R LA P L

L™(R)
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pour u € W'P(R), o <¢<h<peto<h+j-2<-o+h.

On en déduit pour h+j-% > o avec & = [o+8]a|+j] 1'inégalité :

h+j-2 '
(3°6) "Dt uu E'h'j+2‘0+ ic' "u"wm’p’q(mxmn) *
| Zesw (") 78

p-h-j+2-o s p-h

Or, puisque 2 = [o+8]|a|+j] et o+§|a|+j €N, on a : ; -

+ |a|. Par

suite, pour tout € >0, il existe Ce >0 telle que pour tout u e.wg’g'q(nzxxnn),

on ait :

h+j-2
Jof3-%y < e.ful :

la|+m+q WP x R™)
LR ; H & R") o

= h+j-%
C, "Dt ul -h-j+2-o<+q'1

LqR;H O (®"))
et compte-tenu de (3.6) dans laquelle on remplace q par g-1, on obtient 1'inégalité

h+j-2
107 ]

u - < eyl i

¢ laf +2M 4 q WP (R x R™)
2 8 n 0,6
 LYR;H (R™)) »

+ C .|l - .
€ N‘gsg:q l(mxmn)

Ceci achéve la démonstration de (3.5). La proposition 3.1 est démontrée.

II1.1.2. Régularité partielle.

On conserve les notations de la proposition 3.1.

Proposition 3.2.
Si ue W';"p’q(tRx R") avec supp u c{(t,x)eR xR" ; I (tsx)=(0,x )] <ep)
. h o Bl +1 ny
et si Dt(Lu) e L(R;H (R7)) pour o<h<p, alors u eh‘:’g’q (RxRY).

Démonstration : On utilise la méthode des quotients différentiels par rapport 3 la

variable x. Pour h e R\ {0} et i=1l,...,n , on pose :

Tih v(t,x) = v(t 3X] seees xi-fh,....,xn)

% (Tih v(t,x) - v(t,x)).

Pih v(t,x)
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On a :

L(p;pu) =p (Lu)+ ] pinlags) (%) glovslal+d] 09_; DS (5, u(tsX)).

la|+3 <m
On applique la proposition 3.1 & la fonction PipUs POUr U € wg’g’q(ﬂixﬁfﬁ

avec supp u € {(t,x) € R xR" ; || (t,x) - (o,xo)n < ep} et h suffisamment petit :

. C .
up'lhunwmspaq(mxmn) bt Psq hg l‘ L(p”\ ” ” E:h+q *
9,8 LR H & (RM)
+ llo;pul
ih™" m,p,q-1 n
wc,g " rxr™
D'aprés 1'expression de L(pih u), il vient donc :
loguul Cec L F e, qul . '
WPy ®") T P9 ] nzo . Bl
’ L(R ; H (R7))
)
+ [l + o pul - -
ety " )
Par suite, il existe une constante ¢ > o telle que :
ool <c. ¥ g . “ lul L
LS U h=o o Elign WP (Rx R")
9 LR ; H (R")) o

On en déduit que Dx. u € WZ’g’q(HQX m"), et ceci pour i=1,...,n.
1 9

Finalement, u e.wg’g’Q+1(nzxrR”), ce qui achéve la démonstration.

II1.1.3. Démonstration du théoréme 1.1.

Soit u € C7(I; D '(n)) tel que Lu € CT(I' x ') et soit (tyox,) €1' xa'.
On doit montrer que u est indéfiniment dérivable au point (to s xo).
Pour t0#<3, le résultat est classique puisque 1'opérateur L est ellip-

tique en tout point (t,x) pour lequel t#o0.
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Si t, =0, soit V un voisinage ouvert du point (o,xo) avec V&I' x @'
et soit ¢ ¢P(I' x Q') avec ¢ = 1 sur V. D'aprés le lemme 2.1, pour tout entier
p > o0, il existe q €[R tel que ¢u e.w§:g’q(nzx Rn). En particulier, pour tout
CeP(V), Yu=Qq4u éw::g’q(forR"). Choisissons p > p, ol p, est 1'entier
associé au point X, comme dans la proposition 3.1, et $eD(V) de 1a forme

¢ (t,x) = (Pl(t) “Pz(x) avec supp‘fc.{(t,x) ER xR" ; [ (t,x) - (0,x )l < ep)-
On vérifie alors que : Ikﬂl+ atl

o L(Pu) el?(R; RS (R™)) pour o < h < p. I1 en résulte que :
Yue w’(‘::g’q*l(mxm”). Itérant le raisonnement, on en déduit 'que Qu ew’::g'q(mxm”)
pour tout q.

Enfin, comme p()\p Wr::g’q(!Rx R™) < C*(Rx R"), on en deduit que u est

qer’
indéfiniment dérivable au point (o.xo).

IIT.2. 2éme méthode : Construction d'une parametrix partielle.
Nous utilisons ici les techniques de [15] dans la présentation de [25].

I11.2.1. Opérateurs pseudo- d1fferent1e1s a valeurs vectorielles.

Cette notion d'opérateurs pseudo-différentiels 3 valeurs vectorielles
a déja été utilisée dans [15], [25], [27]. Soient deux espaces de Hilbert complexes

F1 s F2 et &3(F1 s Fz) 1'espace des opérateurs continus de F1 dans F2 .
Etant donné un ouvert Q, on définit 1'espace des symboles " (szxﬂ! F1 2)
comme 1'espace des fonctions p(x,£) indéfiniment dérivables sur @ x R" & valeurs

dans é@(Fl,Fz) telles que : pour tout compact K de @, pour tout couple

(asB) en” xiNn, il existe une constante C >0 telle que, pour tout x €K,

Kya,B
pour tout ¢ elR", on ait :

105 0F p(x,E)] @ (F ) 1CK’;’B (g™ lel
1772 -
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On définit alors Lm(n 5 FI’FZ) comme 1'espace des opérateurs pseudo-
différentiels dont le symbole est dans ™ ; 1'opérateur P de symbole p(x,£) est

- défini, pour u €.C:(Q 5 Fy)s par :

Putx) = [ o e' () e a
R
et ona : Pu e Cm(Q 3 F2).

Dans [25], on a utilisé sur F, et F, des normes qui dépendent de £. I
se trouve en effet que, comme nous le verrons aprés sur des exemples, les normes
dépendant de £ s'introduisent trés naturellement sur les espaces de Hilbert

considérés. On note F% , 1'espace Fi » muni de l1a norme dépendant de & pour i=1,2.

On définit alors de maniére naturelle les symboles p(x,£) dans
Sm(Q xR" ; F% s Fg). Pour que les théorémes classiques soient vrais (continuité
dans H®, composition), il faut imposer des conditions de "continuité" en £, que
nous ne préciserons pas ici, et la condition suivante : i1 existe des constantes
Co R C1 >0, (NO R Nl) elR2 telles que, pour tout v € Fi » pour tout ¢ eR",

on ait :

IA

No Nl
Co(+le]) = v 5 < IVl Cy - (1+[el) “ IV,
Fs F

g
F

pour i=1,2.

I11.2.2. Normes dépendant d'un paramétre sur HDHR) et wg’g(m).

On considére sur 1'espace WZ’E([R) » pour p>0 et p>o0, le produit
scalaire suivant : pour u,v &€ WZ’E(GQ) et pour ¢ 6[Rn, on pose :

%— [(c+6 |a|+j-l)+ -j-h-c+p]

: 2
u,v = 1+
( )m,p,o,G,E ld!gjim ( !EI )
h+e <p .+ . PR S ' ]
(J¢) (oFelal+i-2) D%+hu,lti(°+sl“l+3'2) 01*"™),
)|
Hu“m’p,dgﬁ,i ) (U’U)m’p’d’d’g ’
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ol pour tout nombre réel A, (A)+ = sup (0,A).

De méme, pour u,v € Hp(IR) » ONn pose :
h

p-
2, § h h
, = 1+ D, u, D, v s
(U V)p’s’s hgo ( I | ) ( t t )Lz(tR)

lulp,s,e = 7(usudp s e -

Pour |£| =0, on obtient des normes équivalentes aux normes des espaces
NZ’E(HQ) et Hp(nQ) respectivement. De plus, il existe des constantes C0 ,C1 >0

telles que, pour tout £ € R", pour tout u € Hp(fR) et tout v € N?’S(IR) s On ait :

2,28 |
co'”u"p’a’oiuu"p’s’g .<_c1 * (1+|El ) ”ulp’s’o
et 1, .py
2,2(M*%)
CO-"v“msp’OsGsO = "v“m,p,o,G,E < Cl. (1+|El ) ”v“m,p,O,G,O )
On utilisera dans la suite la propriété suivante :

Proposition 3.3.

Pour tout a € m", il existe Ca > 0 telle que, pour tout £ € IR", pour

tout u,v € Hp(rR) (resp. w':'g(m) ), on ait :

lal

2.2
108 (), g, <€, (lel®) 2 fuly o VL
| la]
(resp. : - _
192 (U pars.e) | < Co (#1E1D) 2 el o oo IVl o o6 )-

Démonstration : elle est immédiate.

II1.2.3. Remarques préliminaires.

On ne s'intéresse aux propriétés de 1'opérateur L que dans un voisinage
de t=0 (arbitrairement petit) puisque L est supposé elliptique pour t £0. On va
alors montrer que L, convenablement modifié en dehors d'un voisinage de t =o,

peut étre considéré comme un opérateur pseudo-différentiel dans L°(n ;wg’g’g(rR),



- 37 -

Hp’g(fR)) qui admet, pour p assez grand, une paramétrix dans LO(Q ;Hp’EUR),
MyDsé
WS (R)).

1,2,,3

Comme au paragraphe III.1.1, on décompose L sous la forme L=LO+L +L%+L°,

On suppose, par commodité, que 1'intervalle I est I = ]-1,+1[ et on choisit

P(t) e D(I) telle gue P(t) =1site] -%-,’%-[. Enfin, pour € > 0, on pose :
LE(x,t3D,,D,) = L5 = 1%+ ¢ (h L+ ey L2+ ¢ .

L.

Pour [t| <~ , ona: L
On a alors :

Proposition 3.4.

Etant donné un entier p € (N avec p > o, pour tout € avec 0 <e<1l, on a :

L5(xt5 £.0,) € $° (2 xR WRE(R)), HPOE(R) ).

Proposition 3.5.

On suppose @ relativement compact. I1 existe un entier Py 20 tel que
pour tout entier p > Py s il existe € > 0, A > 0O, Cp‘>o tels que, pour tout xegq,
pour tout £ € R" avec le] > A, pour tout u e.N:’g([R) , on ait :

€ .t .
ﬂu”m,p’c’é,g _<. Cp ”L (X 3 t ’ g’ Dt)u”p’é’s ¢

La démonstration de la proposition 3.4 est immédiate ; par contre, la
démonstration de la proposition 3.5 sera faite en plusieurs étapes comme dans le
cas de la proposition 3.1. Nous nous limiterons & donner les idées essentielles

de chaque étape.

a) Démonstration de la proposition 3.5 pour 1'opérateur L.

Cela résulte trivialement du § III.1.1, a). En effet, i1 résulte facile-
ment de 1'inégalité (3.2) qu'il existe Po e (avec po.iO) tel que pour tout entier
P2p,s 11 existe Cp >0 telle que pour tout xe o, pour tout £ € R", le| >1, pour

tout u e.WZ’g(fR) , On ait :
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0y -
@7 ulgp,0,6,6 < Cp 1703 €0 Dl

b) Démonstration de la proposition 3.5 pour 1'opé‘ra"ceur L%+ ‘?(-E—) L1

D'aprés a), il suffit d'établir que pour tout entier p ¢ N avec p>o,
pour tout n > 0, il existe €, > 0, A1 > 0 tels que pour tout 0 <e< €1, pour tout

éa >1, pour tout u € w’" p(IR) » On ait :

t 1 P
(3.8) I @@L (xsts e, 0uly o xnfuly ooy

" xeq, pour tout £ € R" avec |g] >

En revenant & 1'expression de Ll, on démontre facilement que pour p>o,

xeq, £€R" avec |g] > 1, i1 existe Cp > 0 telle que :

ty, ,1 ) ' 1 .
" ('P (E)L (x’t ’ g 9 Dt)u"p,a’g .<_ Cp * e(]' +€plgl I/G)’"u"m’p’o’a’a ¢
On en déduit 1'inégalité (3.8).

¢) Démonstration de la proposition 3.5 pour 1'opérateur L%+ ‘P(-z—) L1 + P (t) L2.

I1 suffit de montrer que pour tout entier p €N avec p >a, pour tout
n> o0, il existe A, >0 tel que pour tout XeQ, pour tout g e R" avec lg] > A,

pour tout u € Nm’p(IR) on ait :

(3.9) 1) tBxs t s, Do)

<n

P 8§, — * "u"m,PaG;G.E '

On obtient facilement pour |g| > 1, 1'inégalité :

2 ) s
“ (P (t) L (x’t H) E ’Dt) u"p s E _Cp IEI ¢ "u"m’p’o,d’a
ol 6= - Max (0 + 6 |a|] +3). D'od 1'inégalité (3.9).
laf+i <m

o+8|a|+i <0

d) Démonstration de la proposition 3.5 pour 1'opérateur L =L% ‘P( )L +‘P( L +‘f( )

On montre que pour tout entier p €N avec p>o, pour tout n > o, il
existe €3 >o A3 >0 tels que pour tout o0 <e< €5 » pour tout x € n, pour tout &:erR

avec |g| > -3— > 1, pour tout u ¢ Nm p(IR) , on ait :
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t, ,3 . :
(3.100 ¢t (X.t,é;,Dt)UJp,a,g =n ”““m,p,o,s,s .

3

Evaluant chaque terme de Q’(g) L™ (x,t ;g,Dt)u ; on obtient :

ty (34 4. <0+ el & v =L pul
ﬂ(f(e) L7(x,t ’EsDt)u“p’s’E_‘.c'(E + |€[ + Eplil /6)‘]ldlimapa°v6’§

ol 0 = Min ([o+68|a] +3] - (0 + 8|a]+j)). On en déduit facilement (3.10).
o+6[al+j >0
c+6ial+jﬁm
A Enfin, la proposition 3.5 résulte des inégalités (3.7)........ (3.10)

II1.2.4. Construction d'une paramétrix partielle.

On va construire une paramétrix partielle pour 1'opérateur LE. Pour 1la
commodité, on notera : Le(x,t ;g,Dt) = L(x,g),e étant fixé en fonction de p comme
dans la proposition 3.5 ; F% = wﬁ:g’g(rR), Fg = Hp’g(rR).

On a donc un opérateur L¥(x,t ; £, Dt) dont le symbole L(x,£) appartient
a So(n x R" H F% s F%) et tel qu'il existe C > o, A > 0 tels que pour tout x € @,

pour tout £ €R", avec |£! > A, pour tout u & F% , on ait :

ful . < ClLOoe)d] -
F; F5

I1 n'est pas difficile de montrer que 1'hypoellipticité partielle
résulterait d'un théoréme de [15], et 1'existence d'une paramétrix partielle
résulterait d'un théoréme de [3]. Mais nous préférons construire dans ce cas
particulier une paramétrix partielle afin d'obtenir la régularité maximale.
L'idée suivie est celle de Eﬂ, mais on doit tenir compte de la dépendance ené&
des normes. |

On définit L*(x,g) par : pour tout u € F2 » pour tout v e F1 :

(L*(x,¢) u,V)FE = (u,L(x,£)V)

=
1 F

2

Proposition 3.6.

On a :
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(1) LX(xg) e s%a xR" 5 £S5, F),
(1) L*(x,8) o L(x,€) € $°%(a xR" 5 F} , FE),
(i) L*(x,€) o L(x,&) est, pour |g] >A, un isomorphisme de Fy sur Fy et ona:
il existe C>o0, A>o0 tels que pour tout x € @, pour tout £ eRr" avec
|g] > A, pour tout u € F% , on ait :
llull_¢ < ¢ IL*(x,€) o L(x, E)U”
1 1

Démonstration : Le point (iii) est immédiat ; le point (ii) se déduit facilement

de (i). Montrons donc le point (i). De 1'identité :
(L*(x,€)u, '-*(X,E)u)'__E = (u,L(x,E) o L*(x,E)u)
on déduit 1‘inégalité :

1
Ensuite, en raisonnant par récurrence et en utilisant les propriétés de

L(x,g) et 1a proposition 3.3, on obtient aisément (i).

On peut maintenant construire une paramétrix partielle pour Le(x,t;Dx,Dt)
I1 résulte des points (ii) et (iii) de cette propositidn 3.6 que 1'on peut cons-
truire un inverse R(x,g) tel que pour |g| > A :

R(X:E) o L*(x,€) o L(x,€) = 1

L¥(x,8) o L(x:€) o R(x,E) = I
et pour tout u € F1 ’

IR(x,)u] o < C. Jul
SR

I1 résulte alors de ces relations que R(x,£), convenablement modifié

FS ).

pour |£| <A est un symbole dans $°(a x R" ; F5
1

2 9
On construit alors classiquement un opérateur péeudo-différentiel

Rp(x ; D) dont le symbole est dans S°(Q xR" ; F% ’ F%) avec pour symbole princi-

pal R(x,g) o L*(x;g) et tel que :



- 41 -

- RP(x3D) o L5(x,t 3D, , D,) = I+P(x;0D);

_ oPry . - s - s - :
RF(x ;D) est continu de Hcomp (s Fz) dans H1oc (23 Fl) pour tout s €R ;

- Sp(x ; D) est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est dans

- L S S Pry - in ;S . FS

S (e xR ;F; , Fl’ et donc S"(x ;D) est continu de Hcomp (2 ; Fl) dans
t

H

1oc(Q H F%) pour tout (s,t) eTRz.

Une telle paramétrix partielle,qui dépend de p, va permettre de

démontrer le théoréme 1.1.

III.2.5. Démonstraticn du théoréme 1.1.

On se donne p entier avec p 2P, et ¢ > 0. Comme dans 1a proposition
3.5. .

Soit u € CO(R3 @ '(7)) 5 d'apres le lemme 2.1, u € H'(a ; WP E(R))
pour un t convenable. Par ailleurs, Lfu est dans H?oc (23 Hp’g(rR)) pour tout

s €R ; on déduit de IIl.2.4 que u € H?OC(Q H wg’g’g(rk)) pour tout s € R. Ceci

étant valable pour tout entier p 2 Py o le théoréme 1.1 est démontré.
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IV. ETUDE DES CONDITIONS 3 ET 3°'.

On commence par é&tudier le cas § = 1 qui, dans cette étude, joue un

réle particulier.

IV. Cas ou 6= 1.

D'une maniére générale, les opérateurs L pour lesquels &§ = 1 et satis-
faisant les conditions 1 et 2 sont partiellement hypoelliptiques dans I x Q ;
en d'autres termes, la condition 3 est toujours satisfaite, ceci résulte de la
remarque 2.3. En particulier, lorsque o = -m, les opérateurs L sont les opérateurs
elliptiques et on retrouve le fait qu'ils sont hypoelliptiques (cf. remarque 1.1).
Par contre, pour de tels opérateurs, la condition 3' n'est pas toujours

satisfaite. Par exemple, 1'opérateur Lu = (DE + Di) {tu} + AD,u + y Dxu est

t
partiellement hypoelliptique dans mz, par contre, utilisant le :

Lemme 4.1.
i+ f = 2 1 - pi .
Soit =s P (DS) + P (Ds) o P (Ds) pour i = 1,2 est un polyndme

différentiel de degré i & coefficients constants complexes ; on suppose que

2

s dans PZ(DS) est éaal @ 1 et que le polyndme Pz(r) admet

le coefficient de D

deux racines T, et t_avec Im T, >0 et Imt_ <o.

Alors : Ker &3(1,8( ﬁ+) = {0} si et seulement si la condition
(C) suivante n'est pas satisfaite :
(C) 11 existe pe M tel que : PH(x,) = 1 p(r, - 7_) .

(Ce lemme est une conséquence immédiate du théoreme 2.1, § III de [4]).

2
t t

hypoelliptique dans ﬁ; x R si et seulement si u # ¥ (2p+i)), p entier > 1.

Cet opérateur Lu = (D, + Di) {tu} + x D, u+y Dx u est partiellement
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IV.2. Cas ou § # 1.

Lorsque 6 # 1, on va donner deux méthodes qui, par un changement de

variable, raménent au cas § = 1.

IV.2.1. lére_méthode : Dans ce paraqraphe, nous allons appliquer une méthode
assez simple pour répondre aux conditions 3 et 3' ; celle-ci permet en particulier
de retrouver des résultats déja connus [12], [13]. |

La méthode consiste & trouver d'abord une décomposition du noyau de
1'opérateur L dans - puis, par un chanaement de variable, de se ramener au cas
§ = 1 et plus précisément, & utiliser la condition (C) du lemme 4.1. Signalons que

cette idée de décomposition a déja été utilisée (différemment) dans [}2].

a) Etude des conditions 3 et 3' pour le cas des opérateurs d'ordre 2.

On va é&tudier le noyau dans .§ ( R) des opérateurs L & une variable,
de la forme :

_ 0+2 2.,
Lu(t) =3, t .Dtu+a01

o+é+l Dtu+a t°+6u + a2 t

c+l
t 10 0

o o+26
Dtu+a00t u+a11t u

ol 0 € Z avec ¢ > -2, o‘>oaveCc+26€fN,a1.je:¢ avec a°2=1et a1j=osi

o+ 81 +j ¢ N

2 .
a02 T+ allr + a20 admet deux racines

On supposera que le polyndme P(t)

T, et t_avec Im 1t

+ >0 et Imt_<o.

+

L'équation caractéristique F(A) = 0 associée & L en t=0 s'écrit :

Y = o T (Y e - 1 =
F(x) = 2., A(x=1) = i ajg At aoo 0.

La condition ¢ + 26 € N impose a 6 d'étre de 1a forme : ou bien § = k
entier > o, ou bien § = Z%il avec k entier > o. On commence par étudier le cas
§ = k entier > o.

Soit u(t) € Ker L Y _%( R) ; 1'opérateur L n'admettant que le point t=o

comme point singulier & distance finie et étant du type de Fuchs en t=0, oOn en
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+o
déduit que u(t) est analytique, soit u(t) = ¢ u, t
n=o0
dans 1'équation Lu = o, on obtient les relations :

n, Reportant ce développement

o<n<k-1 :F(n).u =0

n
(4.1) k<n<2k-1 :F(n). ug+ B aj(n-k) +a,lu =0
2k < n P F). g+ [ agy(nek) +aggl ug o+ e v 5 = 0

La résolution de ce systéme est donc 1iée aux racines entiéres éventuelles

de 1'équation caractéristique F(1) = o.

Proposition 4.1.

On suppose & = k entier > 1.
( 1) Si F(x) = o n'a pas de racine entiére > o (ce qui impose o > o), alors :

Ker L N.L(R) = {0} ;

(ii) Si F(2) = o admet une seule racine entiére > o, soit m, ou bien deux
racines entiéres > o dont la différence est un multiple de k, m étant la plus
petite (ce qui impose o > -1 si § = k > 1), alors :

{0} ;

1) si k est impair : Ker LN _§( R)

2) si k est pair : Ker LO.S(R) = {o} si et seulement si :

(i aoz(l-k) tag - 2im aoz) Lt - im a1, #1pk (r, - 1) pour pel ;

(iii) Si F(X) = o admet deux racines entiéres > o, soient met n ; simetn
sont de parités différentes et si k est pair, alors : Ker L NA(R) = {o} si et

seulement si :

(i aoz(l—k) tag - 2im aoZ) T, ¥ " im a1 #ipk (t, = )
et
(i a02(1-k) tag - 2in a02) T, v A - in ajp # ipk (r, - t_) pour pe M.

Démonstration :

(i) 11 résulte des relations (4.1) que si ueKer L NA(R), alors u = o.
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(ii) Des relations (4.1), on déduit que si u e Ker L N.Z( R) alors u(t)

est de la forme : u(t) = t™ v(tk), ol v est une fonction analytique. On pose

k .
s =t ; puisque ue g(R), v(s) e Z(MR) si k est impair et v 6.45( m;) sik

est pair, et Lu(t) = o équivaut a éﬁm v(s) = o avec :

. 2 .2
Sqn VEs [502 k™ Dg + ay kD¢ + azd] v

+

[(-12p klk-1) + agpk = 2im k a5) Dy + (agq = im a;p)] v.

Ainsi, si k est impair, t ——s s = tk opére de (R sur [R et puisque

i% est un opérateur différentiel pour lequel 6§ = 1, il résulte de la remarque
2.3 que v = 0 et donc u = o.

Si maintenant k est pair, t —— s = tk

opere de R sur R_et on

applique la condition (C) du lemme 4.1.

(iii) Des relations (4.1), on déduit que si ueKer LN _£(R), alors u(t) est de

la forme : u(t) = t" v(tk) + t" w(tk), ol v et w sont des fonctions analytiques.

De plus, si k est pair, i1 est facile de vérifier que si u(t)eKer L,
alors u(-t)eKer L. Par suite, m et n étant de parités différentes, on a :
u(t) = t" v(tX) ou bien u(t) = t" w(tX).

On procéde alors comme pour (ii).

Remarque *4.1. On verra dans la seconde méthode, § IV.2.2., comment on peut répondre

a certains cas exclus dans la proposition 4.1.

Application : Soit L 1'opérateur

tcr+2 DZU otk+1

otk
02 t t

to+2k

_ o+l o 2
luz=a +aol t Dtu +a00 t-u +a11 t DXD u +a10 Dxu+a20 Dxu

t

00 0 € Z avec ¢ > -2, k entier > 1, aijc—‘—@ avec a02=1 et aij=° si g+8i+JgN.

. _ 2
On suppose que le polyndme P(t) = 8y T * AT + a5, admet deux

racines t_et r_avec Imt > oet Imz_<o.
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On note F(X) =0 1'équation caractéristique en t=o associée a L, i.e. :

F(x) = -a 2 A(A-1) -‘iao1 A+a _ =o.

0 (o]0]

IT résulte alors de la proposition 4.1 et du théoréme 1.2 que 1'on a :

(i) SiF(A)=o0 n'apas de racine entiére > 0, alors L est partiellement hypo-
elliptique dans IR2 H

(ii) Si F(x) =0 admet une seule racine entiére > o0, soit m, ou bien deux racines
entiéres > o dont l1a différence est un multiple de k, m étant 1a plus petite,

alors :
1) si k est impair, L est partiellement hypoelliptique dans IR2 ;

2) si k est pair, L est partiellement hypoelliptique dans le si et
seulement si :
(i aoz(l-k) +tan -2im aoz) r++a10-1’m a4 #ipk (v, - 1)
et
(i aoz(l-k) +a01-21‘m aoz) r_+a10-1'm a4 F=ipk (t, - 1)
pour p € N ;

(iii) Si F(x) =o admet deux racines entiéres > o, soient met n ; si m et n sont
de parités différentes et si k est pair, alors L est partiellement hypo-

elliptique dans TR2 si et seulement si :

(i ay,(1-k) tag -2imag,) T, + a1 - im ajp # ipk (t, - 1)
(i aoz(l-k) +a ) -2im ao?_) Tt - im ay, A-ipk (v, - 1)
(i aoz(l-k) ta -2in aoz) T, + 3 - in a4 #ipk (7, - T_)
(i aoz(l-k) tag - 2in aoz) Tt a - in a4 £-ipk (v, - 1)

pour p € N.

Remarque 4.2 : On retrouve en particulier les résultats de [12], [13].

Remarque 4.3 : On traiterait de maniére analogue la condition 3' en remarquant que

siuekerln ,&(lﬁ;) » alors u est la restriction daR, d'un élément UeKer L(\C”(IR)
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et par suite, les calculs faits précédemment sont encore valables ; le changement

de variable s=tk étant & prendre delR surfR et on applique-alors le lemme 4.1.

Par exemple, soit L 1'opérateur :

2 2k-1 2 k-1

L=t Dt +t D + A D +ut D

x
On suppose que 1-ix ¢ N\K.MN. Alors, si k est un entier impair, Lest par-

tiellement hypoelliptique dans Rz

» par contre, L est partiellement hypoelliptique
dansfﬁ; xR, si et seulement si u # + ((2p+l) k+i x-1), p entier > 0. Si k est
un entier pair, L est partiellement hypoeT]iptique dans RZ ou ﬁ; xR, si et
seulement si u # £ ((2p+l)k + ix-1), p entier > o.

On étudie maintenant le cas 6 = 2%51 avec k entier > o.

Proposition 4.2.

On suppose § = Z%;l avec k entier > o.

(i) Si k=0, alors Ker L n 4 (ﬁ;) = {0} ;
(1) Si F(1)

o n'a pas de racine entiére > o (ce qui impose o > 0), alors:
Kean;& )-{0}9
(ii1) Si F(x)

0o admet une seule racine entiére > 0, ou bien deux racines
entiéres > o dont la différence est un multiple de 2k+1 (ce qui impose
o> -1, si k >o), alors :

ker L N3 (R,) = {o} .

Remarque 4.4 : I1 est clair que dans les conditions (i), (ii) et (iii) de cette

proposition 4.2, on a aussi KerL N&(MR)= {o} puisque si u € Ker L N Z(R) alors
u est analytique surR et uly € Ker L (\A&(ﬁi+).
+

ZZTR——>§

Démonstration : On effectue le changement de variable s+——— t=5s +

et on pose u(t) =v(s). Si u € Ker L(\X(@) , alors v e 3(R) et & v(s) = o avec

a a a
Gv = 2[-—2—2-Dz+ao]v+s{(i—%2—+—-g—l-) DS]V+ fa 0] v-
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Comme ;3 est un opérateur différentiel pour lequel § = 1, on en déduit

que v £ 0 et donc u = o.

( ii) Reprenant la remarque 4.3, on déduit que si ueker L 0K ( m;) alors u=UkR
+
avec U analytique et LU = 0. On vérifie facilement que si F(A) = 0 n'a pas
de racine entiére > o, alors U = 0 et donc u = o.

(ii1) Reprenant toujours la remarque 4.3, on déduit que si uekKer LN .K ( m;),

2k+1

alors u(t) est de la forme u(t) = tmfv(t ) pour un certain entier m > o

tel que F(m) = o et o0 v est une fonction analytique. Comme en (i), on ef-
2

fectue le changement de variable s — t = 52K+1 et on vérifie que
veKa-%mn/%(m)ou:
2
- 2k+1 2
fov s [rgy (55 g+ ayl v

(-1 a,, (Zﬁgl) (EE%l) +ag, gk%l - im (2k+1) a,) D] v

i
1

+

I1 en résulte que v = 0 et donc u = o.

Agg]ication :

1) L'opérateur L = tD_ + th Dt + 3 Di + th est partiellement hypoelliptique

3l ¢+ ™o

dans Rz et dans x R quel que soit 1 < C.

+

2) L'opérateur L = tD, + ADt + Di est partiellement hypoelliptique dans

o N

R, x R quel que soit A e (.

b) Etude de la-condition 3 pour certains opérateurs différentiels d'ordre > 2 :

On va étudier le noyau dans -8 ( R) des opérateurs différentiels L de

la forme : n+1]
n 2. n+1-2¢ 0
L=1n (D, -1iat) (D, -ibt)+ £ 2 n (D, -1ic.t)
p=1 pro it IS TS L
ol ap, b, Az et c; sont des nombres complexes avec Re ap < 0 pour p=l,....,n et

< Inel] Lo . . . n+1
Re b > o et ol Eer désigne la partie entiére de - -



- 49 -

Des applications seront détailiées dans [1€].

On va démontrer 1la :

.y n-1
Proposition 4.3. 1 (Cé - b)
Posons £, = A, .E;1 - Alors, si ¢ ¢ M, on a : Ker L O -8(R)={o}.
I (a.-b)
p=1 P

Lorsque n=1, cette condition g ¢ M est nécessaire et suffisante comme

on 1'a vu dans la proposition 4.1 (iii) ; ce résultat est bien connu [12], [13].

Démonstration : Le principe de la démonstration est le méme que celui suivi pour

la proposition 4.1 (iii). En effet, dans ce cas, § = 2, donc, si u(t) eKer LOL( M)
alors u(t) = v(tz) ou bien u(t) = tw(tz) ol v et w sont deux fonctions analytiques.

On effectue le changement de variable s = t2 ; ceci nous améne a étudier
le noyau dans & ( ﬁgj de deux opérateurs i% et éﬁl avec :

pour n = 2k+1 : ‘
2k+1 K 2k

- Kktl 3 s ' _os 1
éggv =s g (ZDS 1ap) (ZDS ib)v + Ay - S 3 (ZDS 1cp)v
p=1 p=1
k
+ sk P2k ) (20, - by + 1 sKTEpEKHLE(g gy
g=1 s
2k+1 2k+1 2k
wzs T (20, - da) (20, - ib)w-isk m (20 -ia_Jw+a,.s€ m (20 -icl)
s p 3 1 s p
p=1 p=1 p p=1
k
sk q24(0,) (20 - ibyw + x sKTEpZKHIR(g gy
2=1
et pour n = 2k : )
| 2k , 2k-1
Ev = sk I (2D - ia ) (2Dg - ib)v + A sk 1 (2D, - icl)v
0 p=1 s p 1’ p=1 s p
\ ) ]
(k-1 2k 1(n ) (20 - by + 1 sKI°t Rik Q(DS)V :
2=1
. 2k 2k 2k-1
b= n (20 -da) (20 - ib)umi S m (20 - 1A )w kg K (20 -ich)
p=1 P p=1 P p=1
| k
k 2k-1 . k-2 <2k=-2
+s S0 (DS) (20S -ibw + s Sl (Ds)w >

2=1
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ol Pg s Qg ’ Rg et S% sont des polyndmes différentiels d'ordre < j & coefficients
constants.

Pour &tudier le noyau de ces opérateurs dans.d Uﬁ;), on procéde comme
pour le lemme 4.1 (théoréme 2.1, § III ef proposition 2.1, § II de [4]). On en
déduit facilement la proposition 4.3. |

Dans le cas particulier ol n=2, on peut donnér une réponse compléte a

1'existence d'un noyau de L dans § (R). Plus précisément, on a :

Proposition 4.4.

Soit L 1'opérateur :
L = (Dt- i ait) (Dt- i azt) (Dt- ibt) + A(Dt - ict)
avec Re a1 < 0, Re a2 <oetReb > o.

. _ c-b

(i) sig €N, KerLNJ(R) = {0} ;
(i) si 2, est un entier pair, Ker L' n 4 (R) est de dimension 1 ;
(iid) si 2 =2n+l est un entier impair, on a : Ker L N §(R) = {0} si et

seulement si A # (2n+1-2p) (az-b) + Zh (al-b). P=0,...,N.

Démonstration : (i) résulte de la proposition 4.3.

(ii) si %, est un entier pair, on vérifie facilement (lemme 4.1) que
Ker §60ﬂ,8(i§+) # {0} et donc Ker L N 8(R) # {o} ; comme Ker L N §(R)
est de dimension au plus 1 (cf. démonstration de 1a proposition 2.4), on

a donc : dim (Ker LNJ(R)) = 1.

(111) si 9 = 2n+l est un entier impair, alors on a : Ker SEOIW‘8(ﬁi+) = {0} :
on doit donc faire une étude compléte du noyau dans ,S(ﬁif) de 1'opérateur

5&1. Ici, %1 s'écrit :
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£

1

u

2 . . . . . . .
s (2D -lal) (ZDS-1a2) (ZDS - ib) + A.s (2D - ic) - is(2D, -1a1) (2Dg - ia,)

-3is(2D -1a,) (2D - ib) - 2is(2D -ia;)(2Dg - b) - 2(20 - ib) - (2D, - ia,) - is.

2)
Utilisant les résultats de [4] (théoréme 3.1, remarque 3.4 et proposi-

. - ¥ a
tion 2.1, § II), on est amené & chercher le nombre de solutions w de SLI W =0

oo

linéairement indépendantes et holomorphes au voisinane du point sinqulier ¢ = -i
A
r %

L] . * - - . ~
od Jﬁ désigne le transformé de Fourier de éﬂl, opérateur adjoint formel de

1'opérateur 0%1.

A -—

* :
L'équation indicielle ¢0(x) = 0 de 1'opérateur Eﬁl en t = - i %-admet

0 admet une solution holomorphe au

- . - . pn+l . b -
voisinace de t = -i ﬁ-de la forme wl(r) (r + i 7) fl(r + 1 §), ol fl(;) est
une fonction holomorphe au voisinage de ¢z = 0 avec fl(o) # 0. Résolvant formellement
A - - +ao n
1'équation S@T w=o0 avec W(t) = wn(r + 1 gd , on obtient le systéme :
n=0

. . X -
pour racines 0 et n+l. Par suite, 351 W
b

(0)  4,(0) Wy = 0
(1) (1) 8y(1) W,

() ¢5(p) W,

+

¢1(o) Wy =0

+

¢1<p’1) wD-l + ¢2(p'2) Wp_2 =0, p>2
ol 9 et 65 sont deux fonctions convenables.

Comme ¢o(o) = ¢0(n+1) = 0, on en déduit que 1'équation Q@I'G =0
admettra.deux solutions linéairement indépendantes et holomorphes au voisinage
de t = -i:§ si et seulement si on peut trouver une solution de la forme
wz(r) = fz(r + i g), ol fz(;) est une fonction holomorphe au voisinage de ¢z = 0
avec fz(o) # o. D'aprés le systéme (f), ceci est équivalent & dire que le systéme
linéaire homogéne en Wyse oW

n

(1) 65(1) Wy + 61(0) Wy = 0
(11)

(p) ¢O(p) Wp + ¢1(P'1) wp-l + ¢2(P"2) wp_2 =0, P < n+1
admet une solution non nulle. On vérifie alors que les valeurs de x qui annulent
le déterminant du systéme (II) sont exactement les nombres (2n+1-2p)(a2—b)+2p(a1-b)

pour p = 0,...,N.
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La proposition 4.4 est ainsi complétement démontrée.

IV.2.2. 2&me _méthode : Dans ce paragraphe, nous allons exposer une
autre méthode pour répondre aux conditions 3 et 3'. Celle-ci nous a été
communiquée par J. Sjéstrand. En particulier, elle permet de répondre &
certains cas exclus dans la propositioh 4.1 (iii).

On se limitera & traiter 1'exemple suivant :

Lu(t) = Di u+atu + thu.
Ici, 0 = =2 et 6 = 3.

3 :
On effectue le changement de variable s = %— et on pose v(s)=u(t),

sV/3 . (sgn s) |5|]/3 et sK/3 - (51/3)k pour tout entier k. On a alors,

~ o0
u(t) € A(R) équivaut a dire que v € 3(R) espace des fonctions C de 51/3
qui appartiennent a.lgpour |s| grand. On vérifie ensuite que Lu(t) = 0 équi-
vaut 3 2v(s) = 0 dans .&'(R) avec :

E@V = 3s Di v - 21 st + 35 v + .

Pour résoudre Bv = 0, on utilise la transformation de Fourier ;

. R . A
ceci nous améne & estimer la transformée de Fourier v de v :

Lemme 4.2.
- " ‘
Soit v e % (R). Alors la transformée de Fourier V de v admet un

développement asymptotique de la forme :

> + o

(4.2) T W L L C; C 3, 4

avec les mémes constantes Cj pour 1 — + = et pour 1T — - » ,

Démonstration : La transformée de Fourier de 53/3, pour j €N est égale a

|r|'] <9/3 pour t # 0 avec o # 0 si et seulement si j ¢ 3. Ainsi, si

C!j.
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A ”~)
v(t) est la tranformée de Fourier de v € _Z(R), le développement (4.2) cor-

respond au développement de Taylor de v(s) :

+o .
: 3
v(s) ~ ) Ci. s3/ s, s —> 0.
120 J

On doit donc résoudre 1'équation :
-3 (1+f) 0 G+ (d4ir+n) =0

N i .

Donc v(1) = c.(1+12) 2/3 . e”/3 Arctgr . Ainsi, une condition nécessaire
n

pour obtenir une solution non triviale v e A (R) est que

1M 3 Arctg(s=) _ _M/3 Arctg(==) = 4 o . ) - 346k, k€ Z.

Par ailleurs, cette condition A = 3+6k, k € Z est aussi suffisante.
En effet, si x = 3+6k, k ¢ Z, C(r) = (1+12)'2/3 e1A/3 Arctgr correspond a
une solution u(t) £ 0 de Ker L n.4(R).

On a donc démontré la :

Proposition 4.5.

4

Soit L =DF + t

ot N

+ At. Alors, Ker L &(R) = {0} si et seulement
si x # 3+6k, k € Z.

4 2

Application : Soit L =Dy + t Dx + 2t Dx‘ I1 résulte de la proposition 4.5

que L est hypoelliptique dans RZ si et seulement si A # 3+6k, k € Z.

cr N
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V. REMARQUES.

Remarque 5.1 : Les résultats du chapitre I peuvent étre é&tendus & une classe

d'opérateurs plus générale : celle des opérateurs quasi-elliptiques dégénérés
du type de Fuchs dont la partie principale est quasi-homogéne, i.e. en conservant

les notations du chapitre I, les opérateurs de la forme :

- [o+s]a|+] po pd
Lp S a.z auj(t,x) t ] Dx Dt
—l+jim

1 pi

ne~m3s

i

oup = (pl,...,pn) e N" avec P; > 1 pour i=1,...,n.
Les conditions 1, 2 et 3 sont & remplacer par les conditions suivantes :

Condition 1p : L'opérateur Lp est quasi-elliptique pour t # odans I x @, i.e. :

pour tout (t,x) € I x @, t # 0, et pour tout (1,£) ¢ (lelR") \ {0}, on a :

) aaj(t,x) glorslal+i] o 3 4,
+

n a;
I —+j=m
i=1 Py
Désignons par Lg "la partie principale" de Lp » C'est-a-dire :
o_,0 - o+8|al+i na nd
Lp Lp(x ’px »Dy) = . ) a.j (0,x) t Dy D -
I —+j<m
i=1 Pj
o+8|al+j €N

On pose :

Condition 2_ : L'opérateur Lg est quasi-elliptique pour t#0 dans I x @, i.e. :

pour tout (t,x) € I x @, t # o, et pour tout (t,£) € (Rx IR") \ {0}, on a :

) 3,3(05x) got8lalt pa 4 g,

I —+j=m
i=1 P4

o+8|a|+j €N
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2p.

n
Condition 3p : Pour tout w e R", Iw!p = I w T =1 et pour tout x € Q,

1'équation : o
Lp(x 3w, Dt) u(t) = o

n'admet que la solution u=o0 dans §(R).

On a alors :

Théoréme 5.1.

On suppose que 1'opérateur Lp satisfait les conditions ip , 2p et 3p .

Alors, 1'opérateur Lp est partiellement hypoelliptique dans I x g.

De plus, lorsque o =-m, on peut remplacer dans ce théoréme 5.1 partielle-

ment hypoelliptique par hypoelliptique.

Ainsi, par exemple, 1'opérateur é% +t 4, est hypoelliptique dans R x R"

tandis que é% -t a, ne 1'est pas. On retrouve ainsi des résultats de [21].

De méme, les opérateurs t é% + A% t3 Ay sont partiellement hypoellip-

tiques dans R x R" quel que.soit e Q.
En modifiant de maniére analogue les conditions 1', 2' et 3', on obtien-
dra un théoréme d'hypoellipticité partielle dans I+ X Q pour 1'opérateur Lp .
Remarque 5.2 : Une autre extension des résultats du chapitre I peut étre faite
n

en rempiagant, dans la définition de 1'opérateur L, sla| par £ 6; a; o0
i=1

(61,..., Sn) € R" avec §; >0 et o+ 6;m €N pour i=1,...,n.

Par exemple, 1'opérateur Di + Di + t2 05 est hypoelliptique dans m3.

Ce résultat est bien connu [20].

2

. . 2 2 .
De méme, 1'opérateur t(Dt + Dx) + i Dy

est partiellement hypoelliptique
danis3.
Evidemment, cette généralisation est aussi valable pour les opérateurs

Lp introduits dans la remarque 5.1.
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Remarque 5.3 :

I1 est clair que la méthode du chapitre III, § III.1.1, permet de
traiter, comme dans le cas 6§ = 1 [6], les problémes aux limites généraux pour

les opérateurs L.

Remarque 5.4 :

Comme dans le cas & = 1 [7], & partir des estimations a priori obtenues
pour les opérateurs L (III.1.1), on peut déduire des résultats d'hypo-analyticité

et de régularité Gevrey pour les opérateurs L. Ceci sera détaillé ailleurs.

Remarque 5.5 :

Pour la construction d'une paramétrix partielle, on peut considérer
dans l1a définition des opérateurs L des opérateurs pseudo-différentiels en x

d'ordre convenable.
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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS
DEGENERES NON-FUSCHIENS

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER






Introduction .

Dans [1] on &tudie 1'hypoellipticité partielle (ie:1'hypoellipticitd
3 partir d'un espace de distributions C dans la direction normale) d'une classe
d'opérateurs du type de Fuchs quasi-homogénes. Ce sont des opérateurs dont la
partie principale, en un certain sens, est définie sur

.

R xR" = {(t,x); tE€R, xean} par :

) c+3+6|al 3 a
9Dx) pX a t Dt Dx

L(t; D
ol <m ba

t

o+68|a| +3JeN

ol m€EN, § >0, 0 EZ avec o+ mEMN et ¢ + SmEN et a

3

;lé G; cette partie principale
vérifie donc la propriété de quasi homogénéité
« L (l-lt; AT, A6€)= 2 ¢ L(t; t, &)

pour tous A €JR+, tER, T€ER et F,ean. Alors si L(t; Dt’ Dx) est\'elliptique pour
tfo, L est partiellemenﬁ hypoelliptiqué dans R x R" (resp. E+ xR" =
{(t,x) € R x Rn, t > o} si‘e't seulement si 1'équation L(t‘;Dt » £) u(t) = o n'admet
que la solution trivibalei dans jO(R) (reSp.bo(E+)) pour tout EeR™~{o}.

On ﬁénsidére dans cet article des opérateurs du type précédent pour
lesquels 6= O (qui ne sont plus alors du type de Fuchs) c'est-3-dire définis
sur R x R® par @

o+ 53 50
L(t; D, D) = z a, ¢t DD .
t‘x j"‘ldim ja t x



Si 1'opérateur L(t; Dt’ Dx) est elliptique pour tfo, L est partiellement
hypoelliptique dans R x R" et dans ﬁ; x R".

Ainsi par exemple les opérateurs t D, + i D, +1 et tZD?t + D2x+l tDt +
qu +Vv sont partiellement hypoe{litpques dans R x R et dans E; x R quels que
soient A, u,v dans C.

Plus généralement on considére la classe d'opérateurs

- o+ [qj] h
L o‘(t,x) t Dy Dx

z a
g+lel zm d
oi qER avec q > 1 et qmeN ; [&j] désigne le plus petit entier supérieur ou
égal 3 qj. Sous une hypothése d'ellipticité pour t#o (resp. t > o), on démontre
que l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans R x R" (resp. ﬁ; x‘Rn).

Ainsi par exemple 1l'opérateur t3D2t + tthDx + isz + Atth'f.'
u Dx~+v est partiellement hypoelliptique déns!R:x R et dans ﬁ; X R quels que

soient X, u, v dans C.

Les notations et résultats sont regroupés dans le chapitre I.

Le chapitre II qui commence par 1'étude de quelques espaces de dis-
tributions est essentiellement consacré 3@ des résultats pour des opérateurs
différentiels ordinaires, résultats qui sont essentiels pour l'étude des
opérateurs 3 plusieurs variables.

On démontre dans le chapitre III les résultats d'hypoellipticité
partiellé (théorémés.l-l et 1-2). Comme dans [i] deux méthodes peuvent étre
utilisées : une premiére méthode basée sur des quotients différentiels a
partir d'une estimation a priori et une deuxiéme méthode basée sur une
construction d'une paramétrix partielle . Nous détaillerons essentiellement

la premiére méthode.

-

Contrairement 3 ce qui se passe pour les opérateurs du type de Fuchs

quasi homogénes de [i], les opérateurs étudiés dans cet article, du moins lorsque



les coefficients possédent une propriété d'analyticité, ne sont pas hypoelliptiques
3 partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C" dans la direction normale.
C'est 1'objet du chapitre IV, (proposition 4-1) ol on dégage de plus une classe

générale d'opérateurs non hypoelliptiques.

. - P . P = ¥
Certains résultats donnés dans cet article ont &té annoncés dans [2_1.

Enfin, signalons que dans [4], on étudie des opérateurs de la méme forme avec
0=0, q entier > | et vérifiant la méme hypothése d'ellipticité pour t #0. Alors
que dans le présent artic}e on démontre que l'opérateur L est'partiellement hypo-
elliptique dans R x R (dans le sens que pour tous ouverts I CcR et Q < R" .

~ pour toute distribution u eCoo(lR;E)'(IRn)) telle que Lu € c (1 x Q) ‘alors,

ueco_o(I x2)), on démontre dans [4] » sous une hypothése supplémentaire portant

sur 1'opérateur défini sur R" par :

Z a. (t,x) I D:

j+laj<m 39
dépendant des paramétres t € R et T € € que l'opérateur L est globalement
hypoelliptique dans IR x R" (dans le sens que pour toute distributionu e DR x IRn)
pour laquelle il existe N >o telle que tNu soit continue sur R x R" et pour

laquelle Lu € Cm(IR X I'Rn)7 alors u € Cm(lR X IRn) ).
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I- Notations et résultats.

On considére les opérateurs définis sur I x Q oi I est un intervalle

n ...
ouvert de R contenant O et 2 un ouvert de R définis par 3

L =L(t,x; D, D) = z

ot[ai]d 4 @
e Dy ; olen aja (t,x) ¢t Dt nx

Oﬁ teI, x=(x1, ceey xn) (3 Q, Q= (Gl, c0 ey an)éan,’als al + cee +'_an’

a -Ia] Blal -1

) -
Dx = i o) a Dt = { 3t mEN, JEN, ceN, q > 1, Elj] désignant

n
Bxl coe axn

le plus petit entier supérieur ou égal 3 qj.
On suppose que les coefficients aja sont indéfiniment dérivables dans Ix Q.

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition suivante :

Condition 1 : L'opérateur L est elliptique pour t#o dans I x @ 1ie: pour tout

(t,x) €1 x 2, tfo et pour tout (1,£) € R x &™) o} on a :
z (e,x) ¢ [algady,

a
j+|o|=n ke
On désigne par "partie principale" de 1l'opérateur L, 1l'opérateur L°

défini par :

L® = L°(x; D, D ) - T (0,%) t°*qj D Jpo
(x; Ds D) y+lel <m a;, (onx ¢ Dy
qj €N

On suppose que cet opérateur L° satisfait la condition suivante :

Condition 2 : L'opérateur L° est elliptique pour t#o dans I x Q@ ie: pour tout

(t,x)EI x R, t#o et pour tout (1,8) € R x Rn)\{o} on a :

a, (o,x) t °+qj'Earj#o.
j+ lal:m j(! 0,X N

qjEN

On désigne par dw.(I;EDkQ)) 1'espace des fonctions indéfiniment déri-
vables sur I 3 valeurs dans 1'espacé gD'(n) des distributions sur Q; CQ(I;@'(Q))
s'identifie 34 un sous espace de®)'(I x 9) des distributions sur I x Q(c£f[7]) -
Enfin, Cm(I X Q) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

I xQ 3 valeurs complexes.



On'a alors :

Théoréme 1-1:

On suppose Que l'opératewr L satisfait les conditions 1 et 2. Alors
l'opérateur L est partiellement hyperZiptiW dans 1 x @ e: powr

tous owverts I'C 1 et Q'€ @, pour tout u € C* (I; D' () tel qua

Luécw(I' x Q') alors UGC“(I' x Q').

Remarque 1-1 : Lorsque qEN, les conditions 1 et 2 se réduisent 3 la seule

condition : pour tout (t,x) £ I x Q et pour tout (1,&) € (R x Ré)~{o} on a :

z CRY 3 %o

a
3+ Jal=n
I1 se peut que 1l'opérateur L (de méme pour 1l'opérateur L°®) ne
vérifie pas la condition 1 mais soit seulement elliptique pour t > o. Ceci

nous améne 3 considérer les conditions suivantes :

Condition 1' : L'opérateur L est elliptique pour t 5 o dans I x  ie: pour

tout (t,x)€I x Q, t>0o et pour tout (r,£) € xIRn)\{o} on a :

I a5, (t,x) 97 [qj] 1j £% o.

3+ laj=n

Condition 2' : L'opérateur L° est elliptique pour t >0 dans I x Q ie : pour tout
tcut (t,x) € I x @, t >0 et pour tout (t,&) e(lean)\{o} on a :
+
z a, (o,x) t9* U xjg“ # 0.
Citle] =m0
qjeN

On note I+ = {t€I, t > 0} . On a alors :

Théoréme 1-2 :

On suppose que l'opérateur L satisfait les conditions 1' et 2'. Alors
l'opérateur L est partiellement kypoelliptique dans I, x Qie : pour

tout sous intervalle 1'de I et tout sous owvert Q' de Q , pour tout

| uec (I+;@' (Q)) tel que LuéCm(I' x ') alors u€ € (I' x ")

Le théoréme 1-1 est &videmment un corollaire du théoréme 1-2.



Remarque 1-2 : La condition 2 (resp 2') entraine la condition 1 (resp 1') dans un

voisinage de t=o éventuellement plus petit que I x Q (resp. I+ x Q).

Remarque 1-3 : Les méthodes de démonstration (données en III) permettent d'étudier

1'hypoellipticité partielle pour. des opérateurs plus généraux que ceux introduits
ci-dessus. Ainsi par exemple elles permettent de montrer que des opérateurs L du
type : L = (tDt)2 + (xDx)2 + Dzy

sont partiellement hypoelliptiques dans R3 = Rt X Rx X Ry au sens suivant :

. o0 R ' -] -] .
si u€ecC (Rt X !RX,Q (IRy)) et §i LuéecC (Rt X Rx X Ry) alors uQC (Rt b'q Rx X (Ry)



II- PRELIMINAIRES

II-1. Quelques espaces de distributions,

Etant donnés un espace de Banach E et un ouvert U de tRP, LZ(U;E) est
1l'espace des (classes de) fonctions u mesurables sur U 3@ valeurs dans E et telles
que f[lu(t) I ZE dt < + », dt &tant la mesure de Lebesgue sur U; cet espace

u

est muni de la norme :

2 1/2
o— ]| , = (f”u(t) 1%, ant/2,
L (U3E) u
Etant donné s&R, Hs(Rn) est l'espace des distributions tempérées u
sur R” et telles que (1l+ l‘g]z)slz a(g) €L2(an; €) ot G(g) désigne la transfor-

mée de Fourier de u(x) pour x €R® et £€Rn; cet espace est muni de la norme :

e ‘fan as g1° jae) | apt/?

n

®)
On aura besoin de 1l'estimation suivante :

Lerme 2-1.

T Etant domnés s ER et & é‘.C::(E+ x R") 7l existe wne constante C(s,0)> o

telle que pour tout u€L2(|R+; Hs(Rn)) on att :

+C(s:q’)”ul -
&%) LR, a5 @)

feull 5 < sup |o] |ull
J LR, ; 55 E™) L ®,; 55

C:(ﬁ_l_ x !Rn) est 1'espace des restrictions a R+ x R" des fonctions

-

indéfiniment dérivables sur R x R 3 valeurs complexes et 3@ support compact.
Enfin étant donnés m€EN, q€ER et s€ER, w:’q(m+ X Rn) est 1l'espace -

m-j+s

des distributions u sur R_ x R" telles que tqutju €L2(R+; H ®™) pour

0 < § < mj cet espace est muni de la norme :

u—> . |l =[5 pdal 2 1/2
I Wz'q(R+ x IRn) {°£Jim u t U L2(3+; Hs-ﬂn--j (an))}

II-2. Structure locale des éléments de C°°(I§+;ﬂ)' (TRn))

On désigne par _C°°(§+; D' ®™)) 1'espace des restrictions i R des

fonctions indéfiniment dérivables sur R 3 valeurs dans l'espace@'(an) des



distributions sur R™(cf : [7:[)

On denmne un résultat de régularité locale de ces fonctions (cf .[7:[ , [8_1 ).
Lerme 2-2 :

Etant donnés u€C°(§;~;.@'(Rn)), ¢€Co°° (I'§+ x an) et peEN, 1l existe

SER tel que Dtj (¢u)€L2(1R+; 1 @®")) pour o < j < p.

II-3, Réduction au cas oli g= o

La réduction au cas ol g=0 se déduit facilement du lemme suivant .
Lemme 2-3 :

Etant donné feC”(E_; D' ®R™)) telle que tfe(f°(§+ x BY) alors
fEC®, x®Y).

démonstration :Comme tfé€& (?°(§+ X an), pour tous t€§+ et x¢R" on a :

t
(t£) (£, %) -(t£) (0,x) =f 1‘—;59@, x) do

o
Or (tf)(o, .)=o0 dans @'([Rn);donc pour tous t€§+ et x€an on a
t 1
f
(tf) (t,x) =f ._3_(.52)@, x) dg= tf -i-(t—)(ty,x) dy
o

-To] o 30

Par conséquent dansfl)'(lR+ X IRn) on a :

1
f(t,x) ‘f —gc—(gi)(t}’ox) dy
o

donc fé,C“ (I-E(-+ x a“) .

II-4. REsultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires lorsque g>1l.

On démontre ici des résultats essentiels pour la suite concernant une
classe d'opérateurs différentiels ordinaires.
Soit L l'opérateur différentiel ordinaire défini sur R+ par @

L = L(t, Dt) = T a, thDtj
o <j<m 7

U = — > = N o
ol Dt i It ° mEN ’ q >1, aj€€ et aj o si qj¢lh
On introduit la condition suivante :

(H') pour tout t > o et pour tout TER on a ¢ z 3
0o<j<m



- 10 -

3

- +
On note m_ le nombre de zéros  du polyndme P (7)) = z aj 1° avec

0sjsm

Imt> 0.
On introduit l'espace de Sobolev avec poids Wm’qGR+) défini par :

Whie) ={u €D @); Y wel’®), 0 < 4 < m)

muni -de la norme

u.___>”u” = ( I ”tQJ Dtj u”2 )1/2
m

Wm’q(R+) o0 <j < 2

L"®R,)

+

On & alors le résultat suivant :

Théoréme 2-1,

On suppose que l'opératewr. L satisfait la eondition (H'). Alors l'opéra-
tewr L considéré comme opérateur lindaire continu de wm’q0R+) dans
LZ(R+) est injectif et @ indice; son indice est -m, .

Pour démontrer ce théoréme on fait une &tude au voisinage de chaque

point singulier (t=o et t=+ =) de 1l'opérateur L et on regroupe les différents

résultats griace 3 des théorémes généraux d'indice.

II-3-1 ¢ Etude de l'opérateur L sur'Eh Tﬂ pour o< T < +

Wm’q(o,T) 1'espace :

On désigne par
wrlor) = u €9 (0,T); tqutju €120, D, 0 <3 <m}

muni de la norme canonique.

On va établir :

Proposition 2-1 :

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition (H') Powr tout
0 < T < += l'opérateur L considéré comme opérateur linéaire continu

de wm’q(o,T)dans Lz(o,’r) est surjectif et & indice; son indice est

il o-m .

démonstration : Dans [ﬁ] on montre que L est lindaire, continu, surjectif de

1'espace we m(o,T) = {u€L2(o,T), tqmueﬂm(aT)}; sur Lz(o,T) et 3 indice

9

d'indice m-m .
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La proposition 2-1 sera démontrée si 1'on vérifie que les espaces
w“"q(o,r) et W:l’m(o,'l') coincident.

Soit donc u€W’%(0,T). Comme ti® D‘: uéL?'(o,T), grace é‘l’inégalité
de hardy- on montre que t:qm.JDlz—j uéLZ(o,T) pour o < J < m. Par suite
p."(t%) € 12(0,T) et donc t%% €E™(0,T).

Inversement soit uew‘: m(o,T). Supposons que 1l'on ait démontré que
’

tqiDtu € L2(o,T) pour o0 < 1 < J = 1 pour un j donné avec 1 < j < m et soit

3 démontrer que tqu'lu € L2 (0,T). Comme td { ‘I)Djt-lu € L2 (0,T), grace a 1'inéga-

q(j-1)-¢ pi~1-2
t

lité de Hardy, on montre que t u€L2(o,T) pour o < g<j = 1. Or

tqjuéﬂj (0,T) (cf.[:6] Ydonc D'i(tqju)é Lz(o,T) et D'l(tqju)=tQjD'1u+ I A tqj-zD'l_zu
lceed ©
(avec des )\26 €). Par suite tqu'lu GLZ(O,T).

II-3-2 : Etude de 1'opérateur L sur [T, +o[ pour 0 < T < + w.

On désigne par W 3(T, +=) 1'espace :
Wm’q(T» +o) = {uéi)' (T, +=); tqujtueLz(Ts"' @), o < jf_ m}
muni dela norme canonique.

On va établir :

Froposition 2-2 :

Pour tout o<T<+w, l'opérateur L est un isomorphisme algébrique et

topolique de wd (T,+ =) sur LZ(T, 4),

démonstration : On démontre ce ré&sultat en plusieurs étapes

i) 1'opérateur Lo:ur'* tquI:u est un isomorphisme algébrique et topolo-
gique de Wm’q('r,m) sur L2(T,+<=o). En effet il est clair que Lo est un opérateur
linéaire continu et injectif de Wm’q('I,+oo) dans LZ(T, +»). D'autre part &tant

donné f€ LZ(T, +=) la fonction :

+0 4+ +c0 -
u(t)= 1% f f ceee I x ¢ (x)dxdt
t

t Cm__l

L ] dt
m

1 -1°

j 2
qui est bien définie, appartient 3 W' 3(T, +) fe:td] D'lue- L™(T, +=) pour

o< § <m.
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En effet

aip] m-j q] ” ¥ ~qm
t Dtu(t)- i -t (: K oee f; X | f(x)dx dtl... dtm—j-l
) m-j-1 1

et 1'inégalité de Hardy appliquée m~j fois montre que tqujtu éLz(T,+ ®). Par
censéquent Lc> est surjectif puisque L°u=f.

1i) pour o ¢ j ¢ m-1 l'opérateur u —7-—7tqu'1u est compact ce
W 9(T, %) dans LI(T, +o.

Soit une suite (un) de Wm’q(T,+ ) bornée par l. Il existe une sous
suite encore notée (un) qui converge faiblement vers tqujtu dans LZ(TP ). On
va montrer qu'elle converge en fait fortement.

Pour o< j < m-1, la suite (tqujtun) est bornée dans HI(T,R) pour tout
T<R< +«. Par conséquent (tquiun) converge fortement vers tqu*iu dans I.2 (T,R).

De plus d'aprés 1'inégalité de Hardy il existe une constante C>o telle que pour

tout n on ait :

—m+ 1 qu-m+]_J
| 3" ™ pdu | <Cet]|t DY u| < C.
En (T, e | 2T, +9

Par conséquent, il existe une constante C>o0 telle que pour tout n et pour tout

T <R< +o on ait :

ajpd —C_ qip] —
etz o, s = T@ D@D I e 2 < @D

On peut alors en céduire facilement que (tqu'jtun) converge fortement vers tqu{u
dans Lz('T, + ).

iii) Pour T > 1 (par exemple) la norme de l'opérateur L;I en Fant~qu'0pé-
rateur de LZ(T, +«) dans W2 T, +o) est majorée par une constante indépendante

de T. En effet soient fGLz(T, ‘+§°), ¥ le prolongement par o sur [o, +°°[et: u la
fonction définie sur L-Sc,o +°°£par : |
u(t) = i® [ f ces ]‘ x é\‘(x) dx dtl... dt -1
£t 1
D'aprés 1'inégalité de Hardy il existe des constantes Cj> o telles que
le¥pd wil , < ‘s e =37 (=9 g1 2 = Cj'T(m-'j)(l-q)”f” 2

L°R,) L°(R,)) ~ L°(T,=).
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Par conséquenﬁ comme L;lf-u sur [?,@[ il s'en suit que

HLglfllwm’q(T, *) < oljem G T(m-j)(l_Q)ﬂfll 2 » - D'ol le résultac.

- LT, #)

iv) pour o<j<m-1, la norme de l'opérateur u+—> tquiu en tant
qu'opérateur de Wm’q(T, +») dans LZ(T, +o) tend vers o quand T tend vers + o.

En effet il existe une constante Cj indépendante de T telle que

| ey, <cC

(m-j)(1-q), .9 m
T t3%p
L (T, +°°). j ” t

u <C
”L2(T, +x) —j

T(m;j)(l-q)lu" é
W ’q(T,+w)

v) on peut alors démontrer la proposition 2-2. Les éﬁapes 1) et ii)
montrent que L est un opérateur linéaire continu de Wm’q(T, +o) dans LZ(T, +o)
d indice, d'indice O et ceci pour tout T > o. Les &tapes i), iii) et iv) montrent
que pour T assez grand l'opérateur L est un isomorphisme de Wm’q(T, +x) sur
LZ(T, =) et donc, en particulier, que son noyau dans wm’q(T, +») est nul. Par
conséquent pour tout o < T < +» le noyau de L dans wm’q(r,a) qui est forme

de fonctions analytiques, est nul.

II-3-3: démonstration du théoréme 2-~l.

Soit RT 1'application qui 3 une distribution u de R, associe le couple
formé des restrictions de u 3 (0,T) et 3@ (T, +=).

On considére le diagramme :

w0, x W UT, +=) I > 12(0,T) x L2(T, +w)
% | 1 Ry
m, q - 2
W GR+) y > L 0R+)

ol L,r est l'application qui au couple (u,v) associe le couple (Lu, Lv) pour
uéwm’q(o,T) et veWm’q(T, 4o),

L'opérateur R est 3 indice, d'indice -m, de wm’qGR+) dans -

T
w2 or) x WYT, +). De méme 1'opé 3 indice, d'indi de
) R . pérateur RT est a Indice, indice o

L20R+) dans Lz(o,T) X LZ(T, +),

Des propositions 2-1-et 2-2 il résulte que l'opérateur I.T est & -
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indice, d'indice m-m_ de Wm’q(o,T) X wm’q(T, 4+ dans Lz(o,T) X LZ(T, +.
Regroupant ces résultats on en .déduit que l'opérateur L est 3 indice
de w"I@,) dans LZ(R+) d'indice -m . De plus utilisant 1'injectivité sur [T,=[.

donnée par la proposition 2-2, on en déduit le théoréme 2-1.

II-5. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires lorsque q=1.

On démontre ici des résultats essentiels pour la suite concernant une
- ceez . . - ~ n
classe d'opérateurs différentiels ordinaires dépendant du paramétref{ € R .

Soit L(&) l'opérateur différentiel ordinaire défini sur R, par :

L(& = L(t; D.» g) = z aja g% :jnjt
jtle] <m
od D_-= 71 —fl—t-’ mEN, o EN" avec la| = y+ oo a sia -(al, cee an),
n .
EER, ajaéﬂl.

On introduit la condition -.suivante:

(H') : pour tout t > o et pour tout (t,£) € (R fon)~ {o} on a :
roa t® ddd
s+lalen ] |
On introduit l'espace de Sobolev avec poids w‘m’l(R*) défini par
Wle) = e ®); bl we’®), 0 <1 <m)

nuni de la norme :

. u'———————Pﬂunm = (

On va établir

Théoréme 2-2:

On suppose que Z’opérdteu.r L(g) satisfait la condition(H'). Alors :
1) il existe une constante C > o telle que pour tout g € R" avec
lel > 1 et pour tout u(c)ewm’l(a+) on att

z (1+|£]2)m-chjDJtuH2 5 ,iC{HL(t:;Dt,E)u(tHE 2. +
0<j<m v L"®,) L"R,)

+
Do ele)H™I T laf
J 0<j<m-1 L"®R,)
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1t) il existe une constante A> o telle que pour tout £ € R° avec
le]l > A , l'opérateur L(E) est un Tsomorphisme algébrique et

topologique de kfn’l(ﬁl+) sur L2(\R+)

démonstration : i) L'hypothése (H') montre qu'il existe une constante C

1>°
telle que pour tout £ € R" et pour tout v(y)€Hm(tR) on ait :
2(m=j)- j 2
N LR b e [ At ol
0<j<m y L"R) j*|aj=m °° y L"R).

Par suite il existe une constante C, >0 telle que pour tout gean

avec |£|> 1 et pour tout v(y) € H®(R) on ait :

s (el eH™ dvin)?

2
<C r  a, £Dlv(y)
0_<jim 2 “ jai y ”

L’ ®) i+ |a|=m 12 (®)

Pour u(t)éwm’l(R+) on pose u(t)=edy/2v(y) avec t=e’. Comme

tiju(t)- e“y/2 T A Dzv(y) ol les coefficients ), sont des nombres
€ o< <j AR 4 iz

complexes tels que )‘jjsl’ il résulte qu'il existe une constante C o

3>
n wm,l
telle que pour tout £ £ R avec |g| >1 et pour tout u(t) € ®,) on ait

(el H™ ol , :c3f|L<t;Dt-e>u<t>HZL2( .

0<j<m L°®,) R,)

poaelgH™ I eda? ,
L

o<j<m~1 ®R,)

11) Maintenant ¢ est un paramétre fixé #o. Pour u(t)é.wm’l(&l+) et
f(t)€L2.(fR+) on pose u(t) = e-ylzlalv(y) et f(ﬁ)*e-y/zleig(y) avec tsey/lﬁl
Comme tjD{u(t) = e'Y/ZIEI I )‘jl lg]g_'D;v(y) ol les coefficients Ay sont des

o< 8<]

nombres complexes tels que A,,=1l, le probléme

1
L(;D,,8) uw(0)=£(0) € L*®R)
u(t)' € wm’l(R+)

est équivalent au probléme
MO 50 vy =g () e L @)

v(y) € " R)
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avec M(D_,§) = I 856 I AjllglzDg’
y j+|a|_§_m 0<2<j

m a ] jm_j
{ £ a, o+ ) | gl _mb }
stlal=n 3% Y gefaf<m-1 *Ja

oi les coefficients b, sont des nombres complexes et od w=§&/|g]|

Jo

- a
Pour tout w & an avec |w|-1, 1'opérateur z a.aw Dcf est un
j+|a[=m

isomorphisme de H'(R) sur LZ(R) et la norme de son inverse est majorée indé-

pendarment de w. D'autre part la norme de l'opérateur z aE l&l j+ij
j+lal<me1 J

en tant qu'opérateur de g ((R) dans L (R) tend vers o quand IE[ tend vers +=,
Par conséquent il existe une constante A > o telle que pour § ER" avec |£|1A
1'opérateur M(Dy,i) soit un isomorphisme de Hm(R) sur L2 (R). Le résultat sur

L(E) s'en déduit.
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III-DEMONSTRATION DU THEOREME 1-1 ET DU THEOREME 1-2.

III-1. lére méthode : méthode des quotients différentiels 3 partir d'une

estimation a priori.

ITI-1-1: une estimation a priori.

Proposition 3-1 :

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition 2'. Pour tout
x €9, il existe une constante € > o et pour tout s eR il existe
une constante C__ > o telles que st uewz’q(lR+>an) avee .supp u C

{(t,x)e1, x Q{[l(t,x)-(o,xo)|]< e} on ait :

Jul <c, (i, )

+
| voim, x®Y L'®,; @D W i® xm™)

Démonstration. Par transformation de Fourier par rapport & la variable

tangentielle x dans R" on associe 3 1'opérateur Lo(xo’Dt’Dx) 1'opérateur
différentiel ordinaire Lo(xé,Dt,E) dépendant du paramétre { dans m? défini
par :

L%(x,D,,E) = I (0,x )eHe® o)

%
J*lalzm
qjelN
La condition 2' appliquée au point (o,xo) étant vérifiée, on peut
appliquer le théoréme 2-1 lorsque q > 1 : pour tout w G:an, le =1 1'opé-
rateur

z (

a, (o,x)) W) thDj
o<icm laf=my I ° -

qjel™
est un isémorphisme de Wm’qGR+) sur un sous espace fermé de L20R+). Par
conséquent, il existe une constante Cy >0 telle que pour tout w € ﬁfﬂ
|w| = 1, pour tout v(s)ewm’qGR+) on ait :

e qjn] 2
a(o,xo)w s st(s)l LZGR ).

+

qjn] 2
is st(s)ﬂ L2 ipl|| I 3

z
Oijim + j+lal=m

qj elN
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1/1-q

Pour EeR™{o} et u(t)ewm’q(lR+) on pose u(t)=v(s) avec s=t ’El . Il en

résulte :
2

2
LER,)

3+|al=m ? .
qjel

z
o< jcm

.
2T Ppstolulf o <l x ey el
+

Par suite il existe une constante 02 >0 telle que pour tout £ e (Rn\{o} avec

lgl > 1 et pour tout u(t)ewm’qGR+) on ait :

2\m~j,,.qin] 2 o
a+|e[H™ e Dtu(t)H Lz(lR )S_CZ{”L (::Q,Dt,g)u(t)lfzL2

z
o j m
£J= + +

. (e H™ I eUpduo |,
1 L"(R,)

z
0<j<m .
La condition 2' appliquée au point (o,xo) étant vérifiée, on peut appliquer
le théoréme 2-2 lorsque q=1 : il existe une constante C3 > o telle que pour
tout £ € R® avec |5|Z. 1 et pour tout uewm’l(R+) on ait :

L (1+|E|2)m-thjDiu(t)!F 2, )593{|L°(xo,nt,g)u(c)|f )
L°R

o<js<m . VLGR+)

+

e ]g)5H™ I eddue) B, )
L2@,)

z .
0<j<ml .

(Notons que dans le cas oli ¢ > 1, 1'estimation a priori pour 1l'opérateur
Lo(xo,Dt,E) a été obtenue i partir d'une estimation 3 une variable dans
laquelle on a fait une homothétie sur la variable t. Au contraire dans
le cas ol gq=1 cette méthode &choue puisque 1l'opérateur Lo(xo,'Dt,E) ne
fait intervenir que des grOupemeﬁts tjDi qui sont invariants par toﬁte
homothétie faite sur la variable t. C'est pourquoi on a établi directe-
ment une estimation a priorivpour 1'opérateur Lo(xo, Dt,E) dans le
théoréme 2-2).

Ainsi pour q > 1, il existe une constante C4> o telle que pour

£ em” avec {E]zl et pour tout u(t)ewm’q(iR+) on ait :

- . . . 2
(3-1) m(1+|s:2)m JIItQjDiu(t)Isz <€, (I x,,D, ) u(e)] 2

z
0o<jx ®,) ®,)

+ ) (1+|glz)m'j'ﬁthJD{u(t)Hz , 1
0<j<ml L(@R,)
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Appliquant cette inégalité 3 la transformée de Fourier G(t,g) par rapport
3 la variable x d'une fonction u(t,x) é_W:’q (IR+ X I'Rn) on en déduit qu'il
existe une constante CS > o telle que pour tout s€R, pour tout ¢ € R"

avec |£| > 1 et pour tout u ewl:,q R, x ®") on ait :

(3-2) <1+|s|2)m‘j*sut‘”nj ace,o)||?

I
0<Lj<m L(rR)

A

et gD L%y, D0 8 017
° L"R,) -

2 -1+ -
+ I (1+l£i )3T e Un] ace,0)))2 }
i <m- L ®,)
Appliquant maintenant 1'inégalité (3-1) avec 5-50 3 la transformée de
Fourier G(t,§) par rapport 3 la variable x d'une fonction d(t,x)e ‘f:’q((R+ x R")

on a <

z (1+|é:c,lz)m‘jﬂt:qj j“(c,é;)ll _5_C4{||L°(x R RLICH £
0<j<m (TR+) L’ ®,)

+ 1 a+le 1™ ddace, o)) 2 2 )
L R

oij_<_m-1

On en déduit qu'il existe une constante C6> o telle que pour tout se&/R, pour

tout £€R" avec |€]<1 et pour tout ue WI:,q(R+ x R") on ait :

(3-3) p e H™ I e nlac,0)?
0<js<m L"R,)
<c {(1+]g]H% 1% 0 ,8) @ (£,8)|?
- 6 ‘ O’ t’ ’ L (rR)
£z <1+|«s|2>""j 9 etpd @ (e, }
0<j<m 12 R,)

+

Regroupant les estimations (3-2) et (3-3) et intégrant par rapport 3 £ € R"

on en déduit qu'il existe une constante C7 >0 telle que pour tout s € R et
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pour tout uewJ:’q R, x R") on ait :

full <C,{]|L%x_,D ,D) u . +]lu }
g < ool Mz g T e ey

s-

Utilisant le lemme 2-1 on en dé&duit qu'il existe une constante ¢ > o
et une constante C8> o et pour tout s€éR il existe une constante Cg> o
telles que pour tout uewi’q(IR+ x R™) avec supp uc{ (t,x)e1+x Q,

Il Ce,x) -(O,XO)H < ¢} on ait :

[l < C.l| I a (t,x)tqujD°u||
AR, x®Y T % g4 ofm 1 ° xR BB E™)
qjemN
+ Cg |lull
9 »q n
W:_I(R+xm )

Utilisant encore le lemme 2-1, il existe une constante C,.> o et pour

10

n
tout s, 11 existe une constante C > o telles que pour tout uew’:'q(& xR)

11
avec supp uC{(t,x) €I_x @, I[(t,x) - (o,xo)l < €} et pour tout j tel que

qj ¢ N on ait :
”a (t,x) t[qj ]DjDau < C, .-¢ [qJ]- 4 u
ja t x IILZ(IR+; Hs(an)) 10 “ | wm,qu x [Rn)

+ Cpy Il
11 q n
VIR, x RY)

On peut alors en déduire la proposition 3-1.

III-1-2. Régularité partielle

Proposition 3=2:

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition 2'. Pour
tout x € Q,1l existe une constante ¢ > o telle que st.

uew:’q (R, x R™Y) avee suppuc{(t,x)eI_x Q, ||(t,x)-(o,xo)|| < e}

et LueLz(rR+; Hs“'1 (IRn)) pour un certain se¢R, alors

»q o
ueWI:+1 ((R_'_ xR).
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Démonstration : On utilise la méthode des quotients différentiels par

rapport 3 la variable x. Pour heR \ {0} et i=l,..., n on 'pose :

Tihv(t,x) =v(t,xl,...,xi+h, cees x“)
1 .
pihv(t,x) = F<Tihv(t’x) - v(t,x))

On applique la proposition 3-1 3 la fonction PypY POUT ueW’:’q(R+ x ®™)
avec supp uC{(t,x)e I+ X Q, ]](t,x)-(o,xo)l|< €} (e étant donné par la

proposition 3-1) et h suffisamment petit :
ool ¢ (e, W] +l ey ull }
ih WI:’q(fR+ x [Rn) se ih LZ(IR ;Hs an)) ih Wm’l(fR+ < ar)

+ s~
Or :

L(pihu) = Py Lu + pih(aja) (t,x) t[qj ]D: (rihu) (t,x).

z
J+]d <m

On en déduit qu'il existe une constante C;e> o telle que pour h assez

petit on ait :

|10, vl <c{||Lu]l +
ih wm,qaR xTRn) s LZ(]R+; Hs+1«Rn)) wt:,qu xtRn)

Par conséquent il s'en suit que Dx ueW‘:’q(IR"_ x an) pour i=1, ..., n et
i
- »q n
de 13 que uéWIsIl+1 (IR+ xR).

III-1-3 : Résultat de dérivées intermédiaires.

On rappelle le résultat suivant :

Soient seR, relR et pelN. 57 ueLZ(R+; H?Q‘Rn)) et st
D 2 r,.n 3 2 splr-s) o .
DoucL (R,; H (R)) alors D uel (R, ; H ®)) pour

o <]j<p.

I1I-1-4 : Démonstration du théoréme 1-2.

Soit ueC (I,; 9'(2)) tel que LueC (I' x Q') et soit

(to,xo) €I' x Q'. On veut montrer que u est indéfiniment dérivable au
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point (to,xo).

Pour to#o le résultat est classique puisque 1'opérateur L est
elliptique en tout point (t,x) pour lequel t#o.

Pour t =0 soit V un voisinage ouvert du point (o,xo) dans
I' x Q', relativement compact avec VcI' x Q' et soit ¢ GCZ(I' x q")

avec ¢=1 sur V. D'aprés le lemme 2-2, il existe s &R tel que

Quewx:’q R, x R™). Soit de plus P ¢ C:(V) telle que P(t,x)= ‘Pl(t) ctoz(x)
avec supp “f’C{(t,x)eI+ X Q; l(t,x)-(o,x°)||< € } ol ¢ est défini par la
proposition 3-2. Alors L(\”u)eLZ(IR+; HS+10Rn)) et donc ‘l’uc.wI:“’_;.1 (TR+ X ar).
Itérant le procédé on en déduit en particulier que ‘PtxeL2¢R+;HSCRn))

pour tout s elR.

Soient maintenant poeIN et soetR donnés et solt 3 montrer que

p s
Dto(‘fu)e Lz(rR+;H °®™y). D'aprés le lemme 2-2 il existe ré€mR tel que

P
+
DI:O l(‘fu)e LZGR+; H (®R™)); on choisit alors s tel que s + p°+1(r-—s)=so.
o o
Comme “FueLz((R#;HsG'Rn)) on a le résultat annoncé grace au lemme 3-1.
De 13 11 est facile de conclure que u est indéfiniment dérivable

au point (o‘,xo).

III-1-5 : Démonstration du théoréme 1-1.

C'est un corollaire du théorédme 1-2.

III-2: 28me méthode : Construction d'une paramétrix partielle.

La méthode utilisée est la méme que celle introduite dans [1]:
on montre que l'opérateur L(t,x; Dt’Dx) convenablement modifié en dehors
de t=o peut €tre considéré comme un opérateur pseudo-différentiel dont le
symbole L(t,x;Dt,E) est unlopérateur continu de Wm’q0R+) dans LZGR+) doﬂt
la norme peut €tre prise indépendante de £ si on munit Wm’q0R+) d'une
norme dépendant de |£|adaptée 3 1'inégalité (3-1). Puis on montre qu'il
existe un opérateur pseudo-différentiel R(x,Dx) dont le symbole R(x,f) est

un opérateur continﬁ de LZ(IR+) dans Wm’q(lR+) tel que :
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R(x,Dx) ol (t,x;Dt,Dx) = I+S(x,Dx)
od R(x,D_) opére de LZ(KR ; B () dans w9 R x f) pour tout seR
*x +’ “comp S,loc "+ P
= »q m,q
et S(x,Dx) opére de Wx:’comp(m+x ) dans wt,loc(m-r x Q) pour It:ous seR

et telR.

De 13, on déduit facilement 1'hypoellipticité partielle de

1l'opérateur L(t, x; Dt’Dx)'
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IV- NON HYPOELLIPTICITE A PARTIR D'UN ESPACE DE DISTRIBUTIONS QUI NE SONT

PAS C DANS LA DIRECTION NORMALE. -

Pour % € [N, on désigne par Cz(I;ED'(Q)) 1'espace des fonctions .
fois continuement dérivables sur I 3 valeurs dans 1'espace 33'(9) des
distributions sur Q.

On peut poser le probléme d'hypoellipticité partielle 3 partir
d'un espace du type Cg' (I1;D'(2) (et non pas 3 partir de C~ (I; D' (D)
comme on 1'a fait précédemment) le: existe-t-il un entier £ € IN tel que
pour tous ouverts I'cI et Q' C @, pour tout ueCR' (I; 2'()) tel qﬁe
LuéeC”(I'x ') on ait. ueC™(1'xgq".

On va montrer, lorsque les coefficients a, de l'opérateur L

Ja

se prolongent en des fonctions 3’1 appartenant 3 l'espace C” (I; ©® ()
a

des fonctions indéfiniment dérivables sur I 3 valeurs dans 1l'espace I¢n)

des fonctions holomorphes sur un ouvert ?i de €" tel que ?man- Q, alors

L ne posséde pas cette propriété d'hypoellipticité partielle 3 partir

d'un certain espace c* (1;D'()) .

On se place dans une situation plus générale que celle imposée par
les conditions 1 et 2. On normalise 1'opérateur L en supposant amOEl et on
suppose que les coefficients aja(t,x) se prolongent en des fonctions de

N .

" n
Coo(l; ©@(Q)) ou N est un ouvert de ¢ tel que NR™=Q. On introduit lorsque

q>1, la condition suivante :

Condition 3 : Il existe a#0 tel que aoa(o,x) ne soit pas identiquement nul.

Remarque 4.1 : Cette condition 3 signifie exactement que 1l'opérateur t-cL)
considéré pour t=o’n'est pas réduit 3 un opérateur de multiplication par une

fonction.

Le théoréme suivant dégage une classe d'operateurs qui ne sont pas

hypoelliptiques.
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Théoréme 4.1

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition 3 lorsque q>1 .

Alors, l'opérateur L n'est pas hypoelliptique dans I x Q.

Démonstration : lorsque q=1 et lorsque l'opérateur L est du type de Fuchs

(c'est-3-dire, lorsque aja(o,x) Z 0 pour a#0 ) , ce théordme a été
démontré dans [5]. Pour les autres cas, le théoréme va résulter de la propo-
sition suivante qui répond en particulier au probléme posé précédemment sur

1'hypoellipticité partielle 3 partir d'un espace du type dw(I; D).

Proposition 4.1 :

On suppose que pour q=1, l'opérateur L n'est pas du type de Fuchs et que
pour q > 1, 71 satisfait la condition 3. Alors, 7l existe 20 tel que pour
tout entter 2320 > 1l existe des ouverts 1'C1I et Q'CQ et une fonction

wec N(1'x Q') tels que uwect@'x ') et Lu € CT(1'x ).

Remarque 4.2. ~Si q=1 et si 1'opérateur L est du type de Fuchs, ce résultat

n'est plus vrai en général (cf. [1]).

~Si q>1, la condition 3 peut &tre affaiblie (cf. remarque 4.3).

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer la proposition 4.1 pour o =o.

On précise tout d'abord quelques notations : notant L(t,z ;Dt ,Dz) 1'opérateur
"

défini par prolongement sur IxQ , Y(t) la fonction (de Heaviside) égale 3 |

pour t >0 et o pour t<o, pour tout entier p €N et pour toute fonction ®(2)

~
holomorphe dans un ouvert V contenu dans §, on a :

L(t,z3D,,0) (¥ P @@= T a. (t,2) ¢ [a3] bl (o) MP) o2 9o,
j*|a]<m

On suppose tout d'abord que g=1. On peut écrire 1'expression précé-

dente sous la forme :

L+p+1

L(t,z;D,,D,) (¥ ()t @(z)) =v(t) t**P L2+p(z,Dz) P(z) +Y(t) t (\f;(t,z)

avec
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- v .3 ' s a
L“p(z,Dz) j+|§|<m aja(o,z) 17 (2+p) ... (R4p=j+1) Dz
et -

i 0

¢ (t,z) € C (1; OW).

On note que, puisque l'opérateur L n'est pas du type de Fuchs,

n
1'opérateur L£+p(z,Dz) n'est pas réduit 3 une fonction scalaire dans Q. Il

existe un entier u avec 1<u<m tel que L2+p(z ; Dz) se réduise 3 1'opérateur :

T 47 .j ) . (o}
L£+p(z,Dz) = o< aja(o,Z) 17 (2+p) ... (R4p-j+1) D,
j*loj<m

u .. Vo=
Notant th(z,c) le symbole principal de l'opérateur th(z,Dz),

il existe un entier h avec o <h<m-u tel que le polynOme L§+p(Z,C) se réduise

au pOlynome H
= Z Y
L z a.
9‘ p( ,C) la'(“ J
O<j <h

L(0:2) i3 (aep) ... (Rep-j+1) T®

avec 3

v o
z 3. (0,2) T % o0
la| =u

c'est-3-dire qu'il existe x_€f tel que le polyndme Z (o,x ) co. ne
o %ha o

o] =u
soit pas identiquement nul. On écrit le symbole principal sous la forme :
.h N
LY (z,2) = i%(2+p) ... (L+p-h+l) I a (o,2) L+
L+p ha
- lo|=u
.—h+j "
i a
la?=u (2+p=j) ... (2+p=h+1) aja(°’z) :
0<j<h

En appliquant un théoréme de Cauchy-Kowaleski précisé implicitement
contenu dans [3] et rappelé dans 1'Appendice sous la forme utilisée ici, on
déduit qu'il existe 2,0 et un voisinage V de x dans c” tels que pour tout

entier 23_2.0 » pour tout entier p >0, pour tout f € G6(V), il existe u pe Gw)

L+
non nulle en X telle que L2+p(z,Dz) 92+p.f dans V.

. . . n .. _
Soit donc V ce voisinage de X dans € associé & tous les opérateurs
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L2+p(z,Dz) pour tout entier p >0 et pour tout entier 2._>_2.° . Soit 2 entier
fixé z-lo' I1 existe donc une fonction q&(z) non nulle en X holomorphe

dans V telle que :
Lz(z, Dz) L-rz(z) = o0 dans V

Par suite, on a :

L+1 Y

(2) L(t z,D, ,D,) (Y(t) e Lf’ (2)) =¥(t) ¢t ‘?2(t,2)

avec ? (t z) € C (I, OW)).
Supposons qu'on ait construit ‘?z(z),...,<f£+p(z) holomorphes dans

V telles que :

(@4p) L(t,2,0,,0)) (1) & I @ () =v) Py (e,2)
avec ¢£+p(t,z) eC (I; OW).

On décompose ce deuxiéme membre en
L+p+1

f+pe2 N

Y(t) ¢t Pgapl0rz) + ¥(1) t Sgaplts2)

v [so]
avec ¢z+p(t,z) €ecCc (1; GwW).
* . - . '4 i -
On construit alors (?Z+p+l par résolution de 1'équation :

(z,0,) ¢ (2) = =¢y,, (0,2).

L2+p+l 2+p+1

Comme ¢£+ (0,z) est holomorphe dans V, il existe d'aprés le théoréme

de Cauchy-Kowaleski précisé une fonction ¢ holomorphe dans V.

L+p+1
Par suite :

L+p+1 L+p+1

L(t5z; D, » Dz) (Y(t)t
0\' [+ <]
avec ({’“pﬂ(t,z) e C (I; CD(V)).‘

~
q)fd-pﬂ (z))=-Y(t)t ¢z+p(o,z)+Y(t)t2+p+2 "Pz+p+ (t,2)

Ainsi, on a pu construire ?} (z) holomorphe dans V telle que :

+p+1

(L+p+1) L(t,z;D,,D ) (¥(t) X T ¢ Phas (@) = (O 2p+2

¢ (t,2)
0<j<p+l el

n n <
avec ¢2+p+l(t,z) = ¢2+p(t,z) +.“F (t,z) € Cm(I; (©(V)). La construction est

L+p+1
donc récurrente (par rapport 3 l'entier p >o0).
P P>

Posant pour £ entier fixé 2.20 , up(t,x) = Y(t) tl T ¢ (x)

o <J <

243
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la construction précédente montre qu'il existe un ouvert ﬂlc:Q et une suite

de fonctions (up(t,x))p >o tels que pour tout entier p > o0, on ait :

i) u e ¢t x ap
')
ii) pour tous ouverts I' € I contenant O et Qz C'.Ql . up €£C (I' x Qz)
iii) Lu € MP(r x )
. L+p
iv) up+1 up € C—‘ (I x Ql)'

Par un procédé classique (cf. Eﬂ par exemple), on déduit qu'il

. . 2-1
existe une fonction u € C

(I' x Q') telle que u & Cl(I' x Q') et
Lu ecw(I' x '), I' @&tant un ouvert tel que 0€elI'Cc I et Q' &tant un ouvert
tel que Q'Cx:Ql. Ce qui termine la démonstration de la proposition 4.1 dans
le cas ot g=Il.
On examine maintenant le cas ol q>1. On peut écrire 1'expression
suivante :
L+p L+p L+p+] o

L(t,z;D.,D,) (¥(t)t $(z)) =¥(t) £7F L (z,D,) 9(z) +Y(t) t P(t,z)
avec @ "

(z,D) = * L a (o,z) D> (=L(0,2,D_,D_))
Lo ’ z . a b4 PA Ed b4 t’ z

la| <m °

n,
PY(t,z) € C(I; OW)).

-Ayant cette décomposition, on applique la m€me technique que celle

utilisée dans le cas ol g=1. Notons que dans ce cas oli ¢>1 la construction
de la suite de fonctions ( q&+p)p_>o par résolution de problémes de Cauchy
par récurrence est simplifiée dans le sens que l'on utilise 3 chaque &tape le

méme opérateur L, (au lieu de la suite d'opérateurs (L ° dans le cas

9»+P)p3

ol q=1).

Remarque 4.3 : Dans le cas ol q est > 1, si 1'opérateur Lo(z,Dz) =

N
L(o,z,Dt,Dz) = | |Z aoa(o,z) Di est identiquement nul, on peut chercher
al <m :

3 appliquer la méme méthode en utilisant une décomposition de la forme :
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2+p+n

Y
L(t,2,D,,D,) (Y()t"'P G(2)) =¥(e)¢ Lyyp(2:0) @) +x(e) P @e 2

ol n est un entier >1 et L2+p(z,Dz) est un opérateur du type

Lgyp(2:D,) = by (2) (4p) ... (4p=j+1) D]

+|

I
j+la| <m
k<j<h

pour certains h et k tels que 1 <k<h<m. Dans ce cas, la condition 3 (qui

n'a &videmment pas lieu) doit &@tre remplacée par une autre condition pour

pouvoir appliquer la m2me méthode.

Par contre, toujours dans le cas ol q est > 1, si l'opédrateur
Lo(z,Dz) est réduit 3 une fonction scalaire non nulle, la méthode utilisée

ne s'applique plus.
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APPENDICE.
On donne une forme du théoréme du Cauchy Kowaleski telle qu'on 1'u-

tilise dans la démonstration de la proposition 4.1 et qui est contenu implici-

tement dans [:3] .

Théoréme :
Soit PA(z, Dz) un opérateur différentiel de la forme

P.(z, D)= I a (z,A) D%
A z Ialim Qa z

ou m est un entier > 1 et od les coefficients aa(z,A)' sont holomorphes
par rapport d z dans un ouvert U de " et sont continus par rapport d
(z,)) au point (zo,o) de Ux €. On suppose qu'tl existe un vecteur coecn
non caractéristique au point z  pour 1 'opérateur Po(z, D).

Alors, il existe un systéme fondamental de voisinages V de z dans
¢" et un voisinage W de O dans € tels que pour tout A € W et pour tout

f € OWV) 71 existe uy e O(V) non nulle en z telle que PA(Z’Dz) .u)\(.z)=f(z)
dans V.

Démonstration : Pour simplifier, on suppose que z =o et Co = (0,...50,1).
La continuité de l'application :

(z,X,0) —> z aa(z,?\) z®
|a|=m

au point (o,o’,l;o) et le fait que lZ aa(o,o) ;g’ # o montre qu'il existe
o|=m

n

<S°>o, A°>o, a>o telles que pour tout z ¢ € avec |z| <a, pour tout AeC
n ' '

avec |A] <A, » pour tout vecteur f, € C normal i g et |C1| =] et pour tout

§ avec o_<_<5<<50 , on ait :

' a
L a (z,}) (Co+5cl) # o.

|a|=m
Soit 61 fixé avec of_él <inf (1,60). Soit w la boule ouverte de
centre 0, de rayon a dans 1'hyperplan z =o et soit Q l'envelobpe convexe

n
dans € de w et de la boule ouverte de centre O et de rayon 6, a dans
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e zn_1==0. Comme dans [Q], on note : Car (9,A) 1'adhérence des direc-
tions qui sont caractéristiques pour 1'opérateur PA(z,Dz) en au moins un point
de @ (c'est-3a-dire un vecteur f non nul appartient 3 Car (Q,)) s'il existe une
suite (zn ,Cn) avec z € Q, Cn convergeant vers [ et telle que

| 'E aa(zn,k) §z==o). Alors, tout hyperplan de normale appartenant 3 Car (Q,))
qzi=:oupe Q coupe w pour A tel que |A] <X0 . On peut alors appliquer le théo-
réme de prolongement de [3] ¢ pour tout A tel que lkl <AO et pour tout f € G(Q)
une solution uy du probléme PA(Z’Dz) uA(z) = f£(z) avec uk(o) # o fournie par le
théoréme de Cauchy Koyaleski se prolonge en une fonction holomorphe dans

tout entier.

~ Remarque : Si aa(z,l) est indépendant de A pour les a tels que |a| =m , le

théoréme précédent est valable pour tout A.
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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES

B. HELFFER
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Résumé : On se propose de généraliser certains résultats de L. Boutet
de Monvel, F. Tréves et J. Sj8strand [2], [3], [5] sur les
opérateurs pseudodifférentiels a caractéristiques doubles
a certaines classes d'opérateurs pseudodifférentiels qui

dégéneérent a un ordre supérieur.

§ 0. INTRODUCTION.

Avant de présenter nos résultats, rappelons brievement le
cadre dans lequel se sont placés les auteurs cités ci-dessus, et les

résultats qu'ils ont obtenus.

o0
Soit Q une variété C paracompacte de dimension n, et soit

™) \ {0} 1'espace cotangent privé de 0.

Soit ¥ C T*fﬂ)\ {O} un ensemble conique fermé, et soit m dans R,
M dans N. On définit L™M(

différentiels classiques dans L™(Q), qui, dans chaque systéme de coor-

Q,Z),comme 1l'ensemble des opérateurs pseudo-

données locales d'un ouvert U C Q, ont un symbole de la forme

400

(0.1.) p(x,8) “’jfo pm_j(x,g)

ou les Po-j sont dans S" J( R"x R"\ 0), positivement homogénes

de degré m-j, et vérifient

Pour tout compact KU, il existe une constante C strictement

positive, telle que, pour tout (x,§) dans Kx Ifﬂ tel que |§|214 on ait

|pm(x,§)|

(0.2.) . > claax,ent.
|g]
(0.3.) |pm_j(x,§)| M-23

. < ¢ (a(x, , 0<2j<M, j€ N
e[ (.(x €)) j j



d(x,§) = inf (Ix—y|-+|n-T%T|) est, par définition, la distance
(y,m) €2

de (x,8) a Z.

n .
Soit 6 = Z d§j.A dxj la forme symplectique canonique sur T*lﬂ)
j=1

et nous supposerons dans tout cet article que

(0.4.) 2 est une variété canonique fermée symplectique de codimension 2
dans T Q\ 0.

Cette derniére hypothese permet de définir en tout point
de Z (de maniéfe invariante) un entier relatif qui est 1'indice d'en-
roulement de P autour de £ (winding number) et dont la définition est
donnée, par exemple, dans [5].
Dans le cas ou PL s'annule a l'ordre M, cet indice est un des entiers -M,

-M+2,...,+M.
Dans le cadre ci-dessus, les résultats suivants ont été démontrés

i) cf. J. SjUstrand [5] Th. 1-4.
Si 1'indice d'enroulement est strictement positif en un

point de X, 1'opérateur n'est pas hypoelliptique.

ii) cf. J. SjBstrand [5] Th. 1-2.
Si 1'indice d'enroulement est égal a -M en tout point de Z,

1'opérateur est hypoelliptique.

iii) ef. J. Sj8strand [5], L. Boutet de Monvel, F. Treves [3],
L. Boutet de Monvel [2].
Si M= 2, et que 1'indice d'enroulement est nul sur Z, 1'opé-
rateur est hypoelliptique si le symbole sous principal évite
des valeurs discretes, phénomene déja observé sur un modele

par V.V. Gru$in [4].

La méthode utilisée, due a 1'origine a Grufin [4] pour des modeles,

.

consiste a se ramener a 1'étude du noyau dans F( IR) (espace des fonc-

0 N ’ . . h ’ ’ . . ’ .
tions C a décroissance rapide a 1'w) d'une équation différentielle



ordinaire associée a P.

Nous nous proposons ici de généraliser le cas iii) lorsque
M=2 et de donner une condition suffisante d'hypoellipticité lorsque
l'indice d'enroulement est -M+2. ‘
Nous montrerons comment cette étude se ramene a celle de 1'équation

différentielle ordinaire suivante

M-1 [M/2] M-21 )
L = a_y gjl (Dt-lapt) . (Dt-lbt) + 1§1 Kl ng (Dt-lcpt)

avec Re ap< 0O, Reb>0.

Cette étude a déja été faite dans un article que nous avons fait en
collaboration avec P. Bolley et J. Camus [1] et dont nous utiliserons
les résultats.

Le plan de ce travail est le suivant

Nous n'énoncerons le théoréme principal de cet article qu'a

la fin dans § 1, aprés avoir défini un invariant @P lié a 1'opérateur.

Le § 2 sera consacré a la démonstration du théoréme, tandis que le § 3

considerera un résultat plus précis dans le cas particulier (M= 3).

La définition de 1'invariant au § 1 est fortement inspirée de [3],mais

nous avons préféré utiliser [5] pour la démonstration proprement dite.

§ 1. ENONCE DU THEOREME.

. Nous faisons en plus des hypothéses (0.1) - (0.4), 1'hypo-

these suivante

(1.1.)°  En tout point p de £, 1'indice d'enroulement de p, est égal

¢ . . . ,
On peut faire une hypothése microlocale, si on veut démontrer un

théoreme microlocal.
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Dans un voisinage conique I" d'un point p de £, £ peut é&tre défini par

les équations

A . ’ @0 b ) ’ ’
ou u et v sont des fonctions réelles C , homogenes de degré zéro, de

telle sorte que le crochet de Poisson satisfait
{u,v} > 0 dans I .

D'apres (0.2.), p, peut stécrire de la maniére suivante dans I'*’

a. u -3

ou les'aj, j=0,..,M sont régulieres dans ', positivement homogenes

de degreé m. M

L'hypothése 1.1 nous dit que le polyndme en A, I a‘_i xJ, a M racines
j=0

a, i=1, «.,M-1 , B avec Imp>0 et Imai< 0 dans I', i=1,...,M-1.

Comme P est racine simple, c'est une fonction réguliere homogene de
degré zéro dans I'. De méme toute fonction symétrique des a, sera ré-

guliere (ceci sera utile dans la suite).

Soit Y un opérateur pseudodifférentiel dans Q dont le symbole principal
est q.am(u-ﬁv) dans T' ; q désigne un symbole elliptique de degré 1.

* .
Observons que [Y ,Y] est elliptique négatif dans ' et que Y est dans
Ll+m’1(ﬂ,2) dans TI.
Soit X un opérateur pseudodifférentiel dans L

M-1

—l’M—l(Q,z) dont le symbole

principal est q-i (u-aiv) dans T.

j=1

Ceci est vrai, quitte a restreindre I'. Nous ne mentionnerons pas

toujours dans la suite ces restrictions.



Soit P l'opérateur pseudodifférentiel de symbole p, on pose

Z = P-XY .

m-1,M-2

Par construction Z est dans L (Q,Z) dans T.

On considere l'application adY qui, a un opérateur pseudodifférentiel S,

associe l'opérateur pseudodifférentiel adYS= [S,Y].

On considere alors :

M-2 |
c ((ady) Z) (M-1) .
. (1-21-m) +(1-1+m)M -
(1.2.) EP = restr. a Z N 7T de (M_3) |

' M-1
°(1-21-m)+(1-1+m)M((adY) X)
Remarquons que, lorsque M= 2,

. o, 1(Z)
= . > z H -
P restr. a N I de Gm_1([X’Y])

est 1'invariant défini en [3].

Si on écgit le symbole principal (d'ordre m-1) de Z sous la forme

c ,(z) = l(u-—y1V)...(u-vm_2V) dans T ,

on a ¢
o((aan)™2 z)/3 - x.qM’z az-z(i)M—z(M-2)l (ﬁ-yl)...(ﬁ-yM_z)iu,v}M'2
s((aan™lxy/z = M2 ax-l(i)M—l(M—i)! (B-a)) e (Bay_) fu,v}"?
de sorte que
2 (B-vl)“.(ﬁ—yM_z)

(1.3.) £ = =
P ifu,v} a_ (ﬁ-al)“.(ﬁ-aM+1)

L'omission de toute mention de I dans LP est justifiée par le fait

que la définition de ZP est indépendante de la décomposition :

P=XY+2

. * Ve . - -
ou l'on suppose que [Y ,Y] est elliptique négatif, Y€ Lp’l,xéfLm p,M 1,

z e M-2, La démonstration est analogue a celle de [3].



On aura besoin, dans ia suite, des deux propriétés suivantes

(1.4.) Si A et B désignent deux opérateurs pseudodifférentiels

elliptiques dans Q

Lap = 4p

(1.5.) On désigne par 9 une transformation canonique d'un ensemble
*
ouvert conique ' € T Q\ 0 sur un autre ensemble I'' du méme
type, et soit U un opérateur fourier-intégral elliptique

associé a "€, alors, on a

L 1

_ ) [ -
U P U-1/§ = P/Zﬂ ') o7

v
ou Z = T((EnTrTY).

Les propriétés ci-dessus nous permettront 1'usage des transformations

canoniques, et la démonstration du théoreme sur un modéle microlocal.
Nous démontrerons dans cet article le théoreme suivant

Théoréme 1 : Soit P vérifiant (0.1), (0.2), (0.3), (0.4), (1.1), on
suppose que 2P ne rencontre pas NN sur £ ; alors P est hypoelliptique.
4 U
De plus, il existe un opérateur E de L(Q) dans L (Q), continu de
loc loc

H (Q) dans H

P *
s s+M/2(Q) pour tout s réel, tel que :

EP - I =0 .

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME.




I1 est bien connu qu'il existe au voisinage de tout point p de I une

v
transformation canonique Q? qui envoie le coéne I sur le X de T*(]Rn)\ 0
défini par t=0, =0 ou ((x,8)=(x',t,&",1) €T (R™\ 0).

On pose p°:=q2(p) et soit V un sous-ensemble conique fermé du graphe
de B8 , contenant (PO,P) comme point intérieur.

On pose V' = {(pu,-v), (p,v€V}.

On associe a & un opérateur fourier intégral U dans I°( R"xQ,V') ellip-
tique tel que

x* .
U U = I pres de o

* .
Uuvu = I pres de Do
On a alors le lemme suivant

Lemme 2.1 : (cf. lemme 6.2, [5])

Soit P dans LM’M(Q,E) d'indice d'enroulement -M+2 au
voisinage du point p, alors F =UP U* appartient a LM’M(]Rn,f) dans
un voisinage de po et a le méme indice d'enroulement. De plus, AW= Lpof—l

au voisinage de po.

Ce lemme nous permet de nous ramener a la situation microlo-

cale.

On suppose donc maintenant que £ est donné par t=1=0 et
que P appartient(microlocalement au voisinage de po)é LM’M(ZRn,E).

Utilisant la formule de Taylor, on peut écrire

i = s a P
(2.1) P(x,D) = . t aaB(x,D) A

(M+a-B)f2€ N

. c L(M+a-[3)/2 (’RY
ap

lorsque M est pair.



(2.1) bis P(x,D) = z t* a (x,D) Di + B(x,D)
a+p<M ap

(M+a-B)/2€ N

avec € L(M+a-6)/2( R™), BF€ LM_l/z( Rr™)

3.8

lorsque M est impair.

On associe a P(x,D) 1l'opérateur différentiel ordinaire (cf.[47,[57).

(2.2) L (x',8') = T t* a°
[o] a

a+fp=M p
(M+(a-B))/2€ N

(x',0,8',0) DE ’

ou x=(x',t), §=(§',7), P, = (x',0,£',0), a®, est le symbole

ap
principal de a_ (x,D).

B
Proposition 2.2 : (th. 5.9 [57]).

Soit ' un voisinage conique de po , et supposons
que, en tout point (x',0,§',0) de I' N Z, Lo(x',§’) est injectif dans’

JQCR), alors P est hypoelliptique dans I' et il existe un opérateur G

de D' ( R™) dans D R™), continu de H:oc( R™) dans Hloc

S+M/2(If5, tel que

G.P = I dans T

Nous avons donc ramené 1'étude de 1'hypoellipticité a 1'étude du noyau

d'une équation différentielle ordinaire.

On considére les opérateurs du type 2.2 :

L = T t% a Db
aiB<M ap 't

(M+a-p/2) € N

Utilisant 1'hypothese 1.1, on peut écrire cet opérateur sous la forme

(non unique) suivante

[M/2]

M-1 M-21 1
(2.3) L, = ay ;U; (Dt-lapt) . (D-t-lbt)+f1 7‘1 T\‘p_l (Dt—lcpt)

L4 s . - . >, , . .
On désigne par tP(KU 1'espace des fonctions C a décroissance rapide.



avec Re ap<0, Re b>0 .
On a alors la proposition suivante

Proposition 2.3 : (Proposition 4.3 [17])

| . T (c;—b)
(2.4) Posons £ = 1 p=1
Lo oM M-1

(a_-b)
p=1

Alors, si LL £ NWN, on a Ker L, nY(mw =o0.
o

d) Démonstration du théoréeme

Utilisant la propriété (1.4) de Ep, il est clair qu'on peut
démontrer le théoreme en supposant que P est dans LM’M(O,E).
Le lemme 2.1 et 1.5 nous permettent de nous ramener'a 1l'étude du cas

M’M(IRn,g)et ou la variété caractéristique

particulier ou P est dans L
est donnée par t=17=0.
Les propositions 2.2 et 2.3 permettent alors la démonstration du théo-

reme, si on remarque que (comparer 2.4 et 1.3)

lp(x',é',0,0) = ﬂLo(x',§')

1]
(%]

§ 3. CAS PARTICULIER : M

On suppose que M=3 ; on peut préciser la proposition 2.3 de
la maniére suivante
soit L _ = (Dt- 1a1t) (Dt—lazt)(Dt—1bt) + K(Dt—1ct)
avec Re-a1< 0, Re a2< 0, Re b>0.

Proposition 3.1 : (Prop. 4.4 [17)

. _ (c-b)
Soit LL = A (a =b) (a—b) ' alors
o 1 2
i) si 4, £ N, Ker L N Y(R) =0

o
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ii) si 4, est un entier pair, Ker L N Y(R) de dimension 1
o ,

iii) si £L = 2n+1 est un entier impair, on a
o

Ker L N Y(R) = {o}

si et seulement si K;4(2n+1—2p)(a2-b)4—2p(a1—b), p=0,..,n.

Comme au § 1, on va introduire de nouveaux invariants, de maniére a
donner une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité avec

perte de 3/2 dérivées.

b) Etude d'invariants.

Remarquons tout d'abord que, lorsque ZL = 2n+1, on peut

montrer que la condition (iii) s'écrit sous la fofme suivante
(3.1) [K[(az—b)(al-c)+(a2—0)(a1-b)]+(al-az)(al-b)(az-b)]2 '3
£ pg (a2-a1)2(a1—b)2(a2-—b)2
avec p2=4(n/2-p) 0=p=<[n/27, pEN
Cette formule plus compliquée nous semble plus facilement interpré-

table en termes d'invariants.

On procede comme au § 1 (on garde les mémes notations).

On considére

oprinc([[X,Y],Z])/Z = <A am[(B—az)(y—a1)+(B-a1)(Y-a2)] {u,v}z

2 2
cprinc([[X,Y],Y])/E = -a . q. 2(B-a,)(B-a,) fu,v}< .
cs—princ(X)/Z’ le symbole sous-principal est bien défini car le symbole

principal de X s'annule a l'ordre 2.

Lorsque X peut s'écrire sous la forme X = Q(Xlx +R) ou le symbole prin-

2
cipal de X, est (u-aiv), on a

1
Gs-princ(x)/2 - q(r-+§T (al—az) fu, v}y .
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Soit x le symbole principal de X, on lui associe en tout point p de X

l'application Ap définie par
*
¥T ¢ Tp(T X\0)

T .
¥ th Tp(T X\ 0)

-

o(Tl,ApTz) = (T1T2x)p

Son déterminant est un invariant que nous désignerons par det Ap .

Si x =gq (u-a,v) (u—a2V)

1
2
—a2)
4

5 (a

1
det A =
e 0 q

fu,v}2 .
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théoreme suivant
Théoréme 2 : Soit P dans Lm’3(Q,2), et on suppose qu'en tout point

de £ 1'indice d'entrelacement est -1 ; on suppose qu'en tout point

de £ une des deux conditions suivantes est vérifiée

i) LP £ N
ii) EP = (2n+1)
mais
| 2
(oprinc([[X,Y'!,ZW) + 0 princ(X) cprinc([[X,Y'l,Y])) #

p pg (det A)) (o ([[x,YLYT))2

princ

ou p2=4(n/2-p) , 0=p=[n/2], pEN.

Alors P est hypoelliptique -avec perte de 3/2 dérivées ’, et ces condi-

tions sont nécessaires pour avoir une telle hypoellipticité.

Le théoréme 2 se démontre comme le théoreme 1, mais en utilisant cette
fois-ci la proposition 3.1 au lieu de la proposition 2.3.
L'invariance de la seconde condition se démontre de maniere analogue

a celle de ﬁP .

* Nous renvoyons a [2], [5] pour la définition d'une telle hypoellipti-
cite.
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21
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INVARIANTS ASSOCIES A UNE CLASSE D' OPERATEURS
PSEUDODIFFERENTIELS ET APPLICATIONS A L'HYPOELLIPTICITE

B. HELFFER






INTRODUCTION.

On sait,dans la théorie des opérateurs pseudodifférentiels classi-
ques (o.p.d.),qu'on peut définir de maniére invariante (par changement
de coordonnées) le symbole principal P d'un o.p.d. et,qu'en un point
critique de ce symbole principal,on peut définir un symbole sous prin-
cipal.

Les résultats obtenus pour des o.p.d. a caractéristiques doubles s'ex-
priment en général a partir de ces deux invariants.

Pour 1'étude d'opérateurs pseudodifférentiels a caractéristiques mul-
tiples (>2), il était naturel de chercher a introduire des invariants
plus généraux,permettant d'exprimer des conditions nécessaires ou suf-
fisantes d'hypoellipticité ou des résultats de propagation des singu-
larités.

On se placera ici dans le cadre introduit par J. Sj#strand dans [19]
et développé également par L. Boutet de Monvel et F. Treves [1] [4].
Dans 1l'introduction de ces invariants comme dans la présentation de
certains résultats, on s'est inspiré de C. Rockland [17].

Nous donnerons dans cet article une formule explicite permettant de
calculer ces invariants qui n'ont de sens que sur la surface caractéris
tique £ du symbole principal.

Cette formule s'apparente a celle utilisée par J. Leray [16] [17]
pour introduire des opérateurs pseudodifférentiels dont les symboles
sont définis sur un espace symplectique.

Ce travail sera poursuivi sous un point de vue sensiblement différent
dans [ J ].

Le plan de ce travail est le suivant

Au § 0 : nous introduisons les principaux théorémes et rappelons le

contexte dans lequel nous travaillons.

Au § 1 : nous construisons les invariants associés a un opérateur.

pseudodifférentiel.



Aux § 2 et 3 : on donne des applications qui sont les généralisations
naturelles des théorémes d'hypoellipticité a caractéristiques doubles
donnés par J. SjBstrand [197], L. Boutet de Monvel et F. Treves [1] [47,
A. Grigis [6] et qui constituent une formulation intrinséque des ré-
sultats de V.V. Grufin (71 [8].

Au § 4 : on considére une autre classe d'o.p.d. pour laquelle, sous
des hypothéses de méme type qu'au § 2, on peut construire des paramétrix

dans les classes Sg g (8<P) de L. Hirmander [117.

’

Enfin, nous tenons a remercier J. Sjbstrand et L. Boutet de Monvel
dont les conseils ont permis de simplifier la démonstration de cer-

tains résultats.

§ 0. DEFINITIONS. RAPPELS. ENONCES DES RESULTATS.

Soit N une variété.réelle C paracompacte de dimension n, et soit

T*(Q)\\Ole fibré cotangent privé de la section nulle.
*x g . . .
Soit £ € T (Q) \ O une sous-variété conique fermée ; soit mE€ R, M € N.

On définit(ﬂﬂy’¥ﬂ,2) comme 1l'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels P
qui, dans chaque systéme de coordonnées locales d'un ouvert U € Q, ont

un symbole de la forme

+®
0.1. p(x,8) ~ £ p ., (x,8)
j=0 m-j/2
ou les pm_j/z(x,§) sont des symboles de Sm_‘]/z( m‘§<mn\o),

positivement homogénes de degré m-j/2, qui vérifient

0.2. Pour tout compact K @ U, il existe une constante CK:>0

telle que, pour tout (x,§) dans KxR", tel que |§|=1, on

ait
lp ., (x,9] )
m-.]/2 ’ M_J ) . ‘
epn-a7z = G (A6 JEN, 0=g=M..
5 .
d(x,8) = Inf ((x-y) + |n-13) est la distance de (x,§)
(y,m) €Z TeT tance

aZ.



La classeIfLMJ été introduite par J. SjBstrand [19] puis généralisée
par L. Boutet de Monvel [1].

. m,M r s e . A .
On dira que p dans L’ est non dégénéré si la condition suivante est

vérifiée
0.3. Pour tout compact K CU, il existe CK:>O, telle que, pour
tout (x,&) dans KxR", tel que |&] =1, on ait
lp_(x,8)]
—m_ >c (a(x,enM.
.|m K
€]
n *
Soit w = Z dgj,A dxj la 2-forme symplectique sur T Q.
J=1

On dira que Z est symplectique si la restriction de @ a T est non
dégénérée. Dans ce cas, (Z,w) est une variété symplectique de codi-

mension paire.

On dira que Z est involutive de codimension v si, localement, elle

oo
peut étre définie par 1l'annulation de v fonctions C réelles'ui(izlpu,v)
telles que les crochets de Poisson {uj,uk} s'annulent sur Z.

d

On supposera dans la suite que le champ de Liouville Z §j €.

J J

les hamiltoniens Hu (associés aux fonctions ui dont 1'annulation
i

et

définit Z) sont linéairement indépendants en tout point de Z.

Soient 4,5 9, deux éléments dans Lm’M(Q,Z) ; on définit la relation

d'équivalence suivante

m’M+1(Q,Z)

. . _ e
q, = q, si et seulement si 94-9, L

Nous démontrerons au § 2 le théoréme suivant

Théoréme 1 : Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (0.2.) ; alors, on

peut associer a p un élément q de Lm’M(Q,E)/Lm,M+1(Q ) défini par :
’

n +© t n
1 d d ~ (-1) 1 0 0,4t
0.4. q == exp( 51 131 Oxl _bg]_ )p= tfo _T—. (131 21 bxl bgl) P
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et qui posseéde la propriété d'invariance suivante

Soit 7 une transformation canonique de T*h‘\o dans T  R" \ 0 qui envoie
au voisinage d'un point p de £, ¥ sur Z'.
Soient (F un opérateur fourier intégral associé a 7, P 1l'opérateur de
symbole p, p' le symbole de P' = (FP 03-1 et q' le symbole associé
a p' par (0.4.), on a

q'(z(p)) = q(p)

* . ..
Corollaire 2 : Soit p 1le symbole complet de 1l'operateur 'P* adjoint

* PR
de P de symbole p, soit q 1le symbole invariant associé a p*; on a :

¥ -
Q9 =49

Remarque 0.1 : Une formule du type (0.4.) a été utilisée dans un

cadre voisin par J. Leray dans [15] [16] pour définir une classe
d'opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole est une fonction

sur un espace symplectique.

Soit q dans Lm’M/Lm,M+1 le symbole invariant associé a p ; remarquons

qu'il ne dépend que de la classe d'équivalence de p. On associe en
tout point p de Z, a Q. J/2,symbole d'ordre m-j/2 de q (0<:J<:M),une
forme (M-j) linéaire, notée aQ, ./ (p), définie sur (T (T O‘\O))

par :

—

*x
0.5. ¥ xl,xz,...,xM_J. € Tp(TVQ\O)

~ 1
Uy jy2(P Xy Xy ) = m (xl...xM_;i UYyoj/2)p *

B

On peut montrer que ces formes sont symétriques, que leur définition
ne dépend pas du représentant de la classe de q, et que si q est non

dégénéré au sens de 0.3., q (p) induit une M-forme symétrique non dégé-
nérée sur T (T Q‘\O)/T Z.



En tout point ¢ de T on définit 1'application de Tp(T*Q\ 0) dans €
définie par
¥ XET(TT a\0)

0.6. X)) = T g, () (X, ..,X)
i<M m-j/2

On désignera par ' 1l'ensemble des valeurs de E(P,.) H

P

c'est un invariant dans le sens du théoreme 1.

Soit p= (x,£), remarquons que, pour tout A€ R', on a :

_ .m=M/2
Iq(x,i‘»‘é) =2 lqx,':;

Nous démontrerons au §3 le théoreme suivant

Théoreme 3 : Soit p un symbole vérifiant 0.1., 0.2., 0.3..
On suppose que X est involutive et qu'en tout point p de Z, Fp ne
rencontre pas l'origine ; alors P est hypoelliptique * avec perte

de M/2 dérivées.

Ce théoréme généralise un théoréme de L. Boutet de Monvel [17.

Supposons maintenant que Z est symplectique de codimension 2k.
1
Dans ce cas, on peut identifier T (T Q \O)/T s et (sz) 1'ortho-
gonal de T E pour wp.

Sous ces hypotheéses, nous montrerons au § 4, en suivant la méthode
de C. Rockland [17], qu'on peut associer en tout point p de Z, et

L
pour tout choix b de coordonnées symplectiques dans TpZ un opérateur

Q

Q
P,b

autre base, il ex1ste un opérateur unitaire inversible U opérant dans

L2(1Rk) et éP(ka) o teI’que Q =UQ < U-l.

p’b p,b

0.b différentiel a coeff1c1ents polynomiaux operant sur Ef(]R )
12

dépend du ch01x de b de la maniére suivante : si b désigne une

¢ On dira que P est hypoelliptique avec perte de M/2 dérivées, si pour

tout w<Q, ue L' (Q ; Putﬂloc(w) = EHSer M/Z(w).

wo kK « .. .
* éP(IRk) désigne 1'ensemble des fonctions C sur R a decroissance

rapide.



On associe ainsi a p, en tout point p de I, une classe d'opérateurs

différentiels Pp définie de maniére invariante.

De tels opérateurs sont introduits de maniere différente [1] et se-

ront étudiés plus précisément dans [3]. Nous renvoyons également aux
travaux de J. Leray [15] [16] qui étudient en détail la classe des

opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux.
On démontrera au § 4 le théoréme suivant

Théoreéme 4 : Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (0.2.), (0.3.).

On suppose que Z est symplectique de codimension 2k et soit Pp la
classe introduite ci-dessus.

P est hypoelliptique dans Q avec perté de M/2 dérivées si et seulement

si, en tout point p de I,
k
Keern Y(R) =0 .

Lorsque M= 2 et que 1'on considere des opérateurs pseudodifférentiels
classiques, ce théoreme a été démontré par de nombreux auteurs et de
maniere plus explicite [19], [4], [1].

Lorsque M= 2 et que la codimension de £ est égale a 2, nous renvoyons
a notre travail [10]. ‘

La formulation du théoréme est celle de V.V..Grusin [77] rendue
intrinseque! elle est a comparer a la proposition 6.1 de l'article de
L. Boutet de Monvel [1].

9 1. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

On suppose que X est de codimension v. Nous allons introduire
q de la maniere suivante

(o 8]
Soit (x,8) = p € £ et choisissons des fonctions C réelles u u

y sen s
dont 1'annulation définit £ dans un voisinage conique I' de pldans v
0\ o.

On supposera les u, homogenes de degré 1/2 en §.

Soit Ui (i=1, ..,¥) un opérateur pseudodifférentiel classique dont le

symbole principal est u, .
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Alors si P est dans Lm’M(Q,Z), on peut en utilisant la formule de

Taylor écrire P sous la forme suivante

M
(1.1.) P- Z z Mo A, 5 U,
320 @€ 1, u,p] 9 »J
ou a-= (al’""aM—j)’ aiE (1, w.,v]
Ua = Ua . Ua
1 M-j

et ou les Aa j sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques
b

ayant les propriétés suivantes

(1.2.) A€ M2
(1.3.) Les A j sont symétriques en a.
b
= z '
On pose alors U j/2 Omj/2 ( Aa’ija)

ac€ [1,".,v]M—J
pour j=0,..,M.
Les autres termes n'interviennent pas dans la classe de q.

Dans toute la suite, nous ne déterminerons q que dans la classe

d'équivalence Lm’M/Lm,M+1 introduite au § o.

Remarque 1.1 étant introduit comme symbole principal, il

Iy-j/2
ne dépend pas du choix des coordonnées (x,§&), mais il dépend en re-

vanche du choix des u,, U,, A ..
i i a,j

Le noeud de la démonstration du théoreme 1 est le lemme suivant

Lemme 1.2 : Soit Q= z A, U, AaE Lm-M/z(Q), A, symétrique.
a

G€ 1, m, vy
Alors le symbole complet de Q dans Lm’M/Lm,M+1 est donné par

o D D
q = exp ( 31 z 6;; EEI ). Om(Q)-
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Démonstration : On peut supposer m= M/2. Les Aa etant choisis syme-

triques, il suffit de démontrer le lemme pour un terme du type suivant

ou V€ Ll/z’l.

On utilisera constamment 1'inclusion Lm’M(Q,E) G Lm+1/2’M+1(Q,Z).

On démontre alors le lemme par récurrence sur M ; il est évident pour

M=1. Supposons le lemme vrai pour M::Mo, on va le démontrer pour M==M0+1.

On désigne par qy le symbole complet de vM modulo (LM/z’M+1).
M
. , 1 o o) 0
Par hypothese : qy = exp ( 37 2 3 SE_) v
o 1 1 1
La formule de composition nous permet d'écrire
n qu
q Qe Vv o+ 1 5 o oV
Mo+1 = Mo i bél bxl
n qu
= q, V + 1 3 : 2 Ov
Mo i bxl b§1
On en déduit
n' qu qu
(1.4.) Qy .4 = .v+% T b’50 bC)\r . 1o bvl )
o o to1a 1 X1 ox 32
Par ailleurs :
M +1 M
1 o o o 1 d o o
exp(== Z — — ). v = v.(exp=—= & — =— ) v +
2i 1 bxl b§1 2i 1 bxl b%l
M
1 o) o o
+ [exp(5+ Z x=— =),v].v ".
2i bxl bsl
Or, il est facile de vérifier que
1 0 o) 1 dv o) v o o o
[exp(57 £ ~— s),v] =5 (2 . + . )exp( 57 & =— =)
2i 1 bxl cgl 2i 1 bxl b§l b§l ‘bxl 2 1 bxl b§1

+ B



Lp,N+1

ou B opere de 12N dans pour tout (p,N).

Par conséquent

M

1 0 o o 1 Ov 0 Ov 0
(1.5) exp( 5+ & x— =) Vv =v.q, +5= (Z . + .
2i 1 bxl 051 Mo 2i 1 bxl b§1 bsl bxl
La comparaison de (1.4) et (1.5) permet de conclure la démonstration
du lemme.
Fin de la démonstration du théoreme : Utilisant le lemme 1.2 et 1.1,
on voit qu'on a démontré que le symbole p de P est congru a
exp ('lr g 2 —9—). q dans Lm’M/ m,M+1
2i 1-1 bxl b@l L
1 2 > »
Le théoreme est démontré car l'application exp(= I —— =) est
2i 4 bxl bgl

bijective de Lm’M/Lm,M+1 - Lm’M/Lm,M+1 et son inverse est

o)

exp(—i. % b_g_)
1 1

2i

nm™MBs

1=1
La démonstration du corollaire est évidente, compte tenu de la formule
donnant le symbole de 1'adjoint.

Signalons de nouveau le lien avec [15] qui ne travaille cependant pas

dans des classes d'équivalence.

Remarque 1.3 : Soit q, (resp.*qz) le symbole invariant associé a P,

(resp. p2), alors le symbole associé au composé pl# p, est donné par

la formule

1, 2 d d 1, d d
q= (exp = (Z -———),q)#(exp—.(z = == ) q,)
2i 1=1 bxl b§l 1 2i 1=1 bxl b§l 2

pﬁ‘# désigne la loi de composition des symboles.

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

La démonstration étant strictement analogue a celle de [1],

nous renvoyons a cet article pour les détails de la démonstration, que
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nous esquissons seulement.

On considere donc un opérateur P de symbole p dans Lm’M(Q,):)
et vérifiant (0.1), (0.2), (0.3).
On déduit du théoreme 1 que, avec les notations du théoreme 1, si ?g(p)

est 1l'ensemble associé a (F P (F_l, II:JcP(p) = I"p (p€ED).

Z étant involutive et le vecteur radial étant supposé non orthogonal
a Z pour la forme symplectique @, il existe,au voisinage de tout point
de Z,une transformation canonique & : T*Q \0 - T*IRn\O ,qui envoie
microlocalement ¥ sur la surface by définie dans T*( ]Rn) \ iO} par

(§1 =0, ...,§v= Q)ou v désigne la codimension de I dans T*ﬂ \O.

On suppose maintenant que I est déterminée par §1=O,.'..,§v= 0,

et on écrit P sous la forme

M ‘
P = 2 2 Aa 1 Dx oo o Dx
— - ’
1=0 at [1,...,v]M 1 *1 *M-1
ou les Aa 1 sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques de
b

degré m-M+-§- définis dans un voisinage conique ouvert d'un point
p de Z.

Dans ce cas, l"p est l'ensemble parcouru par :

M ‘
2 Z o0
1 om-M+1/2(Aa,l) (p) Sal gaM—l
1=0 a€[1,.u,v]
lorsque & = (§1,...,§v) parcourt RY.
M .
L'hypothese du théoréme nous dit que p'= £ pm-j/2 ne s'annule pas
§=0

dans un petit voisinage conique de p dans T*]Rn\ 0; p'_l(x,é) € S-m’_M(O,Z)
(avec les notations de [1]) et 1'on vérifie que 1'on peut construire

comme dans [1] une paramétrix a gauche de P.

Remarque 2.1 : La condition est également nécessaire [1], [14].
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- Tp(T*Q)
Remarque 2.2 : On suppose que qp(X) est réelle sur m(z)p:=——T—§—— et
p
que q(p,X)= 0 > H_ #Z 0 (hamiltonien de Ep).
q
p

Alors, on a un phénoméne de propagation des singularités, cf. (137, [14].

S 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

On suppose maintenant que Z est symplectique de codimension
L
2k et on identifie]éT*h \O)/sz et (TpZ) que l'on notera m(z)p

a) Introduction de Pp.

On considere maintenant que E(D,X) défini par (0.6) est une

fonction sur M(Z)p.

Nous allons associer par un procédé du a J. Leray ([15] ,[16Det C. Rock-
land ([177 ,[187) une classe d'opérateurs différentiels de la maniere
suivante

sur

On choisit des coordonnées linéaires canoniques s t,,ew,t

1, ...,Sk, 1 k

9t(z)p, i.e. des coordonnées linéaires telles que

k
Yoy = F dt. A ds;
p i=1
Ce choix de coordonnées associe a q(p,X) un polyndme en (s,t)
v
qb(p’sl’""sk’tl’"°’tk)
défini par y N
qb(p’sl’""sk’tl’""tk) = q(p,X)
ou (sl,u.,sk,ti,".,tk) désignent les coordonnées de X sur la base choisie

‘qu'on notera b.
On écrit ce polyndme sous la forme unique suivante

z a . u

v .
A PrS s Spatys ety ) = Moi @i o
a€[1,..,2k] 9

j=0
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N
A
-
IA
-

u =t si a. = 1+k

et ou les L sont symétriques.
b

On pose alors

z aa J Ua
—. ’
@€ 1,23

N M=

'6 (p’s ,..-,S ,D ,no’D ) =
b 1 k Sy Sy i

1]
[

ou u, désigne l'opérateur s, sia.
j J 1<1<k.

1]
[
+
-

D si a.

I1 est clair que,par ce procédé,on réalise une bijection entre les
polyndmes de degré = M et ces opérateurs différentiels.

On dira que Hb(p’sl’""sk’ti’""tk) est le symbole de ag(p,sfu,sk,DS;”lék).
On désigne par ¥ l'application H - 6 .

Le polynéme q dépend du choix d'une base symplectique. On est donc tout
naturellement conduit a étudier l'action du groupe G des transformations
symplectiques de IRzk sur a.

A un élément g de G, on associe 1l'application notée multiplicativement
a gauche

v v,
qQ~> g9 = qeg
On utilisera alors la proposition suivante

Proposition 3.1 : [15] [16] [17]
Pour tout g dans G, il existe un opérateur unitaire Ug : L2(1Rk) > L2(’M

tel que 1'on ait
-1

v v
vig.q) = Ug. v(q). Ug

De plus, Ug et U;]‘ opérent de Y( RY) dans P(RY).

Remarque 3.2 : Des constructions explicites de Ug sont données dans

({167, [187, [9]).
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(3.1.) On notera Pp la classe d'équivalence introduite ; cette
classe d'équivalence est invariante (elle ne dépend plus du

[ . N .
choix de b) car associée a q(p,X) de maniere unique.

b) Démonstration du théoreéme

La démonstration du théoreme est basée sur le lemme classique
suivant [12].

- 03 ’, *
On désignera par (Sl’""sn’t tn) les coordonnées dans T nf‘\o.

10
Lemme 3.3 : Soit X une sous-variété conique fermée de "0 \ 0, symplec-
tique de codimension 2k; alors au voisinage de tout point p de Z, on

X%
peut trouver une transformation canonique ¢ de T Q \ O dans T*]Rn\O,

v
qui envoie X sur X définie parisizo,".,sk=0,t O,".,tkzo}.

1:

Le théoréme 1 et le lemme 3.3. nous permettent de nous ramener a 1'étude

d'un modele microlocal.

¥ n o NJ//},/,
On suppose maintenant que I est donné dans T R? \0 par ® b
< jpomIONAE 2
2 ol

$,=0, .., 5, =0 ‘ s = (sl,".,sk,s')

ot (s,t) €T R\ O .

t,=0, ., t, =0 t= (b, m,ty,th)

1

Soit A l'opérateur pseudodifférentiel d'ordre 1/2 dont le symbole est
|1/2

donné au voisinage de Z par |t

On pose :: Ui

As; siodizl, .,k
U, = I D si iz=k+1,..,2k .
(i-k)

On peut alors écrire P sous la forme (1.1) (1.2) (1.3)

T A U .
@ €1, 2k]d

T
I
I Mx

j=0

I1 est montré dans [19] qu'on peut construire une paramétrix a gauche

S (Q) dans Hs+m-M/2
oc

1 loc (Q) pour tout s,

pour P, opérant continument de H
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si et seulement si, en tout point (0,s',0,t') de £, l'opérateur diffé-

rentiel défini par -

M
(3.2.) P,.., =2 = a% (o,s,0,t") W
S ,t . a, ] @
j=0 «a
\ O
ou a =0 _. .)
a,j princ “a,j
W=t Y2 s, si o4 -j
a; J i
1<j<k
SR PR R VI si a, =j+l
ai Sj 1

a un noyau réduit a O dans iP(ka).

Or il est facile de vérifier que P défini en (3.2),est un élément

s',t"’

de la classe PO,S',O,t' défini en(3.1).

Le théoreme est ainsi démontré.

Remarque 3.4 : Lorsque Z n'est pas symplectique, on peut faire toute

la construction exposée au § 3.a) sur Tp(T*b\ 0) tout entier, au lieu
de mp(Z).

Ceci permet d'introduire la classe Pp dans tous les cas.

Cette remarque sera approfondie et développée dans [3] en suivant le

formalisme introduit dans [1].

§ 4. ETUDE D'UN AUTRE CAS.

On considere la classe suivante
Soit m€ R, ME N, k€ R tel que k>2. On définit Lp’™(Q,Z) comnme 1'en- -
semble des opérateurs pseudodifférentiels P dans L™(Q) qui, dans chaque
systéme de coordonnées locales d'un ouvert B C Q ont un symbole de la

forme

* . '
Lorsque k=2, la classe introduite serait la classe Lm’M(Q,z) déja

considérée au § 0.
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ou les pm_j(x,i) sont des symboles de S" J( R"x R™\ 0), positivement

homogenes de degré m-j, qui vérifient

4.2. Pour tout compact KCCU, il existe une constante CK:>O telle

que, pour tout (x,§&) dans Kx ]Rn, tel que |§| =1, on ait

P _(x,8)]
le]™

M-k

= C (a(x,8) , J€E N, k.j=<M

a(x,8) = Inf (lx=y| + |n-—=])
(Y,’fl) Igl

4.3. Pour tout compact KCCU, il existe une constante CK>»0 telle

que, pour tout (x,&) dans Kx R", tel que |E| =1, on ait

P (x,8)]
_m

e

> ¢ (a(x,gnM .

On supposera dans la suite qu'il existe un entier 1=0 tel que M= kl.

I1 est facile de voir que cette classe est bien définie. En utilisant

les méthodes du § 0, on peut introduire en tout point p de I, pour tout j,
tel que kj€ N, et kj<M, les (M-kj) formes linéaires symétriques sui-
vantes S;_j(p) définies. par

4.4. ¥

- *
xl,...,xM_k;i € Tp(T Q\ o)

~ 1
pm_j(P) (Xl’”"xM-kj) = ?;:;;;—T (xl...xM_kj pm_j)p

On pose alors

4.5. ¥X€T“T%\O)
q(p,X) = E P (p) (X,u,X)
kje N ™Y
kj<M

On a alors le théoreme suivant
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m, k1l
k * ~
tout point p de I, et pour tout X dans Tp(T a\o) : q (p,X)#0.

Théoréme 4.1 : Soit P un opérateur de L (Q,Z), on suppose qu'en

Alors l'opérateur P est hypoelliptique avec perte de 1 dérivées et

] . : - 0
on peut construire une paramétrix pour P dans Spmgl(ﬂ) avec p= 1—-£,
b

1
6= %

L'hypothése nous dit que dans un voisinage canonique I' d'un point p

de £, il existe pour tout (a,B) € N"x N" des constantes C, C,g telles

B
que, pour lgl >¢c ,(x,8) €T, on ait

lpx, 01 > ¢ lg™?
et B @wnl = oy axlehPlelrelsly g
- (B)

avec p=1-1/k , 6=1/k

On est alors ramené a un théoreme d'HYrmander [11].

Exemples : Dans :m2
D: + A Dz est hypoelliptique si 14-rK§3 # 0 pour lr|+—|§l £Z O

D: + t4Di + A Di est hypoelliptique si 144-t4§4-+1 53 # 0 pour le] £ o.

Remarque : Lorsque Z est involutive (cf. § 0),1la condition du théoreme 4.1

est nécessaire pour avoir une hypoellipticité avec perte de 1 dérivées.

Lorsque X est involutive et que E est réelle, on a,sous des
hypotheses convenableflpropagation des singularités comme dans ([2], [13],

[147).

s? 5 est défini dans [11].
?
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CONDITIONS NECESSAIRES D'HYPOELLIPTICITE

par B. HELFFER






INTRODUCTION

Dans cet article, qui ne prétend pas a originalité, nous
montrons comment un théoreme d'HBrmander [6] permet d'obtenir dans
un grand nombre de cas, des conditions nécessaires d'hypoellipticité

avec perte de o dérivées.

Un opérateur P d'ordre m (pseudodifférentiel) sur Q est dit
hypoelliptique avec perte de 0 dérivées, s'il est hypoelliptique et

si pour tout ouvert w<Q,

S

S+m-0
w

ued®Q), Pue H loc

J(®) 2 ueH

On rappelle au § 1, 1'énoncé du théoréme et on donnera des

applications dans les § suivants.

§ 1 : LOCALISATIONS D'ESTIMATIONS A PRIORI

Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier (son symbole
admet une décomposition en termes homogénes) d'ordre m défini
dans Q €R". on suppose que, pour tout compact K dans Q, il existe

(o]
une constante C telle que : ¥u € CO(K).

(1.1) lul < c (Pl + full )
1 o 2

pour s, < s, §; S s +m (so,sl,s2 fixés) ou || ”s désigne la norme

2 1’ 71
dans les espaces de Sobolev classiques HSGRn).

On supposera dans la suite que m=o, s°=0. L. HYrmander a démontré
dans [6] le théoreéme suivant (que nous présentons sous une forme

légérement modifiée)

Théoréme 1.1 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre O, proprement supporté et o< o < o' des nombres réels fixés

tels que

(1.1) lul®, s c®) (pulP+]ul® ), wu € cCx)
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Alors, pour tout K &= Q, tout © ¢R, 0 < 6 <1, et tout entier N > O,

on peut trouver une constante C telle que
‘ [ee]
¥x € K, ¥§ €ER™0, W ¢ C_®R")

(1.2) (141727 [|v|? ay

lal-lghs YO °
sc (Jl2__ pite gl el-lehe v 4

la+p| <N a! B!

2
v (14]g]y~2tInE(o,1-0) IN EZ::%;_IlyBD; vl ay
a+B|=N

§ 2 : APPLICATIONS

De nombreuses applications de ce théoréme sont connues [2] [7]
mais elles ne concernent que les opérateurs du type principal et les
opérateurs a caractéristiques doubles. Nous traitons ici un certain

nombre d'exemples a caractéristiques multiples.

§ 2.1 : EXEMPLE 1 (cf [13]) ‘

Théoréme 2.1 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre O

(son symbole p admet un développement de la forme : p~ I r_.(x,8),
jEN Y

ou les P_j sont homogénes de degré -j). On suppose que p, s'annule

a 1'ordre 2k en un point (xo,go) de T*O\O(|§0|=1), et qu'en ce

point,p__'j s'annule a 1l'ordre (2k-2j)+.

Alors, si P est hypoelliptique avec perte de k dérivées,

on a :]C ;W oe C:GRn)

B..a
k y DV
(2.1.1) J|v|® ay s ¢ (f] = > @ (x,,8,) —= 1% ay)

p .
j=o |a+p|-2k-2j ~I(B)

I1 suffit d'appliquer le théoréme (1.1) avec o=k, N=2k+1l, g=1/2 et
utiliser 1'inégalité obtenue (1.2) en des points (x,§) = (xotgo),

(2.1.1) s'obtient en faisant tendre dans (1.2) t vers 1'infini.
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Remarque 2.1.2 : On sait (cf (1] que 1l'opérateur Px £ défini par :

o’>0
B2
k y D
P_ £ (y,p.) = = EE:::::::; p ,Ea) (x € ) ——I—
0’>0 y j=o |a+p|=2k-2j —I(B) 0’7ol g

(plus exactement l'orbite de Px 3 (y,Dy) dans l'action du groupe
o’%0

métaplectique sur]Rzn) peut 2tre défini de maniére invariante (cf (4]).

Lorsque P, s'annule exactement a 1'ordre 2k sur une surface réguliére I

. ¥*
(et que p_j s'annule a 1'ordre 2k-2j sur X) dans T O\O, on peut

montrer ([1])que la condition (2.1.1) en tout point de £ est suffisante

pour avoir l'hypoellipticité.

§ 2.2 : EXEMPLE 2 (et [4])

Théoréme 2.2 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre 0 sur Q de symbole I p_j(x,g) ; Soit k ¢ N, k21, m ¢ N,
JeEN :

m>2 ; on suppose que P s'annule a 1'ordre ((k-j)m)+ en un point
i

(xo,§o). Alors, si P est hypoélliptique avec perte de k dérivées, on a :

k . ) _
. (™"a\0), £ (Hess K~I)Mp ) (Xyoennnn X) £ 0
o’ o j=o X

.....

(2.2.1) ¥X € T

Définissons avant de démontrer le théoreme (Hesspf)y pour une

o
fonction C f définie sur une variété M , a valeur dans €@ et s'annulant
a 1'ordre p en un point y.
On associe au point y, une forme multilinéaire symétrique (Hesspf)y

sur (Ty(M))p par la formule

p _l ~ ~o
(Hess f)y (X1,..,Xp) = 5 (X1,..,pr)y
ou X1,..,Xp sont des extensions réguliéres de X1,..,Xp au vojsinage
du poin y.

On notera (Hesspf)y (x,..,X)' = (Hesspf)y(X) lorsque X1=X .=Xp=X.

2="



Démonstration du théoréme : On utilise de nouveau le théoréme (1.1)
avec o=k, N=2k+1, ©=1/2.

On en déduit 1'inégalité (1.2) qu'on utilise en des points du type

suivant

- -
ou v et w sont arbitraires.

Et on fait tendre t vers 4'®, On remarque que

lim (p .(x,§).|§|k) = (Hess(k-j)mp_.) (;,;)
1t =J J x ’g
o
« ‘|a|—|B|)
+ L ——
1im (p_,*) (x,8).]g] 2 oo

g ()

si 0 < |a]+|p| < 2k-2j (car m > 2).

On en déduit le résultat.

Réciproquement : Si P, s'annule a 1'ordre km exactement sur une sous-

’ ’ ’ o\ .)(' . Y .
variété T réguliére de T Q\O, et si P_; s'annule a 1'ordre ((k--,])m)+

sur £ ; Alors la condition 2.2.1 est également suffisante pour

1'hypoellipticité avec perte de k dérivées [4].

§ 2.3 : EXEMPLE 3

Théoréme 2.3 : Soit P un opérateur pseudodifferentiel régulier

d'ordre m (21) de symbole

Soit k ¢ N, k21, r ¢NN, r=2.

p . s'annule a 1l'ordre r(k—j)+

On suppose que pour j 2 0 {p-J

j s'annule a 1'ordre mj > r(k+j) en un

point (xo,go).



Alors si P est hypoelliptique avec perte de (m+k) dérivées, on a :

2 k () POV,
. a
si r=2, [|[v]" ey =c [] = Poj(p) (Xgr8) ——I% ay
j=o ,a+Bl=2k-23 : al!B!
X (k-3) -
sir>2, T (Hess "~ J'Fp-j) (X) £0, ¥X e T (f”n\o)
j=o xo’go xo,§0

Y]

On utilise le théoréme 1.1 avec P = P.A—m/z(oﬁ A est le laplacien),
avec 0 = k+m, 6 = 1/2, N = 2m+2k+1 ; et on utilise la méthode de

l'exémple 1 lorsque r = 2

2 lorsque r > 2

Cette condition n'est pas, bien entendu, suffisante ; elle ne fait

pas intervenir en effet pj pour j > O.

§ 2.4 : EXEMPLE 4 (cf[3])

On considére maintenant des modéles étudiés dans [3]. On
suppose que les variables x e]RN sont séparées en deux groupes de

variables :
k n
x = (x',y) avec x' ¢ R, y e R, ktn = N

l

Soit m > 0, et 6 un nombre > O tel que mé soit un entier.
On désigne par 7 1'ensemble des triplets (a,B,Y) de multiindices
entiers 2 0, de dimension n,k,n respectivement, tels que
lal + |l = m
m = |v| 2 |a| + (1+8) [p]-m

On désigne par

My = ((a,8,v) €M, |v| = |af+(1+8) |p]-m)

mg = ((a,B,Y) € My» lal+]8] = m).



On considére :

a

(2.4.1) p(x,D) v

= ;‘aa,B,Y (x) y" Di, D

Soit ¢ = (§,1) les variables duales de x = (x',y).

On pose :

' _ (ot Y B @&
L(x ,y,g,Dy) _77221 aaBY(x ,0) vy E Dy
o

et Lo(x',y,g,Dy) = a_ . (x',0) yY§5 D;

z afy
7710
o

Grusin a démontré le théoréme suivant [3].

Théoréme 2.4.1 : Soit P 1l'opérateur défini par 2.4.1 et on suppose

que les deux hypothéses suivantes sont vérifiées :

(o]

(H1) L~ (x',y,§,n) est elliptique pour y £ O

(H2) Ker (L(x',y,g,Dy) n tqun)) = {0}, vg Eimk\o

Alors P est hypoelliptique avec perte de -- dérivées.

1+6

Réciproquement le théoréme 1.1 permet comme au § 2.1 de montrer le

théoréme suivant :

Théoréme 2.4.2 : Soit P 1l'opérateur défini par (2.4.1), alors si P

s . ' md foe o
est hypoelliptique au voisinage de (xo,O) avec perte de Eee. derivees,

on a :

2 2
(2.4.2) gl = ¢ llL(’fc')’y’go’Dy)(Pllo

¥ ¢ SRY), ¥E_ ¢ R\0

Remarque 2.4.3 : L'inégalité (2.4.2) implique (H2) et est équivalente

a (H2) lorsque (H1) est vérifiée.
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Exemple 2.4.4 : L'hypothése‘(H1) n'intervient pas pour démontrer la

condition nécessaire.

Considérons, par exemple, l'opérateur

P =02 . y2k Di + A yz D, 4 S k-1

Cet opérateur est dans la classe avec & = 4+1, m=2.
(£2+1)

(£+2)

Pour que cet opérateur soit hypoelliptique avec perte de 2

dérivées il est nécessaire que :

Ker (D2 + ) NS ®) =0, sif < k-t

Ker (D? + yzkixyz) n tgﬂR) 0 si £=k-1 (cfl8])

Nous reviendrons sur le premier cas au § suivant :

§ 2.5 : EXEMPLE 5

On considére un opérateur ;trés particulier (mais représen-
tatif).

2 2k
-+

2
P =D +
y y

D_+A D_, avec k > 1
x x

i

Le théoréme 1.1 donne en fait des conditions nécessaires plus fortes -
que celles obtenues dans l'éXemple 2.4.4. Ce n'est d'ailleurs dans

ce cas que l'explicitation des conditions de (7].

On n'utilise en effet le théoréme 1.1 avec o0=1, g=1/2, N=3, mais on

utilise 1'setimation 1.2 obtenue en des points :

€ = t(0,§ ), avec |§o| =1

(ici on a posé X = (y,x), € = (n,8)).



Faisant tendre t vers 1'® on obtient
2 2k 2 2
<
TGy v % ay, ay, < ¢ JI(G™) « Dyl) Yy, 950 |% ay, ay,
d'ou

2 2 2k 2
Iletrp 1% ay, s ¢ jlny1 £ Ay Yoly )= ay,
et par Fourier

ﬂ2+y2kik £ 0 Vy, ¥n

Cette condition est suffisante pour l'hypoellipticité (7].
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80 Introduction

Dans cet article , nous nous proposons de montrer comment on peut
effectuer la construction de paramétrixes pour certains opérateurs
_pseudo-différentiels & caractéristiques multiples , du type étudié
~par V.Grusin [5],[61, J. Sj¥strand b?], L. H8rmander &13], A. Meni-
koff [15‘, et les auteurs [1]{2X[}3Y§1 ﬁO}. Soit X un ouvert de
Rr" » et P un opérateur pseudo-différentiel sur X , dont le sym=-

bole total admet un développement asymptotique :

co

p(x,§) ~ % pj(x,i)

ol pour tout entier J , p. est homogéne de degré m-j en § .
Soit maintenant 2. un céneJlisse , de codimension p , dans T*X =
X:<(Rn\{09). Nous dirors que P est nul d'ordre k sur J. si pour
tout § , p\j est nul d'ordre ) k-2j sur 2. . Nous dirons en
outre que P est transversalement elliptique le long de J_ s'il
est elliptique en dehors de 2 y et si , au voisinage de chaque
point de 2 , le symbole po(x,g) domine dg_ » o dy est la
distance 4 2. . Si P est nul d'ordre k sur Z , il est naturel

.de lui associer , pour chague point (x,i)e Z: s l'opérateur

G‘k (p) = Z_

X8 |t ) +2 j=k

K
(%) 63 0 (e, 8) ¥* of

by

qui est un opérateur différentiel sur R" s a coefficients polyno;
miaux , de degre total < k .

Nous nous’ appu1erons de fagon essentielle sur les resultats et les
constructlons-de {1] ’ Dans cet article , on introduit , pour tous
nombres réels m , Kk » une classe d'opérateurs OPSm’k . Dans la si-
tuation ci-dessus 11 ést naturel de se demander si P posseéde une

=m, =K (c est le mieux qu'on puisse esparer) La

 parametr1xe Q & OPS
réponse est la suivante : P possede une telle paraméirixe a gauche

(ou a droite) si et seulement si , pour tout (x,g)e:Z. » l'opérateur
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différentiel 6§ E(P) est inversible a gauche (ou a droite) dans
Jé(Rn) . La question de savoir si P posséde une paramétrixe est donc
entiérement ramende a4 1'étude de 1'inversibilité , a gauche ou a
droite , de certains opérateurs différentiels a coefficients polyno-
‘miaux. Ces opérateurs sont d'ailleurs d'un type assez particulier :
ils sont tous dans 1l'algebre engendrée par p opérateurs d'ordre 1

de la forme %jbjk Yi + Cjk D (J=1,.c,p ; k=1,..,n). Naturelle-

ment le probléme d'inverser deyiels opérateurs est loin d'é&tre résolu
en général ; il 1l'est néanmoins assez complétement pour les opéra-
teurs d'ordre 2 (cf;-[S], ﬁB]) » et pour certains opérateurs d'ordre
3 (ef. [101).

L'article est organisé comme suit : dans les quatre premiers para-
graphes , on étudie les opérateurs différentiels du type ci-dessus
qui interviennént dans notre probleme , et on construit une algébre
d'opérateurs pseudo-différentiels qui contient leurs inverses lorsque
ceux-ci existent. Le plus délicat est de montrer que si un tel opéra-
‘teur dépend de fagon c® &'un parameétre , et est inversible pour
toutes les valeurs du parameire , l'inverse dépend aussi réguliére-
ment du paramétre (§4) . L'apslication & la construction de paramé-

'

trixes est faite au 85 , ol l'2noncé ci-dessus sera précisé.



%1 Notations et préliminaires.

1. Nous utilisons les notations usuelles de la théorie des équations
aux dérivées partielles . .

Soit E un espace vectoriel réel , de dimension finie (qu'on id-
‘entifiera au besoin 4 [R"). On note E¥ 1le dual de E .

On note A(E) = $(E) 1'espace de Schwartz des fonctions de
classe C® ., & décroissance rdapide (si- E = Rr" , on a .- f 5,% -si et
'seulement si x*DPF  est pornée » pour tous multi-indices % , 3 ).
On note OM(E) l'espace des fonctions C“ & croissance lente (ie.
pour tout ® il existe m tel que (14 |x| )""D¥f soit bornée) . Si
m est un nombre réel , on note ‘m(E) j( ) l'espacé des fonctions
f telles que pour tout & , (1+[x]) mD f soit bornée , et on pose

L’S: . Enfin on note ST(E)c S Z(E) l'espace des fonctions f
itelles que pour tout « , (1+[x0m |°“D"‘f‘ soit bornée , et on pose
' Us™ . ‘

Nous aurons en particulier a utiliser le sous-espace s™ c s™

A reg
des fonctions a € s™ qui admettent un développement asymptotique :

oo
(1.1) a ~ Zak
R=0

 oﬁ a  est homogeéne de degré m-k (a (tx) = ™Ky (x) pour t » 0)
'de classe C°° pour x # O (developpement asymptothue 51gn1f1e ici
'Que pour tout entier X , 11 existe bN & s -N tel que a—Zki = N

- g™ , le symbole (ou partie prin01pale) de a

pour x| > 1). Si a e reg

est le premier terme a_ du développement (1.1).

Soit a = a(x,&) une fonction continue sur ExE* ., Si a  est

.a croissance lente , on note a(x,D) l'opérateur défini par

(1.2) a(x,D)f = fle.. (x,£) P(5) &

01 ? est la transformée de Fourier de f , et ol pour abréger on
a posé & = (ZE)—dim E dﬁ (la définition de f suppose le choix
d'une mesure de Lebesgue‘ dx sur E , et d désigne la mesure
duale ; la mesure ? gt , donc aussi l'opérateur a(x,D) , ne dépen-
dent pas de ce choix ). Il est clair que a(x,D) est un opérateur

linéaire continu A(E)-—> C(E) (espace des fonctions continues sur E)
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(1.3)Proposition. -Si as dM(Ex E*) , a(x,D) est continu de A(E)
dans C”(E) . Si a « S‘Z(Exb;*) , a(x,D) est continu dans A (E) .

preuve : on peut supposer E = r" . Remarquons qu'on a Dj a = b(x,D)

avec b = %a.+ D,.a , et X a(x,D) = ¢(x,D) , avec ¢ = x.a . Par
récurrence on voit“donc qu'on a pour tous « » # , x*DPa(x,D)= y,(x,D)
iavec b‘me OM
p¥a(x,D) est continu : A(E) — C(E) pour tout x , donc a(x,D) est

o . oo .
(resp. So) si ae0y (resp. So) . Donc si a € 0, ,

continu : A — C% (i1 est en fait continu A0 . Pour la seconde

| M)
assertion , il suffit de prouver que si a & S: , a(x,D) est en
‘fait continu : A.— I (alors x*D"a(x,D) est aussi continu A — &
pour tous X, A , donc a(x,D) est continu A — A ). Supposons

donc a e Sz(E><E*) . Intégrant par parties dans (1.2) on obtient
. 1%, © 2. N N A -
a(x,D)f = ]elx § (1+ x| ©) 1\'(1-.£‘_\-§) (a(x,8)f(E)) d¥

or on a , avec des constantes %n convenables

N Y ) ; A
(1-2¢) (af) = 1«+§52N S Dfa D f

et pour tout o« , (1+|x)+iﬁ)-m D*a estt bornée . Pour N> m/2 , on
a  (1+ Ix + 15 )™(1+ it )N+ 181 )™ ( 2M/2 | onc il existe G S 0
tel que

la(x,D)f| ¢ ¢ 2 J'(1+ g )™ \D"’f(ﬁ)} a€

|%< 2N

Comme le second membre de cette inégalité est une norme continue sur

/6 , cecli achéeve la démonstration.

Enfin on a le résultat suivant (qui est démontré dans [h]) :

(1.4) si a e Sg(Ex E*) , a(x,D) se prolonge en un opérateur continu
~dans Lz(E).



2. Nous noterons 6 l'ensemble des opérateurs différentiels £ sur

1E de la forme

(1.5) € = b.x + c.D , avec be E*, ¢ e E

; - 5 1 Jf

L'opérateur i€ est générateur infinitésimal d'un groupe de
‘transformations unitaires : s
. 1it?b.c _itb.x
(1.6) exp ti€ .f = e? e f(x+tc)
(en fait i(Ge R) est 1'algébre de Lie d'un groupe de transformations

unitaires de 4 , isomorphe au groupe de Heisenberg).

On note M le groupe d'automorphismes linéaires de V5 qui

épréserve Q (groupe métaplectique). Si M € Mp , et {e§ , on a

(1.7) Memt = sy 2

ou sM est un automorphisme de Q » qui préserve la forme sympléc-
tiqueréelle 6 définie par [2,€U’= i6(é,0) 14 .

On sait (cf. [}H],[iS].{li]) que Mp est engendré par les cons-
tantes (f> Af , avec A€ €*) , les changements de variable linéaires
:(f;a>f(g-1x) , avec g € GL(E)) , les multiplications £ o1 , ou
Q est une forme quadratique réelle sur E , et la transformation de
Fourier . C'est un groupe de Lie , .qui a pour générateurs infinitési-

maux les bpérateurs du second ordre de la forme -
i(A + 2:ajkxjxk + bjk(ijkakxj) + cjijDk)
ou A, est une constante complexe , et les ajk ’ bjk ’ c‘].k sont réels)

L‘application M~ sMes Sp(@) est un homomorphisme de groupes ,

surjectif , dé»noyau c.
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§2. Classes d'opérateurs pseudo-différentieis.

1. Définitions.

Soient E , N deux espacesvectoriels réels de dimension finie ,

et soit L une application linéaire E x E¥— N . On pose

(2.t) L(x,§) = Bx + C¢ si xe¢ E , £e E*

A = ¢ e L(NF,N)

Si a est une fonction & croissance lente sur N , on notera ap

‘1'opérateur a(L(x,D)) : on a donc

. A
(2.2) ar = [ ™% a(L(x,5)) T(8) a8

Il est clair qu'on a a , L &€ 0y (resp. SZ) si a €0y (resp.
si a « SZ , et si m » 0) . Par suite a; est continu : A(E)-=Cc™(E)
si a<€o0, , continu A(E)->A(E) si ae S':’; , et se prolonge conti-

nument : L2(E).—7L2(E) si ae Sg .

Si a = Y 1 (avec ~7EN*) , On a , g'aprés la formule d'inver-

sion de Fourier :

(2.3)}aLf = .[eix.Eeix.tB?eiE.t07 ?(§) dt = eix'tB'Z f(x+th) =
e“%iA'z!"Z exp(itLq) f

- Donc de fagon générale on a ;‘si agoO

M

1

(2.4) ag = [exp(ifLy) e LT A(q) ay

Dans ces formules , tLQ désigne 1l'opérateur différentiel
th.x + th.D e G .‘Il convient d'interprdter la derniére intégrale
scomme valeur de la distribution Q(ﬂ)av sur la fonction a valeurs
‘vectorielles N v e—%iAq.q exp(itLQ) € L(Ad,™) .

I1 est alors naturel d'introduire aussi l'opérateur

(2.5) ?(a,L) = Jiexp(itLQ) 3(?) &y | b,



avec

Remarquons que si Q est une forme quadratique réglle ’ eiQ est
un multiplicateur de 6& (= Oé s espace de Schwartz des convoluteurs)
donc avec les notations\ci-dessus on a b e O si a ?ﬂOM E
(On peut montrer que S: est le dual de 0M s donc e1Q est aussi
un multiplicateur de §2 , et ona b ¢ St 31 a e;Sg’.)Enfin si
a & S™ (resp. S:eé) il est immédiat qu'on a b e s" (resp. S:eg) ’
et b admet le développement asymptotique

b o~ Z;l‘-, (3iaD.D)™ a = exp(LiAD.D) &’

‘(ou on a posé AD.D = ZlAjk DDy )
2. Adjoints.

si 4e§ , ona (exp if)* = exp -i€ . Comme on a aussi
AT

a(1) = a(-9) , on déduit aussitdt de la définition (2.5) qu'on a

f(a,L)* = f(a,L) . De méme on voit qu'on a ag = b, avec

D . A m m . .
b = exp(iAW.y) @ » donc be O (resp. S, » S Sreg) s'il en est
de méme de a ; dans les deux derniers cas b  admet le développement
asymptotique

(2.6) b~ Z'lrf' (iaD.D)" 3

Al

_ o
~aL* est aussi continu A= A , donc a

bl S }.S" .

On voit aussi que si a e (et en particulier si a & Sm) R

L Se prolonge continument :

3. Composés. |
. . ) i 7 ,* .
Si a=¢eY'1l et b=l , avec q,qﬁ € N, on a d'apres

(2.3) Lt ot e,
b £ = oiXt BUICHCL B £ toatoy) = off

a L

L
avec

.t t, v "t ‘
c = ob Cn. By el(Y:"l""'l) = a(y+Av) b = a b(Y*tA"Z)

On en déduit aussitét , dans le cas général , qu'on a a,b = c

L°L L



avec
’ : iv.v A 1V oV t A
(2.7) ¢ = Jely { a(y+A1) b(y) d7 = jely‘z b(y+ Av) a(q) dQ
Cette relation est vraie si a , b € A , donc aussi a la limite
si ae OM , be s® ou ace¢ S‘: s, be OM . En particulier si aé& s™ et
L] 1]
b es™ y On a ce&Sm*m » et ¢ admet le développement asymptotique

, j X
(2.8) ¢ ~ i? p*“a (AD) b

(obtenu en intégrant dans (2.7) le développement de Taylor
alysan)~ 2 i<t Dra(y) (An)* )

Remarquons que la formule (2.7) est un cas pérticulier de (2.1) ,
avec E=N, B=1Id, C = A . Dans ce cas nous noterons plus simple-

nment a l'opérateur correspondant . On a donc

A
(2.9) a, b = (aA b)L » a, b, = (aA b)A

La formule (2.7) définit sur §”(N) une structure d'algébre ,
associative (puisqu'elle correspond & la composition des opérateurs),

gue nous noterons LA . La deuxidme égalité de (2.7) montre encore

que l'algébre opposée de LA est LtA ; en particulier kA est
commutative si (et sculement si) A = tA .

4, Transformations métaplectiques.

Si M e Mp , et fé'g (81.2) on a M exp il Ml = exp isMe .

“En particulier si e N ona M exp itLq Mfl'a exp it(LtsM)q ,d'on

(2.10) ¥ ¢(a,L) M1 = §(a,L,’s,)

On peut toujours choisir Mg Mp de sorte que thL.N* soit le

:sous-espace de g engendré- par xl""’xp+q’D1""’Dp (avec 2p+q =

1e rang de L , 2p = le rang de la restriction a tL_N* de la forme
symplectique de 9 ). Lorsqu'il en est ainsi , il sera commode de
noter la variable de E (x,y,z) , avec. x = (xl,...xp) y Y =

(xp+1,...,xp+q) y 7 = (xp+Q+1,...,xn) . Tout opérateur a; s'écrit

alors , d'une seule fagon :
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1X . A
(2.11) a,f = b(x,y,D )f = f R b(x,y,§) £(3,y,z) d§
~ A ’ . . . ’ - -
ou f désigne ici la transformee de Fourier partielle de f par
rapport & x , et ol b €0y (resp. Sz , sS") si a € 0y, (resp.
Sz , S™).Dans la situation ci-dessus , nous dirons que a,  a été

mis sous forme réduite .

§3 Paramétrixes et inverses.

On conserve les notations du §2. Soit a e S:eg(N) : on dit que

a est elliptique si son symbole est inversible (cette définition
se généralise aussitdt au cas ol a est une matrice & coefficients
dans S:eg). I1 résulte aussitdt de (2.8) que si a est elliptigue,
il posséde une paramétrixe , ie. il existe b & S " tel que
a ,b-1cS(N) et b, a~-1ec STIN) (ot le produit o e©est celui.
de l'algébre A, , défini par la formule (2.7)).

Nous nous proposons de trouver des critéres pour que ap soit
inversible , ou pour que a, soit inversible (ie. que a soit in-
versible dans 1l'algdbre L,). Remarquons que si L est surjective ,

A
l'application a - a, est injective , et ap posséde un inverse

de la forme b (avec b e S7) si et seulement si a est inversible

dans LA . Dans toute la suite nous supposerons L surjective

(cela suffira pour l'application que nous avons en vue).

1. Cas ou L est bijectif.

On 'se raméne aussitdt au cas ot N = ExE¥ y, L =1Id . C'est le

cas étudié par V.V.Gruéin {6] ; on a alors a, = a(x,D) , et le noyau
de a; est la distr}bu#ioh‘ b(x,x-y) , ot b(x,z) a pour transfor-
mée de Fourier partielle par rapport & =z la fonction a(x,E). En
pafti;ulier le'noyau de’ aL neét dans /5(ExE) (ie. ap est continu

de A" dans ,6 ) si et seulement si a € S~w; ap est alors en fait
‘'un opérateur compact de A dans /5 et de éi dans.,Ai .

| Par suite si a e S" est elliptique , Ker(aL) est de dimension
finie , contenu dans ,A , et Im(aL) est fermée de codimension

finie (orthogonale a Ker(alf) . Si Ker a, = Ker aﬁ‘ =0 y @y est
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inversible , d'inverse b, avec b e s™ (b-b' e s~ si b' est

une paramétrixe de a).
. . . . ~-C .
Terminons par l'observation suivante : s1 r ¢ S s, et si1i

(1+rL) est inversible dans L2(E) » 1'inverse est de la forme 1+s,
2 o )
avec s; = -rp + + s, donc s & S . L'ensemble U des

r € S™° tels que (14r soit inversible est donc ouvert (en fait

L) o
ouvert pour la topologie induite par celle de End(L")) , et 1'appli-
cation rio s = (1+r)~1 - 1 est holomorphe: U - End(Lz) , donc

aussi U — U .

2. Cas général .

Nous supposons désormais que L n'est pas bijectif , mais nous
continuons de le supposer surjectif. Quitte a transmuer par un é1lé-
ment M & M convenable , on peut supposer que L est l'application

(xly-no’xngal,oco’an) ’—-)-(xl’.."x ’€1QOOO’Ep) = (x:Y;E)(CaS réduit)

p+q

'f3.1) Théordme.- (On suppose L surjectif) Soit a & S™(N) ,

‘elliptique : les assertions suivantes sont équivalentes

(i) a est inversible dans l'algebre 4A

(ii) a, est inversible dans AE)

(ii)vis a, est inversible dans A (E)

(iii) (on suppose ay mis sous forme réduite : a(x,y,Dx)) - pour

tout vy e r9 , l'opérateur ay = a(x,y,Dx) est inversible dans

A(RP) (ou A (RP)).

Il est clair que l'assertion, (i) impliqﬁe toutes les autres. Si
q=0, on est essentiellement dans le cas traité au n°l : il est
clair que dans ce cas (i) et (iii) sont équivalents ; d'autre part-
si a(x,Dx) n'est pas inversible dans A(RP) , a ou a* n'est pas
injectif et il existe ¥ = w(x)e ARP) telle que a(x,D)¢ = 0 ou
a(x,D*¢ = 0 ; alors pour toute W = W(z) (z=(xp+1,...,xn)) dans
A@R*™P) , on a aL(Q(x)q(z)) =0 ou af (¢(x)¥(z)) = 0 , de sorte

que a, n'est pas inversible dans A(R™) (ni dans A'(R™)).

Nots supposons désormais q > O. Prouvons que (iii) implique (i).
De toute fagon a posséde une paramétrixe b' e S-m(m2p+q). Par
‘hypothése pour tout y e R, a = a(x,y,Dx) est inversible , et
d'aprés le n°l , l'inverse est de la forme by = b(x,y,Dx) » avec

‘by - b;’ (= S"DO([RZP). Nous allons prouver QU'On a en fait b_b'é S_Q(RLFP‘)
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S-—m([RZp-i-q) .

ce qui implique bien slr b e Pour cela nous utiliserons

les résultats du n°1 , et les observations suivantes :

-si r € S—m(lR2p+q)

l'application y'r—'?ry se prolonge en une
application de classe C® , nulle d'ordre infini a 1'infini , de

.89 = R3,{w} dans l'espace de Fréchet S_—m(lRZP) . Inversement si U

‘est un ouvert de $q s et ¢ une application de classe c® s nulle
. PR PR -0, 2p

d'ordre infini a 1'infini : U—3S (R"Y) , pour tout compact Kc U
il existe r e S-m(mzr‘”q) telle que § pour y & K .

r =
~si re SO(R*P*I) et b'e s“‘(ng*q)-, ona r, b'e sTIR?PTY

et b' . re s~ (‘R2p+q) (le produit est celui de l'algébre k.A).

I1 s'agit donc de prouver qu'au voisinage de chaque point de
.‘Sq = R%y {oo] » l'applicaticon vy r—»by—b}‘, est de classe c?® (nulle
d'ordre infini & 1'infini le cas échéant) , a valeurs dans S-é'((R‘?p).
, Posons b' , a=1+1r : pour Yy assez grand , ry esj: petit ,
idonc 1 + r, est inversible , d'inverse 1 + Sy ol sy, € S-w(lep)
.est fonction holomorphe de ry d'aprés le n°l ., En vue de ce qui
}précéde » 11 existe un voisinage U de 1'infini , et s'e S-“((R‘?p*q)
Etel que (1+ry)°(1+s;) =1 pour vy €U , On a alors , pour ye U ,
;jby = (1+s}")°b)', , donc b-b' = s , b' , et comme s , b'e S-w(m2p+q)
‘ceci démontre notre assertion au veisinage de 1'infini,
| Soit maintenant y < R? (i cdistance finie). On a by -b}',e.s—‘”(lkz?,;
;et il existe ¢ € S_w(lRZP"'q) tel que (’y = by' - b')b . On a alors
i(b'+?)°a =1+ 1r" , avec Tr'"¢ S‘m(_lR2p+q) o, r;Z =0 ; r" est petit
au voisinage de y_ , et comme ci-dessus il existe s" g S-m(mzp*q)
iet un voisinage U  de vy tels que (14sy)o(14xry) = 1 pour yeU,_.
Pour v e U, ,ona b= (1+s")o(b'+9) , donc b-b' = s" b'+(1+4s") ¢
et comme s"b' + (1+s").Pe SJ([Rzp*q) y ceci démontre notre asser-

tion au voisinage de Yo ° et achéve la démonstration.

Prouvons maintenant que chacune des assertions (ii) implique (i)
Remarquons que a, est ﬁﬁ opérateur d'indice fini , indépendant de
y donc nul ('puisqué ay est inversible pour Yy assez grand comme
on vient de voir). Supposons qu'il existe un point yoé R?  tel que
ay ne soit pas inversible : on a donc ker a. #¥ O et ker a}“,‘ £ 0
et il existe @ = ¢(x) e A(RP) (non nulle) , telle que a)btp =0 .
‘Alors si & 'désigne la mesure de Dirac au point 1y, sur R , on
i a pour toute° ¢ = g(z) e /g(mn—p-q) aL(‘P(x) 6}’0 W(z)) = 0 , de sorte

que a n'est pas injectif (donc pas inversible) dans A . De méme

L
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) . !
af n'est pas inversible dans 5:, et ap n'est pas inversible
dans A .

Plus généralement soit a une matrice & coefficients dans S™(N),
elliptique & gauche (resp. a droite). En appliquant le théoréeme i
1l'opérateur alj’:aL (resp. a; af“) ’ oﬂ voit que a posséde un in-
verse a gauche (resp. & droite) ,qui est une matrice a coefficients
dans - S"™(N) , si et seulement si a, est inversible a gauche (resp.
4 droite) dans - A(R™) (ou ZKRn)). Ldrsque a, est mis sous forme -
réduite : a, = a(x,y,Dx) , ceci équivaut encore , compte tenu du n°1i,
a l'assertion suivante : pour tout y ¢ R4 l'opérateur a est in-
jectif (resp. surjectif) dans A(RP) (ou dans _5Ymp)).

Nous complétons le théoréme par le résultat suivant , qui vaut

pour les opérateurs de cdegr® positif :

(3.2) Proposition.- Soit a une matrice & coefficients dans S"(N) ,

elliptique & gauche. On suvpose m 0 (et L surjectif). Alors a

. . . .. L= .
admet un inverse a gauche a coefficients dans S (N) si et seule-

ment s'il existe une constante ¢ >0 telle~que pour toute ?é‘ﬁ(&n)

(ii)tgr ﬂQﬂLZQRn) - uaLYuLz(RF)

En effet si a acdzst un inverse a gauche b a coefficients dans

L
implique (ii)ter dés que ¢
End(L? (R™)).

Inversement , supposons que  a n'est pas inversible éAgauche .

ST™(N) , b, est de desré négatif donc continu dans Lz(m“) , ce qui
e

st plus grand que la norme de bL dans

Nous pouvons supposer a mis sous forme réduite : a, = a(x,y,Dx) ’
et d'aprés ce qui précéde , il existe Yo € R et Q& )L)([Rp) tels
que ay,. Y = O . Soit alors ¢k(y,z) une suite de fonctions ¢* a

support compact sur r™ P s telles que le support de %k tende vers
(yo,zo) (ou z, est un point arbitraire de R""P~9) | qu'on ait '
Vl = 1 au voisinage de supp 4& pour k»1 , et qu'on ait , pour
tout k ./lwk(y,z)lz dy dz =1 . On a alors ‘

aL(‘(’(x) ‘-Yk(Y’Z)) = "”k(}’:z) aL(lf(x) %(Y:.Z)) .

. n '
Or aL(? ?3)& A (R™) est nul pour y =y, » donc aL(?le) tend
~vers O en norme quadratique lorsque k —®© , Comme la norme de

{qﬂ{ est constante (égale a Jmpw(x)[2 dx # 0) , ceci contredit
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‘1'inégalité (ii)ter .
: Remarquons qu'il peut arriver que a soit elliptique (a droite
et a gauche) , et que ap ait un inverse a gauche sans avoir d'in-

verse a droite : c'est le cas de 1l'opérateur D, + ix (sur R).

Le théoréme (3.1) permet de ramener 1l'étude de l'inversibilité

.de a2 la méme étude , dans le cas ol L est bijectif (n°1) .,
Dans ce cas l('étude est plus fg¢ile -(a;L est inversible a gauche 4
.(resp. & droite) si et seulement si ker a, =0 (resp. ker alf = 0))

‘mais est loin d'é&tre complete ; elle l'est néanmoins dans le cas ou
a est un polyndme de degré ¢ 2 (cf. {51 , l13]).

84 Introduction de paramétres.

1. Position du probléme.

Nous nous interessons maintenant & ce qui se passe- lorsque L et
‘le symbole a dépendent d'un paramétre A€ 2, ou 2 est une L
variété de classe C” ., Nous supposons donc L & C”(Z,L(ExE,N)) ,
‘et comme au §2 nous posons L(x,E) = Bx + C& , A=C 'B (donc
A€ C®(Z,L(N*,N)) ). Si ae ST(ZxN) , a,
%opérateurs définis par (2.1) . Pour Ae¢Z, on pose La=L(X) ,ar‘(y‘) =

désigne la famille d'

a(A,y) (donc ay&€sS™(N)) , et on note a’i 1'opérateur correspondant .
Plusieurs des constructions du §2 marchent encore. En particulier
si ae S7(ExN) , a;

-0 . , .
ST (ZxE) , et c'est a cet opérateur que nous nous interessons plus

définit un opérateur linédaire continu sur

particuliérement. Si a e S™(ZxN) , b« Sm'(Z-XN) » ona a b =
o ou c¢ & Sm+m'(Z>< N) est encore donné par la formule (2.7) et
admet le développement asymptotique (2.8).

La formule (2.7) définit encore une structure d'algébre sur

's®(Zx N) , que nous noterons toujours AA ; ar>a, est donc une

? ° L
représentation de 'LA dans S”(ZxE).
si ae s™ (
reg — e
ie. il existe b & Sreg(ZxN) tel que bga - 1 € S (ZxN) et
‘ab - 1€ S x N) (ot le produit est celui de k,).

2xN) est elliptique , il posséde une paramétrixe,

‘ A
Nous désirons un criteéere pour que ap soit inversible dans
-0 . . . .
ST(2ZxE) : ce sera le cas si a est inversible dans l'algébre <, .

A
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Le critére ci-dessous est un critére d'inversibilité dans LA ; on y
suppose L surjectif (ie. Ly est surjectif pour tout d ). I1
s'applique en particulier a la loi d'algebre de AA elle-méme (qui
est un cas particulier de (2.7) , avec E =N, L = (Id,A) , donc
‘L. est surjectif)

Si- L n'est pas surjectif - ou plutdt si le rang de L n'est
pas constant-, le critére ci-dessous ne s'applique plus : il se peut
que a ait un inverse b sans que a lsoit‘inversible dans kL,  ,

L L A
‘et aussi que a soit inversible pour une valeur du paramétre sans

étre inversibleLpour les valeurs voisines . La difficulté pour le
critére ci-dessous vient de ce que , méme si L est'surjectif (ou de
rang constant) , le rang de la restriction a tL(N*) de la forme
symplectique de gi peut varier : il n'est en général pas possible
de trouve; Me Mp » dépendant réguliérement du paramétre , et per-

tmettant de se ramener a la forme réduite du §2.4 .

(4.1)Théoréme .~ Avec les notations ci-dessus , on suppose L surjec-

. m . N
tif , et aeSreg(Zx N) elliptique.

(i) si ai est inversible en un point Ao s 11 est inversible.

au voisinage de &, . _

(i1) Si ai est inversible pour tout leJ , a est inversible

, d'inverse b e S " (ZxN) .
—_— reg

dans l'algébre kA

I1 y a un résultat analogue pour les systémes (matrices) : si a
‘est une matrice rectangulaire , elliptique & gauche (resp. a droite)
et si a est inversible & gauche (resp. & droite) en un point , il
‘1'est au voisinage de ce point ; si a est inversible a gauche (resp.
a droite) en tout point de & , a admet un inverse a gauche (resp.

4 droite) , qui est une matrice & coefficients dans S T (ZxN)..

Pour démontrer le théoreéme , remarquons que comme a est ellip-
*tique , 11 posséde une paramétrixe b' ¢ S-m(Zx.N) ¢ on a donc
b', a-1¢ S™®(Z xN) . Si en outre a; est inversible en un point
Ao » l'inverse est de la forme (bAJLa y avec by € S™(N) , et on

- . < e

a by - bs, €S °°(N) 3 s1 aIOZf on pose b" = b’ + b, - bi, , on a
"y a=1+r , avec re s~ (Zx~N) ,-'r‘,‘° = 0 . Comme L est sur-
jectif et =1y =0 , ry, est petit au voisinage de &, , donc (1+ri)

. . 2 . . ..
#st inversible dans L~ , et (1+ﬁ\) inversible au voisinage de Ao,
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ce qui démontre l'assertion (i).

Supposons maintenant ap inversible pour tout Ae¢ Z 1'inverse
est alors de la forme bé »y ou b est une fonction sur J <« N, et
b, € S™(N) pour tout A . Il s'agit de prouver qu'on a b(-S-m(Zx\\O

(autrement dit by dépend de fagon c” de A ). Remarquons qu'avec
les notations ci-dessus , si (1+r,\) est inversible pour Aev e ,
on a, pour deU, by= (14-1:"_\)"1 o by , donc b,- b = s, , b" si

4(1-!-1“-(\)-.1 = (14s, )--. La deuxiime assertion du théoréme .résultera donc

du lemme suivant

(4.2)Lemme .~ Avec les notations ci-dessus , soit re S C(ZxN). Si

(1+r est inversible pour tout Ae¢ 2. , l'inverse est de la forme
A .

(14s,) , avec s € S™(Z =N) .

Le reste du § est consacré a la démonstration de ce lemme.

2., Preuve du lemme 4,2 .

Nous travaillerons unigu AJerit avec l'algeébre A’A « Nous suppose-
rons 2. =RP , N =R%, et noterons (Ajk) la matrice de A .

On a les formules suivantes :

(4.3) Dy.(a o b)=(D_a) b + a, (Dy_b)

J Y J
vilaon) = (yja)op - 2 a, (a;D b)
. SA. . _
D, a b = (Dya),b + a jk D .a D b
t\‘.;(‘ o ) ( A ) o Z— 3:\—'] ( o Ve )

Ces formules résultent aussitdt de (2.7) s en remarquant que
A
75 b(9?) est la transformée de Fourier de Dy, b . Elles sont valables

-9 . . A '
pour a , b€ S (IxN) (donc aussi , & la limite , pour a , be ST ).

Pour la suite , nous aurons besoin d'une suite particuliére de
-0 : 5 o5 L1
normes sur A(N) = $%(N) : on pose H = (T + \Dy\z)2 (H admet pour
fonctions propres les fonctions de Hermite

q . , . L
h (y) = “ (T‘C% Z‘xj o(_!)’é‘ (-Q- - Y.-)“J e 2 M‘a

® K

la valeur propre correspondante est (2\x\ +1) ). Pour tout =z € ¢
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. 1
1'opérateur H? est défini par Hz(h“) = (2] +1)%% n c'est un

opérateur continu sur ,5 » qui dépend de fagon holomorphe de =

On note ES le domaine de H° dans L2 » et on pose

. S _k
(h.ﬂfﬁEs = | u%e] 2
(c'est une norme , qui ne dépend que de Re s).
Dans les assertions qui suivent , on oublie (provisoirement)

le parameétre.

(4.5)Lemme.- Pour tout k > % dim N , il existe C > O tel que

”a o b“L?- ¢ cC “a“ L2 nb\\Ek
En effet on a agb = jeiy'? a(y+A1)'%(Q) d

Or pour tout ne N*, on a ﬂely'?a(y+Aq)RL2 = “a“Lz , d'ou

“aob“Lz < “ang S‘g(i)\dw . Mais pour k > 1 dim N , on a , avec

une constante C convenable , j\%ﬁln dq ¢ C nbﬁEk .

Utilisant 1'autre égalité de (2.7) , on obtient , avec la méme

constante C

‘a o b“Lz ¢ C “a“Ek %b“Lz .

(4.6)Corollaire.~ On a anb“Lg & C ‘a“Ej “tiEk ) si 0¢ j<k .
T -J

. —00 .. .
Soient en effet a , b&€ S (N) s et considérons la fonction
‘holomorphe F(z) = (HJ—kZa)o(sz"Jb) . C'est une fonction holomorphe

de z , bornée (dans L2 et méme dans A ) pour O <Re z¢1 .

Pour Re z = 0 , on a

Ie(a)lz < e Mdale [W7%ly, = lalg ol
et pour Re z =1, on a
el 2 ¢ ¢ ey w9702 = o [afg. ol
k J K-j

En vertu du théoréme des trois droites de Hadamard , on a donc aussi

[lF(z)uLg {C na"E. “b“E~ “ si 0 €Re z (1
J k-]

et pour z = j/k on obtient l'assertion du corollaire .
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(b.7)Corollaire.- Pour tout entier k > L dim N, il existe une

constante C » O (qui ne dépend que de k , dim N , et pas de A)
telle que faobly < ¢ (1+(al)™ flal, ol -
k k k

En effet si k est entier % 0 , la norme ua'\Ek est équiva-

lente a la norme > \\x Dﬁa“ . Or il résulte de (4.3) qu'on a
RapiC K , .
' '] a-x! _p-pl i @
A (aep) = 2 (-1) @WEIE ™ a) o ((anf D)
a’;(b

d'otr , avec des constantes C , C' convenables :
i x'“;%lf

“a b“E ¢ c h Dea“E “DJr b“E <

'Vs#d“f$'¥’i k=K% k=" 3|

. \k -
(1+ai)” laly Mol .
Ek E k

Nous choissons maintenant un entier ko> 1 dim N , et pour_to.ut'

entier M et tout compact K C > » nous définissons une semi-norme
- 00 :
sur S~ (2xN) par

] K
(4.8) |l 4 Mo = sup UD a“
‘ !c\ +3=M  A¢K
Comme les normes ﬂ a“E s kE.N , forment une suite fondamen-
‘tale de semi~normes de s, les semi—normes “&Q};} s lorsque M par-

;court N , et K 1'ensemble des compacts de 2. , forment une

famille fondamentale de seminormes de S (ZxN)

(4.9)Proposition.- Pour tout M , et pour tout compact KcZ , il

existe une ‘.const.ante Cy telle que

(lalcb“g ¢ Z fa n Eh

En effet , c'est vrai pour M = 0 (puisque (1+{Al )k est borné
dans. K). On: demontre alors aisément l'assertion , par récurrence
s‘ur' Mo, en remarquant que la seml-norme "a“M est equlvalente a la

semi-norme |
ﬂal{'M}i1 +52“yjauM}fl + DYS a”MIfq * Z HD,\: anml.\:z

et en utilisant les formules (4.3) pour majorer les normes des

fonctions Dy(aob) , yj(aob) » D,. (agb) . Nous laissons les
. N oy

3
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.détails au lecteur.
Pour tout entier M , et pour tout compact K< Z , il existe un

nombre ®« 5 0 tel que Cj < oA C, pour 0 j<M (ou les Cj sont

‘les constantes de la proposition (4.9)). Si alors on pose
M
N, (a) = 2 c a-d “aVKTJ
M o o J
la proposition (4.9) implique qu'on a
(o le signe & signifie que pour tout j , le coefficient de TV
dans le membre de gauche est plus petit que le coefficient de- 7J

dans le membre de droite).

(4.10)Corollaire.- Soit a & s™(Z«N) , soit U un ouvert relati-

vement compact de 2, et supposons C0 “an‘i £ 1 . Alors la série

’ ’ . - 00
géométrique aJd converge dans S (UxN)
]

(ad désigne la puissance j-iéme de a dans l'algébre LA).

En effet pour tout M on a
o . > . : _1'.
(2 a¥)  «ZNla) = ny(a) (1-Ny(a))

(1a deuxiéme série est convergente , puisqgoe son terme constant est
U

k
‘tout k {M , donc pour tout k puisque M est arbitraire , ce qui

de valeur absolue < 1). Ainsi la série &_;“aaﬂ converge pour

‘acheve la démonstration.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du lemme(4.2) :

" soit rc< S-?ZK N) , et supposons que pour tout A€ Z , (l*r('\) est
inversible. Soit A€2 : il existe s € S-OO(ZK N) tel que
(1+s(\°)°(1+r(\o) =1 . On a donc (14s),(14r) = 14¢ , avec €€ §a°(ZxN)
€ac = O . Comme ¢, est petit au voisinage de A, » il existe un
voisinage U de /% tel qu'on ait Qﬂfﬂf(l . Alors .(1+%) est in-
vérsible dans U , d'inverse 146, , avec 0 = Z(-S’)‘jé s™(ux N) .
On a donc (1+r)-1lU4 =(1+0),(1+s)-1£ ST®(UxN). Ceci peut &tre répété

au voisinage de chaque point de J_ , et achéve la démonstration.



- 17 -

35 Constructions de paramétrixes d'opérateurs a caractéristiques

multiples.

1. Soit X un ouvert de R" (le résultat de ce paragraphe se géné-
ralise aisément au cas ot X est une variété de classe € , mais
pour les calcls qui suivent il est commode de fixer une fois pour
toutes le systéme de coordonnées). Soit P = p(x,D) un opérateur
pseudo-différentiel sur ' X:, de degré m. Nous supposons que le

symbole total p admet un développement asymptotique :
(5'1) (x) ) i Z (xnf

o1 p. est homogeéne de degré m-j (autrement dit p € Sreg) (pour
les calculs qui suivent , J pourrait aussi bien parcourir l'ensem-
ble des demi-entiers positifs : j = 0,1/2,1,3/2, ...)

I1 est commode d'introduire 1l'opérateur différentiel a coeffi-

cients séries formelles de T :

& 1 e *, 2P \ Kapl42i & P
(5.2) 6 ¢(P) = ‘,%;Mta! (&) =) p(x,5) T oyt o)
. 20 o o .
I1 est clair qu'on a 6 (P+Q) =6 (P) + 6 (Q) si P et Q sont
de méme degré , et il est classique qu'on a g”(POQ) =$m(P)°€“KQ)

(P,Q étant considéré comme opérateur de degré deg P + deg Q) .

2. Soit 2 < T"x~(0} = X» (R"\{0} ) un céne lisse , de codimension p.
Nous dirons (comme dans [1]) que P est nul d'ordre k sur 2_ (k
entier positif) , et écrirons pef ™k (ou p)eAfm’k) si pour tout

J P; est nul d'ordre » k-2 sur'Zi (il n'y a pas de condition
pour Jj 2 k/2) ; de fagon équivalente : -Gﬁii(P) est divisible par

K pour tout point (x,€)e 2. . Il est commode d'introduire

(59) 6% () = 2 o (27 (k) v of

X558 kfm+% K>Th!
- de sorte qu'on a 6 E(P) = USZ E(P) ™ moa. TX*! i (x, )6'2: :
. ’ s [}
‘donc si P eN™K et Qe ™ 77 ona () = §x(P), 6 . (Q) .

Xli
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3. Le développement de Taylor Tk(P)

Pour les propriétés locales des symboles et des opérateurs , il
sera commode d'introduire , dans un voisinage conique d'un point
(x,8)e 2 , un systéme de coordonnées

(5.4) u= (ul,...,u ) ’ v = (vi,f..,v,

p

ol les wu, (resp. Vj) sont €%, homogépes de degré O (resp. 1 ,
et non toutes nulles) , de sorte que , au voisinage deé ' (x,¥) ; 2_
soit défini par le systéme d'équations u = O . Dans toute la suite
les lettres u , v représentent un tel systéme de coordonnées.

Si P = p(x,D) e N ™K , il existe un polynéme unique

(5.5) Tk(P) = ‘?; q*(v) u* _ » avec  a,(v) homogéne de degré
alsk |
m-ik+1(4]

tel que p—Tk(P) soit nul d'ordre k+1 sur 2 , au voisinage de
x,& .On obtient ce polyndme en ne retenant dans le développement de
Taylor de pw ij le long de & que les termes dominants , c'est
4 dire semi-homogénes de poids m-ik lorsqu'on attribue a v le
poids 1 et & u le poids -} (ecf.[1]).

4L, L'opérateur Ps .
: Soit Pede“k .0n sait d'aprées [1] qu'il existe (au voisinage

de chaque point (x,8)€ Z ) un opérateur différentiel unique
— o¢ r
(5.6) Py = 2: %<6(v) u’ D

ol a,, ne dépend que de Vv , et est homogéne de degré m-1k+di« -1 |al,
] ]
tel que pour tout QGAf"”k on ait

(5.7) Ty (PoR) = B T.,(Q)
(1'unicité d'un tel opérateur est immédiate; 1l'éxistence et la cons-
truction de P seront repris et précisés ci-dessous) )

I1 est clair que Ps- et Skfp) ne dépendent que de Tk(P) .
Pour k =0 , Pr et Gk(P) sont simplement l'opérateur de multi-

plication par la constante po(x,E) .
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5, Lien entre T, (P) , c¥(p) , et Py .

Décomposons les champs de vecteurs éVaxS s a/égs en partie

transverse et partie tangente & 2_ au voisinage d'un point' (x,§)eZ :

(5.8) O/ox_ = ’_ZBjS(V) é/auj +org
OPE_ = Jchs(v) Puyi + 9
%oﬁ les Bjs ,'st sont des fonctions qui ne dépendent que de Vv , et
pas de u , et les L Ys sont tangents a 2 , donc
i(5.9) Bjs = buj/axs J?: . (homogeéne de degré 0)
st = buj/BEs |5 (homogeéne de degré -1)

Nous noterons encore E = R" (variable y) , et N = Rp (variable
u ; on peut identifier canoniquement N au fibré tangent normal

‘de 2Z_ ). Nous noterons aussi

(5.10) B+ E-—>N 1'opérateur de matrice (Bjs)
C: E'—N 1'opérateur de matrice (st)
L=1(B+cC):Ex E¥5N
A= ¢ : NN

On a donc

(5.11) Ay = %—-st By ¢
. . P ) JVo’l .
Soit Uj l'opérateur uj(x,D)é. (1a fonction u. est
seulement définie au voisinage de (x,&) , et il convient plutdt de
considérer Uj comme opérateur pseudo-différentiel opérant sur les

micro-fonctions définies au voisinage de (x,€)). On a

(5.12) 6(U;) = 20u; L%, v, o+ OuRE, D,

=/B. y_+C._D
< = s 7s T Yys y

S .
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e me,k

D'autre part soit , de symbole total q(x,%). Le sym-

bole total de Upo a pour développement asymptotique :

; T (g')u D.q

Pour le calcul de (u Q) on peut bien sér remplacer q par

k+1

Tk(Q) = b , et on constate au551t6t que seuls les termes avec |x| £ 1

ont une contribution non nulle. Enfin:.on - peut:remplacer Dx par ‘sa
s

partie transverse & 2. (formule (5.8)) , et on obtient en fin de

compte

Tyep (U5Q) = Ty (uyp s Zau /2%, D, B) = ub s R,ZS-CJ.SBKS ngb
:Finalement s puisque A Z; CJsBks , On a
(5.13) (U)); = wu; +§Ajk b, = (w),

Nous pouvons maintenant €énoncer le lien qui existe entre PE: ’

Gk(P) , et le développement de Taylor Tk(P)

(5.14)Proposition.- Soit P e K™k | t a= Tk(P) . On a

——

Py = a, , Ek(P) = a (32 , formules (2.2),(2.9)).

L
preuve: nous venons de démontrer cette assertion lorsque P est 1'un
des U. , et bien sir elle eat vraie pour k = 0 . Soient maintenant
,k m',k' :
peN™, qeX . Posons a = T, (P) , b= Tk,(Q) .
c ? Tk+k'(PQ) , et supposons P =a, , Q @k(P) et
(Q) = b, . On a alors

(PQ)s = Pr Qz = a, b, = (aA b)A = c, (a*apres (2.9))
¢ (pa) = () ¢ (Q) = a b = (a, b) = ¢ (d‘apres (2.9))

.. . . prm, kK . b
Dans le cas genéral , s1 P eJV ’ s on peut toujours ecrire P

‘sous la forme



o« ¥,
p = AV\ Ul\ > o 0 U P
lulg k P

-ou Ao( est de degré

141 —\
£ m-zk+3lx| (donc A€ u{/m_zk*Zl‘\\’OC\_{/‘m’k \c(\)
Comme l'assertion est vraie pour les UJ. s, et pour les Ab( (k=0) ,

N

elle 1l'est aussi pour P .

‘6. -Dans [1] on a introduit les classes -de symboles Sm’k et ,Km =-
ﬂSm"J’-ZJ ', et les opérateurs pseudo-différentiels correspbndants :
(ops™X | opk™). D'apres [1] , ona a e s™FK

de 2, et si tout point de Z_ posséde un voisinage coﬁique dans

si a ¢ s™ en dehors

lequel on ait , pour tous &, 3 , et pour \v];l. s avec des constantes

s
CW), convenable

(5.15) (&) (SF

. 1
iy m=|a -5 k=1«
2| < e MMy RN
Aussi d'apreées [1‘} (5.2) , ona he W™ si et seulement si hes™
en dehors de 2_ , et si tout point de 2_ posséde un voisinage

conique dans lequel on ait , pour tous «, » , ¥ , et pour |v{> 1 ,

avec des constantes C“FY convenables :
(5.16) \u (5)°GZ) n| € g ¥ | +%6]-2

Comme h & S..oo hors de ._ , on peut , quitte 2a le'tronquer ’
's‘upposer qu'il est nul pour \u‘ > 1 . On a alors h ¢ S-m(f_x N)
(au voisinage d'un point de 2 , on identifie 2_ a mZn-p (variable
v) , et N a RP (variable u) ; et on attribue aux variables u et
v de nouveaux poids : respectivement 1 et O , comme au {4). La

condition (5.16) se réécrit alors comme suit :

(5.17) Soit he S™(ZxN) , nulle pour u assez grand . On pose
-1

hy(v,u) = n(Av,A 2u) . Alors he K™ si et seulement si 1'ensemble

des /\

A ’_,(\21 , est borné dans S_w(ZxN).

1]
K (resp. OP}’\m') , de

m+m' ,k+k"’

\J

Soit maintenant PE& J\fm’k , et Q & ops™

symboles totaux p(x,%) , q(x,5) . On a PQ & OPS
[ .

opy mrm Zk‘) » et le symbole total r de PQ admet encore le

(resp.

développement asymptotique
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1 o ™ o
ra 2 x7 (og) p Da .

X ( m= 71, k4|« =B

Utilisant le fait qu'on a u (resp.

NI
¢ le £)(N)ae s
wm 'W\+2w"?h\) on constate aisément qu'on a

m+m'  ,k+k'+1

v 1, 1
(resp. %m+m ak 2)

et Py est bien str le seul opérateur différentiel de la forme (5.6)

jui ait cette propriété .

(5.19)Remargue.- Les mémes constructions que ci—dessus-peuvent aussi
étre effectuédes pour étudier la multiplication a droite par P : il
‘existe un opérateur Qi unique , de la forme (5.6) , tel que pour

. (] ’ ' . )
tout Q < ops™ ok (resp. OPX" ) on ait , ‘
s k+k'

(5.18)bis r - PL q & gmsm’

LI X Y %
.xmd-m 2k 2)
z

(resp.

q désignant le symbole total de Q , et r celui de QP .
L 1] \J L}

Si Q GJVm ’k » la classe de Q,P mod. ops™*™ skak'+1

complétement déterminée par le développement de Taylor ,Tk*k,(QP) ,

est
et si Tk(P) =a , Tk;(Q) = b , on a d'aprés ce qui précéde
Tk+k|(QoP) = QZ a = bA a = a(_-A b (d'aprés (2-7))

On a donc de fagon génerale Py ='a.4:A . I1 est alors clair que P2

est inversible a gauche (resp. a droite) si et seulement si Py est
{

inversible a droite (resp. a gauche) , puisque c'est la multiplica-

tion & droite .par a = Tk(P) dans l'algébre lA

7. Constructions de paramétrixes. ‘

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoréme que nous
avons en vue : soit F’eJVm’k . Nous supposons P transversalement
elliptique le long de 2. , ie. P est elliptique (de degré m) en
dehors de 2_ , et tout point de 2 posséde un voisinage conique

dans lequel on ait (avep ¢ > 0 convenable)

(5.20) | (x,%8)] » o " | ® .
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De fagon équivalente : P est elliptique de degré m hors de Z: ,
et a = Tk(P) est elliptique de degré k en chaque point de 2_ .
Cette définition se généralise aussitdt au cas des systeéemes (ie.
P est une matrice a coefficients dans JVm’k) : nous dirons que P
est transversalement elliptique & gauche (resp. a droite) s'il est
elliptique a gauche (resp. a droite) en dehors de 2. , et si a =

Tk(P) est elliptique & gauche (resp. a droite) en chaque point de J -

(5.21) Théoréme.- Soit P un systéme d'opérateurs pseudo-différen-

tiels , de degré m , nul d'ordre k sur X , transversalement

elliptique a gauche (resp. & droite) le long de J. . Les assertions

suivantes sont éguivalentes :

(i) P posséde une paramétrixe a gauche (resp. 2 droite)
Qe ops™™ TR,

(ii) P, est inversible & gauche (resp. a droite) en tout point
de = . |

(iii) GR(P) est inversible 3 gauche (resp. & droite) en tout
point de X . : |

(iv) Pour tout point (x,%¥)eZ , il existe C > O tel qu'on
ait , pour ¢e co®") :  M¥i2 ¢ c[ef(r).¢ll 2
(resp. 1la méme assertion pour 1'adjoint Sk(P)* ).

s+m-1k

. . . S . .
(v)Pour toute distribution f , Pf e H)oe Aimpligue f & H

(resp. la méme assertion cour P¥)

(pour la derniére assertion , nous supposons P propre , de sorte

que Pf est bien définie , sans restriction sur le support de f ).

I1 est clair que 1'assertion (i) implique toutes les autres (en

particulier la derniére , parceque la paramétrixe Q & ops™™» K ,

~L
qu'on peut toujours choisir propre , est continue Hioc—e-Hi:: 2k).
Par ailleurs , si1 a = Tk(P) » on a , avec les notations ci-dessus ,
P; = a, , Gk(P) =a . Or a est elliptique & gauche (resp. a

droite) , et L est surjectif (car les différentielles duj =
7 B. dx + C. d% sont lindairement indépendantes) ; 1l'équiva-
S JS ] Js . s :
lence de (ii) , (iii) , (iv) résulte donc du théoréme3.1 et de la
proposition3.2 . Reste a prouver que (ii) implique (i) , et que (v)
implique (iv) .

Nous commencons par prouver l'implication (ii) => (i) pour une

paramétrixe & droite (1'éxistence d'une paramétrixe a gauche se traite
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de fagon complétement analogue grice a la remarque (5.19)). Nous nous
appuyons sur les résultats de (1] , en particulier la proposition(é.l)
et les résultats d'éxistence de symboles ayant un développement
asymptotique donné ([1], §1). Remarquons pour commencer que le prob-
léme est local , car si P posséde une paramétrixe a droite , de
classe opg~Ms-kK , au voisinage de chaque point de T*X\0 , elle

en possede une globalement , comme on voit aussit8t par partition de
1'unité., .
Remarquons maintenant qu 11 ex1ste Q1 c-_--OPS"m’-k
‘PQ1=Id-R1 -1

est transversalement elliptique a droite , on a

tel que

(par exemple : puisque p

E’
sy avec 1 e OPS o

(po pg + lg‘ 2m-k Id)-1 e S-2m,-—2k

d'aprés |1}, §1 , et on peut prendre Q = ql(x,D) , avec qi(x,E) =
‘ ' 1 2m-k -1 , . ,
pr (p, p% + 18177 Id) ) | |
D'aprés f11 , s 11 existe Q2' tel qu'on ait , pour tout entier
i
N, Q - (R, )J e ops™?™*"N | 0n a alors PQ.Q, = Id - R, , avec
2 J(N IN. N 1% 2
R, & opR° ﬂops 27 .

Notons r, le symbole total de R2 s tronqué de fagon qu'il

soit nul pour f|ul< 1 comme plus haut. Comme P; = a, est inversi-

. A
ble a4 droite en tout point de 2_ , le théoréme(l4.1) affirme que Py

posséde un inverse a droite de la forme b, , avec b € s~ (ZJ&N)

bA est contlnu sur (Zx N) et par raison d'homogénéité on a
b,(h,) = A‘?—‘k‘"‘(b (h)) pour tout A >0 , et tout he& s™(ILxN) .
En partlculler il resﬁlte de (5.17) qu'il existe un opérateur de
Hermite Q3<s OPKZk T tel que le symbole total q3 del Q3 ‘cotncide"
avec bAr2 pour \u|< 1 3 on a alors P QB'- R2<§ OPA™2 (puisque

Ps 9y = r, pour lui< 1 , et d'aprés (5.18)). On a donc

P (Q1Q2+Q3) = Id + Ry
1
avec R3 € oP™2 , Finalement R est de degré <,0 , et il éxiste
un- opérateur Q, ~ :E (R )J (on a Q, - Id & opR™z ) . Si on pose
Q = (QQ2+Q3)QA ,onablen Q e opsT™ K ot pPQ A I4 .

Montrons enfin 1l'implication (v) =(iv) (cf. aussi [13]). D'aprés
L. H8rmander [12] » l'assertion (v) é la conséquence suivante : pour
tout compact KC X , il existe C > O tel que pour x &K et [§f]>1
on ait , pour toute VY€ Co(mn)'z



-

0 E2 ¢ cllrgaWife + B [ podue ) ay)

-oli on a posé

1 O\ (2 | =m-1x| +115]
Prowse = O wrm (R () plxs) 18RRI e
Kt B< N
Appliquons ceci au point (x,AS) , avec (x,§)eZ , ]S\: 1,
A =500 . ,.en.choisissant. N = k+1:. On voit aussitdt -que . Aé—'k'PN x AT
) ) . g L - - , ,
tend vers 6‘1; E(P) pour A—>0i3'," et on obtient don¢ a la-limite

(puisque ANN’ tend vers O)
. \N)“fZ Q C “5};’?‘ (p) 'W\iz

" ce qui implique (iv) d‘'aprés la proposition3.2 .

Comme on a dit , le théoreme3.1 facilite 1'étude de l'inversibi-

‘1ité d'un opérateur différentiel de la forme mais celle-ci est

a ’
‘loin d'é&tre complete en général. Elle 1l'est néaxLllmoins lorsque a est
un polyn8me elliptique du second degré (cf. [5], [13\) » et le critere
de [5] ou Y}B] se traduit en le résultat suivant (qui généralise le
résultat de {5] parceque la restriction & J_ de la forme symplec-
;tique canonique de T*X n'a plus besoin d'&tre de rang constant ,

et qui précise le résultat de [13] en affirmant l'éxistence d'une
‘paramétrixe d'un type particulier) :

Soit PeJVm’2 (ie. nul d'ordre 2 sur 2 ) » transversalement
elliptique le long de 2 . On suppose que le symbole principal P,
prend (localement) ses valeurs dans un angle (strictement convexe)
"< ¢ . Notons Q la matrice hessienne de Py (identifiée a une
forme bilindaire symétrique) , et A 1la matrice fondamentale de
P, (définie par Q(u,v) = 6(u,Av) , ou & est la forme symplecti-
que canonique de T*X) : en tout point de 2 » les valeurs propres
de A sont de la forme i2i(\k (k=1,'...,n) s, avec (\ké T . Soit
d'autre part V = ker A2n le sous-espace spectral de A relatif
a la valeur propre O , et IQ(P) = py - (1/2i);32p0/()xj&2\j le
symbole sous principal (po » Py sont les deux premiers termes dans
le développement asymptotique p ~ P, * Py + ... du symbole total

de P) . Alors les assertious suivantes sont édquivalentes :
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. . . N - =My =2
(i) P posséde une paramétrixe bilatére Q & OPS Ms

(ii) Pour tout (x,§)e 2 , tout multi-indice i = (Kyseenn® ) s

et tout vecteur complexe v € V , on a

12(‘1«‘,:‘1) A; + Qlva¥) + I (P) £ 0

s+m-1

.« oo S . .
(iii) Pf € H]  implique f & H
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INTRODUCTION .

L'étude de 1'hypoellipticité avec perte d'une dérivée pour
des opérateurs pseudo-différentiels a caractéristiques doubles a
connu un grand développement ces derniéres années. Commencée par
J. Sjbstrand [10], L. Boutet de Monvel et F. Tréves [2] qui considé-
raient le cas ou l'ensemble caractéristique était un cdne Cco symplec-
tique £, elle fut poursuivie par L. Boutet de Monvel [3] qui construisit
une algébre d'opérateurs pseudo-différentiels contenant les parametrixes
des opérateurs considérés et permettant d'étudier des situations plus
générales (6], [4]. Dans [9] enfin, L. H8rmander caractérise 1'hypoel-
lipticité avec perte d'une dérivée pour des opérateurs a caractéristiques
doubles dont le symbole principal P vérifie la condition suivante
microlocalement, il existe un angle [' dans € d'ouverture inférieure
a T tel que pm(x,g) € I'. I1 est montré, dans ce cas général, que, si
la condition d'hypoellipticité avec perte d'une dérivée n'est pas
satisfaite, on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte infé-
rieure a 9/8. Dans le cas ou & est symplectique, il est montré dans
(10] qu'on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte inférieure
a 3/2 dérivées. Nous présentons ici une étude de 1'hypoellipticité avec
perte de 3/2 dérivées, inspirée au départ par l'article de J. SjBstrand
et les discussions que nous avons eu avec lui. Nous tenons a le remer-
cier pour les conseils qu'il nous a donné. Notre présentation est
cependant différente dans la forme, car il nous a semblé bon d'utiliser
et de développer la théorie des opérateurs d'hermite introduite dans [3]
et qui donne lieu a un calcul symbolique plus agréable. Nous introduif
sons en particulier la notidn‘d'opérateurs d'Hermite pair ou impair
et différentes notions de '"régularité" qui joueront un rdle important

dans les démonstrations.

Cet article est relativement self contained mais nous conseil-
lons au lecteur d'avoir sous la main [3] et [10] en particulier pour
1'étude détaillée des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux
d'ordre 2 que nous n'avons pu expliquer en détail ici. Les principaux
résultats "explicites" sont les théorémes 1.2, 4.2.1 et 4.3.14 mais
d'autres résultats implicites sont donnés dans les propositions 3.2.2

et 3.3.1.
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§ 1 : ENONCE DU THEOREME. NOTATIONS ET PRESENTATION DES PRINCIPAUX
RESULTATS. ’

@©
Soit ) une variété C paracompacte de dimension n et soit

*
T Q\O le fibré cotangent privé de la section nulle.

On considére des opérateurs pseudodifférentiels P sur Q qui,

dans tout systéme de coordonnées locayes, ont un symbole de la forme :

(1.1) p(x,8) ~ & Ppj(%:8)
j=o

ou les pm_j(x,g) sont des symboles positivement homogénes de degré m-j.
On dit alors que P est un o.p.d régulier d'ordre m : Pe‘L?eg(Q).

Un opérateur d'ordre m est dit hypoelliptique avec perte de k dérivées
(keR) si

S

s+m~-k
loc (w)

¥u ¢ D'(Q), ¥ < Q , Pu¢c H loc

(w) ® uegH

#*
Cette définition locale peut &tre microlocalisée dans T Q\O.
On considére ici le cas, ou le symbole principalpm de l'opérateur
P considéré, s'annule a l'ordre 2 exactement (cf [10]) Sur une sous
#*
variété T conique, fermée, symplectique de codimension 2y dans T Q\O.

On peut définir en tout point p de £ les invariants suivants (cf f10D)

(1.2) le symbole sous-principal

C(p) = 12 %
Pp-1 ‘P = Ppq - 37 521 3xj3§j P

(1.3) L'indice d'enroulement de P, (winding number) lorsque I est de

codimension 2.

On fera dans la suite 1'hypothése que cet indice d'enroulement est

nul.



-4 -
(1.4) La matrice fondamentale Ap.

On sait que Ap opére sur la fibre au dessus de P du complexifié du
fibré normal a £ et que ses valeurs propres sont de la forme z i%
(j=1,...,v) ou Kj appartient a q)[ﬁ)est 1'ensemble des valeurs du

Hessien de Rn]' L'hypothése faite en (1.3) assure que Q) est un

angle convexe d'ouverture inférieure a T.

L étant symplectique, on peut définir un crochet de Poisson noté

{’}2 sur les fonctions c” sur Z.

Dans le cadre ci-dessus, il est démontré le théoréme suivant ((10] [2]

[3].)

Théoréme 1.1

Soit P vérifiant les hypothéses ci-dessus, on suppose que :

(1.5) ¥p€ I, Vaj EN

v
(P) + & (2a.+1) A, (P) £ 0
j=1 J J

1]
pm-1

Alors P admet une parametrixe qui est continue de H;OC(Q) dans H;?; 1(Q)

pour tout s réel.

Lorsque (1.5) n'est pas vérifiée, on sait (cf [10]) que 1l'on ne peut
espérer d'hypoellipticité avec perte de r dérivées (r<3/2). Le théoréme
que nous présentons ici étudie 1'hypoellipticité avec perte de 3/2

dérivées.

Théoréme 1.2

On suppose y=1 ; on garde les hypothéses précédentes mais

on suppose qu'en un point Po de ¥, il existe j dans N tel que

(1.6) pl_4 (Pe) + (2j+1) A(pe) = O



Soit 3m_1(P) le symbole défini sur T par :
Pp1(P) =p) _ (P) + (23+1)‘K(P)

Alors P est strictement hypoelliptique avec perte de 3/2 dérivées

. . *
dans un voisinage conique du point Po dans T Q\0 si et seulement si

— 1

(1.7) % {;m-l’ 3m-1} < 0 au point po

z

Remarque 1.3

La démonstration du théoréme 1.2, permet en fait, en uti-
lisant les résultats de (5], d'obtenir une étude compléte de 1'hypoel-

lipticité avec perte de r dérivées : 3/2 < r<2.

Remarque 1.4

Dans le cas ou la codimension de £ est plus grande que 2,
on obtient des résultats analogues én imposant des conditions sup-
plémentaires.

Ceci sera détaillé au § 4 [Théorémes 4.2.1 et 4.3.147.

§ 2 : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES CLASSES DE BOUTET DE MONVEL

2.1 Les classes Sm’k(Q,Z) (ct [3])

On considére un cone C (au sens de [3], 2.1.1) U et un
sous-cdne I de U. On définit une fonction r(>0) Cco homogéne de degré

1 sur U et on pose : U = U' xIR. U' est la base de U. On note : f < g

si dans tout cdne inclus dans U a base compacte dans U', il existe une
constante C telle qu'on a f S Cg pour r assez grand. On définit une
fonction d, dont le carré est la somme d'une fonction (>0) homogéne

de degré -1 et d'une fonction positive (>0) hors de I, nulle a

1'ordre 2 exactement sur I, et homogéne de degré O.



Définition 2.1.1

On désigne par Sm’k(U,Z) 1'espace de toutes les fonctions
C°° sur U telles que, quels que soient les champs de vecteurs xl,..xp,
Yl”"Yq a coefficients Cm, homogénes de degré O, avec les X. tangents
aZ, on ait :

m .k-q
|x1...xp.3{1...1{ql al <r ds

*
Si U=T Q\O, on notera Sm’k(Q,E) et on désignera par ops™ K

la classe des opérateurs pseudodifférentiels naturellement associée
aux symboles de Sm’k(Q,Z).

(Q,z)

Définition 2.1.2

Soit Sg 6(Q) la classe des symboles pseudodifferentiels
H

sur Q telle qu'elle a été introduite dans (8]0 €6 < p =1, 8<1].

Un symbole de ST O(Q) (s™(Q) en abrégé) est dit régulier
, ,

(resp. semi-régulier) s'il admet un développement asymptotique :

(o]
p~ X p
- j=o

(x,8)

m-j

resp. P~

1 M8

j=0 pm-j/2 (xyg)

ou les pm_j/z(x,é) sont homogénes de degré m-j/2.

Définition 2.1.3

On dit qu'un opérateur pseudodifférentiel semi-régulier P

de degré m s'annule a l'ordre k sur T si pm_j/z(x,g) s'annule a

1'ordre k-j sur £ pour jSk.

I1 est facile de voir que de tels opérateurs sont dans OPSm’k(Q,Z).
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On utilisera la propriété suivante :

Si k est négatif, un opérateur de OPSm’k(Q,Z) opere de H:o (Q)

mp
S-m+1/2 .k (Q)

dans Hloc

On introduit maintenant les classes d'opérateurs suivantes :

2.1.4 om™(Q,5) = N ops™Is2]
jeN
2.1.5 ops™”(Q,g) = n ops™3J
N

On utilisera constamment les propriétés suivantes :

’k'

¥*
Si A e 0P X"(0,2), B ¢ ops™ 'K A" € op }™(x,%)

m+m'-1/2 .k’

Ao B, Bo A g OP X (Q,2).

1
En particulier, si A est dans OPX" (Q,Z) et B est dans OPS™ ’", AB

et BA sont régularisants (i.e a noyau c).

On utilisera également les résultats suivants sur les développements

asymptotiques.

Proposition 2.1.6

i) Soit a, Sm_J’k‘(j=O ..,®), alors il existe a dans g™ K
J e b ’

tel que : ¥N, a = T a_ ¢ sn-Nsk

j<N J

-0
a est défini modulo un élément de S  (Q).

ii) Soit ay € gm k+J (j=0,...,®), alors il existe a dans s K
tel que : ¥N, a - I aj € Sm’k+N, a est défini modulo un élément
j<N

de s™7(Q,).



m-j/2, k-

iii) Soit aj € S J (j=0,..,@), alors il existe a

dans S™% tel que : ¥WN, a - T a, € gm-N/2, kN
j<N

a est défini modulo un élément de K@‘k/z.

§ 2.2 : LES OPERATEURS D'HERMITE : OPH™ (c£l3])

On suppose maintenant que T est symplectique de codimension 2v.
Alors par un choix convenable de coordonnées canoniques, on peut suposer

que la surface I est donnée dans TﬁRn\O par

t=0
T=0

ot T*R" 3 (x,§) = (y,t,7,7)

t = (t ,t.) T = (7 T )

1,.- v 1""\)

On désigne par Y la surface définie dans]Rn par t=0, T*¥Y\O peut alors

etre identifié a I.
On a alors la définition suivante :

Définition 2.2.1

On appelle opérateur d'hermite de degré m, tout opérateur

© ® . n . , R ®
H = H'+R de CO(Y) dans C (IR") ou R est un opérateur a noyau C et H'
a une représentation intégrale :

B £(x) = (2N [N n(y,t,m). £(q) aq
avec h eiKm+v/4 (v,z))

ot U = R" x (R“‘V‘\{o}), (x,q) = (y,t,q) et 21 est le cdne t = O.

On écrira alors que H est dans OPH".



¥*
Exemple 2.2.2

Soit h (y,r,t) une fonction dans c

y,pcm"“’ x gn-v-1 Sf®)

alors h(y,t,n) = (ﬂ)m+V/4 .’H(y,T%T, t|ﬂ|1/2)'définit le symbole

d'un opérateur dans opH™.

Soit H un opérateur d'hermite défini par une fonction h

:}Cm+v/4 (U

dans ,21), le symbole 6°(H) est la classe de h modulo

jm+v/4-1/2 (U,Z,) et le symbole complet de H, o(H), est la classe

de h modulo S~ (U).

On dira que H est semi-régulier d'ordre m si h(y,t,7)

admet un développement asymptotique du type suivant

@
2.2.3 h(y,t,n) ~ z hm_j/z(y,t,n)
J=o
. p+v/4 crLs s s
ou hp(y,t,n) est dans X (U,Zl) et a la propriété d'homogénéité
suivante :
2.2.4 hp(y,x'l/zt,xn) =P hp(y,t;n), pour A ¢ R'.

On définit de maniére analogue un opérateur d'hermite régulier d'ordre m.

On dira qu'un opérateur d'hermite est pair (resp. impair) si son

symbole complet est pair modulo S_c° (resp. impair).

Tout opérateur d'Hermite admet une décomposition en partie paire

et impaire.
On utilisera les propriétés suivantes des opérateurs d'Hermite :
Soit H un opérateur d'hermite de degré m, Q un opérateur

pseudo-différentiel de degré m' sur Y, alors H' = He Q est un opérateur

d'hermite de degré m+m', et on a o°(H') = °(H) » 6°(Q).

’ . -1 hd . ’
% On designe par i la sphere uniteée dans RP.
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Cette opération conserve la parité et la régulariteé, i.e.

Si H est pair (resp. impair), HQ est pair (resp. impair). Si H est
semi-régulier (resp. régulier), Q est semi-régulier (resp. régulier),

HQ est semi-régulier (resp. régulier).

Enfin on désignera par Hy . 1'opérateur de @ dans Lzﬂﬁv) (ou tg m®>))

’

défini par :

Hy’ﬂ . z = hiy,n,t) . z , z¢ @.

3
§2.3 : LES OPERATEURS D'HERMITE ADJOINTS : opH"™

*
On définit OPH" , comme la classe des opérateurs H' de C:GRH)

dans Cm(Y) de la forme :

*
ou H est 1l'adjoint d'un opérateur d'Hermite H de oPH" proprement

. [eo]
supporté et R est un opérateur a noyau C .

Une fonction d'hermite h dans Km+v/4 définit un opérateur d'hermite

adjoint par la formule
n-=ty iy. &= -
2.3.2 (H* . f) (y) = (2m) ftjnely T &y, t,m) . £(t,q) dt dn

On appelera symbole de H', le symbole de H ; on étend ainsi toutes les

notions de symbole principal, régularité, parité.

Soient H et H' deux opérateurs d'hermite de degré m, m' proprement

1]
supportés, alors H*¥o. H' est dans OPST 0(Y), Ho H'* est dans O™ ™ (Q,%),
b

si H et H' sont semi-réguliers (resp. régulier) H*¥o. H' est semi-

régulier (resp. régulier). On a :

2.3.3 o® (H%H') = [¢°(H) . o°(H') dt
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Si H et H' sont de parités différentes, H¥o H' est régularisant.

*
Enfin, si H' est dans opH™ de symbole h, on désignera par H'

M|

1'opérateur de L2 dans € défini pour f(t) dans L2 par :

H§,n.f = [R(y,t,) £(t) at.

§ 2.4 : LA CLASSE sm’k(Q,Z) DANS LE CAS SYMPLECTIQUE

Lorsque & est défini dans T* R™\0 par t=T=0, les symboles

de Sm’k(Q,Z) vérifient les relations suivantes (traduction en coor-

données locales de la définition 2.1.1) (au voisinage de t=7=0).

a B | Y 6
2.4.1 Iaa . aﬁ : aY . 56 aly,n,t,7)| <
dy A dt o7 ~
k-|v[-]6]
< (1+|ﬂ|)m_|ﬁl-|6l (It] + Lll + -—1T7§)
Inl  Iql
L k 2y | | 2v ., o

On désigne par Sglob (R™") 1'espace des symboles a sur R verifiant :

Y 6 .
2.4.2 l—a-aT . ga_g_ a(t’-;)l 5 (1+|t|+lTI)k—|Yl_|6l

t T ,

Un symbole de sk Gsz) définit un opérateur sur tg(flRV) qu'on

glob

i -0
notera a(t,D ). Un opérateur régularisant (i.e dans OPSglob R”))

v
est un opérateur qui envoie t? - .

On désigne par S:i:b(ZJsz) la classe des fonctions C définie par
les inégalités 2.4.1 mais ou t et 7 parcourt]sz. Pour (y,n) fixés,

ce symbole définit un opérateur dans OP S: GRv), on notera alors la

lob
classe OPS:i&b(ZJRv) pour mentionner la dépendance en (y,ﬂ).

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier s'annulant a

1'ordre k sur Z.
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Son symbole admet un développement asymptotique :

o]
2.4.3 a(y,n,t,7) ~ jgo A i/2 (y,n,t,f)
. . . m-k/2 . .. .
Ilest introduit dans [3] 1'opérateur A déefini par son symbole :
z
2.4.4 am-k/2 (y,m,t,7) =
z
k
(a) B .a
Sf o a9 (y00) P
: . m=3/2(B) A LA
j=o lal+]plak-y "-3/2(P
Am"k/2 posséde la propriété suivante :
5
2.4.5 A-A""K/2  opg™ K+l (g 7
z
am-k/2 (y,m,t,7) est dans Sgigb (EJRZV) et posséde la propriété
z

d'homogénéité suivante

2.4.6 a™%2 (y,aq,27 2, al/20) o gmok/2 gmek/2

(y’ ,t,7)
5 Ul

r oo m,k 2\) - e s, - . Iy )
Un élément de Sglob (ZR™") possédant cette propriété est dit homogeéne.

, K

m-k/2
On notera A lob

Z(y,n)

1'opérateur associé dans OPSE (Z,RY) (mais on

ommettra (y,n) lorsqu'aucune confusion ne sera possible).

On va écrire A comme une somme asymptotique de termes homogénes dans

OPSm’k+J(Q,E), somme qui sera définie modulo OPSm’w(Q,Z) (cf Prop 2.1.6).

On utilise un développement de Taylor de 2.4.3 en t=0, 7=0

( t,7) g 5 _1 (a)
a IR IERE] ~ —— ) )
" Jj=o a,p a!p! *n-j/2(p) (y,1,0,0) ¢

B_Ta
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qu'on réordonne sous la forme

o R
a(y’ﬂ’tyt) ~ am k/2-1/2 (y,n,t,T)
izo X :
. k+1i | (a)
avec am—k/z-l/z(y,n,t,r)z T Q) 1. (y,7,0,0) tPr @
- — . Zm-j/2(p)
z j=o Ia]+|ﬁ[=k+1—3 a!p!
I1 est facile de voir que am_k/z-l/z(y,n,t,f) est homogéne dans
z
gMs k+i
glob (ZJR
On notera
o _ s
A~ § oaA™K2-172 0 40 ops™ R Q)
i=zo X
modulo OPS™’
m,k+i
L'image de A dans 2 OPSg (EJR ) est la somme formelle
i=o

g am_k/z—i/z(y,ﬂ,t,D ) = 8 Am-k/2-i/2
=0 I i=zo 2,(y,ﬂ)

m k+1

(ZJR ),

Réciproquement, considérant une famille Al(i=o,.. @) dans OPS

on peut associer a TA' un opérateur A dans OPSm’k(Q,Z) unique modulo

OPSm’m(Q,Z). On dira que A est d'ordre m-k/2.

*
Définition 2.4.7

Un opérateur A dans OPSm’k(Q,E) sera dit semi-homogéne s'il

admet un développement

A~ § A (mod ops™ ™)
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m,k+1

ou les A, sont les images inverses dans OPS (Q,Z) d'éléments

m,k+1

de OPSglob

(Z,R”) a symboles homogénes (cf. 2.4.6).

Par exemple un opérateur semi-régulier est semi-homogeéne.

3*
Définition 2.4.8

Un opérateur A dans OPSm’k(Q,Z) sera dit homogéne s'il

admet un développement
A~ £ A, (moa. ops™")

m,k+21

ou les A, sont les images inverses dans OPS (Q,2) a'éléments

m,k+21

de OPSglob

(Z,RY) a symboles homogénes (cf. 2.4.6)

; Un opérateur régulier n'est pas homogéne mais seulement
semi-homogene.

Nous pouvons encore définir une notion de parité : On

dira que A dans OPSm’k(Q,Z) conserve la parité (resp. inverse la

parité) si tous les Am-k/2-i/2 respectent la parité (resp. 1'inversent)

Z(y,n)

en tant qu'opérateurs sur :?GRv).

m,k+21

glob (ZR”) a symbole homogéne (2.4.6)

* Un élément de OPS

est homogeéne au sens de la définition 2.4.8 de sorte que la coexistence

de ces définitions n'est pas génante.
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On a la propriété suivante :

m-k/2-i/2

Si A est régulier, les A respectent la parité si kgl est
z
pair, l'inversent si kgl est impair.

On peut alors écrire

1

A ~ A pair + A impair (mod. OPSm’m(Q,Z))

ou A pair ~ 3 Am-k/2-1

i=o Z
si_k est pair
A impair ~ § aMK/2-1/2-i

i=o T

A pair et A impair sont homogénes

A pair ~ § A"K/2-1/2-i
izo Z

si k est impair.

A impair ~ f Am-k/2-1

izo T

| 1
Soient A (resp. B) un opérateur dans OPSm’k(Q,Z) (resp. ops™ oK Q,2)),

|} ]
alors Ao B est dans ops™*™ sK*K'

Si A et B sont semi-homogénes, AoB est semi-homogéne. Soient A
=(y,n)

(resp. B ) 1'image de A (resp. B) dans T OPSmigb zRrRY)
Z(y,n) &

(resp. T OPsgiég'(ZJRv))._

On désigne la loi de composition des opérateurs dans .:90Rv) par #.

On a alors la formule suivante

i-lai 3 3
2.4.9 6(Ao B) ~L —4— o© A #
a * am* =y, Oy

.
Zy,

a o

modulo Sm’w.
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3% i tg v a
( — A ) est l'opérateur dans J({R") dont le symbole est ~
R Zy,n 3
aa
qu'on peut noter encore ~ a(y,n,t,Dt).
o

§ 2.5 : COMPOSITION DE 0PS™ ¥(Q,T) ET DES OPERATEURS D'HERMITE

On considére des éléments de OPSm’k(Q,Z) qui sont semi-

homogénes.

On a vu que :

N-1

A . 3 Amk/2-i/2 ¢ ops™ KN
: i=zo %
l' | I
Si A est dans OPH" , AH est dans opg™ ™ k/2 et
s°(am) = A" K2 5O(m)
Z(y,n)
|
#* * *
®(HA) = o°(AH) = (A"K2) ¢ (H)
déf Z(y,n)

Le symbole complet h' de H'=AH s'obtient par le développement asymp-

totique suivant :

[\V]

[$)]

[

=

e
I ™8

z A h(y, ,t))
a @ Z(y,n) aya L

i

i’lal 3%  m-k/2-i/2 ( d¢
[0}

a! Bn

ou h désigne le symbole complet de H.

Si A est semi-homogéne, H est semi-régulier, AH est semi-régulier et

h' admet le développement suivant :

$+m'-k/2-j/2(y’t’n)

a(y’n’t’ﬂ‘
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ou

.-lal [ a
d m-k/2-i/2[ 9
ht = 5 1 —_— A h (y,t,m)
mem'-k/2-3/2 © G i 2t o m(y,p  \oy -2
~E+|al=j/2

Remarquons que si A-B est dans OPSm’w, (A-B)H est régularisant, ce

qui justifie le formalisme ci-dessus.

* \
On a des formules analogues pour H A (passer a 1'adjoint).
Faisons enfin quelques remarques évidentes sur la parité

Si H est pair et A conserve la parité, AH est pair.

Si H est impair et A conserve la parité, AH est impair.

§ 2.6 : UN PREMIER CRITERE D'HYPOELLIPTICITE  ([10] [3])

Proposition 2.6.1

Soit A un opérateurbpseudo-différentiel semi-régulier
d'ordre m s'annulant a 1'ordre k sur & symplectique. On suppose que
le symbole principal de A s'annule a l'ordre k exactement sur I,
alors A est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement

si pour tout (y,n) dans I, Am-k/2
}E(y,n)

a son noyau dans ‘Sth) réduit a

zéro.

Ce théoréme est bien connu [10], mais nous esquissons une démonstration

dans le cadre introduit ci-dessus.

On sait [3] [4] que si A s'annule exactement a 1l'ordre k sur &, il

existe Q, dans ops™™ 7K te1 que :

Q-A = I+R o R € ops~1/2,-1

. . (@,)
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wtilisant la série T(-1)7 Rg (cf Prop 2.1.6), on en déduit 1'exis-

tence de Q2 tel que

_ . 0
Q2.A = I+R2 ou R2 € OPX (Q,T)

Par ailleurs,on peut montrer que si Am-k/2 est injectif dans :Sth),
z (y,m)
il. admet un inverse a gauche B dans la classe OPSéT;;k(ZJRV)

Z(y,n)

(ceci sera détaillé dans un cadre plus général au §3, mais résulte

essentiellement du travail de [10])

B définit alors un opérateur B dans OPS_m’-k(Q,E) tel que
z(y,n) ’
Bo AMK/2 _ I+R, ol R, ¢ 0ps™2%(q,%)
z

On utilise ici (2.4.9).

m-k/2

Par ailleurs B.(A-Am-k/z) = R4 ou ﬁ4 est dans OPSO’1 car A-A est
z z

dans ops™ K*1,

On en déduit donc que :
B.A = I+R,  avec R dans ops®r1

Utilisant la série £(-1)Y Rf (cf Prop 2.1.6), on en déduit l'existence

-m, -k

de Q3 dans OPS tel que

Q -4 = T+Rg avec R, dans ops®’”

Alors (-R6.Q2+Q3) est une parametrixe pour A, ce qui démontre la

proposition.
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"
§ 3 :RAPPELS ET COMPLEMENT SUR LA METHODE DE J.SJOSTRAND

Nous reprenons la méthode de J.SjBstrand, mais en utilisant
notre formalisme. Dans tout le §, A est un opérateur pseudodifférentiel

semi-régulier d'ordre m s'annulant a l'ordre k sur & symplectique.

§ 3.1 : ETUDE D'UN SYSTEME - SECOND CRITERE D'HYPOELLIPTICITE

1

On veut maintenant traiter le cas ou Am'-k/2

Z(y,n)

n'est pas

injectif dans tthv) en un point (x),no).

Suivant [10], on introduit le systéme suivant

Soient R™J (j=1,..,p) des opérateurs d'hermites dans OPHm.-K/2 de

symbole hJ homogénes , R'J (j=1,..,q) des opérateurs d'hermite adjoints

o ~q N . N
dans OPH " k/2 de symbole hY homogene et on considere le systeme
m-k/2 -
m-k/2 R
/ - AE(,y,n) Y,
(y,m) Rt 0
Y,

qui opeére de t?GRv) x @P dans :Sth) x a9,

p . |Y :

. p - —J J
Ic r z dans € : R .z= £ RY .z2z. = £ nh t)z.
1 pou a | Yo j=1 A% 5-1 (y1T\a )ZJ

Sw> * I
pour u dans ®”), (Ry’nu)j yon " Ry, t,m) u (¢) at

pour j=1,..,q.

Il lui correspond un systéme d'opérateurs pseudodifférentiels opérant

de C(R™) x (C_(Y))P dans ¢ (RM x ¢7(Y)?, défini par la matrice

A R |
=l . : (u,ul,..,up) - (f,vl,..,vq)

0
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I L
ou R (u1,..,u ) = Z R .ou,

+ +3J .
(R u)j = vy = R Ju j=1,..,q

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3.1.1

m-k/2
On suppose que Cf%y‘ est bijectif deﬁthv)pr danstgGRv)qu

’

alorsif%admet une parametrixe bilatére au sens suivant

- - - q - *_ p
i1 existe E ¢ 0ps™™ ™%, E" ¢ (opu™™"?3)", B ¢ (opH ™37,
+ + +
= - - -m+k/2 X _
E” = (E )ij avec Eij € OPSI’O (Y) tels que, si on pose :

£ . éﬁb Cﬁk E = L=

ou ® est régularisant au sens suivant :

R11 Rq2 (
= ‘sont 3 ¢ et ops®”
R = ’ R12:321a322 son a noyau e mll e

Ra1  Rao

m-k/2
Bien entendu, on peut '"microlocaliser" cette proposition si
Y.M )

est bijectif pour (y,7) dans un voisinage de (% ,nﬂ.

Une telle parametrixe permet de démontrer des résultats d'hypoellip-
ticité comme le montre la proposition suivante, qui est 1'analogue

de la proposition 2.6.1.
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Proposition 3.1.2 [10]

Sous les hypothéses précédentes :

i) le systéme dﬁb admet une parametrixe bilatére £i au sens habituel

fi.e est a noyau cy.
R11

ii) A est hypoelliptique avec perte de k/2 + t dérivées si et seulement

1

+
si E” est hypoelliptique avec perte de t dérivées.

Remarque 3.1.3

+
. - . by m—k/2+t
Si E ad@et une parametrixe a gauche dans OPSI/2,1/2 (),

. . -m+k/2+t
A admet une parametrixe a gauche dans OPSI/2’1/2 (Q)

Remarque 3.1.4

Comme il est remarqué dans [10], on a des résultats analogues

pour la résolubilité locale, la propagation des singularités.

Démonstration de la proposition 3.1.2

Par la proposition 3.1.1, on sait qu'il existe fi tel que :

R
€ 8t

m A
(modulo des opérateurs a noyau C ) ou mll est dans 0PS®’

Par ailleurs,il existe (cf Démonstration de la proposition 2.6.1)

Q dans OPS™™ K te1 que :

Q.A = I+R avec R, dans orx°®

+

. ) * m-k/2+t
chaque terme de la matrice E- est dans OPSI/2’1/2(Y)
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On en déduit
Ry QA = Ry

car ml1 R4 =0

On vérifie alors aisément que

+ -—
(E-%,,Q) E A R
+
E” ET/\R O
car mllQ.R- = 0.
On a ainsi démontré l'existence d'un parametrixe a gauche ; On
démontre de me&me l'existence d'une parametrixe a droite. Ceci termine

la démonstration du point i).

On pose E = E-mllQ ; La démonstration du point ii) est faite dans [10],

rappelons la briévement :

La suffisance résulte des deux identités suivantes :

3.1.5 E.A + E'SR" = 1
. +
3.1.6 E".A + ETR" = 0
EAu ¢ Hs+m—k/2(0)

loc
Au € H?OC(Q)

- s+m-k/2 p
E Au ¢ (Hloc (Ya

, I+ s;m-k/2 p
On en déduit que E" Rue (H] | (Y)

+
d'ol par l'hypoellipticité de E

loc

R*u ¢ (Hs_t (Yﬁ 4
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s+m-k/2-t

loc () (t est positif).

Retournant a 3.1.5 on en déduit que u ¢ H

La nécessité résulte des deux identités suivantes :

Démonstration de la proposition 3.1.1

La démonstration de 3.1.1 est faite dans [10] en utilisant
le formalisme des opérateurs pseudodifférentiels a valeurs vectorielles,
nous la transcrivons dans notre formalisme.

On a le lemme suivant

Lemme 3.1.7

Sous les hypotheses de la proposition 3.1.1, il existe E

-m+k/2)q’E; dans (ORK#-m+k/2)p,

o(y,n)

\Y) +
dans opsglob (zJR ) E_ dans (oPK

+

m+k/2
Eo(y,n)

N
dans (S (Y))P? homogénes tels que si 1'on pose

+
Eo(y,n) Eoly,m)
Eo(y,n) 1 +

Eo(y,n) E;(y,'n)

-k/2 -k/ 2 E
iio(y,n) éﬁg;,n) y,m) T Soly,m)

Admettons un instant ce lemme et démontrons la proposition 3.1.1.

_ _ q
ops™™ (OPH m+k/2)
Soit E; 1'élément dans

#-m+k/2 —m+k/2)pq

(OPH )P (ops

# au sens de (2.4.6) pour Eo( de (2.2.4) pour E; et E;, au sens
+

habituel pour E;.

y’ﬂ),
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associé a o(y,m)’ alors :
-k/2 m-k/2
€ - 85‘&2 . £b°(ézfé€1 )

Examinons chacun des termes :

1) Utilisant (2.4.7) et (2.5.1), on obtient

Eo'gm-k/z = I+R'

%
Ko R
ou R' = 11 12
1
mél ER22
_ ' -1,0
avec ®i, € OPS (qQ,2)
' -1 P
Rio € (OPH )
P
#-1
Ryq € (oPH ")

p
Ry, € (0PS™(Y))

-k/2
2) €, (&Lﬂg ) = g"

"
®11 ©
Oil ‘W" -
n
wy, O
1
et Ry, € ors®* " (q,5)

*-1/2.p
Ry € (oPH )

Par conséquent

Eo o£= I+"



R i3
avec R =
LTI
o,1 -1/2 p *_1/2 Y -1/2 2
Ri'p € OPST'T, w1y € (OPH 2y, »y! € (OPH /2y" Ry, € (OPS /2yp
I1 existe m(IV) dans la mé&me classe que R"' tel que :
o,N -N/2,P
(I+§t(1V)) -z (-1)'-j mmj € oPS ; (opPH ) 5
j<N (opH V2 (ops~N/2)P

pour tout N ce qui démontre la proposition 3.3.1 on prend

€- @™ €

Démonstration du lemme 3.1.7

m-k/2 Ef
Par hypothese éft admet un inverse . Vu les

propriétés d'homogénéité en 1 du probléme, il suffit en fait d'étudier

le cas ou Inl:l, et on doit alors montrer que :
. |

-k

v
glob(]R )

Eo(y’n) € C (Z,0Ps

E;(y € @, 3@

(o)

By ) € €, Tr"))

+

z ® Pq
Eo(y,ﬂ) e (c ()

Pour £ dans N, soit BzGRv), 1'espace des [ueﬁLZGRv) ; taDg u € LzﬂRv)

pour la|+|3| < 4},

N |
Boly,m) "oly,m)

Pour (y,n) fixé € L(L2®R”) x a9 ; BkGRv) x €P)

oo

E;(y,n) E;(y,n)
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et il est facile de montrer que (3.1.8)

Eo(y,ﬂ) € Cw(.z 5 £(Pm®Y)xal ; BX@®¥)xaP)
On va montrer que pout tout £ GZN,:
(3.1.9) Eo(y,n) c @ ; tr®)xa? ; BME®Y)xeP))
ce qui montrera que :

. % v 5 0% v
E“Lm.c(&ﬂm») €, J®"))

E; .« @ENe - c“(z,tfanv))

B : ¢, J@®") - € @)?

E; : (cT@NY ~ (" @ENP

Pour montrer que (3.1.9) se déduit de (3.1.8), on utilise l'identité :

m-k/2 m-k/2

80(}’,'(’]) & =£3 . So(y,n) =1

E(y,n) Z(y,n)

et celles qu'on déduit en commutant avec t, et Dt ;s par exemple

[t’go] ‘a%;n-k/z + 80 ‘t,&l;;k/a e
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Par conséquent

Eo(y,n)eSt continu de Cm(z,fﬂ]kv))xcm(z)q dans

(3.1.10)
(@, Fm¥))xc™ ()P,
Par ailleurs il existe %y’n (cf [3])dans Cw(E,OPS;TObGRv) tel que :
-k/2
AR . B = I
(y,m) T yen T Ry,q
ou Ry 0 : cm(z,ﬁg'amv)) = cm(z,:?GR”))
b
B 0
On en déduit 1'éxistence de B Yo tel que :
Y, 0 0
m-k/2
& . % = I+§
Z(y,m) ysT Y,

ou (3.1.11) F c”@, T ®)Nxc® @) - @, PR )xc” ()P

’

on dira que ﬁ(y est régularisant.

»T)
On en déduit :

m-k/2 . i E;

(3] ) =R
y’ o(y, ) y,
e (y,m) 1 1 M

gy,n - E‘o(y,'n) = 8o(y,T])m'(y,'n)

On déduit de (3.1.10) et (3.1.11) que £

O(Y,ﬂ) m(y’n) est regularisant

c'est a dire
(3.1.12)

&(y 1) ﬁ(y 1) : Cm(z,‘xf'(le) x € (£)q - CQ(Z,:?(]RV)) x C ()P
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Les propriétés de E%(y 1) se déduisent alors des propriétés connues
b

de B et E;'§.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.7 et de la proposition 3.1.1.

§ 3.2 : PARITE ET REGULARITE

Au § 3.1, on a montré comment l'existence de fonctions
d'hermite hj’ ﬁj’ permettant de construire un systeme inversible, rame-
nait 1'étude de 1'hypoellipticité a celle d'un opérateur dont le

symbole est une fonction sur X.

On suppose dans ce § que l'opérateur A est régulier de sorte

. m-k/2
que, comme il a été remarqué au § 2.4, A conserve ou inverse

Z(y,n)

la parité des fonctions de tgﬂRv) selon la parité de k.

On va montrer ici comment le choix (s'il est possible) de

fonctions d'hermites hj’ hj d'une parité déterminée, se répercute sur
+

la régularité de 1'opérateur E™.

Auparavant, remarquons qu'il découle de la démonstration de

la proposition 3.1.1 la remarque suivante :

Remarque 3.2.1

+ +
Le symbole principal de (E )ij est (Eo)ij modulo

(s~™K/2-1/2(yyy 59 .. .q, j=t,..,p.

On va démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2

On suppose que A dans OPSm’k(Q,Z) est régulier et Que les

fonctions d'hermite homogénes hj , Ej données ont la propriété suivante
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Si £ désigne le nowmbre 1 ou 2 ,
£ .
hj(y,ﬂat) = (-1) hj(yyﬂ,-t) j=1,..,p

(_1)£+k

hj(y,n,t) = Kj(y:ﬂ"t)y j=1,..,q

+
Alors E~ est régulier, en particulier 'son symbole principal est égal

-m+k/2

+
a (Eo(y’ﬂ))ij modulo (S (Y)), i=1,..,p ; j=1,..,q.

Démonstration de la proposition 3.2.2

On démontre la proposition dans le cas ou k et £ sont pairs,
et, ce qui ne diminue en rien la généralité,m=k/2. Les autres cas se

traiteraient de la me&me manieére.

On sait donc que les symboles de R" et R™ sont pairs, homogé-

o .. .
nes et que A" conserve la parité. On a alors le lemme suivant

Lémme 3.2.3

Sous les hypothéses précédentes, les symboles de'E; et E; sont pairs

et E conserve la parité.
(y,m)

’

On décompose (}gGRv)pr) (resp. tgtmv)xmq) de la maniére suivante :

T 5 (w2 - tlulot) o) o (altlulzt) o
c'est a dire

P | : o
ﬁfﬂRv)xG = (t?qRV)Palres x @?) @ (S(rY)impaires
(resp B®xad = (F@w"HPeires ¢ g (E?(m”)impai_"esxo'))

o
Le systémeéﬂiy ﬂ) respecte la décomposition ; on en~déduit que'E;

’

la respecte aussi, ce qui démontre le lemme.
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I1 nous faut maintenant suivre pas a pas la construction de Eé partir

de E;, telle qu'elle est esquissée au § 3.1.

On a :
. _ .
Eoty,m #(&(y,n)
Az - A; N 351/2,1mp N Kgl,palr
. ~=-1/2,imp ® -1/2-i
ou = X
i=o AZ
~-1,pair ] -1-i
Ay Z As
1=0
Convention

A partir de maintenant, on utilise des décompositions ou
les éléments de OPSm’k sont homogeénes au sens de la définition 2.4.8,
les hermites et leurs adjoints sont'réguliers, de m&me que les

opérateurs pseudodifférentiels sur Y.

On a réalisé ci-dessus une telle décomposition, la notation
~-1/2,imp

Az

(i.e m=k/2 pour un élément dans OPSm’k) et qui inverse la parité.
‘ ,pair

signifie que Ki est un opérateur homogéne d'ordre -1/2

. o . L0
Avec ces notations, AZ sera note AZ

o,pair

De méme R désigne un opérateur d'hermite régulier d'ordre O

+0
et pair,E; signifie qu'on a un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre O.

Remarque

Les opérateurs homogénes ont la propriété de conserver par

composition la régularité des opérateurs d'Hermite.
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On consideére

(o]
€o(y,1]) #(R’f(y,n) = I+€o(y,'ﬂ) #(ﬁz'%:)(y,n) = Ry,

11 T2 : T el
m(y n = posséde (en particulier) la propriété suivante :
’
R21 Rz
_ JOspair -1/2,impair
R11 ™ Ry * Rq

. o0,pair -1/2,impair
Rz ¥ Ry, Ryp'

 o0,pair -1/2,impair
R21 ™~ Raq * Ry

On dira que les matrices §{ possédant cette propriété vérifient la

!
i

propriété (C).

éé(y mn’ E;(y m vérifient la propriété (C)
b I

Remarquons le lien entre 1'ordre de 1'opérateur (modulo 1) et la
parité. La démonstration de la proposition 3.2.2 se déduit alors

du lemme suivant

Lemme 3.2.4

La classe des matrices ;{ vérifiant la propriété (C) est

stable, par composition (4), par dérivation par rapport a y ou 7 de

i d

son symbole.

Le deuxiéme point est évident, montrons le premier point :

Soit ) et ' vérifiant la condition (¢), on va montrer
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que R" = R# R' vérifie la condition (@).

(a) ®i1 = Rya#Rg R Ry

(b) Rip = Rq1#R]p*Ryo#R3o

(e) 31 = Rpg#Riq*RpoR2y

() | Rap = Rp1tR{a*Rao#Rop

d'ou par exemple pour (a)

Ry, = (m;ipair 4 ERi;),pair . m;i/Z,impair # mi;1/2,impair
. ER;)épair # mé;,pair N SRIé/2,impair # mé;1/2,impair)
N (m:ipair 4 miI1/2,impair N sR;—}/2,impair # mig,pair

o,pairy_,-1/2,impair_ _,-1/2,impairy_,o,pair
t Ry Ry *R2 #Rio )

no,pair m"-1/2,impair‘

=R

On utilise alors les propriétés suivantes :

1) Le composé de deux opérateurs homogénes est homogéne (cf Déf. 2.4.8)
2) Les ordres des opérateurs s'ajoutent par composition. _

3) Le composé d'un opérateur "pair" et d'un opérateur "impair' est
impair.

4) Si H et H' sont des opérateurs d'hermites réguliers, alors

si H et H' ont méme parité, He H'¥* est un opérateur homogéne et

(Ho H'*)y conserve la parité.
b

Si H et H' ont des parités opposées, Ho H'* est un opérateur homogéne

et (Ho H'¥) inverse la parité.
H
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5) Si H et H' sont des opérateurs d'hermites réguliers, H'¥o H est
un opérateur pseudodifférentiel régulier sur Y.

Si H et H' ont des parités différentes H'*o H est régularisant.

Le lemme étant admis, la proposition 3.2.2 est trés simple ;
il suffit de constater que toutes les opérations faites dans la
a Ese
M)

font dans les classes vérifiant la propriété+(C) ; par conséquent,

démonstration de la proposition 3.1.1 pour passer de e%y

fivérifie la propriété (C), en particulier E- est régulier.

§ 3.3 : ETUDE D'UN CAS PLUS GENERAL

On peut par les meémes méthodes qu'au § 3.2 démontrer la

proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3.3.1

On suppose que A dans OPSm’k(O,Z) est régulier et que les

fonctions d'hermite homogénes hj’ ﬁj données ont la propriété suivante

Soit p' un entier compris entre 0 et p, q' un entier compris entre

0O et q, on a :

hj(y,n,t) = hj(y,n,-t) pour 1SjSp!

[

hj(Yyﬂyt) ;"hj(y’ﬂy't) pour p'<jSp

W (r,m,0) = (-1 B (y,7,-t) pour 15j<q’

ﬁj(y,n,t) = (--1)k+1 ﬁj(y,n,-t) pour q'<jSq

+
Alors E-(y,n) a la forme suivante

¥ ¥ h
" Bir Bp ) 7 @
E(y,m) =| , ., v
- - )
Esy Eop /) P-P!
7
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-m+k/2

ou E;. ¢ (S (Y)) si i=j

E c (S-m+k/2—1/2

1 (Y)) si i £ 3j

+
et les E;j sont séparément réguliers.

§ 4 : CONSTRUCTION EXPLICITE DES SYSTEMES - DEMONSTRATION DES THEOREMES

"
§ 4.1 : LE CAS GENERAL : CONSTRUCTION DE J. SJOSTRAND (cf C10])

—k/2(

On suppose que x vy, t,D,) n'est pas inversible
o’ Mo’ t v

dans E?GRV) au point (yo,no).

Soit q la dimension du noyau de AZ’ P la dimension du conoyau.

Soit h.(t i = 1,..,q) une base orthogonale du noyau de
.]( ) (J ] ,q g y Az(yo’.no)’

#*
h.(t) (3 =1,..,p) une base orthogonale du noyau de
j J s+ P g y AZ(yo’ﬂo)'

Convenablement prolongés par homogénéité, ils définissent des symboles

d'hermite et on peut considérer le systéme associé :

. m-k/2 +
AZ(y,n) Ry,n

R
Y,

dont on vérifie aisément qu'il est inversible en (yo,no).

I1 existe donc un voisinage conique I' de (yo,no) dans lequel les
hypothéses de la proposition 3.1.1 sont vérifiées. On en déduit alors
des résultats d'Hypoellipticité. '

m-k/2

Si A est régulier , AZ respecte. (ou inverse selon la parité de k)

*-
la parité. On peut alors décomposer le noyau (resp. le noyau de A}:m k/2)

¥ c'est a dire chaque élément de la matrice est dans s-m+k/2(Y).
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en partie paire et impaire. Les hypothéses de la proposition 3.3.1
sont alors vérifiées. Sous des hypothéses plus restrictives, et dans
le cas k=2, on fera une étude plus précise, permettant de donner un

calcul explicite de E;(y,n). Ceci fera l'objet des § suivants.

§ 4.2 : DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2

On suppose que k=2, m=1 et on reprend les notations du § 1,
c'est a dire que P = A.
t%pP.pP

t 't

° a (y,n) (————+a_ (y,n).
AZ(y,n) Ial+]p]=2 ap M 2 00 ¥ M

a.p B,a
t Dt;Dtt

On pose L?y,n) (t’Dt) aaﬁ(y’n) (———7?———4_

lal+]gl|=2

et on sait (cf [10])que aoo(y,ﬂ) = pé(y,n) ou pé(y,n) désigne le
symbole sous principal. On sait que Ag(y,n,t,Dt) est d'indice O

(de BzﬂRv) dans LzﬂRv)) et qu'il est inversible si et seulement si

v

pé_l(y,n) + j§1 (2aj+1) Kj(y,ﬂ) £ 0? Vaj eN

On suppose qu'en un point (yoﬁno)’ il existe « EINV tel que

v

(4.2.1) pl_1(¥,01,) + j§1 (2aj+1) xj(yo,no) =0

et on fait 1'hypothése suivante sur les valeurs propres Xj(yo,ﬂo).

H1 Au point (yo,no‘ les valeurs propres Kj sont indépendantes

sur Z, c'est a dire :

v
i§1 ai 7\1 = 0, ai € a = ai = 0, i=1-,..,v

Ceci implique en parpticulier que les valeurs propres sont distinctes ;
on a alors le théoréme suivant.(L'hypothése (H1) assure que (4.2.1)

n'est satisfaite que pour un a au plus).
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Théoreme 4.2.1

Soit P vérifiant les hypothéses du § 1 ; on suppose qu'en

un point Po de ¥, il existe aeNk tel que :

v

p&_l(Po) + jil (2aj+1) Kj (Po) =0

et que 1'hypothése [HII est vérifiée.

v
Soit pm_1(P) = pé_l(P) + jgl (2aj+1) KJ(P).

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage du point»Po avec

perte de 3/2 dérivées si et seulement si

1 (~ ~ .
_i{pm-l y pm-1}z < 0 au point Po.

Remarque 4.2.2

Lorsque v = 1, 1'hypothése [H1] est automatiquement vérifiée.

On en déduit le théoréme 1.2.

Démonstration du théoréme 4.2.1

I1 résulte des propositions 3.1.1, 3.1.2 et 3.2.2 qu'il

suffit de montrer les points suivants :

1) Construire R++et R™ avec des propriétés de parité convenables. _
2) Montrer que E;(y,n) = q(y,n) - 3m_1(y,n) ou q(y,7n) est un symbole
elliptique. Le théoréme résultera alors d'un théoreéme classique

sur les opérateurs sous-elliptiques pour E™.

-+

+ - -
Construction de R R et calcul de E ( )
Yon' ¥, o YT

Vu les propriétés d'homogénéité du probléme, on construit

hj(y,n,t), Kj(y,n,t) pour lnl:l. La condition H1 assure que :

. o . o¥
dim ker AE(%,HO)(t’Dt) = dim ker AZ(XVHO)(t’Dt) =1.
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Par conséquent, on prend p=q=1.

I1 existe([10]| h (t) . h t) d v :
exis e( ﬂ (7,,1,) (resp (yo’no)( ) dans t?GR ) tel que
A° Y y =0 |E y Dl 2Evy =1
Yoo Yoo yo,no
¥*
A° h .
Yorlly  (Fgom,) = O Hh(yo,no) ()2 vy =
de plus (4.2.3) % (-t) = (-l)la| h (t)
(yo’ o) (yo’no)
(4.2.4) h, _ | o]
(yo,no)(-t) = (-1) h(yo'ﬂo) (t)

ou o est 1'élément de N® intervenant dans les hypothéses du théore-
me 4.2.1.
I1 est facile de prolonger h et h -
. st faci p g Yq’ﬂo ; (yo’no) au voisinage de (yo,no)
de telle sorte que :
o
4.2.5 h, _(t) = aly,n).n_ _(¢)
( ) Z(y,m) ° y.m Yo7 -Ry g
h t) = (-1 |al h t
y’ﬂ( ) (-1) Y’ﬂ( )
aly,m) =5,
h (8) € (S, B(RY))
¥,
*
o
4.2.6) cﬁ .h  (t) = a h, (¢)
( =(y,m) Y, (v, "y.m .
h, _(-t) =(-1)|°‘l h,  (t)
Y, Al

® v
hy (8) € C , S®")
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(o] -
R
AZ(y,n) Y
I1 est alors facile de voir que N est inversible
R 0]
Y, :
+

dansqégﬂRv) en (yo,no) ; I1 nous faut calculer E; (y,n) au voisinage

de (yo,ﬂo).

On considére le systeme :

(o)
A _ -
Sly,m Ry,n

+
YoM 0

I1 est inversible et admet comme inverse';; n qui est de la forme
)

avec

F+(y,,ﬂ) = h(y’n.,(t)

F_(y’n).f = gmvf(t).ﬁ;jﬁ dt pour f dans ESGRV)

Calculons E%(y ﬂ) , on a :
& 5[ e e
° =1 +
(y,m) =~ 9N 0 o

et a(yo,no) = 0 ; il existe donc un voisinage de (yo,ﬂo) dans lequel

+
aF aF 2
I + est inversible dans L“® (.
0 0
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On a donc

230 F+%(-1)7 F(aF)? F +3 F(aF)) laF*
F:+§(-1)j F_(aF)j £ (-1)F (aF)j‘laq
i=1 ) |

Par conséquent

e o)
EZ =a £ (-1)3F (ar)ilp
= j=1 = +

si F_F, # 0, on en déduira que :

E? = q(y,n)-aly,n)

+

ou q(y,n) est elliptique dans un voisinage de (yo,no) ce qui terminera

la démonstration du théoreme.

Démonstration de F_ . F' £ O

Par définition, (FFH= [ , B(£).B(t) at
R

On se place au point (yo,no).

v

h(t) est la fonction propre associée a la valeur propre I (2a +1)A,
j=t  J J

de L° (t,D,). !

Yo Mo t

On désigne par Kﬁ(t) les fonctions propres associées aux valeurs

v .
propres I (2B.+1)A. pour B # a.
j=1 J J

v :
(z (2ﬁj+1)Kj) étant différent de zéro, 1l'espace engendré par les‘KB(t)
j=1 .
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est dans l'espace image de Lo, par conséquent, il est orthogonal

au noyau de Lo*. On a donc
[RP(¢).B(t) at = 0 Vp#ka

Si fﬂ(t).ﬁ(t) dt = 0, ceci entrainerait que h(t) est orthogonale a

un espace dense de L20Rv), ce qui est impossible. c.q.f.d.

§ 4.3 : GENERALISATIONS

On garde les hypothéses du § 4.2 mais on substitue a (H1]
1'hypothése plus faible suivante A ’

[H2] ¥p €I, Ap a toutes ses valeurs propres distinctes

On suppose donc qu'en un point (yo*no) de Z, il existe a1 eﬁNv tel

que :

v

1
p&_l(yo,no) + i§1 (2ai+1) li(yo,no) =0

Soit (al,..,aP) 1'ensemble des p v-tuples tels que :

v .
pt'n-l(yo"no) + X (2ai+1) Ki(yo,‘no) = 0 pour j=1,..,p

i=1
Pour B £ a’(j=1,..,p), on a par conséquent :
v
p&-l(yo’ﬂo) + i§1 (2Bi+1) Xi(yo,ﬂo) A0

La dimension du noyau de A;(y est alors p, et, 1'indice étant
0

M)

nul, la dimension du conoyau est également p.
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J

On classe les qY de la maniére suivante

S al
izt !
4.3.1 (-1) =1 pour j=1,..,p'
v .
T ol
i=t ! |
4.3.2 (-1) = -1  pour j=p'+1,..,p.

o o
Le noyau de (et de ) admet alors une décomposition
AZ(yo,'r]o) AZ(yo,'no)

en une partie paire de dimension p' et une partie impaire de

dimension (p-p').

I1 est clair alors; comme remarqué au 8 4.1, qu'on est dans les
hypothéses de la proposition 3.3.1. Nous nous proposons de cgnstruire

ici des fonctions d'hermites hj’ij telles que le calcul de E;(y,n)
soit aisé.

On suppose |ﬂ| = 1. Comme au § 4.2, on peut trouver p "fonctions

n 0o ~1 =P ® b3 \g v ... . ,
propres' de As, ¥y, hy,n dans C (Z,0 (")) (ici intervient 1'hy-.

pothése H2 cf [10]) telles que

_ .

0 % L ~J L
AZ(y,ﬂ) . hy’,n aj . h(y’ﬂ) j=1,..,p
i v j
aj = pé—l + iil (2ai+1) Xi
4.3.3 ‘
Y, (-t) = W (t) j=1,..,p'
(y,m) (y,7) 10
~J _ ._
i h(y,n) (-t) = h(y’ﬂ) (t) j=p'+1,..,p



. o¥ 1 P
De méme, on peut trouver "fonctions propres'' de h ..,h
; P P 1S prop Ay, v’ My
o]
dans C (E,‘S(Rv)) telles que
o¥ J - ] .
. h =a. h =1,..
AZ(Y:n) Y, J Y7 J ’ 7P
4.3.4 hJ (-t) = + hJ (t) j=1 p'
(y,m) (y,n) e
hJ (-t) = - hJ (t) j=p'+1,..,p
(y,n) (y,n) e

On a ainsi décomposé les espaces ''propres' en deux parties orthogonales
1'une paire et 1l'autre impaire, mais les hY (resp. les hY) ne consti-

tuent pas une base orthonormale (ce qui n'est pas essentiel).

On pose :

. i
4.3.5 R Zz = 2 z, . h
Y, jo1 3 YoM

~

On désigne par R; 0 le projecteur ornthogonal sur 1l'espace engendré
b

J
ar les h .
P (y,n)

~

On désigne par R; n le projecteur orthogonal sur l'espace engendré
’ i

~J
ar les h .
P ¥,

Pour f dans E?GRv), R’  est défini (d'une maniére légérement différente

Y,
de celle faite au § 3.1) par

~

(RY f)j =R ¢ est la jieme coordonnée de R' _f sur la base
Y, YT YN

des h3 , i.e
¥,

~ P . s
4.3.6 R £=2 (R £) . %
Ym j=1 YY" Y,
+j . . ' . .. *0
R est bien entendu un opérateur d'hermite adjoint dans OPH .
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I1 est clair qu'en (yo,ﬂo), le systéme

o= -
R
AZ(yo,no) Yo: Mo

R’ 0
YorMo

est inversible de :fzﬁv)xdp dans t?ﬁRv)pr.

Il est donc inversible dans un voisinage de (yo,no) ;s Il existe donc

dans ce voisinage

i +
E;o _ Eo(y,n) Eoly,m)
(y,m) ~

+

Eo(y,’n) Eo(y,n)

telle que :

o o o 0
4.3.7 e(y,'n) 7‘/'Z%(y,n) =y, * E(y,ﬂ) =1

+
et on vérifie aisément que Eo(yo,ﬂo) = 0.

+
On cherche a calculer E;(y,n) ; on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.3.8

I1 existe deux matrices (pxp), Cm, Q1(Y’ﬂ)’ Q2(y,n), inversi-

bles au voisinage de (y ,7.) telles que :
& o’ Mo

+ . a1(y,ﬂ) 0
E (y,m) = Q(y,n) .. Q,(y,m)
0 ap(y,n)

v .
ou aj(y,n) = p&_l(y,n) + iil(gag+1) Xi(y,n) ,j=1,..,p
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Démonstration du lemme

+
On va calculer E;(y,n) par approximation successive. On

a a inverser :

4.3.9 Rz + A% =f
~ p ~
R'u = £ x, hY
j=1 7
On peut naturellement supposer f=0 ;
On pose
z =20
o —
w =% x' 1’
o J
On a :

R (z-2z ) + A°(u-w ) = -Za. x' 1Y
0 o J ]

i
l

(zo,wo) est une solution approchée de (4.3.9) (avec f=o) ; On cherche

donc a itérer.

I1 nous faut faire quelques remarques préliminaires :
I1 résulte de 4.3.7, l'identité

d'ou

~

(4.3.10) Ag E, (I-R7) = (I-R7)(-R” E])(I-R7)

~

Au point (yo,no), (I-R

) est le projecteur orthogonal sur 1l'image
Y01 Mo

o
de Az(yo’no).
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Or il résulte également de (4.3.7) que

E Ag +E- .R =0

o
+

’ . - 0
En (yo,no) on en déduit Eo(yo?no) . AZ(yo’ﬂo) = 0 car Eo(yo’ﬂo)

Eo(yo,no) s'annule donc sur 1'image de.Ag(yo’ﬂo

(R E;(I-R‘)) 0

yo’ﬂo )

On pose

On déduit de 4.3.10 que :

R™(z-2,) +A°(u-w,) = (-RE_(I-R7)f_ = £,

On pose Ky . = =R EO(I-R )

’

et on définit par récurrence :

n+l n o n

- (2

=

n+l n n

=0 .

) et par conséquent :
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et on pose :

X EIAE (1-R)[ & K(-Za.x'Ed
_wn)-Zxéh +E_(I-R )[nEOK ( Eajxﬁh )]

(4.3.11) u=wo+2(wn+1

Ty - - — - o- n _ |~j
(4.3.12) Rz = i R (zn+1 zn) =R (n=oK ) ( Eajxjh ))

Utilisant le fait que K 0, on peut trouver un voisinage

Yo'Mo

de (yo,ﬂo) tel que :

Kl <1
Yo (L2 @), L2 @)

De sorte que (4.3.11) et (4.3.12) ont un sens dans ce voisinage.

Enfin
~ b ~j ~. ~. s n p ~j
(4.3.13) Ru= £ x' 7+R"E (I-R7) L £ K'(-Z a. x' 7]
=1 J (o] _ 21 J J
J= 7 n=o j=
et on cherche xi,..,x' de telle sorte que
p
~ p ~
R'u= = x.®%’
j=t !
La matrice Mij (y,n) définie par
~ ~ @ .
_ + _n- n . ~~j
Mij = (R EO(I R) [n§0 K ( aj h )])i

est nulle en (yo,ﬂo) de sorte que :
(x) = (I+M ) (X')
YoM

et (I+My ) est une matrice pxp inversible ; On pose :
’

-1
Q,(y,n) = (I+My ﬂ)

’
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Déterminons maintenant (z) en fonction de (x')

On utilise (4.3.12) ;

a
(2) = q(y,) (1 ) (x)
: p

avec Q (y,m)) = @z
n=o

La démonstration du lemme sera compléte si on montre que (Ql(yo,no))ﬂ

est inversible.

or (Ql(yo,no))i est la k1®™ coordonnée sur la base des h" de R .HJ.

Si det (Ql(yo,ﬂo)) = 0, il existe x" tel que :

R™ x" . 1Y) =0
Yo Mg J

C'est a dire qu'il existe un élément u dans le noyau de Ag(yo’ﬂo)‘

qui est dans 1'image de Ag(yo,no).

On compléte la base des ﬁJ par des fonctions propres de A;(yo,no), 3ﬂ

et on a :

<u,1hJ>

1]
o
[
n
[y
-]

[
o
[N

n
[

-}

QHB, hds =

Ceci est contradictoire avec la dimension du noyau de A;*(yo,no).

Du lemme 4.3.8, des propositions 3.1.2 et 3.2.2 ; on déduit le

résultat suivant.
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On fait 1'hypothése suivante

[H3] Le noyau de A;(y 1) a une parité déterminée, i.e
o’'lo . : v
z |aq z |a?
: i=t ! T
¥j =1,..,p, (-1) = (-1)

¥k

Théoréme 4.3.14

Soit P vérifiant les hypothéses du § 1 ; on suppose qu'en

un point Py de £, il existe p v-tuples a tels que

v .
Voo i _ .
pm-l(Po) + jgl (2aj+1) Xj (p ) = 0 pour i=1,..,p

On suppose que les hypothéses [H2] et [H3] sont vérifiées.
v i
1 - | 1 =
Soit a; (p) = pm—l(p) + j%1(2aj+1) Kj(P),l_l,..,p

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage de po avec perte

de 3/2 dérivées si et seulement si

4.3.15 ¥j=1,..,p ; 3 {aj,ag}z < 0 au point o

Ce théoreme généralise les théoremes 1.2 et 4.2.1.

Remarque 4.3.16

Dans le cas ol 1'hypothése LH3] n'est pas satisfaite, il
est raisonnakle de penser que 4.3.15 reste une condition suffisante.
Elle n'est sQirement pas néce§saire en général, car, comme, remarqué
dans la proposition 3.3.1, E n'est pas régulier et des termes
d'ordre 1/2 de moins peuvent apparaitre. Ce probléme est étudié
dans [12]. ‘



- 49 -

(1] R. Beals. A General Calculus of pseudodifferential operators
Duke Math. Journal Vol 42, n°1,(1975).

[2] L. Boutet de Mopvel. F. Tréves : On a class of pseudodifferential
operators with double characteristics. Inventiones math. 24, 1.34
(1974).

[3] L. Boutet de Monvel : Hypoelliptic operators with double charac-
teristics and related pseudodifferential operators. Comm. pure.
Appl. Math. 27, p585 - 639 (1974).

(4] L. Boutet de Monvel. A. Grigis. B. Helffer (i paraitre Astérisque)

[5] Y.V. Egorov : Uspehi Tome 30, n°2 et 3 (182) (1975).

[6] A. Grigis : Hypoellipticité pour une classe d'opérateurs pseudo-

' differentiels a caractéristiques doubles et parametrixes associées
(4 paraitre Astérisque), ‘

[7] V.V. Grusin : On a class of elliptic pseudddifferential operators
degenerate on a submanifold. Mat. Sbornik Tom 84 (126) (1971)
n®°2, p163-195, Math. USSR sb.13 (1971) n°2, p155-185.

(8] L. HBrmander : Pseudodifferential operators and hypoelliptic equa-

- tions, Amer. Math. Soc. Symp. Pure Math., 10 (1966), p138-183.

(9] L. HBrmander : A class of Hypoelliptic Pseudodifferential operators
with double characteristics. Mathematishe Annalen. 217 n°2 1975.

[10] J. SjBstrand : Parametrices for pseudodifferential operators
with multiple characteristics. Ark. fbr Mat. 12, p85-130. 1974.

{11] K. Taira : Hypoelliptic differential operators with double
characteristics. Proc. :Jap. Acad. 50 (1974) 124. |

[12] B. Helffer : Construction de parametrixes pour des opérateurs
pseudodifferentiels caractéristiques sur la réunion de deux cdnes

lisses.






CONSTRUCTION DE PARAMETRIXES POUR DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
CARACTERISTIQUES SUR LA REUNION DE DEUX CONES LISSES

par B. HELFFER






INTRODUCTION

On se propose de construire des paramétrixes pour une classe
d'opérateurs pseudo-différentiels sur X dont l'ensemble caractéristique
est la réunion de deux cdones C . La construction de paramétrixes pour
des classes d'opérateurs pseudo-différentiels dont 1l'ensemble caracté-
ristique est un céne C_ T a été réalisée dans de nombreux articles ([7]

(17,[37, etc ...). Rappelons ici un résultat bien connu E4].

Soit P un opérateur pseudo-différentiel sur un ouvert X de
R" régulier d'ordre m(i.e son symbole admet un développement asymp-
totique en termes homogénes) dont le symbole principal p vérifie la

condition

(H) %{p,?}x,g < 0 lorsque p(x,§) =0

Alors 1'opérateur P admet une paramétrixe & gauche Q qui permet en

particulier de démontrer 1l'hypoellipticité avec perte d'1/2 dérivée.

Rappelons également le résultat suivant qui motive 1l'étude
faite ici.

Soit P2m un opérateur pseudo-différentiel régulier d'ordre

-1

2m-1, alors P2+P2 admet (sous 1l'hypothése (H) sur P) une paramétrixe

m-1
a gauche Q donnant 1'hypoellipticité avec perte d'une dérivée (cf.[7].)

On considere ici le probleme suivant

Soient P1 et P2 deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers

sur X d'ordre 1/2, dont les symboles principaux pj(j=1,2) vérifient (H) ;

Soit A un opérateur régulier d'ordre O.
On considere

P = Pl' P2-+A

et on se pose la question suivante :

Peut-on construire une paramétrixe pour P donnant 1'hypoellipticité

avec perte d'une dérivée ?



On montrera au chapitre V que c'est toujours possible, le fait intéres-
sant étant que 1l'on peut se passer de faire des hypothéses sur la
géométrie de T, et I, (ou b (i=1,2) désigne l'ensemble caractéristique

de pi).

Dans les chapitres II, III, IV, on supposera que Zl et 22 sont quasi-
transverses, mais on montrera au chapitre V que 1'on peut toujours se

ramener au cas ou Z et 22 sont transverses en "ajoutant des variables'.

Au chapitre I, on introduit une classe d'opérateurs pseudo
différentiels adaptée au probleme et qui généralise la classe intro-
duite par L. Boutet de Monvel dans [1].

On montre, au chapitre II, que des hypothéses du type (H)
permettent de ramener la construction de paramétrixes a gauche ou a
droite a 1'étude de l'inversibilité d'opérateurs différentiels a
coefficients polynomiaux. On suppose ici que 21 et 22 sont quasi-trans-

versese.

Le chapitre III, calqué sur l'article [2], développe la
théorie adaptée a 1'étude d'opérateurs différentiels a coefficients
polynomiaux. Il s'agit pour 1l'essentiel de montrer que, si on a une
famille d'opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux dépendant
de maniére C~ d'un parametre, alors on peut déduire de l'existence d'un
inverse pour toute valeur d'un parametre, l'existence d'un inverse dé-
pendant de maniére C~ du paramétre. La réponse positive a cette ques-
tion est bien entendu liée a la forme particuliére des opérateurs

considérés.

Au chapitre IV, on fait 1'étude de 1l'inversibilité pour
chaque valeur du parametre ; l'algebre linéaire symplectique permet de

ramener le probléme a 1'étude de quatre modéles simples.

Au chapitre V on énonce les théorémes généraux, on montre
comment on peut ramener la situation générale au cas transverse et
on traite une application a la sous-ellipticité des systémes. En

particulier, on répond positivement a la question suivante :



Soit

ou P1 et P2 sont des opérateurskpseudo-différentiels réguliers d'ordre
1/2 dont le symbole principal vérifie (H) et ou A et B sont des opéra-
teurs pseudo-différentiels d'ordre O régulier.

Alors P admet-il une paramétrixe a gauche donnant la sous-ellipticité

avec perte d'1/2 dérivée ?
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Le plan de cet article est le suivant
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CHAPITRE I ETUDE D'UNE CLASSE DE SYMBOLES

§ 1.1 Préliminaires

RN ~ (e ] . . ' . .
On considere Uun cone C arbitraire de dimension N+1, et ZiCIU (i=1,2)
: n . 0 . .
un sous cone fermé C de codimension Vi
On dira que ) et 22'sont quasitransverses si

Zlﬂ I, est un sous cone fermé C_ de U, tel qu'en tout point p de 210 Zgs
Tp(Ziﬂ z,) = Tp(Zl) n Tp(ZZ)

On dira que 21 et 22 sont transverses s'ils sont quasitransverses et

si er\zz est de codimension v1+v2.

Localement, dire que 21 et 22 sont transverses, c'est dire qu'il

existe des fonctions C sur U homogenes de degré O, ui,...,uil; ué...u;2
telles que les formes dug sont indépendantes, et telles que
Lo 1 . Vq
PN est definie par u, =0 jee.e; u t=0
1 1 1
: 1_, . : V2 _
22 u2-0 Seees u, =0
1 \Y 1 V.
21ﬂ 22 u1=0 ;.co; u11=0,u2=0,o-, u22=0

Dire que 21 et 22 sont quasi transverses, c'est dire qu'il existe des

] 1)
V1 1 v 1 Y,

fonctions € sur U homogénes de degré O, ui,...,ul P W geeaW U0y,

telles que :

- les formes dug ’ dwk sont indépendantes

21 est définie par u}=o,co-, u;-}1=0, W1=O,ooo, W\)=O
1
£, est définie par ué:O, , u‘2’2=o, wlz0,.0., w=o0
] |
’ 3 . \)
210 22 est definie par u1=0;...;u\1)1=0; ué:O,..., u\2)2=0;w1=0;...;w =0

On peut prendre alors localement comme systeme de coordonnées

(ul,uz,w,v,r) = (u1,u2,w,§)



-V_+V)

vl,...,vu sont des fonctions C homogenes de degreé 0(u=N-\)1 5

et r est homogéne de degré 1 strictement positive.

Dans lanotation. du second membre Vv est un systeme de coordonnées d'un

cone localement isomorphe & R"xR'

Si ¥ est un sous-cone C arbitraire de U de codimension vV,
on notera (dz)2 la somme d'une fonction strictement positive homogene
de degré -1 et d'une fonction homogene de degré O s'annulant exacte-

ment a 1l'ordre 2 sur 3.

Si ¥ est défini localement par u1 =04e00, uv:=0, on pourra

prendre

On utilisera constamment la définition suivante

Soient f et g deux fonctions ¢’ sur U, on dira que
fse

si, dans tout sous-cone V de U a base compacte, il existe C>0 et r

telle que

pour r> r, dans V.
Enfin, tout ce que nous ferons dans la suite est '"local", c'est a dire

que pour les applications que nous avons en vue, on peut toujours se

restreindre a un voisinage conique.

§ 1.2 Rappels sur la classe de L. Boutet de Monvel (1]

Soit ¥ un sous cone C. dans U défini par u =0. Si on

prend comme coordonnées locales (u,v,r), on pose la

Définition 1.2.1

Si m, k sont des réels, on désigne par Sm’k(U,Z) l'ensemble



de toutes les fonctions C a(u,v,r) sur U, telles que, pout tout entier

€ N, tout multi-indice a €NY, B€ N ™V, on ait
p

[ \*[2)\P b)p m-p .k-lal
(sa) (6“) (b—r ‘*‘|5r a5

Pour étudier l'invariance par difféomorphisme, L. Boutet de Monvel

avait montré 1l'équivalence avec la définition suivante

) N (o) . .
Soit ¥ un sous-cone C dans U de codimension V

Définition 1.2.1"

Si m,k sont des réels, on désigne par Sm’k(U,Z) 1'espace de

toutes les fonctions C. a sur U, telles que, pour tous champs de vec-
teurs X1,.., xP ’ Yl,.., Y? a4 coefficients dw, homogénes de degré O,

avec les Xj tangents a ¥, l'on ait

m k-q

|X1.. xp L4 Y1o¢ Yq alsr E

L'équivalence locale de ces deux définitions vient du fait que
si X est tangent a ¥, il peut s'écrire sous la forme

i

el el
+ 3 bj 3v. + Cer

X:Ea..
J j or

o
buj

~

ou a. , bj,c sont C° homogenes de degré O (donc sont dans SO’O) et

J
a‘_j s'annule sur ¥ (donc est dans So’i)

§ 1.3 Le modéle local dans le cas transverse

. A N + ,
Soit U le cone R X R , on prend comme coordonnées

RN)( ]R+9 rl\;_—_(u,r) = (ui,uz,v,r) E RV1 X ]RV2 x RN—\J1—\)2 x ]R+

Soit T, (i=1,2) le cone défini par u, =0
On definit d21’22 par

1 1

] ]
R 1

Soient m,k k des nombres réels, on pose la définition

1’k2’



Définition 1.3.1

On désigne par sMK1k2,

k
(U,21,22), 1l'espace de
. o
toutes les fonctions C a(u) sur U, telles que, pour tout entier p€&IN

et tous multi-indices alélN\')i, cx2€]NV2, BE]NN-\)i—Vz, on ait

o
™ 0 ] s s
Cul cu2 ov dr ~ 21 22 21,22
Lt'inégalité
1.3.1. " Y2¢4 <1 i=1,2 ,r Y244 S 1

entraine lt'inclusion

1.3.9. smok1 s k2, k) gM=1/2eky- -1/2eky- -1/24k- (v)

1/2,1/2
Rappelons [5] que ST/2,1/2(U) est la classe des symboles tels que
N
1.3.3. Yo €EIN', ¥p € IN
' o p lo |
S 2 m +
o IR G I B

On notera

m,kq,

S k2(U,Z‘1,22) lorsque k=0

L'introduction d'une telle classe est justifiée par les remarques

suivantes :
1.3.4. s’“’k1(U,>:1) c s“"ki’o(U,zl,z?_)
m,k m,0,k
1.3.5. ST 2(U,5,) © 87 T2(U, 7, T,)
] ] 1 ]
1.3.6. si p € sMib k2 e T ki, kg, K

p,P, ¢ Sm+m',k1+ki 1kot+kd ,k+k!

La proposition suivante nous permettra de donner une définition

intrinséque ultérieurement.
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Proposition 1.3.2

Soit X un champ de vecteur a coefficients ¢ homogene de

degré 0. Alors
i) Si X est tangent a 22, X est continu de

Sm,ki,kg,k —_ Sm,klrl,kz,k

ii) Si X est tangent a 0 X est continu de

Sm,k1 ,k2,k__7sm,k1 ,kzvl ,k

iii) Si X est tangent a T, et T,, X est continu de

2’

gmakg kg k —> myky ko k

iv) Si X est queiconque, X est continu de

Sm,k1 ,kz,k _>Sm,k1 ,kz,k-l
Démonstration
Vv Y] N-vq =V
1 2 1-V2
X = ¢ a1 _QE + ¥ a 1 + 7 bi 0 + C r-g-
i=1 bu1 i=1 bwz i=1 bvi or

J

ou aj, bi’ c sont des fonctions C. homogéenes de degré 0, et sont donc

0,0,0,0
dans S ' '7?

(iv) s'en déduit aisément.

Si X est tangent a 21, alors les fonctions a? s'annulent sur 21 et il

est facile de voir qu'elles sont alors dans g0r1s050

Le point i) (et ii) s'en déduit.

Si X est tangent a I, et I,, alors les fonctions
a: s'annulent sur 21 et les fonctions a? s'annulent sur 22, on véri-

'

fie alors aisément (iii).

Ces classes ont bien entendu d'autres propriétés, mais que nous
exposerons dans un cas qui généralise la situation précédente, i.e

le cas quasi-transverse.
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§ 1.4. Le modele local dans le cas quasi-transverse

Soit U le cone RVxR® ,

On désigne par

~ [] ] _ '— '-
u=(u,r) = (ul,uz,w,v,r) € RV1x ]RV2>_<]RV x RN-V1-V2-V

la variable de U, et soit

Zi(i=1,2) le sous-cone défini par u, =0, w=0

Ei(i=1,2) est donc de codimension v, = vi +V

d, est définibien entendu par : d> = lu l? + |wl? .1

Ei Zi
d est encore défini par : d R R P
Zﬁ,zz 21,22 21 22

on pose la définition suivante

Définition 1.4.1

k_,k désignent des réels,

m,kq,ko,k ,

Si m,k

172

on désigne par S 1l'espace de Fréchet de toutes les
fonctions C a(;) sur U, telles que poﬁr tout entier p et tout multiia-

dice onlE]Nvfl , azem"é , a€NY, penNVi-va-VY

a @ a B P ki-loag | ko-lagl k-lal
B
1 2 W 0 a 1 2 T2y

, on ait

On notera encore simplement smokiske o ) 2o
Lorsque V = 0, on retombe sur la définition 1.3.1, de sorte que

tout ce que nous montrerons dans ce § s'applique au cas précédent.

Les propriétés 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6 sont bien entendu

vérifiées.

Donnons un exemple de symbole appartenant a cette classe.
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Exemple 1.4.2

oo
Soit a dans S:eg(U) un symbole semirégulier (a~ I
J=0

deux entiers positifs, alors a est dans sMk1 Ko o

am—j/2)

et soient kl,k2

et seulement si

By By g
(1.4.1) *m-j/2 (uyuy,w,v,r) = éiJ K, CB1s32,B,j Y Yo W

<
|52l <k

IA

2
gyl + 18,0 + 181 = (—j-+k1-+k2)+

ou C o . est une fonction C° sur U homogéne d'ordre m-j/2
51’52,593 .

La condition est vide pour j>:k1+k2

Démonstration

La condition suffisante est facile a vérifier ; montrons que
la condition est nécessaire.
Utilisant un développement de Taylor (et raisonnant par j croissants

successifs), on doit montrer que

B1 B2 B

b b b a .

=0 sur z=21022

dans les cas suivants

(4) lorsque |81| +|62l + 1Bl +3 < k, +k,

(B) lorsque I51I +l521 +1pl+3j = ky +k,

(B1) Il + Ip,l <k -3

(B2) Il + Ip | <k -3

Cas A : I1 résulte de l'estimation sur Zlﬁ 22 que
P oP2 P m -(—T—ki-lall) -(—z——k‘“"-lﬁzl) L
Sr.r r r 2

a .
oufi bugZ wa m- J/2
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Le terme de gauche a comme homogénéité m-j/2, celui de droite

ky +k, - |B1'- |32|- Igl
m - d'ou le résultat en faisant tendre r
2

vers 1l'c .

Pour la vérification de (B1) et (B2), on raisonne en tout point
de T, extérieur a z, ( ou tout point de z, extérieur a 21), le résul-
tat est alors celui de [1].

Corollaire 1.4.3

> >
Pour k1__0, k2_.0

m,ki,

k m m,k1+k2
S 2(U,A21,22) n sreg(u) < s (U,Zlﬂ 22)

Ce corollaire évident permet de relier la théorie développée ici a

celle développée dans (1] [2] ; on en verra bientot des applications.

Exemple 1.4.4 :

Soit a une fonction C- homogene de degré O s'annulant sur

T, et 22 , alors a¢€ So,o,o,l.

1

Si a s'annule sur 21

vy
14
a(ul,uz,w,v,r) = £ uj. bi(ul,uz,w,v,r)
i=1
v .
+ 5w cj(ui,uz,w,v,r)
=1
ou les b, F sont C~ homogénes de degré O .
v
z w:i c. s'annule sur 22 « On doit donc se limiter a considérer
j= \)'1 .
z u; bi(u1,u2,w,v,r)
i=1
On suppose que
V'l i )
T ou bi(ui,uz,w,v,r)
i=1

est nul sur 22 .
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. !
s s
bi(ul,uz,w,v,r) = bi(ui,0,0,v,r) + j§1 ug bij(ul,u2,w,v,r)
y
+ x bik . Wk
k=1
Par conséquent
\)'1 . V'1 .
f =z ui bi(ul,uz,w,v,r) = I u; bi(ul,0,0,V,r)
i=1 i=1
VARV
172 ij
+ T bij(ui,uz,w,v,r)ulu2
i=1 j=1
v
+ bik wk
k=1

Dire que cette expression s'annule sur % c'est dire que

2,
V! .

f(ul,0,0,v,r) = T u; bi(ui,0,0,v,r) est identiquement nul.
i=1

J)

C'est a dire que f(et donc a) est dans 1'idéal engendré par (u; u

et wk « I1 suffit donc de vérifier la propriété pour (u; u%) et pour

wk. Or on a

a_ d
(u j) d_ d 1 = 1 %2
1 9) S I, = S 1~ a_ +ad
2 T+7 R
by T
1 2
a_ d
K L %o
v S car w S d et w < d
d +d ~ 73 z
S 1 2

On vérifie facilement les estimations pour les dérivées.

Ceci termine la démonstration du lemme.
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On démontre la proposition suivante

Proposition 1.4.5

Soit X un champ de vecteur a coefficients C  homogéne de

degré 0. Alors

i) Si X est tangent a %

5 9 X est continu de

Sm,kl,kz,k—> Sm,k1-1 ,k2,k

ii) Si X est tangent a Z,» X est continu de

iii) Si X est tangent a z, et £,, X est continu de

m,k1,k2,k m,kl,kz,k

S __78
iv) Si X est quelconque, X est continu de

sm,k1,k2,k_?sm,k1,k2,k-1

Le seul point ou la démonstration différe de celle de la proposition

1.3.2 est le point iii) .

Démonstration du point iii)

\)'1 1 \)'2 \Y) > N-V'l- \)'2- \Y)
X = ¢ ai - + ¥ b, - + Ch
i=1 du 1 buz j=1 J wa k=1 ov

2,4 l)

dr/

™M

k

Si X est tangent a 21 ’ ai et bj doivent s'annuler sur 21, en parti-

culier

o,1,0,0

ales , b, € g110,0
i J

2

Si X est tangent a 22 )y & et bj doivent s'annuler sur 22, en particu-

lier

a§€ so,o,1,o , bjE So,o,l,o

0,0,0,1

On déduit de l'exemple 1.4.4 que bj est dans S . La démonstration

est alors aisée.



- 16 -

y 1.5 Définition invariante

On considére un cone C  arbitraire U, et ZiC:U,(i=1,2) un
sous cone fermé de codimension vy e
I1 résulte des § 1.4 et 1.5 que, lorsque 21 et 22 sont quasitransver-
ses, on peut prendre la définition suivante qui est clairement inva-

riante par difféomorphisme

Définition 1.5.1:

k_,k étant des réels donnés, on désigne par

m k1, X

m,kq,kg, K (u, Z 22) 1'espace de Fréchet de toutes les fonctions C

S

sur U telles que

Pour tous champs de vecteurs C. homogenes de degré O, X},..,Xp1

X;,..,ng ’ Yl,..,Yq Y/ ,..,Zp avec XJ tangent a 2 ’ X2 tangent a Zﬁ
YJ tangent a z, et I, , on ait
1 Py 1 1 m Ki-py ko-py k-p
L ] 1 o oo L] LN ) q. e e p 1 1 2 2
Ix x1 XgeooX % Y ouY0o 27,2 al <r d. dg d

1 o T2y

Remarque 1.5.2

L'hypothése que ¥, et ¥. sont quasitransverses n'intervient
P que I, 5 q

dans la définition que pour montrer que Sm’kl’k2’k est métrisable. On
pourra donc utiliser cette définition avec précaution dans le cas non

quasitransverse.

Remarque 1.5.3

Soit X un ouvert deIRn T*X\O le fibré cotangent a X privé
de la section nulle. Soient U U des sous cones ouverts de T X\O

tels que U cc U, o= U, (i.e U f‘S*XCCI} n s" = vy 0 s,

Soient Z 2 des sous-cones fermes de U

Alors si a est dans s™K1:K2:K (U2,2 FWU2,2 nu ), il existe a dans

m,kq,ko,k

2 3=
S (U3,Zf 2) telle que a=a daps u,-
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Remarque 1.5.4 :

Soit Vac U alors si a€ Sm’kl'kz’k (U,El,zz),
a/ve s 2 v s nv, 5nv).

‘Proposition 1.5.5

On suppose que 21 et 22 sont quasitransverses.
Soit U' un second cone dw, 3 :U'> U une application d”, homogeéne

de degré 1 transverse a 21,22 et zlrnzz et posons <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>