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Introduction, p. 4, 1. 15 :

Lire 1 (3Rn) au lieu de (]Rn )

Chapitre 8 , p. 0 dernière ligne et p. 00 première ligne :

La phrase correcte est : P possède une telle parametrixe à gauche 

(resp. à droite) si et seulement si, pour tout (x,ç)ç£, 1 fopérateur dif

férentiel 0^ (P) est inversible à gauche dans 1 (IRn) (resp. à droite dan 

* < » " ) > .  X ’5

p. 10 ligne 7 : !

La phrase correcte est : si et seulement si a est inversible à gau
L

che dans (]R ) (resp. à droite dans */(]R ) ).

Â

<îf(]Rn) au lieu de

"á1 ' ( DR")
x >ç

íf (]Rn ) (resi), à droite dans */(]Rn) ).
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INTRODUCTION

Tous les articles présentés ici ont une préoccupation commune 

étudier 11hypoellipticité des opérateurs pseudodifférentiels. Avant de 

présenter nos travaux, rappelons les différentes notions d fhypoellipti- 

cité que nous aurons à considérer.

[Hel] Un opérateur pseudodifférentiel P sur un ouvert 0 de TRn est dit 

hypoelliptique s fil possède la propriété suivante :

Vu ç S)'(O) , Vil) c  Ü , Pu ç C°°(cD) =* u 6 C°°(w)

[He2]^ On dira que P, d 1ordre m, est hypoelliptique avec perte de 

k dérivées s'il est hypoelliptique et si :

Vu g ®'(0) , Vu) c  0 , Vs , Pu g H®oc(u)) u € H®*™_k(u))

On sait que les opérateurs elliptiques sont les seuls opérateurs hypoel- 

liptiques avec perte de 0 dérivées.

Soit S une hypersurface régulière qufon supposera donnée

dans lRn par x =0. On suppose que où es^ un ouvert
, TOn-l 
de IR

[He3] On dira que P est normalement hypoelliptique (relativement à S) 

dans ü si :

¥u€$'(ii),¥w e n  , , W ] - l ,  + lt,Pu€ c” (I,®'(eu ))^u€ c” (I,S'(U) )) 
n-1 n-± x n-1 x n™ i

n
[He4] On dira que P est partiellement hypoelliptique (relativement à S) 

si :

Vu g c" (]-1,+i L®! (0 6 C°°(tt)) => u g C°°(tt>)
Xn ' n"

Un opérateur partiellement et normalement hypoelliptique est hypoellip

tique.

Enfin, on aura besoin d fune notion plus faible que CHe3] de régularité 

normale :

[He5] 3ko , Vu € Ckx° (]-l,+lC, ® ,(nn_1 ) ) , V I c ] - l , + l C ^ w n_1C n n-l
n

00

Pu € C (I,®'(U) .)) => u c C ,))
x ’ n-1 c x ’ n-1
n n

Vu e c" (3 -1 ,+ iD c  (n 1)),vid=o,Pu ç c00̂ )  =» u g c°°(u>)
n ' n_

(i,®* O» ,))

est un ouvert
n-1

où 0[i-i jy ]n-1
ü=n
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Mon travail sfest développé selon deux axes complémentaires : 
donner des conditions nécessaires pour que des opérateurs possèdent la 
propriété [Hej] (j=là5), construire des parametrixes permettant de 
démontrer pour des classes d’opérateurs les propriétés Hel,2 et 4.

Des conditions nécessaires sont données dans [2], Cô] , C7],
[8], elles sont obtenues essentiellement par deux méthodes : construction 
explicite de solutions irrégulières [2], l7] en utilisant les équations 
du type de Fuchs ou en résolvant des problèmes de Cauchy, négation 
d ’une estimation a priori Cô] , [8] "microlocalisée".

Des conditions suffisantes sont données dans [l], [3], [4],
[5], [6], [7], [9], [lO]. Si l’on excepte l’article Cl], la démarche 
est toujours la suivante : à un opérateur pseudodifférentiel, on associe 
un opérateur différentiel à coefficients polynomiaux opérant dansi^OR ) 
et dont 1’inversibilité à gauche permet d’obtenir des résultats d ’hypoel- 
lipticité. Cette idée a été exploitée tout d'abord*par V.V. Grusin.
Dans C3], C7], on utilise des techniques proches de celles de Grusin et 
des travaux de P. Bolley et J. Camus, mais on donne alternativement des 
démonstrations utilisant les opérateurs pseudodifférentiels à valeur 
vectorielle à la manière de J. SjBstrand, L. Boutet de Monvel, R. Beals 
pour construire des parametrixes. De l’étude de modèles dans Cl], C3],
C7], j ’ai évolué vers l’étude d’opérateurs pseudodifférentiels dont la 
dégénérescence est décrite en termes plus géométriques. Si on excepte 
la théorie des opérateurs pseudodifférentiels, deux outils ra’auront 
été très utiles : la géométrie symplectique (C5], Cô], ClO]) et la 
théorie des équations différentielles ordinaires, que ce soient la 
théorie locale (comportement asymptotique des solutions au voisinage 
d ’un point) C2] ou la théorie globale (théorème d’indice, existence de 
solutions globales) C3], C4], 17].

Précisons maintenant le contenu de chaque article.

- Dans l ’article Cl], on généralise des résultats de T. Matsuzawa

, â ô2
et l ’exemple de Y. Kannai (P = —  + xQ — - ); On y construit des para-

x0 ^ 2
? ÔX1

metrixes pour des operateurs différentiels du second ordre a coefficients 
complexes du type parabolique dégénéré. On retrouve ainsi dans le cas 
réel (et dans des cas très particuliers) des résultats de la thèse 
de C. Zuily. On généralise ces résultats au cas d’opérateurs d ’ordre 
plus élevé.

- Dans l’article C2] écrit avec C. Zuily, on montre que les opérateurs 
du type de Fuchs introduits par M.S Baouendi et C. Goulaouic ne sont 
jamais hypoelliptiques, généralisant ainsi un résultat de Kannai pour 
les équations différentielles ordinaires. Ce résultat est utilisé dans 
la thèse de C. Zuily.

- M . S  Baouendi et C. Goulaouic ont montré que ces opérateurs possédaient 
par contre la propriété CHe5] et il était alors naturel de se demander 
sous quelles conditions des opérateurs du type de Fuchs vérifiaient CHe4]. 
Une telle étude est menée dans C3] en collaboration avec P. Bolley et 
J. Camus. On y considère des classes d’opérateurs du type de Fuchs

2 2
(ex : P = x (D +D ) + X D  + [i D ) généralisant les classes de

d X2 X1 V  X1
Grusin et on ramène le problème de l’étude de 1 *hypoellipticité partielle 
à l ’étude du noyau dans^PûR) d ’équations différentielles ordinaires à 
coefficients polynomiaux. Notre méthode de démonstration a été améliorée



-3 -

récemment par F. Nourrigat. [3] contient également lfétude de la dimen
sion du noyau dans 'ïiOR) de nombreux opérateurs différentiels, qui donne 
lieu à des applications ([4], Trèves-Gilioli, Menikoff, Yamamoto).

- Dans [7], on montre que [He4] n'est pas le privilège des Fuchsiens, 
et on considère avec les mêmes techniques que dans [3], des opérateurs

non-Fuchsiens, (ex : x~ + i vérifiant [He4]. On montre qu'ils
¿s ox2

ne vérifient pas [He5] en utilisant un théorème de Cauchy-précisé 
(Bony-Schapira).

- Dans [8], on fait quelques remarques sur un théorème d'HBrmander, on 
montre comment ce théorème, de localisation des estimations à priori, 
permet de montrer la nécessité,pour avoir 1'hypoellipticité maximale 
(He2),des conditions suffisantes apparaissant dans les travaux de 
Grusin et dans [4] [5].

Deux articles fondamentaux sont à la base de mes autres articles [4],
[5], [ô], [9], [lO]. Ils démontrent tous les deux l'existence de para- 
metrixes pour des opérateurs pseudodifférentiels à caractéristiques 
multiples : le premier est du à J. SjBstrand [SJ], le second à L. Boutet 
de Monvel [BM]. On y considère des opérateurs pseudodifférentiels régu
liers d'ordre m, i.e dont le symbole complet p admet un développement

00

asymptotique en termes homogènes d'ordre m-j : p ~  E p qui s'annu-

j=° “tt3
lent à l'ordre k sur un cône lisse E du fibré cotangent T ü\0, au sens 
suivant :

Si on désigne par Ŝ ft, l'ensemble deis (x,§) ç T*Q tels que | § | =1, par 

dj,(x,§) la distance pour un point (x,§) de S à E fl S Q, 3 C, C' > 0 ;

k-2j «
] P H(x,§)| ^ C d_ (x,|) pour (x,|) € S iî, 2j S k
m—j ¿j

|p (x, Ç) I 2: C' d£(x,§) 
m ^

k ,
On associe à P en tout point (x,|) de E, l'opérateur o p(P) défini par :

5 (P)  = ï '  l"  ....  ~  ( ^ “ ,P " m - j  ( x >?)| a + P | + 2 j = k  o ! p !  S 3 •

qui est un opérateur différentiel sur JRn , à coefficients polynomiaux, 
de degré total inférieur à k.

Cet opérateur n'est pas un invariant (il dépend d'un choix de coordonnées), 
mais son orbite (par conjugaison par le groupe métaplectique) est bien 
définie de manière invariante. C'est l'objet de [5] et c'est redéve

loppé dans [6j. Dans Csj], il est montré, que lorsque S est symplectique

(ex : +x^D^ +X D ), si o** p (P) est inversible à gauche dans ̂ 9ûRn),
-- X2 & Xj Xj x > b

alors P est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées. Dans le cas k=2,
[SJ] donne des conditions nécessaires et suffisantes d'inversibilité 
qui s'expriment à l'aide d'invariants construits à partir du Hessien du

, vérifiant [He4]. On montre qu'ils
ô

Ô X1

, qui s'annu-Fm-j

I p
n

(x < C
k
d
T

\ x , I ) pour (x,Ç)
-j

¡O
-2 j

£
■W

o
k

x,S
(P) ?--------

a + f . +2 j=k a! ß •

1 ö
OX

a a ß
D
m-j x»5' y

a
D
ß

j
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symbole principal et du symbole sous-principal.

Dans [BM], l'auteur redémontre ces résultats en introduisant une classe 
d'opérateurs pseudodifférentiels contenant les opérateurs s'annulant à 
l'ordre k et leurs parametrixes quand elles existent. Il traite également

2
le cas où II est involutif (ex : D +X D ) mais le formalisme développé

X2 X1

dans [BM] permettra d'aborder le cas général.

Dans [4], utilisant des résultats de [3], on étudie le cas où Z est 
symplectique de codimension 2, mais k>2 (L. Rodino a travaillé ultérieu
rement dans cette direction) ; On traite complètement le cas k=3.

Dans sa thèse de 3ème cycle, A. Grigis [GR] traite le cas où le rang de 
la 2-forme symplectique restreinte à E est constant.

[GR] et [BM] conduisent naturellement à [ô]. Cet article écrit avec 
L. Boutet de Monvel et A. Grigis, montre que, sans hypothèse sur E,
P est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement si

c^x eS^ inversible à gauche dans vÎCIR11) en tout point de E. Une

des nouveautés de Lô] est qu'il courcircuite l'utilisation des Fourier 
intégraux (qui était essentielle dans [SJ] ),remplaçant des problèmes 
de géométrie symplectique par des problèmes d'algèbre linéaire dans 

chaque fibre du fibré normal à E. L'étude faite dans Lô] des opérateurs 
différentiels à coefficients polynomiaux, dépendant d'un paramètre, 
sera réutilisée dans LlO].

r 2 2 2
Dans L9], on revient au cas symplectique, k=2, (ex : D +xQ D +\ D )

x2 ^ X1 X1
et on suppose que la condition nécessaire et suffisante d'hypoellipti- 
cité avec perte d'une dérivée n'est pas satisfaite. On étudie (He2) 
avec 3/2 ^ k<2 et on obtient des conditions nécessaires et suffisantes, 
qui s'expriment "en général11 avec les mêmes invariants que précédemment. 
Plutôt que de raffiner simplement le travail de [SJ] plus adapté a priori 
pour obtenir ces résultats (ce que j'avais fait dans une première 
version avec l'aide de J. Sjbstrand), j'ai finalement préféré développer 
le calcul symbolique de [BM], en utilisant en particulier ses opérateurs 
d'Hermite.

A la fin de [9], on posait un problème sur la sous-ellipticité des 
systèmes, qu'on résoud dans un cas assez général dans LlO]. Le problème 
est le suivant :

Soit P^ (resp un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 1/2

caractéristique sur E (resp E ) et vérifiant sur E. (resp E0 )
1 u  1 C t

< 0 (resp. l{p2 ,p^} < 0)

Soient A et B des opérateurs pseudodifférentiels réguliers d'ordre 0,

P1 B
alors P= (. D ) est il sous elliptique avec perte d'une demi-dérivée ?

A *2

P= (P^P^+A) est il hypoelliptique avec perte d'une dérivée ?

On répond par l'affirmative à ces deux problèmes.

0
k
(x,Ç) (P)

Soit P. (resp P
2)

1

1[] 1 Jp1 )
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Nous nous proposons dans ce travail de donner des conditions suffi

santes d'hypoellipticité pour des opérateurs d'ordre 2m (m entier) du 

type :

à . 2m-1 . .

L = -r-7 - an (x,t,-r-r— ) + S a.(x,t,— -r—  ) 
dt 2m ’ ’ x ox . n ] ’ ’ î ôx

J=0

où (x,t) est un point courant d'un ouvert O  de E° x E, et où, pour j
X X

entier (0^ j ^ 2 m ) , a.(x,t,§) désigne un polynôme homogène de la variable
n J œ

§ dans ]R , dont les coefficients sont de classe C dans Q-.

Les résultats que nous démontrons généralisent ceux récemment obtenus 

par T. Matsuzawa [7], Y. Kannai [4] et Y. Kato [6], dont nous utilisons 

les méthodes.

Notons que des résultats d fhypoellipticité pour des classes voisines 

d'opérateurs se trouvent aussi dans [11].

Les hypothèses de base de ce travail sont les suivantes : le symbole 

principal de l'opérateur L vérifie une condition (inspirée par les travaux 

de F. Trêves [9], [10]) du type :

J* Re a2m(x,s,|)ds ^ C(t - t')k+1 |§|2m , k Ç N  
t '

pour certaines valeurs de t et t '.

D'autres hypothèses assurent la prédominance de a2m Par rapport aux 

autres termes de l'opérateur.

Sous ces conditions, on montre qu'on peut construire pour l'opérateur 

transposé une paramétrix approchée à droite du type suivant :

t  ,•<.«! i-s A
K v(x,t) = f P e K (x, g , t , t ' ) v(l* , t 1 ) d§ . dt' ;

•  r r  « m 11T 1R
o

v(x,t) Ç c " (0 )
o

où K(x,|,t,t') est un symbole dont le terme principal est donné par

" J t *  a 2m ( x , S , ^ ) d S
K Q (x,g,t,t«) = e ,2m

L'hypoellipticité de l'opérateur L se déduit alors des propriétés de 

régularité du noyau de l'opérateur K par un procédé classique [8].
n+ ̂

On montre par exemple l'hypoellipticité dans E  de l'opérateur :

L
à
ôt

t
¡L 2r

4 11
21 À

2m
(x,t

1
J

a
âx )



où i, r, p, m sont des entiers positifs vérifiant p s m  et où 

Re^it2m(x,t,ç) s C |§ |2m Pour (x *t,§) dans ffi114’1 * ® 11.

Au § 1, nous énonçons le théorème principal de cet article. Ce 

théorème contient le théorème 1.1 de [7], le cas étudié dans [4], et 

les théorèmes 1 et 2 de [6].

Au § 2 on rappelle (cf. [4] et [6]) comment la démonstration de 

1 'hypoellipticité se ramène à la construction d'une famille de paramé- 

trix approchées pour l'opérateur transposé.

Au § 3, on construit formellement ces paramétrix en utilisant les 

méthodes de [7].

Aux § 4, 5, 6, on démontre les estimations qui permettent de donner 

un sens à la osonstruction formelle.

*

*

-2-
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§ 1. ENONCE DU THEOREME ET APPLICATIONS 

Soit O  un ouvert de JRn+ ,̂ I un intervalle ouvert de ]R, Q un ouvert

relativement compact de ffin .

x = (x ,...,xn ) désigne un point courant de K n , t un point courant de R.

On considère l'opérateur défini dans <y par :

a 1 - 2 m - 1 .

(1-0 L ■ 5 t - a2.(:l't>T8Î) * aj(x’t’ï 5 î >

où pour j entier (0^j^2m), a.(x,t,g) désigne un polynôme homogène d ’ordre
n J

j de la variable ç dans ]R à coefficients dans C°°(o).

Pour il et I fixés tels que Ü x  I soit contenu dans O, on fait les 

hypothèses suivantes.

[Hl] (cf. [10])

Il existe Tq dans ï, k dans V  et une constante C strictement positive 

tels que la propriété suivante soit vérifiée :

pour tout (x,t,tf,i?) dans Q x  Ix Ix R n tel que t 1 appartient à l'in

tervalle joignant t à T , on a :

k+ 1 i„ i 2m
(1.2) Re(J a2m(x,s,|)ds) ;>c|t-t'| + |§|
■ t '

_[H2]

Il existe des constantes réelles q et t telles que, pour tout entier j 

(0^j^2m), pour tout (ct,p) dans ÏJn x lin vérifiant :

|o|+|p| + j > 0  (|a| + j)0+(|p| + j ) T ^ l

il existe des constantes C a . telles que, pour tout (x,t,F) dans 
n ®>P» 3

Q x I x K  on ait :

( 1 . 3 )
ôa+p
----  a0 . (x, t ,F )
P-.-0t 2m-j ’

C iRea | M | « |  + j ) 0- ( | p |  + j ) T ,  | 2 m [ ( | « |  + j ) 0 + ( | p |  + j j T ] - | « | - j

2m1 1

j o

désigne un polynOme homogène d'ordre

aX

< C
% 9 ß 9 J

Rea
im
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[H3]

9 et r vérifient la condition :

(1.4) 2m ( t + q )  < 1 

Nous pouvons alors énoncer le théorèmè suivant :

~Théorème 1.1 : Si L est défini dans 0  par (l.l) et si pour tout point 

(x,t) de 0, il existe un voisinage relativement compact de la forme 

Q x l  inclus dans 0  où les hypothèses [Hl], [H2], [H3] sont vérifiées, 

-alors L est hypoelliptique dans (J.

Donnons trois applications à ce théorème

Exemple 1 (voir [7]) : On suppose n= 1, 1= ]-l, + l[. On considère l'opé

rateur défini dans 0 x I par :

» ^
L = — + a(x,t) — b(x,t) — + c(x,t) 

ôt ôx dx

et on fait les hypothèses suivantes :

(1.5) Re a(x,t) s> 0 dans fix I.

(1.6) Pour tout x dans Q, la fonction t-»Rea(x,t) a seulement des 

zéros d'ordre pair inférieur ou égal à 2& dans l'intervalle I.

(1.7)* II existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans Q x l ,  

on ait :

|lma(x,t)| s CRea(x,t) .

(1.8)* Il existe une constante C et un réel e strictement positif tels 

que pour tout (x,t) dans Q x l ,  on ait :

1. _ -L
| b | + | Im ^  | s C (Re a)2 ^

Alors L est hypoelliptique dans ü x  I.

En effet des hypothèses (1.5) et (1.6), on déduit que [Hl] est vérifiée 

avec T = -1 et k = 2^. On déduit également (cf. [9]) que :

On peut bien entendu affaiblir (1.7) et (1.8) en les supposant vraies 
sur tout compact K de flx I,

k
k+1

+ b ( x , t )  — + c ( x , t )  
dx

ô
2

ox
2

I bI  + I Im
òa
03
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Pour tout compact K dans Q x  I, il existe une constante C strictement 

positive telle que, pour tout (x,t) dans K, on ait :

j.

(1.9) lRe |f I * CK (Re a(x,t))2

De (1.7), (1.8), (1.9), on déduit que [H2] est vérifiée avec 0 = 0,
1 1  

T “ 2 + 41 "

[H3] est alors vérifiée.

Cet exemple donne un très légère amélioration du théorème (l.l) de [7].

Exemple 2 (voir [4], [6]) : On garde les notations de l'exemple 1 et 

on considère l'opérateur défini par :

à à2 S
L = —  + t a(x,t) — b(x,t) —  + c(x,t)

dx ôx ôx

et on fait les hypothèses suivantes :

‘(1.5)' = 1.5) ; (1.6)' = (1.6) ; (1.7)' = (1.7) .

(1.8)' Il existe une constante C telle que, pour tout (x,t) dans O x  I, 

on ait :

1

| b | + 11 Im — ■ | ^ C 11 Re a |2
ox

Alors L est hypoelliptique dans ü x  I. En effet, on vérifie que les hypo

thèses du théorème sont satisfaites avec 0 = 0, t = ̂  , T =0, k = 2 l +  1.
M O

4
à 2 4 à

Exemple 5 : L*opérateur L = — - + (t + x ) — — est hypoelliptique
ôt at

2
dans 1R . .

à 2 à 
Signalons que L --+ (t + x) — j ne l'est pas.

ôt ôx

Avant de commencer la démonstration du théorème, faisons quelques remar

ques préliminaires :

Remarque 1.1 : L ’hypoellipticité étant une propriété locale, on suppo

sera dans la suite que 0 = Q x I  et que L vérifie les hypothèses [Hl], [H2], 

[H3] dans Qx I .
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p * -*L * I r  bj(x-t'T h  }

où . b.(x,t,§) (j = 0,...,2m) est un polynôme homogène d'ordre j de
n oo

la variable § dans ]R à coefficients dans C (0).

De plus b2m = agm , et les b^(x,t,§) (0^j^2m) vérifient l'hypothèse 

[H2] avec les mêmes constantes 0 et t .

Remarque 1.3 : Soit L le transformé de L par le difféomorphisme 

(x, t ) -* (x,-t), alors -L vérifie les hypothèses [Hl], [H2], [H3].

Remarque 1.4 : De la remarque 1.3, on déduit facilement que l'on peut 

toujours se ramener, quitte à restreindre Q et I, au cas où I = ]-l,+l[ 

et où Tq =-1 ou T q = 0, si l'on veut démontrer l 'hypoellipticité de L au 

voisinage du point (x,0) de fixl. On fera cette hypothèse dans la suite.

Remarque 1.5 : On peut remplacer [Hl] et [H3] par des hypothèses dif

férentes

[Hl]' (cf. [10])

Il existe T q dans ï tel que :

pour tout (x,t,t',g) dans Q x I x I x ]Rn tel que t' appartient à l'in

tervalle joignant t à Tq, on a :

t
(1.2)' Re J a2m(x ,s ,g)ds ^ 0

l'inégalité étant stricte lorsque t est différent de t'.

_[H3] '

t et q doivent vérifier la condition

(1.4)1 2m(r + 0 )  < 1 .

Par exemple l'opérateur

Remarque 1.2 : L'opérateur *L transposé de L s'écrit sous la forme

a .2  2 -.2
T 0 t +x o
L = — + e — -

àt ôx

2
est hypoelliptique dans E  .

1

b ,(x,t, -f ) 
3 ’ ’ i dx

2n
S

J=o

t 1

t
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§ 2. REDUCTION DU PROBLEME A LA CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE PARAMETRIX

Grâce à la remarque 1.4, on a vu qu'on pouvait se ramener au cas où 

1= ]-l,+l[ et où Tq est égal à -1 ou 0.

Nous supposerons dans la suite que Tq = 0, pour deux raisons :

1) Le cas T est un peu plus délicat.
o

2) Le cas Tq =-1 a été traité dans [7] dans un cadre plus restreint, 

mais la construction formelle des parametrix est exactement la môme et 

seules des estimations sur des symboles seraient à vérifier. Or ce sont 

les mêmes que dans le cas T q =0.

Signalons enfin que les techniques utilisées dans ce paragraphe ont été 

utilisées par [4] et [6] pour démontrer des résultats analogues, c'est 

pourquoi nous ne donnerons pas de démonstration des propositions qui 

suivent.

"* Ô 1 Ô
Proposition 2.1 T41, f 61 : Soit M = T7"+ p (x , t , -r ttt ) (où p(x,t,Ç) est

ü  t  X q  X

un polynOme en g à coefficients dans C (fix ]-l,+l[) ) un opérateur possé

dant la propriété suivante :

f pour tout ouvert ou contenu dans £5, et tout réèl e (0<e<l),

i

sU£ S 1 (fix ]-l, + l[), Mu £ Cc°(u) x ]^e, e[) =* u £ C°°(u}X [0, e[) (1 C°°(gu x ]-e,0]) .

Alors M vérifie la propriété suivante :

'pour tout ouvert u> contenu dans ü, et tout réel e (0<e<l),

<

v u € 4)' (ü x ]-l, +1[) , Mu Ç C°°(üu x ]-e, e[) => u £ C°°(<u x ]-e, e[) .

En vertu de la remarque 1.3 et de la proposition 2.1, il suffira pour dé

montrer 1 'hypoellipticité de L dans Q x l ,  de montrer que la propriété 

suivante est vérifiée :

[PI] Pour tout ouvert u) contenu dans Q, et tout réel e (0<e<l) 

u ç ® ’(flx ]-!, + ![), Lu Ç Cœ (üü x ]-e, e[) =» u Ç C°°(u) x [0, e[)
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Montrons maintenant comment la propriété PI se déduit de la construction 

d'une suite de parametrix approchées pour le transposé de L.

t d 2m l à  
Considérons P . = - L = t t +  E b . (x, t , -r-s*- ) et posons :

X ,  t  o t  1 1  O X
’  3 = 0

U = (flx Ky x ]-l, + l[ X  [0,1[)

W = U - { (x,y ,t,t ' ) çü, (x,t) = (y,t')}

2 = {(t,t‘) e I x  [0,1[ ; t' < t}

Ë  = {(t,t‘) 6 I x [ 0 , l [  ; t ' s t ]  .

[P2] On peut construire deux suites de distributions sur U, K.(x,y,t,t')

et F.(x,y,t,tf) telles que, pour tout j dans on ait :
0

(2.1)* pour tout (x,y,t,tf) dans U\ (Q x ]Rn x £ ) , on a
y

F . (x,y,t,t') = 0 
3

K . (x,y,t,t1) = 0 .
3

(2.2) pour tout (x,y,t,t') dans U, on

3
P ,( I K. (x,y,jt,t')) = ô(x - y,t - t') + F.(x,y,t,t•)
x>t l=o 1 J

(2.3) K . € C œ (W)
J

(2.4) <p(y,f) € C“ (üy x ]0,1[) ; <K.j,<p> t , € c“ (fix  ]-l, + l[)

(2.5) *  \|/(x,t) € C“ (flx ]-l, + l[) ; <K.,Y> . € C*(0x [0,1[)
O J  X ,  X

(2.6 Pour tout entier N positif, il existe un entier M tel que, pour

tout j supérieur à M, F.(x,y,t,t') soit dans C^(U).
3

* On utilise abusivement la notation fonction, mais ça ne prêtera pas 

à confusion.

y ,t
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pRemarque 2.1 :

(2.3), (2.4), (2.5) expriment que K. est un noyau "très régulier" en
3

un sens voisin de celui de [8],

_(2.6) exprime que F. est, pour j suffisamment grand, régularisant.
J

On démontre alors facilement la propriété suivante :

[Proposition 2.2 : Si l'opérateur -^L vérifie la propriété [P2], alors 

L vérifie la propriété [PI].

Dans les paragraphes suivants, on montrera comment on peut construire les

suites K. et F. et comment la propriété [P2] se déduit d'estimations sur 
J J

des symboles.

$ 3. CONSTRUCTION FORMELLE DES DISTRIBUTIONS K. et F. DANS LE CAS T = 0  Jt--------------------------------------------------  3 —  j ------------  o

Les Kj et F^ seront des noyaux distributions associés à des opéra

teurs du type suivant : pour v dans c"(0x ]0,1[) et (x,t) dans 

Q x  ]-l, + l[, on pose

t
(3.1) [K]v(x, t) = P P e1 X,5> K(x,§,t,t') v(F,t')d§dt '

J o J lRn

où

v(ç,t') = --- 17/2 J n e"1<y,5> v(y,t')dy .
( 2 k ) ^ / 2  ]R

Le noyau associé à K est alors défini dans u par

(3.2) K(x,y, t , t ' ) = --- i-Tj P e1<X_y»S> K(x,Ç,t,t») dg .
(2n)n/2 ]R

L'idée directrice étant de construire une paramétrix de l fopérateur
t 00 

P = -  L, on cherche [K] de telle sorte que, pour tout v dans CQ (fix ]0,1[),

on ait P [ K ]v=v dans ^x]0,l[.

Par un calcul formel nous avons :

P[K]v = J e1<X’5>K (x ,g,t,t)v(g,t)dg 
K

K(x,g,t,t')v(g,t')dg dt’/Ln i
I

m

ò
♦

J

<x »5>
òt

+

2m
T.

J=o

bì . 
3
(x,t,

1
i

d
òx

■f? i
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/ -s 2m

de sorte qu'on est amené à résoudre :

(3.3)

K ( x ,  F ,  t , t 1 ) .  . , = 1 p o u r  t ' ^ 0  , ( x , § )  d a n s  f i  X
t-t ç

_K(x,g,t,t') = 0 pour -l<t<t'<l, t'^O, (x,§) dans fi x ]R^ 

On va trouver K de manière approchée, en résolvant d'abord

(3.4) T L X K q s (|t + b2m(x,t,§ )J K Q (x,§,t,t') = 0 dans fix E %  Z 

K q ( x , g, t , t ' )̂ ._̂ . t = 1 pour t' ^ 0 , (x,ç) dans fix E ^

K o (x,ç,t,t') = 0 pour (x,|) dans Çlx B n ; -l<t<t'<l; t'^0

On pose 

(3.5) L
2m
2

j=o
E
a a !

o< | a  | + j ^ 2 m

1 da b 
_______2m-;i

a

H

(x,t,§) . .
a  \  1 OX

et on résoud par récurrence pour j dans !K

(3.6) L. K. (x,Ç,t,t') = - L0 K (x,Ç,t,t') dans Q x K
1 j+  1 4  J g

K. .(x,§,t,t') = 0 pour -l<ttft'<l, t'>0 (x,ç)dans fix R n .
3 +1 ?

On vérifie alors formellement que : pour v(x,t) dans c“ (fix ]0,1[), on a 

dans fi x ]0,1[

t
P([K ]+. . . + [K ])v(x,t) = v(x,t) + f P e ^ ’^ L ^ K  . (x,Ç, t , t • )v(ç, t • )dçdt ».

J o E  J

On pose :

(3.7) F (x,|,t,t')s L K (x,§,t,t') dans .Qx K ° x  ]-l,+ l[ x [0,1[
3 ¿ 3  |

[F,] est alors défini par (3.1) et F.(x,y,t,t') par (3.2).
3 3

On a ainsi construit formellement les suites K.(x,y,t,t') et F.(x,y,t,t')
3 3

dont on va montrer maintenant qu'elles vérifient [P2].

3t
+ E

3=o
b

3
lx,t,

1
i

Ò
ox

+ §
■)

K(x, I. t, t* ) o dan« ß X m
n

§
E

2
i ò

z< ;I
n

I
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On démontre dans ce paragraphe que K o (x,y,t,t') défini par (3.4) 

et (3.2) vérifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

Précisons d'abord quelques notations :

Sm .(^x]Rn ) désigne l'espace des symboles d'ordre m introduit par 
P >ô §

Hbrmander [1], [3] muni de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet 

(voir [3]).

On pose :

§ 4. ETUDE DE K Q(x,y,t,t')

s'"(üx k ” ) = n Sm (Üxr") 
? mçz p’6 ?

Pour A inclus dans Ix I et p dans W, on désigne par fi^(A,S™

l'ensemble des fonctions K(x,£,t,t') telles que l'application

(t,t ' ) -*K(x. F,t,t ' ) soit de classe de A dans Sm .(üxE^) et on pose 
s p, o s

e(A,Sm .(Qx ï “)) = n S P (A,Sm .(Qx »")) .
P’6 5 p ^ o  P»0 §

Enfin, on utilisera les notations : D = 4 -  , D =  4 -  , D. =  - r  - J r
X 1 QX c 1 Os ^ O*'

Proposition 4.-1 : Pour tout e> 0, nous avons :

(4.1) K (x,Ç,t,t') € S ( 2 , S " ® ( Û X  « “ ))  n n e P (E,SE+^ P (Qx « ” ))
*  pso P ’ *

. 2mk . 2mk
avec P - 1 ” k+ ! • 0 » 6 " k+ 1 * T ’

(4.2) Pour tout (ojPjP^Pg) dans B n x l n x M x l  tel que 2m(p1 + p 2 )< |o|, 

la quantité :

l Dt l D t ^ Dx Dî K o ( x ’ ? ’ t , t , ) ( l +

-ô|p | + p|a|-2m(p1+p2)-e

tend vers zéro uniformément dans Q x  E n x j lorsque t tend vers t'.
î

En abrégé, 3 signifiera convergence uniforme dans Qx j .

&p [ A , S,m
o , <

( ü x ®
n

§'
»

F1 P

sX
n ,

? '

IR

? I)2
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Démonstration : D'après la remarque 1.2, on a les inégalités suivantes :

(4.3) Re P b  (x,s,?)ds ^ C(t - t')k+1|F |2m dans Q x  ]Rn x £
" t ' S

(4.4) f  ( a , p ) g »  x »  j | oc | 0 + | p | t ̂  1

|DPD“b, (x,t,c) | < C |Reb 11-1 * 16- 1 i> I t | 12m< |a| 0+ |fi | t >-1« I
x  F 2m ’ ■ = a ,  p 2m 1 => 1

dans ü x I x ]Rn .

Lorsque Tq = 0, k est impair et Reb2m (x,t,§) est positif pour t positif. 

La solution K (x,g,t,t') du système (3.4) s'écrit explicitement :

(4.5) K q (x,§,t ,t ') = <

exp(-J b2m (x,s,§)ds) dans ü x  x E  

<0 pour (x,§) dans Qx. , -l<t<t'<l, t'^0

De (4.3) et (4.5), on déduit aisément que : K o (x,|,t,t') é £(Z,S"“ (O x ® n)) 

Nous allons maintenant démontrer en plusieurs étapes que :

(4.6) K € H e P ( £ , S e+2mp(Q x  K n )) .
p^o

i) Nous avons trivialement :

(4.7)

(4.8)

|KQ (x,|,t,t' ) | s 1 dans fix ]R^ x £ 

|(Ko (x,g,t,t») - 1)(1+ |||)"e | 3 0

lorsque t tend vers t', e assure en effet l'uniformité en §.

ii) Etudions maintenant D D K (x,E,t,t'). C'est une somme de termes
x ç o 7 37 ’

de la forme :

•F. -b2m(x’S’^ ds

(où ^ est un sous-ensemble fini de Tj) 

qu'on peut écrire de la manière suivante :

n

§

1*n

5
))

t

1.2, on

k+1
§

2m
t
2m

I
ls

t

t t

TT
i s

t

t

P
I
X
j n

a

I
b
2m

(x, s, ds) e

H
n

§
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-n- t Ph «i -Yj.rt , b2. (x-s -5)d»

TT (</ . , Dx D5 b2m<x’s >5>ds)e >
G€3 * S

avec y . > 0 ; £ Y -i = 1 î | ot | + | p . | > 0 
3 j€ÎJ 3 3 3

£ |ot | = |œ | ; 2 ' |p.| = |p| .

J€3 J 363 J

Outre (4.3) et (4.4), on utilisera dans le cas où les hypothèses de

(4.4) ne sont pas vérifiées, l ’inégalité suivante qui est toujours 

vérifiée (quitte à restreindre Ü x  I),

.(4.9) Pour tout (o,p) dans H n x ]Nn , il existe une constante C, telle 

que pour tout (x,t,g) dans Qx [0,1[ x ]Rn , on ait :

>“•

dx
c kl

2m- a

Lorsque |a.|@+|p.|T£l, on déduit de (4.4) que :
3 3

t a. p. t 1-ja . 10 - | p . | t
(4.10) |J D^3 Dx J b2m(x,s,§)ds| < C(J |Reb2 m |ds) 3 3 x

U J e + | p  .|t 2m0 | a . | +2mT | P . | - | a . | 
x (t - t') 3 3 |g| 3 3 3 .

Lorsque |o.|0+|p.|T^l, on déduit de (4.9) que :
0 0 

+
a . p .i P a . p . 2m-1 ce . |

•*t» D f 3 D x J b 2 m (x,® , Ç ) d S l < C ( t - f )  |S | 3
(4.11)

De (4.3) et (4.11) on déduit alors que :

(4. 12) Si \a . |e + |p . |t s 1 
J J

'•T t .y  D* ;,b2'»<’t’s,5)dsi *

<C(J^ |Reb2 m |ds)
IP-ilT *lT7T . 12 m 0 . ^ | a : j |+2mT.x~ r |p J - | a .

Isl

(4. 13) Si |a . |e + |p . |t a: 1 
3 3

t'

l L , D ? D ! J b 2 m ( l c > s - 5 > d s l < C ( J \  l R e b 2 „ l d s ) K + l  I s l
X ’  ̂ X

kTÎ i_i2 m k7ï' |aj

t

sba

It'

ß
H

á 2m

t a ß

1- o3e
k

k+1 Iß
J

a ß+
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Grâce à (4.12) et (4.13), on montre facilement que pour tout j dans 

il existe une constante C, telle que, pour tout (x,g,t,t') dans 

fi x e ” x 2 , on ait pour | ç | > 1 :

t
• - y  . f  b ( x , s , F ) d s

Y3 J + , 2m t a. p.
(4.14) | e ■ J* D J DxJ b2m(x,s,|)dsl <;

t '

£

|a .|t 3s!EL|p.|
1 I 1 3 k+ 1 K 3k+

D ^

Vu l'expression de D D K (x,§,t,t'), on en déduit que, pour tout (a,p)
x Ç °

dans l»in x ]Nn , il existe" une constante C _ telle que l'on ait dans 
__ 9 a,P ^

ti x K  x 2 :

.î.t»t')| iC „(1 + l?l>' 1 k+1(4.15) |D|>“ K 0 U , » .......- . a(p

k k 
On a donc p = 1 - 2m . 0 , ô = 2m . t .

On déduit de (4.15) que pour tout e>0, pour tout (a,p) dans N n x]Nn , 

la I > 0 :

(4.16) Dx Dç K Q (x,§ ,t,t ' ) . (1+ |ç|) ^lPl + P'0£l eJ o lorsque t \ t '

P l n P 2  n P  n «iii) On veut étudier maintenant D. D,( DH D K (x,§,t,t'). t et t'
t  X X  ?  O

jouant un rOle symétrique, nous nous contenterons d'étudier un terme de

la forme :

Da K (x,F,t ,t ' ) .t x e n  7 ^ 7 7
î °

C'est une somme de termes de la forme :

-rr p.i / t «i p,J,Dt K.®? d* b2»>(i£’s’?>ds)c ’

avec les notations de ii) et la relation £ p. = p

jes J

On étudie dans la suite, un terme du produit, qu'on note :

t

E
t . -YÎ b2m(x’S-S)dS

J't , D5 Dx b2ln( x ’ s ' 5 > d s - cP
t

3 7

c §

2mk9

2mk e
k+1

-1 at +
2mikr
k+1 ß

k
k+1

0 , 6 = 2m .
k

k+1
i

rV
t

t
\
j
b
'¿m s, S-)ds

)
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et qui est une somme de termes de la forme

avec p1+ p2 = p .
Nous distinguerons deux cas

a) p1 = 0

On a alors la majoration suivante pour |g| > 1

rt,D5Dxb2m(x«S’5)ds '
-v/t , b2m(x’s’5>ds

Re b„ ds

(x,s,§)
^ J , , 2mp

* k l

Il résulte alors des calculs de ii) qu'il existe une constante C, 

que, pour tout (x,§,t,t') dans fixEn x j  vérifiant |||> 1, on ait

(4.17)
t  .  -y S b2m (x-s ’S)ds

J't ,D5 Dx b2„(x>s'5)d s -Dt e <

c | |2mp-p|tt|+6|p|

b) P^ > 0

Alors pour ||| > 1, on majore grossièrement : 

P i  *~ n (K . ,2 m -la l . 2mp - p |o l+Ô |p I
Dt , Df x b2m(x,s,?)ds) s c ^1 * C |ç |

"fc '

DP2(e'Y ^ f b2m(x’s’?)ds) s C Ici
2mpr

On a ainsi montré que dans tous les cas on avait l'inégalité :

t

t .. „ -Vjt t b2m<x’s’5)ds'
(4.18) DP J't , Dï Dx b2»<X’S >?)'iS

|? |2mp-p U| + 6|p| _ p„„r |ç|>l.

telle

Les inégalités passent au produit et on en déduit qu'il existe une

t

IP
t

t

t

£

t

£

D
P

t

1
t

J
t'

D
ce

?
Eß
X
b

2 m
(x, 5,§ ds

(J
t

t'
|da

î

DP
X

b

(D
P

t
2
e

“ V r
IS
t'

t
I

t
2m

(x,s,§) ds
;

p a +6 ß I

ds e
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, p l P2 8 a i il 2m(P 1+Po)"pl“ l+ ô lpl
(4.19) |Dt 1 Dt , d £ d § K o (x,§,t,f) | s C(l+ |§|)

On démontre alors facilement (4.2).

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.1.

Remarque 4.2 : La démonstration de la proposition précédente montre 

qu'on a l'estimation plus précise suivante qui sera utile ultérieurement. 

Pour tout réel positif c, (c<l), pour tout (a,P,p^,P2) dans !Nn x ]Nn x H  x ]N,

il existe une constante C 0 , n —.n —
«jPjPijPo telle que l'on ait dans **x 1R x E  

1 * ? 

D ^ D | K o(x,g,t,t')| <;

-p|a|+ô|p|+2m(p +p )

‘ V f .»,.»*'1* 1* 1’ !«„(*,S.t,f)| •

Remarque 4.3 : L'hypothèse que a2m^X,ti^  eS^ Un Polyn0me ne sert <lue 

pour montrer (4.2).

Proposition 4.4 : L'intégrale oscillante (cf. [3])

(4.21) K (x,y,t,t1 ) = --- 1770 f n e
° (2n) JR

définit une fonction Cœ dans W.

Démonstration :

i) Par définition K o (x,y,t,t') = 0 pour t < t '  ; t'sO.

ii) Si (t,t*) appartient à 2, on montre aisément la majoration :

D£D“ <ei < x - y ’ 5>K0 <x) ? ) t , t ' ) l  S

constanté C, telle que, pour tout (x,§,t,t') dans Q x x E , on ait :

s C « a,p, p

|ot| + 2m(|p| + p +p )
(1+ |§|) 1 2 exp(-c 111 2m ( t - f ) k+1)

et de (4.22), on déduit facilement que K Q (x,y,t,t') est indéfiniment dif-

férentiable dans l'ensemble : { (x,y,t, t ' ) ç U , t / t ' }  .

iii) Par ailleurs, si x / y  (on suppose par exemple (t',t)

(4.20) Id
p

t
i
D
P

t
2
t

K Q (x,ç,t,t') d§
<x-y.i

(4.22) | d

P

t
1
D
P

t
2
f

X
1i y i

)
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¿72 îs»e S [ïW-J ■( 2it ) ” 11.

Ces égalités sont à considérer comme des égalités d'intégrales oscillantes, 

Grâce à la proposition 4.1 et à l'estimation (4.2), on vérifie aisément 

que pour tout (p^Pg^P j) dans W  x IN x U nx ïin x 1N vérifiant l'inégalité :

2m(p1 + p2 ) + |p| + |a| < p . j - 1 .

La quantité :

(4.23) |Dt 1 Dt? D ^ D “ (x - y) 'jK Q (x,y,t ,t ' ) |

tend uniformément vers zéro dans { U \ { x = y } }  lorsque t tend vers t'.

K Q (x,y,t,t') est donc, puisque j est arbitraire, indéfiniment différen- 

tiable dans 1 'ensemble { (x,y,t,'t ' ) Ç U , x^y}}.

La proposition est ainsi démontrée.

-Proposition 4.5 : Pour toute fonction (p dans C^(lÇ x ]0, 1[) , la distri

bution

<K (x,y,t,t'),(p(y,t')> est dans C°°(Ü x ]-l,+1[)
o y , x

La démonstration est immédiate en utilisant le fait que pour tout N, il 

existe une constante C^ telle que, pour tout (§,t') dans ]Rn x]0,l[ , on 

ait :

|$(ç,t') I <; CN (1+ |§|)"N .

■ Proposition 4.6 : Pour toute fonction \|/ dans C*(0 x ]-l, +1[) la distri

bution

<K (x,y, t , t ' ) ,v|/(x,t)> , est dans C“ (Qx [0,1[)
O X , X

(x
1

-  3
1

j I
o

appartient à £, nous avons pour tout j dans H  :

.(x,y,t , t ' )
1

[2«)
n '2 J

K¡n
g

1
i H

â_

i

j
e
L<x-y ,§>)I K

o
(x, s» "t >t* d?

j
K
u
(x, t t'

a, ¿)

■N

x-y



Démonstration : Posons F(g,t,t*)= J e1<X,^> K (x, g , t , t 1 )^ (x, t ) dx .

n °
Nous utiliserons le lemme suivant [3].

'Lemme : Soit ü un ouvert de JRn , a(x,§) un élément de S'm , ( Q x ü n) et
00 P » °  f

v(x) une fonction de C (ü), alors pour tout entier N, il existe une cons-
O n

tante C^, telle que l'on ait pour Ç dans ]R :

(4.24) |f e1<X’^ a i x ^ v i x M x l  ^ CN ^1+ |g|)m+ÔN-N
N

De ce lemme et de la proposition 4.1, on déduit que F(g,t,t') appartient 

à &(Z,S 00(K")). On remarque alors que :

J K Q (x,y,t,t • )\[/(r,t)dx dt = j* J n e"i<y,^>F(|,t,t')dg dt 
Qx I t ' JR

5

Il est clair, sur cette expression, que <Kq ,v|/> est dans C°°(Q x [0, l[ ) .

On a ainsi démontré que K Q (x,y,t,t') vérifiait (2.3), (2.4), (2,5).

Remarque 4.7 : Dans cette partie, nous n'avons utilisé de l'hypothèse 

[H3] que les inégalités < 1 et < 1 correspondent aux

conditions habituelles dans les classes Sm e : ô< 1 et n > 0.
P,à H
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§ 5. ETUDE DE K . (x ,y ,t ,t ') POUR j > 0
3

On démontre dans ce paragraphe que K.(x,y,t,t') défini par récur-
0

rence par (3.6) et (3.2) vérifie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

Rappelons que, pour j dans JJ, on définit K.(x,ç,t,t’) par :
J

t n -
-P K (x, F , t , s) .L„K . (x, g ,s, t ' ) ds dans Q X IR xî 
J . , o 3 7 2 j ’s’ ’ F

(5.1) K (x,g,t,t')=<

 ̂ 0 dans {I x [0, l [ \ z }

-Proposition 5.1 : Il existe T| (Tj > 0), tel que pour tout e strictement

positif, on ait, pour tout j dans W  :

(5.2) K.(x,g,t,t')€6(E,S"®(nx » “))n n ep(s, S e+2mp- ^ j (û x b “))
3  5  P à o  P » 0  §

qui correspondent aux1<
k+1

2mk Ô< 1 et
2mk r

j+ 1

dans ft x TB
n

I
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(5.3) Pour tout (a,P,P1,P2  ̂ dans K  x ]N x U  x ]N tel que 

2m(p^+ p^) < | ce | + 2mj, la quantité :

, P, P2 6 „ , , -6  Ip | -2mCp H-p )*p |œ l+n. a-e

|Dt Dt ' Dx Dî K j(x>î’t ’t ') ' (1+ I

tend uniformément vers zéro dans ü x  R n x j lorsque t tend vers t 1.
5

Remarquons que pour j = 0, la proposition a été démontrée au § 4. Nous

procéderons en plusieurs étapes.

i) Par récurrence sur j, on démontre facilement que, pour tout

(a,p,p ,p ) dans W n x ]Nn x x ]N, il existe une constante C . ,
1 ^ <*,p , p^, p^, j

telle que 1 1 on ait dans fi x ]R̂  x s :

(5.4) D£D®'Kj(x,Ç,t,t') | ^

£ C
P

n  ,, , 2 m ( p l+ p 2 + lp l+ la l + 'j) , + , . k + l, , 2 m ,
TÌ « r i(l+ l5 '̂  exp(-c(t - t ' ) |§| ).

i ^2 * > P ’ J

Ceci démontre le premier point de (5.2)

ii) Montrons que K.(x,F,t,t') appartient à £ (2, S ? ^(ûx ]R )). On
J P>° Ç

raisonne par récurrence sur j et on suppose donc que :

(5.5) 3 T] > O» i D ^ K ^ x ^ t , * ' )  | s c a)p(l + |ç | ) e-n. 3+Ô |p |-p |ot |

dans fi x ]Rn x 2 •

Nous aurons à utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.2 : Sous 1 ’hypothèse [Hl], on a la majoration suivante : 

pour tout réel c, 0 < c ^ l  et tout réel k, 0 ̂  < 1, il existe une constan

te telle que l'on ait dans fix K n x j :

t x
(5.6) |J exp(-c J1 Re b2m(x,s », ̂ )dsf )ds | < ( 1 + 11| ) 

t ' s

2m .
k 7 T - k

Donnons tout d'abord une majoration de |K^+ ^|. Dans l'expression de

K. (cf. (5.1) et (3.5)) n'interviennent que des termes du type suivant 
3+ i

(5.4) Id
p

t

i p

' t
[

2

k
f

K
r .
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t t p 

V *  = J\feXp(-r b2m(x,s',g)ds*) .—  b2m^(x,s,§).DPK.(x,§,S,f)ds
t s Og

avec la relation 0 < |p | + & <, 2m .

Utilisant (5.5) et [H2], on a, si ((|p | + X)0 + 1 t ) < 1, l'inégalité sui

vante dans Qx ]R^ x j  :

|a | < q ( ĵ + | e |)e - Tl* IP I I P  I+2mg ( | p |+X. )+2mXrx
P

t t

(/ expi-J Reb2m(x,s',g)ds') .|Reb2 m |
"t ' SJt , ■ Js “m ■ ■■

.n —

i-( |p|+j&)e--*T

Grâce à l'inégalité de Hblder, on déduit que, dans fix x j, on a : 

|a ] < C (1+|ç | j+ô IP l^-IP l+2m0 ( lp l+^)+2mXr x
p ,&

t t (|p|+^)0+^T
C A U \ ” V I n c u _ .  Ui37 u o /x (J exp(-c J Reb2mds')ds)

où c est une constante réelle ( 0 < c ^ l )  dépendant de (P,jO .

Utilisant le lemme 5.2, on en déduit que, dans Q x  E ^ x  j , on a :

(5.7) |A0 J < C (1+U | ) e-îl*û+ ô IPl-e-|pl+2m0(|p|^) + 2miT

P ’ 17 il
2m | P 11? 9 2mA t  . k- 2miQK~ 

x ( i+15 | ) " k+l ' k+1 " k+1

Pour que la récurrence marche, il faut montrer qu'on peut trouver T| indé

pendant de j, strictement positif tel que :

f * T | p |  -X -  loi » 2-8<IpM> ♦  2**1 • k - t t t  ■k ^  •

Du fait que le peut être choisi arbitrairement proche de 1, il suffit de 

vérifier l'inégalité stricte pour k = 1.

Cette inégalité s'écrit :

( * + e ) - i ) [ | p U ]  < _71

ce qui est possible, grâce à [H3]. On prend en effet T] vérifiant :

(5 .8 )  0 < 1] < 1 -  — j  ( t+0) .

ds).

e-H

k+1
2m JLr .le 2mX a*

2mik 2ir ß k•A 2mj£. û 2mi T

2mk
k+ l

• k ¡s-T) .K+ 1 k+ 1
. k

k+ 1

j+ ô
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Lorsque ((|p| +j 0̂ + Xt)> 1, on montre des majorations analogues en utilisant 

l 1analogue de (4.9) pour b. n .
¿¿m—Xj

On a ainsi montré que sous les hypothèses (5.5) et (5.8), on avait dans 

ü x 1 %  2 la majoration suivante :

|Kj(x,§,t,t')Uc(l+ |g|)e"1l(j+l) .

Etudions maintenant D® K . , ; on voit aisément, en utilisant la
x g j+1 ’ ’

remarque (4.2), que la majoration de ce terme se ramène à celle de termes 

du type suivant :

Yl,Y2,al,0!2,P’̂

t' t 
J exp(-cj* Reb^  ( x , s ', § ) ds1 )

t  S

ds

avec | (3 | +Æ > 0, lY1l+lY2l= lYl»la il+ l0£2 ^ = 0̂!̂ e t c  arbitrairement proche 

de 1 (c < 1) .

Deux cas sont à distinguer selon que ( |p |+ |a^ | ) 0 + (|y^I+^)t est plus 

petit ou plus grand que 1. On suppose dans la suite que :

( IP I + \a 1 1 +^)0 + ( Iy-l l+'O'*) < 1 ; l'autre cas est plus facile à traiter.

Par un calcul analogue à celui fait pour la majoration de |k . |, on ob-
n —  3

tient la majoration suivante dans ü x  ]R^x£ :

(5.9) K  v « « 6 „1 s c<i*|5|)x*e+ôIy1-p
^ 1*^2* t9 2

avec X =  U*|p|> ( f ^  (T.EO-l)*

Grâce à (5.8), on peut trouver lv de sorte que X<;-7].

On a ainsi montré (5.2) dans le cas p =0, et la propriété (5.3) se montre 

alors fac i1ement.

iii) On va montrer maintenant que K^(x,|,t,t') appartient à

S^>(E,Se"t''+^in̂ (Qx R n)) . On raisonne par récurrence sur j, et on suppose 
p,o f

donc qu'il existe T] > 0 tel que l'on ait :

(5.10) i D ^ D j D ^ V K i U . J ^ t ’)! £

s C „ (1+|5 j^lpl-pl«l-TI-j+2m(pi+p2 )+ e d a n s n x R n x -

a,P,P1,P2

§

ô
/l

Sx
Y 1

ô

ß+a
1

as

ß+a
1

b
ü m - Ä

àx
ß+Y 2 .

a.
2

K
j

ô
ß+Y 2

na.
¿

(1-k'
2mli
ik+ 1 (I P u o

1

-j. T]

+
2m r
K+ 1

¿ 4 Y 1 I) I
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Lemme 5.5 : Soit f(t,t’,s) une fonction indéfiniment différentiable

Nous utiliserons le lemme suivant [7] :

dans l ’ensemble : {(t,tf, s ) ; 0 < t f ^ s ^ t < l }  

Alors nous avons dans £

t t 
( g  11V  n P f  f1 * ( +  + t  e U e ' i  -  P n,(l  nP.11) Dt » Dt (/ f(t,f,s)ds) = J  D’ , D£ f(t,t',s)ds

+ DJ,( l DP-J DJ-t f(t, f  ,s))s_. 

j=l

_ £ q (q-l)...(q-k+ l) q-k k-1, p ( t» s))
, k! üt' s ,s;;s=t 1
k=l

On va étudier D®K^ + ̂ (x,|,t,t ' ) (le cas général se ferait de manière

analogue). On applique le lemme 5.3 avec :

f(t,t’,s) = DĴ Dç (Ko (x,g,t,s) • L2 K^(x,§,s,tf))

D ’après (5.11), on a deux termes à étudier

a) f* DP f(t t ',s)ds 
t 1

Ce premier terme se décompose en une somme de termes du type suivant :

t P 1 P., «< P2 a p Y+p a
3 D§3 K.(x,§ ,s,f)ds

avec ^ |pi | + |p2 | + |p3 | = |p|

I otx I + |a2l + Iagl = [“I

|y | + X > 0

^ P t + P2 = P •

Utilisant la remarque 4.2, on obtient la majoration :

2mp -p|a |+ô|p | t / p a
|i| s (1+|||) 1 ;t _ [|Ko (X ,?,t,S )| |d x 2 d?2 x

i P2 Y+P3 a3 \ n -
x D. D D_ K . Ids dans Ü x ' F x j  .

1 x § 3/ I

Grâce aux hypothèses (5.8) et (5.10) on obtient, en procédant comme pour

ii) la majoration souhaitée.

s=t
))

» St, t*f3
s

-1
D

-jP
t

DlP-j+l)
jî

» » »P-1)P

On va étudier DI
i

A = J
t

t'
(D
P1
t

Efi
X

D
CL 

 ̂ 1 
g

K (x, g:t, S0)D
ßr

X
E
a2

I,Y b
2m-i

D
Pr

t
D
X

♦Y
b
2m -a

X



b) Le second terme qui intervient est 

E P^P ^ -  J k + l.) pP k pk f 1 ,s) ) . On est conduit à majorer
, . K* X S S—t
k=l

pour (t,t',s) vérifiant 0 < t ' ^ s ^ t <  1 les expressions suivantes :

q 1 P1 P 1 ®i q2 P2 ®2 y Y P2 ^  aT
Bs* D D. D D K (x,F,t,s).D D D (D b„ ,)oD D D.^D 3D K ,(x,g,s,t') 

s t x g o ’ = ’ ’ s x g g 2m-4 s x t x g o *

avec qx + q2 + q3 = k - 1

p1+ p2 = p - k
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I p J  + Ip2 I + Ip.

I « i I  + I«2 ' + 'a 3  ̂ = 'a '

Iy I + A > o

1 ^ k ^ p .

Utilisant les hypothèses de récurrence, on a : 

2m(p1+q1)+ô |pi l - p | a 1 |+2m-A-|Yl

+2m(p2+q3)+ô(|p3 l+y)-p|a gl + e-H.j

IB| s C(l+|g|)

x ( 1+ | g | )

| b | s ; c ( l + | g | 2 m ^ p )  +  Ô l ^ l “ p l “ l “ 'e " l ' Y l + Ô l ' Y l +  e " ^ ' j

Cette majoration est en particulier vraie pour s = t  (C est indépendante 

de (t,tf,s)). La récurrence marche si :

- i  - |YI + ô|YU-n .

Or d'après (5.8), on a

T] c  l-fîji1!  ( T + e ) £ l - ô « ; j e  + ( l - ô )  IY 1

lorsque |y\+& > 0.

De a) et b) on déduit que (5.10) est vrai pour k= j+1. On a ainsi complè-

ß
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tement démontré (5.2). Le point (5.3) s'obtient sans difficulté en exa

minant la démonstration de (iii). La proposition 5.1 est ainsi démontrée,

Proposition 5.4 : K.(x,y,t,t') défini dans U par (3.6) et (3.2) vé-
3

riîie les propriétés (2.3), (2.4), (2.5).

On renvoie aus démonstrations des propositions 4.4, 4.5, 4.6, compte- 

tenu de la proposition 5.1.

§ 6. ETUDE DE F.(x,y,t,tf) DANS U
J

Nous terminons la démonstration du théorème 1 en montrant que

F.(x,y,t,tf) défini dans U par (3.7) et (3.2) vérifie (2.6).
3

De la proposition (5.1) et de la définition de L0 , on déduit :
A

Proposition 6.1 : Pour tout e strictement positif et tout j entier,

on a les propriétés suivantes :

(6.1) Pour tout (PjP^jPg) dans K n x I  x il , il existe une constante

C n JL
0,Pi,Po telle qu'on ait dans fix® l'inégalité suivante :

1 ^ S

. Pi Po o , . , e-T].j+ô|p|+2m(p +p +1)

l°t Dt' Dx F i(x^ » t ’t ') l ^ CR n n (l+l§l}1 / 1 / X 3 P 9 P ̂9 1*2

(6.2) Pour tout (0,P1,P2) dans ÏJn x ]Nn x ÏI tel que 0 ^ P 1 + P g <  j, la 

quantité

Pi  Po o . . - ô  |p l + T|. e - 2m(p +p + 1)
Jx.E.t.t') . (l+l?l) 1 2ID̂ .1 Dt2 Fj (x, g , t , t ' ) . (l+|ç|)

. n  —
converge uniformément vers zéro dans flxlR^x^ lorsque t tend vers t 1

Rappelons que F.. (x,y,t,t ' ) = --- Si/j» / n el<X~y ’^>F • (x, §, t ,t ' )d§ . On
( 2 7c )

déduit de la proposition 6.1 que :

Proposition 6.2 : La suite F.(x,y,t,t’) (jçlï) vérifie (2.9). Plus
j

précisément, pour tout j dans ïi, pour tout («XjpjP^jPg) dans 

M n x l n x m x l  vérifiant |p | + | ce | + 2m(p1 + p£ + l) < Tj. j - 1,' on a
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P 1 Po ft /y O
(6.3) D+ D+T D® F.(x,y,t,t») 6 C°(ü ) .x x x y j

Démonstration : Evidente grâce à (6.1) et (6.2).

Remarque 6.5 : On pourrait mettre en évidence que l ’hypothèse [H3]

sous la forme ô< p n'est utilisée en fait que pour montrer que

F.(x,y,t,t') vérifie (6.3). Cette condition intervenait pour les classes 
J 

v m
S . dans des circonstances analogues dans [11. 
p ,o

****
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Récemment, M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont introduit une classe 

d'opérateurs différentiels définis dans ]-T,T[xfi (T> 0, fi ouvert de ]Rn) 

qu'ils ont étudiée du point de vue du problème de Cauchy (voir [1] et

[2]). Ils ont démontré en particulier que si l'on part d'une distribution 

u régulière (aü sens de [2]) telle que Pu soit dans C°°i ]-T,T[, <0 ' (fi) ), 

(où P désigne un opérateur de la classe), alors u est dans 

C’"( ]-T,T[ , *S) ' (0) ) ; (voir [2]).

Nous nous intéressons ici à la régularité C00 en (x,t), et 

montrons que les opérateurs de cette classe, pour lesquels la surface 

t = 0  est caractéristique, ne sont jamais hypoelliptiques.

Ce résultat généralise un fait déjà connu pour les équations diffé-* 

rentielles ordinaires (voir [5]).

Nous tenons à remercier les professeurs M. S. Baouendi et 

R. Beals qui nous ont signalé que le lemme 2.1, énoncé dans une première 

version de ce travail,n'était pas démontré dans [5] dans le cas général 

où nous l'utilisons.

§ 1. PRELIMINAIRES.

Soient 0 un ouvert de JRn et T un nombre réel positif. On pose 

Q =  ]-T,T[x fi et on considère l'opérateur différentiel

(1.1) p(t,x;Dt ,Dx ) = tkD™+ am_ 1(x)tk-1D“"1 + . . . + am_k (x)D” _k +

• ' / - 1 I  to(P,P)DP (tjX)DP ,

P=o IpUm-p P ’P

où k et m sont des entiers tels que m ^ k > 0 ,  a(p,p) = Max(0,k + p-m+1)

P '=■—  » D = —  et où les coefficients a. (x), a Q (t,x) sont respective- 
t dt ’ x dx x p,p

ment dans C°°(fi) et C°° (ç>) .

Cette classe d'opérateurs a été introduite et étudiée du point de 

vue du problème de Cauchy dans [1].

Précisons quelques notations. On posera

/ . f •> k m  y \ , k- lni“ 1 / N _m-k
(1.2) Po (t,x;Dt ,Dx ) = t Dt + am_ 1(x)t Dt + .*. + am_k (x)Dt

L'équation déterminante associée à l'opérateur P sera par définition :

(1.3) f (X) = X(X-l) . . . (X-m+1) + a , (x)MX-l) . . . (X-m+2) + . . . .
m-1

+ a . (x)X(X-l) ... (X-m+k+1). 
m-k

§ 0. INTRODUCTION

Les racines de ce pplynôme seront notées



Le but de ce travail est de démontrer le

Théorème 1.1 : L'opérateur p défini en (l.l) n fest hypoel1iptique*

dans Q .

Remarques 1.2 :

a) Le théorème 1.1 est déjà connu dans les deux cas suivants :

t k . .. .
1. O  = ]-ï,ï[, P = t D™ + E bin_i (t) t D^_1 cf. [5].

i = o

2. m = 2, k = 1, a 1(0) = 0 cf. [6] .

b) M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont montré dans [2] q u fil existe un 

espace de distributions E relié à l'opérateur P et proche des distribu

tions usuelles tel que si uç E et Pu ç Cœ( I , ci) ' (Q) ) alors u € C°°(l ' (^) ) 

où I = ]-T,T[ .

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.

Pour démontrer la non-hypoellipticité de l'opérateur P nous utilise

rons le lemme classique suivant (cf. [4], [5]).

LEfrîME 2.1: Soit P un opérateur différentiel à coefficients c” dans un ouvert

de tRn . Supposons qu’il existe une suite de distributions (u ) dans 0 et
n .

f l j  ce a 1

(1) 3 i e  W  : u 4- C1(01) V u

(2) V j <?■ K  3 ; ^'n > n 0 (j) P u n e

(3) V j e N 3 : V « » n^j) u^+1 - u^ <& C^O) .

Alors P n'est pas hypoelliptique dans 0 .

Démonstration : On peut supposer les suites 

Pour j >i et pour les indices n tels que

ino(j)} et (n^(j)} croissantes, 

n^ (j ) n < n (j+1) on a

( 1. -1 ) s K 5 k IV-t °, A
K +  ¿U

1 i • * • yX lit =  rn -  k -  1

-2-

u
n+l n

C j, G
1'

« Il existe donc f
n
c. C (0) telle que

(*) S u p

Ia ! Í

xcO\1

I»
OL

U
n+1

*~U -f
n I

< ]

2
n

1

(2) V j «■ m 3

(3) V j e  IN 3 n
1N

n
o :j)

(j)

( C i )cj
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n
u>

D'après (*), la série (u -u -f ) converge dans Ci+1(ff,) 
n=n.,(i+l) n u  n n !

1

n^ (i+l)-l

“ “ “ * vart “o + J2' ‘"n*!'"»’ " “n (i+l)-l *  •
n=o 1

On en déduit que: la distribution

oo

u <= u' .+ X  1 (u J -u -f ) 
o _( n+1 n n

n=o

n'appartient pas a CL(0̂ ) .

_N
Nous allons montrer que Pu o  C (tf ) pour tout N . Soit ni l'ordre cîcî 

A g IN tel que : F ÿ. nQ(N) , ü n^N+m) . On a

P» -  H u o H- Y ~ |  (U l l t l - u n- £ n ) } ,  P {  2 ]  ( u n r t - » n - y >  -  r V l  *  PV2 •

n~o n-i

On a V1 - ut + f où f «  C<°(0’1) donc PV^- (^(Ü.^ car l :> n (N). .

V i

D'autre part d'après (*) et la condition (3), \ 1 (u -u -f ) converge dans 
/ j n+1 n n
n =  i

CN+m(0^) et donc PV2 £ 0 % ^  d'où Pu e C*(Cf ) .

Nous allons maintenant réduire la démonstration du théorème 1.1 a

celle des deux cas suivants :

Cas 1 : Il existe un point x de Q, un voisinage V de ce point et une 
— —  1 o 7 x
racine X(x) de l ’équation déterminante (1.3) tels que :

* On rappelle qu'un opérateur Q est dit hypoel1iptique dans un ouvert 0  

si, pour tout ouvert ou de 0, uÇ^'ÎO) , Qu £ C°°(uü) impliquent u£C°°(u)).

Lor n < n
1 '
(i+i: on posera f 0

C e f  )c
,i

I - 1 co

S  ( "i U 0
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(2.1) x*-*X(x) est C clans V
x
o

(2.2) x,^A(x) ne prend pas de valeurs entières relatives dans V
o

(2.3) Il existe N G Æ tel que N < Re À(x) - N + 1 dans V
o '  o o x

o

(2.4) gradX(x) jé 0 •¥■ x Ç V ou gradX(x) = 0  ¥  x Ç V
o o

(2.5) Pour tout n dans ü  \ {0}, f(A(x) + n) / 0 ■¥■ x£ V
o

Cas 2 : II' existe x £ Q, V voisinage de x tels que :
------ o x o 1

o

"(2^6)' : l'équation déterminante f(A) ne dépend pas de x dans V

o

(2.7) les racines de l ’équation déterminante, f(X)=0, sont des entiers 

relatifs.

En effet, il se peut tout d ’abord que l'équation déterminante ne dépende

pas de x dans un ouvert V de Q. Dans ce cas les racines (i= l,...,m)

sont des nombres complexes. Si tous les sont des entiers relatifs,

nous sommes dans le cas 2. Dans le cas contraire,soit X. la plus grande
o

des racines non entières ; nous sommes dans le cas 1 avec X =
o

Si l ’équation déterminante dépend effectivement de x dans Q alors :

a) il existe un point x de Q, un voisinage V de ce point, un indice
x i

i ( 1 ^ i = k)tels que dans V on ait, pour i = 1,2,...,k :

^  1

f ou bien ReX.(x) < Re \ . (x)

li( 2 . 8 )  <

v, ou bien ReX.(x) = Re À . (x)

b) Si X. n ’est pas constant, il existe x^Ç V et V voisinage de x,
2 x2 2

dans V tels que x*->A. (x) soit C°° dans V (ci*. Toi), x^X. (x) n'ait 
X1 1 1 X2 '1 

pas de valeur entière et tels que (2.3) soit vraie. D ’autre part

f(V- (x ) + n) /  0 pour n£ ÏMA, xt V d'après (2.8). Enfin il existe
1 1 X2

x Ç V  , V voisinage de x dans V ,tels que ¿iradA. (x) / 0 pour
o x^ ’ x o x ’ 1 * 1 „ ^ F

2 o 2 1
xÇ V . En effet,dans le cas contraire,pour tout y de V et tout

x0 ‘ X2

i

cas les racines
i

sont des entiers relatifs,

contraire,soit A
i

la plus grande
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voisinage V de ce poi n t , x »-♦ grad X . (x) aurai t un zéro dans V , donc
y  ̂̂  y

gradX. (x)=0 dans V ,ce qui impliquerait X. constant.
1 1 X2 11

Ainsi dans V (2.1)......(2.5) sont vérifiés.
x 9 9
o

c) Si X. est constant,mais X. Ç (C \ 2Z ,il est facile de voir que nou^
1 i 1 i 

sommes encore dans le cas 1.

d) Si X. € 7L , il existe x , V , iQ tels que

xi 1 X 1 2

ou bien ReX. < ReX.
1 12

¥  xÇ V i / i
x ! *

ou bien ReX. = Re X.
1 l 2

Si X. est non constant ou si X. est dans C \ 2Z ,on raisonne comme en a)
12 X2 

et b) ; on est dans le cas 1.

Si X. est dans 7L ,on regarde X. etc...

12 *3
e) Si X. ,X. ,...,X. sont dans 2Z,alors X. ne peut pas être constant

1 1 X2 xk-l Xk 
sinon f(X) ne dépendrait pas de x. On est donc dans le cas 1.

A. Démonstration du théorème 1.1 dans le cas 1.

Nous commençons par construire certaines distributions, qui nous 

seront utiles dans ce paragraphe.

Soit x h X ( x ) une fonction définie dans un ouvert V de Q satisfaisant aux 

conditions (2.1), (2.2) et (2.3). On pose, Y(t) étant la fonction d'Hea- 

viside :

r H(X(x)) = Y ( t ) t ^ X  ̂ lorsque ReX(x) >-1 pour x dans V.

(2.9) <

H(X(x) ) = --- è-7— r H(X(x) + l) lorsque -h< ReX(x) ^ -h + 1
\ 1 + X(x; dt

h = 2,3, ... ; x€ V

Il est facile de vérifier les propriétés suivantes : 

f t H(X(x)) = H(X(x) + l)

( 2 . 1 0 ) <

~  H(X(x)) = X(x) H(X(x) - 1) .
\ dt



Supposons en outre que gradX(x) ^ 0  dans V,donc, par exemple, que

O X  ,
/ 0 dans V. Pour p £ U  on définit :

( 2 . 1 1 )  J

H (X (x),0) = H(X(x))

 ̂ H ( M x ) , p )  = SxTbT' d f ~  H ( X ( x ) , p - l )  
' 1 1

On vérifie de même les relations

tH(X(x),p.) = H(X(x) + l,p)

-(2.12) <( -^H(X(x),p) = X(x)H(X(x)-i.,p) + pH(X(x) - l,p-l)

T--  H(X(x),p) = ---  H(X(x),p+l)
ô x . o x .

1 1

Remarquons que pour ReX(x) > -1 , on a H(X(x) , p) = Y(t) (Log t)P t ^ X  ̂. Consi

dérons maintenant un triplet (x , V , X(x)) satisfaisant aux conditions
o 7 x

o
énoncées dans le cas 1. On a la :

Proposition 2.2 :

a) Si gradX(x) est différent de zéro dans V ; pour tout n de INi, il
o

existe des fonctions x w  c, (x) (j& = 1, . . . , n, p = 0 # . . . ,m.n) de classe C°°
i x*, p
dans V , des fonctions a*?(x,t) ( i = 0, . . . , m (n+1 )) de classe C°° dans 

o
V X ]-e,+e[ telles que,si l'on pose : 

o

(2.13) <

u (t,x) = H(X(x))

n m . n
u (t,x) = H(X(x))+ r r C (x) H(X(x)+4,p) 
n i = 1 p=o * ’P

on a

m ( n+1 )

(2.14) p u  (t,x) = y; a . (t, x) H (A (x) + n+1 - m+k, i )
1 = 0

b) Si gradX(x) est identiquement nul dans V , pour tout n de W  ,il

o
existe des fonctions c^(x ) - l,...,n) de classe C°° dans V , une fonc- 

n o
tion a (x,t),C dans V x ]-£, +e[ ,teJ Les que,si l'on pose :

-5-

dÀ



-6-

(2.13)'

on a

(2 .14)1

u (x,t) = H(X)

n
u (x,t) = H(X) + 2 c.(x)H(X+i)

V n £=1 *

p u  = an (x,t) H(X + n+1 - m+k)
n

On ne démontrera dans la suite que le cas a), le cas b) ayant une démons

tration analogue.

Il est clair que la suite (u ) donnée par la proposition 2.2 satisfait
n

aux conditions du Lemme 2.1. Commençons par démontrer le :

Lemme 2.3 :

(i) Pour tout entier n > 0, on a :

(2.15) P H(X(x)+n,p) = £ c*, 
o „ X/

J0 =  O Laxi
f (X+n) H(X + n -  m + k, p - jO

(ii) Pour tout entier n = 0  et tout entier p^0>il existe des fonctions

b„ , JL = 0,1,...,p, de classe C* dans V ,telles que,dans l-E.Ef x V
X,p,n * * ’ ’** x ’ i »  j > l 3

on ait :

(2.16) P ( I b. (x) H(X(x) + n,i)) = H(X + n - m  + k,p) .
° SL=o -e’n>P

Démonstration du lemme 2.3 :

(i) La formule (2.15) résulte facilement de la relation suivante

. p a
D* H(X(x) + n,p) = 2 cP f(X+n)...(X+n-i+1)} H(X+n-i,p-i)

• x  j e = o  ô x

que l'on démontre par récurrence sur i en utilisant (2.12).

(ii) On raisonne par récurrence sur p. Pour p= 0,(2.16) résulte de (2.15) 

avec p = 0 et de (2.5). Supposons (ii) vraie à l'ordre p. D'après (2.15) 

on a :

p+ 1
P H(X(x)+n,p+1) = 2 a (x)H(X+n-m+k,p+1-X) + f(X+n)H(X+n-m+k,p+l)

0 i = i ^>P>n

Soit

i

o

p

en posant I i1 I
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(2.18) Po { 7 0 ^  H(X(x) + n,p+l)} =

P
= H(X+n-m+k, p+1) + Z afl , (x) H(X+n-m+k,p-X1)

' JL'=o Z ,P,n

D'après l'hypothèse de récurrence, pour l = 0,1,...,p, il existe des 

fonctions Cœ d. .(x) telles que :

p-i
P ( £ d. (x) H(X(x) + n,i)) = H(X+n-m+k,p-£)
0 i=o

Il existe donc des fonctions C°° e. (x) telles que :
i, p,n

P P
(2.19) P { E e0 (x)H(X(x) + n,j&)}= z a. (x) H(X(x) + n-m+k, p-l ) . 

° i=o x ’n »P je=o x ’p ’n

De (2.18) et (2.19) on tire

Poff(XVn) H(X(x) + n,p+ l) - z e (x) H(X(x) + n,X)} =
Xj — Q

= H(X(x)+n-m+k,p+1) .

C.Q.F.D.

Démonstration de la proposition 2.2 :

On va raisonner par récurrence sur n. Pour n = 0 ,  on a :

P H ( X ( x »  = p H(X(x) ) + ( p - p  ) H(X(x)) 
o o

,P H(X(x) ) = f (X(x) )H(X(x)-m+k) = 0 car X est racine de f(X(x)) = 0 
o

(P-P )l(l(x)). I S ta(p,|5)Dja„ .(t.x)^ H(Mx)) 
° p=o lelSm-p 1

En utilisant les formules (2.12) on obtient

( P - P  )H(X (x) ) =
O

m - 1  l p l  3
= E E E E bn r 4 g (t,x)H(X-p+a(p,p) 

p=o |p|:sm-p j = 0 l=o P ’P ’J»

où a(p,|3) = Max(0,k+p-m+1).. D'autre part

X-p+a(p,p) = X + k - m  + 1

fonctions C°° d
J, n, P> i

(x) H(X(x) + n,i)) = H(X+n-m+k, P-J0)
n, P,

(x) H(X(x) + n-m+k, P--6 )
A, P» n

m -1

I )j-

(x) H(X(x) + n,£)} =
n , P
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on a donc 

m 
( p - P )H(X(x)) = z c. (t,x) Н Ш х ) + к-т+1,1) о . î 7 

i = o 

ce qui est précisément (2.14) avec n = 0. 
^ u n n o Q o n s oiiP l'on ait construit u .u u . on obtient u , de la 

О '. i n n+1 
manière suivante : on résoud 

ai(ii-hi) 

p (u - u ) = - z а П(0,х) H(X+n+l-m+k,i) . о n+1 n . 1 7 

i=o 

D !après le lemme 2,3,ceci est possible et on a : 

m ( n+ 1 ) i 

u = u n + £ s c0 .(x) Н(Х(х) + п+1,Л) n+1 n . л L n, i 7 

i=o ¿ = 0 7 H 

ce qui montre que u „ est bien de la forme (2.13). Ensuite on a : 
n+ 1 

P u = P (u . - u ) + (p - p ) (un - u ) + p un . 
n+1 о n+1 n о n+1 n n 

Il est facile de voir que 

m(n+2) 
( P - P )(u - u ) = s а П (t,x) H(X(x)+n+2+k-m,i) о n+1 n . 1 7 

1 = 0 

et que P u л est bien de la forme 2.14. 4 n+1 

Remarque : Si on suppose que les coefficients de l'opérateur p sont 

analytiques en x, on peut préciser la proposition 2.2 en construisant 

une solution de l féquation P u = 0 , comme il a été démontré dans un 

cas particulier dans [ 6 ] . 

B. Démonstration du théorème 1.1 dans le cas 2. 

Nous allons, tout d fabord, comme dans le cas précédent, construire 

une famille de distributions. Soit \ un entier relatif et p appartenant 

à H ,on pose 

R(X,p) = t X ( L o g | t | ) P lorsque X > - 1 

(2.20) I R(-l,p) ^ ( L o g | t | ) P + 1 

R(X,p) = ^ - i { ^ R U + l , p ) - p R ( X , p - l ) ) . 
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Nous renvoyons à [5] p. 121 pour la justification de cette définition. 

Notons simplement que l'on a les relations

(2 .

t R(X,p) = R(X+l,p)

dt
R(X,p) = X R(X-l,p) + pR(X-l,p-l)

La démonstration qui suit s'inspire de celle de [5] et se décompose en 

plusieurs étapes. Soit X^ la (ou l'une des) plus grande racine de 

f(X) =0. °

(i) X  ̂ = m - k : 
: o
Lemme 2.4 : Pour tout n de Ji il existe des fonctions a (t.x) et ---------- n 7

0 (t,x) de classe C°° dans l-e. + ef X V avec a (x,0) = 1 telles que,si 
n J L x n

o
1 1 on pose

(2 . 2 2 )

on a

(2.23)

X.
i

u = a (t,x)Y(t)t ° 
n n

X. +n+k-m+l

P u  = p (t,x)Y(t)t ° 
n n

Démonstration : On construit la suite (u ) par récurrence sur n. Pour -i--- -----------  n ,
n = Q on prend

X.
i

u (t,x) = Y(t)t 
o

en remarquant que pour X. = m-k on a

X. X.
X A  X X

p[Y(t)t °] = Y(t)p(t °) = y(t)Po (t °) + Y(t){p-pQ}(t °) =

x.
X

X. -m+k X. -m+k+1
x x

= Y(t ) f (X. )t ° + Y (t ) t ° B (t,x)

•Comme f(X^ ) = 0, cela prouve que Pu est bien de la forme (2.23). 
o

Supposons u ,u.,...,u construites. Pour obtenir u „ ,on commence
o l7 7 n n+1

par résoudre pour t > 0

p„(vn ) =

X. -m+k+n+1

d

o

o

2 1 )

ßn
(O x )9o

t
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ee qui est possible en prenant

X. +n+l 
î

t ° p (0,x) 
_________ *n ’

Vn ~  f (X. +n+l)

On pose ensuite :

X . , n+ 1
i ( t p 'j

u . = u + Y(t)v = Y(t)t ° a --T7Z-----^-pr \
n+1 n n 1 n f(X^ + n+l) J

o

Il est alors facile de voir que p u  . est de la forme (2.23). La suite
n+1

(u ) ainsi construite satisfait aux conditions du Lemme 2.1. 
n

(ii ) m-k > X _. = 0 :
o

Remarquons tout d'abord que dans ce cas nous avons :

r f (X. ) = 0 ; f ' (X. ) = 0

(2.24) < f'(X. + JL) £ 0 i = 1, . . . ,m-k-l-X.
1o o

Proposition 2.5 : Pour tout entier n = 0 il existe des fonctions a^, b^,

a , (3 de classe C dans ]-e,e[xV telles que si l'on pose 
n n o

(2.25)

alprs

(2.26)

u = a (t,x) . R(X. ,1) + t b (t,x) , 
n n î n

o

p u  = a (t,x)R(n, 1) + tn p (t,x) 
n n ’ . n ’

Lerame 2.6

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Po R(X. ,1) = 0 
o

X. +^-m+k

IF !

P R(m-k+je,l) = f (m-k+i) R U ,  l) + f ' (m-k+i)t ; I f ®

P tm"k+X = f(m~k+i)t‘e
O

o

f(m-k+A) 0 i  = 1,2

i
o C < i

<
n« k- 1 io

F (X
i
o

) f O
1
o

+ J » t



Démonstration : (2,30) est un cas particulier de (2.24). La relation 

(2.29) implique (2.27) et (2.28) en utilisant (2.24). Quant à (2.29) ei1 

se démontre en utilisant (2.21).

Démonstration de la proposition 2.5 :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 ,  on écrit :

X. -m+k+1
i

P R(X. ,1) = t ° a(t,x)+ p(t,x)R(0,l)
o

où a et p sont des fonctions C°° dans ]-e,e[xVx
o

Utilisant *(2.24) et (2.28) on construit facilement u sous la forme :
o

m-k-l-Xi
u (t,x) 
o

2 ° c Q (x)R(X. +1 ,1) 
Z=o 1 lo

ce qui, compte-tenu de (2.21), montre que u q est de la forme (2.25). On 

utilise ensuite le lemme 2.6.

ce qui est possible grâce à (2.30), (2.29). Il s'en suit que (2.25) est 

vérifié pour ainsi que (2.26).

La démonstration se termine en utilisant le Lemme 2.1.

(iii) X. < 0  : 
o

Dans ce cas nous avons :

On suppose maintenant u ,u,,...,u construits ; pour obtenir u „ on
o ’ V  9 n 9 n+1

procède la manière suivante ; on résoud

- u  ) = - ftn p. (0,x) + R(n, 1) a (0,x)} 
n L r n i n J

( f(X. ) = 0 ; f(X. +ji) J  0 : 0 < ji < -1-X. , l € H
i i 7 i 9i

oo o

(2.31) ^ f'(i) 0, f ' U )  / 0 , O s i  a m-k-1

f (m-k+i) ¡é 0 i e ü

La démonstration dans ce cas est voisine de celle de (i i ) . On utilise 

les relations du Lemme 2.6 pour démontrer le :

-11-

e

p
o n-f i

1 vérifié pour u
n+ 1
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Lemme 2.7 : 

1. *£ÇH:0<ZÎ m-k-l-X. , } c , c £ € Œ : 
o ' ' 

\ i +1 +i.-m+k 

(2.32) P o { C j e t t ° + c i 2 R ( X . + £ , l ) } = t ° 

7 7 O 

2. ¥ i g XM : Jl > m-k-l-X. , } c, ç Œ : 

\ i +1 X +4-m+k 

(2.33) P {c, t ° } = t ° 

3. ¥ £ ç N : i > m-k-l-X. , 3 b £ b ç Œ : 

o 7 7 

î 
(2.34) p (b. t ° + b , 0 R(X. +£,1)} = R(X. +£-m+k,l) . 

o 1 £ , 1 Je ,2 i ' ' î 
7 7 o o 

On construit ensuite des distributions u de la forme : 
n 

X. 
î 

(2.35) u (t,x) = t °a (t,x) + Log|t| . p (t,x) 

telles que : 

(2.36) p u = t n a (t,x)+ t n(Log|t|) b (t,x) . 

n n 7 n 
On prend u^ sous la forme 

-X. -1 n „ m-k-l-X. 
î X. +£ î 
o î r — o 

u (t,x) = s c,(x)t ° + 2 _ c.(x) R(X.' +Jt,l) 

î 
o 

ce qui est possible grâce à (2.32) avec P U q de la forme (2.36). On 

termine ensuite la démonstration comme au cas (ii). 

Ceci termine la démonstration du Théorème 1.1. 

Remarque : Notre méthode s 1applique à des opérateurs plus généraux 

que ceux définis en (l.l), plus précisément aux opérateurs : 

_ z _ _ \ ,k ̂ m / N .k-l^m-1 / N _m-k 
p(x, t,D ,D, ) = t D x + a , (x) t D. + . . . + a . (x)D. + 

7 7 x t t m-1 t m-k t 

+ "s I . t a ( p » P ) D Î a ft (t,x)D< 3 

où k, m, et m' sont des entiers tels que m' ^ m > k > 0 et 

a(p,(3) = max(0,k+p-m+1) . 
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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUES

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER





Il a é té  montré dans [19] que les  opérateurs du type de Fuchs introduits  

dans [ l ]  ne sont pas hypo-e l l ip t iques  e t  dans [2] q u ' i l s  ont cepencant une certaine  

régular ité  dans la d irec t ion  normale.

Dans ce t  a r t i c l e ,  on é tudie  l 'h y p o - e l l ip t i c i  té p a r t i e l l e  ( i . e .  : l 'hypo-  

e l l i p t i c i t é  à part ir  d'un espace de d i s tr ib u t ion s  C°° dans la d irec t ion  normale) 

d'une c la s s e  d'opérateurs du type de Fuchs s a t i s f a i s a n t  une certa ine  propriété de 

quasi-homogénéité. En p a r t i c u l i e r ,  on montre que l ' h y p o - e l l ip t i c i  té  p a r t i e l l e  se 

ramène à l ' é tude  d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  ordinaires .  Cette réduction a déjà 

é té  mise en évidence pour l ' é tu d e  de l 'h y p o - e l l ip t i c i  té  des opérateurs introduits  

dans [13] ; certa ins  de ces opérateurs é tant  des modèles micro-locaux d'opérateurs  

pseudo-d i f férent ie ls  à carac tér is t iques  multiples  d é f in i s  de manière invariante  

sur une -variété [9] , [10] , [25].

Soient L(t ; Dx , Dt ) l e s  opérateurs d é f in i s  surHR x IRn = { ( t , x ) s t  efR,

INTRODUCTION.

m
i. par

L(t; Dx 9 r
t.)

y
a+<5

a +j
Q +j

<m
£ m

p
=0

t
.a+6 n +j na

X
Cj
t



a . t  C. Leurs symboles L(t;Ç,T) v é r i f i e n t  la propriété  de quasi-homogénéité
w

suivante :

l ( j  ; x6 ç , Xt) = x‘ a L ( t , ç , t )  

pour tous X > o , t t f R ,  ç e  lRn, t 6 IR. A lors ,  s i  L(t  ; Dx , D̂ J e s t  e l l i p t i q u e  

pour t ^ o ,  L e s t  partie l lement hypoel l iptique  dans IR x fRn (resp. fR+ x (Rn =

{ ( t , x )  € 1R x lRn ; t  > o}) s i  e t  seulement s i  l 'équation L(t  ; ç ,  Dt ) u ( t )  = o 

n'admet que la so lu t ion  t r i v i a l e  dans -Æ(lR) (resp. -¿(ÎR+)) pour tout ç f  o 

(théorèmes 1.2  e t  1 .4 ) .  De p lu s ,  s i  la  var ié té  t=o n 'e s t  pas cara c tér is t iq u e  

pour l 'opérateur  L, on peut remplacer dans l e  r é su l ta t  précédent "partiellement  

hypoell iptique" par "hypoel liptique". Ainsi :

1) L'opérateur L = D2 + t 2 Dx + X Dx (a -  - 2 ,  6=2) e s t  hypoel l ip t ique  dans (R2

s i  e t  seulement s i  X # ± (2n +l) ,  n cfN. Ce r é s u l t a t  a déjà é té  obtenu dans [13] .

2) L'opérateur L = tD^ + Dx + X (a =-1,  6 * e s * partie l lement hypoel l ip t ique  

dans fR+ x ÎR quel que s o i t  X € C.

3) L'opérateur L = t  (D2 + Dx ) + X Dt  + y Dx (o =-1 ,  6=1) e s t  partie l lement
2 _  

hypoel l iptique dans IR e t  e s t  partie l lement hypoel l ip t ique  dans (R+ x(R s i  e t

seulement s i  y jé ± (2n + i x ) ,  n fefN.

4) Soit  l 'opérateur L = tD^ + t 2k_1 D2 + XDt  + u t k_1 Dy ( c r « - l ,  6 = k ; pour k=l,

on retrouve l'exemple précédent). On suppose que 1-iX jèîN \  k.IN. A lors ,  s i  k e s t

2
un e n t ie r  impair, L e s t  partie l lement hypoel l iptique  dans IR e t  e s t  partie l lem ent

hypoel l ipt ique  dans IR+ x IR s i  e t  seulement s i  y ± ((2p+l)k + i x - l ) , p eIN. Si k

2
e s t  un e n t ie r  pa ir ,  L e s t  partie l lement hypoel l iptique  dans IR ou IR+ x fR s i  e t  

seulement s i  y ï  ± ((2p+l) k + ix -1 )  p €ÏN.

Plus généralement, on considère la  c la s s e  d'opérateurs :

- 2 -

où D
x - i 3

ax 9 Dt - i a
8t 9 m£ fN, 6 > O, o e n avec o + m e t  o + 6m e iN ,  e t

L l
i« +j < m

a
St

( t ,x ) t'
a+6 a +

oa

X
Dj

t

1
1 ) e s t  partie l lement hypoel l ip t ique

3.
j



- 3-

où [o+ô|a |+j]  désigne le  plus p e t i t  en t ie r  o supérieur ou égal à c+<5[o\ + j  .

Sous une hypothèse d ' e l l i p t i c i t é  pour t j * o ,  on é t a b l i t  une condition su f f i sa n te  

d ' h y p o e l l i p t i c i t é  p a r t i e l l e  analogue à c e l l e  donnée pour la c la s se  précédente 

(théorèmes 1-1 e t  1 .3 ) .

2 2 i
Par exemple, l 'opérateur L = t  Dt  + tDx Dt  + i + X Dt  (o = - 1 ,  6 = £)

9 —

e s t  partie l lement  hypoel l ip tique dans (R e t  dans fR+ x ÏR quel que s o i t  à £ î .

Les notations e t  r é su l ta t s  sont regroupés dans le  chapitre I.

Le chapitre II qui commence par l ' é tu de  de quelques espaces de d i s t r i 

butions e s t  e ssent ie l lem ent  consacré à des r é s u l t a t s  d ' ind ice  pour des opérateurs 

d i f f é r e n t i e l s  ordinaires ,  r é s u l t a t s  qui sont e s s e n t i e l s  pour l ' é tu de  des opérateurs  

à plusieurs  var iables .

On démontre, dans l e  chapitre III l e s  r é su l ta t s  d 'h y p o e l l i p t i c i t é  

p a r t i e l l e  (théorèmes 1 .1 ,  1 .2 ,  1 .3 ,  e t  1 .4 ) .  Deux méthodes sont u t i l i s é e s  : 

une première méthode basée sur des quotients d i f f é r e n t i e l s  à part ir  d'une e s t i 

mation a prior i  e t  une deuxième méthode basée sur une construction d'une parametrix 

p a r t i e l l e .

L'étude des conditions s u f f i sa n t e s  d 'h y p o e l l i p t i c i t é  p a r t i e l l e  (condi

t ions  3 e t  3 ' ) ,  i . e .  l ' é tu de  du noyau dans xS(iR) ou (ÎR+) d'opérateurs d i f f é 

r e n t i e l s  ordina ires ,  e s t  f a i t e  dans l e  chapitre IV. Par un changement de var iable  

assoc ié  à une décomposition convenable du noyau, on se ramène à u t i l i s e r  le s  

r és u l ta t s  de [4] ; une t e l l e  technique a déjà é té  introduite  dans [12].  Une 

seconde méthode nous a é té  communiquée par J. Sjostrand ; nous l ' e n  remercions 

vivement. L'étude du noyau dans Â  d'opérateurs d i f f é r e n t i e l s  ordinaires  a été  

abordée par d'autres procédés : c i tons  par exemple, [28] e t  [25].
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I. NOTATIONS ET RESULTATS.

On considère le s  opérateurs généraux d é f in i s  sur I x fi, où I e s t  un 

i n t e r v a l l e  ouvert de IR contenant 0 e t  il un ouvert de !Rn , par :

I a . ( t , x )  t^a+5'a l+Ĵ  Dj üj 
L A > m ^  J ^  U

L =
I a | + j < m aJ

n
où t e l ,  X = (x1 , . . . , x n) £ f i ,  a = (a1,...,an) e(N e t  |a| = Z

D“ = i ' I “ 1 — a 9 , Dt  = i" 1 j ç  , e t  où m efN, j  e (N, ô >o ,  a t H  avec

a x A - . a x "
l n

a+m elN e t  a + 6m feiN, [a + ôjal+j]  désigne l e  plus p e t i t  e n t i e r  ^  o supérieur ou

égal à a + ô |a |  + j .  On suppose que l e s  c o e f f i c i e n t s  a - ( t , x )  sont indéfiniment
_____________ 0̂ 0

d i f f é r e n t ia b le s  dans I x fi.

On suppose que l 'opérateur L s a t i s f a i t  à la condition suivante :

Condition 1 .

L'opérateur L e s t  e l l i p t i q u e  pour t ^ o  dans I x fi i . e .  : pour tout  

( t , x )  € I x fi, t ^ o ,  e t  pour tout (x ,ç )  €. (iRxiRn) V ( o } ,  on a :

ï a . (t,x) e  Tj  t o.
|a|+j =m J

On désigne par "partie principale" de l 'opérateur L, l 'opérateur L° 

déf in i  par :

L° h L°(x ; D ,D ) = l  a . (o ,x )  t a+ôla I+j D® üj .
x z 1 a I + j < m x *

a + 6  | a  | + J  £  ÎN

On supposera que ce t  opérateur L° s a t i s f a i t  aux condit ions  suivantes

Conditon 2 . ( * ) ■ ' ■

L'opérateur L° e s t  e l l i p t i q u e  pour t ^ o  dans I x f i  i . e .  : pour tout  

( t , x )  è  I x fi, t / *o ,  e t  pour tout  (t , ç )  e  ( ÏRx fRn) \  { o } , on a :

(*) La condition 2 entraîne la condit ion 1 dans un vois inage de t=o éventuellement  

plus p e t i t  que I x fi.

c i

S° Tj  t 0.t a+ô a + i



- 6 -

ï .  ,<o,x) î °  Tj  t 0.
|a|+j*n aJ

a+ô|a |+ j  € fN

Condition 3 .

Pour tout ü) €.ïRn , |ui =1 e t  pour tout x e ù , l 'équation  :

L°(x ; eu, Dt ) u ( t )  = o  

n'admet que la  so lu t ion  u = o dans A  (fR)

On désigne par C“ (I ; â ) ' ( f l ) )  l 'e sp ace  des fonctions indéfiniment dér i-  

vables sur I â valeurs dans l 'e space  â) ' ( f i )  des d i s tr ib u t io n s  sur fi ; C“ (I ; S ) ' ( n ) )  

s ' i d e n t i f i e  à un sous-espace de â ) ' ( I x f t )  des d is tr ib u t io n s  sur I x n  ( c f .  [23]) .  

Enfin, C°°(Ixfi) désigne l 'e sp ace  des fonct ions indéfiniment dérivables sur I x ü 

e t  à valeurs complexes.

On a alors  l e  :

Théorème 1 . 1 .

On suppose que l 'opérateur  L s a t i s f a i t  le s  condit ions 1 , 2 e t  3. Alors ,  

l 'opérateur  L e s t  partie l lement h yp o-e l l ip t ique  dans I x n, i . e .  : pour tous 

ouverts I' c  I e t  f t 'c  G, pour tout  u e  C*(I ; â ) ' ( f l ) )  t e l  que Lu 6 C*(I' x n ' ) ,  

alors  u e  C“ ( r  x î î ' ) .

Lorsque l e s  c o e f f i c i e n t s  aaJ. de la  part ie  pr inc ipale  L° sont constants ,  

on a l e  r é s u l t a t  plus précis  suivant :

Théorème 1 . 2 .

On suppose que l e s  c o e f f i c i e n t s  de l 'opérateur  L° sont constants e t  que 

la condit ion 2 e s t  s a t i s f a i t e .  A lors ,  L° e s t  partie l lement hyp o-e l l ip t ique  dans 

IR x IRn s i  e t  seulement s i  la condit ion 3 e s t  s a t i s f a i t e .

(##) .J?(fR) désigne l 'e sp ace  des fonct ions C* sur ÎR à décroissance rapide e t  ^(ÎR+] 

l ' e sp ace  des r e s t r i c t io n s  à IR+ des éléments de ^S(IR) .

t 0+6 a +j

XX
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La n é c es s i t é  de la condit ion 3 se démontre comme dans [13] ,  théorème 1.2.

On peut préci ser  davantage l e  théorème 1.1 en u t i l i s a n t  le s  résu lt a ts  

de régular ité  en t  (pour une c la sse  d'opérateurs plus générale) obtenus dans [2] 

( c o r o l la i r e  1, proposit ion 3 ) .  Désignons par A-(x) ,  j = l , . . . , m  le s  racines de 

l 'équation F(x ; X) = o , où :

F ( x ; X )  = I a . (o ,x )  ( - i ) J A(A-l) . . .  (A-j+1).
o <. j  < m J 
o+j éiN

On a alors  :

Corol la ire  1 . 1 .

Avec le s  hypothèses du théorème 1 .1 ,  s o i t  % tTL te l  que Re A-(x) < i-l-o
J

pour tout  x e  fi e t  j = l , . . . , m .  Alors,  pour tous ouverts I 1 c  I e t  fi' c  fi, pour tout  

u c  Ĉ œ(I ; '(fi)) t e l  que Lu £ C°°(I' x f i ' ) ,  a lors  u e C * ( r  x f i ' ) .

Pour la d é f in i t io n  de l ' e space  Ĉ œ(I ; 3 ' ( f i ) ) ,  on renvoie à [2] .  Ce 

r és u l t a t  peut d 'a i l l e u r s  ê tre  obtenu par la  même méthode que c e l l e  u t i l i s é e  pour 

la démonstration du théorème 1 .1 ,  la régu lar ité  en la  variable  t  s 'obtenant à 

partir  des résu l ta t s  du paragraphe I I . 3.

Corol la ire 1 . 2 .

Avec le s  hypothèses du théorème 1 . 1 ,  l 'opérateur L*, adjoint  formel de 

l 'opérateur  L, e s t  localement réso luble  dans I x fi.

La démonstration du c o r o l la i r e  1 .2 .  e s t  une adaptation de la démonstratior 

de la proposition c la ss ique  suivante : l e  transposé d'un opérateur hypoel l ipt ique  

e s t  localement réso luble .

Maintenant, i l  se peut que l 'opérateur  L (de même que l 'opérateur L°) ne 

v é r i f i e  pas la condit ion 1, mais s o i t  seulement e l l i p t i q u e  pour t > o.  Ceci nous 

amène à considérer le s  condit ions suivantes  :

u e  CÄ ( I  ;
—oo v $



- 8 -

Condition 1* : L'opérateur L e s t  e l l i p t i q u e  pour t > o  dans I x n,  i . e .  : pour tout  

( t , x )  £  I x n ,  t > o ,  e t  pour tout (t,ç) e  (JRxfRn) \  {o} , on a :

î  a . (t,x) t [(I+<i|al+Î  c“ t j  ji o.
|a|+j=m a;I

Condition 2* . ^

L'opérateur L° e s t  e l l i p t i q u e  pour t > o  dans I x n,  i . e .  : pour tout

( t , x )  e  I x n, t  > o ,  e t  pour tout (x ,ç )  e. (iRx TRn) \  {0} , on a :

Y . +cr+6|al+j _a j , .
L a .(0,X) t Ç t r 0.

| o | + j = m aJ
a+ô|a|+j £ IN

Condition 3' : Pour tout w €.(Rn , |w| =1 e t  tout x t  fi , l ' équat ion  :

L°(x ; u ,  D )̂ u ( t )  = 0  

n'admet que la so lut ion  u = o  dans A  (fR+) .

Théorème 1 . 3 .

On suppose que l 'opérateur L s a t i s f a i t  l e s  condit ions  1 ' ,  2' e t  3 ' .  Soit  

I+ = { t e l  ; t  ^ 0 }. Alors,  l 'opérateur  L e s t  partie l lement hyp o-e l l ip t ique  dans 

I+ x fi, i . e .  pour tout s o u s - in te r v a l l e  I' de I+ e t  tout sous-ouvert fi' de fi, pour 

tout u € C"(I+ ; S) ' ( « ) )  t e l  que Lu € C~(I' x n ' ) ,  a l o r s ,  u £ C°°(r x f i ' ) .

Et lorsque l e s  c o e f f i c i e n t s  a . de la part ie  pr inc ipale  L° sont constantsJ
on a le  r é su l t a t  plus précis  suivant :

Théorème 1 . 4 .

On suppose que l e s  c o e f f i c i e n t s  de l 'opérateur L° sont constants e t  que 

la condition V  e s t  s a t i s f a i t e .  Alors,  L° e s t  partie l lement  h y p o -e l l iptique dans 

fR+ x lRn , s i  e t  seulement s 1' la condition 3' e s t  s a t i s f a i t e .

(*) La condition 2' entraîne la condition 1* dans un vois inage de t  = o,  éven tue l le  

ment plus p e t i t  que I+ x fi.
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La n é c es s i t é  de la condition 3' s ' é t a b l i t  comme pour l e  théorème 1.2.

De même que pour l e  théorème 1 .1 ,  on pourrait préciser  davantage le  

théorème 1.3  du point de vue de la régular i té  en t .

Remarque 1.1 : Lorsque la var ié té  t = o  n 'e s t  pas carac tér is t ique  pour l 'opérateur  

L, i . e .  : lorsque o = -m, on peut remplacer dans le s  théorèmes 1.1 e t  1.2 p a r t i e l l e 

ment hypo-e l l ip t ique  par hypo-e l l ip t ique  puisque dans ce cas ,  s i  u feS)'(I x n) et  

s i  Lu e C“ (I '  x n')  a lo r s ,  u 6. C°°(r ; $ ' ( & ' ) ) .  On retrouve a ins i  le s  r ésu l ta ts  

de [13].  En p a r t i c u l i e r ,  lorsque 6 = 1, on retrouve le s  opérateurs e l l i p t i q u e s .

D'autre part,  lorsque o = -m e t  n > l ,  la condition 3' n ' e s t  jamais s a t i s 

f a i t e  de sorte  que le s  théorèmes 1.3 e t  1.4 n'ont pas l i e u .

Remarque 1.2 : Lorsque la var ié té  t=o e s t  caractér is t ique  pour l 'opérateur  L, i . e .  : 

lorsque a > -m, l 'opérateur  L n ' e s t  pas hypo-e l l ip t ique  [19] de sorte  que le s  

théorèmes 1.1 e t  1.2 sont optimaux. En p a r t i c u l i e r ,  lorsque 6=1, on retrouve les  

rés u l t a t s  annoncés dans [8]  pour l e s  opérateurs étudiés  dans [24] ,  [16] e t  [6] .

D'autre part, comme on l e  montrera sur un exemple au § IV, un même 

opérateur L peut s a t i s f a i r e  à la f o i s  l e s  conditions 1, 2 ,  3 e t  l e s  conditions 1 ' ,  

2 ' ,  3 ' ,  de sorte  que dans ce cas ,  l e s  théorèmes 1.3 e t  1.4 sont des r ésu l ta t s  

plus préc i s .
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I I .  PRELIMINAIRES.

I I . l .  Quelques espaces de d is tr ibu t ions .

Pour s 4IR, Hs (lRn) es t  l 'espace
e n  n o ^  o n (^)

H ( ÎR ) = (u e. -4? ' (IR ) ; £^x ,u(ç). ( l+ |c |  ) « L^(fRn) > 

muni de la norme :

u ,--------->||u|| -  ( [  ( 1 + U |2 ) S (O5' u(C) | 2 .
H ( ÎR ) V  1 x

Pour s eiR et  r  tfR, HS(1R; Hr ( iRn) ) est  l 'espace :
C/

Hs (IR ; Hr ( IRn) ) = {u e -Î ' ( (R ;  Hr (IRn)) ; (1+|t|2 ) 2 ^ ( t )  é L2(iR ; Hr (tRn) } 

muni de la norme :

U ' - - - - - - >\W\ s  r ,  n » v  =  ^ f  I K 1+ I t I 2 )  ^  u < T > H 2 r  n  d x )  ^  •
H (fR ; H ( fR )) J(R 1 Hr (IRn)

Pour s tfR e t  r  « fR, Hs , r (IRx fRn) est  l 'espace :

Hs , r (fRx fRn) * {u €^'(IRxIRn) ;,(1+|C|2 + | t | 2) ^  ( l+U I2) ^ ^ ^  u(t ,ç) ê L2(ÎRx ÎRn)} 

muni de la norme :

( i + l e l 2 +  | t | 2 ) S ( i + | « | 2 ) r  | a ?  u ( t . ç ) | 2 *  d ï )  /2.
,11 U j A

u ,----->|| u| « (

H (fR xfR ) fR xfR

(#) Etant donnés p £ ÍN \  {o} et  E un espace de Banach, on note (cf. [23]) :

-4'(|RP ; E) l'espace des distr ibutions tempérées suriRp à valeurs dans E, avec 

J> ' ( fRp) = Í ' ( f R p ; C) ;

$  u(ç) est  la transformée de Fourier de u(z) pour z cfRp et  ç e fRp ;

L2( CRP ; E) est  l 'espace des (classes de) fonctions mesurables surfRp â valeurs 

dans E et  te l le s  que
IRP

sur ÎRP, avec L2(IRP) = L2(fRp ; C).

2
||u(z)|¡£ dz < + » , dz étant la mesure de Lebesgue

dç:

i,2

s,

u (T)li2r n dx) 
z H (IR )

1
Z

1,2
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Pour s '  < s e t  r 1 < r ,  H ’ (IRxfR ) s ' i n j e c t e  a lgébriquement e t  topolo-

giquement dans Hs , r  (IRxIRn) .  L 'o p é ra teu r  D. ( r esp .  D pour i = l , . . . , n )  e s tL X ̂

l i n é a i r e  e t  con tinu  de Hs , r (IRxIRn ) dans Hs ~*’ r (lRx fRn ) ( resp .  Hs ~*, r (iRx fRn) 

e t  Hs , r _ 1 (fR x iRn ) ) .  L 'e space  C“ (fRx(Rn) e s t  dense dans Hs , r (îRx (Rn) .  Pour tous 

<j> £ C~( ÎR x TRn ) ,  s £ ÎR e t  r  £ IR, i l  e x i s t e  une cons tan te  C (s , r  , 4» ) > 0 t e l l e  que 

pour t o u t  u £ Hs , r (IR x îRn ) , on a i t  :

(2-1)  Itufl c r  n < sup | * | .  ||u» + C ( s , r , * ) .  | |u|  , .
H (IR xIR ) H (IR xfR ) Hs , r  A(IR xtRn )

(Si r=o, on peut  remplacer  dans le  second membre ||uj , par  flujl , )
H (IR xIR ) H (IR x!k

En p a r t i c u l i e r ,  s i  <j> £C~(fRxfRn) e t  u € Hs , r (fR x (Rn) , a lo r s  :

$u £ Hs , r (IR x IRn ).  ( c f .  [22] pour ces p r o p r i é t é s ) .  Enf in ,  pour s ^ o ,  HS(TR ; Hr (IRn ) )

s ' i n j e c t e  algébriquement e t  topologiquement dans Hs , r ~s (TRx IRn) .

Pour m £ IN, p £ IN, q € l R ,  6 > 0 e t  0 € Z avec o + m £ IN e t  a + 6m £ ÎN, 

Ŵ ’P’q (IR x IRn) e s t  l ' e s p a c e  :
9 P~h + i i+ q < ;ir;F r ê

/  ’ J ’q ( IR x IRn ) = {u e i ' (  IR x/Rn ) ; t a+ô Ia I+J D J+J u t  L2(IR ; H 6 ** ( IRn ) , • , ,

|a |+j_<m, a + ô ja |  + j  £IN, 0 _<h<_p }

muni de l a  norme, pour p >_ a :

, , ,  „ -  ( !  , 1 ,  I t ° + 5 I“ N  D ^ J U| |2 £ ± + M +q ) V2
tf"»P*q (IRxlRn) h=o a+ô|ot|+j 1 L (ÎR ; H (lRn))

.  °* |a|+j im

Pour p'  £  p e t  q ' £ q ,  v/0*^ ^ ( IR x [Rn ) s ' i n j e c t e  algébriquement e t  topo-O y O
logiquement dans W^’P' , q ‘ (!Rx ÎRn ). E tan t  donné u e W^’P’q (tRx (Rn) , a lo r s

Dv u £ WIT1’ P’q (îR x JRn ) pour i = 1 , . . .  ,n s i  e t  seulement s i  u £ Wm’ P’q+ '̂(IR x lRn ) .
x. j  g , ô a , o

Pour q=o, on no te ra  plus  simplement l ' e s p a c e  W^’P’q (fRx IRn ) par  W™’j?(tR x îRn) .

I I . 2. S t r u c t u r e  l o c a l e  des éléments de (^ ( ¡R ;  ^  1 ( îRn ) ) .

On désigne  par C°°(iR; ¿D'(iRn )) l ' e s p a c e  des fonc t ions  indéf in im ent  

d é r iv a b le s  su r  IR à v a leu rs  dans l ' e s p a c e  $ ' ( r R n) des d i s t r i b u t i o n s  surfRn (c f .  [23];

u ul
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noyaux sem i-régu liers  en t ) .  On donne un r é s u l t a t  de régu lar ité  lo c a le  de ces 

fon ct ions .

Lemme 2 . 1 .

Etant donnés u € c“ (fR ; S) '  ( îRn) ) , $ e  C~(IRx fRn) ,  mé f N,  p £ fN, ô > o 

e t  o t  I  avec a+m £IN e t  a + ôm efN,  i l  e x i s t e  q 6ÏR te l  que <j>u £ xIRn) .

Démonstration : D'après [26] ,  ( c f .  aussi [ 2 3 j ) ,  pour tout m £IN e t  p 6fN,  i l  

e x i s t e  r t  (R t e l  que <|>u £Hm+P(lR; Hr (ÎRn ) ) .  Posant q=r-- |-m , on o b t ien t  l e  

r é s u l t a t .

I I . 3.  Résultats  concernant certa ins  opérateurs d i f f é r e n t i e l s  o r d in a ire s .

On démontre i c i  des r é s u l ta t s  e s s e n t i e l s  pour la s u i t e  concernant une 

c la s s e  d'opérateurs d i f f é r e n t i e l s  ordinaires .

S o it  L ( t ; D t ) l 'opérateur  d i f f é r e n t i e l  ordinaire d é f in i  sur IR par :

L = L ( t ; D  ) =  l  a . .  t a+6k+j D{ ,  
z k+j<m z

o+6 k+j £IN

où D̂  ^  e t  où m £ tN, o £ 2T, 6 > o ,  a^. £• t ,  k e t  j  é f N.

On introd uit  la  condit ion suivante :

(H) Pour tout t  M o,  pour tout t elR, on a :

L °(t  ; x) = [  a. . t a+6k+j xj * 0. 
k+j=m KJ 

c+6k+j £IN

Cette condition (H) e s t  équivalente  â d ire  que l e s  deux polynômes

P+ ( t )  = l  a. . e t  P*(x) = £ a. . ( - l ) 5  ̂ x  ̂ ne s 'annulent pas
k+j=m J k+j'=m J

o+6 k+j £ fN o+ôk+j £ÎN

surIR. Et, lorsque 6 e s t  un e n t i e r ,  c e t t e  hypothèse se  réduit  à la  seu le  condit ion

P+(x) # o pour tout x £ IR.

On désigne par F( a) = o l 'équation  cara c tér is t iq u e  as so c iée  â l 'opérateur  

L en t  = o avec :

x TRn ) .ÍRW
m,

a,
P
Ô

»q

où
1
-r1

d
ax
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H-) = I ao i (-i)J A(x-l) ... (x-j+l).
° < J l m J 
a+ j t fN .

Si Von désigne par LQ(t  ; Dt ) l 'opérateur d i f f é r e n t i e l  : 

o+ j  £ ÎN

on obt ient  l e  polynôme carac tér i s t ique  F(X) par la re la t ion : F(x) = t ”*~aL0 (t;Dt ) t \  

On considère pour p £ i?,' l ' e space  de Sobolev avec poids Ŵ ,p ((R) : 

i f ’fyiR) ={ufeH"°(fR) ; ¡ t | a+ôk+J D̂ +h u € L2(ÎR), a+ôk+j £fN, o < k  + j  <m, o < h < p  }
O y C Xf —

muni de la norme canonique.

On a alors  l e  r és u l t a t  suivant :

Théorème 2 . 1 .

On suppose que 1 'opérateur L s a t i s f a i t  la condit ion (H).

So it  m (resp.  m_) l e  nombre de racines de l 'équation P+ (t ) = o (resp.

P (x) = o) v é r i f i a n t  Im t > o.

Soi t  p un en t i er  > o e t  s o i t  ^  l e  nombre de racines de l 'équation
1

F(X) =o v é r i f i a n t  Re X > p - a.

On suppose qu'aucune racine de F(x) = o n ' e s t  s i t u é e  sur la droite  

Re X = p - £  - a.

Alors,  l 'opérateur  L considéré comme opérateur l i n éa ir e  continu de 

VÇ-P(IR) dans HP((R) e s t  à indice e t  son indice e s t  égal à 

m+ + m_ + o - 2 (m-r + Min ( a , p ) ) .

Remarque 2.1 : Lorsque 5 e s t  un ent ier  impair (resp.  p a ir ) ,  on a : m+ + m_ = m 

(resp. m = ) de sorte que l ' express ion  de l ' i n d i c e  se réduit  à

o -  m + 2 (r^-Min (a ,p ) )  (resp.  o - 2 (m-m+ - r  +Min ( a , p ) ) )  .

Remarque 2.2 : Lorsque o = - m,  on retrouve l e s  rés u l t a ts  de [13] e t  lorsque 6=1,  

on retrouve le s  ré su l t at s  de [4 ] , [5] .

o+ j  £  IN

I 0
!
c ( t  ; D

t
'i y

L,

0 < < m
a

oj
t a+J [i y
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En p a r t ic u l i e r ,  s i  p e s t  assez grand, on obt ien t  que l ' i n d i c e  de l 'op é 

rateur L, de dans H*3((R) , e s t  constant e t  égal à m +m -2m-a. Il en
O } O T •

r é s u l t e ,  en désignant par Ker L = {u €.S)'(IR) ; Lu * o} ,  que pour p assez grand, 

on a : Ker L H*(IR) . En f a i t ,  on a l e  r é s u l t a t  plus précis  suivant :

Proposition 2 . 1 .

Il e x i s t e  pQ e(N te l  que, pour tout p >. pQ , on a i t  :

Ker L r\ ^ ( I R )  = Ker L n (IR) .
O 9 0

On peut prendre pour pQ le  plus p e t i t  e n t ie r  p ^ o  à p ar t ir  duquel ^ p - o .  

Remarque 2 . 3 .

Lorsque 6 = 1 ,  i l  e s t  f a c i l e  de voir  que Ker LA w”1 *^(IR) ={o}  pour p
O 9 ô

assez grand de sorte  que Ker L A i ( IR) ={ o} .  On retrouve a in s i  l e  r é s u l t a t  de [4] .  

Cependant, au paragraphe IV, on montrera qu' i l  en e s t  tout autrement s i  6 ^ 1 .

Quand on considère le s  opérateurs sur!R+ , on a des r é s u l ta t s  du même

type.

On introduit  la  condit ion (H+) suivante :

(H+) Pour tout t  > o ,  pour tout t fe IR, on a :

L°(t; , ) 5 l , k. tJ ,  o.
k+j=m J 

a+ôk+j fciN

On a a lors  l e  r é s u l ta t  suivant :

Théorème 2 . 2 .

On suppose que l 'opérateur  L s a t i s f a i t  la  condition (H+) .

So it  m+ le  nombre de racines de l 'équation  P+ ( t )  =o v é r i f i a n t  lin t  > o. 

S o it  p un e n t ie r  > o e t  s o i t  rp le  nombre de racines de l 'équation  F(x) =o v é r i f ia n t  

Re \  > p -  j  -  a.

On suppose qu'aucune racine de F(A) = o n ' e s t  s i tu é e  sur la  dro ite  

Re X * p -  ^  * o.

p a r t i c u l i e r ,

U
m,
o.

p
6 : «r :

on a : Ker L A W
m,p
0,0 (|R) c

o.Tjn  4 6kt
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Alors,  l 'opérateur  L considéré comme opérateur l in é a ir e  continu de 

Ŵ ’P(fR+) dans H*3( IR+ ) e s t  à indice e t  son indice e s t  égal à 'm+ -m + r -Min (o,p).

L'espace Ŵ ’j?((R+) e s t  défin i  de manière analogue à Ŵ ’P(R) .

De même que précédemment, s i  p e s t  assez grand, on obt ient que l ' i n d i c e  

de l 'opérateur  L, de W™’P((R+) dans hP( îR+) , e s t  constant e t  égal à m4 - m - c.

Il en r é s u l t e ,  en désignant par Ker+ L = {u £.S)'(TR+) ; L u = o} ,  que pour p assez  

grand, on a : Ker+ LA Ŵ ’P(m+) C H°°(IR+) . En f a i t ,  on a l e  r é su l t a t  plus précis  

suivant :

Proposition 2 . 2 .

Il e x i s t e  pQ £ ÎN te l  que, pour tout p pQ , on a i t  :

Ker+ L A wJJ*P(IR+) s Ker+ L 0 i  (ffT+ ).

On peut encore prendre pour pQ le  plus p e t i t  en t ier  > o â partir  duquel

rp

En f a i t ,  l e  théorème 2.1 e t  la proposition 2.1 sont des coro l la ir e s  du 

théorème 2.2 e t  de la proposit ion 2 .2 .

Pour démontrer ces r é s u l t a t s ,  on va f a i r e  une étude au voisinage de 

chaque point s in g u l i e r ,  t=o e t  t=+o°> de l 'opérateur  L e t  on regroupera les  d i f f é 

rents résu l ta t s  par des théorèmes généraux d ' ind ice .

I I . 3 .1 .  Etude de l 'opérateur  L sur [ o , î ]  , o < T <  + ».

m n
On désigne par Wo ’£(o,T) l ' e space

Wm,P{o ,T )= {u  £ H"°(0 ,T) ; t ° +6k+J’ Dj+h u € L 2 (o ,T) ,  o+Ôk+jeiN, o < k+j <m, o < h ^ p  ; 
0,0 t

muni de la norme canonique.

On va é t a b l i r  la

r
P

o.
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Proposit ion 2 .3 .

S o i t  p un e n t i e r  ^  o e t  s o i t  Tp l e  nombre de r a c in e s  de l ' é q u a t i o n

F(X) = o v é r i f i a n t  Re X > p--^ -  o.

On suppose qu 'aucune r a c in e  de F(X) =o n ' e s t  s i t u é e  s u r  l a  d r o i t e  

Re x = p -  j  -  a.

A lo rs ,  l ' o p é r a t e u r  L cons idéré  comme o p é ra teu r  l i n é a i r e  cont inu  de 

vÇ’p (o,T) dans Hp (o,T) e s t  à ind ice  e t  son ind ice  e s t  égal  à rp  -  Min ( o ,p ) .

Démonstration : On commence par  remarquer que,  grâce â l ' i n é g a l i t é  de Hardy [17] ,

l ' e s p a c e  W^’p (o,T) co ïnc ide  avec l ' e s p a c e  = (u € Hp”° (o ,T )  ;

t o+j Dj+h u £ L2(0tT) t 0+J- 0 < j  <m,  o<h<_p}  = { u 6 H p_<J( o , T ) ; t 0+mu e H m+p(o,T)}.

E n su i te ,  on procède de la  façon su iv an te  ( c f .  [5])  :

a) Démonstrat ion de l a  p ro p o s i t io n  2 .3  pour l ' o p é r a t e u r  L = L Q avec o = o  e t  pour p=o.

On cons idère  l e  problème :

(I)
fL0 u ( t )  -  f ( t )  e L (o,T)

( I I )

l“(t) € KÜ<°*T)-

On f a i t  l e  changement de v a r i a b l e  t=e”T e t  l e  changement de fo n c t io n s

t4  xo
u ( t )  = e v ( t ) ,  f ( t )  = e c g (x ) .  Le problème ( I )  e s t  é q u iv a le n t  au problème :

F(“ i Dt  -  | )  v ( t )  -  9 ( t )  e L2 (-Log T, + ») 

v (T) e Hm (-Log T, + » ) .

Comme par  hypothèse ,  F ( - i ç  - -̂) ^ o pour t o u t  ç €  IR, l e  problème ( I I ) ,  

e t  par  s u i t e ,  l e  problème ( I ) ,  admet au moins une s o lu t io n .  E nf in ,  i l  e s t  c l a i r  

que l ' e s p a c e  des s o lu t io n s  v( t ) 6 Hm(-Log T, +») t e l l e  que F ( - i  Dt - Jp) v = o e s t  

e s t  de dimension r Q. Il en r é s u l t e  que l ' o p é r a t e u r  LQ e s t  â i n d i c e ,  d ' i n d i c e  r  ,

de wJJ(o,T) s u r  L2 (o ,T ) .

= {u € Hp‘ ° (o ,T )  ;y
o+m
m+p ;o,t )

€. IN
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b) Démonstration de la proposit ion 2.3 pour l 'opérateur  L = LQ avec e t  pour pei?: 

On considère le  diagramme suivant :

C p < ° - T>

w

-> L (o,T)

°?

-> Hp (o,T)

où P e s t  l 'opérateur  défini  par la re lat ion  : P u ( t )  hdP L (t" u( t ) ) .  Par s u i t e ,  

l 'équation carac tér i s t ique  Fp( X) =o en t=o assoc ié  à l 'opérateur P e s t  égale  à : 

Fp (X) - { - i ) P ( X + 1 ) . . .  (X + p) F ( X + p) -

Il r ésu l te  de a) que P e s t  à indice d ' ind ice  r .

Par a i l l e u r s ,  l 'opérateur de m ult ip l ica t io n  par t p , de ŵ p ( ° ’T) dans 

W ^ ^ o .T ) ,  e s t  à ind ice ,  d ' ind ice  -p e t  l 'opérateur  de dérivation par Dp , de
il» L

n 9
Hp(o,T) dans L (o ,T) ,  e s t  à indice d'indice p.

On en déduit alors que, l 'opérateur  LQ e s t  à indice d ' ind ice  rp de 

v/J+p(o,T) dans Hp(o,T).

c) Démonstration de la proposit ion 2.3 pour l 'opérateur L = L avec a>_-m e t  pour pfcfM

On considère le s  diagrammes :

e t

p

t-P

Lo

W
m :o,t ) Q

t -o

W
a+m ( o , T )

H1p :o ,t )

L
o

w
iHIî D

a+m
;o ,t )

L
Io

t'
a

w
m

,m+p
:o,t;

HP
;o ,t )

R

n O

jn+n
( o . T )

p

■p

+f
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selon que a £  o ou o > o avec Q = R = L0 ( t " ° ) .

L'équation ca rac tér is t iq u e  F q ( A )  =Fr (*) * o en t * o  a s so c iée  aux opéra

teurs Q e t  R e s t  égale  à :

Fg(Y) i  Fr(A) H F(X-O).

Il r é su l t e  de b) que Q e t  R sont â indice  d ' in d ice  r .

Par a i l l e u r s ,  l 'opérateur de m u lt ip l ica t ion  par t"° (resp. t ° ) ,  de 

wJj+p(o,T) dans W^p(o,T) (resp. de W^p(o,T) dans w|J+p( o ,T ) ) ,  e s t  â indice  

d ' in d ic e  o (resp. -Min ( a , p ) ) .

L'opérateur LQ e s t  donc à in d ice ,  d ' in d ice  Tp-Min ( a , p ) ,  de 

dans Hp(o ,T ) .

d) Démonstration de la  proposit ion 2 . 3 .

On peut é c r ir e  L s LQ + S oû

Su(t) =• l  a. . t 0+6k^  D-j u ( t ) .
k+j<m,  k > l  KJ z
o+ôk + j  efN

Il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que c e t  opérateur S e s t  compact de 

dans Hp(o ,T) .

Par s u i t e ,  on déduit de c) que 1 'opérateur L e s t  à in d ic e ,  d ' in d ice  

rp -  Min ( o ,p ) ,  de W^p(o,T) dans Hp(o ,T) .

I I . 3 .2 .  Etude de l 'opérateur  L sur (T,+<»[avec o < T < +  «.

On désigne par Wm+P(T,+») l 'e sp ace  :
Q j O

VÇ’ P(T,+») ={u eH " a (T,+«) ; t 0+6k+j üj+h u € L 2 (T,+»),a+6k+jélN, o < k + j < m,  o < h < p}
Gjô t —  —  —

muni de la norme canonique.

On va é t a b l i r  la  :

(o.T)a+m
w

(o.T)W
j+m

TH-C

p
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On suppose que l 'opérateur L s a t i s f a i t  à l'hypothèse (H+).

So it  m+ l e  nombre de racines de l'équation P+ ( t )  =o v é r i f i a n t  Im x > o. 

Alors, pour tout  en t ie r  p ^ o ,  l 'opérateur L considéré comme opérateur 

l in éa ir e  continu de Ŵ ’p(T,+~) dans Hp(T,+®) e s t  à indice e t  son indice e s t  égal 

à m+.

Démonstration : On commence par é t a b l i r  quelques propriétés  élémentaires concernant 

les  espaces de Sobolev avec poids Ŵ ’p(T,+®).

a) Quelques propriétés  des espaces de Sobolev Wm’p(T ,+«) .
O > O______

On désigne par V^’p(T,+<») l 'espace :

V™’P(T,+~) = {u éH " a (T,+») ; t a+6m dJ u £L2 (T,+»),  t 0+m Dj+m u €.L2 (T,+~),  o < h < p  } 

muni de la norme canonique.

Dans ce paragraphe, on supposera plus généralement que a+m e t  c+ôméZ.

On va démontrer que l 'e space  W01 *Ç(T,+«*>) coïncide avec l 'e space  Vm’*?(T,+°°)
O 9O 0,0

qui sera plus commode à u t i l i s e r  pour la  s u i te .

Proposition 2 . 5 .

L'application u

v”:Ps(t;+-).

Démonstration : On commence par remarquer que s i  u £ V^’° (T ,+<*>), alors :
1 1 - « i ' Q j  O

t a+  ̂ D̂  u £ L2 (T,+~) pour o<_j£m : ceci r ésu l t e  de l ' i n é g a l i t é  de Hardy.

A in s i ,  s i  u eVm’°(T,+») a lors  v = t a"° u £Vm?° (T,+») puisque
a,o a ,o

t ° ' +m D? v = z a. t 0+j dÎ  u 6. L2 (T,+»).  
j=o

Si maintenant u € Vm,p(T ,+«) , v = t a"° u v é r i f i e  : D*?v = z a,. t°"a "h+  ̂ D̂  u.
o , 6 v ' t  . j t

Proposit ion 2 . 4 .

-> t a"a u e s t  un isomorphisme de V™’p(T,+<») sur

=0
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Or, d|  u 6 Vm*°(T,+«), par suite  t ° ”° d|  u € Vmî°.(T,+») d'après ce qui précède.
I £J>0 t G )û

U tilisan t  la remarque précédente, on a aussi ta~a oî u 6 Vmî°.(T ,+«). Par
Z 0 >6

su i te ,  DÎ v £ Vmî° ,(T ,+«) pour o < h < p ,  i .e .  veVm;px(T,+«0.
t O j ô  —  —. (J ,0

La réciproque s ' é t a b l i t  de manière analogue.

Proposition 2 .6 .

Les espaces Wm’P(T,+«) e t  Vm,P(T,+») coïncident algébriquement e t
0,0 0.9 o

topologiquement.

Démonstration : Il s u f f i t  de le vé r i f ie r  pour p=o. Par a i l le u rs ,  i l  e s t  c la i r  que

Wm’?(T>+a>) s ' in je c te  continûment dans Vm’°(T,+~). Par contre, l ' in je c t io n  de
0,0 0)0

Vm,?(T,+°°) dans ^ ’¿(Tj+c») résulte du lemme suivant: 
o ,  6 V 7 a , 6 v '

Lemme 2.2 . (de dérivées intermédiaires) .

Si u vJJj°(T,+-), alors t 0+6m+J’(1”6) D̂  u é  L2(T,+-) pour o < j  <m.

Démonstration : On t r a i t e  d'abord le cas o + 6m = o.
1-6

& "T7~
On f a i t  les changements de variable y * t  e t  de fonction w(y) =y u ( t) .

Par récurrence, i l  es t  fac i le  de vé r i f ie r  que l 'on  a :

1-6 P
«(y) * t j ‘ Sp dî u(t))

y j=o JP *

avec x _  = ô’ P.
PP

Si 6(T,+®), alors D̂  w el^(Y,+») avec Y = T5 d'après la remarque
o

fa i te  dans la démonstration de la proposition précédente. Comme wcL (Y,+®), on en 

déduit que w€^(Y,+») e t  donc Dp w£L2(Y,+») pour o^p^m . Il en résulte  que
J

I X. t J "ôf) D̂  u £ L2(T,+») pour o <_p <̂ m. On en déduit facilement que 
j=o JP 1

t J(l-<5) u £ L2(T,4~) pour o < j  <m.

(T,

h+•j

DP
y

Si u tV
m.n

-6m,6

t w - s ) Dj
t
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On t r a i t e  main tenant l e  cas gén é ra l .  D 'après  la  p ro p o s i t io n  précédente ,

s i  ueV ™ jJ(T ,+-) ,  v = t ° +6m u e V ^ )ô(T ,+») e t  donc t p(1‘ 5) d£ v 6 L2 (T,+«°) pour

0 £p_<m. Comme t cr+l5nH' j ( l  D:?u = z a .  t p ^  D?v, on en dédu i t  que :
p=o ^

^.o+6m+j(l-5) ^  (T ,+«>) pour o < j  <_m.

P ropos i t ion  2 . 7 .

Pour t o u t  e > o ,  pour t o u t  e n t i e r  p ^ o  e t  pour t o u t  j = o , . . . , m - l  , 

l ' a p p l i c a t i o n  : u ) -----> t a+(5m+j ( l - (S)~e D^u e s t  compacte de ^ ’¿(T»+0°) dans HP(T,+®).

Démonstration : On suppose t o u t  d 'abord  p=o.

S o i t  (un )n une s u i t e  de bornée par 1. I l  e x i s t e  une sous-

s u i t e ,  encore notée (u ) , qui converge fa ib lement  vers  u dans Wm’*?(T,+°°) e t  de
n n o * ô

p lu s ,  u e s t  de norme <_1. On a donc : ( t 0+,5ni+J ( 1_<s) -e qJ converge fa ib lement

vers  t a+(5m+j ( l  e D^u dans L2 (T,+°°). On va montrer  qu 'en  f a i t  :

^ o + 6 m + j ( l -ô ) -e  pj  u \ converge fo r tement  vers  t ° +<5m+J ( l -(5)~e pJ u dans l2 (T,+oo).
v ri p t

Puisque j<_m-l,  l a  s u i t e  ( t 0+ôm+J ( l " (5) -e  e s t  bornée dans H*(T,R)

pour t o u t  R avec T_<R< + «>. Par s u i t e ,  ( t a+lSm+̂ u n ) n converge for tement 

vers  t a+<5m+J*(1" 6) " e D^ u dans L2 (T,R).

Or, i l  e x i s t e  une cons tan te  C > o  t e l l e  que pour t o u t  e n t i e r  n ,  pour to u t  

R >_ T, on a i t  :

|| t 0+6m+j{l-d)-e DJ u || ^  e t  | | t cr+ ira+j( l- i)-E0j u|| _Ç. _

r  n r ( R , + ~ ) “ Re r  L (R,+=°) Re

On en dédu i t  f a c i lem en t  que l a  s u i t e  ( t a+l5m+J ( l ”6) ”e qJ u ^  converge for tement 

vers t 0+6!THJ’( 1*ô) ' c D'j u dans L2 (T,+~).

On t r a i t e  main tenant le  cas g énéra l .  I l  s u f f i t  de prouver que, pour to u t

h = o , . . . , p  , l ' a p p l i c a t i o n  u l -----> D1̂ ( t 0+5m+^ ( 1_5) " e d^u) e s t  compacte de W^’P(T,+^)

dans L2 (T,+co) .  Or :

°£P_<m. Comme t a+l5ni+̂ (1 - 6 ) Dju

.̂a+dm+j (1-6)
D3

f u £ l 2

bornée par 1. I l  e x i s t e  une sous-(TV/n.o

converge fa ib lementnII
t-e  Dj(1 5)

On va montrer  qu 'en  f a i t  :(T,

e s t  bornée dans H*(T,R)nDj
t

un

(1 -6 )-e un ) n converge for tement

+ )CXI

" e D^u dans L2 i
ôl;i-
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Dh . DJ . = 5 a . t t’+6m+j ( 1- 6)-£- ‘ D ^ ’ V
t  t  ' *  ̂ £j t

1-0 £J

L 'a p p l i c a t i o n  : u I— > v = D ^ u  de W^’p (T,+») dans W^’°(T ,+œ) 

e s t  con t in u e ,  e t  l ' a p p l i c a t i o n  :

v »— > t a+6m+J ( l “5 H e +*) DJ y de vT’J(T,+») dans L2 (T,+») 

e s t  compacte d 'a p r è s  ce qui précède.

Finalement :

Dh ( t c+6m+j(l-ô)-e  dj u j e s t  compacte de vT*P(T,+-) dans L2 (T,+»)
t  t  (J j 0

b) Démonstrat ion de la  p ro p o s i t io n  2.4  pour p=o.
*

On e f f e c tu e  le s  changements de v a r i a b l e  y = t  e t  de fo n c t io n
a , _ . 1 -6  
"fi ~TF

w(y) = y u ( t ) .  On o b t i e n t  a lo r s  l a  r e l a t i o n  :
1 - 6  ’

P w(y) = l  a . .  6J D¿ w(y) = y ^ "  L1 u ( t )  
k+j =m KJ y 

a+6k+j £ (N

avec L1 s L 1 ( t ; D t ) s L ( t ; D t ) +  l  ' V  aki * iD t a+5{m' j)+p Dp + l
k+j=m p=o J JP k+j <m

o+6k+j €. IN o+ôk+j feIN

1 PS X
j p  é t a n t  des cons tan te s  convenables.

a

I l  r é s u l t e  de l ’hypothèse (H+) que l ' o p é r a t e u r  P e s t  l i n é a i r e
-y. Q r

c o n t i n u - s u r j e c t i f  de H (Y,+») s u r  L (Y,+«>) avec Y = T . De p lu s ,  l e  noyau de P 

dans Hm(Y,+») e s t  de dimension m+.

D 'au t r e  p a r t ,  l a  correspondance u |— > w e s t  un isomorphisme de 

W^’°(T ,+“ ) s u r  Hm(Y,+®). Par s u i t e ,  1 'o p é r a t e u r  L* e s t  un o p é ra teu r  à i n d ic e ,

a,6d ' i n d i c e  m+ , de s u r  L2 (T,+»).

Appliquant la  p ro p o s i t io n  2 . 7 ,  on en déd u i t  que l ' o p é r a t e u r  L e s t  à

i n d i c e ,  d ' i n d i c e  nu , de Wm’°(T,+») dans L2 (T,+»).
+ o , o ■ ' v '

u i- >

0+ 5m+j (1- 5)-e

j -1

kj t H 6k:+J D: 9

sur L (T,+<*>).40 ).+’1P'
0 ,

W
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c) Démonstration de la proposit ion 2.4 pour p g(N.

On commence par démontrer que l 'opérateur  L* e s t  à in d ice ,  d ' ind ice  m+ , 

de ' ^ ’ ¿(T»+co) sur hP(T,+«) pour tout en t ier  p^_o. Pour p = o,  cela résu l te  de b).  

Ensuite,  on raisonne par récurrence sur p. Supposons le  r é s u l ta t  acquis pour p 

e t  montrons-le pour p+1 .

Soient f  £ hP+^(T,+°°) e t  u £ Ŵ ’P(T,+®) t e l s  que L *u = f .  On doit  montrer 

que u fe Ŵ ’P+*(T,+“>). Calculant D̂ +  ̂ l^u,  on v é r i f i e  grâce au lemme de dérivées  

intermédiaires que L^(D^+^u) £ L2 (T,+°°). Par a i l l e u r s ,  puisque u fcWrn,P(T,+®) ,
X* O j O

D̂ +*u £ L2 (T,+»). Enfin, reprenant le  changement de variable y = t <S, on v é r i f i e

1 2
faci lement que le  noyau de l 'opérateur  L dans L (T,+°°) appartient à - ^ ( [ T ,” [) .

Par s u i t e ,  on déduit de b) que D̂ +*u L Ŵ ’°(T,+o»), i . e .  : u EW™’P+*(T,+<*>).

U t i l i s a n t  la proposit ion 2 .7 ,  on en déduit que l ’opérateur L e s t  à 

in d ice ,  d ' ind ice  m+ , de W^*P(T,+») dans hP(T,+»).

On peut compléter l e  r é s u l t a t  de la proposit ion 2.4 par :

Proposit ion 2 . 8 .

?
On suppose que l 'opérateur  L s a t i s f a i t  â l 'hypothèse (H+).  Si u eL  (T,+°°) 

e t  s i  Lu = o, alors u e £  ( [T ,+«[ ) .

Démonstration : Ce r é su l t a t  e s t  t r i v i a l  s i  L h L* d'après ce qui précède, (grâce 

au changement de variable  y = t  ).  Il s u f f i t  ensuite  de considérer 1 'opérateur L 

comme une perturbation de l 'opérateur  L* (voir  par exemple [4 ] ,  proposit ion 3 .3 ) .

I I . 3 .3 .  Démonstration du théorème 2.2 e t  de la proposition 2 .2 .

Soit  Ry l 'a p p l i c a t io n  qui,  à une d is tr ibu t ion  u sur !R+ , assoc ie  le

couple (u ] ,  T. , u L T ,)  des r e s t r i c t io n  à (0,T) e t  à (T,+®) de u.
[0* i ; {i
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On considère le  diagramme :

W ^ ( O . T )  X W ^ ( T . + » )  ---------------- 2 ----------------H P (o ,T )  x

rt rt 

vT ; P ( ir+) ----------------------- -------------------------------> HP(IR+ )

où Lj e s t  l 'a p p l i c a t io n  : (u ,v)  l— > (Lu,Lv) pour (u ,v) e  wJJ’ p(o,T) xvÇ’P(T,+»).

L'opérateur Rj e s t  à in d ice ,  d ' in d ice  -(m+p), de Ŵ ’P(1R+) dans 

Ŵ ’ P(o.T) x W™’p(T,+<*>) ; de même, Ry e s t  à in d ice ,  d ' in d ice  -p ,  de Hp(fR+) dans 

Hp(o,T) x HP(T,+»).

Des proposit ion 2.3 e t  2 .4 ,  i l  r é su l t e  que l 'opérateur  Ly e s t  à ind ice ,  

d ' in d ice  m+ + rp-Min (a ,p ) .  Il en résu l t e  que l 'opérateur L e s t  à in d ic e ,  d ' indice  

m+ -m + rp -  Min ( o ,p ) ,  de w|J’p(fc+ ) dans Hp(fR+ ).

Enfin, la  proposit ion 2.2 résu l t e  de ce théorème 2.2 e t  de la  propo

s i t i o n  2 .8 .

I I . 3 .4 .  Démonstration du théorème 2.1 e t  de la  proposit ion 2 .1 .

La démonstration e s t  analogue à c e l l e  de I I . 3 . 3 .

L
■T H (0 *,T) ) H,P

(T»+00)
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I I I .  DEMONSTRATION DES THEOREMES 1 . 1  e t  1 . 3 .

On se l imitera  à démontrer l e  théorème 1.1 ; la démonstration du 

théorème 1.3 é tant  analogue.

I I I . 1. 1ère méthode : Méthode des quotients  d i f f é r e n t i e l s  à part i r  d'est imations

a p r i o r i .

I I I . 1 .1 .  Une est imation a pr io r i .

Proposition 3 . 1 .

Pour tout xQ £ Q, i l  e x i s t e  un e n t i e r  pQ >_ o te l  que pour tout ent i er  

p > pQ e t  pour tout q eTR, i l  e x i s t e  deux constantes Cp  ̂ > o e t  £p > o t e l l e s  que 

s i  u £ Ŵ ’p’q(R x Rn) avec supp u c  { ( t , x )  e I x n ; || ( t , x )  - ( o , x o )ü < £p} on a i t

IuB <C «
Ŵ ’P’̂fRxîR11) p’q1
o, <5 v ' >

- l Lul! D -h  + l!ull m D a - 1 n
h = o  u ' ^ r ^ + q  ' v r ’ P , q  X (CRx rRn :

L2(fR ; H 6 (CR )) ° ’ 6

Démonstrat ion : On décompose l ' o p é r a t e u r  L de la  manière su ivan te  :

L = L°(xo ; Dx , Dt ) + L1 + L2 + L3

aVCC Ll5 I U iL  l>«j(t'X) - ac.j<°-Xo)]| a | + J <_m 

o+ô | a | +j € ÎN

L2 =- ï a , ( t ,x )  D“ DJt  ;
|al+j<m aJ x t

a+ô | a | + j <0

l3 H , J. aaj‘t'X)
|a!+j <m J

a+<5 al+j > 0 

0 + 6  a  j +  j  £ ( N

a) Démonstrat ion de la  proposit ion 3.1 pour l ' o p é r a t e u r  L e L° :

Par transformation de F o u r i e r ,  par  r appo r t  à la  v a r i é t é  t a n g e n t i e l l e  x 

dansTRn , on assoc ie  à l 'opérateur L°(x ; D , D. ) l ' o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  o rd in a i r e
0  X  L

L°(x ,ç ; D. ) dépendant du paramètre  ç €L ÎRn :
U v

p
y Dh

t

t
0 a •j Da

X
Dj

t
9

}

r+6 H

t
fa + a +j ] Da

X
Dj

t
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L° ( V S i D t , i  mL* a“j ( 0,Xo> t# t“ ‘ l+J ÇB D‘  •
o + ô |a |+ j  € fN

Appliquant le  théorème 2.1 (la condition 3 du chapitre I étant supposée 

s a t i s f a i t e ) ,  i l  existe  un entier PQ o tel  que pour tout p l  PQ et  tout u 6 (Rn,

|üj| = 1 , l'opérateur L°(x ; u ; D.) so it  un isomorphisme de l'espace ^ ’ (̂fR)
O w C j o

sur un sous-espace fermé de l'espace Hp([R) (ce qui implique P0 ^.o). Par consé

quent, pour p 1  P0 , i l  existe  une constante Cp>o t e l l e  que pour tout « £ÎRn ,

|a>| = 1 , pour tout v(s) € W^^ÎR) on a it  :
CT)0

(3-1) ï  , , î  | s°+sW +i  o f h»l22 < C . z llDs L°(x ;»,D )v||22 . 
h=o |a|+j<m s L ((R) p h=o s 0 s l/(/R)

o+61 a | + j C IN ^

Pour ç € IRn-{o} et  u(t) e Wm,p([R) on pose : u(t) =v(s)  avec s =’t | ç | 6 . Il en
0 ) 0

2 p - 2 

U» 2 i C  ? l€| ^ l V ç . D  )ul . 
L (IR) p h=o 1 0 1 tf(IR)

A j
Appliquant cette inégalité  â u ( t ,ç ) ,  transformée de Fourier partiel le

2
u(t.i)ll 2

2 (J~ t? + q )  u n  a ^

! S |Dj L°(x0 ; Ç, Dt ) u(t , | ) | |

(3-2) t  l  ( l+ U I2) " '  S ^  
h=o |ot +j <m

0+6 a |+ j  €.ÎN

i  V  j  d + U I 2) ~ THl
y h=o

avec une nouvelle constante C .
P

Pour jçj <_1, on obtient l ' in ég a l i té  (3.1) avec s=t,  v=u(t,ç) et  io= ü>0 

f ixé ,  on obtient donc :

I°l xo C ; Dx I :
aj (0 'o

tG+Ô a +J
Ç

a Dj
t »

résulte l ' in ég a l i té  :

l , , i m
h=o |a|+j_<m 

c+6 | o | + j  é. ÎN

2 a
h
6 ‘

Ilt
0+6 a +j D:J+h

par rapport à x de u € ^ ’^ ( Î R  x iRn) , on obtient :
o ,6

Ici
2(

C
H

0 +q)

h=o , JI a J + j < m

Pour |ç |  1, on en déduit que Ton a :

la +D

L2 (IR)

2

L :*)
»

IIt'.a+6 a +j D
t
j +\

a+61 a | + j  6 (N

< C,
P h=o

D

1 K

u t , 'Il

P-h

2
t ,ç]

A

uJ+hDt
+ja.a+6tvII

Dt>C99(xc
o ,

L
î

D

[IR)L
2



i i . u t  UV ^ ; i l  2 1  Cn
h=0 |a|+j£m z L (IR) P

a+6|a|+j efN

1 11 O f  u  VAn > í . * u t ;  w v. ,  c. ; ¡I 2
h=o 0 z L (rR)

2
♦ ï , I ,|Dhrto+s|«x|+j(Ç<x «)Dj G(t,çjj!t

h=o a + j < m L r J L (ÎR)
a+6 |a|+j"~€. IN J

l°l 1  1

Or, pour tout |ç|  < 1, on a :

f i 
h=o î ot | + j <̂m

o+6 |a|+jtiN _
|ai - 1 1C-1 ï ||t0+ilal+j-h+y+i ;(t>î),

h=o |a| + j <_ m ' 1 L' ((R)
M  1 1 
0 <_£ <_h

0+6|a|+j-h+£eIN

Par conséquent, si u(t ,x) =o pour

£ y2(p-h+ô ja|

Max(o,-o+p) <_j <_im-p 
i et f >.1, o<_ h<_ p 2

l  l|D̂  u(t,ç)||  2
o <_ j <_Max(o,- o+p)-I L (IR)

( IR x (Rn) avec u(t,x) = o

pour 11J £p et pour tout |ç|  <_ 1, on a i t  :

(3-3) f  E
h=o |a|+j < m

G+ô j a | +jT‘ IN

< c . ï  ( l + U I 2) ° IlDÏ L°(x ;?,Dt ) u ft .O II 2 
h=o t ô t

Î  d + U I2)q' 1 lioj ........
o _< j _< Max(o,-a+p)-l L (IR)

(i + icrr 1 soJt u(t,ç)i ,

|-1 1

Regroupant les inégalités (3.2) et (3.3), et en intégrant par rapport

à ç e fRn , on en déduit qu'il existe une constante > o telle que pour tout 

u é W ^ ’p ’^(IRxfRn ) avec u(t,x) = o pour {11 >_ ep , on ait :

I t
o+<5 c +j ..i+h

2
oh 2

-  27 -

C.

2
+

L2 (îR)

2
I!■]t ,

a

u(DJ
t

a
0

0)
au«■ja.0+6th

t
DII

[ 11 >_1, on obtient une majoration par :

i ‘ 2 
d; u(t,ç)|| 2 +

Z L (fR)
1t o- P+J

Par su ite ,  i l  existe T=e >o tel  que pour tout u e VIm,p,q
0,6

: i + c
?
)

(I o I
p-h
5

+ q
ii t

o+6 a +j D't
j+h

2
u(t ,0 ! i  2 

L (ÎR)

D-h
+ q



h=o |<x|+j <m * 2
a + 6  |a |+ j£ lN  L^(fR ;

< C-, ^ I D?<Lu>I p-h *  l I I ° iull ,  „ 1
h=o 1 9 A ^ + q  „ o <j < Max(o,-o+p)-l x L (IR;Hq (IR ))[ 

L (IR ; H ((R )) j

Enfin, u t i l isa n t  l ' in ég a l i té  de Hardy, i l  est  fa c i le  de vérif ier  que 

Ton a pour u £ Ŵ ’p,q((Rx IRn) avec u(t,x) = o pour | t |  >_ ep :

IlDjui ? n . n < C.||ta+m Df'Pull 7 , _ £  c IMi m n „  ,
1 L2(IR ; Hq_1(IRn)) t  L2(IR ; Hq”1(fRn) ) i f ’P’^ ^ fR  x fRn)

CT f  O

pour o^j^Max (o,-o+p)-l .  Ceci achève la démonstration de la proposition 3.1 

pour l'opérateur L°.

b) Démonstration de la proposition 3.1 pour l'opérateur L = L° + L*.

Il su f f i t  d'estimer la somme :

? , ,ï ii°î [( 
h=o |<x|+j<_m

0+6|a|+j €. IN

Pour u 4 Ŵ ’p,cl(lRx 1Rn) avec Supp u contenu dans la boule de centre 

(o,Xg)et de rayon ep , i l  existe  une constante C > 0 t e l l e  que :

K  O v 1**1 - v Je>.*o».tOM|“w  °i °“ “] i
L2(IR ; H 6 ’ (IRn))

fc!U,

l l ( aa j ( t , X > '  V j ( ° ’ Xo »  Dt  ( t CT+ä|“ ,+J Dj  D“  u)|| ^

L2(tR; H 6 ( IRn) )

C . Y  IID ^( tCT+äl “ l + j  ß j  u)||
£=o 2 M + -* ~ -+ q  n

L¿(1R; H 6 ( IR )) .

Or, pour tout e > o, i l  existe  une constante C > o t e l l e  que :
e.

-  28 -

? í. t
a+ó OL + j DJ+h

<

I
î.=0

Dz
t

h-1
( t

0+6 a + j Dj
t
uill

L'
o

IR 9 H
a +Jj-Ü

6 +q n
):

A CeIIt
0+6

< G |D
h
t (t

a+6 a D
i i)II

a +j DîA

L‘2 IR 9 H
a

L2 iR;H

+

a 1+
p-h

p-l-
ô +q

[fR
n

))

+a
6 (ffi ))

H

p-h
6

+ 1« +(
(IRDn ))

to+i|a|+j pj D“u] | 2 -5-*q n ■
1  L (IR ; H (IR ) )

(o. X0 ))- a°gx)t ,(
oj

a hP:

(
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Par a i l l e u r s ,  i l  e x i s t e  C > 0 t e l l e  que :

Dj D; u )!|
D

9 X +cl n
L ( IR ; H 6 ( R ) )

sup |3 . ( t . x j - a  . (o ,x  )H|DÎ(t°+6l“ l+;i DJt  u)||
I ( t , x ) - ( o , x  J | | < e n 1

0 ' “ p |al+ £ ^ +q
L2( 1R;H'^ ‘ ' 6 "’( îr"))

c. |dJ ( t a+6 Ia l+j
P |a |  + q-1 

L ( îR ; H 6 ( fR ) )

De plus ,  u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  de Hardy, i l  v ient  :

2 lai +^T' + (1 n
L ( ÏR ; H 5 (fR ))

C. | | tCT+fi1011 j  Dj +h u||

e t

2 la t +' ^ +c1 n 
L ([R ; H 4 (ÎR ))

| |0h{ t <J+5|c|+j DJ u) ||

L2(IR; H 

C. ||t0+ { l “ l+J D f h u||

, + q-1 _ 
(IR ))

L (IR ; H

Finalement, on obt ient  pour Ep assez p e t i t  :

vT’P,q (IRxIRn)
< CJ + u

L2 (ÎR ; W 6 ( lRn) 0,6  

Iai+ ^
L*-(IR ; H

Or, pour tout  e > o,  i l  e x i s t e  C > o t e l l e  que :
e

Il M  +J B j u.| £  £ n t °+ i ! « I +j 0 J U||

2 l a i + &~+C1 n 
L (IR ; H 6 ( IR ))

+Q
ô (iRn ))

o |a| + -jr+cl t.
L2(IR ; H 6 (IR ) )

+ C | | t a+6ia I+j DÎi
2 !®I + f + < H  n

L (IR ; H 6 (fR ) )

<

+

<

+U¡ufi

Il (aaj(t*x) " aaj(°«x0)) d :
h
t ( t

JH 6 a +j

Dj
t

u')ll

liD
h
t ( t

.a+S a +j D U)ll

a ■f£

a + P- h
6

+ q-i
rp

,n
))

h=o

P
y c

h
t (L

o + L
1

£ -Y P>q-1
( ÎRx fP

,r
)

l
h=l |a|+j<_m

t j+ô o +j D3t
u

-h

i-hP

hE:

hP-

P-h

p-h

e x i s t e

h



pour h = l , . . . , p .  On en déduit facilement la  proposition 3.1 pour l 'opérateur  L°+l*. 

c) Démonstration de la  proposition 3 .1  pour l 'opérateur L = L° + L1 + L2 .

Il su f f i t  d'établir l'estimation suivante : pour tout entier p ^ o, 

pour tout q fcfR et pour tout e > o, i l  existe Cg > o t e l l e  que pour tout 

u 4 Vf’P’q(IRxFRn) on a i t  :

(3.4) l  ||Dj(L2u)I 
h=o 1

_ u < e»|!utf _  _ _ 4

? n ”  (IR X(R )
L ((R ; H (ÎR )) 0,6

Pour c e la ,  on rappelle  q u ' i l  e x i s t e  une constante C > 0 t é l l e  que pour 

tout u t  Ŵ ’°(  R) e t  o <■ j  <_ - o - l ,  on a i t  :

j ..n2¡DJt  u||
l/ (IR)

< C . ¡ t Cf+m d"! u |29 + } t ° +m u \ \
1 L (IR) L (IR )

On en déduit que pour tout e > o ,  pour tout u e vT ’^ I R )  e t  o < j < - o - l ,O )ô

on a

Il Dtui 2 v 
z L (IR)

< C. elt0+m dTuI
tUllL2(lR)

o+6m+j 2

+ e ofJ | t 0+5m u|| 2
L (IR)

On d o it  estimer des termes de la  forme : 

flnJ+a)JT* ui

L ( IR ; H
Ia|+ ^

(IR"))

pour o <_ i  <_ h, o + 6 1a| + j  < o e t  u e  VI^Ç’^ lR x  IRn).
• O >6

On applique l ' i n é g a l i t é  précédente â la  fonction d£ u ( t , ç )  pour ç fcIRn, 

on m u lt ip l ie  l e s  deux membres par :

2 1-1 +Çt+q
(1+UI ) , on c h o i s i t  e ’= e ' ( l + | ç |  )

2 ^ - |a|

puis on intègre par rapport à ç 6 ÎR ; ce qui donne :

||DJt n u|| < CJe '  ||t0+m D ^ u ll

2 1®̂  6 +q n L (IR ; H 6 (TR ) )
2 a +q n

L (TR ; H ô (IR )

Ce , H t a+6m D̂  u||

On en déduit l ' i n é g a l i t é  (3. 4) .
L (IR ; Hl”+ s +<1/mn

1 .

(fR” ) )
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2

lwm,Ç*q"1(iRxmn).
n » no ,6

Ce•Il u|

►

£ ■h P-j

D ■]

.p.q*-q

?

h- I
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Il s u f f i t  d ' é t a b l i r  l ' e s t im at ion  suivante : pour tout  en t ier  p >_ o,

pour tout q é IR e t  pour tout  e > o,  i l  e x i s t e  des constantes C > o e t  T >o
pqe pe

t e l l e s  que pour tout u 6 W ^ ’^ fR x  IRn) avec u ( t , x )  = o pour ¡ t |  l T p c » on a i t  :

(3 .5 )  f  I|dJ(L3u)1 2 t Ü + q  i e - M m D Q  n + C .¡uü 
h=o 1 L (fR ; H ((Rn)) wJJ*P*q(IR x IRn) pq -

Pour c e l a ,  on rappel le  qu’i l  e x i s t e  une constante C > 0 t e l l e  que pour 

( R), 0 ££j<h < p e t  o + ôja] + j  - & >_ o,  on a :

d5 + J - ‘ ui 2 < c .  | | | t 0«  D Î+huü2 ,  + l i t 0* 5”  
z L ( FR) 1 L (IR)

On do it  est imer des termes de la forme :

|jt Co+«!a|+j]-i Dh+j-tu|

2 M  + n
L (IR ; H 6 (FR ))  

pour o ±l  <_h <_ p, a+6 |a |+j  > o,  cr+ô|a|+j ¿(N e t  o Min (h ; [a +ô |a |+ j ]  ).

A t
On applique l ’ in é g a l i t é  précédente à la fonction u (----- k— ô~T7" » C ) »

( l + | ç | Z)
on e f f e c tu e  l e  changement de v a r i a b l e  y --------- —  , on m u l t i p l i e  l e s  deux

£ l£  + q ( l + l ? i V 2 i
membres par (1+|ç |  ) e , puis on intègre  par rapport à ç e(Rn , ce qui donne :

0h+J-t„n c_ w
,  a + ̂ r-+ q  „ (ÎRx fR ).

L (tR ; H 6 ( fR ) )  ° - s

Ains i ,  lorsque a + ô |a |+ j -  a>o,  on en déduit facilement l ' i n é g a l i t é

(3 .5 )  pour le  terme jjt!-0+,s.lcll+^ “i' DÎ?+^-A,u|j ,
9 II + * +<1 n

L (fR ; H'a ' 6 (fR ) )

Il res te  à é tudier  le  cas i = [a + ô | a | + j ] .  Pour c e l a ,  on procède comme 

c i-dessus  en partant c e t t e  f o i s  de l ' i n é g a l i t é  :

l l ^ ' ^ l l 2,  £  C. I  | | t 0+m D f hu )2,  + | | t ° +5m D Îu lU  
Z l/(lR) Z L (fR) 1 L (ÎR )

d) Démonstration de la  proposi t io n  3 .1  pour l ' o p é r a te u r  L = L° + l*  + L2 + t 3 .

(IR xfRn)'
a , <5
/n.p.q-1W

to u t Ai">»P
3,¿

L2(IR)
c
'ht

2

(I*"))

+q6
p-h

e t  o < I < Min (h ; [a +ô |a |+ j ]  ).

deux

Ilt;
, a + ô o l+j-A

p-h

22

u e

I!t
a+ô a +j -£

( IR X ÍRn ).Isjn.p.q
a ,6



On en déduit pour h+j“A >_ o avec i  * [o+<s|ot|+j] l ' in éga l i té  

h+j-A,,,
+q "”"wm,P,q(lRxIRn)

L̂ (CR ; H ° (fR ) )

<3*6> <‘Dt  u" p-h-j+Jl-o ,
2/m . u fi tmn\ s w°»fi

Or, puisque i  = (a+fi|al+j] e t  o+6|a|+j ¿(N, on a : > £ d l  + ja j. par

suite ,  pour tout e > o ,  i l  existe  C£ >o t e l l e  que pour tout u €.W ’̂p,q(fRx lRn),  

on a i t  :

, , p-h ¿ E-Iul m p q  n +
* » M + V + q  „ w” ,Ç,q(iRxmn)O U T --—  TU n r

L (IR ; H 6 ( (R )) 0,6

C . ||dÎ?+j ~£u|1 _ h . . .e t  p-h-j+fc-o 1
L2((R;H 6 +q *( lRn) ) 

et  compte-tenu de (3.6) dans laquelle on remplace q par q-1, on obtient l ' in ég a l i té  

,h+j-4
II Dt p-h — E,HUI! .m d a n + ^e *1114,1 jj d q- 1 n? ja{ + •*—- +  q „ Wm’Ç*q(ÏR x tRn) e v/n,P,q X((Rx lRn)

L (IR ; H ô (fR )) a>’6 a »6

Ceci achève la démonstration de (3 .5).  La proposition 3.1 est  démontrée.

I I I .1.2. Régularité partie l le .

On conserve les notatibns de la proposition 3.1.

Proposition 3 .2 .

Si u €. W*",p,q(lR x JRn) avec supp u c { ( t ,x )€ lR  x lRn ; || ( t ,x ) - (o ,x  )|| < e }
* £lÎL+q+i

et si  dJ(Lu) € L2(fR ; H 6 (fRn)) pour o < h < p, alors u é Wm*P’q+1((Rx IRn) .
L ■ mmm C  f  Q

Démonstration : On u t i l i s e  la méthode des quotients d ifférentie ls  par rapport à la 

variable x. Pour h fefR\{o} et  i = l , . . . , n  , on pose :

Tih v(t ,x)  = v(t  ; xl , . . . ,  x.. + h , . . . . ,xn)

Pih v(t>x) * ^ (T-jh v(^»x) “ v( t , x) ) .

pour u € W P
o 9o'

IR i h P e t o h+j - i < - o + h.

»
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n-h- j+l-a
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IlDt
h+.j-i 4
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On a :

L<p1hu> = l’ ih<U > + w ï j i m  ( t , x )  oj  DJ ( t jh u ( t ,x )> .

On applique la proposit ion 3.1 à la fonct ion p ^ u , pour u e Ŵ ’p ,q(iR x[Rn)
a,5

avec supp u c { ( t , x )  £ IR x lRn ; | | ( t , x )  -  ( o ,x o )|| < Cp} e t  h suffisamment p e t i t  :

^t’1hÛ ’P,q({Rx IRn) CP-'i
j  l!°ht  L(Pih u)|| 
h=o

V « *  »,L (IR ; H (IR")).

P̂Thû wm,p,q-l̂ IRxfRnj
0,6

D'après l ' expr ess ion de L (p ^  u) ,  i l  v ient  donc :

? IDJ P1h(Lu)||lîP.. ull < C . JU ^ , p , q ( n -  p,q
0,5 v '

h=o ¥ + «  n
L ( (R ; H 6 (IR ) )

a  S  V ------- °) ®P'>hU,^wJ»P»<î-l(iRx iRn)/ ’ ¡^ (J R x  IRn) 
o,ô v '

Par s u i t e ,  i l  e x i s t e  une constante c > o t e l l e  que :

lpi h ^ wm,p,q(tRx ^n^ 
0,6 v '

h=o
l o j  Lull

2 ^i^+q+^
L (ÎR ; H 6

^ * w m,J ,q (IRx !Rn) 
((R )) ° - 5

On en déduit que D u e  l ^ ’P’^JRx (Rn) , e t  ceci  pour i = l , . . . , n .
X • 0 ) 0

Finalemçnt, u £. Ŵ ’p’q+*(IRx fRn) , ce qui achève la démonstration.

I I I . 1 .3 .  Démonstration du théorème 1 .1.

Soi t  u t  C"( I ; 3) 1 (n) ) te l  que Lu £ C°°( I ' x n' ) e t  s o i t  ( t 0 »xQ) £ I ' x n ' . 

On doi t  montrer que u e s t  indéfiniment dérivable au point ( t  , xQ).

Pour t Q^ o ,  le  r és u l t a t  e s t  c lass ique  puisque l 'opérateur L e s t  e l l i p 

tique en tout point ( t , x )  pour lequel t / o .

+

N

+

+ u

I
a +J < 111

p ih' a ( t . x ) t
0+6 !cl+J

p-h
< c ß

c< + u!-h

ÍRX ÍR p-h
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Si t 0 = o ,  s o i t  V un vo is inage  ouve r t  du po in t  ( o ,x Q) avec V<LI' x a '

e t  s o i t  <p 6 $ ( l '  x f i ' )  avec <f> = 1 su r  V. D 'après  le  lemme 2 .1 ,  pour t o u t  e n t i e r

p >_ o,  i l  e x i s t e  q fc IR t e l  que <j>u fe Ŵ *p ’q (rR x fRn ).  En p a r t i c u l i e r ,  pour to u t

tf f e2 ) (V ) ,  u = ^4» uéWm ,p ,q (lRx{Rn ). Chois issons  p > p ou p .  e s t  l ' e n t i e r
o , ô ' — 0 0

asso c ié  au p o in t  xQ comme dans la  p ro p o s i t io n  3 .1 ,  e t  Ÿ é 2>(V) de la  forme

4* ( t , x )  = ^ ( t )  ^f2 (x) avec supp f c { ( t , x )  6 IR xfRn ; | | ( t , x )  -  ( o ,x Q)ü < ep}.

On v é r i f i e  a lo r s  que : „ .
. ?  - l ^ + q + 1

Dt  L( f  u) è  L ((R ; H (IR )) pour o _< h £  p. I l  en r é s u l t e  que :

^fu fe Wm,p,q+*((Rx lRn ) .  I t é r a n t  l e  ra isonnement,  on en d éd u i t  que u f c i R x ( R n) 
0,0 0,0

pour t o u t  q.

Enf in ,  comme C\  V^’P’^ ÎR  x IRn ) c. C*(IR x (Rn ) ,  on en d é d u i t  que u e s t
P > P —1 ° 
q efR

in dé f in im en t  d é r iv a b le  au p o in t  (o ,x Q).

I I I . 2. 2ëme méthode : C ons truc t ion  d 'une  parametr ix  p a r t i e l l e .

Nous u t i l i s o n s  i c i  l e s  techniques  de [15] dans la  p r é s e n ta t i o n  de [25].

I I I . 2 .1 .  Opérateurs  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s  à va leu rs  v e c t o r i e l l e s .

C e t te  no t ion  d 'o p é r a t e u r s  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s  à v a leu rs  v e c t o r i e l l e s  

a dé jà  é t é  u t i l i s é e  dans [15] ,  [25] ,  [27]. So ien t  deux espaces  de H i lb e r t  complexes 

Fj , Fg e t  ¿&(Fj , F2 ) l ' e s p a c e  des o p é ra teu r s  con t inus  de F^ dans F2 .

E tan t  donné un ouve r t  fi, on d é f i n i t  l ' e s p a c e  des symboles Sm(fi xlRn ;F j , F 2) 

comme l ' e s p a c e  des fo n c t io n s  p (x ,ç )  indéf in im en t  d é r iv a b le s  s u r  fi x lRn à v a leu rs  

dans ^ ( F 1 ,F2 ) t e l l  es que : pour t o u t  compact K de fi, pour t o u t  couple 

(a ,B) £ lNn xlNn , i l  e x i s t e  une c o n s tan te  C„ O>o t e l l e  que, pour t o u t  x € K, 

pour t o u t  ç £[Rn , on a i t  :

l|Dx Di  p ( x ’ 5 > 1 < 6 ( F l ,F2 ) l C ^  <1+ l ç l>m' W  •
i|Dß

X
Da

P(x .5 )
lil làZ1-

K, » i ß

K, OLi
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On d é f i n i t  a lors  Lm(tt ; Fj ,F2 ) comme l 'e space  des opérateurs pseudo

d i f f é r e n t i e l s  dont le  symbole e s t  dans Sm ; l 'opérateur  P de symbole p (x ,ç )  es t  

d é f i n i ,  pour u €• C^(a ; F^), par :

Pu(x) =

e t  on a : Pu € 0°°(ü ; F2 ).

Dans [253, on a u t i l i s é  sur F̂  e t  F2 des normes qui dépendent de ç. Il 

se trouve en e f f e t  que, comme nous l e  verrons après sur des exemples, le s  normes 

dépendant de ç s ' in tr o d u is en t  très  naturellement sur les  espaces de Hilbert  

considérés.  On note f |  , l ' e space  F.. , muni de la norme dépendant de ç pour i =1,2.

On d é f i n i t  alors de manière nature ll e  l e s  symboles p (x ,ç )  dans

Sm(fl xîRn ; F| , f| ) .  Pour que le s  théorèmes c lass iques  so ien t  vrais  (cont inuité

dans Hs , composition),  i l  faut imposer des conditions de "continuité" en ç ,  que

nous ne préciserons pas i c i ,  e t  la condition suivante : i l  e x i s t e  des constantes

CQ , Cj > 0 , (Nq , Nj) € fR2 t e l l e s  que, pour tout v 6 F. , pour tout ç 6lRn ,

on a i t  : N„ N,
c0( 1 51) 0 |vü 0 < H  . (1+lel) 1 IM 0

Fi Fi Fi

pour i = l , 2 .

e 1 < x ’c>p(x ,ç)  u(ç)  dç
(R

I I I . 2 .2 .  Normes dépendant d'un paramètre sur Hp([R) e t  Ŵ ’P(ÎR) .

On considère sur l 'espace  ^ ’^(fR) , pour p >0 e t  p>^o, le  produit
G j  O

sc a la i r e  suivant : pour u,v £ Ŵ ,P(îR) e t  pour ç £rRn , on pose :

( u, v )  ̂ , r = y
’ P,0,6,5 M + j^m  

h+£ < p

,  i  f ( o + i | o | + j - £ ) + - j - h - c + p ]
( i +UI ) L

(jt{(a+6|a|+j-£)+ [)j+hu f j t  j (a+6 I “ l+0_£)+ oJ+hv)
t  t  |

M b,p ,0,6,ç - •r (ïï7S7J,>p,0,Sj5 ,

L2(IR)
»

• (H?I)Ni Ivi 0 
F?

< C1
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où pour tout nombre réel A, (A)+ * sup (o,A).

De même, pour u,v e Hp(lR) , on pose : 

p-h

(“,») . -  I ( l+ |c i2 ) 6 (D % , Dht  V) ,  , 
p’5’ç h=o t  % l/((R)

M p . i .C  * / (u-u)p,J,Ç •

Pour |c| =o, on obtient des normes équivalentes aux normes des espaces 

W ^ ’ p ( î R )  et Hp(fR) respectivement. De plus, i l  existe  des constantes CQ , Cj >o  

te l le s  que, pour tout ç fc ÎRn, pour tout u 6HP(IR) et tout v êW^^fR) , on a it
O ) C

co - M p , { , o i N p . S, î ± ci  • < i * U I 2r  m p,5„

e t  2 t (” + | )
 ̂V̂ m ,p ,o ,ô ,o  -   ̂V®m,p,o,6,Ç — Cl* ) H v!lm,p ,o ,5 ,0  '

On u t i l i s e r a  dans l a  s u i t e  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  :

P ro p o s i t io n  3 . 3 .

Pour t o u t  o & lNn , i l  e x i s t e  Ca > o t e l l e  que , pour t o u t  ç 6 IRn , pour 

t o u t  u ,v  6 HP(IR) ( r e sp .  W^’P(fR) ) ,  on a i t  :

, J« l
^ u , v ^ m , p , o , -  Ca ( 1+ lç l ) ®Û m ,p ,o ,6 ,ç  ’HV̂ m ,p ,o ,6 ,ç^ '  

Démonstration : e l l e  e s t  immédiate.

I I I . 2 .3 .  Remarques p r é l i m i n a i r e s .

On ne s ' i n t é r e s s e  aux p r o p r i é t é s  de l ’o p é ra teu r  L que dans un vo is inage  

de t=o ( a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t )  puisque L e s t  supposé e l l i p t i q u e  pour t ^ o .  On va 

a lo r s  montrer  que L, convenablement modif ié  en dehors d 'un vo is inage  de t = o .  

peut  ê t r e  cons idé ré  comme un o p é ra teu r  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l  dans L°(ft ;

JL
: ¿ Il

(1+

|Dia£ ((u,v
P. X

) \
< C

a (i+ Ç
2
;

a

u
P, «tS |v P»6,E

( resp .
ID
a

C

;w .0,6
W/n, P. ç

cc
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Hp’^(fR)) qui admet, pour p assez grand, une paramétrix dans L°(n ; Hp’^(fR) ,

Comme au paragraphe III .  1 .1 ,  on décompose L sous la forme L=L°+L*+L2+L3 . 

On suppose, par commodité, que l ' i n t e r v a l l e  I e s t  I = ] - l , + l [ e t  on c h o i s i t

,' y  [ .  Enfin,  pour e > o,  on pose :

L£( x , t  ; D , D. ) = Le = L° + (h  L1 + <f ( t )  L2 + L3 .
A t £ C -

Pour | t |  < j  , on a : I e = L.

On a alors  :

Proposition 3 . 4 .

Etant donné un e n t i e r  p e (N avec p >_ a ,  pour tout e avec o 

Le ( x , t  ; ç , D J  é S° (n x(Rn ; Wm’Ç,Ç(rR)) , Hp , ç (fR) ) .
U O )  O

Proposition 3 . 5 .

On suppose n relativement compact. Il e x i s t e  un e n t i e r  P0 i O  te l  que 

pour tout e n t i e r  p >_ pQ , i l  e x i s t e  e > o ,  A > o, Cp >o t e l s  que, pour tout xéîi, 

pour tout ç 6 TRn avec ¡ç| >_ A, pour tout u £  Wm’p((R) , on a i t  :

|U|L n - c < C0 1 L£ " "m,p,a,û,ç — p 11

La démonstration de la proposition 3.4 est immédiate ; par contre, la 

démonstration de la proposition 3.5 sera faite en plusieurs étapes comme dans le 
«

cas de la proposition 3.1. Nous nous limiterons à donner les idées essentielles 

de chaque étape.

a) Démonstration de la proposition 3 .5  pour l 'opérateur L°.

Cela résu lt e  tr iv ia lement  du § I I I . 1 .1 ,  a) .  En e f f e t ,  i l  résu lt e  f a c i l e 

ment de l ' i n é g a l i t é  (3 .2)  qu ' i l  e x i s t e  pQ eîN (avec P0 ü a )  te l  que pour tout  ent i er  

P ü P 0 » i l  e x i s t e  Cp > o t e l l e  que pour tout X6Q,  pour tout ç £iRn , 

tout u ¿ l ^ ’^fR) , on a i t  :
G ,  ü

w
c,ô
m.>P> IR) )I.

<f(t) f e ^ ( I )  t e l l e  que Ÿ( t )  = 1 s i  t  fe] 1
z

(X ; t  ; Dt )U|IP,«.5

pour.1,>

< e < 1 on a
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<3-7> l ‘ L , P, M , ï i V  l|L° (x;  ç - Dt )u|lP,Î.C •

b) Démonstration de la  proposition 3 .5  pour l 'opérateur L ° + Cf( - | )  L*.

D'après a ) ,  i l  s u f f i t  d ' é t a b l i r  que pour tout e n t ie r  p £ fN avec p>.a,  

pour tout n > o, i l  e x i s t e  e1 > o ,  A1 > o t e l s  que pour tout  o < e <  e^ pour  tout

pour tout u fc Ŵ ’P(TR) , on a i t  :

(3.8) || < f ( i )  L1 ( x : t ;  5 ,  Dt )uIp j5 jÇ in . | ü | ra>pi0iJi{ .

En revenant à l 'exp ress ion  de L*, on démontre facilement que pour p>.o,  

x é  n, ç 6 fRn avec | ç |  >_ 1,  i l  e x i s t e  Cp > o t e l l e  que :

Il ^ ( f )  L ^ x . t ;  ç ,  Dt ) u | l p , 6 , ç  - C p . e (1  + eP | ç | l / 6) - l Uflm,P , o , 6 , ç  *

On en déduit l ' i n é g a l i t é  ( 3 .8 ) .

c) Démonstration de la  proposit ion 3.5 pour l 'opérateur  L + Ÿ ( - )  L + ' f ( t )  L .

Il s u f f i t  de montrer que pour tout  e n t ie r  p 6TN avec p_>o, pour tout  

n > o , i l  e x i s t e  A2 >o t e l  que pour tout  x é f i ,  pour tout £ élRn avec | ç |  >_&2 » 

pour tout  u 6 Ŵ ’P(JR) on a i t  :

(3 .9 )  || ( t )  L2 (x ,  t  ; ç ,  Dt )| |p)6)Ç <. n . 11 ul!m, p , a , 6 ,ç  *

On obt ien t  fac ilement pour | ç |  >_1, l ' i n é g a l i t é  :
; _  0 

Il <f(t) L2 ( x , t ;  e.Dt ) u||M ) î  < c p. Isl s.

où e * -  Max (o + 6 |ot| + j ) .  D'oû l ' i n é g a l i t é  ( 3 .9 ) .
|a|+j<_m 

a+61 a | + j  <0

d) Démonstration de la  proposit ion 3 .5  pour l 'opérateur  Le=L°+(f(-^)L^+Y(tJL^+^i

On montre que pour tout  e n t i e r  p £ÎN avec p^.o, pour tout  n > o ,  i l  

e x i s t e  e ,  > o ,  A, > o t e l s  que pour tout o < e < e j  , pour tout  x é  n,  pour tout  ç €fRn

pour tout  u é  Ŵ ’P(IR) , on a i t  :

n 
|c-
t*

I L
¿

x t s î ,  pour tout ç é. iRn avec U >

CP*
> 1,

A■1

.€,6.o.Pmu

avec | ç | >

e.Pi
A.

> 1,



-  39 -

f  3
Evaluant chaque terme de if (-) L ("x,t ; ç,D. )u , on obtient :£ v

0

où © = Min ([a + ,sM  +jj - (o + ô|a|+j)) . On en déduit facilement (3.10). 
o+6|aj+j > o 
o+6 j a |+ «3 £

Enfin, la proposition 3.5 résulte des inégalités (3.7)..... (3.10).

II1.2.4. Construction d'une paramétrix partielle.

On va construire une paramétrix partielle pour l'opérateur Le . Pour la 

commodité, on notera : L e (x,t ; ç»D^.) = L(x,ç),e étant fixé en fonction de p com-ne

= Wm ’P ’Ç (ÎR) , FS = HP, Ç ([R) .
0)0 Cm

On a donc un opérateur Le (x,t ; ç, D t ) dont le symbole L(x,r.) appartient 

à S°(iî xfRn ; Fj , f|) et tel qu'il existe C > o, A > o tels que pour tout x e n, 

pour tout ç é.fRn , avec |ç| ^ A ,  pour tout u £

résulterait d'un théorème de [15], et l'existence d'une paramétrix partielle 

résulterait d'un théorème de [3]. Mais nous préférons construire dans ce cas 

particulier une paramétrix partielle afin d'obtenir la régularité maximale. 

L'idée suivie est celle de [3], mais on doit tenir compte de la dépendance e n C  

des normes.

IMI e 1  C.||L(x,ç)u|i 
Ft

Il n'est pas difficile de montrer que 1 'hypoellipticité partielle

On définit L*(x,ç) par : pour tout u € , pour tout v é  Fj :

(L*(x,ç) u,v) - (u,L(x,c)v)

Propos i t i on  3 . 6 .

On a :

(3.10) i m f )  L3( x . t U , D t )u||p)5iÇ < n |N!m>p!0j{>5 .

• H.

I f ( | )  L3 ( x , t ; f . O t )u|p i 4 > 5 < C . ( 06 +|ï| 6 +

FF

FC
2F■ç

1

•IM1

e
F 1

6

on ait :»F•ç1

2

F
2

;*m. P.o,,6

dans la proposition 3.5 ; F

J
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( i ) L*(x,ç) é  s ° (a  x ÏRn ; f|  , F*) ,

( i i  ) L*(x,ç) o L(X, 0  é  S°(fi x ÎRn ; f |  , F*),

( i i i )  L (x , ç )  o l ( x , ç )  e s t ,  pour | ç |  >̂ A, un isomorphisme de Fj sur Fj e t  on a: 

i l  e x i s t e  C > o ,  A> o  t e l s  que pour tout  x é n, pour tout  s eiRn avec 

JÇ| >. A, pour tout u €  f |  , on a i t  :

I N  £ < C. | |L * (x ,ç )  o L(x,ç)u|| _ .
es ps
hi Fi

Démonstration : Le point ( i i i )  e s t  immédiat ; l e  point ( i i )  se  déduit facilement  

de ( i ) .  Montrons donc l e  point ( i ) .  De l ' i d e n t i t é  :

(L*(x ,ç )u ,  L*(x ,ç)u) = (u ,L(x ,ç )  o L*(x ,ç)u) _
c<, çK.
hl  2

on déduit l ' i n é g a l i t é  :

l iL ( X>Ç)UI! r  IMI r *
F̂  F̂

1 2

Ensuite , en raisonnant par récurrence e t  en u t i l i s a n t  l e s  propriétés  de

L(x,ç) e t  la  proposit ion 3 . 3 ,  on obt ien t  aisément ( i ) .
!

On peut maintenant construire  une paramétrix p a r t i e l l e  pour Le ( x , t ;D x ,Dt ). 

Il r é su l t e  des points  ( i i )  e t  ( i i i )  de c e t t e  proposit ion 3 .6  que Ton peut cons

tru ire  un inverse  R(x,ç)  t e l  que Rour | ç |  _> A :

R(x,ç) o L*(x,ç) o L(x ,ç )  = I 

L*(x,ç) o L(x,ç) o R(x,ç) = I 

e t  pour tout u f e F p

|R(*,?)u| . £ C .  |u| .
F̂  Fç

hl

de ces re la t io n s  que R( x , ç ) ,  convenablement modifié  

pour | ç |  <A e s t  un symbole dans S°(fi xfRn ; f|  , Fj ) .

On con s tru i t  alors  classiquement un opérateur pseudo-d i f férent ie l  

Rp(x ; D) dont l e  symbole e s t  dans S°(n xfRn ; f|  , f | )  avec pour symbole p r in c i 

pal R(x,ç)  o L*(x ,s )  e t  te l  que :

II résu l te alors
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-  RP(x ; D) o Le ( x , t  ; Dx , Dt ) = I + SP(x ; D) ;

(a ; F|) dans Ĥ qc (a ; F^) pour tout s £. (R ;

-  Sp(x ;D) e s t  un opérateur pseudo-d if férent ie l  dont l e  symbole e s t  dans 

S œ(ü x Rn ; Fj , F| )  e t  donc Sp(x ; D) e s t  continu de 

HÎ0C(fl 5 Fi )  P°ur tout ( s , t )

Une t e l l e  paramétrix p a r t i e l l e jq u i  dépend de p, va permettre de 

démontrer le  théorème 1 .1 .

II 1 .2 .5 .  Démonstration du théorème 1 .1 .

On se donne p e n t ie r  avec P i  PQ e t  c > o. Comme dans la  proposition

: vT ; | * î ( cr))

pour un t  convenable. Par a i l l e u r s ,  Leu e s t  dans Ĥ qc (n ; HP’^(IR)) pour tout  

s fciR ; on déduit de I I I . 2 .4  que u € Ĥ oc(fi ; Ŵ , p , ç (rR) ) pour tout s é ÎR. Ceci 

étant  valable pour tout e n t ie r  p >_ pQ , l e  théorème 1.1 e s t  démontré.

-  Rp(x ; D) e s t  continu de .sHc o m p

(Q ; F^) danscompHs

é IR'

3 .5 .

So i t  u £  c ! ( iR  ; 3 )  ' (n))  ; d'après l e  lemme 2 .1 ,  u €. Ht [n
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IV* ETUDE DES CONDITIONS 3 ET 3 ' .

On commence par é tudier  l e  cas 5 = 1  qui,  dans c e t t e  étude,  joue un 

rôle  p a r t i c u l i e r .

IV. Cas oû 5 = 1 .

D'une manière généra le,  l e s  opérateurs L pour lesquels  5 = 1 e t  s a t i s 

fa i sa n t  l e s  conditions 1 e t  2 sont partie l lement  hypoel l ip tiques  dans I * ü ; 

en d'autres termes,  la  condition 3 e s t  toujours s a t i s f a i t e ,  ceci  r é s u l t e  de la 

remarque 2 .3 .  En p a r t i c u l i e r ,  lorsque o = -m, le s  opérateurs L sont le s  opérateurs  

e l l i p t i q u e s  e t  on retrouve l e  f a i t  q u ' i l s  sont hypoell ip tiques  ( c f .  remarque 1 . 1).

Par contre ,  pour de t e l s  opérateurs,  la  condition 3' n ' e s t  pas toujours

2 2
s a t i s f a i t e .  Par exemple, l 'opérateur  Lu h (D. + D ) {tu} + xDt u + y D u  es t

t  A  W X

2
partie l lement hypoell ip tique  dans fR , par contre ,  u t i l i s a n t  l e  :

Lemme 4 . 1 .

So i t  ^  = s P2 (DS) + P*(D$ ) où P1(D$) pour i = 1,2 e s t  un polynôme

d i f f é r e n t i e l  de degré i à c o e f f i c i e n t s  constants complexes ; on suppose que

2 2 2 
l e  c o e f f i c i e n t  de D dans P (D ) e s t  éaal à 1 e t  que l e  polynôme P ( t )  admet

deux racines t +  e t  x _  avec Im t +  ¡> o e t  Im t _  < o.

Alors : Kero6 f ) ^ (  (R+) * (o} s i  e t  seulement s i  la condition

(C) suivante n 'e s t  pas s a t i s f a i t e  :

(C) Il e x i s t e  p £ lN  t e l  que : P * ( t + ) = i p(r+ -  t _ )  .

(Ce lemme e s t  une conséquence immédiate du théorème 2 . 1 , § III  de £ 0 ) .

2 2
Cet opérateur Lu = (D+ + D ) {tu} + X D. u + y D u e s t  partiel lement

v X  L X

hypoell ip tique  dans ffT x iR s i  e t  seulement s i  y i  t  (2p+iX),  p en t ie r  >_■!.
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IV.2. Cas où ^  1.

Lorsque 5  ̂ 1, on va donner deux méthodes qui,  par un changement de 

var iab le ,  ramènent au cas 5 = 1 .

IV.2 .1 .  lère_méthode : Dans ce paragraphe, nous a l lons  appliquer une méthode 

assez simple pour répondre aux conditions 3 e t  3' ; c e l l e - c i  permet en par t icu l ier  

de retrouver des r é s u l t a t s  déjà connus [ 12] , [133 •

La méthode c o n s i s t e  à trouver d'abord une décomposition du noyau de 

1 'opérateur L dans A  puis ,  par un changement de var iab le ,  de se ramener au cas

6 = 1 e t  plus précisément,  à u t i l i s e r  la condition (C) du lemme 4 .1 .  Siqnalons que 

c e t t e  idée de décomposition a déjà été  u t i l i s é e  (différemment) dans jjL2] .

a ) Etude des conditions 3 e t  3 ‘ pour l e  cas des opérateurs d'ordre 2 .

On va é tudier  l e  noyau dans ^ ( (R) des opérateurs L â une var iab le ,  

de la forme :

Lu(t) =a - t 0+2 D2u+a t 0+1 D+u+anrtt au+a11t cr+ô+1 D.u+a1n t a+6u + a- t a+25u v ' o2 t  o l  t  oo 11 t  lo 2o

où o €  H avec a _> - 2 ,  & > o avec a + 25 6  fN, a . j £ t  avec a ^  -  1 e t  a ^  = o s i

a + 6i + j 4- !N.

2
On supposera que l e  polynôme P(t)  = a ^  x + a ^ x  + a20 admet deux racines  

t + e t  x_ avec Im x+ > o e t  Im x_ < o.

L'équation ca rac tér i s t ique  F(x) = 0 a ssoc iée  à L en t=o s ' é c r i t  :

F( x)  = -a o2 x ( x - l )  -  1 aoJ x ♦  a00 = 0 .

La condition a + 26 ô  fN impose à 6 d 'ê tr e  de la forme : ou bien s = k

2k+l
ent ier  > o,  ou bien <5 = - v> •-  avec k en t ier  >_ o. On commence par é tudier  l e  cas 

5 = k en t ie r  > o.

So it  u ( t )  £  Ker L 0  <^( iR) ; l 'opérateur L n'admettant que le  point t=o 

comme point s in g u l i e r  à dis tance  f i n i e  e t  étant du type de Fuchs en t=o,  on en
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+«■>
déduit  que u ( t )  e s t  analy t ique,  s o i t  u ( t )  = E u t  . Reportant ce développement

n=o
dans l 'équat ion  Lu = o ,  on obt ien t  l e s  r e la t io n s  :

(4 .1 )

' o < n < k-1 

k < n < 2k-1 

2k < n

F (n) . un = o

F(n). un + 0  au (n-k) + a1Q] un_k = o

F ( n ) -  u n  +  C"1 a ^ t n - k )  +

La réso lut ion  de ce système e s t  donc l i é e  aux racines en t ières  éventue l les  

de l 'équation ca rac tér i s t ique  F(A) = o.

Proposit ion 4 . 1 .

On suppose 6 = k en t ie r  >_ 1.

( i )  Si F(x) = o n'a pas de racine e n t ière  _> o (ce qui impose a

Ker L D

( i i )  Si F(A) = o admet une seu le  racine en t ière  > o ,  s o i t  m, ou bien deux 

racines en t iè r e s  o dont la d i f férence  e s t  un mult iple  de k, m étant la  plus 

p e t i t e  (ce qui impose a > -1 s i  6 = k > 1 ) ,  alors :

1) s i  k e s t  impair : Ker L D ( IR) = (o)  ;

2) s i  k e s t  pair : Ker L O

(i a02Î1*k) + a0i “ 2im a02) T+ + aio * im an   ̂ 1 Pk (T+ " TJ  P°ur P eiN ; 

( i i i )  Si F(X) = o admet deux racines en t ières  ^  o ,  so ien t  m e t  n ; s i  m e t  n 

sont de parités  d i f f é r e n t e s  e t  s i  k e s t  p a ir ,  a lors  : Ker L 0 ^ 3 ( ( R )  = (o)  s i  e t  

seulement s i  :

e t

ao2(1' k) + aol ‘ 2im ao2̂  T+ + al0 “ 1m al l  * ipk (t+ '

(i ao2(l-k) + aQl - 2in aQ2) x+ + a1Q - in au   ̂ ipk (x+ - x j  pour p e. fN.

Démonstration :

( i )  Il r é s u l t e  des r e la t io n s  (4 .1 )  que s i  u eK er  L n ^ ( i R ) ,  a lors  u = o.

u , + ao n . u 0. = 0. 
n-k 20 n-2k

a
1Ca

o ) , a lors  :>

(i

( IR) = (o)  s i  e t  seulement s i  :

( fR) = {o} ;
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(ii) Des relations (4.1), on déduit que si u e  Ker L C \ A (  IR) alors u(t) 

est de la forme : u(t) = tm v(t^), où v est une fonction analytique. On pose 

s = t k ; puisque u e < £ (  IR), v(s) <~ 

est pair, et Lu(t) = o équivaut à

A  v 5 5 &o2 "2 Ds + all  k Ds + *21? v

+ [("iao2 k(k_1> + aolk ' 2im k ao2^ Ds + (a10 ’ im a l l O  v ‘

Ainsi, si k est impair, t -- ► s = t opère de (R sur fR et puisque

^  est un opérateur différentiel pour lequel 6 = 1, il résulte de la remarque 

2.3 que v h o et donc u = o.

kSi maintenant k est pair, t -- ► s = t opère de (R sur fR+ et on

applique la condition (C) du lemme 4.1.

(iii) Des relations (4.1), on déduit que si u e K e r  L n ^  ( IR), alors u(t) est de 

la forme : u(t) = tm v(tk ) + tn w ( t k ), où v et w sont des fonctions analytiques.

De plus, si k est pair, il est facile de vérifier que si u ( t ) e K e r  L, 

alors u ( - t ) e K e r  L. Par suite, m et n étant de parités différentes, on a : 

u(t) = tm vit^) ou bien u(t) = tn wit^).

On procède alors comme pour (ii).

R e m arque*4.1. On verra dans la seconde méthode, § IV.2.2., comment on peut répondre 

à certains cas exclus dans la proposition 4.1.

Application : Soit L l'opérateur

LuHao2 t " +2 D̂ u +aQl t °+1 Dt u + a00 t ° u + au

où a e  Z  avec a > -2, k entier > 1, a - . «•£ avec a ~ = 1 et a . • = o si o + <$i +
— — i j  oc  i j

2
On suppose que le polynôme P(x) = a ^  t + a ^  t + a^Q admet deux 

racines x+ et t _ avec Im t +  > o et Im t _ < o.

( fR) si k est impair et v <=•-<$( AT ) si k

v(s) = o avec :m

a

o+2k
T ,2

X
J20u+axD

rr+k

îc+ c.U
t

DxDt
o k+1

j4 N.

+
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On note F(x) =o l 'équation  caractér is t ique  en t=o a ssoc iée  à L, i . e .  : 

F(*) = -ao2 M *- l )  - -¡“o! » + a00 = o.

Il r ésu l te  a lors  de la proposition 4 .1  e t  du théorème 1.2 que Ton a :

( i ) Si F(X) =o n'a pas de racine en t ière  >_ o ,  a lors  L e s t  part ie llement  hypo-
2

e l l i p t i q u e  dans IR ;

( i i  ) Si F(x) =o admet une seu le  racine e n t ière  >_ o ,  s o i t  m, ou bien deux racines  

e n t ières  ,> o dont la d i f férence  e s t  un mult ip le  de k, m étant la plu1: petite

alors  : 2
1) s i  k e s t  impair, L e s t  partie llement hypoel l ipt ique  dans IR ;

2
2) s i  k e s t  pair ,  L e s t  partie llement hypoel l ipt ique  dans IR s i  e t  

seulement s i  :

( i  ao2( l - k )  + a Ql -2 im  ao2) t + + a1()- im  an  M p k  (t+ - t.) 

e t

( i  ao2( l - k )  + a Ql -  21ra aQ2) T_ + a1 0 - im  an  ¿ - i p k  (x+ -  x_) 

pour p e IN ;

( i i i )  Si F( x) =o admet deux racines en t ières  :> o ,  so ien t  m e t  n ; s i  m e t  n sont

de par ités  d i f fé re n te s  e t  s i  k e s t  pa ir ,  a lors  L e s t  part ie l lement  hypo-
2

e l l i p t i q u e  dans IR s i  e t  seulement s i  :

( i  ao2( l - k ) + a Q l -2 im  ao2) t + + a1Q - im au  t  ipk (T+ -  t_)

( i  ao2( l - k )  + a Ql -2 im aQ2) T_ + a1Q - im an  ¿-ipk (t+ -  x_)

( i  ao2( l - k )  + a Ql - 2 i n  ao2) . x + + a1(J - in an  ^ ipk (T+ - t.)

( i  ao2( l - k )  + a Ql - 2 i n  aQ2) x_ + a1Q - in an  ¿-ipk ( T+ - r_) 

pour p 6 N.

Remarque 4 .2  : On retrouve en p a r t i c u l i e r  l e s  r é s u l t a t s  de [12 ] ,  [13].

Remarque 4 .3  : On t r a i t e r a i t  de manière analogue la  condition 3' en remarquant que 

s i  u € Ker L n >&(1R+) » a lors  u e s t  la r e s t r i c t io n  à (R+ d'un élément UeKer LAC°°(IR)
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e t  par s u i t e ,  l e s  ca lcu ls  f a i t s  précédemment sont encore valables  ; l e  changement 
k

de variable  s=t é tant  à prendre deiR+ surfR+ e t  on applique alors  l e  lemme 4.1.

Par exemple, s o i t  L l 'opérateur :

L i  t  D2 + t 2k_1 D2 + X Dt  + y t k_1 Dx .

On suppose que 1-iX ÊINNk-W. Alors,  s i  k e s t  un ent ier  impair, L e s t  par-

2
t i e l l em en t  hypoel l ipt ique dans IR , par contre,  L e s t  partiel lement hypoel l ipt ique

dans fR+ xIR, s i  e t  seulement s i  y /  + ( ( 2p+l) k+i x - 1 ) ,  p en t ier  ^  0. Si k e s t

2 —

un e n t ie r  pa ir ,  L e s t  partiel lement hypoel l ipt ique dans IR ou IR x IR, s i  e t  

seulement s i  v t ± ( (2p+l)k + i x - l ) ,  p e n t i er  >_o.

2k+l
On étudie maintenant l e  cas ô = — g- avec k e n t ie r  >_ o.

Proposition 4 . 2 .

2k+l
On suppose 6 = — j—  avec k e n t i e r  

( i ) Si k=o, alors  Ker L o i  (IR+) = {o} ;

( i i  ) Si F(x) = o n'a pas de racine ent ière  >_ o (ce qui impose a >_ o ) ,  alors :

Ker L H J  (¿R+) = {o} ;

( i i i )  Si F(A) = o admet une seule  racine en t ière  >_ o,  ou bien deux racines  

ent ières  >_ o dont la d if férence  e s t  un mult iple  de 2k+l (ce qui impose 

o >_ - 1 ,  s i  k > o ) , alors  :

Ker L n i  ( i +) = {o} .

Remarque 4 .4  : Il e s t  c l a i r  que dans le s  condit ions ( i ) ,  ( i i )  e t  ( i i i )  de ce t te  

proposit ion 4 . 2 ,  on a aussi  KerL O-S(JR) = {o} puisque s i  u £ Ker Lf\ ,$(iR) alors  

u e s t  analyt ique sur IR e t  u|^ £ Ker L A i  (IR+) .

2 —
Démonstration : On e f f e c tu e  l e  changement de variable  s i— > t  = s : FR — > fR 

e t  on pose u( t )  = v ( s ) . Si u t  Ker L 0  JL ( IR ) , a lors  v e Z  ( IR) e t  S  v (s )  = o avec

5 s2 .~TT Ds + a2o]v + s [ ( i  ~TT + ^  Ds ] v + Caool v ’
ao2
4

a
o2
J% v

o .>
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Comme cê e s t  un opérateur d i f f é r e n t i e l  pour lequel 6 * 1, on en déduit  

que v = o e t  donc u = o.

( i i )  Reprenant la  remarque 4 . 3 ,  on déduit que s i  u eKer

avec U analytique e t  LU * 0. On v é r i f i e  facilement que s i  F(x) = o n'a pas 

de racine en t ière  >_ o ,  a lors  U = 0 e t  donc u = o.

( i i i )  Reprenant toujours la  remarque 4 . 3 ,  on déduit que s i  ueKer  L D ^  ( fô+ )> 

alors  u ( t )  e s t  de la  forme u ( t )  = t m v ( t 2k+*) pour un certa in  en t ie r  m >_ o 

t e l  que F(m) = o e t  oû v e s t  une fonct ion analytique.  Comme en ( i ) ,  on e f 

fec tu e  l e  changement de variable  s ——*■ t  =

v e  Ker c£ O 
m

o£ v = 
m

+

î

Il en résu l t e  que v = o e t  donc u = o.

2
i Dx + ADt  e s t  partie l lement hypoel l ipt ique

2 -  

dans (R e t  dans fR+ x IR quel que s o i t  x c  C.

2 2
2) ^'opérateur L = tD^ + xDt  + Dx e s t  partie llement hypoel l ipt ique  dans 

IR x IR quel que s o i t  X e  Œ.

b) Etude de la 'cond it ion  3 pour certa ins  opérateurs d i f f é r e n t i e l s  d'ordre >_ 2 :

m
la forme :

n nn
L = n (D. - i a t )  (D - ib t )  + z x n (Dt  - i c t )

p=l * P £=1 1 p=l * p
0

où a , b, x e t  c sont des nombres complexes avec Re a < o pour p * l n  et
lJ Xf u  p

( i£+ ) a lors  u=U|(RL n *

e t  on v é r i f i e  que

Z
.2kns

* ( (R) où :

s &o2
2 k+1

2
2

°s +
A

20,1 V

[(-1 a02
2k+1

2
,2k -1

+
aol

2k+1
in (2k+l) ao2) D,

sJ V

Applicat ion :
2

1) L'opérateur L = tD. + tD
U X

n
t

H

On va étudier  le  noyau dans A ( IR) des opérateurs d i f f é r e n t i e l s  L de

Re b > o e t  où
nH
2 désigne la part ie  en t iè r e  de

r +1

r1+1
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Oes applications  seront d é t a i l l é e s  dans [18].

On va démontrer la  :

Proposit ion 4 . 3 . n’ * ^ 1  _ ^

-------------- . A lors , s i  Ifl, on a : Ker L O - $ (  îR) = { o } .

, (% ' b) p=i v

Lorsque n=l,  c e t t e  condition (N e s t  nécessaire  e t  s u f f i sa n te  comme

on T a  vu dans la proposit ion 4.1 ( i i i )  ; ce r é su l t a t  e s t  bien connu [12] , [13].

Démonstration : Le principe de la démonstration e s t  l e  même que celui  suivi  pour

la proposit ion 4.1  ( i i i ) .  En e f f e t ,  dans ce cas ,  ô = 2,  donc, s i  u( t )  eKer L n ^ (  R)

2 2 
alors u( t )  = v ( t  ) ou bien u(t ) = tw(t  ) où v e t  w sont deux fonct ions  analytiques.

2
On e f fe c tu e  l e  chanqement de var iable  s = t  ; cec i  nous amène à étudier  

l e  noyau dans ^  ( (Êi+ ) de deux opérateurs 

pour n = 2k+l :
w? i/+i 2k+l k 2k i
* 0V ï  s K+1 n (2D5 - 1an) (2D, - i b)v + 1, . s K 3 (20,. -  i c >

+ Sk Pok(Ds ) (2DS -  ib)v + Z s k"£ P2k+1' £ ( D j v  ;

k+i 2k+1 t ZK+l k i 
w = s* 1 n (2D$ -  i a p) (2DS - i b ) w - i s K n (2D  ̂ - i a n)w + xr  s K n (2D,.-ic*)v.

+ s k OqR(Ds ) (2DS - ib)w + l  sk~l  pj*k+1' 4 (Ds )w ;

e t  pour n = 2k :
2k

£ v  = Sk n (2DS - ia ) (2D -  ib)v + X.. s K_1 _ïï ' (2D_ -  i cMv
0 p=l 5 p 5 1 p=i s P

+ s k_1 R^k_1(n ) (2D - i b)v + l  sk' 1’ 1 R^k"A(D )v ; 
o s s t=1 x.

if k+1 2k k 2k k 1 
ob.w = s K 1 n (2D -  ia ) (2D - ib)w-i s K n (2DC- i a j w  + x . .  s" n ( 2 0 - l c M w

1 p=l s p s p=l s p 1 p=l s p

+ s k S^k_1(Ds ) (2Ds - ib)w + I s k~* S^k"A(Ds )w »
¿"1

Posons l
L

X
1

P= 1

ïï
n

avec :tett o

D)=1 P>=I

D>=1 C
&

D= 1

x

2k;- l

2k+l 2k

2k-l

L
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•  •  •  •

où P̂  , , R̂  e t  Sj sont des polynômes d i f f é r e n t i e l s  d'ordre < j  S c o e f f i c i e n t s  

constants .

Pour é tud ier  l e  noyau de ces opérateurs dans (IR+) , on procède comme 

pour l e  lemme 4.1 (théorème 2 .1 ,  § III e t  proposition 2 . 1 ,  § II de [4 ] ) .  On en 

déduit facilement la proposit ion 4 .3 .

Dans le  cas p a r t i c u l i e r  où n=2, on peut donner une réponse complète à 

l ' e x i s t e n c e  d'un noyau de L dans JÎ(fR) • P^us précisément, on a :

Proposition 4 . 4 .

So it  L l 'opérateur :

L = (Dt - i  a’j t )  (Dt - i  a2t )  (Dt ~ i b t )  + X(Dt  -  i c t )  

avec Re a  ̂ < o ,  Re a2 < o e t  Re b > o.

So i t  £l " x (ax-b) (a2-b) * Alors 

( i ) s i  *L £IN , Ker LA ^((R )  = {o> ;

( i i  ) s i  ^  e s t  un e n t ie r  pa ir ,  Ker L1 n ^ ( I R )  e s t  de dimension 1 ;

( i i i )  s i  J^=2n+1 e s t  un e n t i e r  impair, on a : Ker L fl ,S(IR)= {o} s i  e t  

seulement s i  X t (2n+l-2p) (a2*b) + 2p (a^-b) ,  p = o , . . . , n .

Démonstration : ( i )  r ésu l te  de la  proposit ion 4 .3 .

( i i  ) s i  e s t  un e n t ie r  pa ir ,  on v é r i f i e  facilement (lemme 4 .1 )  que

Ker i ( ( R +) /  {o} e t  donc Ker L A^(rR) {0} ; comme Ker L A^(IR)

e s t  de dimension au plus 1 ( c f .  démonstration de la  proposit ion 2 . 4 ) ,  on 

a donc : dim (Ker L f\Â (IR) ) = 1.

( i i i )  s i  ¿L = 2n+l e s t  un e n t i e r  impair, a lors  on a : Ker ^>0 ^ ^ ( î R +) = {o} : 

on d o i t  donc fa i r e  une étude complète du noyau dans J1(1R+) de l 'opérateur  

I c i ,  s ' é c r i t  :

Q:
j
i

c b

( i i  ) si l
L

est

Ker £ o
r\

ì
Ici , %

1
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^  = s 2 (2Ds - i a 1) (2Ds - i a 2 ) (2Dg - ib) + x.s  (2D$ - ic )  - 1s(2Ds -  ia^) (2D$ - i a 2) 

-3 i s (2D s - i a 2 )(2Ds - ib) -  2is(2Ds - ia j ) (2D $ - ib) - 2(2D$ - ib) - (2Dg - i a 2) - ix. 

U t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  de ■ [4] (théorème 3 . 1 ,  remarque 3.4 et proposi-
A

t ion 2 . 1 ,  § I I ) ,  on e s t  amené â chercher l e  nombre de so lu tions  w de w = o 

l inéairement indépendantes et holomorphes au vois inane du point s inqu l ier  T = - i  4  >
'- f  o  X“

où désigne l e  transformé de Fourier de oo^, opérateur adjoint formel de
V f

l 'opérateur
A  ̂  -r—

L'équation i n d i c i e l l e  <t>Q(x) = o de l 'opérateur  en x = - i £  admet 

pour racines 0 e t  n+1. Par s u i t e ,  w = o admet une so lu tion  holomorphe au 

voisinage de x = - i  y  de la forme w^(x) = (x + i ^ ) n * ^ ( t  + i |-) > où f^(ç)  es t  

une fonction holomorphe au vo is inage  de ç = o avec f , ( o )  i  o. Résolvant formellement
*  ^  Ä ^  + 0 0  Tg- jrj

l 'équat ion ofS- w = o avec w(x) = z w (x + i ■*■) , on obt ient  l e  système :
1 n=0

r  ( o )  <fr0( o )  w 0 =  o

(I)  j  (1) *0 (1) + ^ ( 0 ) wo = o

(P) 4>0 (P) wp + ^ ( p - l )  w j + *2 (p-2) wp_2 = o ,  p > 2

où e t  4>2 sont deux fonctions  convenables.
/x

Comme $0 (o) = <f>0 ( n+1 ) = o,  on en déduit que l ' équat ion w = o 

admettra deux so lu t io ns  l inéairement indépendantes e t  holomorphes au vois inaqe  

de x -  - i  ^  s i  e t  seulement s i  on peut trouver une so lu tion  de la forme
TT

w2 (t ) = ^2 ( t + i £-)> °ù ^2 ^  e s t  une ^onctlon holomorphe au vois inaqe de ç = o 

avec f 2 (o) Ie o. D'après l e  système ( I ) ,  ceci  e s t  équivalent  à dire  que l e  système 

l in é a ir e  homogène en w . . ,wn :

(II)

(1) *0 (1) w 1 + *j(o) WQ = 0

(p) +0 (p) wp + t 1( p - l )  w j + <̂2 (p-2) wp_2 = o ,  p < n+1 

admet une so lu t io n  non nu l le .  On v é r i f i e  alors  que l e s  valeurs de x qui annulent 

l e  déterminant du système ( I I )  sont exactement l e s  nombres (2n+l -2p)(a2-b)+2p(aj-b)  

pour p = o , . . . ,n.

*
1

l 'opérateur £
1

en t = - i y  adniett
•»

1

pour racines 0 e t  n+1. Par s u i t e ,
A

£
X

1

où *1

W s 0
A

%
*■
1
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IV.2 .2 .  2ème_méthode : Dans ce paragraphe, nous a l lon s  exposer une 

autre méthode pour répondre aux condit ions 3 e t  3 ' .  C e l l e - c i  nous a é té  

communiquée par J. Sjostrand. En p a r t i c u l i e r ,  e l l e  permet de répondre à 

certa ins  cas exclus  dans la proposit ion 4.1 ( i i i ) .

La p rop os i t ion  4 .4  e s t  a in s i  complètement démontrée.

Lu(t) = D2 u + x tu + t^u.

On se l imitera  à t r a i t e r  l'exemple suivant  

Lu.(t) = D2 i 

I c i ,  a = -2 e t  6 = 3.
t 3

On e f fec tu e  l e  changement de variable  s = y -  e t  on pose v ( s ) = u ( t ) ,  

s ^ 3 = (sgn s)  | s | ^ 3 e t  s 1̂ 3 = ( s ^ 3 ) k pour tout  e n t ie r  k. On a a lo r s ,

n *** cd 1 /
u ( t )  6  ^(JR) équivaut à dire que v e  ^>(R) espace des fonct ions  C de s ' 

qui appartiennent à^Spour | s |  grand. On v é r i f i e  ensuite  que Lu(t) * 0 éq u i 

vaut à = 0 dans -&'(IR) avec :

^ v  = 3s D2 v - 2i Ds v + 3  ̂ v + xv.

Pour résoudre i£ v  = 0 ,  on u t i l i s e  la  transformation de Fourier ; 

cec i  nous amène à est imer la transformée de Fourier v de v :

Lemme 4 . 2 .
r J  a

S o i t  v eA>(R) .  Alors la transformée de Fourier v de v admet un 

développement asymptotique de la forme :

( 4 . 2 )  v ( x )  ^ M - 1 l C• . t  J^3 , | t |  ------> + »
j = l  J 

j £  3 JN

avec le s  mêmes constantes C. pour x — > + ® e t  pour x — > -  » .
J

Démonstration : La transformée de Fourier de sJ' 3 , pour j c ÍN e s t  éga le  à

o •. | x | x - j / 3 pour x ¿ 0 avec a . ¿ 0 s i  e t  seulement s i  j  <¿3N. A in s i ,  s i
J «J '

V 3s

vaut à M(s) 0
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A **
v(t) e s t  la tranformée de Fourier de v a ^ ( P ) ,  l e  développement (4.2)  cor

respond au développement de Taylor de v(s )  :
-foo

v (s ) * l C! . s j / 3 , s — > 0.  
j=0 J

On do it  donc résoudre l 'équation :

-3 (1+t2 ) D ' v + (4 ix + X) v = 0

Donc v ( x ) = c.  ( l+x2 ) ”2//3 . e lX/ 3̂ Arctgx  ̂ ^ i n s i ,  une condition nécessaire
r J

pour obtenir une so lution non t r i v i a l e  v € ^&(R) e s t  que

e W 3  Arctg(+») = , e 1x/3 A r c t g ( - ) i f e .  ̂ .  3+6k> k £  z

Par a i l l e u r s ,  c e t t e  condition X = 3+6k, k £  Z e s t  aussi  su f f i sa n t e .  

En e f f e t ,  s i  X = 3+6k, k e  Z, v(x)  = (1+x2 )"2^3 Arctgx C0rreSp0n(j a

une so lution u ( t )  % 0 de Ker L n^(IR).

On a donc démontré la :

Proposition 4 . 5 .

So i t  L h D2 + t 4 + x t .  Alors,  Ker LA^&(IR) = Î0> s i  e t  seulement 

s i  X i 3+6k, k e  2.

Application : So it  L = D2 + t 4 D2 + X t  Dx . Il  r ésu l te  de la proposition 4.5
o

quç L e s t  hypoel l iptique dans IR si  e t  seulement s i  X / 3+6k, k è  I

correspond àArctgxe iA/•
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V. REMARQUES.

Remarque 5.1 : Les résu lta ts  du chapitre I peuvent être  étendus à une classe 

d'opérateurs plus générale : celle  des opérateurs quasi-elliptiques dégénérés 

du type de Fuchs dont la partie  principale est  quasi-homogène, i . e .  en conservant 

les notations du chapitre I, les opérateurs de la forme :

LD ;  E w * - * )  0“ r ip n a. aJ x z
l —!- + j  <m

1=1 p, -

où p = (Pj».. .»Pn) £ INn avec p̂  >_ 1 pour i = l , . . . , n .

Les conditions 1, 2 e t  3 sont à remplacer par les conditions suivantes

Condition l p : L'opérateur Lp est  quasi-elliptique pour t  ^ o dans I x n, i . e .  :

pour tout ( t ,x)  ê I x fl, t  /  o, e t  pour tout (t ,ç) e. (1Rx1Rn) \  {o}, on a :

l a , ( t ,x )  t & +s!“ l+;i3 ça t 0. 
n a- J

. ï 1 p7 + J " m1=1

Désignons par L° "la partie  principale" de L , c 'e s t -à -d i re  :
r r

Lp 3 L5 ( x ; D X » Dt^ 5 n î  aa j  ( 0 , x )  t a + 6 i 011+ j  D“  D^ .

E -^ -  + j  <m
1.1 Pi -
o+61 a | +j €. fN

On pose :

Condition 2p : L'opérateur Lp est  quasi-elliptique pour t / O  dans I x fi, i . e .  : 

pour tout ( t ,x )  6 I x û, t  /  o, e t  pour tout ( t ,ç )  e  (IRxIRn) \  {o}, on a : 

î  a ,(o,x) t J t 0.
n

.Z1 p7 + J =m i=l Hi

a+61 a |+j £ IN

t 04■ó a +j Da

x Dj
t

Tj J* 0.t '<JH 6 a +j
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n 2p.
Condition 3 n : Pour tout u £ (R , M  = E L. I 1 = 1 e t  pour tout x £ fi, 
___________ P p i

l 'équat ion :
Lp(x ; U( Dt ) u( t )  = o 

n'admet que la so lut ion  u = o  dans J(IR) .

On a alors :

Théorème 5 . 1 .

On suppose que l 'opérateur Lp s a t i s f a i t  l e s  conditions l p , 2p e t  3p . 

Alors,  l 'opérateur Lp e s t  partie l lement  hypoell iptique dans I x fi.

De p lus ,  lorsque a =-m, on peut remplacer dans ce théorème 5.1 p a r t i e l l e 

ment hypoell ip tique  par hypoell ip tique .

A in s i ,  par exemple, l 'opérateur ^  + t  4X e s t  hypoell iptique dans IR x ÎRn 

tandis que - t  Ax ne T e s t  pas. On retrouve a ins i  des résu l ta t s  de [21].

ri ^
De même, l e s  opérateurs t  ^  + A ± t  Ax sont partie l lement hypoel l ip-  

t iques dans IR x (Rn quel que s o i t  X £ I .

En modifiant de manière analogue le s  conditions 1 ' ,  2' e t  3 ' ,  on obtien

dra un théorème d ' h y p o e l l i p t i c i t é  p a r t i e l l e  dans I+ x fi pour l 'opérateur Lp .

Remarque 5.2 : Une autre extension des r é su l t a t s  du chapitre I peut ê tre  f a i t e
n

en remplaçant, dans la d é f in i t io n  de l 'opérateur  L, $ |a |  par i  6. où

1=1( <5j , . . . ,  <5n) £!R avec 6.. > o e t  a + i-ra eIN pour i = l , . . .  ,n.

2 2 2 2 3
Par exemple, l 'opérateur D+ + D + t  D e s t  hypoel l iptique dans (R .

L a  y
Ce r é su l t a t  e s t  bien connu [20] .

2 2 2
De même, l 'opérateur  t(D^ + Dx ) + i D e s t  partie l lement  hypoell iptique

3
dans IR .

Evidemment, c e t t e  généra l i sa t ion  e s t  aussi  valable pour le s  opérateurs

Lp introduit s  dans la remarque 5.1,

1=1

t a n d i s  que dt
d

oùc i
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Remarque 5.3 :

Il e s t  c l a i r  que la  méthode du c h a p i t r e  I I I ,  § I I I . 1 .1 ,  permet de 

t r a i t e r ,  comme dans l e  cas 6 = 1  [6 ] ,  l e s  problèmes aux l i m i t e s  généraux pour 

le s  o p é ra teu r s  L.

Remarque 5 .4  :

Comme dans l e  cas 6 = 1  [7 ] ,  à p a r t i r  des e s t im a t io n s  a p r i o r i  obtenues 

pour le s  o p é ra teu r s  L ( I I I . 1 . 1 ) ,  on peut dédu ire  des r é s u l t a t s  d 'h y p o - a n a l y t i c i t é  

e t  de r é g u l a r i t é  Gevrey pour le s  o p é ra teu r s  L. Ceci s e r a  d é t a i l l é  a i l l e u r s .

Remarque 5.5 :

Pour l a  c o n s t r u c t io n  d 'une  param étr ix  p a r t i e l l e ,  on peut  c o n s id é re r  

dans l a  d é f i n i t i o n  des o p é ra teu r s  L des o p é ra teu r s  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s  en x 

d 'o r d r e  convenable .

II est c l a i r
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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS 

DEGENERES NON-FUSCHIENS

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER





Dans [lj on étudie l'hypoellipticité partielle Cie:l'hypoellipticité

00

à partir d'un espace de distributions C dans la direction normale) d'une classe 

d'opérateurs du type de Fuchs quasi-homogènes. Ce sont des opérateurs dont la 

partie principale, en un certain sens, est définie sur 

R x IRn » { (t,x) ; t€R, x€/Rn} par :

l(ti V V • . . s, < *j *4 1 Dx
j + | a | <_ m J

o + 6 | a | + j € N

où m€K, 6 >o, a€Z avec a+ m£<N et a + 6m€N et â  a€G; cette partie principale 

vérifie donc la propriété de quasi homogénéité

• L (X_1t; Xx , X6Ç)- X"° L(t; x, Ç) 

pour tous X CIR+, t€R, x€R et Ç€.Rn. Alors si L(t; Dfc, D^) est elliptique pour 

t^o, L est partiellement hypoelliptique dans R x (Rn (resp. R+ x IRn ■

{(t,x) € R x Rn, t >_ o} si et seulement si l'équation L(t ; Dfc , Ç) u(t) - o n'admet 

que la solution triviale dans Ĵ (R) (resp. (R+) ) pour tout £ £Rn>x i o} .

On considère dans cet article des opérateurs du type précédent pour 

lesquels 6» 0 (qui ne sont plus alors du type de Fuchs) c'est-à-dire définis

In trod u ction  .

sur IR x IE par :

L(t; Dt, Dx) m

j + ci
z

< m
a
J a

t
a

I
t
J EIa

x

a
x

d;j
t

Dal+ 6♦  Ja
t

aj
a

L (X
-1

t;
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Si l’opérateur L(t; Dt> D^) est elliptique pour t^o, L est partiellement

hypoelliptique dans R x Rn et dans (R+ x d “.

2 2 2
Ainsi par exemple les opérateurs t + i D ^ + X e t t D  t + ^ x+  ̂ + 

UDx + v sont partiellement hypoellitpques dans IR x R et dans IR+ x (R quels que 

soient X, y,v dans C.

Plus généralement on considère la classe d'opérateurs

L -  £ «, (t,x) » “
j *|«| < ■  I* ' *

où q£lR avec q ^  1 et qm€IN ; (jqjj désigne le plus petit entier supérieur ou 

égal à qj. Sous une hypothèse d'ellipticité pour t^o (resp. t > o), on démontre

que l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans R x Rn (resp. ®+ xïln).

3 2 2 2 2 
Ainsi par exemple l’opérateur t D + t + iD x + At +. '

y Dx +v est partiellement hypoelliptique dans IR x IR et dans ¡R+ x IR quels que

soient X, y, v dans Œ.

Les notations et résultats sont regroupés dans le chapitre I.

Le chapitre II qui commence par l'étude de quelques espaces de dis-* 

tributions est essentiellement consacré à des résultats pour des opérateurs 

différentiels ordinaires, résultats qui sont essentiels pour l'étude des 

opérateurs à plusieurs variables.

On démontre dans le chapitre III les résultats d'hypoellipticité 

partielle (théorèmes 1-1 e t  1 - 2 ) . Comme dans QQ deux méthodes peuvent être 

utilisées : une première méthode basée sur des quotients différentiels à 

partir d'une estimation a priori et une deuxième méthode basée sur une 

construction d'une paramétrix partielle . Nous détaillerons essentiellement 

la première méthode.

Contrairement à ce qui se passe pour les opérateurs du type de Fuchs 

quasi hociogènes de [l], les opérateurs étudiés dans cet article, du moins lorsque

Ainsi par exemple les opérateurs t D
t

D a
Xt

DhO+
t

2 2 
+ iD + At D -K 

x t •
D.

xt
t

2
D

+
t

tE
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les coefficients possèdent une propriété d'analyticité, ne sont pas hypoelliptiques

00

à partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C dans la direction normale. 

C'est l'objet du chapitre IV, (proposition 4-1) où on dégage de plus une classe 

générale d'opérateurs non hypoelliptiques.

Certains résultats donnés dans cet article ont été annoncés dans [2j .

Enfin, signalons que dans [4] , on étudie des opérateurs de la même forme avec 

C*o, q entier > 1 et vérifiant la même hypothèse d'ellipticité pour t^o. Alors 

que dans le présent article on démontre que l'opérateur L est partiellement hypo- 

elliptique dans 1R x ]Rn (dans le sens que pour tous ouverts I CIR et Î2 c. ]Rn , 

pour toute distribution u êC°°(]R ; S£>' (3Rn)) telle que Lu é C°°(Ixn) alors,

00 » r -1
u ec (Ixiî)), on démontre dans [_4J » sous une hypothèse supplémentaire portant

sur l'opérateur défini sur lRn par :

Z a. (t,x) Da 
j+|a|<m ja

dépendant des paramètres t ë 1  et T £ C que l'opérateur L est globalement

hypoelliptique dans IR x ]Rn (dans le sens que pour toute distribution u feS^IRx lRn)

N n
pour laquelle il existe N > o  telle que t u soit continue sur 1R x 1R et pour

laquelle Lu € C (IR x lRn) j alors u e C  (IRxlR11)).

Da
X

TJ
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I- Notations et résultats.

On considère les opérateurs définis sur I x n où I est un intervalle 

ouvert de (R contenant 0 et fi un ouvert de /Rn définis par ;

L - L(t,x; D , D ) - _ L a (t,x) D

j + 1 ot|<m Ja t x

ou t Cl) x= (x^j • • • ) x^) £ fi, (ot̂ j • • • j ct^)C K , | oi|® ot̂ + • • • + ,

ot •• I et I 31 ̂  I —1 3
“ *■ ^ a “ *■ "at- » m £N, j£N, o£IN, q ^  1, [qj] désignant

3Xl 3x n
1 n

le plus petit entier supérieur ou égal à qj.

On suppose que les coefficients a ^  sont indéfiniment dérivables dans Tx’fi'.

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition suivante :

Condition 1 : L'opérateur L est elliptique pour t^o dans I x fi ie: pour tout

(t,x) €  I x fi, t^o et pour tout (t,Ç) €  OR x (Rn)'s-{o} on a :

2 a (t,x) t°+ q̂^ Ç ar ^ o  
j+|a|«m J

On désigne par "partie principale" de l'opérateur L, l’opérateur L # 

défini par :

L° = L°(x; D , D ) ■ l a, (o,x) t°*q* T>J D °
C X j + |a| <m j° X

qj €  (N

On suppose que cet opérateur L° satisfait la condition suivante :

Condition 2 : L'opérateur L° est elliptique pour tĵ o dans I x fi ie: pour tout

(t,x)£I x fi, t^o et pour tout (t ,Ç) £  (R x  Rn)*^{o) on a :

E a (o,x) t °+q  ̂ ^ x ^ o .  
j+ M - m  J

qj €(N

On désigne par C (Ijâ)^)) l'espace des fonctions indéfiniment déri

vables sur I à valeurs dans l'espace 3)'(fi) des distributions sur fi; C°°(I;S)'(fi))

s'identifie à un sous espace de^D'(I x fi) des distributions sur I x fi(cfp]),

00/

Enfin, C (I xfi) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

I x fi à valeurs complexes.

t o+ qj D
j
t I

X
a

D.
a

ix

•.an »
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On -a a lo r s  :

Théorème 1-1:

On suppose que l'opérateur L satisfait les conditions 1 et 2. Alors

l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans I x ft ie: pour

tous ouverts I'CI et Q'C ft , pour tout u Ç. C°° (I;Ü)' (fi)) tel que

Lu£C°°(I' x G’) alors u € c “(I' x fl’).

Remarque 1-1 : Lorsque q£N, les conditions 1 et 2 se réduisent à la seule

condition : pour tout (t,x) £  I x ¡1 et pour tout (t»ç)£(R x Rn)'{o} on a :

Z a .  ( t , x )  T3 

j + |a|- m ja

Il se peut que l’opérateur L (de même pour l’opérateur L*) ne 

vérifie pas la condition 1 mais soit seulement elliptique pour t > o. Ceci 

nous amène à considérer les conditions suivantes :

Condition 1* : L'opérateur L est elliptique pour t % o dans I x ft ie: pour 

tout (t,x)£I x fl, t > o et pour tout (t»Ç>£0R xl^)\{o} on a :

j+ al- m

a (t,x) ta + fc-0 o.
Ja

Condition 2* : L ’opérateur L° est elliptique pour t > o  dans I x fi ie : pour tout

tcut (t,x) € I x ft, t >o et pour tout (r,ç) £(3RxJRn)\{o} on a :

E a (o,x) ta + T^Ça t o. 
j+|a| - m Ja 
qj £ K

On note I ■ {t£I, t j> o} . On a alors :

Théorème 1-2 :

On suppose que l'opérateur L satisfait les conditions 1' et 2'. Alors 

l'opérateur L est partiellement hypoelliptique dans I+ x ft ie : pour 

tout sous intervalle l 'de I+et tout sous ouvert n' de çi t pour tout 

_ u £ C (I+ ; $)' (ft)) tel que Lu £C*(I’ x ft*) alors u ■€. C°*(I' x ft')

Le théorème 1-1 est évidemment un corollaire du théorème 1-2.

z

oÇ
ay

Il se peut que

T
3 ç o.
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Remarque 1-2 : La condition 2 (resp 2') entraîne la condition 1 (resp 1') dans un 

voisinage de t*o éventuellement plus petit que I x 0 (resp. 1 x 0  ).

Remarque 1-3 : Les méthodes de démonstration (données en III) permettent d'étudier

l*hypoellipticité partielle pour, des opérateurs plus généraux que ceux introduits

ci-dessus. Ainsi par exemple elles permettent de montrer que des opérateurs L du

type : L = (tD )^ + (xD )^ +
Je t x y

3
sont partiellement hypoelliptiques dans R » Rfc x R^ x R^ au sens suivant :

si u €C°° (R x (R ; oB’ (1R )) et si Lué.C (R_ x R x R ) alors u € C  (R. x R x (R ).
t x y  t x y  t x y

2 + D
2

y
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II- PRELIMINAIRES

II-l. Quelques espaces de distributions.

Etant donnés un espace de Banach E et un. ouvert U de R**, L^(U;E) est

l'espace des (classes de) fonctions u mesurables sur U à valeurs dans E et telles 

J 2
que ||u (t) Il £ dt < + », dt étant la mesure de Lebesgue sur U ; cet espace

-'u
est muni de la norme :

u ...... ... ............ -I M !  2 /  -  <  f  ! l “ C O  u 2 a t )1
L (U;E) ->uL (U;E)

s n
Etant donné s€.R, H (R ) est l'espace des distributions tempérées u 

sur Rn et telles que (1+ jç|^)S^  û(ç) £L^(Rn ; €) où û(ç) désigne la transfor

mée de Fourier de u(x) pour x f R n et ç £ R n ; cet espace est muni de la norme :

N I s n ■  (i n (l+ l«|2)S la(S>|2 d«>
H (R ) J R

1/2

On aura besoin de l'estimation suivante :

Lerme 2-1.

T Etant donnée s £(R e t ♦ £.C*°(R x lRn) i l  existe uns constante C(s,4>)> o
o +

te l le  que pour1 tout u£L^(R+ ; Hs(Rn)) on a i t  :

! * U H 2  s n -  sup 1 * 1  l u H - 2  s n ■ + c < s » * > l l u l  2 s-1 n
L (1R+ ; H (R )) L (R+ ; H (R )) L¿(R+ ;HS X(IRn))

des distributions u sur IR x Rn telles que t^D ^u £L^(R ; Hm”̂ +S(Rn)) pour
T t +

Cq (R+ x R ) est l'espace des restrictions à R+ x R des fonctions

ïnt dérivables sur R x Rn à valeurs complexes et à support compact.

Enfin étant donnés m€IN, q € R  et s£R, Wm,<*(R x Rn) est l'espace
6 *

Lbutions u sur !R+ x Rn telles que t  

o < j < m; cet espace est muni de la norme :

u ,-----> . Ilull -  /  j; |U jDj u| | 2 o V
W^’q(R+ x Rn) lo<J<m C " L (R+ ; HS+m”^(Rn))J

II-2. Structure locale des éléments de C°°(|R+; 2)' 0Rn))

On désigne par Cœ(R+; â)’ 0Rn)) l'espace des restrictions à (R+ des 

fonctions indéfiniment dérivables sur R à valeurs dans l'espace o2)' (|Rn) des

1/2

u

indéf iniînent

1 '2

+c Cs, v)||u
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distributions sur R n (cf : [/])

On donne un résultat de régularité locale de ces fonctions (cf.^J ),

Lerrme 2-2 :

Etant donnés uec°°(R+ -; (Rn)), *€C *(R+ x Rn) et pfiiN, il existe 

s £IR tel que (ju)6^(R+ ; Hs((Rn)) pour j ^ p .

I1-3. Réduction au cas où q= o

La réduction au cas où(j“o se déduit facilement du lenme suivant .

Lerrme 2-3 :

Etant donné f £ (f* (R+; S)’(iRn)) telle que tf £. d° (R+ x Rn) alors 

f £(f (R+ x (Rn).

démonstration : Comme tf£ (f* (R+ x Rn), pour tous t é R + et x € R n on a :

(tf)(t,x) -(tf)(o,x) * (  » x) d o
J o  90

Or (tf)(o, .)=o dans 0' (Rn) ; donc pour tous t £ R + et x £ R n on a :

(tf)(t,x)
t

3 (tf)
3c

(p , x) d a ■ t
1 3 (tf) 

3a
(ty » x) dy

Par conséquent dansS)'(R+ x Rn) on a :

f(t,x) C
3 (tf)
3a

(ty,x) dy

donc f €.C (R x Rn)

II-4. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires lorsque q>lo 

On démontre ici des résultats essentiels pour la suite concernant une 

classe d ’opérateurs différentiels ordinaires.

Soit L l’opérateur différentiel ordinaire défini sur (R+ par :

L - L(t, D ) l a. tqjD j

0 J  i 1. m J

où D * 1  ̂~  , m£lN , q >1, a .££ et a.=o si qj^flî. 
t at J J

On introduit la condition suivante :

(H1) pour tout t > o et pour tout t £IR on a : E a t ^ r ^ o .

o < j < m

oo

)

s £ ÍR tel que D
t
Ì

à
9a
ftf

(a X d c
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On note m+ le nombre de zéros T du polynôme P+ (t) ■ Z a avec
o s j < m J

Imx> o .

On Introduit l'espace de Sobolev avec poids Wm,q(CR+) défini par : 

Wm,q((R+) = { u £ â)' (IR+) ; tqj u €.L20R+), o _< j <_ m} 

muni de la norme

u*- ! u
W^^CR^) ° _< j je m 

On a alors le résultat suivant :

< £  1 1 ^  D t J  “ I I 2  2  ) l / 2
L (R+)

Théorème 2-1 .

On suppose que l'opérateur. L s a t is fa i t  la  condition (H'). Alors l'opéra

teur L considéré corme opérateur lin é a ire  continu de Vn'‘,q((R+) dans

2
L (R+) est in je c t i f  e t  à indice; son indice est -m+.

Pour démontrer ce théorème on fait une étude au voisinage de chaque 

point singulier (t=o et t=+ °°) de l'opérateur L et on regroupe les différents 

résultats grâce à des théorèmes généraux d'indice.

H-3-1 i Etude de l'opérateur L sur [o, T] pour o< T < + »

On désigne par W^^Co,!) l'espace :

w“*q(cÿr) » {u £0'(o,T); t ^ D ^ u  C L2(o,T), o .< j < m}

muni de la norme canonique.

On va établir :

Proposition 2-1 :

On suppose que l'opérateur L s a t is fa i t  la  condition (h') Pour tout

o < T < +» l  'opérateur L considéré comme opérateur lin é a ire  continu 

de tfa*<*(o,T)dans L2(o,T) est s u r je c t i f  e t  à indice; son indice est 

m-m+ •

démonstration : Dans QQ on montre que L est linéaire, continu, surjectif de

l'espace W™ (o,T) * {u€L2(o,T), tqmu €.Km (ôT)} sur L2(i>,T) et à indice 
q,m

d'ind ice m-m+.

D j
F

t
u

2
)
1 ’2

2
u€.L ÖR+), o _< j <_ m)E

t
j

avecT
i
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w“ *q (o,T) et Wm (o,T) coincident. 
q,m

Soit donc u £Wm,q(o,T). Comme tqm D™ u £ L 2(o,T), grâce à l'inégalité 

de Hardy on montre que u é L 2 (o,T) pour o £  J <_ m. Par suite

Dtm (tqmu) €. L2 (o,T) et donc tqmu éHm (o,T).

Inversement soit u £ W m (o,T). Supposons que l'on ait démontré queq,m
Q i i. 2
t Dfcu 6 L (o,T) pour o i <_ j - 1 pour un j donné avec 1 _< j < n et soit 

à démontrer que tq^ | u 6 L2 (o,I). Comme tq ^ “1^D^"lu £ L 2 (o,T)> grâce à l'inéga

lité de Hardy, on montre que tq ^  u € L 2(o,T) pour o <_ £<j - 1. Or 

tq^u£H^(o,T) (cf. [6] )donc D^(tq^u)£. L2(o,T) et D^(t^u)»tqV u +  I A tq^"^D^”^u

C C * *

(avec des A £  €). Par suite tq^D^u € L 2 (o,T).
i* t

II-3-2 : Etude de l'opérateur L sur Et , +°°Ç pour 0 < T < + «°.

On désigne par ^ ’̂ (T, +~) l'espace :

W®,q(T, +~) - {ué£>' (T, +»); t ^ ü | u £ L 2(T,+ «), o < j <. m} 

muni delà norme canonique.

On va établir :

Proposition 2-2 :

Pour tout o<T<+®j l'opérateur L est un isomorphisme algébrique et 

► topolique de Wm,q (T,+ *) sur L2(T, +°»).

démonstration : On démontre ce résultat en plusieurs étapes

i) l'opérateur L^u*-*-tqn>D™u est un isomorphisme algébrique et topolo

gique de Wm,q(T,+°°) sur L2 (T,+»). En effet il est clair que Lq est un opérateur

linéaire continu et injectif de Wm,q(T,+») dans L2 (T, +»). D'autre part étant 

2
donné f € L  (T, +») la fonction :

La proposition 2-1 sera démontrée si l'on vérifie que les espaces

r-f-00 / t O O  f’rGO

u(t)» im I .... x qmf (x)dxdt.. ... dt . .

Jt , J t, 1 ffi-1
qui est bien définie, appartient à Wm,q(T, +«°) ie:tq  ̂ D^u €. L2 (T, +») pour

o<_ j <_ m.

de Hardy on montre que t
qn "j m-j

r

lité de Hardy, on montre que t.q J- 1 ) - l
E
t

-1-i

1Li 3

i) 1'opérateur

mi i - l

appartient
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En effet

t^D^uCt)* im 3 tq3 P  Ç x qmf(x)dx dt,,... dt . .
Z 't n . , Jt. m_J”

m-j -1 1

et l'inégalité de Kardy appliquée m-j fois montre que tq^D^u €L2 (T,+ ®). Par 

conséquent Lq est surjectif puisque Lou=f.

ii) pour o j ¿_m-l l'opérateur u ----?tq^D^u est compact ce

W^^CT.h«) dans L2(T, + o).

Soit une suite (u^) de Wm,q(T,+») bornée par 1. Il existe une sous 

suite encore notée (u^) qui converge faiblement vers t^D^u dans L2(T#o). On 

va montrer qu'elle converge en fait fortement.

Pour o <_ j <_ m-1, la suite (tq^D^un> est bornée dans H*(T,R) pour tout 

T < R <  + 0». Par conséquent (t^D^u^) converge fortement vers tq^D^u dans L2(T,R).

De plus d'après l'inégalité de Hardy il existe une constante C>o telle que pour 

tout n on ait :

| t^ J DJ || ^ Cet||tO“™*Vtu| | 2 < . C .
L (!,*•}  I  (T .  * 4

Par conséquent, il existe une constante C>o telle que pour tout n et pour tout

T < R < +oo on ait :

|| tq^D^u || 9 - -t ,--rret || t^D^u || - < ~ w --rr
C n L2(R, +a) ~ R (q“1)(m-J> “ t L2(R,+ ̂  "“R(q'1)(m-J)

On peut alors en déduire facilement que (t^D^u^) converge fortement vers tq^D^u 

2
dans L (T, + «).

iii) Pour T _> 1 (par exemple) la norme de l'opérateur L  ̂en tant qu'opé-

2 '
rateur de L (T, + ») dans W^^ÎT, +») est majorée par une constante indépendante

2 ^
de T. En effet soient f€L (T, +*), f le prolongement par o sur [o, +»[et u la 

fonction définie sur [o, +»[par :

u(t) * iœ | j* ... j* x qm ^(x) dx dt^... dt

1 S.v-l C1

D'après l'inégalité de Hardy il existe des constantes > o telles que

l l ^ - M  “ ¡1 2 ' - I  C1 £"1 .  ^  C,'-T<«-J)C 1-<!) | |£1 |
L (R+) J L (R+) 3 l/(T,»).

■aÆ SO 00

1di'

c
j

> o Relies que

II't
flT‘" j ) ( 1- i
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| l*; l f l l W” ,q<T » +w) o5 l<m C 1 T(m"j ) ( 1 “q ) | f | |  2 ’ ’ D’où  l e  r ê s u l t a t *
- J-  J L (T,+œ)

iv) pour o<j<m-l, la norme de l’opérateur u>-- > tq^D^u en tant

qu'opérateur de +») dans L2(T, +<») tend vers o quand T tend vers + ».

En effet il existe une constante indépendante de T telle que

Il t^ull. « C , w  > t-^ull <C !<-* > a -’> | u|| m
LZ(T, +») 3 C L (T, +») j Wm,q(T,+»)

v) on peut alors démontrer la proposition 2-2. Les étapes i) et ii) 

montrent que L est un opérateur linéaire continu de +<*) dans L2(T, +»)

à indice, d’indice 0 et ceci pour tout T > o. Les étapes i), iii) et iv) montrent

que pour T assez grand l’opérateur L est un isomorphisme de W^^CT, +») sur

2 iig 
L (T» ®) et donc, en particulier, que son noyau dans +») est nul. Par

conséquent pour tout o < T < +<» le noyau de L dans W^^CT,») qui est formé

de fonctions analytiques, est nul.

11-3-3î démonstration du théorème 2-1.

Soit Rt l’application qui à une distribution u de R+ associe le couple 

formé des restrictions de u à (o,T) et à (T, +»).

On considère le diagramme :
L

W®’q(o,T) x v T ^ d ,  -K») ------------ * L (o,T) x L (T, +»)

Par conséquent comme Lo^f*u sur il s’en suit que

R 1 t
Wm,q(R+) --------------------------> L2(R+)

où L^ est l’application qui au couple (u,v) associe le couple (Lu, Lv) pour 

u e / ^ i o , ! )  et v € W m,q(T, -Ho).

L ’opérateur R^ est à indice, d ’indice -m, de Wm,q(!R+) dans 

Wm,q((ÿT) x Wm,q(T, +»). De même l’opérateur est à Indice, d'indice o de 

L2(IR+) dans L2(o,T) x L2(T, -t«).

Des propositions 2-1 et 2-2 il résulte que l'opérateur LT est à

R
TT

T, 00 il

T
(m- j l ) ( 1-q:

qu’opérateur de W
m,q

En effet il existe une constante C
j

T
(n-j )(1-q; II

Indépendante

montrent que L est un opérateur linéaire continu de lTi®»q

est nul. Par+00

est à Indice, d'indice o deR
T
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indice, d'indice m-m+ de x W^^ÎT, +«) dans L2(o,T) x L2 (T, +«)•

Regroupant ces résultats on en-déduit que l'opérateur L est à indice 

de Wm 'q ((R+) dans L2 (Œt+) d'indice -m+ . De plus utilisant l'injectivité sur ¡T, »£. 

donnée par la proposition 2-2, on en déduit le théorème 2-1.

II-5. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires lorsque q=l.

On démontre ici des résultats essentiels pour la suite concernant une

classe d'opérateurs différentiels ordinaires dépendant du paramètreç £  lRn .

Soit L(Ç) l'opérateur différentiel ordinaire défini sur IR+ par :

L ( 0  = L(t; D. , O  = Z a. Ça t V

j+|o| -xm ja C

où Dt * i  ̂~jjp m£N, a €,|Nn avec j a | - o^+ ... aQ si a "(a^, ... , an),

Ç 6lRn , a. £ Œ.
j ̂

On introduit la condition .suivante:

(H') : pour tout t > o et pour tout (t , 0  €, (IR x IRn) ̂  {o} on a :

Z a. Ça t^r^^o
j + |a|*m Ja

On introduit l'espace de Sobolev avec poids W^^CR^) défini par 

^ ’^(R^) * {uê£)'(R+); t^D^ u £  L2 (R+), o j _< m) 

muni de la norme :

u ( Z l|tjDJ ul'2
Wm,1(R+) o < j < m Z L2(R+)

1/2

On va établir

Théorème 2-2:

On suppose que l'opérateur L(ç) satisfait la condition(H'). Alors

i) il existe une constante C > o telle que pour tout £ €  (Rn avec 

■Ul 1 et pour tout u(t) £ W13**(R+) on ait

l (l+U|2)m"j |!tjDJu|p <C{||L(t;D ,Ç)u(t)|f 2 * +
L (¡R+) C L 0R+)

z <1+U| 2)m”j “ 1 ! t :îD{uli2 
o<j<m-l L2(IR+)

}

u

wp».q .°,, 1l)

o <i :ia
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i i )  i l  ex is te  une constante A> o t e l le  que pour tout £ € ®.n avec 

|s| ü  A t l'opérateur L(£) e s t  un isomorphisme algébrique e t  

topologique de Wm* *(<R ) sur L2(|R )

démonstration : i) L ’hypothèse (H’) montre qu'il existe une constante > o

telle que pour tout Ç C  IRn et pour tout v(y)£.Hm(lR) on ait :
m.

s U
o<)<m

|2 (œ-J} | r,Jv ||2 _< c || £ a r» D^vCy)[|2 2

y L OR) j+|o|=m Jot y L (R).

Par suite il existe une constante >o telle que pour tout ç £ lRr

avec |ç[> 1 et pour tout v(y) €. Hm (R) on ait :

£ <1+1 Ç|2)m""̂ ||l>yV(y)||2 2 _<C2 || z a çaD^v(y)||2 2 
o<j_<m y L (R) j+ |a|*i“ J» ? L ^

Pour u(t) éWm,1(R+) on pose u(t)=e”y^2v(y) avec t*ey . Comme

t^D^u(t)* e y^2 E X D^v(y) où les coefficients x. sont des nombres 
C 0<£ <j il %

complexes tels que X^^l, il résulte qu'il existe une constante C^ > o

n jeu 1
telle que pour tout Ç £. R avec | Ç | >_ 1 et pour tout u(t) G W * (R+) on ait

t  < H i l 2>”' J l l t V u |!2
o<j<m

2 lC-{||L(t;D ,Ç)u(t)|| 2 
L^(R+) 3 C LtR+)

I <! ♦  | Ç 1 _11 le^D^ull2
o<J^m-l l 2 (r+)

}

ii) Maintenant ç est un paramètre fixé j*o. Pour u(t) é.Win>̂ (R+) et 

f(t)£L2(lR+) on pose u(t) « e y^2^v ( y )  et f (t)*^”^ 2 i g(y) avec t*ey l̂̂ l 

Comme t^D^u(t) « e y^2l̂ l £ x- |ç|^D^vCy) où les coefficients Xj sont des
o<, X <J

nombres complexes tels que ^jj*l» problème

L(t;Dt,Ç) u(t)*f(t) £ L2CR+) 

u(t) €  Wm’1(R+) 

est équivalent au problème

r
M (Dy»^) v(y)=g(y)£L (&)

v(y)éHm CR)

> OC
'1

>0 telle que pour tout ç £ ®.nC
z

ii) Maintenant

Xi l
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ou

» |Ç| i Z a. w V  + Z

j+|a|=m y j+ |a |< m-l
i

les coefficients b. sont des nombres complexes et où w*ç/|ç| .
j ^

Pour tout u g  )Rn avec |w|*l, l’opérateur Z a. waDa est un
i ^ l  l J “  yj + |ot|*m J 1

isomorphisme de Hm ((R) sur L̂ ((R) et la norme de son inverse est majorée indé

pendamment de u. D'autre part la norme de l’opérateur Z b. £a |s| ^+inD^

j+|a|̂ m—1  ̂a y
m 2

en tant qu'opérateur de H (IR) dans L (R) tend vers o quand |ç| tend vers +". 

Par conséquent il existe une constante A > o telle que pour Ç G  IRn avec | Ç | >_A 

l'opérateur M(Dy ,Ç) soit un isomorphisme de Hm (R) sur L^(R). Le résultat sur 

L(£) s'en déduit.

avec M(D .O - E a j * J « | Va E
.a

a T

a <m ja <s.<

bja i 51
.a ¡J-m J }D'

y
Q i
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III-DEMONSTRATION DU THEOREME 1-1 ET DU THEOREME 1-2.

III-l. 1ère méthode : méthode des quotients différentiels à partir d'une

estimation a priori.

III-l-l; une estimation a priori.

Proposition 3-1 :

On suppose que l'opérateur L satisfait la condition 2 Pour tout

xq é. Œ, il existe une constante e > o et pour tout se®, il existe

une constante C > o telles que si u . e V ^ O R  xiRn) avec supd u C  se S + r r

{(t,x)£I+ x £î; || (t,x)-(o,x ) || < e} on ait :

n. 1  Cse{ ^ LuH 9 . c « + IMI -  - -  >U

JL s
W^»q 0RJ.. x/Rn) se" ‘ "l 2(JR ; HS OR0)) " Wm,?(tR x fRn)

+ s-1 +

Démonstration. Par transformation de Fourier par rapport à la variable 

tangentielle x dans lRn on associe à l'opérateur L°(xo ,Dt,Dx) l'opérateur 

différentiel ordinaire L0(xQ,Dt,Ç) dépendant du paramètre £ dans [Rn défini

par :

l ° U „ . D  , 0 -  I  a  ( o ,x  ) t “J ç a  dJ
j + |a|£ m J

qjfclN

La condition 2* appliquée au point (o ,x q) étant vérifiée, on peut 

appliquer le théorème 2-1 lorsque q > 1 : pour tout u fe IRn , |w| *1 l'opé

rateur

Z ( Z a ( o,x ) wa ) tq- V  
o < j < m |a|=m-j ^

q j £ iN

2
est un isomorphisme de W q (tR+) sur un sous espace fermé de L 0R+). Par

conséquent, il existe une constante > o telle que pour tout u G lRn ,

|w| * 1, pour tout v(s) é W m,q(tR+) on ait :

Z fsqjDjsv(s)|2 2 <.C111 Z a (o,xo)u>asqV v ( s ) | 2 2 . 
o < j < » L (JR+) j+|a|=m  ̂ L (tR+)

qj fefN

> o telle que pour tout u G lRn ,C 1
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Pour £ e(Rn\{o} et u(t) e Wm,(10R+) on pose u(t)»v(s) avec s*t **• Il en

résulte :

Z | C|2 <DÏ~'3} ||tq jD̂ .u| p 2 çC^I Z a ( o . x ^ ^ t ^ ^ u C t ) ] ! 2 ,  . 
o < J < m L flR ) j+|a|Œm *L (|R+)

qjéra

Par suite il existe une constante C^ >o telle que pour tout Ç fc. fRn\{o) avec

|ç| >__ 1 et pour tout u(t) fc Wm,q(ÎR+) on ait :

Z (l+|ç|2)“ "J ||tqJDJu(t)||2 2 <C2{||L°(x ,D ,Ç)u(t)|(2 2 
o < j <_ i C l/(lR+) 1 ° C L <JR+)

♦ Z . (1+| ç|2)m~J“1||tqjD4u(t)||2 2 } 
o <_ j <_ m-1 L 0R+)

La condition 2’ appliquée au point (o ,x q) étant vérifiée, on peut appliquer 

le théorème 2-2 lorsque q=l : il existe une constante > o telle que pour 

tout ç e lRn avec |ç|^ 1 et pour tout u e W m *̂ '(R+) on ait î

t  ( l . U l V ^ l l t V u C O l f  i W I ^ G c  , Dt» i ) u < t >l? 2
o < J <_n C LZ (R+) J ° C L CR+)

♦ Z (1+1 ç| 2)m“j"1||tjD^u(t) 112 }
o <  j < m-1 L (JR+)

(Notons que dans le cas où q > 1, l’estimation a priori pour l'opérateur

L°(x ,D..,Ç) a été obtenue à partir d'une estimation à une variable dans 
o t

laque-lle on a fait une homothétie sur la variable t. Au contraire dans 

le cas où q=l cette méthode échoue puisque l'opérateur L°(xq , D£,Ç) ne 

fait intervenir que des groupements t^D^ qui sont invariants par toute 

homothétie faite sur la variable t. C'est pourquoi on a établi directe

ment une estimation a priori pour l’opérateur L°(xo> Dt»£) dans le 

théorème 2-2).

Ainsi pour q ^  1, il existe une constante C^> o telle que pour 

Ç t fRn avec ¡£¡^1 et pour tout u(t) 6 Wm,q(jR+) on ait :

(3-1) Z (1+| Çj2)“ | tq-̂ D̂ .u(t) |2 2 <_C,{|[L0 (x ,D ,ç)u(t)||2 2
o < j < m C LZ 4R+) * ° C LZ (JR+)

+ l (1+| tqJD{u(t)|2 }
o < j < r l  L 0R+)

re
i i-q

> o telle que pourC
3

+ 2 (1 + 1  

o < j < m-1

2 m- i-Ì
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Appliquant cette inégalité I la transformée de Fourier u(t,ç) par rapport 

à la variable x d'une fonction u(t,x) OR x [Rn) on en déduit qu’il
S  +

existe une constante > o telle que pour tout s€ÏR, pour tout ç € !Rn

avec |çj j> 1 et pour tout u g. Wxn,<* ((R x (Rn) on ait :
1-11 s ^

(3-2) Z (l+|ç|2)m"j+S|| tqjüj 0(t,Ç)|i2
o < j < m z L (TR )

’ ▼

i  c.{(î+Urrii l°(x d ,o a ( t . o r  7
5 0 ■ L (!R+)

+ Z (l+U|2)m'j”1+S||tqjD^ û(t,£)i|2 2 }
° £  j £  m-1 L (IR+)

Appliquant maintenant l ’inégalité (3-1) avec à la transformée de

Fourier û(t,Ç) par rapport à la variable x d ’une fonction û(t,x)e W^,q((R+ x IRn) 

on a :

2 ( i + U J 2)n'jItqJDja(t,ç)||2 <c4{||l °(x ,d ç )û(t,ç)ü2
o<j<m ° C l/CR+) 4 o t o L^ }

+ Z (1+| Ç |2)m'j_11|tJDJÛ(t,Ç)||2 }
o < j < m-1 L (IR+)

On en déduit qu'il existe une constante C,> o telle que pour tout së/R, pour
• o

tout ÇelRn avec |ç|^l et pour tout ueV^'^IR x IRn) on ait :
"""™r S  •

(3-3) Z (l+U|2)m"j+^|tqjDjQ(t,Ç)||2 2
o < j < m L (IR+)

< C,i(l+U|2)5 L°(x ,D .?) 0 (t,ç)||2 ,

6 0 * L (IR+)

* E <l*[ç|2)m_J_1+S|j tqjDJ Û <t,Ç)||2 }

o < j < m-i L tfR+)

Regroupant les estimations (3-2) et (3-3) et intégrant par rapport à Ç e IRn 

on en déduit qu'il existe une constante >o telle que pour tout s e IR et

QR+ x ÍRn) on en déduit qufil
s
i®

à la transformée deK-i o

c 7

q

existe une constante C
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pour tout u€W^'q ()R+ x lRn) on ait :

||u !| < C_{ Il L°(x ,D ,D ) u 11 ,  . + | |u ||
V ’q(TRxIRn) -  7 " 0 fc x L OR ;H (lRn)) "  V ^ C lR  x IRn)

S “T + s "1 ▼

Utilisant le lemme 2-1 on en déduit qu'il existe une constante e > o

et une constante CQ> o et pour tout se !R i l  existe une constante Cn> o
o y

telles que pour tout ueW^,q<jR+ x (Rn) avec supp u c i ( t ,x ) fc l+x fi,

Il (t»x) - ( o,xq)|| < e} on a it :

}

N I I _ _ _ .< C II Z a ( t ,x ) t q̂ D̂ D a u|| ,
W®,qCR xfRn) 8 J +1 a| <m jot t X  L (IR ; H QR ))

qj éiN

+ C9 m q nŴ ’q0R+x IR )

Utilisant encore le lemme 2-1, i l  existe une constante Ĉ q> o  et pour 

tout s, i l  existe une constante > o telles que pour tout uéW^*qflR+ xE *)  

avec supp u C {(t,x ) €.I+ x fi, ||(t,x) -  ( o , x q ) | < e) et pour tout j tel que 

qj 4 IN on ait :

î  (t,x ) t^q̂ D^Da u|| ,  < C. .e Olj] ^  Il u||
tx 1 L2®,; h5®"» " 10 11 "V-V *»■>)

▼  S +

♦ C U | « | |

On peut alors en déduire la proposition 3-1.

11 " " ŴlJ(IR+ x IRn)

I I I -1 -2 .  Régularité partielle

P r o p o s i t i o n  3 - 2 :

On suppose que l 1opérateur L s a t is fa i t  la condition 2 ', Pour 

tout xq 6. fiyi l  ex iste  une constante e > o t e l l e  que s i  

u£W°,q OR x (Rn) avec suppu c { (t ,x) e I  x fi, ||<t,x)-(o,x )|| < c>
S * T  O

e t  Lu£L2(IR+; Hs+1(jRn)) pour un certain  sefR, alors 

u€W^;q (tR+ x lRn) .

u

tout s, 11 existe une constante C
'1]
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Démonstration : On utilise la méthode des quotients différentiels par 

rapport à la variable x. Pour heiR \{o} et i»l,..., n on pose :

Tihv(t,x) * v(t,Xj,....Xj+h, xr)

pihv(t»x) * ^ Tihv t̂,x  ̂ ~ v(t,x»

On applique la proposition 3-1 à la fonction P . , u  pour u e l T ’̂ lR x (Rn)
l t l  S ^

avec supp uC{(t,x)6 I+ x fi, || (t,x)-(o,x ) 11 < e} (e étant donné par la 

proposition 3-1) et h suffisamment petit :

j  4
L CR+ ;HS tfRn))

Or :

U p ihu) • f i h Lu * w  ? , ,  >ih(V  (t-x>
j + I a| je m J

On en déduit qufil existe une constante 

petit on ait :

H p ihui m,q^ n -  C^{ H Lu H 2 s+1 n + 'HI m a  n }
W g (JR+ x IR ) S L flR+ ; H (fR )) W^,qÛR+ x m  )

Par conséquent il s’en suit que D^ ufcW^,q(IR+ x lRn) pour i*l, ..., n et

x IRn) .

III-1-3 : Résultat de dérivées intermédiaires»

On rappelle le résultat suivant :

Lerme Z-l:

• 2 s n
Soient se[R, r«=rR et p€.JN. Si u ¿L (Œt+ ; H.OR )) et si

_ 2 r n \  J S+4(r-s)
D^u £L (iR+ ; K QR )) alors DjuftIT(|R+ ; H (Rn)) pour

° .1 j i . P*

III-1-4 : Démonstration du théorème 1-2.

Soit ue C°°(I+ ; S>'(i2)) tel que LufeC^Cl' x fi') et soit

(t ,x ) e I ’ x iî’. On veut montrer que u est indéfiniment dérivable au 
o o

IIPih
u

V
s

a,q
[R
+

x IRni
<C

seH l Ci ih
u)

W^J(IR+ xfRn)}
ihPII U

(xihu) (t,x).t [qj i)a
X

telle que pour h assezc>C
se

de là que u £ W
m,q
s+1

(IR+
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elliptique en tout point (t,x) pour lequel t^o.

Pour tg“0 » soit V un voisinage ouvert du point (o ,x q) dans

I' x Q', relativement compact avec VCI' x Œ 1 et soit $ G-C^(I* x q ')

avec $=1 sur V. D'après le lemme 2-2, il existe s é(R tel que

«SueW111̂  flR x (Rn) . Soit de plus '"P & C°°(V) telle que ^(t.x)» V5. (t) ^»(x)
S + O i  Z

avec supp *f C{ (t,x) e. I+ x | (t,x)-(o,x ) || < e } où e est défini par la

proposition 3-2. Alors L(^u)fe L2ÇR+ ; HS4”*flRn)) et d o n c ? u £ W ^ q (IR+ x iRn) .

2 s n
Itérant le procédé on en déduit en particulier que f u e l  ÎR+ ;H (¡R )) 

pour tout s fe/R.

Soient maintenant p élN et s £|R donnés et soit à montrer que
*o o nP 2 s

Dt°(<fu)€L 0R+ ;H °0Rn)). D'après le lemme 2-2 il existe r€iR tel que

jĵ o \<fu)£L2(!R ; Hr (iRn)); on choisit alors s tel que s + — 2--ï-(r-s)=s . 
t + p + JL o

2 s n 'o
Comme ‘fufeL ((R+ ;H QR )) on a le résultat annoncé grâce au lemme 3-1.

De là il est facile de conclure que u est indéfiniment dérivable

au point (o,xo).

III-1-5 : Démonstration du théorème 1-1.

C'est un corollaire du théorème 1-2.

III-2: 2ëme méthode : Construction d'une paramétrix partielle.

La méthode utilisée est la même que celle introduite dans [1]: 

on montre que l'opérateur L(t,x; convenablement modifié en dehors

de t=o peut être considéré comme un opérateur pseudo-différentiel dont le

 ̂ 2
symbole L(t,x;Dt>£) est un opérateur continu de Wm,qOR+) dans L (fR.+) dont 

la norme peut être prise indépendante de Ç si on munit ) d'une

norme dépendant de |ç|adaptée à l'inégalité (3-1). Puis on montre qu'il 

existe un opérateur pseudo-différentiel R(x,D ) dont le symbole R(x,Ç) est
X

2 ,
un opérateur continu de L (!R+) dans Wm,q(IR+) tel que :

point (to,xo).

Pour tQ5io le résultat est classique puisque l'opérateur L est

avec supp *f C{ (t ,x) e. I + x n >

convenablement modifié en dehorsDt D
x

d’uneW
jn.a

(IR+)
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R(x»D ) o L (t,x;D ,D ) - I+S(x,D )
X t X X

où R(x,D ) opère de L (iR ; H® (il)) dans (IR x 0) pour tout s£ïR
x + comp s,loc +

et S(x,D ) opère de ([R x fi) dans (CR x ü) pour tous s e R
x s fc omp t t j x oc t

et teiR.

De là, on déduit facilement 1'hypoellipticité partielle de

l'opérateur L(t, x; D^D^).

L (t,x;r
t

D
x
)

(IR+ x 0) pour tout seiRW
m,q

s :

et S(x,Dx) opère de W
s, comp

(m x fi) dans W
t,loc

Res

D
t1
D
x
).

loe
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IV- NON HYPOELLIPTICITE A PARTIR D'UN ESPACE DE DISTRIBUTIONS QUI NE SONT 

PAS C” DANS LA DIRECTION NORMALE.

Z
Pour l € (N, on désigne par C (I; &>'($) l'espace des fonctions 

fois continuement dérivables sur l à  valeurs dans 1 'espace 2)’(fi) des 

distributions sur n.

On peut poser le problème d'hypoellipticitë partielle à partir

Z 00
d'un espace du type C (I;^>*(£2)) (et non pas à partir de C (I;2>'(fi))

connue on l'a fait précédemment) ie: existe-t-il un entier l 6.1N tel que

0
pour tous ouverts I'cl et &' C pour tout u £ C  (I;^'(fi))) tel que

L u £ C <*’(I'x n') on ait u é.C°°(I' x n').

On va montrer, lorsque les coefficients a. de l'opérateur L
J a

se prolongent en des fonctions a. appartenant à l'espace C00 (I; C9 ($))
J o

des fonctions indéfiniment dérivables sur I à valeurs dans l'espace ®(?D 

des fonctions holomorphes sur un ouvert iÎ de Cn tel que $flfRn« n, alors

L ne possède pas cette propriété d'hypoellipticitë partielle à partir

l
d'un certain espace C (I;â)'(Œ)) .

On se place dans une situation plus générale que celle imposée par 

les conditions 1 et 2. On normalise l'opérateur L en supposant amo- 1 et on 

suppose que les coefficients aja (t,x) se prolongent en des fonctions de

oo ^ ^ ^ n
C (I ; £9(i2)) où est un ouvert de C tel que Î2 0 IR *ÎÎ. On introduit lorsque 

q > 1, la condition suivante :

Condition 3 : Il existe a ^ o  tel que aoa(o,x) ne soit pas identiquement nul.

Remarque 4.1 : Cette condition 3 signifie exactement que l'opérateur t °L^ 

considéré pour t-o^n'est pas réduit à un opérateur de multiplication par une 

fonction.

Le théorème suivant dégage Une classe d ’operateurs qui ne sont pas 

hypoelliptiques.

i

pour tous ouverts I 'c l  et Œ' C Í>
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On suppose que l ’opérateur L satisfait la condition 3 lorsque q > 1 .

Alorss l'opérateur L n'est pas hypoelliptique dans I x fi.

Démonstration : lorsque q=l et lorsque l'opérateur L est du type de Fuchs 

(c'est-à-dire, lorsque a. (o,x) = o pour a ^ o ) , ce théorème a été
J

démontré dans {[5] . Pour les autres cas, le théorème va résulter de la propo

sition suivante qui répond en particulier au problème posé précédemment sur 

l'hypoellipticité partielle à partir d'un espace du type C°°(I ; S)'(fl)).

Proposition 4.1 :

On suppose que pour q*I, l'opérateur L n'est pas du type de Fuchs et que 

pour q > 1, il satisfait la condition 3. Alorst il existe £ tel que pour 

tout entier * H  existe des ouverts I'c.1 et Œ'cft et une fonction

u eC^ '(I'x Q') tels que u£C^(l'x fi') et Lu eC°°(I'x fl').

Remarque 4.2. -Si q=l et si l'opérateur L est du type de Fuchs, ce résultat 

n'est plus vrai en général (cf. [l]).

- Si q > I, la condition 3 peut être affaiblie (cf. remarque 4.3).

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer la proposition 4.1 pour c=o.

On précise tout d'abord quelques notations : notant L(t,z ;D , D ) l'opérateur
_ t z
'V;

défini par prolongement sur I x Œ  , Y(t) la fonction (de Heaviside) égale à 1 

pour t > o et o pour t<o, pour tout entier p £ (N et pour toute fonction Ÿ (z) 

holomorphe dans un ouvert V contenu dans Q, on a :

L(t,z;Dt,Dz) (Y(t)tA+Ptf(z))- l a.(t,z) t ^  Dj (Y (t) tA*P) D®<P(z).

j+|a|<m

On suppose tout d'abord que q*l. On peut écrire l'expression précé

dente sous la forme :

L(t,z;Dt,Dz) (Y(t)t^+P f̂(z)) =Y(t) tA+P L£+p(z,Dz) f(z)+Y(t) t*+P+I $(t,z) 

avec :

Théorème 4.1 :

tout entier i > l
o
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Ln.-U.1)) * ^ a. (o,z) i^(Jt+p) ... (A+p-j+1) D® 
P j+ia|<m JCt z

et
œ

(t,z) £ C (I ; O(V)).

On note que, puisque l’opérateur L n ’est pas du type de Fuchs,

l'opérateur L^+p(z,Dz) n'est pas réduit à une fonction scalaire dans fi. Il 

existe un entier p avec 1 tel que L^+^(z ; Dz) se réduise à l'opérateur :

L. (z,D ) * £ a. (o,z) ij (£+p) ... (¿+p-j + l)
p |a|<y J0t 2

j + |ot|<m

Notant L^+p(z,Ç) le symbole principal de l'opérateur L^^(z,Dz>, 

il existe un entier h avec oj<h^m~y tel que le polynôme L^+^(z,Ç) se réduise 

au polynôme :

L^+n(z,Ç) - 2 a. (o,z) ij (ü+p) ... (¿♦p-j+l) Ca 
x p |a|<ji J0t

o< j <̂ h
avec :

I a (o,z) Ça % o 
!«l -y ha

c'est-à-dire qu'il existe x q €.Œ tel que le polynôme £ a (o ,x q) ça ne 

soit pas identiquement nul* On écrit le symbole principal sous la forme :

Ljl+p(z,ç) " ih<£+P) ••• (A+p-h+l)

i’h+j * a
a. (o,z) ç

|a |=y U+p-j). • • U+p-h+1) ja

o <_ j < h

En appliquant un théorème de Cauchy-Kowaleski précisé implicitement 

contenu dans QQ et rappelé dans 1'Appendice sous la forme utilisée ici, on 

déduit qu'il existe et un voisinage V de x q dans Cn tels que pour tout 

entier ’ Pour tou  ̂ entier p^o, pour tout f € É>(V), il existe u^+p€ C?(V)

non nulle en x telle que L0^ (z,D ) u n «f dans V.
O JG+P 2  X + p

Soit donc V ce voisinage de x dans Cn associé à tous les opérateurs

'V,

existe un entier y avec 1 < y < m

D
ai
z

aha(o’xo) ç0 ne
£

in “Il

a -W

Z %
a
ha

(o z: C
a

4-

entier i > l
o

, pour tout

déduit qu'il existe l
0

et

l

avec :
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LJÎ+p(z,Dz) pour tout entier p_>o et pour tout entier . Soit l entier

fixé 9,̂. Il existe donc une fonction nulle en , holomorphe

dans V telle que :

I^(z, Dz) ^¿(z) “ o dans V

Par suite, on a :

(¿) L(t,z,Dt , Dz) (Y(t) ^  ^(z)) - Y(t) t1*1 Y £(t,z)

^ 00 ‘ 
avec V ¿(t,z) é C (I, G>(V)).

Supposons qu'on ait construit 'f^(z),...,

V telles que :

(£+p) L(t,z,Dt,Dz) (Y(t) t1 l tj ^ . ( z ) )  -Y(t)

° l i l P

avec <Î>A+p(t,z) éC°°(I ; ©(V)).

On décompose ce deuxième membre en 

(°,Z) + Y(t)

^ 00 
avec 4>A+p(t,z) 6 C (I ; <9(V)).

On construit alors ^¿+p+ j Par résolution de l'équation : ,

lî-p+i(‘'dî) V i <!) ’ ~*i* ? (0,z>-

Comme $£+p(o,z) est holomorphe dans V, il existe d faprès le théorème 

de Cauchy-Kowaleski précisé une fonction ^¿+p+ j holomorphe dans V.

Par suite :

L(t*,z î D , D ) (Y(t)t£+P+1
t 2»

r\j

avec Ÿ ¿ +p+1(t,z) € C°°(I ; Û>(V)).

Ainsi, on a pu construire + j(z) holomorphe dans V telle que :

<JUp+l) L(t,z ; D ,D ) (ï(t) t1 E tJ 4’ (z)> - Y(c) t'’*'’*2 
1 Z o < j < p * l  l*!

^ ^ 00 
t,z) » (f>̂+p(t,z) + cf^+p+ j(t,z) € C (I ; G?(V)). La construction est

donc récurrente (par rapport à l'entier p > o).

0 '
Posant pour l entier fixé > i , u (t,x) » Y(t) t Z tJ ‘f. .(x)

“  0 P o < j < p

l >
Û

(z) holomorphes dansH
i+F

t U F+ 1
♦x+p

(t,z)

(t,z)4»t
AhPH2

Y (t) t
U P+1

( z ) )  = - Y ( t ) t Â + P + 1 <J>Â + p ( o , z ) + Y ( t ) t fi,+P+2 j ( t , z )
2.4p+ 1

(t,z)4>
1+P41

avec <t>i-t P-*1

i(z) non nulle en x
o

i-p

On construit alors v
i+p-*i

%*-CHV(t,z)

? Oj .p+ 1

fixé >
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la construction précédente montre qu'il existe un ouvert iîjCH et une suite

tels que pour tout entier p ^  o, on ait :

i
ii) pour tous ouverts I' C  I contenant 0 et H. , u £• C (I' x Œ,.)

Z i p  z

iii) L u £  C^+P(I x fi.)
P 1

iv) u . - U é C^+P(I x Û.).
p+1 p V

Par un procédé classique (cf. [5] par exemple), on déduit qu'il

i- 1 l 
existe une fonction u e C (I' x ii') telle que u £ C (I' x Œ') et

00
Lu €. C (I' x fl’), I' étant un ouvert tel que Otl'Cc I et Q' étant un ouvert 

tel que Q'CCflj. Ce qui termine la démonstration de la proposition 4.1 dans 

le cas où q»l.

On examine maintenant le cas où q > 1. On peut écrire l'expression

suivante :

L(t,z ; D ,D ) (Y(t)t*+P V(z)) -Y(t) t£+P L (z,D) ^(z)+Y(t)L 2 O Z

avec : ^

Lo (z’Dz) “ r , E aoa(° ’z) DZ <-L(o.z,Dt,Da»
| ex | <̂ m

et : ^

<f(t,z) £ C°°(I ; (S>(V)).

fAyant cette décomposition, on applique la même technique que celle

utilisée dans le cas où q=l. Notons que dans ce cas où q > I la construction

par résolution de problèmes de Cauchy

par récurrence est simplifiée dans le sens que l'on utilise à chaque étape le

même opérateur L (au lieu de la suite d'opérateurs (L„ ) • dans le cas 
o r x,+p p > o

où q=l).

Remarque 4.3 : Dans le cas où q est > 1, si l'opérateur L (z,D ) *

'v a
L(o,z,D ,D ) « E a (o,z) D est identiquement nul, on peut cherchert Z ! | . oot z

|a| _<m

à appliquer la même méthode en utilisant une décomposition de la forme :

i)

de fonctions
(“p F > o

u e 
P

Ci - I
(I x Î2j)

'v
S* (t,z)t

l-tp-t1

de la suite de fonctions ( H u ■p
)
p > o

.X))
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L(t,z,Dt,Dz) (Y(t)t*+P Cf(z»  =Y(t)tU p + n  L£+p(z,Dz) H>(z)+Y(t) tA+p+n+1 <P(t,z) 

où n est un entier _> 1 et L^+p(z,Dz) est un opérateur du type

W * * V  * £ bi a ^  ^ +p) ••• (i'+P_j+I)
j + |a| _<m J 
k£jj<h

pour certains h et k tels que Dans ce cas, la condition 3 (qui

n'a évidemment pas lieu) doit être remplacée par une autre condition pour 

pouvoir appliquer la même méthode.

Par contre, toujours dans le cas où q est > 1, si l'opérateur

L (z,D ) est réduit a une fonction scalaire non nulle, la méthode utilisée
O z

ne s'applique plus.

a

z
D

Dans ce cas, la condition 3 (qui1 < k < h <m.

Í.+P _Jò+p+n
3ò+p'
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APPENDICE.

On donne une forme du théorème du Cauchy Kowàleski telle qu'on l'u

tilise dans la démonstration de la proposition 4.1 et qui est contenu implici

tement dans [3].

Théorème :

Soit P,(z, D ) un opérateur différentiel de la forme
A Z

P,(z, D ) - Z a (z,A) D1
A Z I I -  Ot

|ex] _<m

où m est un entier >_\ et où les coefficients aa (z,A) sont holomorphes 

par rapport à z dans un ouvert U de <Dn et sont continus par rapport à 

(z,A) au point (zq »o) de Ux(E. On suppose qu'il existe un vecteur ÇQ fe.Œn 

non caractéristique au point z q  pour l'opérateur PQ (z» Dz).

Alorst il existe un système fondamental de voisinages V de zq dans 

ffn et un voisinage W de 0 dans <E tels que pour tout A e- W et pour tout 

f e 6>(V) il existe u^ £ &(V) non nulle en zq telle que P^(z,Dz) u^(z)*f(z) 

dans V.

Démonstration : Pour simplifier, on suppose que zQ m o et ■ (o,...,o,l).

La continuité de l'application :

Z a 
|a|*m

au point (0,0,Ç ) et le fait que Z a (0,0) ça t o montre qu'il existe
0 1 -1 o oI a| «Ta

6q > o , Xq > o , a > o  telles que pour tout z é <En avec |z| <a, pour tout Xé(C

avec |X| < Xq , pour tout vecteur Çj € <Cn normal à et ¡Çj| * 1 et pour tout

6 avec o < S < ,  on ait :
—  0

I a (z,A) (Ç +6C,)“ + o.
|o|-m a 0 1

Soit ôj fixé avec o<^6j < inf (1,6 ). Soit w la boule ouverte de 

centre 0, de rayon a dans l'hyperplan zn “ ° et soit Î2 l'enveloppe convexe 

dans <En de uj et de la boule ouverte de centre 0 et de rayon ôj a dans

(z,A,Ç) --- > Z a (z,A) Ça

Ia
Ù,

■ (o,...,0,1).Ço

et IÇ j j * 1 et pour toutço
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Zj “ ••• “ Zn~l œ ®* Comme dans Q3J , on note : Car (fi,À) l'adhérence des direc

tions qui sont caractéristiques pour l'opérateur P.(z,D ) en au moins un point
A Z

de fi (c'est-à-dire un vecteur Ç non nul appartient à Car (fi, A) s'il existe une

suite (z^ , Ç^) avec z^ € fi, convergeant vers Ç et telle que

Z a^(z ,A) Ç^ = o). Alors, tout hyperplan de normale appartenant à Car (fi,A) 
|a|=m
qui coupe fi coupe w pour X tel que |A| <Aq . On peut alors appliquer le théo

rème de prolongement de [3] : pour tout A tel que |X| < A et pour tout f fc &(fi) 

une solution u^ du problème P^(z,Dz) u^(z) * f(z) avec u^(°) ïo fournie par le 

théorème de Cauchy Kowaleski se prolonge en une fonction holomorphe dans fi 

tout entier.

Remarque : Si aa (z,A) est indépendant de A pour les a tels que ¡a| «m , le 

théorème précédent est valable pour tout A.

convergeant vers Ç et telle queÇ*n
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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES 

A CARACTERISTIQUES MULTIPLES
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Résumé : On se propose de généraliser certains résultats de L. Boutet 

de Monvel, F. Trêves et J. SjBstrand [2], [3], [5] sur les 

opérateurs pseudodifférentiels à caractéristiques doubles 

à certaines classes d'opérateurs pseudodifférentiels qui 

dégénèrent à un ordre supérieur.

§ 0. INTRODUCTION.

Avant de présenter nos résultats, rappelons brièvement le 

cadre dans lequel se sont placés les auteurs cités ci-dessus, et les 

résultats qu'ils ont obtenus.

00
Soit fi une variété C paracompacte de dimension n, et soit 

T*(n)\ io} l'espace cotangent privé de 0.

Soit £ c T*(0) \ jo} un ensemble conique fermé, et soit m dans E, 

M dans 3N. On définit Lm,^(fi,E),comme l'ensemble des opérateurs pseudo

différentiels classiques dans Lm (fi), qui, dans chaque système de coor

données locales d'un ouvert U c fi, ont un symbole de la forme :

+00

(0.1.) p(x,§) ~  £ p .(x,§)
j=o m

où les p^ sont dans Sm  ̂( lRn x ]Rn \ 0) , positivement homogènes 

de degré m-j, et vérifient :

Pour tout compact KCCU, il existe une constante C strictement 

positive, telle que, pour tout (x,§) dans Kx R n, tel que |§|>1, on ait :

|p_(x,§)|
(0.2.) — ^ ------ S C (d(x,§)) .

u r

l p m - î ( x > 5 )  I M 9-i
(0.3.) — ----:-- < C (d(x, §) )M , 0 < 2 j < M ,  H

i § r j
j € IN

M

où les Pm- .i

íy e 1»
m- j

D
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d(x,§) = inf (|x-y| + | tj — | ) est, par définition, la distance 
( y , - n >  € E  151

de (x,§) à 2.

n ^
Soit g = 2 d§ . /\ dx . la forme symplectique canonique sur T (fi)

3 = 1 3 3
et nous supposerons dans tout cet article que :

(0,4.) S est une variété canonique fermée symplectique de codimension 2 

dans T*fi \ 0.

Cette dernière hypothèse permet de définir en tout point 

de 2 (de manière invariante) un entier relatif qui est 1 1 indice d'en

roulement de p autour de S (winding number) et dont la définition est 
*m °

donnée, par exemple, dans [5].

Dans le cas où p s'annule à l'ordre M, cet indice est un des entiers -M, 
*m

-M+2,. . . ,+M.

Dans le cadre ci-dessus, les résultats suivants ont été démontrés :

i) cf. J. SjHstrand [5] Th. 1-4.

Si l'indice d'enroulement est strictement positif en un 

point de 2, l'opérateur n'est pas hypoelliptique.

ii) cf. J. SjBstrand [5] Th. 1-2.

Si l'indice d'enroulement est égal à -M en tout point de 2,

1'opérateur est hypoelliptique.

iii) cf. J. Sjbstrand [5], L. Boutet de Monvel, F. Trêves [3],

L. Boutet de Monvel [2].

Si M = 2, et que l'indice d'enroulement est nul sur £, l'opé

rateur est hypoelliptique si le symbole sous principal évite 

des valeurs discrètes, phénomène déjà observé sur un modèle 

par V.V. Grusin [4].

La méthode utilisée, due à l'origine à Grusin [4] pour des modèles, 

consiste à se ramener à l'étude du noyau dans 'i f  ( ]R) (espace des fonc-
0 0  ' X

tions C a décroissance rapide a l'oo) d'une équation différentielle

I
§ I)



- 3 -

Nous nous proposons i c i  de g é n é r a l i s e r  l e  cas  i i i )  lorsq u e  

M^2 e t  de donner une c o n d i t io n  s u f f i s a n t e  d ' h y p o e l l i p t i c i t é  lorsq u e  

l ' i n d i c e  d 'enroulem ent e s t  -M+2.

Nous montrerons comment c e t t e  étude se  ramène à c e l l e  de l ' é q u a t i o n  

d i f f é r e n t i e l l e  o r d in a ir e  s u iv a n t e  :

ordinaire associée à P.

avec Re a < 0 ,  Re b > 0 .
P

C ette  étude a dé jà  é t é  f a i t e  dans un a r t i c l e  que nous avons f a i t  en 

c o l l a b o r a t i o n  avec P. B o l l e y  e t  J .  Camus [ 1 ]  e t  dont nous u t i l i s e r o n s  

l e s  r é s u l t a t s .

Le p lan  de ce t r a v a i l  e s t  l e  s u iv a n t  :

Nous n 'énon cerons  l e  théorème p r in c ip a l  de c e t  a r t i c l e  qu'à  

l a  f i n  dans § 1, après  a v o ir  d é f i n i  un in v a r ia n t  A l i é  à l ' o p é r a t e u r .

Le  ̂ 2 s er a  consacré  à l a  démonstration  du théorème, t a n d i s  que l e  3 

c o n s id é r e r a  un r é s u l t a t  p lu s  p r é c i s  dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  (M= 3 ) .

La d é f i n i t i o n  de l ' i n v a r i a n t  au § 1 e s t  fortement i n s p i r é e  de [ 3 ] , mais  

nous ayons p r é f é r é  u t i l i s e r  [5 ]  pour l a  démonstration proprement d i t e .

§ 1. ENONCE DU THEOREME.

Nous f a i s o n s  en p lu s  des h y p oth èses  ( 0 .1 )  -» ( 0 . 4 ) ,  l ' h y p o 

t h è s e  s u iv a n t e  :

( 1 . 1 . ) *  En t o u t  p o in t  p de E, l ' i n d i c e  d'enroulement de p^ e s t  éga l  

à -M+2.

* On peut f a i r e  une hypothèse  m ic r o lo c a l e ,  s i  on veut  démontrer un 

théorème m i c r o lo c a l .

M-l [M/2] M-21
L = aoM T T  (Dt - i a pt)  . (Dt - i b t )  + 2  ^  T f  (Dt " icpt}

p= 1 ] =1 p= 1

3
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Dans un voisinage conique F d ’un point p de 2, £ peut être défini par 

les équations :

u = v = 0

* 00 % ' 
ou u et v sont des fonctions réelles C , homogenes de degré zéro, de 

telle sorte que le crochet de Poisson satisfait :

iu,v} > 0 dans T .

D faprès (0.2.), peut s*écrire de la manière suivante dans T**

M
p = 2  a . uJ vM"J 

j = 0 3

où les a., j = 0,...,M sont régulières dans F, positivement homogènes
3

de degré m. ^

L ’hypothèse 1.1 nous dit que le polynôme en X, £ a. X**, a M racines :
3=0 J

a : i = l, ... ,M-1 , |3 avec Im|3 > 0 et Ima^ < 0 dans T, i=.l, ... ,M-1.

Comme p est racine simple, c ’est une fonction régulière homogène de 

degré zéro dans r. De même toute fonction symétrique des a  ̂ sera ré

gulière (ceci sera utile dans la suite).

Soit Y un opérateur pseudodifférentiel dans 0 dont le symbole principal 

est q.a^iu-pv) dans F ; q désigne un symbole elliptique de degré 1.

Observons que [Y ,Y] est elliptique négatif dans T et que Y est dans 

L1+m’1(n,E) dans T.

Soit X un opérateur pseudodifférentiel dans L *(n,£) dont le symbole

1 M-l
principal est  q x TT (u - a .v) dans F .

d=i 1

♦ ♦
Ceci est vrai, quitte à restreindre T. Nous ne mentionnerons pas 

toujours dans la suite ces restrictions.

D faprès (O.2.), Pm

(Q,£) dont le symboleL
-1 -d
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Soit P l'opérateur pseudodifférentiel de symbole p, on pose

Z = P - XY .

Par construction Z est dans Lm-* ,̂ -2(n,£) dans T.

On considère l'application adY qui, à un opérateur pseudodifférentiel S, 

associe l'opérateur pseudodifférentiel a d Y S = [S,Y].

On considère alors :

(1.2.) J&p = restr. à 2 D f de
(M-l)

(M-à)

Remarquons que, lorsque M= 2,

a

est l'invariant défini en [3].

Si on écjpü le symbole principal (d'ordre m-l) de Z sous la forme

a .(Z) = A(u - y v)...(u - y v) dans T , 
m-l 1 m—^

on a :

o((adY)M”2 Z)/S = X.qM”2 aM-2(i)M-2(M-2) ! (P-y1 )... (P-YM |u,v}M_2
m î M— ¿à

t( (adY)M-1X)/S = qM"2 aJJ-1 (i)M_1 (M-l) ! (p-o^) ... ( p - a ^ )  {u,v}
M-l

de sorte que

(1.3.)
(P-Yj)— (P“Ym _2^

'P i iu, v } am (p-o^) ... (P-aM+1)

L'omission de toute mention de r dans Xp est justifiée par le fait 

que la définition de jîp est indépendante de la décomposition :

P = XY + Z

D 1
où l'on suppose que [ Y  , Y ]  est elliptique négatif, Y  € Li , X € l  
Z € l La démonstration est analogue à celle de [3].

(1-21 -m) + (1- 1 +m)M_
((ad Y) M-2 Z)

a
(1 -21 -m ) +(1 -1 4-mi)M

(( ad n ‘
M- 1.n

i
p

restr.
\
a T. n r de

o
m-•1

(TX Y D
m- 1

(Z)

m-P» M- 1

m- 1, M- 2
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(1.4.) Si A et B désignent deux opérateurs pseudodifférentiels 

elliptiques dans ü

^APB = '

(1.5.) On désigne par 9^ une transformation canonique d'un ensemble 

ouvert conique F C T Q \0 sur un autre ensemble T 1 du même 

type, et soit U un opérateur fourier-intégral elliptique 

associé à , alors, on a :

4U p u - V £  = < V E n r,) 0 •t'1

o ù s ^ r i s n r 1).

Les propriétés ci-dessus nous permettront l'usage des transformations 

canoniques, et la démonstration du théorème sur un modèle microlocal.

Nous démontrerons dans cet article le théorème suivant :

Théorème 1 : Soit P vérifiant (0.1), (0.2), (0.3), (0.4), (1.1), on

suppose que t ne rencontre pas ]N sur 2 ; alors P est hypoelliptique.
i  l

De plus, il existe un opérateur E de 2)(Q) dans 5)(ü), continu de 

h 1°°(Q) dans Pour tout s réel, tel que*:

EP - I = 0 .

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME.

a) Transformations canoniques et opérateurs fourier-intégraux.

Nous rappelons ici certains résultats de [5], § 6.

On aura besoin, dans la suite, des deux propriétés suivantes :

A = B si A-B est un opérateur régularisant.

pi

(
i
p
T r r’•) o T

-1

(Q) pour tout s réel, tel que*:
’2s+M(

H
loc

associé à ng
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Il est bien connu qu'il existe au voisinage de tout point P de 2 une 

transformation canonique ^  qui envoie le cône 2 sur le £ de T ( ]Rn )\ 0 

défini par t= 0 ,  r = 0  où ((x,§) = (x',t,§>',T)€ T*( 3Rn) \ 0) .

On pose P( (p) et soit V un sous-ensemble conique fermé du graphe 

de contenant (pQ ,p) comme point intérieur.

On pose V' = i (ja, -v), (y,v € V } .

On associe à ^  un opérateur fourier intégral U dans I°( ]Rn xQ,V') ellip

tique tel que :
•K*

U U = I près de p 

U U = I près de p
o

On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.1 : (cf. lemme 6.2, [5])

Soit P dans L^’^(Q,£
~  m m  n ^

voisinage du point p, alors P = U P U appartient à L ’ ( H  ,Ê) dans

un voisinage de p et a le même indice d'enroulement. De plus, jft = rg-1
° O ^  P

au voisinage de p

M,M/ „v
Soit P dans L (ü,2) d findice d fenroulement -M+2 au

o

cale.

Ce lemme nous permet de nous ramener à la situation microlo-

b) Résultats microlocaux lorsque S est dans une position 

particulière.

On suppose donc maintenant que £ est donné par t = r = 0 et 

que P appartient(microlocalement au voisinage de P Q )à LM,M(]Rn ,£). 

ilisant la formule de Taylor, on peut écrire :Ut

(2.1) P(x,D) = £ ta a (x,D)
a+p < M  aP *

(M+«-p)/2€ ]N

r T (M+à-P')/2 , „n, 
ou a D fe L r ' ( IR ) 

®P

lorsque M est pair.

On pose Pq = (p)

de , c o n t e n a n t

Dß
t



(2.1) bis P(x,D) = 2 t® a (x,D) + B(x,D)
a+prSM aP t -

(M+ct-p)/2€ ]N

r T (M+a-p)/2/ TOn. M-l/2, n,
avec a . c L  r ( E  ). B t  L (]R)

dp
lorsque M est impair.

On associe à P(x,D) l fopérateur différentiel ordinaire (cf.[4],[51)

(2.2) L (x',S') = 2 ta a°R (x',O,§ ' , O)
o o <- «  <*P ta + p s M  

(M+(a-p))/2 € M

- 8 -

où x= (x',t), §= (§',r), Pq = (x',0,f',0), a°p est le symbole 

principal de aap(x,D).

Proposition 2.2 : (th. 5.9 [5]).

Soit T un voisinage conique de pQ , et supposons

que, en tout point (x',0,1',0) de T n 2, L (x',1-') est injectif dans4

ïf(TR), al ors P est hypoelliptique dans T et il existe un opérateur G

de Sb* ( JRn) dans 4)'( ]Rn ) , continu de H*0C( TRn ) dans H*°5j/0( lRn ), tel que
s s+M/2 7

G.P = I dans T .

Nous avons donc ramené l'étude de 1'hypoellipticité à l'étude du noyau 

d'une équation différentielle ordinaire.

c) Etude du noyau d'une équation différentielle ordinaire 

dans

On considère les opérateurs du type 2.2 :

L = 2 ta a .
a+P < M  aP 1

(M+ct-p/2) € H

Utilisant l'hypothèse 1.1, on peut écrire cet opérateur sous la forme

(non unique) suivante : r , .
M-l LM/2 J M_21

(2.3) L = a u T T  (D - ia t) . (DA-ibt) + 2 X. T T  (D.-ic t)
o oM 1 ' t p t , . 1 ' V, t p

p=l * 1=1 p=l *

^  » jfc QQ

On désigne par ^r(]R) l'espace des fonctions C à décroissance rapide.

Dß
t

D,ß
t

a
o
a p

est le symbole

_(_®2

ß
t

D
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avec Re a < 0, Re b > 0 . 
P

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.5 : (Proposition 4.3 [1])

Alors, si / j? W, on a Ker L D * ï f ( lR) = 0 .
o

d) Démonstration du théorème :

Utilisant la propriété (1.4) de -i , il est clair qufon peut
' P M m

démontrer le théorème en supposant que P est dans L 9 (fi,S).

Le lemme 2.1 et 1.5 nous permettent de nous ramener'à 1 1 étude du cas 

particulier où P est dans L^’̂ ( ]Rn ,E)et où la variété caractéristique

est donnée par t = r = 0.

Les propositions 2.2 et 2.3 permettent alors la démonstration du théo

rème, si on remarque que (comparer 2.4 et 1.3) :

§ 3. CAS PARTICULIER : M = 3.

On suppose que M=3 ; on peut préciser la proposition 2.3 de 

la manière suivante :

soit L = (D, - ia„t) (D,-ia0t)(D,-ibt) + X(D-ict)O X 1 t m t t
avec Re a. < 0, Re a_ <0, Re b > 0.1 2

Proposition 3.1 : (Prop. 4.4 [1])

Jt (x*, S ',0,0) = I
L q (x ',|') •

Soit a.
(c

alors
L
o

i) si I i  ]N, Ker Lq fl ^(]R) = 0

(2.4) Posons K O

_ h _

aoM

M-2

T T (c1 - b) 
p

¡L
M-1

TT
p = i

(a -b)
p

I
o

I
o

= 1

A
Ta 1-bn -b )

-t
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ii) si JîT est un entier pair, Ker L D ^ ( K )  de dimension 1 
L
O

iii) si i. = 2n+l est un entier impair, on a :
L
O

Ker L D b^ClR) = {o}

si et seulement si X / (2n + l-2p) (a^-b) + 2p(a^-b), p = 0, ... ,n.

Comme au § 1, on va introduire de nouveaux invariants, de manière à 

donner une condition nécessaire et suffisante d ’hypoellipticité avec 

perte de 3/2 dérivées.

b) Etude d 1 invariants.

Remarquons tout d fabord que, lorsque l = 2n + l, on peut
JL

montrer que la condition (iii) s ’écrit sous la forme suivante :

(3.1) [X[(a2-b) (a1-c)+(a2-c) (a^-b) ] + ( a ^ a ^  (a^b) (a2»b) ]2 /

/ p2 (a2-a1)2 (a1-b)2 (a2-b)2

avec p2 = 4(n/2-p) 0 ^ p ^ [ n / 2 ] ,  pêüN .

Cette formule plus compliquée nous semble plus facilement interpré

table en termes d ’invariants.

On procède comme au § 1 (on garde les mêmes notations).

On considère :

Cprinc(^ X,Y^,Z^ / E = ~X am [ 0 - « 2^ Y - « 1)+(P-«1)(Y-Œ2)] lu»v}2 

° p r i n c • <!• 2(p-a1)(p-a2) iu,v}2 .

° s - p r i n c symbole sous-principal est bien défini car le symbole 

principal de X s'annule à l'ordre 2.

Lorsque X peut s'écrire sous la forme X = QÎX^X^ + R) ou le symbole prin

cipal de X_̂  est (u - a^v), on a :

V p r i n c (X)/5: = «( r *ÏÏT t«1- “2) lu>v)) '

n
princ



- 11 -

Soit x le symbole principal de X, on lui associe en tout point p de S 

1 fapplication définie par :

V- € T p(T* x\0 )

¥■ T € T (T* X\ 0)
¿à P

Son déterminant est un invariant que nous désignerons par det A p .

Si x = q (u-cüjV) (u-«2V )

t \2 
2 (otr a2) i i 2

det A p = q ----^---- }u,v}

Nous sommes maintenant en mesure d ’énoncer le théorème suivant :

m 3
Théorème 2 : Soit P dans L ’ (fi,2), et on suppose qu'en tout point

de S l ’indice d ’entrelacement est -1 ; on suppose q u ’en tout point 

de £ une des deux conditions suivantes est vérifiée :

i)

ii) (2n+l)

mais

(V in c (KX-ï 1’Z'l>t<’s,rlnc(X) V ine < [[X ’n ’ï]) > '  *

*  A  (det *p) (oprlnc([[x. ï l . ïD )2

où P2 = 4 (n/2 - p) , 0 ^  p ̂  [n/2], p 6 U  .

Alors P est hypoelliptique avec perte de 3/2 dérivées et ces condi

tions sont nécessaires pour avoir une telle hypoellipticité.

Le théorème 2 se démontre comme le théorème 1, mais en utilisant cette 

fois-ci la proposition 3.1 au lieu de la proposition 2.3.

L ’invariance de la seconde condition se démontre de manière analogue 

à celle de JL .

* Nous renvoyons à [2], [5] pour la définition d ’une telle hypoellipti- 

cité.

P *
O T

1
A

P
T
2
)

1

2
(1

1
T
2
x)

I
p

9 IN

1'application A
P

définie

¥ T
1
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INVARIANTS ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS 

PSEUDODIFFERENTIELS ET APPLICATIONS A L'HYPOELLIPTICITE

B. HELFFER





INTRODUCTION.

On sait,dans la théorie des opérateurs pseudodifférentiels classi

ques (o.p .d .),q u fon peut définir de manière invariante (par changement 

de coordonnées) le symbole principal p^ d fun o.p.d. et,qu'en un point 

critique de ce symbole principal,on peut définir un symbole sous prin

cipal .

Les résultats obtenus pour des o.p.d. à caractéristiques doubles s'ex

priment en général à partir de ces deux invariants.

Pour l'étude d'opérateurs pseudodifférentiels à caractéristiques mul

tiples ( > 2), il était naturel de chercher à introduire des invariants 

plus généraux,permettant d'exprimer des conditions nécessaires ou suf

fisantes d 'hypoellipticité ou des résultats de propagation des singu

larités.

On se placera ici dans le cadre introduit par J. Sjbstrand dans [19] 

et développé également par L. Boutet de Monvel et F. Trêves [1] [4]. 

Dans l'introduction de ces invariants comme dans la présentation de 

certains résultats, on s'est inspiré de C. Rockland [17].

Nous donnerons dans cet article une formule explicite permettant de 

calculer ces invariants qui n'ont de sens que sur la surface caractéris 

tique 2 du symbole principal.

Cette formule s'apparente à celle utilisée par J. Leray [16] [17] 

pour introduire des opérateurs pseudodifférentiels dont les symboles 

sont définis sur un espace symplectique.

Ce travail sera poursuivi sous un point de vue sensiblement différent 

dans [ ] .

Le plan de ce travail est le suivant :

Au § 0 : nous introduisons les principaux théorèmes et rappelons le 

contexte dans lequel nous travaillons.

Au § 1 : nous construisons les invariants associés à un opérateur 

pseudodifférentiel.

-  1 -
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Aux à 2 et 3 : on donne des applications qui sont les généralisations 

naturelles des théorèmes d'hypoellipticité à caractéristiques doubles 

donnés par J. Sjüstrand [19], L. Boutet de Monvel et F. Trêves [1] [4], 

A. Grigis [6] et qui constituent une formulation intrinsèque des ré

sultats de V.V. Grusin [7] [8].

Au ^ 4 : on considère une autre classe d'o.p.d. pour laquelle, sous

des hypothèses de même type qu'au § 2, on peut construire des paramètrix

dans les classes S™ . (ô< p) de L. Hbrmander [ll'I.
p, o

Enfin, nous tenons à remercier J. SjBstrand et L. Boutet de Monvel 

dont les conseils ont permis de simplifier la démonstration de cer

tains résultats.

& 0. DEFINITIONS. RAPPELS. ENONCES DES RESULTATS.

tX5
Soit fi une variété réelle C paracompacte de dimension n, et soit

■H’
T (fi) \ Ole fibré cotangent privé de la section nulle.

-X*
Soit 2 c  T (fi) \ 0 une sous-variété conique fermée ; soit m€ R  , M € W.

On définit OPI?1,̂ fi,Z;) comme 1 ’ensemble des opérateurs pseudodifférentiels P 

qui, dans chaque système de coordonnées locales d fun ouvert U c: fi, ont 

un symbole de la forme :

+00
0.1. p(x,§) ~  2 p ./9(x,S)

j=0 m~3/ ,
où les pm ..^(xjÇ) sont des symboles de Sm-^ 2( ]RIxlRn \0), 

positivement homogènes de degré m-j/2, qui vérifient :

0 .2 , Pour tout compact K CE U, il existe une constante Cv > 0
IV

telle que, pour tout (x,§) dans Kx]Rn, tel que |&|>1, on 

ait :

M -i

Ig| — J/a ~ Ck (a(x-s ) ) ; 3 i K ’ 0S JS»"

d(x,S) = Inf ((x-y) + l^-TTÎ") es^ distance de (x,§) 
(y,n)€S 151

à 2.

Ipm - j '2 (x» 5)

§
m-3/
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_ MT i
La classe L a été introduite par J. SjBstrand [19] puis généralisée 

par L. Boutet de Monvel [1].

On dira que p dans Lm ’^ est non dégénéré si la condition suivante est 

vérifiée :

0.3. Pour tout compact K CCXJ, il existe C > 0, telle que, pour
n

tout (x,g) dans Kx]R , tel que |§|>1, on ait :

|p (x,g>|
m >  Cr (d(x,|))M .

Si
m K

n *
Soit “> = 2 d| . dx . la 2-forme symplectique sur T fi.

j = l 3 3
On dira que £ est symplectique si la restriction de w à TE est non 

dégénérée. Dans ce cas, (2,uî) est une variété symplectique de codi- 

mension paire.

On dira que 2 est involutive de codimension v si, localement, elle
oo

peut être définie par l'annulation de y fonctions C réelles ü^(i = l,...,v) 

telles que les crochets de Poisson u.,u.} s'annulent sur £.
J k

On supposera dans la suite que le champ de Liouville 2 §. e*

3 3 j

les hamiltoniens H (associés aux fonctions u. dont l ’annulation
i

définit 2) sont linéairement indépendants en tout point de 2.

m M
Soient q^, q^ deux éléments dans L 9 (Cl, 2) ; on déf init la relation 

d'équivalence suivante :

^1 * ^2 S* seulement si ^ ^  •

Nous démontrerons au à 2 le théorème suivant :

Théorème 1 : Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (0.2.) ; alors, on

peut associer à p un élément q de L111’ ̂ (fi, 2)/^m, M+l ̂  ^  défini par :

0.4. 0 , 1 r & _A_ n _ +y  ( - D *  t ? 1
2i 1=1 ôxx 6§1 P - t=Q t | 1=1 2i bxx b%1 Pq

Soit =
n

3 =1
d|

j
A d

et
Ò

ÖS
j

qi-q2 e L
m, M + 1 (n, S)

b b t

x

défini par :( a 2)

+OO
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Soit t une transformation canonique de T fi \ 0 dans T E  \ 0  qui envoie 

au voisinage d'un point p de 2, S sur 2'.

Soient (F un opérateur fourier intégral associé à t, P l'opérateur de 

symbole p, p' le symbole de P' = $  P <y * et q' le symbole associé 

à p' par (O.4.), on a

q '(r(p)) = q(p) •

-¥r -¥r
Corollaire 2 : Soit p le symbole complet de l'opérateur P adjoint 

de P de symbole p, soit q le symbole invariant associé à p , on a :

* —
q = q .

Remarque 0.1 : Une formule du type (0.4.) a été utilisée dans un 

cadre voisin par J. Leray dans [15] [16] pour définir une classe 

d ’opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole est une fonction 

sur un espace symplectique.

et qui possède la propriété d'invariance suivante :

in M
Soit q dans L ’ /Tm,M+l le symbole invariant associé à p ; remarquons

JL

qu'il ne dépend que de la classe d'équivalence de p. On associe en

tout point p de S, à q . / 0 , symbole d'ordre m-j/2 de q (0^j^M),une
iv u  M— i

forme (M-j) linéaire, notée q léfinie sur (T (T fi \ 0) ) J
m-j/2 p '

par :

0.5. ¥

On peut montrer que ces formes sont symétriques, que leur définition 

ne dépend pas du représentant de la classe de q, et que si q est non
nu

dégénéré au sens de 0.3., q (p) induit une M-forme symétrique non dégé-
y m

nérée sur T Q(T Cl \ 0)/T 2.
r r

(p)

X
1
X 2' X,

M-j
€

P
(T fi 0)

qm-j f2 (P)
(X.
1

X. )
1

M- r
(x

1
x.
M-3 qm-3. '2 P
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¥■ X € ̂ (T* fi \ 0)

En tout point P de S on définit l'application de Tp(T fi \ 0) dans C

définie par :

0 .6. q ( p , X )  S  q  , / 9 ( p )  ( X ,  ... ,X )  .
j < M  m~3/<L

On désignera par T l'ensemble des valeurs de q(p,.) $
r

c fest un invariant dans le sens du théorème 1.

Soit p= (x,§), remarquons que, pour tout ]R+, on a

r  - \ 2 p
(x,X§) " A x,g #

Nous démontrerons au §3 le théorème suivant :

Théorème 3 : Soit p un symbole vérifiant 0.1., 0.2., 0.3..

On suppose que £ est involutive et qu'en tout point p de £, T ne 

rencontre pas l'origine ; alors P est hypoelliptique avec perte 

de M/2 dérivées.

Ce théorème généralise un théorème de L. Boutet de Monvel [1].

Supposons maintenant que £ est symplectique de codimension 2k. 

Dans ce cas, on peut identifier T (T QXO)/-, T et (T S) l'ortho-
p 1 ¿j p

gonal de T^2 pour <*> .

Sous ces hypothèses, nous montrerons au à 4, en suivant la méthode 

de C. Rockland [17], qu'on peut associer en tout point p de £, et 

pour tout choix b de coordonnées symplectiques dans T^S un opérateur 

Q différentiel à coefficients polynomiaux opérant sur \f( ]R^)t^
/ * 9_ .

Q ^ dépend du choix de b de la manière suivante : si b désigne une 

autre basej il existe un opérateur unitaire inversible U opérant dans

L2( lRk) et if{ ]Rk) ** tel que Qn . = U Qn ~ U-1.p , b  p , b

* On dira que P est hypoelliptique avec perte de M/2 dérivées, si pour

tout ^CQ, u€SD'(fi) ; P u € H ® oc(œ) =* u € H®+™"M/2(w).

♦ ♦ i oo k  x ,( TR ) désigne l'ensemble des fonctions C sur 1R a décroissance 

rapide.

on  a  :X e IR
+
j

r F *X,l
X
m-M 2

r a p i d e .

< * k>y



- 6 -

On associe ainsi à p, en tout point p de £, une classe d ’opérateurs

différentiels P„ définie de manière invariante.
P

De tels opérateurs sont introduits de manière différente [1] et se

ront étudiés plus précisément dans [3]. Nous renvoyons également aux 

travaux de J. Leray [15] [16] qui étudient en détail la classe des 

opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux.

On démontrera au § 4 le théorème suivant :

Théorème 4 : Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (O.2.), (0.3.).

On suppose que £ est symplectique de codimension 2k et soit P la
r

classe introduite ci-dessus.

P est hypoelliptique dans Q avec perte de M/2 dérivées si et seulement 

si, en tout point p de 2,

Ker Pp fl y*( K k) = 0 .

Lorsque M = 2 et que l ’on considère des opérateurs pseudodifférentiels 

classiques, ce théorème a été démontré par de nombreux auteurs et de 

manière plus explicite [19], [4], [1]«

Lorsque M ^ 2  et que la codimension de £ est égale à 2, nous renvoyons 

à notre travail [10].

La formulation du théorème est celle de V.V.-Grusiri [7] rendue 

intrinsèque? elle est à comparer à la proposition 6.1 de l ’article de 

L. Boutet de Monvel [1].

à 1. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

On suppose que 2 est de codimension v. Nous allons introduire 

q de la manière suivante :
00

Soit (x,§) = p € S et choisissons des fonctions C réelles U. .... ,u
1 ’ ’ v

dont l'annulation définit 2 dans un voisinage conique T de p dans 

T*fi \0.

On supposera les homogènes de degré 1/2 en S.

Soit IL (i = 1, ... ,v) un opérateur pseudodifférentiel classique dont le 

symbole principal est .u
i

Soit U



ni M
Alors si P est dans L ’ (Q,Z), on peut en utilisant la formule de 

Taylor écrire P sous la forme suivante :

M
(1.1.) P = s S . a . U

3 = 0 «6  [ 1 ....... v l M-J  “ ’ J “

où a = (a^, ... > ai ^ [1» •••

U = U .. .U 
a a o .

1 M-j

et où les A . sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques
® J J

ayant les propriétés suivantes :

(1.2.) A 6 Lm-M/2 .
a

(1.3.) Les A . sont symétriques en a.
® ? 3

On pose alors q . = G  . ( 2 A . U )
m-j/2 m-j/2 a ,3 a

a £ [1, ... , v]

pour j = 0, ... ,M.

Les autres termes n ’interviennent pas dans la classe de q.

Dans toute la suite, nous ne déterminerons q que dans la classe 

d'équivalence Lm ’^/ m,M+l introduite au § 0.

Remarque 1.1 : q^ étant introduit comme symbole principal, il

ne dépend pas du choix des coordonnées (x,§), mais il dépend en re

vanche du choix des u., U., A
1 1

Le noeud de la démonstration du théorème 1 est le lemme suivant :

Lemme 1.2 : Soit Q= £ A U ; A € L m~ ^ 2(Q), A symétrique,

m M
Alors le symbole complet de Q dans L ? / m,M+l est donné par

L

q ex] (
1

2 i

n

1= 1

ò
bx

1

b
öS

1
). oy \m(Q).
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]où a -  ( cê , ... , a
M -j '

A . U ) a, 3 a
M- j

qm- .1 '2

a j '

a
a a a a

a d
ci i ••• iv

M



Démonstration : On peut supposer m=M/2. Les étant choisis symé

triques, il suffit de démontrer le lemme pour un terme du type suivant

Q = VM

V 6 L 1/2’1.

On utilisera constamment l'inclusion Lm+*ŷ ’**+*'(n,2) .

On démontre alors le lemme par récurrence sur M ; il est évident pour 

M= 1. Supposons le lemme vrai pour M = M q, on va le démontrer pour M = M q + 1.

On désigne par q le symbole complet de modulo 
M

1 b b Mo
Par hypothèse : qM = exp ( —  2 - -g|-) v ° .

o 1 1 1

La formule de composition nous permet d ’écrire :

, ” ^  f,1 V, O Ov
qM +1 = qM V + i , . * bx

o o 1=1 1 1

1 n *
, qM v + i  2 .

Mo 1 1=1 ÔX1 ÔI1

On en déduit :

( 1 a \ 1 ^ / 0  bv o b v v
m +i s 1m -v " 2 T ,z , ( -5f- • -ST + ~ T  ' TTï ' 'o o 1-1 1 1 ôx b§

Par ailleurs :

1 x x M +1 i x  x  M/ 1 n U 0 \ O / 1 ri b b v O
2r i ^ 7  « 7  '• v = v -(eitP 2ï = ^ 7  s q  > v

cexp(À  l -ài b?7i’v i-v

M

Or, il est facile de vérifier que

-  8 -

o+

[exp
1

2i( Z

1

b
bx

1

b
05

i
»v ] =

+ B

1
2i ( 2

1

bv

Ox
‘l

b

1
+

àî
1

b
bx

1
) exü(

1
2i

2
1

b
bx

1

b
b?

1
)

A
a

On utilisera constamment l'inclusion L
m, M.

(n,.2)

V
M

modulo (L
M/ 2,M+ 1) .

bv
ÒJ

1
ÒS

1

bq
o

òq
M
O

òa
i

bv
bl
'1

òqVI
o

Òq
o

M

+

hh1

V

exp I

où V € L
1.2,1
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' O ' J rD,N , Tp,N+l , g atN
ou B opere de 1/ dans L pour tout (p,N).

Par conséquent :

/ *I ff \ / 1 V  ̂ ò \  1 / r-, b ò V Ö \(1.5) exp( _  _ )  5 v .qM + —  (E . + . )

1 1 1  O 1 1 1 1

La comparaison de (1.4) et (1.5) permet de conclure la démonstration 

du lemme.

Fin de la démonstration du théorème : Utilisant le lemme 1.2 et 1.1, 

on voit qu'on a démontré que le symbole p de P est congru à

Tm,M/
L /Lm,

Le théorème est démontré car l'application e x p i e r  £ ——  — ; est
1=1 1 S1

bijective de Lm,^/Tm,M+l -» Lm,^V m,M+l et son inverse est
Li L

l -L  E 5 i> 1 
1 = 1 ÔX1 M l  '

La démonstration du corollaire est évidente, compte tenu de la formule 

donnant le symbole de l'adjoint.

Signalons de nouveau le lien avec [15] qui ne travaille cependant pas 

dans des classes d'équivalence.

Remarque 1.5 : Soit q^ (resp.-q^) le symbole invariant associé à p 1 

, alors le symbole associé au composé

la formule

, 1 
q = (exp —

où désigne la loi de composition des symboles.

§ 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

La démonstration étant strictement analogue à celle de [1], 

nous renvoyons à cet article pour les détails de la démonstration, que

2li
Òv
òx

1

V

M
O

1 n 
exP ( 27 2 

1=1
öS

dans
b

bx
1

M+ 1

ò ò
n

1=1
exp

(resp. PV est donné parP 1

n
E

1 = 1

ò
ôx

1

ò

b§
**1

qL ¥ (exp
i

n
T.

1 = 1

Ò
ôx
ll

*

bg
*1

) q. )

’1
) . q

ò

pour tout

ò
òx

1
).qM

o

w p2

)Ù
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On considère donc un opérateur P de symbole p dans Lm,^(fi,2) 

et vérifiant (0.1), (0.2), (0.3).

On déduit du théoreme 1 que, avec les notations du théoreme 1, si

est l'ensemble associé à Ç* P Qr -T ✓ N = r (p€E).
cp ( P) P

£ étant involutive et le vecteur radial étant supposé non orthogonal

à S pour la forme symplectique w, il existe,au voisinage de tout point

de S,une transformation canonique $ : T G \ 0  T 1R \0,qui envoie

microlocalement £ sur la surface 2 définie dans T*( IRn) \ jo} par

(§. = 0, ... ,§ = 0)où v désigne la codimension de 2 dans T fi \0.
1 V

On suppose maintenant que 2 est déterminée par §^=0, .'..,§= 0, 

et on écrit P sous la forme

M
P = 2 Z A . D .. . D

, „ „ , a, 1 x x
1=0 c ri ,M-1 a * a.. .

ot c £1, . . . ,  v ]  1 M-l

où les A^  ̂ sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques de 

degré m - M + ~  définis dans un voisinage conique ouvert d'un point 

p de S.

Dans ce cas, est l'ensemble parcouru par :

M

^ £ 0 M 1 /o ( A . ) ( p ) & . . .  §
u ! m - M + 1/2 a,1 a 1 aM ,

1 = 0 ~ £ n  -.M—l 1 M—1u a t [1, , rv J

nous esquissons seulement.

lorsque §= (Ç^,... ,§^) parcourt 3RV .

M
L'hypothèse du théorème nous dit que p' = 2 p . . ne s'annule pas

j=0 m_J/i5

dans un petit voisinage conique de p dans T*]Rn \ 0 ; p ' (x,i) € S~m,-M(fi,S) 

(avec les notations de [1]) et l'on vérifie que l'on peut construire 

comme dans [1] une paramétrix à gauche de P.

Remarque 2.1 : La condition est également nécessaire [1], [14].

:p)<p

Dans ce cas, r
p
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T (T*Q)

P

que q(p,X)= 0 => / 0 (hamiltonien de q ) .

« p

Alors, on a un phénomène de propagation des singularités, cf. [13], [14].

Remarque 2.2 : On suppose que qp(X) est réelle sur

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

On suppose maintenant que £ est symplectique de codimension 

2k et on identifieT^T*Ü \ 0)/Tp£ et (TpS)1 que l'on notera ^(^)p .

a) Introduction de P .
__________________ P

On considère maintenant que q(p,X) défini par (0.6) est une

fonction sur 5l(S) .
P

Nous allons associer par un procédé du à J. Leray ([15] , [16j)et C. Rock- 

land([17] ,[18]) une classe d'opérateurs différentiels de la manière 

suivante :

On choisit des coordonnées linéaires canoniques s^, ... ,s^,t^, ... ,t^ sur 

9t(£)p, i.e. des coordonnées linéaires telles que

Ce choix de coordonnées associe à q(p,X) un polynôme en (s,t) 

défini par
q ^ ~  q ( p > x)

où (Sj, , s^, t j, , t^) désignent les coordonnées de X sur la base choisie 

qu'on notera b.

On écrit ce polynôme sous la forme unique suivante :

M
qb ip,s1,...,sk ,t1,...,tk) = Z Z . aa ,j Ua

J=0 a € [  l,...,2k]M_J

où u = u . u ... u
“ al a2 a2k

5?(s:
p i

K
SI

U)
(Z

P

k
y

i=l
dtiA H s

1

u
b(P S’19 ••• ?Sk t 9 ••• 9t,k

t
'k
)
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u = s, si a.  - 1
a. 1 î
1 > 1 < 1 < k

u = t, si a.  = 1+k
a . 1 îî

et où les a . sont symétriques. 
a > 3

On pose alors
M

Qb (p,Sl, ...,sk ,D , ...,D ) = E 2 a Ua

1 k J=0 a € [1,  . . . ,  2k] ^

où désigne l ’opérateur s^ si a . = 1
1 < 1 < k •

D si a . = 1+k
3

Il est clair que,par ce procédé^on réalise une bisection entre les 

polynômes de degré ^ M et ces opérateurs différentiels.
y  ~

On dira que q ( p,s. , ... ,s, ,t1, ... ,t. ) est le symbole de Q (p,sv..fs ,D D )
D 1 K l  K D 1 K  S S .

1 k

On désigne par v|/ l ’application q -> Q .

Le polynôme q dépend du choix d ’une base symplectique. On est donc tout

naturellement conduit à étudier l ’action du groupe G des transformations
2k v

symplectiques de K  sur q.

A un élément g de G, on associe l ’application notée multiplicativement 

à gauche :
v ^ v/ 1/ -1 
q -> g • q = q ° g 

On utilisera alors la proposition suivante :

Proposition 3.1 : [15] [16] [17]
2 k 2 k

Pour tout g dans G, il existe un opérateur unitaire U : L ( ] R ) w> L ( l R )
S

tel que l ’on ait :

vKg-q) = U . \(/(q). U"1 

De plus, U et U * opèrent de ]Rk) dans ]Rk). 
g g

Remarque 5.2 : Des constructions explicites de U sont données dans

([16], [18], [9]).

u aa
jj

où Ua
j
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(3.1.) On notera la classe d'équivalence introduite ; cette

classe d'équivalence est invariante (elle ne dépend plus du 

choix de b) car associée a q(p,X) de manière unique.

b) Démonstration du théorème :

La démonstration du théorème est basée sur le lemme classique 

suivant [12].

& n
On désignera par (s^, ... ,s ,t^, ...t ) les coordonnées dans T TR \  0.

•X*
Lemme 3.3 : Soit 2 une sous-variété conique fermée de T Q\ 0 , symplec-

tique de codimension 2k; alors au voisinage de tout point p de on
"X" n

peut trouver une transformat ion canonique § de T Q \ 0 dans T ]R \ 0, 

qui envoie £ sur S définie par js^=0, ... , s^=0, t ̂ =0, ... , t^=0} .

Le théorème 1 et le lemme 3.3. nous permettent de nous ramener à l'étude 

d'un modèle microlocal.

On suppose maintenant que 2 est donné dans T ]R^ \0 par : *

fë a&üPiww*
»

s^—0, ... , s^=0 s = ( s^, ... , sk j s ' ) •X- n
où (s,t) f T ]R \ 0  .

t ̂ =0, ..• , *k= *** > ̂  ̂  ^ ^

Soit A l'opérateur pseudodifférentiel d'ordre 1/2 dont le symbole est 

donné au voisinage de £ par | t ' | ^ 2 .

On pose :j U. = A s. si i = l,...,k

U. = A  ̂ D si i=k + l, ... , 2k .
1 S (i-k)

On peut alors écrire P sous la forme (1.1) (1.2) (1.3) :

M
P = £ E A U .

• n x* • a a
a € [1, ... , 2k] ^

Il est montré dans [19] qu'on peut construire une paramétrix à gauche 

pour P, opérant continûment de H^^iü) dans ra-M/2(Q> p0ur ^out s>

(3.1.) On notera P
P

onS

t ^ - 0 ,  . . .  , t .
K

-r» t  = ( t 1

I,
l o e
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si et seulement si, en tout point (0,s',0,t') de 2, l'opérateur diffé

rentiel défini par :

M
(3.2.)

ou
0 / . \ 

a . = G (A .)
a,j p r m c  a,j

Wa. = I * ’! 1/2 si «i = J

1 ' 1 <  j <  k

W = 11 ' j"1/ 2 D si a. = j+1 
a . s . i °
i J

a un noyau réduit à 0 dans ? ( n k)

Or il est facile de vérifier que P , ,..défini en (3.2),est un élément
s * , t *

de la classe P_ , ^ . défini en(3.1).
0, s ’ , 0, t ’

Le théorème est ainsi démontré.

Remarque 3.4 : Lorsque 2 n ’est pas symplectique, on peut faire toute
y

la construction exposée au § 3.a) su* T^(T Q \ 0) tout entier, au lieu 

de ÎR (E) .

Ceci permet d ’introduire la classe P^ dans tous les cas.

Cette remarque sera approfondie et développée dans [3] en suivant le 

formalisme introduit dans [!]•

§ 4. ETUDE D ’UN AUTRE CAS.

On considère la classe suivante :

Soit m€]R, M€lN, k é  E  tel que k > 2 .  On définit Lj£,M(fi,2)*comme l ’en

semble des opérateurs pseudodifférentiels P dans Lm (Q) qui, dans chaque 

système de coordonnées locales d ’un ouvert U c Q ont un symbole de la 

forme :

+v.00

4.1. p(x,§) ~  S p . (x,|)

j=o m~3

Lorsque k = 2 ,  la classe introduite serait la classe Lm,^(0,2) déjà 

considérée au § 0.

I
S', t'

M
Z

3=0

y

a

a0
a,  3

(0,  s  ' ,0,t' w
a

Wy = It' ICL .
1

1/'2

W = It * I
a . 
i

-1 '2
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où les .(x,§) sont des symboles de Sm-^( ]Rn x 3Rn \ 0), positivement 

homogènes de degré m-j, qui vérifient :

4.2. Pour tout compact KGCU, il existe une constante C > 0  telle
K.

que, pour tout (x,g) dans Kx ]Rn , tel que |§| ^  1, on ait :

i P .(x,§) | .

- ^ C (d(x,§))M~kj, j € ]N, k . j < M

U l " “3

d(x,£) = Inf ( | x-y | + | T|-- —  | )

(y,n) Ul

4.3. Pour tout compact KCCü, il existe une constante Cv > 0 telle
^ K

que, pour tout (x,|) dans K x  K  , tel que |§|>1, on ait :

|Pm(x,S)| M 
— 2------  >  C (d(x,§))M .

||m

On supposera dans la suite qu'il existe un entier 1 > 0  tel que M = kl.

Il est facile de voir que cette classe est bien définie. En utilisant

les méthodes du § 0, on peut introduire en tout point p de S, pour tout j,

tel que kj € ]N, et kj<M, les (M-kj) formes linéaires symétriques sui-

vantes p .(p) définies, par : 
m-j

4.4. ¥  X 1,...,XM_kj € T p(T*n\0)

p  . ( p )  ( x . , . . . , x M , . )  = ----- -— r ( x , . . . x M p . )
m-j 1’ M-kj (M-kj) ! J J P

On pose alors :

4.5. -V- X € T p(T*fi \ 0)

q( p,X) = 2 p .(p) (X,...,X) 
kj € 1N m_J 
k j < M

On a alors le théorème suivant :

p
m-.i

(x, §)

l§ m-J
< C d x, §:

NM-ki
ji € ». k. j < M
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in kl
Théorème 4.1 : Soit P un opérateur de L ’ (Q,2), on suppose qu ’en

■X- ^
tout point p de 2, et pour tout X dans Tp(T fi \ 0) : q (p,X) / 0.

Alors l fopérateur P est hypoelliptique avec perte de 1 dérivées et 

on peut construire une paramétrix pour P dans

L ’hypothèse nous dit que dans un voisinage canonique T d fun point P

de 2, il existe pour tout (a,|3) € ]Nn x Tïn des constantes C, C 0 telles 
il

que,pour ||| > C  ,(x,|) € f, on ait :

||>(x, 5) I > C I §|
m-1

et lp(0,)(x,l)| S C .  <1 . U l > - pl“ ' + 6|P| |p<*,5)|
O )

avec p = 1 - 1/k , 6 = 1/k

On est alors ramené à un théorème d ’HUrmander [11].

2
Exemples : Dans JR

3 4 3 I I i i
D. + X D est hypoelliptique si r + X§ / 0 pour |r| + |§| / 0
t X

Remarque : Lorsque S est involutive (cf. § 0)^la condition du théorème 4.1 

est nécessaire pour avoir une hypoellipticité avec perte de 1 dérivées.

Lorsque 2 est involutive et que çl est réelle, on a, sous des 

hypothèses convenables^propagation des singularités comme dans ([2], [13], 

[14]).

* S™ , est défini dans [11]. 
P, o L J

avec p = 1 - —  ,S
P,6

-m+1
(n)

ô =
k

0 pour I § I ¿ 0.§
.3

+ X'§
44

t+
4
T
4

est hypoelliptique siI
3i
x

+ X
x

t
4
)
4

+D.
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CONDITIONS NECESSAIRES D'HYPOELLIPTICITE

par fr. HELFFER
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Dans cet article, qui ne prétend pas à originalité, nous 

montrons comment un théorèmê d'HBrmander [6] permet d'obtenir dans 

un grand nombre de cas, des conditions nécessaires d1hypoellipticité 

avec perte de 0 dérivées.

Un opérateur P d'ordre m (pseudodifférentiel) sur Q est dit 

hypoelliptique avec perte de a dérivées, s'il est hypoelliptique et 

si pour tout ouvert

U € ®'(0), Pu 6 H® (w) => u €
 ̂ 7 loc loc

On rappelle au § 1, l'énoncé du théorème et on donnera des 

applications dans les § suivants.

§ 1 : LOCALISATIONS D'ESTIMATIONS A PRIORI

Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier (son symbole 

admet une décomposition en termes homogènes) d'ordre m défini

dans Q c:]Rn. On suppose que, pour tout compact K dans Q, il existe
00

une constante C telle que : Vu é C (K).
o

.(1.1) ||u||s c (||Pu||s + ||u||s )
1 o 2

I
pour s0 < s. , s. ^ s +m (s , s., s0 fixés) où II II désigne la norme* 2 l 7 1 o o 1 11 "s^

s . n
dans les espaces de Sobolev classiques H ÛR ).

On supposera dans la suite que m=o, sq=0. L. Hbrmander a démontré 

dans [6] le théorème suivant (que nous présentons sous une forme 

légèrement modifiée) :

Théorème 1.1 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier 

d'ordre 0, proprement supporté et o < o < o' des nombres réels fixés 

tels que :

(1-1)' h\\ta * C <K ) < I M o +H ? 0,), Vu è Co(K)

INTRODUCTION

œ 1- n,

((D)
loe

Hs+m-c
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Alors, pour tout K Q, tout 0 £ TR, 0 < 0 < 1 ,  et tout entier N > 0, 

on peut trouver une constante C telle que :

¥x g K, ¥§ € ® n\0, Ity ç

(1.2) ( H l l l r 20 J-|*|2 dy 

^ C (Jl ) , p j “ i(x,5) | 5 | < U | - |P|)6 - - ^ 1  dy)
|a+pI<N vp/ a! p!

+ (1 + | §| )-2 ^Inf(0,1-0)JN ) .. J|yPD°v|/| dy

|a+pI^N y

§ 2 : APPLICATIONS

De nombreuses applications de ce théorème sont connues [2 ] [7 ] 

mais elles ne concernent que les opérateurs du type principal et les 

opérateurs à caractéristiques doubles. Nous traitons ici un certain 

nombre d'exemples à caractéristiques multiples.

§ 2 . 1  : EXEMPLE 1 (cf [l3]) 1

Théorème 2.1 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0

(son symbole p admet un développement de la forme : p ~  S p .(x,§),

3 €3N

où les p j sont homogènes de degré -j). On suppose que pQ s'annule

à l’ordre 2k en un point (x q ,§o) de T*G\0( | | =1 ) , et qu’en ce 

point,p j s'annule à l’ordre (2k-2j)+ .

Alors, si P est hypoelliptique avec perte de k dérivées, 

on a : ^ C ; ç c” 0Rn )

(2.1.1) J M 2 dy * C (J| S Z Z Z Z 1  p J o ! dy)
j=o Ia+p|=2k-2j Jvp' 0 0 aï pî

Il suffit d'appliquer le théorème (1.1) avec a=k, N=2k+1, 0=1/2 et 

utiliser l'inégalité obtenue (1.2) en des points (x,§) = (xot§Q),

(2.1.1) s'obtient en faisant tendre dans (1.2) t vers l'infini.

m O

Or1
O

oo
c

2
yß y

y.
'D'

Ik
O 5.o

a ß!
dy)

2
V13

y
k
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Remarque 2.1.2 : On sait (cf [l]) que l'opérateur P _ défini par :
xo*5o

k v / y^Da

Px Ç (y»Dv) = S r ---i------ P -¡(B) (xo,5o) ---~
o’^o y j=o | ce+P | =2k-2j ct!0!

(plus exactement l'orbite de P ~ (y,D ) dans l'action du groupe
V 5o y

2 n
métaplectique sur 1R ) peut être défini de manière invariante (cf Cé]). 

Lorsque p_ s'annule exactement à l'ordre 2k sur une surface régulière 2
o ^

(et que p . s'annule à l'ordre 2k-2j sur 2) dans T Q\0, on peut
3

montrer([l])que la condition (2.1.1) en tout point de E est suffisante 

pour avoir 1'hypoellipticité.

§ 2.2 : EXEMPLE 2 (cf [4])

Théorème 2.2 : Soit P un opérateur pseudodifférentiel régulier 

d'ordre 0 sur Q de symbole S p .(x,§) ; Soit k gü, k^l, m g ]N,

m > 2  ; on suppose que p . s'annule à l'ordre ((k-j)m) en un point
■ “J 1 +

(x o ,§q ). Alors, si P est hypoelliptique avec perte de k dérivées, on a :

k
(2.2.1) VX € T - (T*Q\0), Z (Hess(k-;j)mp .) (X,..... ,'x ) ^ 0

V  ° ?=0 V 5o

Définissons avant de démontrer le théorème (Hess^f) pour une

00 x 
fonction C f définie sur une variété M 9 a valeur dans Œ et s'annulant

à l'ordre p en un point y.

On associe au point y, une forme multilinéaire symétrique (Hess^f) 

sur (T (M))p par la formule :
y

où X^,..,X sont des extensions régulières de X^,..,X^ au voisinage 

du poin y.

On notera (Hess^f) (X,..,X) = (Hess-^f) (X) lorsque X^=X^ = . • =X =X.

d'ordre 0 sur ü de symbole E P
-J

j G IN

>n(fe■-.i >

(Hess
pf

y
:x
i

x
p

1

p •
(X
1

X
p
f'
y
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Démonstration du théorème : On utilise de nouveau le théorème (1.1) 

avec c=k, N=2k+1, 6=1/2.

On en déduit lfinégalité (1.2) qu'on utilise en des points du type 

suivant :

-l/m
X = X +t .V

o

ou v et w sont arbitraires.

Et on fait tendre t vers £ ,co. On remarque que :

ü m  (p .(x,Ç).|§|k ) = (Hess^k”^ mp .) (v,w)
-0 -o Io>5o

U I - I p I
/  ̂ k+4---x--  )

lim (p 'a) (x,5).||| 2 ) = 0
t-00 -J('p)

si 0 < |a|+|p| ^ 2k-2j (car m > 2).

On en déduit le résultat.

Réciproquement : Si p s'annule a l'ordre km exactement sur une sous-
° #

variété E régulière de T Q\0, et si p . s'annule à l'ordre ((k-j)m)
"il

sur E ; Alors la condition 2.2.1 est également suffisante pour 

1'hypoellipticité avec perte de k dérivées [4].

§ 2.3 : EXEMPLE 3

Théorème 2.5 : Soit P un opérateur pseudodifferentiel régulier 

d'ordre m (^1) de symbole :

p = p +...+p.+ E p . 
r *m *1 _T -n

3

Soit k ç]N, k ^ 1, r ç K, r^2 .

p . s'annule à l'ordre r(k-j)
On suppose que pour j ^ 0 { , ,.+ ,, en un

p. s'annule a l'ordre m. > r(k+j)
J 3

point (x q ,So).

§ t (5
.o
+t

-1 m-*,
wj

€: IN - 3

t—»00
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Alors si P est hypoelliptique avec perte de (m+k) dérivées, on a

si r.2, J M 2 dy * C J| E | ■ p <“ > (x Ç ) L V . | 2 dy

j=o j a+p|=2k-2j JVp; ° ° «!p!

si r>2, S (Hess(k"j)rp-j) . (X) / 0, VX ç T _ ( A \ 0 )
j=o o ’So V 5o

• ~  -m/2
On utilise le théorème 1.1 avec P = P.A" (où A est le laplacien), 

avec O = k+m, 0 = 1/2, N = 2m+2k+l ; et on utilise la méthode de 

lfexemple 1 lorsque r = 2

2 lorsque r > 2

Cette condition n'est pas, bien entendu, suffisante ; elle ne fait

pas intervenir en effet p . pour j > 0.
3

§ 2.4 : EXEMPLE 4 (cf[3]>

On considère maintenant des modèles étudiés dans £3]. On
N i

suppose que les variables x ç JR sont séparées en deux groupes de 

variables :

/ k n
x = (x' ,y) avec x' ç 1R , y ç TR , k+n = N

Soit m > 0, et 6 un nombre > 0 tel que mô soit un entier.

On désigne par 71\ l'ensemble des triplets (a,p,Y) de multiindices 

entiers ^ 0, de dimension n,k,n respectivement, tels que :

I a | + | p | ^ m 

mô  ̂ | y | ^ | ce| + ( l+ô)

On désigne par :

771 = ((o,p,'Y) € 7]\, | Y | = |a|+(l+ô) | p | —m)

1ï[°Q = ( (a,p, Y) g % o , | a| + 1 p| = m).

dy
a! ß!

yß’D
a

y «k 2

ß -m
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(2.4.1) p(x,D) = 2 a (x) yY D^, D®
^ a, p, r A «y

Soit a = (§,T|) les variables duales de x = (x',y).

On pose :

L(* ’’y -5> y  = 2 ^  Dy
*o

et L°(x',y,S,Dy ) = S a ^ i x ' ,0) yY|P Dy

K

Grusin a démontré le théorème suivant [3].

Théorème 2.4.1 : Soit P lfopérateur défini par 2.4.1 et on suppose 

que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées :

(Hl) L° (xf,y,§,7]) est elliptique pour y £ 0

(H2) Ker (L(x',y,§,D ) PI ^ ( E n)) = £0}, V§ ç ffik\o

mô
Alors P est hypoelliptique avec perte de ------ dérivées.

l+ô

Réciproquement le théorème 1.1 permet comme au § 2.1 de montrer le 

théorème suivant :

Théorème 2.4.2 : Soit P l'opérateur défini par (2.4.1), alors si P 

est hypoelliptique au voisinage de (x^,0) avec perte de dérivées,

on a :

(2-4.2) Hcpll2 S c ||L(x;,y,|o ,Dy )(p||2

Vcp € ($IRn ) , V|o € ]Rk\0

Remarque 2.4.3 : L'inégalité (2.4.2) implique (H2) et est équivalente 

à (H2) lorsque (Hl) est vérifiée.

On considère :

;x» 0)
aßY
i

dérivées,
1 +hô

mô
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Exemple 2.4.4 : L'hypothèse (Hl) n'intervient pas pour démontrer la 

condition nécessaire.

Considérons, par exemple, l'opérateur

t\2 2k n2  ̂ ^ n < i ^
P = D + ;y Dx + X y Dx , £ *  k-1

Cet opérateur est dans la classe avec 6 = 4+1, m=2.

Pour que cet opérateur soit hypoelliptique avec perte de 2
(¿+2)

dérivées il est nécessaire que :

Ker (D^ + Xy*^) fl $  ÛR) = 0 ,  si & < k-1
y*

Ker (D2 + y2k+ X y S  fl v?OR) = 0 si X=k-1 (cfC8])
y

Nous reviendrons sur le premier cas au § suivant :

§ 2.5 : EXEMPLE 5

On considère un opérateur (très particulier (mais représen

tatif).

n n2 2k -.2 * .
P = D +y D +X. D , avec k > 1 

y ■ x x ’

Le théorème 1.1 donne en fait des conditions nécessaires plus fortes 

que celles obtenues dans 1'exemple 2.4.4. Ce n'est d'ailleurs dans 

ce cas que 1'explicitation des conditions de [7].

On n'utilise en effet le théorème 1.1 avec 0=1, 0=1/2, N=3, mais on 

utilise l'setimation 1.2 obtenue en des points :

ï  = <yt-1/2\  x)

l  = avec = 1 

(ici on a posé x = (y,x), § = (l), §)).

u +1)

I t ( 0 , C’o avec l.o = 1



Faisant tendre t vers 1'°° on obtient :

,y2 ) I2 dyt dy2 ^ C J| ((y2k+X) + D2  ̂) ' M y ^ y ^ l 2 dyx dy2

d f où

Jl<p(y1 )|2 dy. * C J | d 2 + X+y2k)tp(y )|2 dyt 

et par Fourier :

2 2k ~ '
T| +y +X £ 0 Vy, Vj|

Cette condition est suffisante pour 1?hypoellipticité [7 ].

- 8 -

I I* y i y2 ) | :
2
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§ 0  I n t r o d u c t i o n

D a n s  c e t  a r t i c l e  ,  n o u s  n o u s  p r o p o s o n s  d e  m o n t r e r  c o m m e n t  o n  p e u t  

e f f e c t u e r  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  p a r a m é t r i x e s  p o u r  c e r t a i n s  o p é r a t e u r s  

p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s  à  c a r a c t é r i s t i q u e s  m u l t i p l e s  > d u  t y p e  é t u d i é  

p a r  V . G r u s i n  [ 5 ]  > [ ô l ,  J .  S j S s t r a n d  [1 7 ] »  L .  H S r m a n d e r  A .  M e n i -
k o f f  [ l 5 ] »  e t  l e s  a u t e u r s  [ l ]  j.2^ [3 ]  \ $ \  ^10^ . S o i t  X u n  o u v e r t  d e  

[Rn  » e t  P u n  o p é r a t e u r  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l  s u r  X ,  d o n t  l e  s y m 
b o l e  t o t a l  a d m e t  u n  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  s

p ( x ,  i )  .'SJ Z  P  - ( x , S )
o J

o ù  p o u r  t o u t  e n t i e r  j  . p .̂ e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  m - j  e n  V • 
S o i t  m a i n t e n a n t  21  u n  c ô n e  l i s s e  ,  d e  c o d i m e n s i o n  p  ,  d a n s  T * X  =  

X x  (lRn \  {ojr ) .  N o u s  d i r o n s  q u e  P  e s :  n u l  d ' o r d r e  k  s u r  21 s i  p o u r  

t o u t  j  ,  p .  e s t  n u l  d ’ o r d r e  ^  k - 2 j  s u r  ¡E. . N o u s  d i r o n s  e n  

o u t r e  q u e  P e s t  t r a n s v e r s a l e m e n t  e l l i p t i q u e  l e  l o n g  d e  2 1  s ' i l  

e s t  e l l i p t i q u e  e n  d e h o r s  d e  21 , e t  s i  » a u  v o i s i n a g e  d e  c h a q u e  

p o i n t  d e  X  » l e  s y m b o l e  p o ( x # £ )  d o m i n e  d ^  ,  o ù  d-^ e s t  l a  

d i s t a n c e  à  21 . S i  P e s t  n u l  d ' o r d r e  k  s u r  ZI ,  i l  e s t  n a t u r e l  

d e  l u i  a s s o c i e r  $ p o u r  c h a q u e  p o i n t  ( x , ^ ) € ;  Z  ,  l ’ o p é r a t e u r

< jÇ (P) = ^  . i j  (± f  <£f  p (x .Ç )  y»1 Dy 
| * + r > | + 2 j = k  * r  3 y

q u i  e s t  u n  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  s u r  IRn  ,  à  c o e f f i c i e n t s  p o l y n o 
m i a u x  ,  d e  d e g r é  t o t a l  ^  k  .

N o u s  n o u s  a p p u i e r o n s  d e  f a ç o n  e s s e n t i e l l e  s u r  l e s  r é s u l t a t s  e t  l e s  

c o n s t r u c t i o n s  d e  ]  . D a n s  c e t  a r t i c l e  ,  o n  i n t r o d u i t  , p o u r  t o u s  

n o m b r e s  r é e l s  m ,  k  ,  u n e  c l a s s e  d ' o p é r a t e u r s  0 P S m , k  . D a n s  l a  s i 

t u a t i o n  c i - d e s s u s  i l  e s t  n a t u r e l  d e  s e  d e m a n d e r  s i  P p o s s è d e  u n e  

p a r a m é t r i x e  Q £  0 P S _ n i , ""lc ( c ' e s t  l e  m i e u x  q u ' o n  p u i s s e  e s p é r e r ) .  L a  

r é p o n s e  e s t  l a  s u i v a n t e  : P p o s s è d e  u n e  t e l l e  p a r a m é t r i x e  à  g a u c h e  

( o u  à  d r o i t e )  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  ,  p o u r  t o u t  ( x , Ç ) « r 2 1  , l ’ o p é r a t e u r

13 ' , A. Meni-

construc tions de 1
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différentiel 6* t (P) est inversible à gauche (ou à droite) dans
I n x »^
/£>(!R ) . La question de savoir si P possède une paramétrixe est donc

entièrement ramenée à l ’étude de 1 * inversibilité , à gauche ou à 

droite , de certains opérateurs différentiels à coefficients polyno

miaux. Ces opérateurs sont d'ailleurs d'un type assez particulier : 

ils sont tous dans l ’algèbre engendrée par p opérateurs d'ordre 1 

de la forme r b .. y. + c .. D (j=l»..»P J k=l,..,n). Naturelle-
K JK K jK  yj*

ment le problème d'inverser de tels opérateurs est loin d'être résolu 

en général ; il l'est néanmoins assez complètement pour les opéra

teurs d'ordre 2 (cf. [5] » ) * et pour certains opérateurs d ’ordre

3 (cf. [loi ).

L'article est organisé comme suit : dans les quatre premiers para

graphes > on étudie les opérateurs différentiels du type ci-dessus 

qui interviennent dans notre problème » et on construit une algèbre 

d'opérateurs pseudo-différentiels qui contient leurs inverses lorsque 

ceux-ci existent. Le plus délicat est de montrer que si un tel opéra

teur dépend de façon d ’un paramètre « et est inversible pour 

toutes les valeurs du paramètre , l'inverse dépend aussi régulière

ment du paramètre ( §¿0 . L'application à la construction de paramé- 

trixes est faite au §5 » où l ’énoncé ci-dessus sera précisé.

» e t  p o u r  c e r t a i n s  o p é r a t e u r s  d ’ o r d r eil 3

teur dépend de façon C'
A 3
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A .  N o u s  u t i l i s o n s  l e s  n o t a t i o n s  u s u e l l e s  d e  l a  t h é o r i e  d e s  é q u a t i o n s  

a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  .

S o i t  E u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  r é e l  , d e  d i m e n s i o n  f i n i e  ( q u ' o n  i d 

e n t i f i e r a  a u  b e s o i n  à  [Rn ) *  0 n  n o t e  E *  l e  d u a l  d e  E .
On n o t e  / § ( E )  =  S “ ° * ( E )  l ' e s p a c e  d e  S c h w a r t z  d e s  f o n c t i o n s  d e  

c l a s s e  -C* > à  d é c r o i s s a n c e  r a p i d e  ( s i  E -  k ”  ,  o n  a  f  £  ^  s i  e t  

s e u l e m e n t  s i  x * D ^ f  e s t  b o r n é e  , p o u r  t o u s  m u l t i - i n d i c e s  ,  {?> ) .
I 0̂
On n o t e  0 ^ ( E ) l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  Ç à  c r o i s s a n c e  l e n t e  ( i e .
p o u r  t o u t  OC, i l  e x i s t e  m t e l  q u e  ( l  + |x|  )"’mDc<f  s o i t  b o r n é e )  . S i

m e s t  u n  n o m b r e  r é e l  , o n  n o t e  3 ^ ( E ) C  0 ^ ( e )  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s

f  t e l l e s  q u e  p o u r  t o u t  o< , ( l +  | x |  ) mD0tf  s o i t  b o r n é e  ,  e t  o n  p o s e

S°° =  U  S m . E n f i n  o n  n o t e  S m ( E )  C, S m ( E )  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  fo o o
¡ t e l l e s  q u e  p o u r  t o u t  <x , ( l +  ¡xj)171 D * f  s o i t  b o r n é e  , e t  o n  p o s e

¡s00 = U s m .

N o u s  a u r o n s  e n  p a r t i c u l i e r  à  u t i l i s e r  l e  s o u s - e s p a c e  S m c  S m
m - r e 6

d e s  f o n c t i o n s  a  £  S q u i  a d m e t t e n t  u n  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  :

Pô
( 1 . 1  ) a  'v 2 1  a.

K

o ù  a ^  e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  m - k  ( a ^ ( t x )  =  t  a ^ ( x )  p o u r  t  > 0 )
d e  c l a s s e  p o u r  x -é. 0  ( d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  s i g n i f i e  i c i

. . m—Nq u e  p o u r  t o u t  e n t i e r  X , i l  e x i s t e  b^, £• S t e l  q u e  a - ¿ . a ^  =  b^

p o u r  (x\ > 1 ) . S i  a  £  * l e  s y m b o l e  ( o u  p a r t i e  p r i n c i p a l e )  d e  a
e s t  l e  p r e m i e r  t e r m e  a Q d u  d é v e l o p p e m e n t  ( l . l ) .

S o i t  a  =  a ( x , £ )  u n e  f o n c t i o n  c o n t i n u e  s u r  E x  E* . S i  a  e s t  

à  c r o i s s a n c e  l e n t e  , o n  n o t e  a ( x , D )  l ' o p é r a t e u r  d é f i n i  p a r

( 1 . 2 )  a (  x , D ) f  =  | e i x ^  a ( x , < )  f ( | )  dÇ

o ù  £  e s t  l a  t r a n s f o r m é e  d e  f o u r i e r  d e  f  , e t  o ù  p o u r  a b r é g e r  o n  

a p o s é  âc, = ( 2 I i ) ~ ^ lm  ^ d £  ( l a  d é f i n i t i o n  d e  Ÿ  s u p p o s e  l e  c h o i x  

d ' u n e  m e s u r e  d e  L e b e s g u e  d x  s u r  E , e t  d£  d é s i g n e  l a  m e s u r e  

d u a l e  ; l a  m e s u r e  f  d t ,  , d o n c  a u s s i  l ' o p é r a t e u r  a ( x , D )  , n e  d é p e n 

d e n t  p a s  d e  c e  c h o i x  ) .  I l  e s t  c l a i r  q u e  a ( x , D )  e s t  u n  o p é r a t e u r  

l i n é a i r e  c o n t i n u  >̂( E ) —*■ C ( E ) ( e s p a c e r  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  s u r  E )

§1 Notations et préliminaires.

iÛ

p o u r  t  > O)äk ( x )t
m- k

de classe C

pour |x\ > 1 ) . Si a £ S
reg
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( 1 . 3  ) P r o p o s i t i o n  . -  Si^ a  0 ^ (  E x ) , a ( x , D ) e s t  c o n t i n u  d e  A ( E ) 

d a n s  C**(E)  . a  Í3̂ ( E * E * )  , a ( x , D )  e s t  c o n t i n u  d a n s  / & ( E )  .

p r e u v e  : o n  p e u t  s u p p o s e r  E =  lRn  . R e m a r q u o n s  q u ' o n  a  D . a  =  b ( x , D )
; J
a v e c  b  =  Ç.a  + D a  » e t  x .  a ( x , D )  =  c ( x , D )  , a v e c  c  =  x  . a  . P a r  

 ̂ ^ j  ̂ J
r é c u r r e n c e  o n  v o i t  d o n c  q u f o n  a  p o u r  t o u s  *  $ (h , x * D ^ a ( x , D ) r ¿ :  b ^ ( x , D )  

a v e c  0 M ( r e s p .  S s i  a  e  0 M ( r e s p .  S^*) . D o n c  s i  a  <£ 0 ^  ,
D ^ a i x j D )  e s t  c o n t i n u  : / 5 ( e ) — > C ( E )  p o u r  t o u t  k  , d o n c  a ( x , D )  e s t  

c o n t i n u  : —> G°° ( i l  e s t  e n  f a i t  c o n t i n u  ^ —> 0 ^ )  . P o u r  l a  s e c o n d e  

a s s e r t i o n  ,  i l  s u f f i t  d e  p r o u v e r  q u e  s i  a  £  , a ( x , D )  e s t  e n

f a i t  c o n t i n u  : A —> L0* ( a l o r s  D ^ a ( x ,  D ) e s t  a u s s i  c o n t i n u  A —■> l f °  

i p o u r  t o u s  k , fit , d o n c  a ( x , D )  e s t  c o n t i n u  A  À  ) .  S u p p o s o n s  

d o n c  a é  S ™ ( E x  E * )  . I n t é g r a n t  p a r  p a r t i e s  d a n s  ( l . 2 )  o n  o b t i e n t

a ( x , D ) f  =  J e 1 X ' ^  ( l +  ¡x| 2 ) " N ( l - ) N ( a ( x , ^ ) f ( Ç  ) ) ctef

o r  o n  a  ,  a v e c  d e s  c o n s t a n t e s  c^ft c o n v e n a b l e s

0 - à < ) N(a?)  = h + | - i2 N  c ,# D fa D j f

s e t  p o u r  t o u t  oí , ( 1+ |xl + |Çi) m D ^ a  e s l :  b o r n é e  . P o u r  N ¿  m / 2  ,  o n  

a  ( l  + ¡xj + |Çj ) m ( l +  jx{ 2 ) ” î ' ( l +  |Ç| ) m ^  2 m//2 ,  d o n c  i l  e x i s t e  C >  0  

t e l  q u e

| a ( x , D ) f (  ¿  c , ^ 2 N [  ( 1 4  K i , ) m ( D ^ f ( Ç ) l  <r<
|3|<

Comme l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  u n e  n o r m e  c o n t i n u e  s u r  

, c e c i  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .

E n f i n  o n  a  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  ( q u i  e s t  d é m o n t r é  d a n s  £**})  •

( l  . 4 )  S_i a  £  S ° ( E x  E * )  , a ( x , D )  s e  p r o l o n g e  e n  u n  o p é r a t e u r  c o n t i n u  

d a n s  L2 ( E ) ,

t? E

Si

avec &

a s s e r t i o n  , i l  s u f f i t  d e  p r o u v e r  q u e  s i  a  6
o

A
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2. Nous noterons 6j l'ensemble des opérateurs différentiels JL sur 

E de la forme

■(■1.5) Í = b . x c . D , avec b e E * , c <s E

(ie. -L f = H  b .x .f + le )
J J i ’

L'opérateur i-£ est générateur infinitésimal d'un groupe de 

transformations unitaires :

/, c\ ,. o * ?it^b.c itb.x „/ ., \
(1 .6 ) exp t i i .f = e* e f(x+tc)

(en fait i((j@IR) est l'algèbre de Lie d'un groupe de transformations 

unitaires de A  , isomorphe au groupe de Heisenberg).

On note le groupe d 'automorphismes linéaires de Â qui

préserve ^ (groupe métaplect ique ) . Si M e  , et , on a

(1.7) M -6 M _1 = s m £

ou sM est un automorphisme de Q  , qui préserve la forme sympleç- 

tiqueréelle définie par = i 6"(£»^0 Id .

On sait (c f . M  > [16] » Pti ) que Mp est engendré par les cons

tantes (ff--> Xf , avec A 6 Œ* ) , les changements de variable linéaires 

(f>vf(g"^x) , avec g é Gl(£)) , les multiplications f v ^ e ^ f  , où 

Q est une forme quadratique réelle sur E , et la transformation de 

Fourier . C'est un groupe de Lie , .qui a pour générateurs infinitési

maux les opérateurs du second ordre de la forme

i(|\ ♦ Z a jkXjXk - b ^ t x j D ^ x . )  ♦ cjkDjD k )

où A est une constante complexe , et les a.. , b .. > c .. sont réels)JK JK JK
L * application M i-i s^ 6 Sp(^ ) est un homomorphisme de groupes ,

'Á *’■ 
surjectif , de noyau < C .

Vf
òxj

)

On note M
p

i on aCe-» et
P

M

t i q u e r é e l l e 6” définie par J
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1 .  D é f i n i t i o n s .

S o i e n t  E , N d e u x  e s p à c e s v e c t o r i e l s  r é e l s  d e  d i m e n s i o n  f i n i e  f 

e t  s o i t  L u n e  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e  E x  E* —* N . On p o s e

( 2 . 1 )  L ( x , ^ )  =s B x  + C£  s i  x  <£ E ,  % e  E *

A =  C t B <£. L ( N , N )

S i  a  e s t  u n e  f o n c t i o n  à  c r o i s s a n c e  l e n t e  s u r  N , o n  n o t e r a  a ^  

l ' o p é r a t e u r  a ( L ( x , D ) )  : o n  a  d o n c

( 2 . 2 )  a L f  =  [  e i x ' 5 a ( L ( x , 5 ) )  ? « )  «

I l  e s t  c l a i r  q u ' o n  a  a  0 L 6  0 M ( r e s p .  S™) s i  a  £  0 M ( r e s p .

s i  a  S 111 , e t  s i  m >  0  ) . P a r  s u i t e  a T e s t  c o n t i n u  s / S ( e ) - »  C° ° ( e ) 
O Lf

s i  a  <s , c o n t i n u  / ^ ( E ) —> ^ ( e )  s i  a  &  , e t  s e  p r o l o n g e  c o n t i 

n û m e n t  : L ^ ( E )  — > L ^ ( E )  s i  a  S °  .

S i  a  =  e 1 ^ * ?  ( a v e c  é N* ) ,  o n  a  , ,d' a p r è s  l a  f o r m u l e  d ' i n v e r 

s i o n  d e  F o u r i e r  :

( 2 . 3 )  a L f  =  / e i x . f e i * . t B? e i Ç . t c !  J ( Ç )  a f  =  e i x . * B ï  f ( x + t c < )  _  

— e ~ a ^ ^ ' ï * ' ï  e x p ( i t L' j )  f

j

D o n c  d e  f a ç o n  g é n é r a l e  o n  a  , s i  a  £

( 2 . ^ )  a L =  |  e x p i i ^ L v ^ )  e ” ^ A ï * t  â ( ^ )

D a n s  c e s  f o r m u l e s  , d é s i g n e  l ' o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l
"t t /• # ■ t 0 

B ^ . x  + C ^ . D  €• t j  ■ . I l  c o n v i e n t  d ' i n t e r p r é t e r  l à  d e r n i è r e  i n t é g r a l e

' c o m m e  v a l e u r  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  a ( ^  )cty s u r  l a  f o n c t i o n  à  v a l e u r s

v e c t o r i e l l e s  »->> e ~ ^ l A ^ e x p i i ^ L v j )  é  .

I l  e s t  a l o r s  n a t u r e l  d ' i n t r o d u i r e  a u s s i  l ' o p é r a t e u r

( 2 . 5 )   ̂ ( a , L ) =  J  e x p ( i t L'^) â ( ^  ) ct^ =  b L

§2. Classes d'opérateurs pseudo-différentielo»

si a <£

s i  a  £ 0, , e t  s e  p r o l o n g e  e o n t i -o
Ck>S'

c M

â *3

D a n s  c e s  f o r m u l e s  ,
t L

ï

L A cf )
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4 - i A 1? .7  A a v e c  b  =  e ^  < * a

R e m a r q u o n s  q u e  s i  Q e s t  u n e  f o r m e  q u a d r a t i q u e  r é e l l e  , e 1 ^  e s t  
. A  ,

u n  m u l t i p l i c a t e u r  d e  0 ^ ( =

d o n c  a v e c  l e s  n o t a t i o n s  c i - d e s s u s  o n  a  b  é  0 ., s i  a  fe 0 .. .
A ,  M i Q  M

( O n  p e u t  m o n t r e r  q u e  e s t  l e  d u a l  d e  0 ^ , d o n c  e  e s t  a u s s i

u n  m u l t i p l i c a t e u r  d e
a  <£. Sm ( r e s p .  S m ) i l -  e s t  i m m é d i a t  q u ' o n  a  b  6  S m ( r e s p .  S m ) , v r  r e g '  ■ . ■ r e g '  ’
e t  b  a d m e t  l e  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e

( ^ i A D . D ) n  a  =  e x p ( i i A D . D )  à '

( o ù  o n  a  p o s é  A D . D  =  2 1  A . , D . D ,  )
J ' i  J K

2 . A d j o i n t s .
, o n  a  { e x p  i ^ ) *  =  e x p  - i - £  . Comme o n  a  a u s s i

, o n  d é d u i t  a u s s i t ô t  d e  l a  d é f i n i t i o n  ( 2 . 5 ) q u ' o n  a

Ç i a ^ L ) *  =  . De  même o n  v o i t  q u ' o n  a  a *  =  b ^  , a v e c
£  =  e x p ( i A ‘i . i i )  â  , d o n c  b  £  ( r e s p .  S , S m ,  S m ) s ' i l  e n  e s tM o r e g
d e  même d e  a  ; d a n s  l e s  d e u x  d e r n i e r s  c a s  b  a d m e t  l e  d é v e l o p p e m e n t  

a s y m p t o t i q u e

i A D . D ) n â

( e t  e n  p a r t i c u l i e r  s i  a  S m ) , 

d o n c  a T s e  p r o l o n g e  c o n t i n û m e n t  î

y -  r  •

3 . C o m p o s é s .

S i  a  =  e i y ' l  

(2.3)

e i < y » n +vl > =  a ( y * A ' q )  b  =  a  b i y + ^ A ^ )

On e n  d é d u i t  a u s s i t ô t  , d a n s  l e  c a s  g é n é r a l  , q u ' o n  a

i v  ̂̂ ^
et b = e ' * 1 , avec ^ , »} ' €. N , on a d'après

, e s p a c e  d e  S c h w a r t z  d e s  c o n v o l u t e u r s )n
C

E n f i n  s ic
O

Ch.si ae t  o n  a  b £  S
o

/V»

O
g

b
%.

/V I 1
n !

S i I € q

(-7)a
✓V

Aa

(2
1
n  î

a *
L

On v o i t  a u s s i  q u e  s i  a € S
>00
c

hh -e s t  a u s s i  c o n t i n u

f  (x+^Cvj + ^C ) =  c ^ fB V >
t

C-J
t ,x+i < :eB

ti x .efLb,
T.

a

a L
l-
L

C
L

a v e c

c  =  e 1
t
C'î

t
B n

f(a,L )* = f .â, L

6) b i

r >
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avec

( 2 . 7 )  c  =  |  e 1 7 **? a ( y + A ^ )  b ( k| )  cl^ =  j e i y *^ b ( y + t A«^) a(*j )

C e t t e  r e l a t i o n  e s t  v r a i e  s i  a  , b  ^  À  , d o n c  a u s s i  à  l a  l i m i t e

s i  a é O , ,  , b e  S w o u  a t S * 4 , b  g  Ou  . En p a r t i c u l i e r  s i  a  é  S m e t
m' °  m+m• °  ^

b  <?S , o n  a  c  6 S  , e t  c  a d m e t  l e  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e

( 2 . 8 )  c  a / 2  D * a  ( A D ) * b

( o b t e n u  e n  i n t é g r a n t  d a n s  ( 2 . 7 )  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  T a y l o r

m ( y + A * [ )  ^  2_ i W/t*  ! DKa ( y )  ( A ^ ) *  . )

R e m a r q u o n s  q u e  l a  f o r m u l e  ( 2 . 7 )  e s t  u n  c a s  p a r t i c u l i e r  d e  ( 2 . 1 )  , 

a v e c  E = N , B = I d , C = A .  D a n s  c e  c a s  n o u s  n o t e r o n s  p l u s  s i m p l e 

m e n t  a ^  l ' o p é r a t e u r  c o r r e s p o n d a n t  . On a  d o n c

( 2 . 9 )  a L b L -  ( a A b )L  ’ a A b A ( a A b ^A

L a  f o r m u l e  ( 2 . 7 )  d é f i n i t  s u r  S ° ° ( N )  u n e  s t r u c t u r e  d ' a l g è b r e  , 

a s s o c i a t i v e  ( p u i s q u ' e l l e  c o r r e s p o n d  à  l a  c o m p o s i t i o n  d e s  o p é r a t e u r s ) ,  

q u e  n o u s  n o t e r o n s  L . L a  d e u x i è m e  é g a l i t é  d e  ( 2 . 7 )  m o n t r e  e n c o r e
e s t  ¿ ' t .  ; e n  p a r t i c u l i e r  t» e s tA ̂  A

c o m m u t a t i v e  s i  ( e t  s e u l e m e n t  s i )  A =  A  .

U . T r a n s f o r m a t i o n s  m é t a p l g ç t i q u e s .

Si M é M » e t  (§1 .2) on a M exp it M = exp isM-£
^ ^ "t “l “fc *fc 

En particulier si H 6 N on a M exp i L^ M~ = exp i (L s^)^ »d'où

(2.10) M f(a,L) M"1 = J

de sorte que s À .  N*1 soit le 

sous-espace de ^ engendré par x ^ ,...,xp ,Dj,...,Dn (avec 2p+q = 

le rang de L , 2p = le rang de la restriction à 

symplectique de ^ ). Lorsqu'il en est ainsi , il sera commode de 

noter la variable de E (x,y,z) , avec x = ( x ^ ..,xp ) , y =

^X p+1» *••,Xp+q) ’ * = ^x p+q+l* * * • *xn) * T °ut °Pérateur aL 's'écrit' 
alors , d'une seule façon s

è ï

K\i
CK T

q u e  l ’ a l g è b r e  o p p o s é e  d e A

i e

On peut toujours choisir M € M
P

I1* de la forme
t.L

? a L o
t

S M



(2 .1 1 ) aLf = b(x,y,Dx )f = j e 1 X *̂  b(x,y,^) f(Ç,y,z) cTÇ 

A
où f désigne ici la transformée de Fourier partielle de f par

rapport à x , et où b &  0^ (resp. S™ , Sm ) si a <£- 0M (resp.

Sm , Sm ).Dans la situation ci-dessus , nous dirons que a, a été
O L

mis sous forme réduite .
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§3 Paramétrixes et inverses.

On conserve les notations du §2. Soit a &  Sm (n) ï on dit que
reë

a est elliptique si son symbole est inversible (cette définition

se généralise aussitôt au cas où a est une matrice à coefficients

dans Sm ). Il résulte aussitôt de (2.8) que si a est ellipti/jue, 
reg ^

il possède une paramétrixe , ie. il existe b ê  S*" tel que

a 0 b - 1 <~ S~tN) et b 0 a - 1 <£. S ”̂ N) (où le produit 0 est celui

de l ’algèbre A- , défini par la formule (2 .7 )). '

Nous nous proposons de trouver des critères pour que a. soit
L

inversible , ou pour que â , soit inversible ( i e . que a soit in

versible dans l'algèbre L  ) . Remarquons que si L est surjective , 

l'application a »-> est injective , et a^ possède un inverse 

de la forme b^ (avec b <= S0*) si et seulement si a est inversible 

dans . Dans toute la suite nous supposerons L surjective

(celà suffira pour l'application que nous avons en vue).

1 . Cas où L est bi.jectif.

On se ramène aussitôt au cas où N = E x E* , L = Id . C ’est le 

cas étudié par V.V.Grusin j[6  ̂ ; on a alors a^ = a(x,D) » et le noyau 

de a, est la distribution b(x,x-y) , où b(x,z) a pour transfor- 

mée de Fourier partielle par rapport à z la fonction a(x,^). En 

particulier le noyau de a^ est dans ^(EkE) (i e . a^ est continu 

de h dans h  ) si et seulement si a 6 S ***; a^ est alors en fait 

un opérateur compact de ^  dans À  et de &  dans Â  ,

Par suite si a Sm est elliptique , Ker(a^) est de dimension 

finie , contenu dans ^  » et Ini(a^) est fermée de codiinension 

finie (orthogonale à Kerfa.^ ) . Si Ker aT = Ker a *  = 0  » a, est
L/ Lj 1./ I_<



-m / — oq
i n v e r s i b l e  , d ’ i n v e r s e  b ^  a v e c  b  6  S ( b - b *  er S s i  b*  e s t  

u n e  p a r a m é t r i x e  d e  a ) .
— C>9

T e r m i n o n s  p a r  l ' o b s e r v a t i o n  s u i v a n t e  î s i  r  ù S ,  e t  s i
2

( l + r T ) e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  L ( E )  , l ' i n v e r s e  e s t  d e  l a  f o r m e  1 + S T 

a v e c  s L =  - r ^  + r ^  -f r L S Lr L * d o n c  s  & S ~  . L ' e n s e m b l e  U d e s
r  €  s ‘ *  t e l s  q u e  ( l + r T ) s o i t  i n v e r s i b l e  e s t  d o n c  o u v e r t  ( e n  f a i t

• 2o u v e r t  p o u r  l a  t o p o l o g i e  i n d u i t e  p a r  c e l l e  d e  E n d ( L  ) )  , e t  l ’ a p p l i -
^ i 2

c a t i o n  r  *-> s  =  ( l + r ) ~ *  -  1 e s t  h o l o m o r p h e :  U -> E n d ( L  ) ,  d o n c

a u s s i  U —> U .

2 •  C a s  g é n é r a l  .
N o u s  s u p p o s o n s  d é s o r m a i s  q u e  L n ' e s t  p a s  b i j e c t i f  ,  m a i s  n o u s  

c o n t i n u o n s  d e  l e  s u p p o s e r  s u r j e c t i f .  Q u i t t e  à  t r a n s m u e r  p a r  u n  é l é -
I

m e n t  M €• ' M c o n v e n a b l e  ,  o n  p e u t  s u p p o s e r  q u e  L e s t  l ' a p p l i c a t i o n  

( X j  , . . , f » • • • »  ̂ ( x j>  • • • » Xp + q  — ( x » y * H ) (  c a s  r é d u i t  )

^ 3 . 1 )  T h é o r è m e . -  ( On s u p p o s e  L s u r j e c t i f ) S o i t  a  £  S m ( N )  ,  

e l l i p t i q u e  t l e s  a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s

( i ) a  e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  l ' a l g è b r e  L  '

( i i )  a ^  e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  /Î>(E) ,

( i i ) b i s  a ^  e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  / Î>' (E)

( i  i  i ) ( o n  s u p p o s e  a ,  m i s  s o u s  f o r m e  r é d u i t e  : a ( x , y , D „ ) )  -  p o u r
_  -M r X

t o u t  y  e  R » 1 ' o p é r a t e u r  a  =  a ( x , y , D  ) e s t  i n v e r s i b l e  d a n s  

}> (tRp ) ( o u  &  (lRP ) ) . 7

I l  e s t  c l a i r  q u e  1 * a s s e r t i o n | ( i )  i m p l i q u e  t o u t e s  l e s  a u t r e s .  S i  

q  =  0  ,  o n  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  d a n s  l e  c a s  t r a i t é  a u  n ° l  t i l  e s t  

c l a i r  q u e  d a n s  c e  c a s  ( i )  e t  ( i i i )  s o n t  é q u i v a l e n t s  ; d ' a u t r e  p a r t • 
s i  a ( x , D x ) n ' e s t  p a s  i n v e r s i b l e  d a n s  y&(iRp ) , a  o u  a* n ' e s t  p a s  

i n j e c t i f  e t  i l  e x i s t e  =  t f ( x ) e  /^(RP ) t e l l e  q u e  a ( x , D ) £ f  = 0  o u

a ( x , D ) * ' ‘f  =  0  ; a l o r s  p o u r  t o u t e  Vÿ =  M f ( z )  ( z s = ( x  . , x n ) ) .  d a n s

(lRn “ p ) , o n  a  a L ( i f ( x ) t K z )  ) =  0  o u  a *  ( i f ( x ) ÿ ( z ) )  =  0  ,  d e  s o r t e  

q u e  a ^  n ' e s t  p a s  i n v e r s i b l e  d a n s  y&(iRn ) ( n i  d a n s  À ' ( l R n ) ) .

N o u s  s u p p o s o n s  d é s o r m a i s  q  >  0 .  P r o u v o n s  q u e  ( i i i )  i m p l i q u e  ( i ) .  

D e  t o u t e  f a ç o n  a  p o s s è d e  u n e  p a r a m é t r i x e  b '  é- S - m (lR^p + (* ) . P a r  

h y p o t h è s e  p o u r  t o u t  y  e  ,  a y  =  e s t  i n v e r s i b l e  , e t
d ' a p r è s  l e  n ° l  ,  l ' i n v e r s e  e s t  d e  l a  f o r m e  b  =  b ( x , y , D  ) ,  a v e c  

•toy. -  b ÿ  £  S (G? ) .  N o u s  a l l o n s  p r o u v e r  q u ' o n  a  e n  f a i t  b - b ' < *  S /

- 8 -

( x 1 , . . . , x n £
1

i • •  •  f £
n

X
1 9 • • • fy

p*q
* i 9 • • * %

h
i
J

Il est

Â [IR
_ n  - P

)

i • • • f ) )  d a n s
r

e ÏRq a
v

= a D
x est inversible , et

s
—Oa

[IX
>*P'J o  -  b ’ Ç

y y
s
-00
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c e  q u i  i m p l i q u e  b i e n  s û r  b  e  S m (lR2 p + q ) .  P o u r  c e l a  n o u s  u t i l i s e r o n s  

l e s  r é s u l t a t s  d u  n ° l  , e t  l e s  o b s e r v a t i o n s  s u i v a n t e s  s

- s i  r  e  S _C,0(lR2f3+(^ ) , l ' a p p l i c a t i o n  y  s e  p r o l o n g e  e n  u n e

a p p l i c a t i o n  d e  c l a s s e  C09 , n u l l e  d ' o r d r e  i n f i n i  à  l ' i n f i n i  ,  d e  

•Sq  =  {R^ «-»(.»i»} d a n s  l ' e s p a c e  d e  F r é c h e t  S _i” (lR2 p ) . I n v e r s e m e n t  s i  U 

e s t  u n  o u v e r t  d e  35e* » e t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  c l a s s e  C°* , n u l l e  

d ' o r d r e  i n f i n i  à  l ' i n f i n i  î U —'> S (fR2 p ) , p o u r  t o u t  c o m p a c t  K c  U 

i l  e x i s t e  r  e  S ” e>!,(ïR2 p + q ) t e l l e  q u e  r  =  f  p o u r  y  a- K .

- s i  r  e  S - ” 0R2 p + q ) e t  b '  <= o n  a  V c b * e  S ^ I R 2p+<î )
e t  b '  0 r  e  S*’ °B(lR^I5+<^) ( l e  p r o d u i t  e s t  c e l u i  d e  l ’ a l g è b r e  k .^ )  .

I l  s ' a g i t  d o n c  d e  p r o u v e r  q u ' a u  v o i s i n a g e  d e  c h a q u e  p o i n t  d e  

8e* =  fRq  u {>*>} , l ' a p p l i c a t i o n  y  *-» b y - b ÿ  e s t  d e  c l a s s e  C 00 ( n u l l e  

d ' o r d r e  i n f i n i  à  l ' i n f i n i  l e  c a s  é c h é a n t )  , à  v a l e u r s  d a n s  S ” °*((R2 p ) .

> P o s o n s  b* 0 a  =  1 + r  : p o u r  y  a s s e z  g r a n d  , r y  e s t  p e t i t  , 

I d o n c  1 +  r  e s t  i n v e r s i b l e  > d ' i n v e r s e  1 + s ^  , o ù  S y  6  S ” to(fR2 ^ )  

¡ e s t  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  d e  r  ' d ' a p r è s  l e  n ° l  . E n  v u e  d e  c e  q u i  

¡ p r é c è d e  ,  i l  e x i s t e  u n  v o i s i n a g e  U d e  l ' i n f i n i  ,  e t  s* e  S -ft, (lR2 p * q ) 

t e l  q u e  ( 1 + r ^ . ) c ( 1 + s ^ . )  =  1 p o u r  y  e  U . On a  a l o r s  ,  p o u r  y  Æ U , 

b  =  ( l  + s ’ ) 0 b '  ,  d o n c  b - b '  =  s  0 b '  , e t  co m m e s  0 b '  & S - c °((R2 p + q )
! y  y  y
c e c i  d é m o n t r e  n o t r e  a s s e r t i o n  a u  v o i s i n a g e  d e  l ' i n f i n i .

S o i t  m a i n t e n a n t  y  £  IR^ ( à  d i s t a n c e  f i n i e ) .  On a  b  - b '  e . S
- e t ,  ° 2  o + n  v „ Yo y<>

e t  i l  e x i s t e  f  6  S (IR ) t e l  q u e  f  =  b y  -  t>* . On a  a l o r s

; ( b '  +  f ) 0 a  *  1 +  r "  , a v e c  r"<£ S _i>,(lR2 p + q ) r ^  =  0  ; r j  e s t  p e t i t
a u  v o i s i n a g e  d e  y Q 9 e t  com m e c i - d e s s u s  i l  e x i s t e  s fl ^  S •o.(lR2p + q )

e t  u n  v o i s i n a g e  UQ d e  y Q t e l s  q u e  ( 1 + s ÿ ' ) e ( 1 + r ÿ  ) =  1 p o u r  y  fi  U Q . 
P o u r  y  g  Ufl ,  o n  a  b  =  ( 1 + s "  ) 0 ( b ' + f  ) , d o n c  b - b '  =  s " 0 b '  +  ( l  + s H) 

e t  c o m m e  s " 0 b '  4- ( l + s " ) o p £  S ^ { R 2 p + q ) , c e c i  d é m o n t r e  n o t r e  a s s e r 
t i o n  a u  v o i s i n a g e  d e  y Q , e t  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .

P r o u v o n s  m a i n t e n a n t  q u e  c h a c u n e  d e s  a s s e r t i o n s  ( i i )  i m p l i q u e  ( i )  

R e m a r q u o n s  q u e  a y  e s t  u n  o p é r a t e u r  d ' i n d i c e  f i n i  ,  i n d é p e n d a n t  d e  

y  d o n c  n u l  ( p u i s q u e  a y  e s * i n v e r s i b l e  p o u r  y  a s s e z  g r a n d  c o m m e  

o n  v i e n t  d e  v o i r ) .  S u p p o s o n s  q u ' i l  e x i s t e  u n  p o i n t  y Q £  (Rq  t e l  q u e  

a  n e  s o i t  p a s  i n v e r s i b l e  : o n  a  d o n c  k e r  a  ■é 0  e t  k e r  a *  ^  0  
y  y  y

e t  i l  e x i s t e  If =  f ( x ) CL ^ ( | R P ) ( n o n  n u l l e )  , t e l l e  q u e  a  lj> =  0  .
C , . ^  QA l o r s  s i  d y  d é s i g n é  l a  m e s u r e  d e  D i r a c  a u  p o i n t  ye  s u r  IR^ ,  o n

a  p o u r  t o u t e  ^  =  l ÿ ( z )  €. /&(fRn  P q ) a ^ C ^ C * )  ^ ^ ^ ( z ) )  =  0  ,  d e  s o r t e
q u e  a .  n ' e s t  p a s  i n j e c t i f  ( d o n c  p a s  i n v e r s i b l e )  d a n s  .b ' . D e  même

L

se prolonge en uney «—i r
y

s.m R2p +q
f on a r ' 0 b ' & S

I l s ' a g it

fisS .
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aT*  n 'e s t  pas in v e rs ib le  dans h  , e t aT n 'e s t  pas in v e rs ib leL . L.
dans ^

Plus généralement s o it  a une matrice à c o e ff ic ie n ts  dans Sm(N), 

e l l ip t iq u e  à gauche (resp . à d r o i te ) .  En appliquant le  théorème à 

l ’ opérateur a£* â  (resp. a^ a *  ) , on v o it  que a possède un in 

verse à gauche (resp . à d ro ite )  ,qu i est une matrice à c o e ff ic ie n ts  

dans S”"m(N) , s i  et seulement s i a. est in v ers ib le  à gauche (resp .  

à d ro ite )  dans À(|R ) (ou <6(lRn ) ) *  Lorsque est mis sous forme

réd u ite  : aT = a (x ,y ,D  ) , ceci équivaut encore , compte tenu du n°l, L X
à l 'a s s e r t io n  suivante : pour tout y é iR̂  l 'o p é ra te u r  a^ est in -  

j e c t i f  (resp . sur j e c t i f  ) dans /J(lRp ) (ou dans 4 0 r!3))  *

Nous complétons le  théorème par le  ré s u lta t  suivant , qui vaut 

pour les opérateurs de degre p o s i t i f  s

(3 .2 )  P ro p os itio n . -  So it a une matrice à c o e ff ic ie n ts  dans Sm(N) , 

e l l ip t iq u e  à gauche. On suppose m 0 (e t  L sur j e c t i f  ) .  Alors a 

admet un inverse à gauche à c o e ff ic ie n ts  dans S~m(N) s i  et seule

ment s ' i l  ex is te  une constante c > 0 te l le s  que pour toute 6- J> (|Rn )

( i i  ) te r  fi^jL2 (jRn } ^ c (J a ^  L2 (Rn }

En e f fe t  s i  a admet un inverse à gauche b à c o e ff ic ie n ts  dans 

3” (N) , bL est de degré n é g a tif  donc continu dans L (IR ) , ce qui 

implique ( i i ) t e r  dès que c est plus grand que la  norme de b^ dans 

End(L2 (lRn ) ) .

Inversement , supposons que , a n 'e s t  pas in v e rs ib le  à gauche . 
Nous pouvons supposer aT mis sous forme réd u ite  : aT = â (x ,y ,D  ) ,

n X
et d 'après ce qui précède , i l  ex is te  yQ é R et (pé- /&(|RP) te ls  

que a.y . if = 0 . So it a lo rs  t̂ k (y»z) une su ite  de fonctions C°° à 

support compact sur lRn-p , t e l le s  que le  support de *//1_ tende vers 

(y o»zQ) (où zq est un point a r b i t r a i r e  de IR ~p"‘t*) t qu'on a i t  

j = 1 au voisinage de supp ^  pour k ^ l  » et qu'on a i t  , pour 

tout dy dz = 1 . On a alors

aL (f  ( * )  y k (y ,z )  ) = !fk (y .z )  aL(<f(x) T j t y . z ) )  •

Or aL( lp ^  K  h (fRn ) est nul pour y = yQ , donc tend

vers 0 en norme quadratique lorsque ,k . Comme la  norme de 

f ' f 'k  est constante (égale à j Kp |lç (x ) |2 dx 4  0) , ceci co n tred it

t o u t  k
'fk .y» z 2

t e n da (*P k
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l'inégalité (ii)ter .

Remarquons qu'il peut arriver que a soit elliptique (à droite 

et à gauche) , et que a^ ait un inverse à gauche sans avoir d ’in

verse à droite : c'est le cas de l ’opérateur Dx + ix (sur IR ) .

Le théorème (3*1 ) permet de ramener l ’étude de 1'inversibilité 

de à la même étude , dans le cas où L est bijectif (n°l) .

Dans ce c^s l'étude est plus f^d.le (a^ est inversible à gauche

; (resp. à droite) si et seulement si ker aT = 0 (resp. ker a* = 0 ))
Ju L*

mais est loin d'être complète ; elle l'est néanmoins dans le cas où 

a est un polynôme de degré ^ 2 (cf. [53 , 1*31 )•

§¿+ Introduction de paramètres.

1. Position du problème.

Nous nous intéressons maintenant à ce qui se passe lorsque L et

le symbole a dépendent d ’un paramètre A e- 21 , où X- est une

variété de classe C ** . Nous supposons donc L «s. C°°( X  ,L(E * £?iN) ) ,

et comme au §2 nous posons L(x,%) = Bx C4 » A = C *B (donc

A <=r C°°( 2 »L(N^,N)) ) . Si a & Sm (2.*N) , a^ désigne la famille d*

‘opérateurs définis par (2.1) . Pour  ̂«• 2. , on pose Lx=L(X ) ,a^(y) =

a(A»y) (donc a^<£:Sm (N)) , et on note a£ l ’opérateur correspondant .

Plusieurs des constructions du §2 marchent encore. En particulier

si ae S^fexN) , a. définit un opérateur linéaire continu sur

S” (Z * E) , et c'est à cet opérateur que nous nous intéressons plus

particulièrement. Si a & Sm ( 2 * N )  , b & Sm ( X x N )  , on a àT bT = 
m + m 1

c^ où c «£ S ( E k N) est encore donné par la formule (2.7) et

admet le développement asymptotique (2 .8 ).

La formule (2.7) définit encore une structure d'algèbre sur

S°* (2. * N ) , que nous noterons toujours A. ; a aT est donc une
co

représentation de dans S (Z. * E).

Si a e Sm ( 2 xN) est elliptique , il possède une paramétrixe,
... mmC*Q

i e . il exis te b G  S- (2T*N) tel que bea - 1 e S (21* N) et 

a cb - 1 S “ (2x N) ( où le produit est celui de ^ ) .

Nous désirons un critère pour que a^ soit inversible dans 

S’M (Ix E) : ce sera le cas si a est inversible dans l'algèbre X, .
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Le critère ci-dessous est un critère d 'inversibilité dans } on y

suppose L surjectif (ie« est surjectif pour tout A ) . Il

s'applique en particulier à la loi d'algèbre de elle-même (qui

est un cas particulier de (2.7) » avec E = N  , . L = (ld,A) , donc

L est surjectif)

Si L n'est pas surjectif - ou plutôt si le rang de L n'est

pas constant-, le critère ci-dessous ne s ’applique plus s il se peut

que a. ait un inverse bT sans que a soit inversible dans A- ,
L Lj • A

et aussi que a^ soit inversible pour une valeur du paramètre sans 

être inversible pour les valeurs voisines . La difficulté pour le 

critère ci-dessous vient de ce que , même si L est surjectif (ou de
■fc

rang constant) , le rang de la restriction à L(N ) de la forme 

symplectique de ij peut varier î il n'est en général pas possible 

de trouver M 6 , dépendant régulièrement du paramètre , et per

mettant de se ramener à la forme réduite du §2 .*i .

( U . 1 )Théor è m e .- Avec les notations ci-dessus , on suppose L surjec- 

tif , et a é S m (Zx N) elliptique.
Yë g

(i) Si a£ est inversible en un point Ac » il est inversible 

au voisinage de . 1

(ii) SjL a^ est inversible pour tout A £21» a est inversible 

dans 1 * algèbre k_A » d * inverse b é S ~ ^ ( 2TxN) .

Il y a un résultat analogue pour les systèmes (matrices) : si a 

est une matrice rectangulaire , elliptique à gauche (resp. à droite) 

et si a est inversible à gauche (resp. à droite) en un point * il 

l'est au voisinage de ce point ; si a est inversible à gauche (resp. 

à droite) en tout point de <51 » a admet un inverse à gauche (resp. 

à droite) , qui est une matrice à coefficients dans S"’m (2IxN).

Pour démontrer le théorème , remarquons que comme a est ellip— 

ttique , il possède une paramétrixe b' 6 S”m (Zx. N) s on a donc 

b '0 a - 1 € S ^ Î Z k N )  . Si en outre aL est inversible en un point 

<\0 > l'inverse est de la forme (t>i)T , avec b\ <=■ S - m (N) , et on
-«/ L*e A*

a b^o - b^e e. S (N) ; si alors on pose b" = b* + b^o - b ^  , on a 

;b"0 a = 1 + r , avec r g S W (Ix.N) , rx = 0 . Comme L est sur-
C>

jectif et r^ = 0 , r^ est petit au voisinage de A0 > donc (l+r*) ) 

¿est inversible dans L , et (l+r^ ) inversible au voisinage de Aa ,
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ce qui démontre l 'a s s e r t io n  ( i ) .

Supposons maintenant aT in v ers ib le  pour tout À g : l ’ inverse
A sest alors de la  forme b£ , où b est une fonction sur ¿f x N , et

bA ^ S m(N) pour tout A . 1 1  s 'a g i t  de prouver qu'on a bc-S ( £ kN)

(autrement d i t  b̂  dépend de façon C09 de A ) • Remarquons qu’ avec
les notations ci-dessus , s i ( l + r A ) est invers ib le  pour U C- ¿L ,

— 1on a, pour  ̂<& U, b^= ( l+ r A) “ 0 bV , donc b̂  -  b̂ ’ = sA 0 b" s i  

^ l + r<\)~* = ( 1+s  ̂ ) . La deuxième assertion du théorème ré s u lte ra  doru: 
du lemme suivant :

(4.2 )Lemme « -  Avec les notations ci-dessus , s o it  r £  S ^ Î I x N ) .  Si 

( 1+r* ) est in v e rs ib le  pour tout e ¿L » l ’ inverse est de la  forme 

( 1 + s  ̂) , avec s ç Z *• N ) .

Le reste  du § est consacré à la  démonstration de ce lemme.

2. Preuve du lemme 4.2 .

Nous tra v a il le ro n s  uniquement avec l 'a lg è b re  A*. • Nous suppose- 

rons X. = ÎR » N = IRq , et noterons (a .  ) la  matrice de A .
JK

On a les formules suivantes :

( 4 . 3 )  D (a 0 b) = (D a)  0 b + a 0 (ü b) 
y 3 yj  yj

y.  (a 0 b) = (y-a)  0 b -  a 0 (A. .D b)
j 3 k j* yk

DV. (a 0 b) = (DAa ) 0b -f a 0(D. b) + ¿El è i j k  (D a 0 D b) 
t; 1 j,k ^

Ces formules ré su lten t aussitô t de ( 2 . 7 )  » en remarquant que
A

i b ( 7 )  est la  transformée de Fourier de Dy%b . E lles  sont valables

pour a , b é S 00 (X >• N) (donc aussi , à la  l im ite  , pour a , b e S00 ).

Pour la  su ite  , nous aurons besoin d'une su ite  p a r t ic u l iè re  de 

normes sur /&(n) = S~C*>(n ) : on pose H = (jy| + K f  ) * (H admet pour 
fonctions propres les fonctions de Hermite :

\ ( v )  = TT (ici a-'j ($; -  y / ;

1
la  valeur propre correspondante est (21<X\ + l ) 2 ) .  Pour tout z € (C

e £

X ir u C - Z  ,

£
Gi*;y j

a
\
J

JL
2

OC:
J
f



opérateur continu sur J> , qui dépend de façon holomorphe de z
s 2

On note E g le domaine de H dans L , et on pose

,s,
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l'opérateur H z est défini par Hz (h(<) = (2|*l + l)2Z ; c'est un

(4.3jf|E = {[ h f| L2
s

(c'est une norme , qui ne dépend que de Re s).

Dans les assertions qui suivent , on oublie (provisoirement) 

le paramètre.

( h.5)L e m m e .- Pour tout k y \ dim N , il existe C } 0 tel que 

|a o b|L2 é C l2 | 4 Ek

En effet on a a 0b - a(y+A>^)

Or pour tout NT* , on a | e1^ ’?a(y+Aix )j| ̂ 2 = |^a\^2 » d'où

^ a eb|L2 ^ |a|jJL | j^(l)\^ • Mais pour k > ^ dim N , on a , avec

une constante C convenable , jl^(vl ) | ^ <  c |b|E
'k

Utilisant l'autre égalité de (2 .7 ) , on obtient , avec la même 

constante C :

ta » »|L2 4 C Ja|Ek |b|L2 .

(b .6 )Corollaire On a ja 0b L 2 $5 C | a| |\tj  ̂ ^i 0 < j £ k .
J H - i

Soient en effet a , b £  S ^(N) , et considérons la fonction 

'holomorphe F(z) = (H'5”k 2:a) 0(Hkzi~^b) . C'est une fonction holomorphe
p  ç

de z , bornée (dans L et même dans ) pour 0 z ( l  *

Pour Re z ss 0 , on a

h ( z ) i  2 < C ÜHjaÎjL2 |H‘ Jb|E = !a|E . |b|)E
K J k-j

et pour Re z = 1 , on a

2 4 0 |nk ‘j4 E tnj'k b|L2 = C ( a)jE . Jb|E
k J k-j

En vertu du théorème des trois droites de Hadamard , on a donc aussi

||f(z)Ïl2 < C ja)|E |)b| si 0 4 Re z 4  1

J k-j

e t pour z = j/k on obtient l ’assertion du corollaire .

h<*

Ieiy a y* Al
A

r ?

Or pour tout
»1e

« F 4 L'2

IF 7. >1I.2



( U . 7 ) C o r o l l a i r e  . -  P o u r  t o u t  e n t i e r  k >  -g- dira  N ,  i l  e x i s t e  u n e

c o n s t a n t e  C y  0  ( q u i  n e  d é p e n d  q u e  d e  k  , d i m  N , e t  p a s  d e  A )
t e l l e  q u e  t Î a 0 b | (E ^  C ( l + t ( A | | ) k  \ \ a\ \ E J b l L  .

k  k  k

E n  e f f e t  s i  k  e s t  e n t i e r  ^  0  , l a  n o r m e  l l a i ^  e s t  é q u i v a -

- 15 -

l e n t e  à  l a  n o r m e  I x ^ D ^ a j L â  . Or i l  r é s u l t e  d e  ( 4 . 3 )  q u ' o n  a

/ ¿ » ( . . b )  = z

d ' o ù  , a v e c  d e s  c o n s t a n t e s  C , C '  c o n v e n a b l e s  :

| | a 0 b L  < C ' Z  i | A ¡ f W ' a | L  1 D 5,V' b |L  <
1 "Ek k n v W  Ek -v '« 'i k - w i

£  0 ( l + l A | i ) k SIa'fE I M E
k  k

N o u s  c h o i s s o n s  m a i n t e n a n t  u n  e n t i e r  k Q d i m  N , e t  p o u r  t o u t  

e n t i e r  M e t  t o u t  c o m p a c t  K C I  ,  n o u s  d é f i n i s s o n s  u n e  s e m i - n o r m e
—. 00 f  r -  %

s u r  S ( ¿ X N )  p a r

s u p  
Ké Kl Da a l*Bk0 *J

Comme l e s  n o r m e s  II au ~  , k £ . W  , f o r m e n t  u n e  s u i t e  f o n d a m e n -
t  ^ Kt a i e  d e  s e m i - n o r m e s  d e  Ai , l e s  s e m i - n o r m e s H m  * l o r s c Iu e  M p a r -  

c o u r t  N , e t  K l ’ e n s e m b l e  d e s  c o m p a c t s  d e  51  ,  f o r m e n t  u n e  

f a m i l l e  f o n d a m e n t a l e  d e  s e r r . i n o r m e s  d e  S ^ ( Z x N )  .

( 4 . 9  p r o p o s i t i o n . -  P o u r  t o u t  M , e t  p o u r  t o u t  c o m p a c t  K c Z  » i l  

e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  C^ t e l l e  q u e

(la0b|(M ^  C M  Z  K» if j fi b i| m - j

E n  e f f e t  c ' e s t  v r a i  p o u r  M =  0  ( p u i s q u e  ( l + i | A i l ) k  e s t  b o r n é  

d a n s  K ) .  On d é m o n t r e  a l o r s  a i s é m e n t  l ' a s s e r t i o n  ,  p a r  r é c u r r e n c e  

s u r  M , e n  r e m a r q u a n t  q u e  l a  s e m i - n o r m e  e s t  é q u i v a l e n t e  à  l a

s e m i - n o r m e

N m - 1 + ? ï y j a l > i l  + Il Dy .  a / ÍM- l  + 2 Î K c a lllM-
 ̂ *

e t  e n  u t i l i s a n t  l e s  f o r m u l e s  ( 4 . 3 )  p o u r  m a j o r e r  l e s  n o r m e s  d e s

f o n c t i o n s  D ( a Qb )  , y ( a 0 b )  , D.v. ( a c b )  . N o u s  l a i s s o n s  l e s  
Xi J ' V

l e n t e  à  l a  n o r m e z _
DU \<.1*

bDA D( (Oa
■fi*

E
CX't

XÍV,
<*w'i

-1z

<P>

( I! z .
2 «d + J =M

e s t  é q u i v a l e n t e  à  l aal K
M

K
-2

K K K

8) a K ! m4
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d é t a i l s  a u  l e c t e u r .

P o u r  t o u t  e n t i e r  M » e t  p o u r  t o u t  c o m p a c t  K c Z  ,  i l  e x i s t e  u n

n o m b r e  (*. >  0 t e l  q u e  C . £  C p o u r  0 $ j  < M ( o ù  l e s  C .  s o n t
J ® J

l e s  c o n s t a n t e s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  ( 4 . 9 ) ) .  S i  a l o r s  o n  p o s e
K

NM( a )  =  Z  c 0  « " J

l a  p r o p o s i t i o n  ( 4 . 9 )  i m p l i q u e  q u ' o n  a

NM( a 0 b )  <£ NM( a )  NM( b )

( o ù  l e  s i g n e  ^  s i g n i f i e  q u e  p o u r  t o u t  j  ,  l e  c o e f f i c i e n t  d e  

d a n s  l e  m e m b r e  d e  g a u c h e  e s t  p l u s  p e t i t  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d e  

d a n s  l e  m e m b r e  d e  d r o i t e ) .

( h  • 1 0 ) C o r o l l a i r e S o i t  a  €. S **(2. < N )  ,  s o i t  U u n  o u v e r t  r e l a t i -
f Y

v e i n e n t , c o m p a c t  d e  7  , e t  s u p p o s o n s  Cq |  a |  q ^  1 . A l o r s  l a  s é r i e  

g é o m é t r i q u e  ZT a ^  c o n v e r g e  d a n s  S W( U x N )

( a J d é s i g n e  l a  p u i s s a n c e  j - i è m e  d e  a i  d a n s  l ' a l g è b r e  ¿ .  ) •
A

E n  e f f e t  p o u r  t o u t  >1 o n  a

Nm( £  V )  < < Z N M( a ) J =  NM( a )  ( l - N j ^ i a ) ) ” 1

( l a  d e u x i è m e  s é r i e  e s t  c o n v e r g e n t e  , p u i s q u e  s o n  t e r m e  c o n s t a n t  e s t  

d e  v a l e u r  a b s o l u e  <  l ) .  A i n s i  ^la s é r i e  .JE.  u a ^ j  ^  c o n v e r g e  p o u r  

t o u t  k  Ç M , d o n c  p o u r  t o u t  k  p u i s q u e  M e s t  a r b i t r a i r e  ,  c e  q u i  

a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .

N o u s  p o u v o n s  m a i n t e n a n t  a c h e v e r  l a  d é m o n s t r a t i o n  d u  l e m m e ( 4 . 2 )  : 

s o i t  r €  S ^ ^ ^ N )  , e t  s u p p o s o n s  q u e  p o u r  t o u t  A e Z  ,  ( l + r ^ )  e s t  

i n v e r s i b l e .  S o i t  : i l  e x i s t e  s  €  S ”  ( I x  N). t e l  q u e

( 1 + s ^ )  e ( l + r ^ o ) =  1 . On a  d o n c  ( l + s ) 0 ( l + r )  =  1 + Ç  , a v e c  Ç & S (£*Ki)  

Çàc =  0  • Comme e s t  p e t i t  a u  v o i s i n a g e  d e  , i l  e x i s t e  u n
v o i s i n a g e  U d e  A0 t e l  q u ’ o n  a i t  1 . A l o r s  ( l + & )  e s t  i n -

v ê r s i b l e  d a n s  U , d ' i n v e r s e  1 + 6* , a v e c  CT =  Z _ ( - £ ) J é  S ~ ° ° ( U x  N )  .

On a  d o n c  ( l + r )   ̂ | y - t  ~  ( l + ( f )  Q( 1 + s. ) - l  Cr S * ( U x N ) .  C e c i  p e u t  ê t r e  r é p é t é  

a u  v o i s i n a g e  d e  c h a q u e  p o i n t  d e  2 1  > e t  a c h è v e  l a  d é m o n s t r a t i o n .

jT
j

, Ka-J

T
T'J

j

in v e rs ib le .  Soit 6 l

voisinage U de A0 t e l  qu’ on a i t CO
u

•i0 < i

, i l  ex is te  unù
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§ 5  C o n s t r u c t i o n s  d e  p a r a m é t r i x e s  d ' o p é r a t e u r s  à  c a r a c t é r i s t i q u e s

m u l t i p l e s .

1 .  S o i t  X u n  o u v e r t  d e  Rn  ( l e  r é s u l t a t  d e  c e  p a r a g r a p h e  s e  g é n é 

r a l i s e  a i s é m e n t  a u  c a s  o ù  X e s t  u n e  v a r i é t é  d e  c l a s s e  ( f °  ,  m a i s  

p o u r  l e s  c a l c l s  q u i  s u i v e n t  i l  e s t  c o m m o d e  d e  f i x e r  u n e  f o i s  p o u r  

t o u t e s  l e  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s ) .  S o i t  P =  p ( x , D )  u n  o p é r a t e u r  

p s e u d o - d i f f é r e n t i e l  s u r  X 1, :d e  d e g r é  m .  N o u s  s u p p o s o n s  q u e  l e  

s y m b o l e  t o t a l  p  a d m e t  u n  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  :

eo

(5.1) p(x,£) ^  ZI P-(x,£)
o=o J

o ù  p .  e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  m - j  ( a u t r e m e n t  d i t  p  S m ) ( p o u r  
J r e g

l e s  c a l c u l s  q u i  s u i v e n t  , j  p o u r r a i t  a u s s i  b i e n  p a r c o u r i r  l ' e n s e m 
b l e  d e s  d e m i - e n t i e r s  p o s i t i f s  : j  =  0 , 1 / 2 , 1 , 3 / 2 ,  • • • )

I l  e s t  c o m m o d e  d ' i n t r o d u i r e  l ’ o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  à  c o e f f i 
c i e n t s  s é r i e s  f o r m e l l e s  d e  T :

( 5 . 2 )  e " A ( P ) =  2 - ^ 7 ?  c £ f  ( ¿ f  ) % ( * . * )  T ^ ' + 2 j

I l  e s t  c l a i r  q u ' o n  a  ( T ( P + Q )  =  P ) + ^ ( Q )  s i  P e t  Q s o n t  

d e  même d e g r é  , e t  i l  e s t  c  l a s s i q u e  q u ’ o n  a  6 ° ° ( p oQ) =  £**( P ) 0 )

( P 0Q é t a n t  c o n s i d é r é  c o m m e  o p é r a t e u r  d e  d e g r é  d e g  P + d e g  Q )  .

2 .  S o i t  21 C =  X *  ( R n N \ p ]  ) u n  c ô n e  l i s s e  , d e  c o d i m e n s i o n  p ,
N o u s  d i r o n s  ( c o m m e  d a n s  [ l ] ) q u e  P e s t  n u l  d ’ o r d r e  k  s u r  £ L  ( k
e n t i e r  p o s i t i f )  , e t  é c r i r o n s  ( o u  p  «= s i  p o u r  t o u t
j  t P j  e s t  n u l  d ’ o r d r e  k - 2 j  s u r  21  ( i l  n ’ y  a  p a s  d e  c o n d i t i o n
p o u r  j  > k / 2  ) ; d e  f a ç o n  é q u i v a l e n t e  : ( P )  e s t  d i v i s i b l e  p a r

k  x >s
T p o u r  t o u t  p o i n t  ( x , £ ) fi  2 -  . I l  e s t  c o m m o d e  d ’ i n t r o d u i r e

( 5 ° >  y“ » r

d e  s o r t e  q u ’ o n  a  =  ^  mo d  • T k + * s i  ( x , Ç ) ^ - 2 1  j
• n , ■  i  K * y  . k + k ' r o  y*kf r \\d o n c  s i  P d / i  e t  Q e / l  , o n  a  \ V 0Q)  ~  ^ ( p ) o ^ ç  \ Q )  *

Il est

I>*■
y

y
<

Il est

i o )c
.¿“D

z c T
*
X-N to:

si pour toutou P e N m sk‘m k
JH€P

(5. 3)
le
x,Ç

£ _
h tf *2j= h

1
<* »73! ò>

à
c)f

fi
p
J

X> 3 E

p £ M
m, K

6

et

(p)
f?k

Q € H *»A
X,

j on a

(P) T
k

m o d .

C
V

k+k'
1
k+ 1

iro

si

6,
M

k
P O Í

U '
(Q »

(x. ï £- 1 *
9



3 .  L e  d é v e l o p p e m e n t  d e  T a y l o r  ( P )

P o u r  l e s  p r o p r i é t é s  l o c a l e s  d e s  s y m b o l e s  e t  d e s  o p é r a t e u r s  , i l  

s e r a  c o m m o d e  d ’ i n t r o d u i r e  , d a n s  u n  v o i s i n a g e  c o n i q u e  d ' u n  p o i n t  

( x ,Ç ) £  Z  > u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s

( 5 . 4 )  u  — ( u 1 , . . . , u p ) , v  — ( v j » • • • *v 2 n > p )

o ù  l e s  u .  ( r e s p .  v . )  s o n t  C 00 , h o m o g è n e s  d e  d e g r é  0  ( r e s p .  1 ,
1 J

e t  n o n  t o u t e s  n u l l e s ) ,  d e  s o r t e  q u e  * a u  v o i s i n a g e  d ë  ( x , ! - ) , 5 1  

s o i t  d é f i n i  p a r  l e  s y s t è m e  d ' é q u a t i o n s  u  =  0  . D a n s  t o u t e  l a  s u i t e  

l é s  l e t t r e s  u  , v  r e p r é s e n t e n t  u n  t e l  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s .

S i  P =  p ( x , D )  é / " 1' 15 ,  i l  e x i s t e  u n  p o l y n ô m e  u n i q u e

( 5 . 5 )  T. ( P ) =  Z -  a .  ( v )  u*4 , a v e c  a  ( v )  h o m o g è n e  d è  d e g r é
k  i*U k

m -^k+^-KI

t e l  q u e  p - T k ( P )  s o i t  n u l  d ’ o r d r e  k + 1  s u r  2 1  ,  a u  v o i s i n a g e  d e

x , €  . O n  o b t i e n t  c e  p o l y n ô m e  e n  n e  r e t e n a n t  d a n s  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e

T a y l o r  d e  p  v  2 ! p -  l e  l o n g  d e  Z .  q u e  l e s  t e r m e s  d o m i n a n t s  ,  c ’ e s t
J

à  d i r e  s e m i - h o m o g è n e s  d e  p o i d s  m ~ ^ k  l o r s q u ' o n  a t t r i b u e  à  v  l e

p o i d s  1 e t  à  u  l e  p o i d s  ( c f . [ l ^ ) »

4  . L ' o p é r a t e u r  Pj .  .

S o i t  P e  .O n  s a i t  d ' a p r è s  [ l ]  q u ' i l  e x i s t e  ( a u  v o i s i n a g e
d e  c h a q u e  p o i n t  ( x , Ç ) è  Z  ) u n  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  u n i q u e

( 5 . 6 )  Z_  ^ p ( v )  u -

o ù  a ^  n e  d é p e n d  q u e  d e  v  ,  e t  e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  

t e l  q u e  p o u r  t o u t  Q ç / f  m o n  a i t

( 5 ‘ 7 )  T k + k ’ ( P ° Q )  =  PZ. T k ’ ( Q )

( l ’ u n i c i t é  d ’ u n  t e l  o p é r a t e u r  e s t  i m m é d i a t e ;  l ’ é x i s t e n c e  e t  l a  c o n s 
t r u c t i o n  d e  P s e r o n t  r e p r i s  e t  p r é c i s é s  c i - d e s s o u s )

I l  e s t  c l a i r  q u e  P^- e t  6 ”^ ( P )  n e  d é p e n d e n t  q u e  d e  T ^ ( P )  . 

P o u r  k  =  0  , P .̂ e t  6 ^ ( P )  s o n t  s i m p l e m e n t  l ’ o p é r a t e u r  d e  m u l t i 
p l i c a t i o n  p a r  l a  c o n s t a n t e  p Q ( x , £ )  .
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(p)Tk'

Soit P £ .JY m, K

ß
u

D(5. 6 ) FZ.

m- i k w -i M

t e l  que pour tout Q€ N
m ' k ’

I l est
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5. Lien entre T^(P) , ^ ( P )  » et P̂ - .

Décomposons les champs de vecteurs , <3/àè̂ s en p a rt ie

transverse et p a rt ie  tangente à au voisinage d'un point ( x , Ç ) é Z  :

( 5 . 8 )  à/dx = 21 B. (v)  ¿/c)u. +
& j J

à/à% = C, (v)  e>/c> u.  + Ç
S j js J ‘

r s

où les B. » C. sont des fonctions qui ne dépendent que de v , et  js  js
pas de u , et les r g , sont tangents à Z. , donc

( 5 . 9 )  ®j s = ^uj //^Xs (homogène de degré 0)

C. = bu./d%  1 ^  (homogène de degré -1 )
J s J s j —

Nous noterons encore E = lRn (va r iab le  y) , et N = ÜRP (va r iab le  

u ; on peut id e n t i f i e r  canoniquement N au f ib r é  tangent normal 

•de y~ ) .  Nous noterons aussi

(5. 10)  B : E —» N l ’ opérateur de matrice (B. )
Js

C : E*—*>N ' l ’ opérateur de matrice (C . )J s

L = (B + C) : E x  E*-* N

i A = C S  ! ri*—> N

On a donc 

( 5 . U )  Ajk -  Z c j s Bks

Soit U. l ’ opérateur u . (x,D)  é. Jf® * * ( la  fonction u. est 
0 J J

seulement d é f in ie  au voisinage de (x,Ç)  , et  i l  convient p lu tô t de

considérer comme opérateur p s e u d o -d iffé re n tie l opérant sur les

m icro-fonctions d é fin ies  au voisinage de ( x , i - ) ) .  On a

(5. 12)  ^ ( u p  = S u / a x s ys + Dy = ¿ B js ys + Cjg D
ys

Décomposons les champs de vecteurs G 'à*
s

transverse et partie tangente à z

sont tangents à Z. , doncf S

z.
(homogène de degré 0)

considérer U
j

ì)u
J'
a ? ss s S

u
J 'L
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bole total de U . eQ a pour développement asymptotique :
J

D'autre part soit Q fe , de symbole total q(x, ̂ ). Le sym

Pour le calcul de T 4 (U.Q) on peut bien sûr remplacer q par
K t 1 J

T k (Q) = b , et on constate aussitôt que seuls les termes avec }<K.| 4 *

ont üne contribution non nulle. Enfin on peut.remplacer D par sa
_  xs

partie transverse à Z_ (formule (5 «8 )) » et on obtient en fin de 

compte

T, 4 (u .Q) = T, » (u .b + u ./¿>x Dv b) = u .b '21C . B. D b 
k+1 3 k+1 j s J s xs j js ks ufc

Finalement , puisque A-r = ZL C . B ■ , on a
jk s js ks

(5.13) (U.)£ = «j ♦ Z ' * jk - (»j)A

Nous pouvons maintenant énoncer le lien qui existe entre »

6k (P) , et le développement de Taylor T k (P) :

(5.14 )Proposition.- Soit P ê , et a = Tk (p) . On a

'Z. = a, , 6~k (P) = aL (§2 , formules (2 .2 ), (2 .9 ) ) .

preuves nous venons de démontrer cette assertion lorsque P est l'un 

des U . , et bien sûr elle est vraie pour k = 0 . Soient maintenant 

Petf*'*3 , . Posons a * T k (P)' , b = Tk » (Q) »

c = Tk + k .(pQ) » et supposons P s aA , Q = bA , V ^ P )  = aL et 

Ç"k (q ) = b^ . On a alors

c = Pj b = aA b

(PQ)^ = aA bA = W  b ^A = CA (d 'aPrès (2 *9) )

6,k+k (PQ) = ^ ( P )  6* (Q) = aL bL = (aA b)L = cL (d'après (2.9))

Dans le cas général , si P ew V m,k , on peut toujours écrire P 

sous la forme

m, k

z
oc

1
<* !

d
ac

o<
U
J

OC!
X
qD

D
V k (uj>A

pz . t

(5.1^)Proposition « - Soit P é H
'm» le

(PQ )7L F Q;2_

*
,fc
J

Q <SK
m ' k*
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•v- u\ “p
= 2 1  u ... u p

M< k  P

o ù  e s t  d e  d e g r é  ^  m—̂ k + ^ W  ( d o n c  A ^ e  j

Comme l ' a s s e r t i o n  e s t  v r e  

e l l e  l ' e s t  a u s s i  p o u r  P

Comme l ' a s s e r t i o n  e s t  v r a i e  p o u r  l e s  U . , e t  p o u r  l e s  A ( k = 0 )  ,
j K

s

6 . D a n s  [ l ]  o n  a  i n t r o d u i t  l e s -  c l a s s e s  d e  s y m b o l e s  s m , k  e t  ¿ { f 1 =

n s m- J ' - 2 J > e t  l e s  o p é r â t  e u r s  p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s  c o r r e s p o n d a n t s

( O P S m , k  , 0 P # m ) .  D ' a p r è s  f l ]  ,  o n  a  a  é  S ra ,k  s i  a  <=r S m e n  d e h o r s

de ¿  , e t  s i  t o u t  p o i n t  de ZI p o s s è d e  un v o i s i n a g e  c o n iq u e  dans

l e q u e l  o n  a i t  , p o u r  t o u s  cs , (h , e t  p o u r  \v|  ^  1 , a v e c  d e s  c o n s t a n t e
c^,„ c o n v e n a b l e s  :
¡X6

( 5 . 1 5 )  | ( ¿ ) “ ( ¿4 f a |  < b l " - W ( l u 1 + l v r * ) k i W

A u s s i  d ' a p r è s  [ l ]  ( 5 . 2 )  , o n  a  h  ef s i  e t  s e u l e m e n t  s i  h  <£- S  **

e n  d e h o r s  d e  Z_ , e t  s i  t o u t  p o i n t  d e  2 L  p o s s è d e  u n  v o i s i n a g e
c o n i q u e  d a n s  l e q u e l  o n  a i t  , p o u r  t o u s  , p> , y  , e t  p o u r  \ v |  1 , 
a v e c  d e s  c o n s t a n t e s  c c o n v e n a b l e s  :

* p y

( 5 . 1 6 )  | u * ( ¿ f ( £ f h U  W

—ÔQ , x
Comme h  6  S h o r s  d e  2 .  , o n  p e u t  , q u i t t e  a  l e  t r o n q u e r  , 

s u p p o s e r  q u ' i l  e s t  n u l  p o u r  |u|  1 . On a  a l o r s  h  £  S ° ° ( ^ _ x N )

( a u  v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  d e  2 -  , o n  i d e n t i f i e  à  1R2 n  P ( v a r i a b l e

v )  , e t  N à  iRp  ( v a r i a b l e  u  ). ; e t  o n  a t t r i b u e  a u x  v a r i a b l e s  u  e t  

v  d e  n o u v e a u x  p o i d s  : r e s p e c t i v e m e n t  1 e t  0  , comme a u  § 4 ) .  L a  

c o n d i t i o n  ( 5 * 1 6 )  s e  r é é c r i t  a l o r s  com m e s u i t  :

( 5 . 1 7 )  S o i t  h  €z S ° ° ( 2 - *  N )  > n u l l e  p o u r  u  a s s e z  g r a n d  . On p o s e  

h ^ ( v , u )  =  h ( A  v ,  A a u )  . A l o r s  h  £  J'C"1 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' e n s e m b l e  

d e s  A"m h^ , A ̂  1 , e s t  b o r n é  d a n s  S x  N ) .

S o i t  m a i n t e n a n t  P £  , e t  Q OPSra ( r e s p .  0 P ^ m ) , d e

s y m b o l e s  t o t a u x  p ( x , ^ )  , q ( x , ^ )  . On a  PQ ér O P S m+m ( r e s p .

O P X  m+m *"2 k ) , e t  l e  s y m b o l e  t o t a l  r  d e  PQ a d m e t  e n c o r e  l e  

d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  :

p A Ol

M
m- i

2 h o
c .V

m, k- Ie
)

( 5 - 1 5 ) C
*xO>

c
bfß* iv

m- +i P
1
2 û<

Soit maintenant P £
m, k

, et Q £ OPS
m ' k
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Z I / & ^
ôTf (<5ç ) p  Dx q  •

U t i l i s a n t  l e ^ f a i t  q u ' o n  a  u *  ( g ^  )* q  € . S m M » . k + H  lftÎ ( r e s p .
m - | » l + * | S \  - i W )  o n  c o n s t a t e  a i s é m e n t  q u ' o n  a

Î 5 . 1 8 ) r  -  P j - . q  <=- S rn+m’ ' k + k ’ + 1 ( r e s p .

e t  P ^  e s t  b i e n  s û r  l e  s e u l  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  d e  l a  f o r m e  ( 5 . 6 )  

j u i  a i t  c e t t e  p r o p r i é t é  .

( - 5 . 1 - 9 ) R e m a r q u e . -  L e s  m ê m e s  c o n s t r u c t i o n s  q u e  c i - d e s s u s  p e u v e n t  a u s s i  

ê t r e  e f f e c t u é e s  p o u r  é t u d i e r  l a  m u l t i p l i c a t i o n  à  d r o i t e  p a r  P ; i l  

e x i s t e  u n  o p é r a t e u r  P^_ u n i q u e  ,  d e  l a  f o r m e  ( 5 . 6 )  , t e l  q u e  p o u r  

t o u t  Q <? OPSm , k  ( r e s p . .  OjpXÏ11 ) o n  a i t  ,

/ _ 4 « \ _  _ m+m' , k + k ' t j/m+m ' - 4 k - i  n, ( 5 . 1 8 ) b i s  r  -  P £  q  <£ S ( r e s p .  X  2 2 )

q  d é s i g n a n t  l e  s y m b o l e  t o t a l  d e  Q ,  e t  r  c e l u i  d e  QP .
c  • ¿/•n»' » k '  t 1 J 1 r»nom+m' * k + k ' + lS i  Q €  J f . » l a  c l a s s e  d e  Q 0 P m o d . OPS e s t

c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é e  p a r  l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  T a y l o r  T. ( Q P )  -,
I Kt K

e t  s i  Tk ( P )  =  a  , T k > ( Q )  =  b  ,  o n  a  d ' a p r è s  c e  q u i  p r é c è d e

T k + k ' ( Q ° P ) =  a  =  b A a  =  a  b  ( d ' a p r è s  ( 2 . 7 ) )

On a  d o n c  d e  f a ç o n  g é n é r a l e  = ' a t A . I l  e s t  a l o r s  c l a i r  q u e  PJ^
e s t  i n v e r s i b l e  à  g a u c h e  ( r e s p .  à  d r o i t e )  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  P ^  e s t  

i n v e r s i b l e  à  d r o i t e  ( r e s p .  à  g a u c h e )  , p u i s q u e  c ' e s t  l a  m u l t i p l i c a 
t i o n  à  d r o i t e  p a r  a  =  Tk ( P )  d a n s  l ’ a l g è b r e  JL  ̂ .

7 .  C o n s t r u c t i o n s  d e  p a r a m é t r i x e s .

N o u s  p o u v o n s  m a i n t e n a n t  é n o n c e r  e t  d é m o n t r e r  l e  t h é o r è m e  q u e  n o u s  

a v o n s  e n  v u e  : s o i t  P e J V r>nl,k . N o u s  s u p p o s o n s  P t r a n s v e r s a l e m e n t  

e l l i p t i q u e  l e  l o n g  d e  21 » i e . P e s t  e l l i p t i q u e  ( d e  d e g r é  m) e n  

d e h o r s  d «  2 1  » e t  t o u t  p o i n t  d e  2 1  p o s s è d e  u n  v o i s i n a g e  c o n i q u e  

d a n s  l e q u e l  o n  a i t  ( a v e c  c  V  0  c o n v e n a b l e )

(5.20) |po (x,£)j ^  c |?|m |u)

r fSJ

m-*m# i2k 1.2

Q2-

On a  d o n c  d e  f a ç o n  g é n é r a l e E f
r

k



De façon équivalente : P est e l l ip t iq u e  de degré m hors de 2Z. » 

et a = T^(P) est e l l ip t iq u e  de degré k en chaque point de 21 .

Cette d é f in i t io n  se généralise aussitôt au cas des systèmes ( i e .

P est une matrice à c o e ff ic ie n ts  dans s nous dirons que P

est transversalement e l l ip t iq u e  à gauche (resp. à d ro ite )  s ’ i l  est 

e l l ip t iq u e  à gauche (resp. à d ro ite )  en dehors de JE. * et s i  a = 

I k (P) est e l l ip t iq u e  à gauche (resp . à d ro ite )  en chaque point de Z  »

(5.21 ) Théorème. -  Soit P un système d'opérateurs pseudo-différen

t i e l s  , de degré m , nul d 'ordre k sur JL , transversalement 

e l l ip t iq u e  à gauche (resp. à d ro ite )  le  long de ZL • Les assertions  

suivantes sont équivalentes :

( i )  P possède une paramétrixe à gauche (resp. à d r o i t e )

Qe OPS"m* r k .

( i  i ) P  ̂ est in vers ib le  à gauche (resp. à d ro ite )  en tout point 

de 2— •
( i i i )  6k (P) est in v ers ib le  à gauche (resp. à d ro ite )  en tout  

point de 22 .

( i v )  Pour tout point (x, | )e 2 1  , i l  ex is te  C > 0 t e l  qu'on 

a i t  , pour Ÿ&  C^(Rn ) : Ü̂  1)̂ 2 < C ||<>k (P) .tÿ H L2

(resp. la  même assertion pour l 'a d jo in t  6"k ( P)* ) .

( v ) Pour toute d is tr ib u t io n  f  , Pf e. **ioc iroplique f  €:
( resp. la  même assertion pour P * )

(pour la  dernière assertion , nous supposons P propre , de sorte  

que Pf est bien d é f in ie  , sans r e s t r ic t io n  sur le  support de f  ) .

I l  est c l a i r  que l 'a s s e r t io n  ( i )  implique toutes les autres (en

p a r t ic u l ie r  la  dernière » parceque la  paramétrixe Q e OPS”m,_k ,

qu’ on peut toujours ch o is ir  propre , est continue —̂ ^ lo c"*^ )»

Par a i l le u r s  , s i a = T, (P) , on a , avec les notations ci-dessus , 
le K

P  ̂ = a^ , Ç (p) = a^ . Or a est e l l ip t iq u e  à gauche (resp. à

d ro ite )  , et L est s u r je c t i f  (car les d i f f é r e n t ie l le s  du. =
J

2.B. dx + C . dïf soht linéairem ent indépendantes) ; l 'é q u iv a -
S J s s J S S

lence de ( i i )  , ( i i i )  , ( i v )  ré s u lte  donc du théorème3*l et de la  

proposit ion^.2 . Reste à prouver que ( i i )  implique ( i )  , et que (v )  

implique ( i v ) .

Nous commençons par prouver l ' im p l ic a t io n  ( i i )  =v> ( i  ) pour une 

paramétrixe à d ro ite  ( l 'e x is te n c e  d'une paramétrixe à gauche se t r a i t e

-  23 -

: nous dirons que PM
km ,

k )

e H
loe
S 4■m-i2k

qu'on peut toujours choisir propre , est continue H
s
loc
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d e  f a ç o n  c o m p l è t e m e n t  a n a l o g u e  g r â c e  à  l a  r e m a r q u e  ( 5 . 1 9 ) )  • N o u s  n o u s  

a p p u y o n s  s u r  l e s  r é s u l t a t s  d e  [ l 3 * e n  p a r t i c u l i e r  l a  p r o p o s i t i o n ( 6 . l )  

e t  l e s  r é s u l t a t s  d ' e x i s t e n c e  d e  s y m b o l e s  a y a n t  u n  d é v e l o p p e m e n t  

a s y m p t o t i q u e  d o n n é  ( C l ] »  § l ) «  R e m a r q u o n s  p o u r  c o m m e n c e r  q u e  l e  p r o b 

l è m e  e s t  l o c a l  f c a r  s i  P p o s s è d e  u n e  p a r a m é t r i x e  à  d r o i t e  ,  d e
•»m lr

c l a s s e  O P S -  * ,  a u  v o i s i n a g e  d e  c h a q u e  p o i n t  d e  T* X >. 0  ,  e l l e

e n  p o s s è d e  u n e  g l o b a l e m e n t  ,  c o m m e  o n  v o i t  a u s s i t ô t  c a r  p a r t i t i o n  d e

l ' u n i t é .  ,

R e m a r q u o n s  m a i n t e n a n t  q u ' i l  é x i s t e  Q.  é-  OPS * t e l  q u e
- 1 - 1P Q j  =  I d  -  R^ t  a v e c  R j  é  O P S ” 5 ^"" ( p a r  e x e m p l e  j p u i s q u e  p Q 

e s t  t r a n s v e r s a l e m e n t  e l l i p t i q u e  à  d r o i t e  , o n  a

( p o  p *  +  K l 2 "1- “  i d ) - 1  e  s - 2 m , - 2 k  

d ' a p r è s  1 1}  > §1 » e t  o n  p e u t  p r e n d r e  =  q j ( x , D )  ,  a v e c  q ^ ( x , | )  =

p t  (p0 p » + ra2" ^ « ) - 1 )).

D ' a p r è s  [ l ]  ,  §1 ,  i l  e x i s t e  t e l  q u ' o n  a i t  ,  p o u r  t o u t  e n t i e r

N > 9 »  " Î T m ( R i ) j  Ê  O P S - * N - - N . On a  a l o r s  P Q . Q ,  =  I d  -  R ,  ,  a v e c
R2 e  0 P H °  =  n o P S - i N ’ - s  .

N o t o n s  r ^  l e  s y m b o l e  t o t a l  d e  » t r o n q u é  d e  f a ç o n  q u ’ i l

s o i t  n u l  p o u r  (u\ <  1 c o m m e  p l u s  h a u t ,  p o m m e  P^ =  a ^  e s t  i n v e r s i 

b l e  à  d r o i t e  e n  t o u t  p o i n t  d e  2 1  » l e  t h é o r è m e ( k . 1 ) a f f i r m e  q u e

p o s s è d e  u n  i n v e r s e  à  d r o i t e  d e  l a  f o r m e  b .  ,  a v e c  b  B  S*"k ( Z . K N )  >
—ùof . A

b ^  e s t  c o n t i n u  s u r  S v * - *  N )  ,  e t  p a r  r a i s o n  d ' h o m o g é n é i t é  o n  a
b A ( h ^ )  =  A2^ “ m ( b A ( h )  p o u r  t o u t  A >  0  ,  e t  t o u t  h  €■ S " W( X x N )  .

En p a r t i c u l i e r  i l  r é s u l t e  d e  ( 5 . 1 7 ) q u ' i l  e x i s t e  u n  o p é r a t e u r  d e
11 -_—,

H e r m i t e  Q_ c  OPK2 ** t e l  q u e  l e  s y m b o l e  t o t a l  q „  d e  Q_ c o ï n c i d e  
J J _jl. J

a v e c  b^r-g p o u r  |uj <  1 ; o n  a  a l o r s  P -  Rg 6  OPX."*2 ( p u i s q u e
P ^  q ^  =  r 2 p o u r  \u\ <  1 ,  e t  d ' a p r è s  ( 5 . 1 8 ) ) .  On a  d o n c

p ( Q j Q 2 +  q 3 ) =  i d  + r 3

a v e c  R 0 é  OP^,“ 2 . F i n a l e m e n t  R e s t  d e  d e g r é  <  0  , e t  i l  é x i s t e  
J • j _ i_

u n  o p é r a t e u r  ^  Ç  ( R ^ )  ( o n  a  -  I d  OPf i ~z ) . S i  o n  p o s e

A  =  ( Q j Q 2  + Q3 ) » o n  a  b i e n  Q ^  O P S " m , " k  , e t  PQ /v» I d  .

M o n t r o n s  e n f i n  l ' i m p l i c a t i o n  ( v )  = £ > ( i v )  ( c f .  a u s s i  î . 1 3 . 3 ) »  D ' a p r è s  

L .  H O r m a n d e r  [ l 2 ]  ,  l ’ a s s e r t i o n  ( v )  a  l a  c o n s é q u e n c e  s u i v a n t e  î p o u r  

t o u t  c o m p a c t  K C  X ,  i l  e x i s t e  C >  0  t e l  q u e  p o u r  x  <= K e t  f ? j >  1 

o n  a i t  ,  p o u r  t o u t e  C 0 (lftn ) 5

t e l  q u é- m - k

d ' a p r è s  î 1}  » §1 , e t  o n  p e u t  p r e n d r e Q1
2m - k I d -1

))•

D ' a p r è s  L I J » §1 » i l  e x i s t e Q 2
t e l

,  t r o n q u é  d e  f a ç o n  q u ' i lR
2

p 3_

u n  o p é r a t e u r Q k *  o ÍR 3 ) J (on a

3
Qi

o n  a i t  ,  p o u r  t o u t e &
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l r k i ' t ' H f 2 4 c ( t pN)X,çH 'lL2 + i? r N N { l ^ D ^ y f  d y )

o ù  o n  a  p o s é

= 2 1  ^  t à ï  p(x,s) \«|— i w * * w  y*

4 W+P|<N

A p p l i q u o n s  c e c i  a u  p o i n t  ( x , A Ç )  , a v e c  ( x , f ) 6 l  ,  |?1 =  1 ,

}k ~ ^ oo , . e n  c h o i s i s s a n t ' N ss k + 1  . On v o i t  a u s s i t ô t  q u e
k  \ N , x , n V

t e n d  v e r s  $  v . ( P )  p o u r  rt~><*>> e t  o n  o b t i e n t  d o n c  à  l a -  l i m i t e
X,<5

( p u i s q u e  t e n d  v e r s  0 )

■ M l 2 <> c  ( p )

c e  q u i  i m p l i q u e  ( i v )  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n 3 . 2  .

Comme o n  a  d i t  , l e  t h é o r è m e 3 . 1  f a c i l i t e  l ’ é t u d e  d e  l ' i n v e r s i b i -  

' l i t é  d ’ u n  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  d e  l a  f o r m e  a ^  , m a i s  c e l l e - c i  e s t  

l o i n  d ' ê t r e  c o m p l è t e  e n  g é n é r a l .  E l l e  l ’ e s t  n é a n m o i n s  l o r s q u e  a  e s t  

u n  p o l y n ô m e  e l l i p t i q u e  d u  s e c o n d  d e g r é  ( c f .  [5^ > ) » e t  l e  c r i t è r e  

d e  [ 5 3  o u  ^13]  s e  t r a d u i t  e n  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  ( q u i  g é n é r a l i s e  l e  

r é s u l t a t  d e  \ $ \  p a r c e q u e  l a  r e s t r i c t i o n  à  2 1  d e  l a  f o r m e  s y m p l e c -  

t i q u e  c a n o n i q u e  d e  T*X n ' a  p l u s  b e s o i n  d ' ê t r e  d e  r a n g  c o n s t a n t  , 

e t  q u i  p r é c i s e  l e  r é s u l t a t  d e  [ l 3 ]  e n  a f f i r m a n t  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  

p a r a m é t r i x e  d ' u n  t y p e  p a r t i c u l i e r )  :

S o i t  P € . X  * ( i e .  n u l  d ' o r d r e  2 s u r  2 .  ) » t r a n s v e r s a l e m e n t  

e l l i p t i q u e  l e  l o n g  d e  2T • On s u p p o s e  q u e  l e  s y m b o l e  p r i n c i p a l  p Q 

p r e n d  ( l o c a l e m e n t )  s e s  v a l e u r s  d a n s  u n  a n g l e  ( s t r i c t e m e n t  c o n v e x e )
P  c  Œ . N o t o n s  Q l a  m a t r i c e  h e s s i e n n e  d e  p Q ( i d e n t i f i é e  à  u n e  

f o r m e  b i l i n é a i r e  s y m é t r i q u e )  , e t  A l a  m a t r i c e  f o n d a m e n t a l e  d e  

p Q ( d é f i n i e  p a r  Q ( u , v )  =  ^ ( u j Av ) , o ù  6" e s t  l a  f o r m e  s y m p l e c t i -  

q u e  c a n o n i q u e  d e  T*X) : e n  t o u t  p o i n t  d e  21  , l e s  v a l e u r s  p r o p r e s

d e  A s o n t  d e  l a  f o r m e  ± 2 i A ,  ( k = l ,  . , . , n )  , a v e c  £  r  * s o i t
2 n K

d ' a u t r e  p a r t  V =  k e r  A l e  s o u s - e s p a c e  s p e c t r a l  d e  A r e l a t i f

à  l a  v a l e u r  p r o p r e  0  , e t  I 9 ( P )  =  P .  -  ( l / 2 i ) Z . t £ p  / c ) x . ^ .  l e
*“  ̂ ^ J J

s y m b o l e  s o u s  p r i n c i p a l  ( p Q , p^ s o n t  l e s  d e u x  p r e m i e r s  t e r m e s  d a n s

l e  d é v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  p v  P Q **■ p^ + • . . d u  s y m b o l e  t o t a l
d e  P )  . A l o r s  l e s  a s s e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  :

z .
N$d\

F
N, x, % oÚ-P <N

L .
1

ex ! ft!
c>_

K

a s
à p>

ß

y
E

■Á
J ;,
2kP

NYX,*

(puisque «V
H-N

X.ç

lŸ
2

L2
C 6

k
x

p; vv' L
2

, et le critèren il

Soit P £. N
m, 2

* Soitf£kA

2
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, - m , - 2( i )  P p o s s è d e  u n e  p a r a m é t r i x e  b i l a t è r e  Q <£: OPS

( i i )  P o u r  t o u t  ( x , Ç ) < £  ZI  » t o u t  m u l t i - i n d i c e  &( =  (iX^ , . . . ,  c ^ )  

e t  t o u t  v e c t e u r  c o m p l e x e  v  Q V ,  o n  a
n

+ q ( v , v )  +  & 0
j

( i i i )  P f  £  H®o c  i m p l i q u e  f  <£- H * * ™ " 1

[ 1 ]  B o u t e t  d e  M o n v e l  L .  : H y p o e l l i p t i c  o p e r a t o r s  w i t h  d o u b l e  c h a r a c t e r 
i s t i c s  a n d  r e l a t e d  p s e u d o d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r s .  Comm.  P u r e  A p p l . 
M a t h .  2 7 ,  5 8 5 - 6 3 9  ( 1 9 7 4 ) .
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[ 5 ]  G r i g i s  A .  : H y p o e l l i p t i c i t é  e t  p a r a m é t r i x e s  p o u r  d e s  o p é r a t e u r s  
p s e u d o d i f f é r e n t i e l s  à  c a r a c t é r i s t i q u e s  d o u b l e s .  A s t é r i s q u e ,  c e  v o l .

[ 6 ]  G r u s i n  V . V .  : On a  c l a s s  o f  h y p o e l l i p t i c  o p e r a t o r s .  M a t .  S b o r n i k  8 3 , 
 4 5 6 - 4 7 3  ( 1 9 7 0 ) , e t  N a t h .  USSR S b o r n i k  1 2 ,  4 5 8 - 4 7 6  ( 1 9 7 0 ) .
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SUR L'HYPOELLIPTICITE DES OPERATEURS 

PSEUDODIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES MULTIPLES
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L'étude de 1'hypoellipticité avec perte d'une dérivée pour

des opérateurs pseudo-différentiels' à caractéristiques doubles a

connu un grand développemeat ces dernières années. Commencée par

J. SjBstrand [lO], L. Boutet de Monvel et F. Trêves [2] qui considé-* , 00 

raient le cas ou l'ensemble caractéristique était un cône C symplec-

tique 2, elle fut poursuivie par L. Bojutet de Monvel [3] qui construisit 

une algèbre d'opérateurs pseudo-différentiels contenant les parametrixes 

des opérateurs considérés et permettant d'étudier des situations plus 

générales [6], [4]. Dans [9] enfin, L. HUrmander caractérise 1'hypoel

lipticité avec perte d'une dérivée pour des opérateurs à caractéristiques 

doubles dont le symbole principal pm vérifie la condition suivante : 

microlocalement, il existe un angle T dans S d'ouverture inférieure 

à TT tel que pm (x,|) Ç T. Il est montré, dans ce cas général, que, si 

la condition d'hypoellipticité avec perte d'une dérivée n'est pas 

satisfaite, on ne peut espérer d'hypoellipticité avec une perte infé

rieure à 9/8. Dans le cas où S est symplectique, il est montré dans

[lO] qu'on ne peut espérer d fhypoellipticité avec une perte inférieure 

à 3/2 dérivées. Nous présentons ici une étude de 11hypoellipticité avec 

perte de 3/2 dérivées, inspirée au départ par l1article de J. SjBstrand 

et les discussions que nous avons eu avec lui. Nous tenons à le remer

cier pour les conseils qu'il nous a donné. Notre présentation est 

cependant différente dans la forme, car il nous a semblé bon d'utiliser 

et de développer la théorie des opérateurs d'hermite introduite dans [3] 

et qui donne lieu à un calcul symbolique plus agréable. Nous introdui

sons en particulier la notioln d'opérateurs d'Hermite pair ou impair 

et différentes notions de "régularité" qui joueront un rôle important 

dans les démonstrations.

Cet article est relativement self contained mais nous conseil

lons au lecteur d'avoir sous la main [3] et [lO] en particulier pour 

l'étude détaillée des opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux 

d'ordre 2 que nous n'avons pu expliquer en détail ici. Les principaux 

résultats "explicites" sont les théorèmes 1.2, 4.2.1 et 4.3.14 mais 

d'autres résultats implicites sont donnés dans les propositions 3.2.2 

et 3.3.1.

INTRODUCTION .
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Le plan de ce travail est le suivant :

§ 1 : Notations et présentation des principaux résultats 

§ 2 : Rappels et compléments sur les classes de Boutet de Monvel

2.1 Les classes Sm,k (Ü,Z)

2.2 Les opérateurs d'Hermite

2.3 Les opérateurs d'Hermite adjoints
m k \

2.4 La classe S 9 (Q,E) dans le cas où E est symplectique

2.5 Composition de OPSm, Ĉ (Ü,S) et des opérateurs d fHermite

2.6 Premier critère d*hypoellipticité

§ 3 : Rappels et compléments sur la méthode de J. Sjostrand

3.1 Etude d'un système. Second critère d 1hypoellipticité

3.2 Parité et "régularité".

§ 4 : Démonstration des théorèmes. La construction explicite des 

systèmes.

4.1 Le cas général : La construction de J. Sjostrand

4.2 Démonstration du théorème 1.2. L'hypothèse H1

4.3 Généralisations et conjecture.



- 3 -

§ 1 : ENONCE DU THEOREME. NOTATIONS ET PRESENTATION DES PRINCIPAUX 

RESULTATS.

00
Soit Q une variété C paracompacte de dimension n et soit

*
T Q\0 le fibré cotangent privé de la section nulle.

On considère des opérateurs pseudodifférentiels P sur Q qui, 

dans tout système de coordonnées locales, ont un symbole de la forme :

(1.1) p(x,§) S p (x,Ç)

j= o

où les p^ ^.(x,Ç) sont des symboles positivement homogènes de degré m-j.

On dit alors que P est un o.p.d régulier d'ordre m : P ç Lm (Q).
reg

Un opérateur d'ordre m est dit hypoelliptique avec perte de k dérivées 

(kÇlR) si :

Vu e ®' (fi), vco c  Q Pu C Hf («)) =» u 6 H®+m-k(co)
^ V 7 ^ loc ^ loc

* \Cette définition locale peut être microlocalisée dans T Q\0.

On considère ici le cas, où le symbole principal p^ de l'opérateur 

P considéré, s'annule à l'ordre 2 exactement (cf [lO]) sur une sous 

variété S conique, fermée, symplectique de codimension 2v dans T Q\0.

On peut définir en tout poiiit P de 2 les invariants suivants ( cf [lO])

(1.2) le symbole sous-principal :

■>¿-1 <(,) = ‘ï - !  - èi ï â r >  (p)
3=1 3 3

(1.3) L'indice d'enroulement de p^ (winding number) lorsque E est de 

codimension 2.

On fera dans la suite l'hypothèse que cet indice d'enroulement est 

nul.

(p)
ò
2

Pm

3
öS

3
Sx

n
E
j=l

1
2i
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On sait que A opère sur la fibre au dessus de P du complexifié du

fibré normal à S et que ses valeurs propres sont de la forme - iX.
ü

où X. appartient à T Lr est l'ensemble des valeurs du 
3 ; ^

Hessien de Pffl ]• L'hypothèse faite en (1.3) assure que est un

angle convexe df ouverture inférieure à TT.

E étant symplectique, on peut définir un crochet de Poisson noté

r *) 00
1,Jj sur les fonctions C sur E.

Dans le cadre ci-dessus, il est démontré le théorème suivant (LlO'J [2]

[3].)

(1.4) La matrice fondamentale Ap.

Théorème 1.1

Soit P vérifiant les hypothèses ci-dessus, on suppose que :

(1.5) V p é  E, Va. g 1N 
3

v
p' 1 (P) + S (2ia.+l) X (P) /  0  

m-1 j = 1  J 3

1 o c 1 o c
Alors P admet une parametrixe qui est continue dè H (Q) dans H .(Q)

^ s s+m-1

pour tout s réel.

Lorsque (1.5) n'est pas vérifiée, on sait (cf [lO]) que l'on ne peut 

espérer d'hypoellipticité avec perte de r dérivées (r<3/2). Le théorème 

que nous présentons ici étudie 1'hypoellipticité avec perte de 3/2 

dérivées.

Théorème 1.2

On suppose v=l ; on garde les hypothèses précédentes mais 

on suppose qu'en un point Po de S, il existe j dans 1N tel que :

( 1 . 6 )  p ^ 1 ( p o )  + ( 2 j + 1  ) X ( p o )  = 0

( j=1 9 • • * 9v)
est un

P
r
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Pm-l (p) = pm - l (p) + ( 2 3+1)

Alors P est strictement hypoelliptique avec perte de 3/2 dérivées
* V

dans un voisinage conique du point Po dans T Q\0 si et seulement si :

(1.7) i [p , p } < 0  au point po
i m-l m-l _

Soit Ie symbole défini sur E par :

Remarque 1.5

La démonstration du théorème 1.2, permet en fait, en uti

lisant les résultats de [5], d'obtenir une étude complète de l'hypoel- 

lipticité avec perte de r dérivées : 3/2 ^ r<2.

Remarque 1.4

Dans le cas où la codimension de E est plus grande que 2, 

on obtient des résultats analogues qn imposant des conditions sup

plémentaires.

Ceci sera détaillé au § 4 [Théorèmes 4.2.1 et 4.3.14].

§ 2 : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES CLASSES DE BOUTET DE MONVEL

2.1 Les classes Sm,k(0,E) (cf [3])

00 _
On considère un cône C (au sens de [3], 2.1.1) U et un

00
sous-cône E de U. On définit une fonction r(>0) C homogène de degré

1 sur U et on pose : U = U 1 x JR. U 1 est la base de U. On note : f g

si dans tout cône inclus dans U à base compacte dans U 1, il existe une 

constante C telle qu'on a f ^ Cg pour r assez grand. On définit une 

fonction dj, dont le carré est la somme d'une fonction (>0) homogène 

de degré -1 et d'une fonction positive (>0) hors de E ? nulle à 

l'ordre 2 exactement sur E, et homogène de degré 0.

Fm-1 (P)

( p :?
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Définition 2.1.1

m k
On désigne par S ’ (U,E) l'espace de toutes les fonctions

00
C sur U telles que, quels que soient les champs de vecteurs X^,..Xp,

00
Y^,..,Y à coefficients C , homogènes de degré 0, avec les X.. tangents 

à S, on ait :

m ,k-q
• A A c -  ̂‘

P 1
X____X .Y____ Y a| < r"‘ d£

Si U=T fl\0, on notera Sm,k(Q,E) et on désignera par 0PSm,k(Q,E) 

la classe des opérateurs pseudodifférentiels naturellement associée 

aux symboles de Sm,k(ü,E).

Définition 2.1.2

Soit S™ c(Œ) la classe des symboles pseudodifferentiels
P, o

sur Q telle qu'elle a été introduite dans [8] £o * ô ^ p ^ 1, 6<l].

Un symbole de S™ q (Œ) (Sm (iQ) en abrégé) est dit régulier 

(resp. semi-régulier) s'il admet un développement asymptotique :

P ~ S pm. j  (x,5)
3=0

où les p /0(x,Ç) sont homogènes de degré m-j/2. 
m— 3/i

Définition 2.1.3

On dit qu'un opérateur pseudodifférentiel semi-régulier P 

de degré m s'annule à l'ordre k sur E si pm s'annule à

l'ordre k-j sur E pour j^k.

Il est facile de voir que de tels opérateurs sont dans 0PSm,k(0,E).

resp. p r>~t
00
E

3='o
Pm- j '2

(x, 5)

2 si T m- 3 2 x, s'annule à



On utilisera la propriété suivante :

Si k est négatif, un opérateur de OPSm,k(Q,E) opère de HS (fi)
comp

dans H®"m+1/2-R (fi), 
loc

On introduit maintenant les classes d'opérateurs suivantes :

2.1.4 0F9Cm (fi,E) = D 0PSm_^ ,“2:’

3 ^

2.1.5 OPSm,C°(Q,E) = H 0PSm,;*

• 3 ^

On utilisera constamment les propriétés suivantes :

Si A ç OP K m (Ü,E), B £ OPSn,,,k', A* € OP ^ ( X ^ )

A» B, B o A g OP 5Cm+m'_1/2 ’k,(Ü,E).

En particulier, si A est dans 0P3Cm (fi,E) et B est dans OPSm ,C°, AB
00

et BA sont régularisants (i.e à noyau C ).

On utilisera également les résultats suivants sur les développements 

asymptotiques.

Proposition 2.1.6

•

i) Soit a . ç Sm 3 ’ (j=0,..,°°), alors il existe a dans Sm ’
G

tel que : ¥N, a - Z a. ç Sm-N,k.

3<N J

—00 /
a est défini modulo un élément de S (fi).

ii) Soit a. Ç gm »^+3 ( j=o,. . . ,°°), alors il existe a dans Sm,k 
J

m le + N  7
tel que : ¥N, a - S a. ç S ’ , a est défini modulo un élément

j<N 3
m oo

de S ’ (fi,S).

- 7 -
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iii) Soit a. ç gH>-j/2, k-j .,<»), alors il existe a
3

_m,k , . .... „ _ em-N/2,k-N
dans S ’ tel que : VN, a - E a . ç S  ’

j<N 3

a est défini modulo un élément de 3Cm~*c/̂ .

§ 2.2 : LES OPERATEURS D*HERMITE : OPHm (cf[3])

On suppose maintenant que Z est symplectique de codimension 2v. 

Alors par un choix convenable de coordonnées canoniques, on peut suposer 

que la surface S est donnée dans T^K^O par

t = 0 

T = 0

où T* ]Rn 9 (x,§) = (y ,  t,7],T )

t = (tj,..,t^) t =  ̂,. . t"*y)

On désigne par Y la surface définie dans ]Rn par t=0, T*Y\0 peut alors 

être identifié à S.

On a alors la définition suivante :

Définition 2.2.1

On appelle opérateur d'hermite de degré m, tout opérateur

H = H'+R de Cq (Y) dans C QRn) où R est un opérateur à noyau C et H' 

a une représentation intégrale :

H' f(x) = (2TT)n"v JViy,T). h(y,t,T]). f(î|) *T\

avec h ç 3Cm+v/^  (U,S^)

où U = ]Rn x (Rn"*v \{ o } ), (x,T)) = (y,t,7|) et Ej est le cône t = 0.

On écrira alors que H est dans 0PHm .

( j =0 ,
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*

Soit h (y,P,t) une fonction dans C°° QRn~v x gn-v-1 ĵ j?(jRv ))
y , P ^

alors h(y,t,T|) = (T])m+V/^  . h.(y,-ĵ j-, t|*j]|^^) définit le symbole 

d'un opérateur dans OPHm .

Exemple 2.2.2

Soit H un opérateur d'hermit'e défini par une fonction h 

dans 3Cm+v^  (U,2j), le symbole o°(H) est la classe de h modulo

jçm+v/4-1/2 et le symbole complet de H, o(H), est la classe

—00
de h modulo S (U).

On dira que H est semi-régulier d'ordre m si h(y,t,7]) 

admet un développement asymptotique du type suivant :

2.2.3 h(y,t,T)) ~  2 hm_j/2 (y>t »'n)

où hp(y,t,T|) est dans 3C^+V/^  (U ,2^ ) et a la propriété d'homogénéité 

suivante : 1

2.2.4 hp ( y , X T | )  = hp (y,t,T]), pour X ç]R+ .

On définit de manière analogue un opérateur d fhermite régulier d'ordre m.

On dira qufun opérateur d'hermite est pair (resp. impair) si son
—00

symbole complet est pair modulo S (resp. impair).

Tout opérateur d'Hermite admet une décomposition en partie paire 

et impaire.

On utilisera les propriétés suivantes des opérateurs d'Hermite :

Soit H un opérateur d'hermite de degré m, Q un opérateur 

pseudo-différentiel de degré m f sur Y, alors H f = Ho Q est un opérateur 

d'hermite de degré m+m? , et on a G°(H1) = 0°(H) o C°(Q).

* On désigne par sP * la sphère unité dansIR^.

et le symbole complet de H, o(H), est la classe
1

E(U

.1=o

2.2.4 hp (y,X"1/2t,Xi]) = XP

-1
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Cette opération conserve la parité et la régularité, i.e.

Si H est pair (resp. impair), HQ est pair (resp. impair). Si H est 

semi-régulier (resp. régulier), Q est semi-régulier (resp. régulier),

HQ est semi-régulier (resp. régulier).

Enfin on désignera par H lf opérateur de Œ dans L^(]RV ) (ou ^  0RV ))
y > ti

défini par :

H „ • z = h(y,n,t) . z , z ç Œ.
2 > 'I

§2.3 : LES OPERATEURS D*HERMITE ADJOINTS : OPH1"*

, m* / oo n
On définit OPH , comme la classe des opérateurs H f de C^uR )

0 0 /

dans C (Y) de la forme :

2.3.1 H f = H* + R

* , m
où H est l'adjoint d'un opérateur dfHermite H de OPH proprement

* 00
supporté et ft est un opérateur a noyau C .

Une fonction d'hermite h dans K m+V^  définit un opérateur d'hermite 

adjoint par la formule :

2.3.2 (H* . f) (y) = (2TT)n-v JtJ^eiy-Tl h(y,t,Tl) . f(t,T)) dt d^

On appelera symbole de H', le symbole de H ; on étend ainsi toutes les 

notions de symbole principal, régularité, parité.

Soient H et H' deux opérateurs d'hermite de degré m, m' proprement

supportés, alors H*o H' est dans OPS™ (Y), Ho H'* est dans 0P5Cm+m (Q,S),
1,0

si H et H' sont semi-réguliers (resp. régulier) H*o H' est semi- 

régulier (resp. régulier). On a :

2.3.3 0° (H*oH») = Jo°(H) . 0°(H') dt
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Si H et H f sont de parités différentes, H* o H 1 est régularisant.

m*
Enfin, si H f est dans OPH de symbole h, on désignera par H f

y 9 T)
2 2 

lfopérateur de L dans Œ défini pour f(t) dans L par :

H;  - - f  = Jh(y, t ,T| )  f ( t )  dt.J 9 l|

§ 2.4 : LA CLASSE Sm,k(ü,S) DANS LE CAS SYMPLECTIQUE

Lorsque £ est défini dans T* ]Rn\0 par t=T=0, les symboles

m k
de S ’ (Q,E) vérifient les relations suivantes (traduction en coor

données locales de la définition 2.1.1) (au voisinage de t=T=0).

( | t , t  h i  ^ , ^ 1 - 1 * 1

0R2v) l'espace des symboles a sur ]R^V vérifiant

_00
notera a(t,Dt). Un opérateur régularisant (i.e dans OPS QR ))

est un opérateur qui envo i .  t f ' -  ' J .

m le 2 v oo
On désigne par classe des fonctions C définie par

les inégalités 2.4.1 mais où t et t parcourt ]R^V . Pour (y,n) fixés,

* * k. 
ce symbole définit un opérateur dans OP )> on notera alors la

classe O P S ^ C S , 1 R V ) pour mentionner la dépendance en (y,T|).

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier s'annulant à 

1'ordre k sur E .

2.4.1 _òa

ôy
aT

òP

àTì,p

ò_Y

at Y
ôô

ÒT.F
a y 3V t, r ) | <

< [1 + Dh
m- ß ô

(I t +
T

Ti
+

1

TI
1 'S

k- Y 6

On désigne par S
k
glob

Un symbole de S
k

erlob
ÛR¿ v ,

définit un opérateur sur $ ORv quf on

2. 4. 2
òy

at 7
ô

àiT a(t T ) | < 1+ t + 1 I)
k- Y 6

glob

s
m. k
glob

0RV ), on notera alors laS
k
glob
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Son symbole admet un développement asymptotique :

2.4.3 a(y,T],t,T) ~  E a /2 (y,T],t,T)

j=o

Ilest introduit dans [3] l'opérateur Am k/̂ 2 défini par son symbole
E

2.4.4 am_k/2 (y,T),t,T) =

E

S M  1-1 „ ■ ai.-j/2(p) (y>Tl’0 ’0) tP'T“ 
j=o |o|+|p|=k-3

Am k/̂ 2 possède la propriété suivante :

2.4.5 A-Am-k/2 ç. OPSm,k+1 (Q,E)

E

am-k/2 (y,7],t,T) est dans S™^k^ (E^R2v) et possède la propriété 

d'homogénéité suivante :

_ m-k/2 / . --1/2, .1/2 * .m-k/2 m-k/2 , _ *
2.4.6 a t, X t) = X a (y,T],t,T)

S S

Un élément de (S^IR2v) possédant cette propriété est dit homogène.

On notera l'opérateur associé dans OPSm^, (S ̂1RV ) (mais on

S(y,7)) g °

ommettra (y,T|) lorsqu'aucune confusion ne sera possible).

On va écrire A comme une somme asymptotique de termes homogènes dans 

OPSm,k+ ̂ (Q,Z), somme qui sera définie modulo OPS"1’ (Q,E) (cf Prop 2.1.6)

On utilise un développement de Taylor de 2.4.3 en t=0, t =0

a ( y , T l , t , T )  ~  E E - i —  a (y,T),0-,0) t P . T

j=o a,0 a!0!

m- J r'¿

k
2

(a) aP

E

■y , xT|>X

Un element de S
m, k
glob

On notera A
m-k,

E y, v

m- j '2( p )

(a) a
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a (y>71>t,T) ~  2 am-k/2-i/2 (y>T|>t)T) 

i=o 2

avec am“k/2"l/2(y,T1,t,T)= 2 Z  —  a j/2(p) (y,^,0 »0 ) *Pt“
2 j=o U r + |p|=k+i-j al fil m-J/2(P )

/

Il est facile de voir que am"’k^ " ’̂ 2 (y,i],t,T) est homogène dans
2

sm,k+i(2^R2V)
glob ^

qu'on réordonne sous la forme :

On notera

A ~  2 Am“k/2-1/2 dans 0PSm,k(fi,2) 

i=o 2

modulo OPSm,°°

00 jj» Irx i
L'image de A dans 2 OPS £ ^ (2^R )( est la somme formelle

i=o °

g m-k/2-i/2, , n x S .m-k/2-i/2 
2 a '  (y,Tl,t,D,) = 2 A
i=o 2 i=o 2, (y,7])

Réciproquement, considérant ! une famille A 1 ( i=o, . . dans 0PS™^k^ 1(2rIRV ),

on peut associer à 2 A 1 un opérateur A dans 0PSm,k(fl,2) unique modulo

m 00 ✓
OPS 9 (Q,E). On dira que A est d'ordre m-k/2.

*
Définition 2.4.7

m k %
Un opérateur A dans OPS ’ (Q,2) sera dit semi-homogène s'il

admet un développement :

00 ' m 00 )
A ~  2 A. (mod OPS ’ ’ 

i=o

m-k. 2- i '2
k+i

ß a(er)1



où les sont les images inverses dans OPSm,^+^(Q,S) d'éléments 

de ('S JRV ) à symboles homogènes (cf. 2.4.6).

Par exemple un opérateur semi-régulier est semi-homogène.

*
Définition 2.4.8

Un opérateur A dans OPSm,^(Q,S) sera dit homogène s'il 

admet un développement :

00 m 00
A -  S A. (mod. OPS ’ ) 

i=o

où les A^ sont les images inverses dans 0PSm,^+^^(C2,S) d'éléments 

de OPS™^*^* (S yIRV ) à symboles homogènes (cf. 2.4.6)
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Un opérateur régulier nVest pas homogène mais seulement 

semi-homogène.

Nous pouvons encore définir une notion de parité : On 

dira que A dans OPSm ^(Q,S) conserve la parité (resp. inverse la

parité) si tous les Am respectent la parité (resp. l'inversent)

s (y  ,T| >

en tant qu'opérateurs sur t^QRv ).

* Un élément de OPS™^*^*(SrIRv ) à symbole homogène (2.4.6)

est homogène au sens de la définition 2.4.8 de sorte que la coexistence 

de ces définitions n'est pas gênante.

A
i

de OPS
m, k+ i
glob

z

parité) si tous les A
E ■ y, 71)

m-k 2-1 2
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On a l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  :

Si A est régulier, les Am-k/2-i/2 respectent la parité si

E

pair, l'inversent si est impair.

e s t

On peut alors écrire :

A ~  A pair + A impair (mod. OPSm ’ (Q,E))

ou a • S .m-k/2-iA pair ~  E A

i=o E

. . .  S .m-k/2-l/2-i
A impair ~  E A

i=o E

si k est pair

A pair et A impair sont homogènes

. . S .m-k/2-l/2-i
A pair ~  E A

i=o E

. . .  S .m-k/2-i
A impair ~  E A

i=o E

si k est impair.

Soient A (resp. B) un opérateur dans OPSm,k(Q,E) (resp. OPSm (0,E)),

, . „ , , __am+m',k+k' 
alors Ao B est dans OPS ’

Si A et B sont semi-homogènes, Aofi est semi-homogène. Soient A

S ( y , n )

(resp. B ) l'image de A (resp. B) dans E OPSm ?k, (E,]RV )

S(y,T)) g l° b

(resp. E O P S ™ ^ k '(E^Rv )).

On désigne la loi de composition des opérateurs dans ■ ¿ V ) par #.

On a alors la formule suivante :

2.4.9 o(A o B)
i - | “ l ! da 

E i-,—  o -2—  A
a a !

m 00
modulo S ’ .

k+ i

e s t  i m p a i r .
+ ik

m1 * k'

âTi
a E y» H

#
aa

ày a
B
E y T

\

I
/
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ôa vÇ ôa
(— —  A ) est l'opérateur dans v?0R ) dont le symbole est a ( y , *n, t , t)

ÔTl“ 2 y,T]

ôa ,
qu'on peut noter encore ----a(y,T|, t,D, ).

§ 2.5 : COMPOSITION DE 0PSm,k(Q,2) ET DES OPERATEURS D 'HERMITE

m k
On considère des éléments de OPS ’ (Ü,E) qui sont semi-

homogènes.

On a vu que :

A - 2 Am-k/2-i/2 ^ 0pgm,k+N

i=o E

Si A est dans OPH™', AH est dans OPHm+m'~^2 et

0°(AH) = Am-k/2 o o°(H)

2 (y,T])

I
*

0° (H*A) = o°(A#H) = (Am-k/2 ) . o°(H)
déf S(y,-T])

Le symbole complet h 1 de H f=AH s'obtient par le développement asymp- 

totique suivant :

2.5.1 h» ~  2 2 — —  A"i-k/2-x/2 | h (y>1^ t)j

i=o a al ÔT]0 2(y,T])

ou h désigne le symbole complet de H.

Si A est semi-homogène, H est semi-régulier, AH est semi-régulier et 

h' admet le développement suivant :

aày\

u

òa

ôy
a h y >Tl> t )

i a|

h'
00
S

j= o
h '

[TH m' -k 2- j- 2 y, t, Ti
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ou

h* ' - E il— ! ô“ ân,-k/2-i/2/ ôa . '
m+m'-k/2-j/2 . -v a w  \ [ » ce m'-p/2

J «, i,p a! ôf|“ S (y ,Tl) \ ôy P/ J

i ÿ + UI=3/2

[Q 00
Remarquons que si A-B est dans OPS 9 , (A-B)H est régularisant, ce 

qui justifie le formalisme ci-dessus.

*
On a des formules analogues pour H A (passer à lfadjoint).

Faisons enfin quelques remarques évidentes sur la parité :

Si H est pair et A conserve la parité, AH est pair.

Si H est impair et A conserve la parité, AH est impair.

§ 2j_6 : UN PREMIER CRITERE D'HYPOELLIPTICITE ([10] [3])

Proposition 2.6.1

Soit A un opérateur pseudo-différentiel semi-régulier 

dfordre m s'annulant à l'ordre k sur S symplectique. On suppose que 

le symbole principal de A s'annule à l'ordre k exactement sur S, 

alors A est hypoelliptique avec perte de k/2 dérivées si et seulement 

si pour tout (y ,T|) dans E, Am a son noyau dans \ÿûRv ) réduit à

s < y , T ] )
zero.

Ce théorème est bien connu [lO], mais nous esquissons une démonstration 

dans le cadre introduit ci-dessus.

On sait [3] [4] que si A s'annule exactement à l'ordre k sur E, il 

existe Qj dans OPS-m’-^ tel que :

Qj.A = I+Rj où Rj € OPS"1'/2,"1(n,S)

y 9 t , *n»)

si pour tout (y,îi) dans E, im- k 2

- 1 2 , - 1
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utilisant la série E(-l)^ (cf Prop 2.1.6), on en déduit l'exis

tence de tel que :

q 2 .a = i+r 2 o ù r 2 ç OKC°(Q,S)

Par ailleurs, on peut montrer que si est injectif dans v5orv ),

2 (y,T|)

il admet un inverse à gauche B dans la classe OPS IÎI,,^(2JRV )

S<y,H> s

(ceci sera détaillé dans un cadre plus général au §3, mais résulte 

essentiellement du travail de C10])

—m — k
B définit alors un opérateur B dans OPS ’ (0,E) tel que :

z(y,T))

B. Àm"k//2 = I+R_ où R_ ç OPS-1,0(C3,E)
E 3 3

On utilise ici (2.4.9).

Par ailleurs B. (A-Am
E

, nnom.k+l 
dans OPS ’

On en déduit donc que :

B.A = I+R_ avec Rc dans OPS°’
O 5

Utilisant la série E(-l)** R^ (cf Prop 2.1.6), on en déduit l'existence 

de dans OPS-m,-k tel que :

Q_.A = I+R„ avec R_ dans OPS°’
3 b b

Alors (“Pg'Q2+^3^ es^ une Parametrixe pour A, ce qui démontre la 

proposition.

= R. où R. est dans 0PSO>* car A-Am-k//2 est 
4 4 S

utilisant la série E(-l) j R3
1

tence de Q
2

Par ailleurs,on peut montrer que si A
m- k 2

m-k '2
est

S

, m- k 2

avec R
5

dans OPS
0,1

de Q
3

00
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§ 3 : RAPPELS ET COMPLEMENT SUR LA METHODE DE J.SJOSTRAND

Nous reprenons la méthode' de J.SjBstrand, mais en utilisant 

notre formalisme. Dans tout le §, A est un opérateur pseudodifférentiel 

semi-régulier d'ordre m s'annulant à l'ordre k sur S symplectique.

§ 5.1 : ETUDE D'UN SYSTEME - SECOND CRITERE D 'HYPOELLIPTICITE

I

On veut maintenant traiter le cas où A™ n'est pas

E(y»n)

injectif dans v?ÛRv ) en un point ,7]q) .

Suivant [lO], on introduit le système suivant :

Soient lTj (j=l,--,p) des opérateurs d'hermites dans OPHm" ^ ^  de 

symbole homogènes , R+  ̂ (3 =1,•*,q.) des opérateurs d fhermite adjoints 

dans OPH m“k/2 ¿e symbole h^ homogène et on considère le système

é t

m-k/2
It

qui opère de 'C?0RV ) x dans t 5 W V ) x

p p 
Ici pour z dans : R .z = £ R 3_.z. = S h^(y,,n,t)z. .

! y>T\ j=i y»Tl J j=i 3

pour u dans ^ Q R V ), |r * ^uj = R * ^ . u  = Jh^iy^,^) u (t) dt 

pour j=l,..,q.

Il lui correspond un système d'opérateurs pseudodifférentiels opérant

de C (Rn) x (C (Y))** dans C (Rn ) x C (Y)**, défini par la matrice :

$ - 1

R

: (u,U ,..,u ) -* (f,v 
R 0 P q

A

'2m- k

V -(y

symbole hJ

ly» V ß
+

y •tí
o

<rp aq

m- k '2 A
I y jTI y i

r “



On a alors la proposition suivante :

est bijectif pour (y,T|) dans un voisinage de

Une telle parametrixe permet de démontrer des résultats d'hypoellip- 

ticité comme le montre la proposition suivante, qui est l'analogue 

de la proposition 2.6.1.
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P -i
où R (u1?..,u ) = E R . u.

P j=l 3

(R+u). = v. = R+3u j=l,..,q
J J

Proposition 5.1.1

On suppose que

m-k/2

é i
y,Ti

est bijectif de 't5>QRv )y(IP dans $Cffiv )xŒq

alors â admet une parametrixe bilatère au sens suivant :

il existe E € OPS
-m, -k

J E+ € (OPH
-m+k '2

)
q

E € (OPH
'•‘■-m+k 2

)
P
>

E'
+

(E
+

i.i
avec

+
E
ij

6 OPS
-m+k/2
1,0 (Y) tels que, si on pose :

i
F. F +

E” E
+

£ é b C$ 5 £ If»

où 31 est régularisant au sens suivant :

31

K11 ■9t12

k» »22;

»12 3121 2i
sont a noyau C

GO
et 3?11 6 OPSo,00

Bien entendu, on peut "microlocaliser" cette proposition si £

m-k, 2

y, 71

(y
o j T ).



Sous les hypothèses précédentes :

i) le système < &  admet une parametrixe bilatère £• au sens habituel
% 00 

{i.e «Rjj est a noyau C ).

ii) A est hypoelliptique avec perte de k/2 + t dérivées si et seulement
l

+
si E~ est hypoelliptique avec perte de t dérivées.
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Proposition 5.1.2 lIO]

Remarque 5.1.5

Si E" admet une parametrixe à gauche dans ®^®i/2^l/2 ’ 

A admet une parametrixe à gauche dans *

Remarque 5.1.4

Comme il est remarqué dans ClO], on a des résultats analogues 

pour la résolubilité locale, la propjagation des singularités.

Démonstration de la proposition 5.1.2

Par la proposition 3.1.1, on sait qufil existe £  tel que

r* u  01 

I,;o 0

00
(modulo des opérateurs à noyau C ) où est dans

o 00 
OPS ’ .

Par ailleurs,il existe (cf Démonstration de la proposition 2.6.1) 

Q dans OPS~m,~k ^el que :

Q.A = I+Wj avec dans OP&C°

* chaque terme de la matrice E" est dans 0pSjy2^l/2^Y ^

nils 2 ++
(Y)

*

(0).OPS
1 '2,1/

-m+k. 24 t

e 4t

9111

m-■k '2+t
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Qn en déduit

car 3̂ =  0

On vérifie alors aisément que

( E - a u Q) E+\  /A R'

+
e ” e “

= I

R+ 0

car îft^Q.R = 0 .

On a ainsi démontré l’existence d'un parametrixe à gauche ; On 

démontre de même l'existence d'unë parametrixe à droite. Ceci termine 

la démonstration du point i).

On pose E = E-jr̂ Q  ; La démonstration du point ii) est faite dans ClO], 

rappelons la brièvement :

La suffisance résulte des deux identités suivantes :

3.1.5 Ë.A + E+R+ = I

+
3.1.6 E".A + E"R+ = 0

EAu g ■ ? * ‘ - k / 2 (0 )
Q ^ loc

Au € H loc(0) *

E~Au € ( Hf o c ” 2 (Y ))

On en déduit que E - R+u Ç (®ioc **

+

d'où par 1'hypoellipticité de E

Rt" « ( C  m ) 4

SRlll Q. A 3fixi

!R11

,s-tItile 2

p
H
loe
S4 m-■k 2

Y)

R +m-k 2

s -t q
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Retournant à 3.1.5 on en déduit que u ç H,
^ ^ loc

s+m-k/2-t
(q ) (t est positif).

La nécessité résulte des deux identités suivantes :

+
A*E + R E — 0

R + E + = I

Démonstration de la proposition 3.1.1

La démonstration de 3.1.1 est faite dans [10] en utilisant 

le formalisme des opérateurs pseudodifférentiels à valeurs vectorielles, 

nous la transcrivons dans notre formalisme.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1.7

Sous les hypotheses de la proposition 3.1.1, il existe E
o(y,T|)

Admettons un instant ce lemme et démontrons la proposition 3.1.1*

(0PH-"*k / 2 ) q

Soit l'élément dans

( 0pH*-mt k/ 2 ) p (o p s -m .k /2 ) p(1

dans OPS
.-m, -k
glob (LrIRV E

+
iO dans (OPW

-B +k 'i a
EU dans (OPK

*- m k '2
)
P

i

E
+

o (j »T1J
dans (S

-m+k 2
o

(Y ))pq •j
homogenes

*
tels que si l'on pose :

e, ( y iTI

E
o ( y T])

E
+
o (y »T1)

Ei
o ( y iTl )

E
+

o(v »■n

£ (y T))
f «

h

n a
m-k 2

yi T11 # E'o y ,iii.
i

s
OPS

-no11-k
q

* au sens de (2.4.6) pour
Eo ( y » n ) ’

de (2.2.4) pour E+
o

e1 £ au sens

habituel pour
+

E".
o

o
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associé à c  / \i alors :

Examinons chacun des termes :

1) Utilisant (2.4.7) et (2.5.1), on obtient :

ou

avec

£  £
-k/2

o T,
I+9t'

K
üi * » I \

11 12

ÎR* 1
21 22

- î
fR|2 ç (OPH )

2)

ou

r 1 « 

'2

*'22  g (OPS ( Y ) )

•k/
) = SR"

* Ï !  01

*21 ° ‘

et ç o p s °,1(q ,t’)

$21 6 (0PH*-1/2)P

Par conséquent

E . . A - 1+31"

€ 'o
J h - £

O
i

k ’2
+ E

o
A . S

T

m- k 2
)

i

i l
i € OPS

-1 ,o • Q i E.

P

3121
i f (OPH

1
)
P

8 O (A

»!

y »n.

!R11
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* i l  % 2
lit mit! \

avec 91"' =
mlll ro IM 

21 ^ 2 2  /

91»• € OPS0 ’1 , *•» € (0PH'1/2)P , *»• € (0PH*-l/2)P , jr»9 € (0PS'1/2)PH 2 21 ^22

. ( i v )
Il existe gi dans la même classe que «r im tel que :

( x v ) o p s ° ,n (o p h “N/ 2̂ )P
( l + ^ y x v ' )  -  S  ( - 1 ) 3 K'»'3 € | *  2 |

j <N (o p h *_n ^2 (o p s “n /̂2 )p

pour tout N ce qui démontre la proposition 3.3.1 on prend

e  -  ( W i v ) ) e

Démonstration du lemme 3.1.7

^ym-k/2 o

Par hypothèse ^  admet un inverse £ ( ^ ^ . Vu les

propriétés d 1homogénéité en ^ du problème, il suffit en fait d fétudier 

le cas où |t||=1, et on doit alors montrer que :

E / , P c” (E,OPS~k , 0RV ))
o(y,T] )  g lob

Eo ( y , n )  « <c"

(Eô(y,T|)’* « c"

pq
E € (C“ (S))

+

°(y>T))

Pour i dans 14, soit B^ÛRV ), l'espace des { u £ L 2 QRv ) ; taD^ u Ç L2 (KV ) 

pour |«|+|p|s ^}.

Pour (y,^) fixé :

/ E E
o(y,T)) o(y,T])

y Eo ( y , T l )  Eo ( y , T l ) /

g £(L2 0Rv ) x Œq ; Bk QRv ) x ŒP )

- 1 /2 P

• f t
nife fo

,y . TÌ
Vu les

y. 71

( c
CD

(I S OR
V ) ) : q

c
co

( 2 , t í ORV ) )
P

*

+
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et il est facile de montrer que (3.1.8)

£

On va montrer que pout tout & Ç ]N :

£ ( M E  ; £(B'eûRv )xaq ; BÄ+kÖRv )x<IP ) )

ce qui montrera que :

: C°°(E,$ÛRv n  - C°°(E,'tf(IRv ))

E + : (C°°(E))q C®(E,5(IRv ))
o

E" : Cœ (E,'ÿaRv )) - (C°°(E))P

00 r* 00 t \

E" : (C (E))^ -* (C (E))PO

Pour montrer que (3.1.9) se déduit de (3.1.8), on utilise lfidentité

£ n )
= I

et celles qu'on déduit en commutant avec t, et D ; par exemple
V

(y* Ti) € C
col

E 5 I L2
JR
v y aq î B

k
OR

v y a. p

)

(3.1.9] e y ?■n

EO( y Tl'

(y , n ) E (• Y :Ti

m te,>2

8

m-K/ 2

E •y, TÌ
SO y :

t,s.O â

m- K 2
+ eO t,. â

n-k '2

0
LE

Dt ’ P6 Ùb
L¡

n- 2

+ Bu
c
t &

¿J

m-k / 2

0



£ o (y  Tl)eSt continu de c (2, v^(]Rv ) )xC°°(Z)(1 dans

(3.1.10)

c“ (2 , ' t f ( lR v ))xC00( E ) p .
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Par conséquent

Par ailleurs il existe 2 (cf [3])dans CME-OPS"^ . QRV ]
y j Tj glob

y »71 y »T|

OÙ » : C°°(E,'3,CIRv )) - C°°(E,à>(lRv ))
y 9 T|

/»
On en déduit l'éxistence de 3Í =|

J'H lo

où (3.1.11) r  : ÛRv ))xC00(2)q - C*(E,>JCRV ) )xC°
y ? 7|

est régularisant.

On en déduit :
i

.m-k/2x v I U - * / ù  f.

à  -(V - W .’-v.
s  (y  ,*n )

f  - f
■»ti o ( y » Ti ) H>(y,'y,Ti “ ô(y,Ti) '̂ »(y,*n)9l('y»*n)

On déduit de (3.1.10) et (3.1.11) que r, , \ \ est
° ( y >71 ) Jl(y,Ti)

c'est à dire 

(3.1.12)

£>(y,H> * (y ,T ) )  : c0>(z^ ,(irV) *  c° ° ^ )q c " (E ,^ (H v ) )

tel que :

(2 ) p

régularisant

x C°°(E)P

A1 y 1)

m-k 2

il
o '

o
tel que :

& Ei

itile, 2

• y >Tl

S
y , Tl

i ►K
yj■ Tl

on dira que », y TI

TlnTÌ

3!

s ] +

où SRy , ti
c

00
(2, -à OR

v
):

? )

où ( 3 . 1 . 1 1 ) «  :
*y,T\

c
00

I 9 Í

Jt
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Les propriétés de se déduisent alors des propriétés connues

de %  et ^  gf.

Ceci termine la démonstration du lemme 3.1.7 et de la proposition 3.1.1

§ 5.2 : PARITE ET REGULARITE

Au § 5.1, on a montré comment l’existence de fonctions

d'hermite h., h., permettant de construire un système inversible, rame- 
3 3

nait l'étude de 1'hypoellipticité à celle d'un opérateur dont le 

symbole est une fonction sur E .

On suppose dans ce § que l'opérateur A est régulier de sorte

m-k/2
que, comme il a été remarqué au § 2.4, A conserve ou inverse

S(y,T))

la parité des fonctions de 5̂(IRv ) selon la parité de k.

On va montrer ici comment le choix (s'il est possible) de 

fonctions d'hermites h^, h.. d' une parité déterminée, se répercute sur

-*-a régularité de l'opérateur E .

Auparavant, remarquons qu'il découle de la démonstration de 

la proposition 3.1.1 la remarque suivante :

Remarque 3.2.1

Le symbole principal de (E~)^ est (E~)^ modulo

/o—m+k/2—1/2 /v \\ • 4 *
(S (Y )), î—l ,..,q, j—1,••,p •

On va démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2

On suppose que A dans OPSm,^(Q,S) est régulier et que les

fonctions d'hermite homogènes h. , h. données ont la propriété suivante
3 J

í y, n>

++

u i j
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Si & désigne le nombre 1 ou 2 ,

h

h-j(y,Tl,t) = ( - l / +k h ^ i y ^ - t ) ,  j=l,..,q

+
Alors E est régulier, en particulier son symbole principal est égal 

à (E^(y,^)) modulo (S_m+k'/2 ( Y) ) , i=l,..,p ; j=l,..,q.

Démonstration de la proposition 5.2.2

On démontre la proposition dans le cas où k et H sont pairs, 

et, ce qui ne diminue en rien la généralité,m=k/2. Les autres cas se 

traiteraient de la même manière.

On sait donc que les symboles de R+ et R~ sont pairs, homogè

nes et que A° conserve la parité. On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.2.3

Sous les hypothèses précédentes, les symboles de E + et E~ sont pairs

et E°^ ^  conserve la parité.

On décompose (N̂ Q R v )xŒ^)) (resp. 3Rv )xŒ^) de la manière suivante :

3 (u,z) = (“ <tHu(-t)_z) a, (»(t)-u(-t)>0,

c'est à dire

= <tf0Rv ) l , a i r c s  x d P) ® ( t f ( B v ) l ”p a i r e 8 xO)

|resp '3cRv )xj‘> = < ^ W ) P alreS x 1«) ®  («(IBV )

Le systèmeu^ » respecte la décomposition ; on en déduit que
'  y » T) '

la respecte aussi, ce qui démontre le lemme.

s

3 iy> t) ( - 1
i

h
J i y s ■n» -t 3 =1 , * * i P

' i v xŒ
P

impaires
yrO >

£

íOR xŒP

impaires *0
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Il nous faut maintenant suivre pas à pas la construction d e £ à  parti] 

de £  , telle qu'elle est esquissée au § 3.1.

On a :

ou

^ o ( y , 7 | )  1

A ^ -  + 7 Ç 1/2» imP + ^ l , p a i r

-1/2,imp _ ® a“1/2 “1

1 = 0

^-1,pair _ g A-1-i

1 = 0

Convention

A partir de maintenant, on utilise des décompositions où
ro

les éléments de OPS ’ sont homogènes au sens de la définition 2.4.8, 

les hermites et leurs adjoints sont 1 réguliers, de même que les 

opérateurs pseudodifférentiels sur Y.

On a réalisé ci-dessus une telle décomposition, la notation

signifie que A^ est un opérateur homogène d'ordre -1/2

m k ,
(i.e m-k/2 pour un élément dans OPS 9 ) et qui inverse la parité.

A 4- 4.* A° * ° j pa i r
Avec ces notations, Ay sera note A~ ’̂

De même R°’Pair désigne un opérateur d'hermite régulier d'ordre 0

+ °
et pair, signifie qu'on a un opérateur pseudodifférentiel régulier

d'ordre 0.

Remarque

Les opérateurs homogènes ont la propriété de conserver par 

composition la régularité des opérateurs d'Hermite.

#
.y ■n

I

A
o

I

Od
A

2, imp

et pair, E
+ o
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On considère :

&>(y,T,) #<^(y,T)) = I+go(y>T1) # ( ^ r C ) ( y , " '  = 1+91

91<y*Tl>
% 1  % 2 ^  

^21 ^ 2 2

i)> ■ (y,T|)

possédé (en particulier) la propriété suivante

» ~  »°»Pair + -1/2,impair 
K11 K11 W11

» ~  «°>Pair + -1/2,impair
12  ™1, 2  W12

»

ss

On dira que les matrices $ possédant cette propriété vérifient la 

propriété (C).

^ ¡ ( y ^ ) »  £ 0 ( y , T1 ) v é r i f i e n t  l a  p r o p r i é t é  (C)

Remarquons le lien entre l'ordre de l'opérateur (modulo 1) et la 

parité. La démonstration de la proposition 3.2.2 se déduit alors 

du lemme suivant :

Lemme 3.2.4

La classe des matrices $ vérifiant la propriété (C) est 

stable, par composition (#), par dérivation par rapport à y ou 7] de 

son symbole.

Le deuxième point est évident, montrons le premier point 

Soit $ et $' vérifiant la condition ((j), on va montrer

2Í SR
o
22

21
o . SR21

o pair + ¿ i
- 1 2 impair
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(a) = 9l11#3li1+!R12# ^ 1

(b) %ï2 - X i 1# K 2 +%12#%22

( e )  3^21 = ^ 2 1 ^ i l +^ 2 2 ^ 2 1

(d) § 2 2 = K2i ^ 1 2 +% 2 #9122

que = Sft# gn1 vérifie la condition ((3).

dfoù par exemple pour (a)

* ï i  = <%°ip a i r  *  < ’ p a i r  * % ; / 2 ’ i n , p a i r  #  : « ; i 1 / 2 ’ i "p a i r

. o,pair „ o,pair -1/2,impair „ -1/2,impair.
+ JRj 2 T ^21 ^12 ^21

îr♦  < » î ; p a i r  #  s j - 1 / 2 . i i"p » i r  t  ^ J / 2 - i " p a i '' #  s j j ’ P * 1

+ 5 î ^ p a i , ' # ^ - 1 / 2 - i l , l p a i r +5 i ü 1 / 2 ’ i " p a i r #3i l ” ’ p a i r )

w„o,pair + ^„-1/2,impair

On utilise alors les propriétés suivantes :

1) Le composé de deux opérateurs homogènes est homogène (cf Déf. 2.4.8)

2) Les ordres des opérateurs s'ajoutent par composition.

3) Le composé d'un opérateur "pair11 et d'un opérateur "impair" est 

impair.

4) Si H et H' sont des opérateurs d'hermiteâ réguliers, alors 

si H et H' ont même parité, Ho H '*  est un opérateur homogène et 

(Ho H ' * )  conserve la parité.
y  »71

Si H et H' ont des parités opposées, H© H '*  est un opérateur homogène 
et (Ho H ' * )  inverse la parité.

y 9 T]

3t# K

( a ) » 11
It
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5) Si H et H' sont des opérateurs d’hermites réguliers, H'*<> H est 

un opérateur pseudodifférentiel régulier sur Y.

Si H et H' ont des parités différentes H'*« H est régularisant.

Le lemme étant admis, la proposition 3.2.2 est très simple ; 

il suffit de constater que toutes les opérations faites dans la 

démonstration de la proposition 3.1.1 pour passer de  ̂ à S- se
font dans les classes vérifiant la propriété+ (C) ; par conséquent,

§ 3.3 : ETUDE D'UN CAS PLUS GENERAL

On peut par les mêmes méthodes qu'au § 3.2 démontrer la 

proposition suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3.3.1

Soit p' un entier compris entre 0 et! p, q' un entier compris entre

0 et q, on a :

propriété (C), en particulier E~ est régulier.

m k
On suppose que A dans OPS 9 (Ü,S) est régulier et que les

fonctions d'hermite homogènes h., h. données ont la propriété suivante :
3 0

h.j(y,Tl,t) = h..(y,T|,-t) pour l*j*p

kj(y»T)*t) =? -h..(y,n,-t) pour p'<j^p

h.iy^jt) = (-l)k+1 ï .(y,T),-t) pour q'<j*q 
J J

+
Alors E (y,7]) a la forme suivante :

E“ (y,Tl )  =

+

£ vérifié la

E
+

J11
E
+

12 P'

D-n'
22

E
-r

E
+

91

Y' q-•q'

\
s £ s e

y i£
o

rv«
h
J
[y, Tl*, t) (-1 k rs s

h
J

ly T\>-t pou] 1< J 'i



ou
' * ,0- m + k / 2 . . .
u E i . ç (S (Y)) si 1 = 0
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E ^  € (S-m+k/2-1/2(Y) ) si i / j

sont

§ 4 : CONSTRUCTION EXPLICITE DES SYSTEMES - DEMONSTRATION DES THEOREMES

§ 4.1 : LE CAS GENERAL : CONSTRUCTION DE J. SJOSTRAND (cf LlO])

On suppose que A^~k/ 2̂ (y , t , D̂ .) n'est pas inversible 

dans v5>0RV ) au point (y ,T1 ) •

Soit q la dimension du noyau de Â ,, p la dimension du conoyau. 

Soit h!j(t) (j = l,..,q) une base orthogonale du noyau de ^

#
^j(t) (j = • • jP) une base orthogonale du noyau de ^ ^

Convenablement prolongés par homogénéité, ils définissent des symboles 

d'hermite et on peut considérer le système associé :

A?:k/2, r +
*(y»ip y,il

R 0
y,Ti

dont on vérifie aisément qu'il est inversible en (yo ,T|0  ̂•

Il existe donc un voisinage conique T de (yQ »T|0  ̂ dans lequel les

hypothèses de la proposition 3.1.1 sont vérifiées. On en déduit alors 

des résultats d fHypoellipticité.

* m-k/2
Si A est régulier , Â , respecte (ou inverse selon la parité de k)

r *m-k/2
la parité. On peut alors décomposer le noyau (resp.. le noyau de A^ )

* c'est à dire chaque élément de la matrice est dans S”m+k/2(Y).

et les E
+

ij

, t,D^.) n'est pas inversibley o >T1o

de A
(y 0 To

A
#

E h
o 'O

Ì

séparément réguliers.
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en partie paire et impaire. Les hypothèses de la proposition 3.3.1 

sont alors vérifiées. Sous des hypothèses plus restrictives, et dans 

le cas k=2, on fera une étude plus précise, permettant de donner un 

calcul explicite de Eo (y,Tj). Ceci fera l'objet des § suivants.

§ 4 . 2  : DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2

On suppose que k=2, m=l et on reprend les notations du § 1, 

c'est à dire que P = A.

et on sait (cf [lO])que a00(y>T)) = P^y^T]) où p^(y,T]) désigne le 

symbole sous principal. On sait que A^(y,T|, t,D^) est d'indice O 

(de B^ÛRV ) dans L^(IRV )) et qu'il est inversible si et seulement si

P-Ll (y > T) ) + 2 (2a +1) X (y ,T| ) / 0, Va, € ]N 
111 1 J J J

On suppose qu'en un point (y0.»T)0 )> Ü  existe a £ 1NV tel que

( 2 a j + l )  V j < y 0 ,T)0 ) = O

et on fait l'hypothèse suivante sur les valeurs propres ( yQ > T]0 ̂

H1 Au point (y0 ,Tl0> les valeurs propres X. sont indépendantes

sur 2Z, c'est à dire : 

v
E a. X. = 0, a . £ Z  ^ a . = 0, i=l,. . ,v 

i=i 1 1 1 1 .

Ceci implique en particulier que les valeurs propres sont distinctes ; 

on a alors le théorème suivant.(L'hypothèse (Hl) assure que (4.2.1) 

n'est satisfaite que pour un a au plus).

i
o

E y jn>
?
a H PI =2

a 'y. H

t
QnP

t
+D P

t
+a

2
H £

OO y TV

On pose L
o

y :
t, Et

a + P =2
a
«E y, T1

t
«
up
t
+JD P

t
t
a

2

(4.2.1) Fm-1 c T1 4
V
E

j = l
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Théorème 4.2.1

k
un point Pq de E, il existe a Ç W  tel que :

Soit P vérifiant les hypothèses du § 1 ; on suppose qufen

v
X .  ( P  )  =  0 
J °

et que l'hypothèse Hl est vérifiée.

Soit

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage du point PQ avec 

perte de 3/2 dérivées si et seulement si :

Remarque 4.2.2

Lorsque v = 1, l'hypothèse [Hl] est automatiquement vérifiée. 

On en déduit le théorème 1.2.

Démonstration du théorème 4.2.1

Il résulte des propositions 3.1.1, 3.1.2 et 3.2.2 qu'il 

suffit de montrer les points suivants :

1) Construire R++et R avec des propriétés de parité convenables.

2) Montrer que E^y,!]) = q(y,T|) . ^ m_1 (y ,T|) où <l(y>T)) est un symbole

elliptique. Le théorème résultera alors d'un théorème classique 

sur les opérateurs sous-elliptiques pour E .

Construction de R+ , R et calcul de E (y.Ti) 
----------------y, Ti y*i)------------- « 1
Construction de R

Vu les propriétés d'homogénéité du problème, on construit

h -;(y>1rl>t), h.(y,7|,t) pour | j| | =1. La condition H1 assure que :
J J

dim ker t,Dt> = dim ker 1 ^ . ^ ) ( t,Dt> = i.

P
i
m-1 (Po

T.

3=1
(2o +1

Pm-1 ( P ) Pm-1
(p) 4 T.

3=1
(2a

i
+ 1 A

J
( P ) .

1
i ym-1 P n-1

L
< 0 au point P

c

Ao
E 'jo TIo



Par conséquent, on prend p=q=l.

Il existe (ClOjj t) dans v$>0RV ) tel que

t
Or )

de plus (4.2.3) h, ,(-t) = ( - 1 ) ^  h, . (t)
vyo,Tlo vyo,Tlo

% k % \ 
où a est l'élément de ]N intervenant dans les hypothèses du théorè

me 4.2.1.

Il est facile de prolonger h _  et h, \ . . , /
y o ,Tìo I (yQjTlo) au v o i s i n a g e  de ( y Q, T|

de telle sorte que :

h U t )  = ( - 1 ) 1“ 1 h ( t )  
y > Ti y ,T|

a (y  » T| ) = P m . i ^ y ^ V

h ( t )  6 C°°(Z,'î3 (]Rv ) )
y » T)
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o*

h
y , ti

(-ti ( - 1 ) a |
h

y » ti
(t)

h
y

(t) € c
Cl

z OR
V )

h
y,u Tlo

(t) (resp h !y TlKJ>'

AO
y 0 Tlu

h
(y o Tl'c )

0 llh
O,Tl j

)

A
o

y Tlo

«
h

(3 o Tl ) 0 llh (y o’Tl ( t ] IIii2
Orc
V

1

(4.2.4) 1
O

(-1) ( - 1 ) a|
h

[y o T o
(t)

(4 A
o

E >y i Tl)
O

y» Tl
(t’ a (y;T]) h

y Tl
(t)

$
o *

,y,-n)

Tl

'L
2 1

2.5)

(4. 2 . 6 ) .h
y¡ Tl

(ti a
•y i Tp

h
y :Tl

(t)
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ii est alors facile de voir que

A

R
y,Ti

R
y

o
est inversible

dans ÛRV ) en ( y 0 ,Tl0 ) î I I  nous faut calculer E~ (y,T]) au voisinage 

de ( y 0 ,T)0 ) .

On considère le système

/  °
£(y,7i)~a Ry , ti

\ R
0

Il est inversible et admet comme inverse T  qui est de la forme
y,T]

_ qui

£ y,
y*Tl

F-

F

O

avec

F / , = h, A(t)
+ (y,Tl> (y»Ti>

F /  ,.f = r f(t).h dt pour f dans
- ( y , 71) ^ v .  y , 71 F

Calculons C  t \ . on a : 
o(y,T|) ’

a (y,T]) F a(y,7]) F*
y,7i y,7i

o

et a(yo ,Tlo) = 0 ; il existe donc un voisinage de (y »T|0  ̂ dans lequel

'aF aFH
I + est inversible dans L ©  Œ.

0 0

+

o

,o
i: y, Tl

Ti

H

d OB

&

IO

y, T|
O%

v.'Tl
I +
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On a donc :

/ °° . 00
Q / F+Ç(-l)3 F (aF)3 F++Ç F(aF)3_1aF+

^  00 00

F-+Ç(-l)3 F (aF)3 S (-1)3F (aF)3“1aF

' “ * " j=l

Par conséquent :

E° = a S (-1)3 F 4aF)3-1 F+ 

^ 3 = 1  ~ +

si F F+ / 0, on en déduira que

E ° = q(y,7l)-a(y,T|)

où q(y,7]) est elliptique dans un voisinage de (yQ ,T]0) ce qui terminera 

la démonstration du théorème.

Démonstration de F . F+ / 0

Par définition, (F F+)= J h(t).h(t) dt
]RV

On se place au point (y0 >T]0)*

v
îi(t) est la fonction propre associée à la valeur propre S (2a.+l)X.

j=i 3 3
de L° (t,D.)'.

t

On désigne par îi^(t) les fonctions propres associées aux valeurs

V

propres S (2p.+l)X. pour p £ a. 
j=i 3 3

( E (2p.+1)X.) étant différent de zéro, l’espace engendré par les h^(t) 

j=l 3 3

00

di L
D

Yo' TÌc
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est dans l'espace image de L°, par conséquent, il est orthogonal 

au noyau de L°^. On a donc :

JhP (t).h(t) dt = 0 Vß^ct

Si Jh(t).h(t) dt = 0, ceci entraînerait que h(t) est orthogonale à
2 , y .

un espace dense de L QR ), ce qui est impossible, c.q.f.d.

§ 4.3 : GENERALISATIONS

On garde les hypothèses du § 4.2 mais on substitue à [Hl] 

l'hypothèse plus faible suivante :

[H2] VP €: £, Ap a toutes ses valeurs propres distinctes

On suppose donc qu'en un point (y0 >,7)0) de S, il existe a* Ç 1NV tel 

que :

Pm-l(yo ’Tlo) + <2«î+1> V V V  = 0
i=l

Soit ( a * a P ) 1'ensemble des p v-tuples tels que :

pm-i(yo >Tio) + E (2ai+1) = 0 pour
i=l

Pour p ^ a? (j=l,..,p), on a par conséquent :

p;-i(yo ^ o ) + * (2Pi+1) W V  * 0
1=1

La dimension du noyau de a £, est alors p, et, l'indice étant
^ (yo ’V

nul, la dimension du conoyau est également p.

V

S
i=l

(2a
1
i
t-1

i o 'TIo (

i o Tlo
0 pour 3 = 9 * * iP

oTlo
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On classe les a 3 de la manière suivante :

4.3.1

4.3.2

(-1 )

E  a ?  
i=l 1

(-1 )

v
S a? 
i=l 1

= -1 pour j=p'+l,..,p.

Le noyau de a2, , (et de A-, .) admet alors une décomposition
y0 ,1iio

en une partie paire de dimension p 1 et une partie impaire de 

dimension (p-pf).

Il est clair alors, comme remarqué au § 4.1, qu'on est dans les

hypothèses de la proposition 3.3.1. Nous nous proposons de construire

ici des fonctions d'hermites h.,h. telles que le calcul de E (y,71)
3 3 o ” ’

soit aisé.

On suppose | | =1. Comme au § 4.2, on peut trouver p "fonctions 

propres" de A^.h1 hp _ dans C ,(S,'^(1RV )) (ici intervient l'hy-
^  y , 71 y>Ti 1 ----------------------------------

pothèse H2 cf ClO]) telles que :

4.3.3

AI, . . hJ * a . . h]/ .
^ ( y , 7 i )  • y,7i 3 <y,ti>

+ 2 (2aY+l) X. 
i=l

3 =

l(y
(-t) = h

(y

(y
(-t) = -h

(y:

(t)

t

rsa

h j

h j

V

= 1 pour 3=1 J  * * 9 P f

A
otf

\ n »Tio )>

1 , • • jP

j=l > • • >p'

j =p • • )p

’TV

• H>V

IN

a
O

Pm-1

V

i i
.i
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De même, on peut trouver p "fonctions propres" de ,hP
* ’ y,T] y,'

dans C (E, ̂ ( K V )) telles que :

4.3.4

, o *
î3 = a . h3
y,Ti 3 y ,ti

( y , T | )
(-t) = + j (t) j=l,..,p<

L ( y , ti)
(>t) = - it) 3=P'+1>-->P

On a ainsi décomposé les espaces "propres" en deux parties orthogonales 

l’une paire et l’autre impaire, mais les h3 (resp. les h3) ne consti

tuent pas une base orthonormale (ce qui n ’est pas essentiel).

On pose :

4.3.5 R” z = E z. . hJ
y»Ti j=i 3 y»*n

On désigne par R~ le projecteur orthogonal sur l ’espace engendré
y ,T1

par les h
(y,T|) ’

On désigne par R le projecteur orthogonal sur lfespace engendré
y , 71

par les h
■y,  7]

Pour f dans ^ Û R V ), R+ est défini (dfune manière légèrement différente
y,T]

de celle faite au § 3.1) par :

. * ^

(R* f)3 = f est la jieme coordonnée de R+ f sur la base
y>Ti y  » ti y , ti

des hJ , î.e :
y.il

4.3.6 R+ f = E (R+3 f) . h3
y»Ti j =1 y  fi l y » n

R+3 est bien entendu un opérateur d’hermite adjoint dans OPH °.

h

.i

j

E
a*

ì
1

y

j = l 9 •• 9PAS' h )

y yII

y , V
hJ

h3
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Il est clair qu'en (yQ»T|0) » Ie système

0

/

est inversible de xŒ^ dans v?(Rv )xŒp .

Il est donc inversible dans un voisinage de (y"Q ,T]0  ̂ î H  existe donc 

dans ce voisinage

P °  _ /  E°(y»Tl> Eo(y,T] )  
° ( y , T i )

Eo(y,T] )  Eo(y,^)y

telle que :

4.3.7

+

et on vérifie aisément que ® 0 (y0 >T]0) =

On cherche à calculer E^y,^) ; on va démontrer le lemme suivant

Lemme 4.3.8

00
Il existe deux matrices (pxp), C , Qj(y,T|), Q2(y>T])> inversi

bles au voisinage de (y^T]^ telles que :

+ [ ai (y>ti) 0 \
E0(y**n) = Qi(y»Ti) v x  Q2 ( y, ti ) 

\ ° y j M i > /

OU a i ( y , ,n) = P i _ i ( y>Tl) + S (2a*?+l) ^(y,^) ,j=l,.*,P 
J i=l

A
(5 o 1)0

R
yo To

R
+

y 0 Tl,o

i f>ÛRv

z

o

ly» j\)
# à

i°

iy Tl
A
)°

y ?Tl
# 6

,o

(y» Tl
I
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Démonstration du lemme

+
On va calculer E (y,T|) par approximation successive. On 

a à inverser :

4.3.9 R z + A u =f 
~  p 

R u = 2 x . hJ 

3=1 3

On peut naturellement supposer f=0 ;

On pose :

z = 0
o

w = Z x'. h J
° a

On a

R (z-z ) + A°(u-w ) = - E a . x'. h
o o 3 j

. déf 
3 = fo

(z ,w ) est une solution approchée de (4.3.9) (avec f=o) : On cherche 
o O

donc à itérer.

Il nous faut faire quelques remarques préliminaires :

Il résulte de 4.3.7, l'identité :

AZ E + R" E" = I 
T  o o

df où

(4.3.10) AÎ E (I-R- ) = (I-R~)(-R- E“ )(I-R")
O O

Au point (y ,T] )? (I-R ) est le projecteur orthogonal sur lf image
° ° w

de

yo’Tio
o
E y o’Tlo



Or il résulte également de (4.3.7) que :

-r
En (y ,T| ) on en déduit E- / . . A_, \  = 0 car E - / , = 0

0 , 0  o(y0 >Tio) o ’V o ’ 'o

E
°(yo »Tl0  ̂ s'annule donc sur l'image de ^  ̂ et par conséquent

o 7 ''o

(R" E"(I-R~)) = 0

J o ’\

On pose

w, -w = E (I-R-) f
1 o o o

R~(z.-z ) =  R“ f
1 O o

On déduit de 4.3.10 que :

Ifiz-z. ) +iA (u-w.) = (-R“e “ (I-R“ ))f = f.
1 1 o o 1

On pose K , = -R"E"(I-R")
y*T| °

et on définit par récurrence :
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f
n

K n [-2a
3 J h3]

w
n+1

-u
n

F
o
( I-R i

n

R
n+1

-z
n

K fL
n

E
o

A, + E
+

o
R
+

O

A
o

E y

Ao
S I15
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et on pose :

(4.3.11) u=w +2 (w ,-w )=2x'/h3+E (I-R_)[ 2 Kn (-2a .x'.h3)]
o n+1 n 3 o „ « 3 3 Jn=o

(4.3.12) R"z = 2  R~( z . -z ) = R~( 2 Kn ) (-2a .x'.h3) )
n+1 n j j

n n=o °

Utilisant le fait que K = 0, on peut trouver un voisinage
V ^ o

de (y0 ’1fio) tel que :

!!k  II o o < i
y,1l ÜÎT, (1RV VT. (1RV 1£ ( l Or ), l Qr ) )

De sorte que (4.3.11) et (4.3.12) ont un sens dans ce voisinage. 

Enfin

^  P . ~  ~  00 p

(4.3.13) R+u = 2 x 1. h3+R+ E (I-R~) [ 2 Kn (- 2 a. x'. h3)]

j=l 3 ° n=o j=l 3 3

et on cherche de telle sorte que

S ~3 R u = 2 x . h
3

3=1

La matrice (y,T]) définie par

M. . = (R+ E (I-R") [ 2 Kn (-a. h3)l).
13 ° n=o 3 J 1

est nulle en (yQ »T)0  ̂ d© sorte que :

(x) = (I+M ) (x' )
y ,T|

et est une matrice pxp inversible ; On pose

Q2(y,„) =

X I
1y • • yX I

P
de telle

M
ij

I+M
7: Tl

)

-1

Ti
+M



On utilise (4.3.12) ;

(z) = Q1 (y,7]) ( 1 a ) (x' )

P

~  00

avec (Qj (y,T)) )jî = (R"*( 2 Kn ) ^ ) fe
n=o

La démonstration du lemme sera complète si on montre que ( ( yQ »T|0  ̂̂ ^ 

est inversible.

Or (Q^ (yQ >T]0) es^ la fcieme coordonnée sur la base des h dé R~.h^. 

Si det (Q^ (yQ >Ti0) ) = il existe xff tel que :

R" (Sx'! . h 3) = 0

V ^ o  3

C'est à dire qu'il existe un élément{ u dans le noyau de (yQ »T|0) 

qui est dans l'image de A ^ i y ^ ^ ) .

On complète la base desìi3 par des fonctions propres de ( yQ » T|0 ) » 

et on a :

<u, h 3> = 0 j=l,..,p

<h^, h3> = 0 j=l,..,p 

vp

o#*
Ceci est contradictoire avec la dimension du noyau de (yQ *T]0)-

Du lemme 4.3.8, des propositions 3.1.2 et 3.2.2 ; on déduit le 

résultat suivant.
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D éterm inons  m a in ten a n t  ( z )  en f o n c t i o n  de ( x ' )

a

0r « M v ' U
j
k

k
rs.

C'est à dire qu’il existe un élément¡ u dans le noyau de Ac

ßA
o

Z

Ceci est contradictoire avec la dimension du noyau de A.
o*



- 48 -

On fait l'hypothèse suivante

/ x a  une parité déterminée, i.e

^ 0 * ^ 0  V  V  ,V

Vj = l,..,p, ;(-l)
i

= (-1)

Vk

Théorème 4.3.14

Soit P vérifiant les hypothèses du § 1 ; on suppose qu'en 

un point Pq de E, il existe p v-tuples a tels que :

est raisonnable de penser que 4.3.15 reste une condition suffisante. 

Elle n'est^ sûrement pas nécessaire en général, car, comme, remarqué 

dans la proposition 3.3.1, E n'est pas régulier et des termes 

d'ordre 1/2 de moins peuvent apparaitre. Ce problème est étudié 

dans [l2].

v i
p' (P ) + S (2a. +1) X. (P ) = 0 pour i=l,..,p 
m-1 o j 3 0

On suppose que les hypothèses [H2] et [H3] sont vérifiées.

Alors P est strictement hypoelliptique au voisinage de Pq avec perte 

de 3/2 dérivées si et seulement si :

4.3.15 Vj=l,..,p ; i {a^,a^}^ < 0 au point Pq

Ce théorème généralise les théorèmes 1.2 et 4.2.1.

Remarque 4.3.16

Dans le cas où l'hypothèse Ch 3] n'est pas satisfaite, il

S o
3
i

S
i=l

o
il

Soit a
i ( P ) Im-1

( P ) + T
v

.1=1
( 2 a

i

j
+1 ■x

j
( P ) , i=l p

[IO] Le noyau de A
o

£

=1
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INTRODUCTION

On se propose de construire des paramétrixes pour une classe 

d'opérateurs pseudo-différentiels sur X dont l'ensemble caractéristique
oo

est la réunion de deux cônes C . La construction de paramétrixes pour 

des classes d'opérateurs pseudo-différentiels dont l'ensemble caracté

ristique est un cône C°° E a été réalisée dans de nombreux articles ([7"] 

[l],[3], etc •••). Rappelons ici un résultat bien connu [4].

Soit P un opérateur pseudo-différentiel sur un ouvert X de 

]Rn régulier d'ordre m(i.e son symbole admet un développement asymp- 

totique en termes homogènes) dont le symbole principal p vérifie la 

condition

^  y !p *p }x i5 < 0 lorsque p(x,§) = 0

Alors l'opérateur P admet une paramétrixe à gauche Q qui permet en 

particulier de démontrer 1'hypoellipticité avec perte d'1/2 dérivée.

Rappelons également le résultat suivant qui motive l'étude

faite ici.

Soit P  ̂ un opérateur pseudo-différentiel régulier d'ordre

2
2m-l, alors P + P  ̂ admet (sous l'hypothèse (H) sur P) une paramétrixe 

à gauche Q donnant 1'hypoellipticité avec perte d'une dérivée (cf.[7]*)

On considère ici le problème suivant :

Soient P et P deux opérateurs pseudo-différentiels réguliersî  m
sur X d'ordre 1/2, dont les symboles principaux p.(j=l,2) vérifient (H) ;

0
Soit A un opérateur régulier d'ordre 0.

On considère

P = P t . r 2 * A

et on se pose la question suivante :

Peut-on construire une paramétrixe pour P donnant 1'hypoellipticité 

avec perte d'une dérivée ?

Soit F2m-1

2m-l, alors P
2 + 2m- 1
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On montrera au chapitre V que c'est toujours possible, le fait intéres

sant étant que l'on peut se passer de faire des hypothèses sur la 

géométrie de et £ (où E (i=l,2) désigne l'ensemble caractéristique 

de p j .

Dans les chapitres II, III, IV, on supposera que £ et E sont quasi-
1 ¿à

transverses, mais on montrera au chapitre V que l'on peut toujours se 

ramener au cas où et £ sont transverses en "ajoutant des variables"•X ¿à

Au chapitre I, on introduit une classe d'opérateurs pseudo 

différentiels adaptée au problème et qui généralise la classe intro

duite par L. Boutet de Monvel dans Cl]*

On montre, au chapitre II, que des hypothèses du type (H) 

permettent de ramener la construction de paramétrixes à gauche ou à 

droite à l'étude de 1'inversibilité d'opérateurs différentiels à 

coefficients polynomiaux. On suppose ici que et sont quasi-trans- 

verses.

Le chapitre III, calqué sur l'article [2 ], développe la 

théorie adaptée à l'étude d'opérateurs différentiels à coefficients 

polynomiaux. Il s'agit pour l'essentiel de montrer que, si on a une 

famille d'opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux dépendant
x 00 x

de maniéré C d'un paramétré, alors on peut déduire de l'existence d'un 

inverse pour toute valeur d'un paramètre, l'existence d'un inverse dé

pendant de manière C°° du paramètre. La réponse positive à cette ques

tion est bien entendu liée à la forme particulière des opérateurs 

considérés.

Au chapitre IV, on fait l'étude de 1'inversibilité pour 

chaque valeur du paramètre ; l'algèbre linéaire symplectique permet de 

ramener le problème à l'étude de quatre modèles simples.

Au chapitre V on énonce les théorèmes généraux, on montre 

comment on peut ramener la situation générale au cas transverse et 

on traite une application à la sous-ellipticité des systèmes. En 

particulier, on répond positivement à la question suivante :

géométrie de I 1

e .1 et 1z sont quasi-trans-
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Soit

P- B \1 \

où P. et P sont des opérateurs pseudo-différentiels réguliers d'ordre
1 u

1/2 dont le symbole principal vérifie (H) et où A et B sont des opéra

teurs pseudo-différentiels d'ordre 0 régulier.

Alors P admet-il une paramétrixe à gauche donnant la sous-ellipticité 

avec perte d'1/2 dérivée ?

p
A P

¿
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CHAPITRE I

Etude d'une classe de symboles

§ 1 Définition de la classe (U,Z ,£ )
JL ¿à

§ 1.1 Préliminaires

§ 1.2 Rappels sur la classe de L.Boutet de Monvel 

§ 1.3 Le modèle local dans le cas transverse 

§ 1.4 Le modèle local dans le cas quasitransverse 

§ 1.5 Définition invariante

§ 2 Estimation pour certaines intégrales oscillantes

CHAPITRE II

Opérateurs pseudo-différentiels

§ 1 La classe 0PSm,kl ’k2 ’k (X,^,!^)

§ 2 Opérateurs d'Hermite et construction de paramétrixes 

§ 3 Le cas de j sous-cônes

CHAPITRE III

Etude d'une classe d'opérateurs différentiels à coefficients---------------------------- ----------------------------------------

polynomiaux .

§ 1 Introduction

§ 2 Une classe d'opérateurs pseudo-différentiels 

§ 3 Paramétrixes dans la classe 0PSml ,m2 ( e )

CHAPITRE IV

Etude de 1 ' inversibilité dans 

§ 1 Introduction 

§ 2 Classification symplectique 

§ 2.1 Le cas transverse

§ 2.2 Le cas quasitransverse Dim H = *

§ 2.3 Le cas quasitransverse £1 = £2 

§ 2.4 Conséquences:réduction du nombre de variables

Le plan de cet article est le suivant :

§ 1 Définition de la classe 8
m.fc 1 k

2 k

E i • • ir
]

y

JE"1
n z i

£ 1 Z 2
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§ 3 Etude de 1 1inversibilité dans ^  pour le modèle Al 

§ 4 Etude de 1 1inversibilité dans ^  dans les autres cas

CHAPITRE V

Applications

§ 1 Enoncé des théorèmes - Démonstration dans le cas quasi- 

transverse.

§ 2 Démonstration dans le cas général

§ 3 Application aux systèmes
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§ 1. Définition_de_la_classe g1" ’ ’ ̂ 2 ’ ̂  ( U , ,E^)

§ 1.1 Préliminaires 

On considère Uun cône C°° arbitraire de dimension N+l, et ï . c u  (i=l,2)
/s ,  OO

un sôus cone ferme C de codimension 

On dira que 2^ et
/V ,  OO

est un sous cone ferme G de U, tel qufen tout point p de

p ” l  p ” 1 ' p

sont transverses s fils sont quasitransverses et

est de codimension v.+v_.
1 2

CHAPITRE I ETUDE D 1 UNE CLASSE DE SYMBOLES

V1
u  . 1  =  0

u

1

^2 = o

U^1 = 0, u* = 0,.. , u^2 = 0

Dire que £ et £ sont quasi transverses, c'est dire qu'il existe des

I  v  * 1
fonctions C°° sur U homogènes de degré 0, u1 ,-**,u11 ; w1 , •.,w ^ u 1 , • • ,uV2

I I  2 2

telles que :
t i

V = V -  V . = -  v>
1 1 2 2

1 k *
• les formes du^ , dw sont indépendantes 

»

S1 est définie par = 0,..., u^1 = 0, w1 = 0,..., wV = 0

I

est définie par u* = 0, , u^2 = 0, w1 = 0,..., wV = 0

t f 

El n r2 est définie par = 0;... j u ^  0; u* = 0,..., u^2 = 0;w1 = 0;... ; wV = 0

On peut prendre alors localement comme système de coordonnées

(u1 ,u2 ,w,v,r) = (u1,u2 ,w,v)

z1
est définie par u

1

1
= 0 •••i

2 u
1
2
= 0

S1
n E

2
u
1

= n i • • • i

sont quasitransverses siIJ2

s1
n y I1

n EJ2

T S n T f 5 n r

On dira que et
y .

si E1 n E
2

I
á

Localement, dire que £ et IL sont transverses, c'est dire qu'il
oo

existe des fonctions C sur U homogenes de degré 0,

telles que les formes du? sont indépendantes, et telles que

u
v ,
2

u
1
2

u
V

1
u
1
1

V
1
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ou

et r est homogène de degré 1 strictement positive.

Dans lanotation du second membre v est un système de coordonnées d fun 

cône localement isomorphe à

/s oo
Si E est un sous-cone C arbitraire de U de codimension V,

2
on notera (d ) la somme d'une fonction strictement positive homogène

¿j
de degré -1 et d'une fonction homogène de degré 0 s'annulant exacte

ment à l'ordre 2 sur £.

1 v
Si £ est défini localement par u =0,..., u =0, on pourra

prendre

„2 ï i 2 1
dz = * U *7

1=1

On utilisera constamment la définition suivante :

oo
Soient f et g deux fonctions C sur U, on dira que :

f < grv ©

si, dans tout sous-cône V de U à base compacte, il existe O O  et r^ 

telle que

f ^ Cg

pour r > rQ dans V.

Enfin, tout ce que nous ferons dans la suite est "local", c'est à dire 

que pour les applications que nous avons en vue, on peut toujours se 

restreindre à un voisinage conique.

§ 1.2 Rappels sur la classe de L. Boutet de Monvel [lj

 ̂ oo ,
Soit r un sous cone C dans U défini, par u = 0. Si on 

prend comme coordonnées locales (u,v,r), on pose la :

Définition 1.2«!

✓ / m k
Si m, k sont des réels, on désigne par S ’ (U,£) l'ensemble

v*,...,v^ sont des fonctions C°° homogènes de degré 0(ii=N-v^-v +v)

IR X TRí+
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OO /
de toutes les fonctions C a(u,v,r) sur U, telles que, pout tout entier 

p € ]N , tout multi-indice a € M V , p 6 V , on ait :

a
. m-p ,k-lal

.s r di

Pour étudier l'invariance par difféomorphisme, L. Boutet de Monvel 

avait montré l'équivalence avec la définition suivante :
^ oo

Soit S un sous-cone C dans U de codimension v  

Définition 1.2.1'

Si m,k sont des réels, on désigne par Sm,^(U,i;) l'espace de 

toutes les fonctions C a sur U, telles que, pour tous champs de vec

teurs X^,.., , Y* , • •, Y°* à coefficients C°°, homogènes de degré 0,

avec les X. tangents à £, l'on ait :
3

IX1.. Xp . Y1., yl al < r"d ï-’
~  l

L'équivalence locale de ces deux définitions vient du fait que 

si X est tangent à £, il peut s'écrire sous la forme :

X = S a . .  + £ b . + c.r
3 bu. 3 ôv br

J J

où a. , b.,c sont C°° homogènes de degré 0 (donc sont dans S^ 1̂ ) et 
J 3 Q ^

a. s'annule sur S (donc est dans S ’ )
3

§ 1.3 Le modèle local dans le cas transverse

N +
Soit U le cône ]R x ]R , on prend comme coordonnées 

1RN x ]R+3 u=(u,r) = (u1,u2,v,r) € K Vl x K V2 x R N_Vl_V2 x ]R+

Soit (i=l,2) le cône défini par u^=0

On définit d par :
L1,Z;2

1 1 1
+

d_ d_ d„ 
S1 ’E2 E1 2

Soient m,k^,k2ik des nombres réels, on pose la définition

N' V

h
òu

X
O
ÛV

0
\ ò r

VP

teurs X
1

X
3

Soit
i
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D é f i n i t i o n  1 . 3 . 1

On désigne par Sm,kl,k2 ’k (u,S ,2 ), l'espace de
~  , J- “

toutes les fonctions C a(u) sur U, telles que, pour tout entier p61N 

et tou* multi-ind ices pêlN^ on ait :

. m ki-loc1 1 k2-la2 l 
a < r d d_
I ~  Sj e2 * U E Z } Ll ,£2

L'inégalité

-1/2 -1/2
1.3.1. r < d „ < l  i = l,2 ,r “ < d

~  ~  Z1 ,S2

entraine l finclusion

1.3.2.
gin,ki ,k2 ,k^y) gin—l/2*k.j — — l/2»k2~ —l/2»k—

1/2,1/2

Rappelons [5] que S™^2 i/2 ^ ^  es^ classe des symboles tels que

1.3.3. •Voc € M N , -Vp € M

f c f  • ( ' * )

la I
< r 2

On notera

Sm ,kl ’k2(u,E1 ,Z2) lorsque k = 0

L'introduction d'une telle classe est justifiée par les remarques 

suivantes :

1.3.4.

1.3.5.

1.3.6.

sm,kl(u,z1) c sm,kl,0(u,z1,r2) 

sm,k2(u(s2) c sm,0,k2(u,r1,z2)

Si P i € S m ’kl ’k 2 ’k , p 2 € s"*' ’ k i ’ k2»k '

P1P2

ç gm+m',k^+k.| ,k2 +k^ ,k+k'

La proposition suivante nous permettra de donner une définition 

intrinsèque ultérieurement.

k

p
a

m k k ,k

a
1
e IN

rY'1
i a

V2 ß €EIN
V 1 V

on ait :

o
OU,1

a
1 ò_

Ò U
2

a
2 ò

Ò V ;

P
r «Si

Or

P

< 1
£i

o

n# ,k i k t
2' k'

:u

ò ò_I
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Proposition 1.5.2

N OO x
Soit X un champ de vecteur a coefficients C homogene de 

degré 0. Alors

i) Si X est tangent à E , X est continu de
2

s"iik1 ,k2 ,k— sm,klTl ,k2 ,k

ii) Si X est tangent à 2^, X est continu de

g m » ^  ,k2 ,k-- ^ s m ’kl. »k2*l ,k

iii) Si X est tangent à et £2 , X est continu de 

gm,k1 ,k2 ,k — > sm,k1 ,k2 ,k

iv) Si X est quelconque, X est continu de 

gin,k^ ,k2 ,k— >gin,k1 ,k2 ,k-l

Démonstration

„  " I l  b ,  I*  2 b N- Vl - V2 . b 6
X = E a. -- r + E a. -- r + £ b. ---  + c r —

i=l 1 bu* i=l 1 5uig i=l 1 b v^ br

où â ?, b^ , c sont des fonctions C°° homogènes de degré 0, et sont donc 

dans s0,0’0,°

(iv) s'en déduit aisément.

Si X est tangent à , alors les fonctions a^ s'annulent sur et il 

est facile de voir qu'elles sont alors dans s0,* ,0,°

Le point i) (et ii) s'en déduit.

Si X est tangent à E et E , alors les fonctions
1 2 

a^ s'annulent sur et les fonctions a^ s'annulent sur Egi on véri

fie alors aisément (iii).

Ces classes ont bien entendu d'autres propriétés, mais que nous 

exposerons dans un cas qui généralise la situation précédente, i.e 

le cas quasi-transverse.

iii) Si X est tangent à X1

Si X est tangent à 1
Í E.

1
et il

a
1
i s'annulent sur I

1
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§ 1.4. Le modèle local dans le cas quasi-transverse

N +
Soit U le cone JR x]R ,

On désigne par :

u=(u,r) = (u^ ,U2,w,v,r) € R  1.x GR 2x]R x ]R 1" 2” x ]R 

la variable de U, et soit

£^(i=l,2) le sous-cône défini par u^=0, w=0

£.(i=l,2) est donc de codimension v. = v! +v 
i i l

2 .2 2 1
est défini bien entendu par : d„ = I u. + I wI + —

Ej ^ Si i r

-1 -1 -1
d^ _ est encore défini par : d_ _ = d . + d„

i * 2 h ' h  =1 2

on pose la définition suivante :

Définition 1.4.1

Si m,k^,k2 ,k désignent des réels,

on désigne par  ̂ l fespace de Fréchet de toutes les
oo r** x 1

fonctions C a(u) sur U, telles que pour tout entier p et tout multiifi-

.  m ki-l^il k2“ 'a 2l rqk”"l(Xl 
< r d„ d„ a_ _
~  S1 2 1 1 2

On notera encore simplement si k = 0.

Lorsque v = 0, on retombe sur la définition 1.3.1, de sorte que 

tout ce que nous montrerons dans ce § s'applique au cas précédent.

Les propriétés 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4, 1.3.5 et 1.3.6 sont bien entendu 

vérifiées.

Donnons un exemple de symbole appartenant à cette classe.

v v v N- v V +■

dice a
1
€

Vi a
2
€

và oc € IN
V

p €1N
N- vi-V à-

-V
, on ait :

ò
ÒU

1 /

1 1 1

a
1 0
1ÒU.

2/

a
2 Ò.

ò

a
Ò

È

P
r

i
ò

P
a

S
m, k1 k2

on désigne par S
m. k1 h2 k

M IN

w V r
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Exemple 1 . 4 . 2  :

Soit a dans S (U) un symbole semirégulier ( a ~  E a . /o) 
reg J 6 j_0 m-o/2

et soient k^,k2 deux entiers positifs, alors a est dans sm,kl*k2 si

et seulement si :

°ù CQ n n -  est une fonction C sur U homogène d'ordre m-j/2 

La condition est vide pour j>k^+k^

Démonstration

La condition suffisante est facile à vérifier ; montrons que 

la condition est nécessaire.

Utilisant un développement de Taylor (et raisonnant par j croissants 

successifs), on doit montrer que :

Pi Po Û

= 0 sur E = 21 n Z2

dans les cas suivants :

(A)

(B)

lorsque I P1 I + I P2 I + I p I + j < k1 + k2 

lorsque IP1 1 + IP2 1 + IpI + j = k1 + k2

(Bl) Ipl + |p2 l < k2 - j 

(B 2) Ipl + I p1 1 < \at  -  j

Cas A : Il résulte de l'estimation sur E H L  que :
JL eL

f,P2
2

V ' V .  , k2 - ' h \  M
> r ------ 2— > r 2

( 1 . a
m-j/2

u1 u2 W) V, r) I
p1

< k1
Iß2

< k2

ß1 + ß2
+ ß - j k1

+ k
+

C
Pl P2 ß, j

u1

ß1
u2

ß2
wß

t u
ß1
1 Òu

ß'2
2 Òwß

a
m- 3/ 2

òu
R1
1 ÒU

ß'2 Ò#fi
a

m - j '2

oo
,m

4. 1)

1 ’ 2

ò h o

R- 3

<nu r
m
• r
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Le terme de gauche a comme homogénéité m-j/2, celui de droite

kl  + k2 " 1 Pi 1 -  1 P2 1 " 1 P 1
m - -------------------------  d'où le résultat en faisant tendre r

vers 1 foo .

Pour la vérification de (Bl) et (B2), on raisonne en tout point 

de extérieur à ^  ( oii tout point de E extérieur à le résul

tat  est alors celui  de Cl]*

Corollaire 1.4.3 :

Pour k^> 0, 0

s m,k1 , k 2((Jir^ i ^ ) n s m^^(ü) c  s m,k1+k2(U j^ n E^)

Ce corollaire évident permet de relier la théorie développée ici à 

celle développée dans ClJ C2J ; on en verra bientôt des applications.

Exemple 1.4.4 :

OO X ,
Soit a une fonction C homogène de degre 0 s'annulant sur

Il et » alors a € S ° ’0 ’0’*.

Si a s'annule sur £

v 'l 
Z 

i=l

V

v 'l i

l̂ ul ’u2 ’w,v,r) = U1 * bi^u1 »u2 »w ’v ’r)

+ T. wJ c (u ,u ,w,v,r) 
3=1 3 1 2

où les b. ,c. sont C°° homogènes de degré 0 .

E w. c. s'annule sur • On doit donc se limiter à considérer

On suppose que

est nul sur

V 1
£ uj bi(u1,u2,w,v,r)

i =1

v 'l i
E uj bi(u1 ,u2,w,v,r) 

i =1

2

a

de E ), le résul-£1

> o2k

1 2 reg 1 2'

T
2

O, O, 1

3 =1

v

5
2

Eo



Par conséquent

(u1 ,u2 ,w,v,r) = b i(u1 ,0,0,v,r)

Dire que cette expression s'annule sur £ , c'est dire que
¿à

V'l i
f(Ui,0,0,v,r) = Z Ui b^iui,0,0,v,r) est identiquement nul. 

i -1

C'est à dire que f(et dnnc a) est dans l'idéal engendré par (uj u3 )

k i "i 
et w . 1 1  suffit donc de vérifier la propriété pour (u. u^) et pour
k

w . Or on a :

On vérifie facilement les estimations pour les dérivées. 

Ceci termine la démonstration du lemme.

- 14 -

b 1 (u 1 ,u2 W, V, r) b i (u i 0, 0 , V, r) +
V ,2
I

J 1
Uj2

b
i j

u
1 »u2 Vi V, r)

+ y
k=1

h
îk

w
k
r

k

+

V * 1

i =1 j =1
S

V ' 2
b

i j
(u

1
u

i |W, V, r; u
i
1u

]
2

+
V

XI

k=-1
b
ik

w

(u
i
1

u j )
2

d
ri

d
S2

1
1t

4
d
I

ñ

2

i
£
1
+ d

El2

ri
S

d
r

Vvk
d

EL
1

d
£,

d.
1
+ H

S2

car wk < i,
£1

et wk
<r v d

s.

f
V 'l
£

i =:1
l
i
1 j

1
L

l=1
U
i
1
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Proposition 1.4.5 :

On démontre la proposition suivante :

Soit X un champ de vecteur à coefficients C homogène de 

degré 0. Alors

i) Si X est tangent à , X est continu de

gm,k^,k2 ,k gm,k^-l,k2 ,k

ii) Si X est tangent à E , X est continu de 

sm,kl5k2 ,k smiklfk2-lik

iii) Si X est tangent à et X est continu de

gm ,kj,k2 ,k gm ,kt,k2 ,k

iv) Si X est quelconque, X est continu de 

gm ,kj,k2 ,k __m ,k1 ,k2 ,k-1

Le seul point où la démonstration diffère de celle de la proposition 

1.3.2 est le point iii) •

Démonstration du point iii)

V l 1 ^ x  V ? 9 o x  V v  N - V i f - V ' o - V  v /  *

X = E a. -- -r + s a 4 -- -r + E b --j + £ ---  + d r(— )
i=l ôu1 i=l ôu2 j=l J ÔWJ k=l ôvk \6r/

Si X est tangent à , a^ et b^ doivent s'annuler sur , en parti

culier

a1 € S 0,1,0,° , b . € S ° * 1,0*°
i  J

o
Si X est tangent à , a. et b . doivent s'annuler sur E0 , en partiou-

^ i J ^
lier

a2 e s 0 ’0 ’1 ’0 , b. e s 0 ’° ’1,0 
1 J

On déduit de l ’exemple 1.4.4 que b.. est dans s0 ’0 ’0 ’^. La démonstration 

est alors aisée.

, X est continu deI'2

, X est continu deI2et21

k-1

en partil i .1
Si X est tangent à I

1
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OO /
On considéré un cone C arbitraire U, et E.c U,(i=l,2) un

sous cone fermé de codimension V.  .
i

Il résulte des § 1.4 et 1.5 que, lorsque £ et £ sont quasitransver

ses, on peut prendre la définition suivante qui est clairement inva

riante par difféomorphisme :

§ 1.5 Définition invariante

Définition 1.5.1:

m,k^,k^,k étant des réels donnés, on désigne par

gm,ki,k2, k ( y ^  _, )  ̂t espace de Frechet de toutes les fonctions C°°
i

sur U telles que :

Pour tous champs de vecteurs C°° homogènes de degré 0, X^,..,X^1, 

X2 ,..,Xp2 t Y1 ,..,Yq ; Z1 ,..,ZP avec X3 tangent à E2 , xj tangent à ^  ,

Y3 tangent à E. et IL , on ait :

IXJ..xpl X ^ . - . X ^ 2 . Y1 . . Y q . Z 1..zp a l  < r m d ^ 1_P l  d^,2_P2 P 
1 1 2  2 2 ^  * 2

Remarque 1.5.2 :

L ’hypothèse que £ et £ sont quasitransverses n ’intervient
m k k k

dans la définition que pour montrer que S ’ l 1 2 ’ est métrisable. On 

pourra donc utiliser cette définition avec précaution dans le cas non 

quasitransverse.

Remarque 1.5.5 :

Soit X un ouvert de ]Rn , T*X\0 le fibré cotangent à X privé 

de la section nulle. Soient des sous-cônes ouverts de T X\0

tels que ü. cr ü. cr U, (i.e U H S*jfcE u_ fl S*X oz U_ 0 S*X).
1 2  3 1 2 3

Soient des sous-cones fermes de U_
m kn k ^

Alors si a est dans S ’ 2» (U ,£ fl U , £ H U ), il existe a dans
£mt JL ¿à ¿t ¿L

gm »kl ,k2,k^y^^ 2^ 2  ̂ telle que a = a dans U^.

k “D

de la section nulle. Soient U
1

U
2

ï
ô

Soient S
1 »S

3 T 2 i
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Remarque 1.5.4 :

Soit Va= U alors si a € Sm,kl ,k2 ,k (U,S1 ,E2 ), 

a/V€ Sm,kl ,k2 ’k (V,E1 n V t E ^ V ) .

[Proposition 1.5.5 :

On suppose que E^ et E2 sont quasitransverses.
OO OO x

Soit U' un second cone C , $ :U'-»U une application C , homogene

de degré 1 transverse à E^,E2 et E^ 0 E2 et posons

-1
E| = (E.)(i=l,2)

Alors a ->a » $ est continue de Sm,kl ,k2 ,k(U,E^jE0) dans
i M

s-’k 1'k 2'k (u.,r;,s£).

Démonstration On prend des cartes locales pour U et U 1 de sorte 

que Ei ,E2 ,$ sont mis sous forme canonique.

§ 2. ESTIMATIONS POUR CERTAINES INTEGRALES OSCILLANTES

a , OO ^  OO ,

Soit U un cone C , A un sous-cone C ferme, IL et £ deux
j. ¿à

sous-cônes (f° fermés de U contenus dans A.

On définit d ,d .d ,d comme au paragraphe 1, mais on notera

pour abréger, , d2 , d^, d ^ .

Soient m,k^,k2,k,l des nombres réels, on pose la 

Définition 2.1 :

On désigne par QSmlkl ,k2 * 1(U , , A ) l fensemble de toutes
OO

les fonctions C a sur U telles que, pour tout champ de vecteur homo

gène de degré 0 X*,..,XP ; y |,. ./Y^l J Y*,» .jYP2  ̂z* , • • ,Z®

ou X 1 est tangent à E^, E2 et A , i=l,..,p 

W 1 est tangent à A i=l»«»»<l

Y* est tangent à ^  et A »

Y2 " " à Ea et A , i=l,•.,p2

Z1 est quelconque

On définit d
S1

/dS
2

d
A

d
I
1

£

pour abréger, d
1

w
1
)•  •p

i =1 1 • • 1I
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On ait

IX1 . ^  W1 ..Wq YJ..YJ1 Y ^ . - Y ^  Z 1 . . Z B al <

<2‘1) < r" a“1 ak2 dk <r1/2d )1+" <rI/2% Pl (r 1 / 2 ^  l"2 (r1/2 ̂  f i  r s / 2  
~  U1 2 12 A d ' v d ’ K d. ' *r

1 b 1 cL

m,k1 ,k2 ,k,l
On écrira QS s'il n fy a pas d'ambiguité.

ft“ ’ki*k2 ’k ’-1r_ _m- K  - K  - K  + i , f ,
On a QS c S ^  (U)

Les résultats suivants sont immédiats à partir de la définition :

f ?
m,k ,k ,k,l m',k ,k ,k',l'

Si a€ QS ^ , b € QS ^

m+m1, k +k!,k +k*,k+kf,1+1f
alors a b G QS

(2.2)

y \ OO ^
(2.3) Si X est un champ de vecteur C ,homogene de degré 0, et

m,k ,k ,k,l 
a € QS alors

m,k ,k ,k,l+l
X a € QS Si X est tangent à 2^,£2 et A.

m,k -l,k ,k,l+l 
X a € QS Si X est tangent à £2 et A.

m ’ki!k2-1,k’1+1
X a € QS Si X est tangent à et A

m,k ,k ,k-1,1+1
X a € QS Si X est tangent à A

X a € QSm+^ 2,kl ,k2 ,k’ * Si X est quelconque

*"’^1 1 m k1 kp 1/9 1 Ir
(2.4) Si a 6 QS et a > r d d (r d ) d

~  1 2 A 12

-m,-k ,-k k ,-1
alors a € QS

V k d P d P d

s
1 2

m-
1
2

k
1 2

k
2

k +
1
2

+

( U )

1
e t b

m, k
1

k. k, 1
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(2.5) La classe est invariante par difféomorphisme. 

On a les propositions suivantes :

Proposition 2.2 :

n u  n u  0O n u

Soit Ei , E0 deux cones C de U et on suppose que E. coupe 
1 2  î

A transversalement le long de Z^(i=l,2).

¡On suppose de plus que tout champ tangent à I , L  et A peut s'écrire
I  ̂ n u  n u

¡comme la somme d !un champ tangent à et et d'un champ nul sur A. 

Alors

,k ,k _  _  m,k ,k ,k,-k —  k - k_
I S (U,El5E2 ) c  QS 1~ 2" (U,I1 ,E2 ,A)

Nous ne démontrerons pas cette proposition, mais elle est pratiquement 

identique à celle de la proposition 2.5.

Remarque 2.3 :

n u  n u  n u  n u  n u  r u

Lorsque E^ et E^ sont quasitransverses, et que E^, Eg

sont transverses à A le long respectivement de E^,E2*2^rï • Alors on 

peut écrire en coordonnées locales au voisinage de A tout champ tangent
n u  n u

à £ , £ et A comme la somme d'un champ tangent à £ et £ et d'un 
1 2  1 2

champ nul sur A.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.4 :

Soit U = Ax]RP x ]Rq un cône défini par (\u,z,\Ç) = \(u,z,£)
oo x

Soit $ e application C homogene de degre 1 de U sur A, induisant

jl'identité lorsqu'elle est restreinte à A.
i

Soient et E2 deux sous - cônes de A , alors tout champ

’homogène de degré 0 tangent à £ et A (resp. I et A , resp. E ,£ et
1 2

¡A) s écrit localement au voisinage de A comme la somme d'un champ 

itangent à $ 1(^ ) (resp. $ 1(S2 ), resp. f"1 (E1) et f_1(£2)) et d'un 

champ nul sur A.

I
1

et 1
2

et d'un champ nul sur A.

s
m, k

1

I
2 h i

n x
2

I
2

• Alors on

Soient E.1
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! Démonstration

$(u,z,Ç) = ($,z,Ç)

iC'est un difféomorphisme dans un voisinage conique de A, qui conserve A « 

|Grâce à ce difféomorphisme, on se ramène à démontrer le lemme dans le 

¡cas où $ est la projection de U sur A.

Tout champ tangent à A s'écrit comme la somme d'un champ constant en 

N
(z,£) : E a.(u) -—  et d'un champ nul sur A. 

i=l 1 ô u i

Si £ ai(u) —  est tangent à E ^ resp. £ , resp. £ et £ ) il est encore 
ôu.

— 1 “1 —1 —1 
tangent à $ (E^) (resp. f (E2 ) , resp. $ (£^ ) et (£ ) qui s'iden-

Soit $ l'application de U dans U définie par :

tifie à £ x ]RP x ]Rq (resp. E2 >< x > resp. E^ x 1RP x ]Rq et

E x 1RP x ]Rq ).
dé

Ceci montre le lemme dans le cas où $ est la projection. 

Proposition 2*5 :

m,k1 ,k2 ,k

Sous les hypothèses du lemme 2.4 , si a€ S (A,E^,E2 )
m,k ,k ,k, -k -k -k_ 

alors a $ c QS (U,£ ,£ ,â) où A est identifié
O 1 ¿d

à A est Ax {0} dans U*

Démonstrat ion

Comme précédemment, on se ramène localement au voisinage de 

A ( mais c'est seulement là qu'on a à démontrer quelquechose) au cas 

où $ est une projection de U sur A.

Soit d la distance à Z. dans U (en abrégé d.)
Zj . 1 1
1

n * j -1.
I la distance à dans A ( ou la distance à $ (Z-) dans U) 

2_j . 1 1 .

On définit de même

( en abrégé d^)

dsltr2 ’ \ , i : 2 en abrégé di2’ di2'

"i
a

]RP x liq resp. T
1
x m p

X m q e t

1 2

en abrégé
12

d
12
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(2.6) d. ~  d. + d A i =1,2
1 1 A ’

(2.7) 1 < —  < 1 + —  < (r1/̂ 2 d )
d. d. ü 
i i

m,kl ’k2 ’k
Si a € S  (A,E^,E2 ) ? a o $. = a ne dépend pas de (z,£)

k.
I i . m ~  1 ~  2 ~k 
,al ^  r di *d2 * d12

On veut en déduire que

ii m kl k2 k 1/2 -(k-)-(k-)-(k-)
(2.8) lal < rm d ^  d22 (d12)k (r1/2dA ) 1 2

Ceci résulte de (2.6) , (2.7) et de l'inégalité

(2.9) 1 < —  < (r1/2 d )nu r>u rsj A '
d12

On considère maintenant l'action d'un champ de vecteur homogène de degré 0: 

Soit un champ tangent à £2 et A, alors on l'écrit comme la somme Y1=Y| +

r 1 à \
"2 2

Alors si a€ S 1 * ( A , S 2) (considéré comme symbole sur U)

On a

d'un champ constant (en z, Ç ) à Ï,0=Z.0 x ]RPx IR^ et d'un champ nul sur A. 
m,k1 ,k2 ,k

m,k -l,k k m,k ,k ,k-l
a £ S (A,ri ,S2 ) + JA . S * (A,S1 ,S2 )

oo
On identifie les fonctions C sur U indépendantes de (z,Ç) avec les 

fonctions sur A.
, ,  OO

est 1*ideal des fonctions C homogenes de degré 0 sur U qui s 1an

nulent sur A.

désigne par convention l'espace des fonctions C°° sur U homogènes de 

degré 0.

i pi
Si Yl5..,Y^ sont des champs tangents à £ et A , on en déduit que

1 Pi P1 i„ +1-, >k *k-l
Y l . - . Y / a G  r (J.)11 S 1 1 1 2  1 (a ?e )

1 = 0  1 ^
1

d
i

dA

cl
12

Yn
1

Y
1

JA

J
o
A

s
m,k

1"P1 +11 k.
2
.k- 1

1
A, 2

1
2
2'



De même , on a :

1 P2 i-2 , J o  m ’kl ’k2"P2+12 ,k-12 
Y2**'Y2 0 (JA } S 1 2 2 2 2(A,Z1 ,E2 )

Si X est tangent à 2^ * alors

m ik..,k9 ,k m ,k ,k ,k-l
X a € S +(JA ) S

de sorte que si X^...XP désignent des champs de vecteurs C°° tangents 

à S1 ,Z2 et A.

alors

-, P , m ,k ,k ,k-l
X . .XP a € E (J ) S 

1=0

Si W 1 est tangent à A (homogène de degré 0)

1 q o m,k ,k ,k-q
W . . W q a€ J° . S 1 ^

On en déduit que

car les champs tangents à A, respectent

Enfin si Z 1 est quelconque :

om ik1-P1 +l1 ,k2-p2+l2 ,k -lr l2-l-q+i
x S

On a donc à considérer
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W
rl

•  • w-q xi• •Xp Y
1

1
• •ï

r i
Y
i
2

• •Y
¡L

p 2
a €

P
E

1 =0 1
1
=0

p
E
,1 P,2

E
1
2
=o

(J
A'

1
1
+1

2
+] m,

S
k
1"P 1

+1
1

k
2-P2

+1
2
,k- 1

1
-1

2
-1 -q

zi z s V
1

¥q x i x1p Y
1

,Y
P

2
2

a 6

s

E
i ='0 1 =0

E
P P1

E
1
1
=0 1

2
=0

P
E
2

J
1
+1

2
+1-i

+
X

-s

r m H
A'

1
1
+1

2
fl-i ) + n < j

d
1

k
1 -P a

i

s

k
z

-T
2
+ 1

2
d
12

k- 1
i
-1 -1 -q +i -s

a e
i
2
= 0

F2

s, et A

J d
A
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( 2 . 1 0 )  I Z ^ . Z ® .  W1 . . W ^ X 1 . .XP Y * . . Y 0 ai  s.
1 2  ~

qu'on majore, en utilisant (2.6), (2.7), (2.8), (2.9), par :

<
kl S (A ,k , 1/2 , -(kt)-(k2“)-(k-)f 1/2 , Pl+P2+P+q

dl 2 12 (r A ^  A

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.5.

On garde les mêmes notations mais on suppose que p=q=n.

«n,k1,k2,k,l ±
Soit a dans QS (U,£ ,E ,A) un symbole nul pour —  I £ I+z >  C

i ¿à r

(où C est >0). Comme auparavant, r est une fonction C°° strictement

positive sur A qu'on identifie à une fonction sur U (indépendante de z ,£)•

Nous posons

(2.-11) l(a) = J e 1 Z*£ . a(u,z,Ç) dz.dÇ

alors

Proposition 2.6 :

Avec les notations ci-dessus, nous avons

m,k ,k2 ,k 

I(a) € S A; (A,E1 ,E2 )

Démonstration

1 ^1 1 ^2 1 a 1 p 
Soit X^. . . ,X^. . , X^ , Y, • VY ,Ẑ  • des champs de vecteurs

homogènes de degré 0 sur A , tels que :

X*(resp. X* resp. Y1) est tangent à Etiresp.£^, resp.Z^ et Z^)

Alors

et

X*......ZP I(a) = l(X*...... ZPa)

1 t, m,k -p ,k -p ,k-p,l+p +p +q+p
X * ..............ZP a € QS 1 1 ^ ^ 1 ^

r
m

F 2

X d
12

-q d
1

“P 1 ri
2

-P 2
r
s

-(k. J -(k -) -(k-)



E n  e f f e t  r a m e n é  s u r  U ,  X *  e s t  t a n g e n t  à  £  e t  A
¿à

X *  e s t  t a n g e n t  à  £  e t  A

Y 1  e s t  t a n g e n t  à  £  , £  e t  A
1 b

e s t  t a n g e n t  à  A

I l  e s t  d o n c  s u f f i s a n t  d e  m o n t r e r  q u e

k k
| l ( a ) | <  r m d  d  ( d  )  ( d  e s t  l a  d i s t a n c e  à  £ .  d a n s  A )

1  2  1  ’  2  i  1

S o i t  d ^  ,  d ^  _  l e s  f o n c t i o n s  a s s o c i é e s  à  £ .  s u r  A ,  i d e n t i f i é e s  a v e c  

Si 1 2

u n e  f o n c t i o n  s u r  U  i n d é p e n d a n t e  d e  ( z , £ ) ;  i l  r é s u l t e  d e  l a  p r o p o s i t i o n

2 . 5  q u e  :

d e f  TJ " " ^ 2  ÏJ k  - m  + ^ p + ^
c  =  ( d j  )  1  ( d ”  )  2  ( d ?  _  )  k  r - m €  Q S  1 2  1 2

1 2 H  ’ 2

P a r  c o n s é q u e n t  

b  =  c .  a

, ^ O o , o , o , o , l + k * + k * + k +
e s t  d a n s  Q S  ’  1 1 ■ 1  2

e t  i l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  s i  b  e s t  d a n s  l a  c l a s s e  c i - d e s s u s ,  a l o r s

I  ( b  )  <  1 .  « i  i +  i +  i +  ^  k
/ 1  + k  + k  + k  , 0  

™ ^  o  I 1 2  1 ,  a l o r s  
C h o i s i s s o n s  N  S u p l -----------------------------------------I 1

b = (1 + rlzl2 + -— I e I 2 ) 

est dans QS°.°>°.-2N + l + k ^ k ^ k "  c s° (U)

O r ,  e n  i n t é g r a n t  p a r  p a r t i e ,  o n  a  :

l ( a )  =  l ( ( l - r A  A  ) N  b )Ç r  z

L o r s q u e  b  e s t  d a n s  s ° / 2 ^  ’  o n  s a i t  q u e  e s t  m a 3 o r é  ( c f .  l e m m e  2 . 8

d e  [ 1 ] ) .
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Ce qui démontre la proposition.

z j

2 . 5 que :

-m -k
1

-k
2

-k k
+

1
+k

+
2

+.k
+

1 ;¿

est majoré (cf. lemme 2.8I [b.
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CHAPITRE II OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

m , k  , k  , k

§  1 .  L a  c l a s s e  O P S  *  ( X . ^ . E J

S o i t  X  u n  o u v e r t  d e  ] R n ,  U  l e  c ô n e  T * X \  ¡ 0 }  =  X x  f ] R n \ 0 }  e t

/\ oo
2 ^ 1 ,  ^2 d e u x  s o u s - c o n e s  C  f e r m e s  d e  U  q u ' o n  s u p p o s e r a ,  p o u r  s i m p l i f i e r  

q u a s i - t r a n s v e r s e s .

oc m,k1 ,k2 ’k
S o i t  a  =  a ( x , § )  u n e  f o n c t i o n  0 ° °  s u r  X x ] R n  t e l l e  q u e  a  €  S  ( U , Z . , E  )

J. ¿d

d a n s  U  .

A l o r s , o n  d é f i n i t  l ’ o p é r a t e u r  p s e u d o d i f f é r e n t i e l  a ( x , D )  p a r  : 

a ( x , D )  f  =  ( 2 u ) “ n  J* e 1 X * 5  a ( x , § )  f ( § ) d §

p o u r  f  d a n s  C q ( X ) .

m,klfk2 ,k
O n  d é s i g n e r a  p a r  O P S  ( X , £  , E  )  l f e n s e m b l e  d e  t o u s  l e s  o p é r a t e u r s

d e  l a  f o r m e  a ( x , D )  +  f t  o ù  a  e s t  c o m m e  c i - d e s s u s  e t  f t  e s t  u n  o p é r a t e u r

oo

a  n ° y a u  c  •  m k  k  k

S i  V  e s t  u n  s o u s - c ô n e  o u v e r t  d e  T  X \ j o } ,  O P S  ( V , £  , E  )  e s t
I  M

l ' e n s e m b l e  d e s  o p é r a t e u r s  d e  l a  f o r m e  a ( x , D ) +  f t  o ù  a ( x , § )  e s t  d a n s  

m , k l , k 2 , k
S  ( V , S 1 , S 2 )  ,  e t  f t  e n v o i e  t o u t e  d i s t r i b u t i o n  à  s u p p o r t  c o m p a c t

e n  u n e  d i s t r i b u t i o n  d o n t  l e  s p e c t r e  s i n g u l i e r  ( W a v e  F r o n t )  e s t  d i s j o i n t  

d e  V .

P r o p o s i t i o n  1 « !  :

m,k.,k_,k
oo n  1 2

S o i e n t  a  e t  b  d e s  f o n c t i o n s  C  s u r  X x I R  ,  a € S  1

m - . k j f k £ , k '

b  €  S  e t  s u p p o s o n s  b ( x , g )  = 0  p o u r  x 4  K ,  o ù  K  e s t  u n

c o m p a c t  d a n s  X .
m + m 1 , k  + k ! , k  + k »  k + k f

A l o r s  n o u s  a v o n s  a ( x , D )  o b ( x , D )  €  O P S

Démonstration :

S i  n o u s  p o s o n s  c ( x , D )  =  a ( x , D ) 0 b ( x , D )  n o u s  a v o n s  :
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c(x,§) = e a(x,D). b(x,D) e*X *~

= (2ti) n a(x,Ç+£). b(x-z,§) dz.dÇ

= K ^ )

La démonstration résultera de la proposition (2.6) si l'on montre que

c1 (x,§,z,Ç) = a(x,§+Ç). b (x-z,Ç)

m+m', k +k',k +k',k+k',-k _-k'_-k -k'_-k— kl 
est dans QS i i ^ ^ ^ dang un

I I
domaine où I £ + Ç I ~  § (une troncature permet de se ramener à ce cas) 

Montrons par exemple que :

m,kl5k2

m,k ,k ,k,-lt _-k -k.
a(x,Ç+£) € QS

si a € S x "(U,E1 ,S2 ) 

L'application $

(x,Ç,z,Ç) -» (x, § +Q) .  

de üx 3Rn x ]Rn surlRn x ]Rn

vérifie les hypothèses du lemme 2.4 (chap. I) dans le domaine où 

on s'est placé. La proposition 2.5 (chap. I) donne le résultat.

m',kj,k£,k', - k|_-k' - kl
On montre de même que : b(x-z,ç) est dans QS 

d'où le résultat de la proposition 1.1.

Proposition 1.2 :

m ’kl ,k2 ,k
Soit A € OPS (X,!!^,!^), alors A est dans

m,k1,k k
o p s - ^ (x ,e i 5z 2 )

Démonstrat ion :

Si a(x,§) est le symbole de a, le symbole de A est donné par

a*(x,§) = ( 2 n ) ~ n JJ eiz*^ a(x-z,£+C)dz.d£

Utilisant la proposition 2.5 chap. J, on montre que a(x-z,§+£) est

- i X

-n
j ï e

LZ •c



m , k l 9 k 2 , k ,  -  k i -  "k 2- " k ~ 
d a n s  Q S  ,  d a n s  u n  v o i s i n a g e  c o n i q u e  d e

£  =  0 , z  =  0

L a  p r o p o s i t i o n  r é s u l t e  a l o r s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 6  c h a p i t r e  I .

C h a n g e m e n t  _  d e  _  f o n c t i o n n e  p h a s e  ^ c h a n g e m e n t  d e  c o o r d o n n é e s

n  v
S o i t  c p ( x , 0 )  u n e  f o n c t i o n  d e  p h a s e  s u r  X x  1R •  S o i t  ( i = l , 2 )  d e u x

r oo n\ ( i
s o u s - c o n e s  f e r m e s  C  q u a s i t r a n s v e r s e s  d e  U  =  X x ü R  \ j 0 } ,  e t  s o i t  

m,k ,k ,k v v 
a  €  S  “  ( U , S 1 ,  E 2 ) .

O n  s u p p o s e  q u e  a  s ' a n n u l e  p o u r  0  p e t i t  e t  p o u r  x 4  K  o ù  K  e s t  u n  

s o u s - e n s e m b l e  c o m p a c t  d e  X .

D e  p l u s ,  ( x , 9  )  - ^ ( x , d ^  c p ( x , 0 ) )  e s t  u n  d i f f é o m o r p h i s m e  d ? u n  o u v e r t  

c o n i q u e  v o i s i n a g e  d e  s u p  a  s u r  u n  o u v e r t  c o n i q u e  d a n s  T * X \ j o } .

F i n a l e m e n t , s o i t x ( x ) £  J R n )  ,  a v e c  ^  =  1 ,  s i  l x l < e , ) ( = O s i

l x l > 2 e  (s s u f f i s a m m e n t  p e t i t ) .

O n  c o n s i d è r e  :

A f  = J 7  e i M x , » ) - « . ( y , e ) )  x ( x _ y )  a ( X i 9 )  f ( y )  d y d 6

O n  a  l a  p r o p o s i t i o n  :

P r o p o s i t i o n  1 . 5  :

S o i t  S .  l ' i m a g e  d e  S .  p a r  l ' a p p l i c a t i o n  ( x , 0 ) - >  ( x , d  c p ( x , 0 ) )
1 ; 1 1 b- b- ^

A l o r s  ( s i  e e s t  a s s e z  p e t i t )  ,  o n  a  A ê  O P S m ’  1 *  2 ’  ( X , ^ , ! ^ )

D é m o n s t r a t i o n  :

O n  a  A  =  b ( x , D )  a v e c

b(x,f ) = e-ix5 A.e1*5 = // ei M * , 6 ) - >P<y,0 ) - < * ^ . 5  >> x (x_y) a(x,e )dy *

E c r i v o n s  : < p ( x , 0 )  -  t p ( y , 9 )  =  <  x - y , T i >

a v e c  „1
< r | ( x , y , 9 )  =  J* ( ^ ( ( l - t j x + t y * ©  )  d t

o
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Finalement, soit x ( x )£ CCX

O
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Alors si e est suffisamment petit, l'application (x,y,0) -> (x,y,«r|) est 

un isomorphisme d fun voisinage conique V dans Xx ( ]Rn\{o})

Soit (x,y,m) -> (x,y,0(x,y,n) l'application inverse, et on pose

De
Dn

On a

b(x,§ ) ~  ,fJe l < X  y,T1 §>x ( x -y) a(x,B (x,y,Ti) ) J(x,y,T)) dy d-n

Par une troncature, on se ramène au cas où I § I , de sorte que
¿à

b(x,§) ~  JJ e1 < X - y ’T1_§> b1 (x,y,§f-n) dy d-p

avec b1 (x,y,§,Ti) = x 1 (5»'n) a(x,0(xjy,^)) J(x,y,-n)

où ^ est dans S ° , égal à 1 si I § I > 3 ( I§-nI+1) et 0 si l§l<2(l§-nl+l)

On étend b^ à X x  ]Rn x IRn x ]Rn (prolongement par 0) et on réécrit cette 

intégrale en posant :

c(x,z,§,£) = b 1 (x,x-z,§,§+£)

d ' où

b(x,ç) ~  e1Z  ̂ c(x,z,|,Ç) dz dQ = l(c)

Le seul point délicat est de montrer que

a(x,6 (x,x-z,§+£ ) )

est dans - - -
m,k ,k ,k;,-k. -k - k

QS

dans la zone où IÇ I ~  l§l

Soit $ l'application (x,§,z,£) -» (x,0 (x, x- z , § +£ ) )

Pour z = 0

C = 0

$ = (x,Ç,0,0) (x,e (x,x,§))

J X , y,

i < X - y- TÌ-■P

n -§ <
1
2

§ , de sorte que

a ( x , e  ( x , y , T i )  ) J ( x , y , ti)X x-yj

dans la zone oii i§ +c
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a ( x , e  ( x , x - z , § + £  )  )  =  a  o  $  

q u ' o n  é c r i t  s o u s  l a  f o r m e

a  o  §  =  a  o  §  o  $  o  §

n u

o ù  $  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  : ( x , 9  )  - »  ( x , d x ( p ( x , 9 )

h m , k . , k „ , kr s j  _  1 2  ^
a o $  e s t  d a n s  S  c a r  $  e s t  u n  d i f f é o m o r p h i s m e  s u r

l e  s u p p o r t  d e  a .

^  n  n
$  o  $  o p e r e  d e  V x  ] R  x ] R  d a n s  V ,  e t  i n d u i t  l ' i d e n t i t i é  s u r  V ,  s u r

$ ( x , e  ( x , x , § ) )  =  ( x , t , )

O n  p e u t  a l o r s  a p p l i q u e r  l a  p r o p o s i t i o n  ( 2 . 5 )  d u  c h a p i t r e  I  p o u r  m o n t r e r

q U e  m , k  , k  , k ,  -  k "  -k~ -  k "

a ( x , 0  ( x , x - z , §  + Ç  )  )  .  X l ( § , § + C )  e s t  d a n s  Q S

L a  p r o p o s i t i o n  e n  r é s u l t e .

O n  d é d u i t  d e  c e t t e  p r o p o s i t i o n  l ' i n v a r i a n c e  p a r  d i f f é o m o r p h i s 

m e  • I l  s u f f i t  e n  e f f e t  d e  p r e n d r e  u n e  p h a s e  d e  l a  f o r m e  < ¥ ( x ) , 6 > o ù

Y  e s t  u n  d i f f é o m o r p h i s m e .
m ,  ) 2  *

L a  c l a s s e  d ' o p é r a t e u r s  p s e u d o d i f f é r e n t i e l s  O P S  ( X , X L  , X 0 )
j. &

,  OG
p e u t  d o n c  e t r e  d e f i n i e  l o r s q u e  X  e s t  u n e  v a r i é t é  C  •

E n f i n  o n  p o u r r a i t  m o n t r e r  p a r  l e s  m ê m e s  m é t h o d e s  ( c f . [ 1 ] ) , l a  p r o p o s i 

t i o n  s u i v a n t e  :

P r o p o s i t i o n  1 . 4  :

S o i e n t  X  e t  Y  d e u x  v a r i é t é s  C ° ° ,  §  : T * X \ 0  T * Y \ 0  

U n e  t r a n s f o r m a t i o n  c a n o n i q u e  h o m o g è n e  d e  d e g r é  1  e t  F  ( r e s p .  G )  u n

- 1
o p é r a t e u r  i n t é g r a l  d e  F o u r i e r  à  s u p p o r t  p r o p r e  a s s o c i é  à  $  ( r e s p .  $  ) .

/v oo , -)(- .
O n  s u p o s e  q u e  e t  s o n t  d e u x  s o u s - c o n e s  C  f e r m e s  d e  T  X \ 0  q u a s i -

m fkltk2 ,k
t r a n s v e r s e s ,  a l o r s  s i  A €  O P S  ( X , E ^ , E 2 ) ,  F 0 A # G  e s t  d a n s

m ' , k  , k  , k

O P S  a v e c  m ' = m + d e g  F  +  d e g  G

Avec ces notations :

-1

r> u

car $ est un difféomorphisme surV, E
1

T
2 ),

On súpose que
1

e t E
2

V

avec m'=m+deg F + deg GI
2$1S$
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On garde les notations précédentes et on pose :

^  Déf
(2 .1 )  3Cm( u , r 1 , z 2 ) = sm" J » "J»“ 3 ( ü fS i tE 2 )

Cette définition sera justifiée par la proposition (2.1) mais il nous 

faut auparavant démontrer des résultats préliminaires.

Proposition 2.1 : Approximation successive

§ 2 Opérateurs d'Hermite et construction de paramétrixes

On suppose que £ et sont quasitransverses. Alors :

,  ,  ^
i) Soit a ^ S m  ̂ 1 ^ (j = 0, . . ,oo) alors il existe ai S

tel que pour tout N, a - £  a. i Sm

j<N 3

On notera a ^  Sa.. Deux tels symboles diffèrent par un 
__oo 3

élément de S (U)

• • \ m” 3 1 ~ 3 ? k j  m k k
Soit a_ Ç S ( j=0, .. ,oo) ,alors il existe af S 1 2

m-N,k -N,k -N
tel que pour tout N, a - £ a . £ S 1 ^

j<N 3

On écrira a ~ S a  . Deux tels symboles diffèrent par un élé-

kl + k 2 m- ---— —
ment de K  

Démonstration

Elle est la même que celle de la proposition 1.11 de [l]]

o o o o ^ 1̂ 1 *^2
si on remarque que S (U) c S ’ ’ (U,!^,!] ) , que S est un

espace de Fréchet (ici intervient l'hypothèse quasitransverse), et

qu'on a le lemme suivant (analogue au lemme 3.12 de [l])

Lemme 2.2 :

Soit ^ ( t ) 6 C°°( ]R) , x =0 si 11 I < 1/2 , x -1 si 11 I > 1

i) Soit cp̂  =^(r/\), \£]R + , alors cp̂  ê S° v° ’0 et l-(p^£S~°°;

X est borné dans S^’0,0 •

1
ii) On suppose que est définie localement par u i(x,§)= 0 \ . . \

Sm J,'J’‘d(U,E1 ,E2)
d
Q
]N

I
2

m k L b
2

m- N, k1 k2

X y
1

X
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u*(x,§) = 0 (où les u 1 sont homogènes de degré 0), on pose

f r  E E lu ? 12 \

\  = X ( r / M  X i-S-1-l2xJ=1----—  )

Alors cpf* £ gO,o,o  ̂  ̂ _ 2 ^o  ̂ \ cp̂  est borné dans

Proposition 2*3 :

Si E^ et E2 sont quasitransverses

J ^ d ^ s  e ) = 3Cm( u , E 1 n z  )f o ù  « “ ( u . e  n e„) = n s m~ j ’ “ 2j  ( u , e 1o e 0 )
1 ^ 1 2  1 2 j€ IN 1 2

La classe K 1" a été introduite dans [1]

Démonstration : On prend des coordonnées locales adaptées (cf § 1.4 chap. I) 

On a

(2.2)

r V 2  d > 1 r1 / 2 d > 1
1 12~

<

J r d j  d2 ) < (r 4 ^ ^ )  ~  <rdl d2)2

Montrons que K^ÎU, E^ il^) c: K m (U, E^flEg) (l'autre inclusion est facile) 

Soit alors a 6 îCm (U, E^, E^) , utilisant 2*2, on déduit facilement que :

* \-A s ï~j/2a ^  r (r d^ d ^  * < r <r d ^  )'

pour tout j.

Il nous faut montrer que :

(2.3) .(r'1' 2 f  )“ ' (r’1/ 2 &  )“2 (r‘1/2 f  )<> ( £ > *  < r & ) i  al
ô u ^  b u ^  ô w  5 v  o r

.  2 w z i i i i  i ! 2!  M
,S rm (p d2 )‘]/2 ' 2  2 ■ 2

hr  2

pour tout j.

On se ramène aisément au cas p=0, la 1=0,

V.

r E
is1, 2

Vi
I

3 =1
u J
i

2

s2, 2,
2

“l 1 2 Iß

£ r y
2
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Par hypothèse

(r-l/2 JL )“ l (r-l/2 A  (r-l/2 a|
òut òu2 ÒW

. m / _ x4xi 1/ 1/2 , x - lap I / 1/2, \ - I P i
< r (rd1 d2 ) J (r d±) 1 (r d^ ^ (r d12)

pour tout j 1.

La proposition résulte alors du fait que pour tout j, il existe j 1 tel 

que

A\ i * * \~3' t 1/2 , .”  ̂a l^ 1 / 2 , . ” ^2^ , 1/2, %-lpl ^
(2.4) (r d 1 d2 ) J (r d^ r d^ (r F <

j + la1 I + la2 I +1 pl

^  (r ds1n s2 )

En effet (2.4) est équivalent à :

j + loCj I + la2 I + I P I

qui est toujours vérifiée pour j' assez grand grâce à 2.2. 

Proposition 2.4 : On suppose £. et £ quasitransverses.

Soit P € OPS (X,£^,£2 ). Alors P a une paramétrixe à droite Q dans

-m,-k1 ,-k2 
jOPS si et seulement si :

| -m,-k ,-k
i) Il existe dans OPS tel que :

! PC^ = I modulo 0PS-l/2,_1/2,'1/2(X,ri ,£2 )

ii) Pour tout A dans 0P5C°(X, £^ ,£2 ) , il existe B dans OPK 

tel que

PB = A modulo 0P5C

Démonstration

V k2
-m + — ----

Elle est analogue à celle de la proposition 6.1 de [1],

2

a
2 ò ß

< (r d
2

E

r d
2

E1
n:¡c

2
<rv-/

r d
1
d,
2

j r
1 2

d.
1

a
1

r
1 2

cl
2

a £

r
1 2

d
12

E

m, k
L
k

i) Tl existe Q
1

ii) Pour

-1 2

2

-1/2,-1/2,-1/2
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!

D a n s  l e s  a p p l i c a t i o n s ,  i )  s e r a  v é r i f i é  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e  :

I
E x e m p l e  d e  b a s e  2 . 5

mi ,k1 m2 ’k? 
j S o i t  d a n s  O P S  ( X , £ ^ ) ,  P ^  d a n s  O P S  ( X , ^ )  e t  o n  s u p p o s e  q u e

j -m.,-k.
| P ^  ( i = l , 2 )  a d m e t  u n e  p a r a m é t r i x e  à  d r o i t e  d a n s  O P S  1  1 ( X , S ^ )  ( i = l , 2 )

m.

compte tenu des propositions 2.1 et 2.3.

« + m  - l / 2 , k  - 1 / 2 , k  - 1 / 2
J- ¿à X ¿à

a a n s  u i - o

; l a  c o n d i t i o n  i )  .

A l o r s  p o u r  t o u t  Q  d a n s  O P S  ,  P „ P ^ + Q  v é r i f i e
’ 1 2

D a n s  l e s  a p p l i c a t i o n s ,  i i )  s e r a  é t u d i é e  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e .  O n  s u p -

p o s e  q u e  P  d a n s  O P S  e s t  u n  o p é r a t e u r  p s e u d o d i f f é r e n t i e l  r é g u l i e r .

D a n s  c e  c a s ,  ( C o r o l l a i r e  1 . 4 . 3  c h a p .  I )  i l  e s t  d a n s  O P S m , k l + k 2 ( X , E 1 0 Z o )
I ¿à

L f é t u d e  d e  i i )  d a n s  c e  c a s  e s t  f a i t e  d a n s  [ l ]  [ 2 ]  e t  n o u s  r a p p e 

l o n s  l e s  r é s u l t a t s  q u i  s e r o n t  u t i l e s  i c i .

2 . 6  R a p p e l s  ( c f  [ l ] , [ 2 ]

S o i t  E  u n  s o u s - c ô n e  C  d e  T  X \ 0  d e  c o d i m e n s i o n  V .  O n  c h o i s i t  d a n s  u n  

v o i s i n a g e  c o n i q u e  d f u n p o i n t  d e  E ,  u n  s y s t è m e  d e  c o o r d o n n é e s  ( u , v ) t e l  

q u e  u ( x , Ç ) e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  0 ,  v  e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  1 ,  e t  t e l  

q u e  u  =  0  d é f i n i s s e  E *

O n  p o s e  i V ' m , k ( X , E )  =  0PSm,k(X,E)nOPSm (X)
r e g

S o i t  m a i n t e n a n t  P f  t • • ^ n , ^ ( X 1 E )  e t B  d a n s  O F K  m ( X , E )  d e  s y m b o l e  t o t a l  

p ( x , Ç ) , b ( x , § ) ,  a l o r s  i l  e x i s t e  u n  o p é r a t e u r  P  d i f f é r e n t i e l  u n i q u e
2Lj

r» / > a

- i.iïipi < k a« e (v> u "«

t e l  q u e  s i  a  d é s i g n e  l e  s y m b o l e  d e  P o Q  =  A

a  -  P ^  .  b  s o i t  d a n s  j ç m + m  1 / 2

d o n c

L f é t u d e  d e  P B  =  A ,  p o u r  A  d a n s  0 F K ° ,  P  d a n s ,  s e  r a m è n e l  à  l ’ é t u d e  d e

P ^ i v )  b  =  a  

o ù  a  €  5 C °  ,  b  e s t  c h e r c h é  d a n s  X  m + k / 2 ^

| Soit P
1

pose que P dans OPS

m, k
1

k
2

p
E , v)

2-12-k,m f

u
a
D ß
u
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Il est alors montré dans [2] que cette étude se ramène à l'étude de

1 1 inversibilité de P , v. dans C°°(l!fïS*X , ^ (  1RV ) ) au voisinage dans

S*X de tout point de £nS*X.

Dans le cas que nous étudions ici, l'étude de ii) se ramène

donc à l'étude de 1 ' inversibilité à droite de dans
n S2 (v)

v ! +v'+v

c°°( ( n s2) n s*x; 'S ( k 1 2 ) )

où P„ _ est de la forme :

Z i n E 2

P E ^ E  = H Z  aaP (v)
Ia !+IpI < k .+k_

K 1 2

V 1
/ A VJ 1 2 1 v.

avec u = (u1 ,..fu1l, u2 ,..,u2 , w ,..,w )

L'objet de l'article [2] était de montrer que l'étude de ce problème 

se ramenait, sous certaines hypothèses (non vérifiées ici) à l'étude de 

1'inversibilité dans^?pour v fixé. L'objet du chapitre III sera de 

faire une étude analogue pour le cas présenté dans l'introduction.

§ 3 Le cas de j souscones , ««,£^

Dans ce §, nous ne prétendons pas à la rigueur, mais présenterons briè

vement certaines extensions possibles de la théorie.

OO /v oo
Soit U un cone C arbitraire, E ,...,S . j sous-cones fermés C de U.

0

Soit (i ,..,i ) la donnée de q entiers de [l,*-,j] tels que i <i <..<i
1 q i dà c

On désignera par (i^,..,i^)° le complémentaire de (i^,••,i^) dans

C i •, j] •

On pose

d . = d
i

d.
i. , i
1 ’ 2 1 1 

d. + d. 

X1 X2

q

1

VEt

dans
v)S,

2
ni

i
p

<

c
oo
(( E1

u
Q h

ÒU
ß
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d .  i „  . • i  
i  q

i  =i .
d .

*» ■ 1

X .  . d é s i g n e  u n  c h a m p  d e  v e c t e u r  h o m o g è n e  d e  d e g r é  0 ,  t a n g e n t  à  £ .  

1 l * * 1 q  1

p o u r  t o u s  l e s  i  d a n s  ( i ^ i « * , i  ) °  

E n  p a r t i c u l i e r

d é s i g n e  u n  c h a m p  d e  v e c t e u r  q u e l c o n q u e  

e s t  u n  c h a m p  t a n g e n t  à  t o u s  l e s  E .

1 ?  3

X0 
1.

1 i  • • 1
X .  . d é s i g n e  l e  c o m p o s é  d e  1 .  c h a m p s  d e  v e c t e u r s1 ^* * 1  i .  • • i  

1  q  1  q

t a n g e n t s  à  Z L  p o u r  t o u s  l e s  i  d a n s  ( i ^ , . . , i ^ ) ° .

O n  p o s e  a l o r s  l a  d é f i n i t i o n  s u i v a n t e  

D é f i n i t i o n  3 . 1  :

A  c h a q u e  q -  p l e t  ( i  , . . , i  ) ,  o n  a s s o c i e  u n  r é e l  k .
1 <1 xi i ••? xq 

m lr ^
’ H  , 1

s u r  U  t e l l e s  q u e  :

O n  d é s i g n e  p a r  S  l #  ^  ( U ,  £  ,  .  .  , E  . )  l a  c l a s s e  d e s  f o n c t i o n s  C *
-*■ 3

1 . i . . . i
X. 1 . 1, a

i 1<i 2< . . < i q S ” 1,
TT < r” 7T d.

^  . . . .  1 . • . 1 
1-<..<1 1 q

1  q  H

C e t t e  c l a s s e  a  p r o b a b l e m e n t  t o u t e s  l e s  b o n n e s  p r o p r i é t é s ,  e l l e  a  é t é  

c o n s t r u i t e  p o u r  ê t r e  i n v a r i a n t e  p a r  c h a n g e m e n t  d e  c o o r d o n n é e s  e t  p o u r  

c o n t e n i r  d e s  c l a s s e s  r e l a t i v e s  à  u n  n o m b r e  i n f é r i e u r  d e  s o u s - c ô n e s  S .

C i t o n s  s e u l e m e n t  u n  l e m m e  r e l a t i f  a u  c a s  j = 3  e t  q u i  c o r r e s p o n d  à  l a  

v é r i f i c a t i o n  d u  p o i n t  i i  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2 . 4

C e  l e m m e  s u g g è r e  c o m m e n t  p a s s e r  d u  c a s  j  a u  c a s  j + 1  d a n s  l ' é t u d e  d e  

1 ' h y p o e l l i p t i c i t é .

1

s
i

q
i

X

k
i 1

•  • i
q

- 1
i1

•  • i
q
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¡ p o s e  q u e  :

| v —l / 2 —l 
| i )  P ^  a d m e t  u n e  p a r a m é t r i x e  à  d r o i t e  d a n s  O P S  ’  ( X , Z ^ )

j i i )  P ^ P ^ + B  a d m e t  p o u r  t o u t  B  d a n s  O P S ° ,  i / j ,  u n e  p a r a m é t r i x e  à

S d r o i t e  d a n s  O P S - 1 , - 1 , - 1 ( X , £ . , £ . )
i J

A l o r s  P  =  P  P  P _  +  A. P + \ I P  +  V P  o ù  ( A . , p . , v )  s o n t  d a n s  O P S °  a d m e t  u n
1 2  3  1 2  3  r e g

i n v e r s e  Q  d a n s  O P S  , ""l î ~ 1 , ^ ’ 0 , 0 , ® ( x , i ;  , S  , E _ )
1 O

t e l  q u e

O A  T ^  ,  r v n c “ ^ / 2 i  “ 1 , ~ 1 , - 1 , 0 . 0 , 0 , 0
P Q  =  I  +  r ,  a v e c  (ft d a n s  O P S  1 ’  1 1 1 1 1

N o u s  n e  d é m o n t r e r o n s  p a s  c e  l e m m e  i c i ,  m a i s  r e m a r q u o n s  q u e  :

# L a  c o n d i t i o n  ( i i )  e s t  p l u s  o u  m o i n s ,  s i  i )  e s t  v é r i f i é e ,  l a  

c o n c l u s i o n  d e  n o t r e  a r t i c l e

♦  D a n s  l e  c a s  o ù  H  0 P S ~ ^ ^ # ^ - j / 2 , - j / 2  __ 0 F K ° ( X , i ;  0 E o n S _ )
• 1 J o

U

l ' é t u d e  d e  1 ' h y p o e l l i p t i c i t é  p o u r  P s e  r a m è n e  à  u n e  é t u d e  d ’ i n v e r s i b i l i t é  

d a n s  $  .  O n  a  r a m e n é  l ' é t u d e  à  u n  p r o b l è m e  s u r  l ' i n t e r s e c t i o n .

Lemme 3.2

Soit (i =1,2,3) un opérateur dans OPS1^2 ’1 ( X , ) et on sup-Soit P
i

i) P. admet une paramétrixe à droite Q
i

inverse Q dans OPS
- 3 2, -1 -1 -1 .0, 0

• Dans le cas où n
j

OPS
- 3 D i- J 2 -j, 2 -J 2
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COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.

Ce chapitre suit étroitement 1 ’article [2] dont nous reprendrons 

pour l ’essentiel les notations :

§ 1 Introduction

CHAPITRE III ETUDE D 1 UNE CLASSE D 1 OPERATEURS DIFFERENTIELS A

On garde les notations du § 1 du chapitre I. On pose v=(v,r). et E

sont quasitransverses. . ,
m,k ,k

Alors si P est dans OPS (X,E.,E0) 0 OPS (X) , on peut écrire que
1 2  reg

V  £ k2

lp l+lp l+lpl < k +k
lpi l+lp2 l+lpl k1+k2 

m + -------5------'------ 5—

° ù e ops

U3 (resp W 3) est un opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0 de 

symbole u3 (resp w3)

1 1 vl
p. , p V. p.J

Ui1 = (u|) V . o d J 3 ) 1 i = 1,2

kï +k9 
«n---- ^  - 1/2

B est dans OPS

~  Def b à Alors L.  = U. = u. + £ d . . -2—  + p. . -2—

1 1(E1PE2 ) 1 j=l,2 1J ô u 1 ôw

On en déduit que

E1 2

p >
p1

< k
1

B
z

< k
2

où A
ß1 ß2 ß

M W
E.
±
ni

2

w h s

j =1, ¿
oc.
j

n

ÒuL .
J

'V

ß
h

òw

Ae
i

E
2 ß

u
1

u,
2'

w . V U
1

ß1
U
2

ß2,
A'ß + E
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V 2  R

PE PE = V  , a r r b ( v ) - S  L 2 M
1 2  I p I <  k  1 2 ’

!p2 ! £ k2

IP1 I+1P2 I+1PI < k1+k2

l P l l + l P 2 l + I P l
o ù  A «  r  r  e s t  d a n s  C  ( I L P X L )  e t  e s t  h o m o g è n e  d e  d e g r é  m + --------------------------------------------

l ’ 2  1 2

k l + k 2  

“ 2 *

V »  + v * + vi Q
S i  E  d é s i g n e  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  : ] R  3  ( u  , u  , w )

-L ¿à

“j x
L e s  s y m b o l e s  c o m p l e t s  d e  L . ,  W p e u v e n t  e t r e  c o n s i d é r é s  c o m m e  d é f i n i s -  

s a n t  l e s  p l a n s  d e  ( E x  E  )  s u i v a n t s  :

j v ( i = l , 2 ) e s t  e n g e n d r é  p a r  l e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  Cf (  l | )  (u , u l f u  ,w)j = l , - - , v |

e t  p a r  l e s  f o r m e s  G ( M 3  )  ( w , u ^  / U g / w )  j = l , . . , v  

o ù  ( u  , u  , w )  d é s i g n e n t  l e s  v a r i a b l e s  d u a l e s  d e  ( u  , u  , w )
-L <-i 1  ^

771 e s t  e n g e n d r é  p a r  l e s  f o r m e s  a ( M ^ ) ( w , u  , u  , w )  j  = 1 ,  •  •  , v
J- ¿à

r v  r^j -j

e s t  e n g e n d r é  p a r  l e s  f o r m e s  l i n é a i r e s  C (  )  ? G - 1 i • • * v j  

O n  a  £ 1 H £ 2  =  1P

I c i  C f ( L ? )  e s t  l e  s y m b o l e  c o m p l e t  d e  L ?

C ( M )  ,! "  "  11 "  M

§  2  U n e  c l a s s e  d ' o p é r a t e u r s  p s e u d o d i f f é r e n t i e l s

S o i t  E  u n  e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  d i m e n s i o n  f i n i e  n .  E  l e  d u a l  d e  E .  

S o i e n t  ( x , § )  l e s  c o o r d o n n é e s  d e  E x  E  .

S o i e n t  i i , v |  , v ^ , v , v ^  , v  d e s  e n t i e r s  p o s i t i f s  o u  n u l s  v é r i f i a n t  :

y.  =  v j  +  +  v

v . = v ! + v 
i i

(i = 1,2)

i
ß

i
i

L

ß

2
2

M¡P

z

<••u I
[i=l,2)est engendré par les formes linéaires Ci D

i

V t
2

+ v
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V ' V 1ti 1 2 \J »
II* = JR x 1R x ]R 3 ( ^ , 1  ,t )X ^

On utilise la décomposition suivante :

¡Définition 2.1

m. , m0 , mf1 2 il u
On désigne par S ( JR ) l'ensemble des symboles sur JR qui

vérifient :

v ! f
-V-oc.e M  1, ÿ  a 6 1NV ,

Z i ^ ! 2 i “ ’---- —  ---  a(x x t ')
a l x a 2 x .<*' 1 2  '■ ^ n r *ÒT i)T2

m - la I m - Iot0 I
< (i +It I+It 'I) (i +It I+It 'I)

X di

,m'+ la'

1 + I x . I + I x 1 I 1 + I I + I x 1
1 2

m1
On notera S ( ]R^) si m' = 0

On a les propriétés suivantes :

r^j r y  rsj
* 4-m *m ,m ,m' m ,m ,m' m +m , m +m ,m'+m

2.3. Si a € S £ ; b € S  ^ , a b €  S 1 1 * *

2.4 Si on fait un changement de variable linéaire inversible du type 

suivant

t . = roc* t* + E p.1 t ' 1 = oc. . t . +13. . t ’1 1 1  K1 1 1  K1

^2  = E a 2 T2 + 2 P2 T,X = a 2 * T2 +P2 - T' 

t ' = £a* t 1 = a 3- t 1

La classe est conservée.

Soit £.(i=l,2) un V.-plan dans (Ex E ) . On suppose que77( = £inxo est de 
X X -L d*

dimension v

1 + 1

a1 a2 a f

2 . 2
n

jG 3N
S

m1-j m2-.1
2RM Í JR,P-
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On choisit alors un supplémentaire £^dans jV par rapport à fp

m $  ï i = £ i

On pose

£ = % © Xa© X2 = X1 + X2

On peut identifier par le choix d'une base (resp. £.,£.,£) à la donnée

r̂~>  ̂ "X*
d fune application linéaire M(x,Ç)(resp. L .(x,§),L.(x,§),L(x,§)) de E x E

v.  vî  vj+v»+v 1 1
dans ]RV (resp. 3R 1 , ]R 1 , M ) .

Rappelons (cf.[2]) la définition :

Définition 2.2 :

Soit Sm ( JR^) l fespace des fonctions f sur ]R^ 3 t , telles que

( 1 + I x I) m + â ̂ Da f soit bornée, soit £ un N-plan de (Ex E^) q u fon identi

fie à L une application linéaire de E X Ë* dans ]R^; on désigne par la classe

des opérateurs d e ^ ( E )  dans^?(E) telle q u !il existe a dans Sm ( ]R^) 

telle que :

A. f = (2ti) n J ei x #  ̂ a(L(x,Ç)) f(§) d § pour.f Ç^(E)

Définition 2.3 :

m1 ,m2 ,mf
On dira que A appartient à OPS (E) s'il existe

m i ’m 2 ’m ' u -
a£ S ( ]R ) telle que A est défini pour f dans J (E) par :

A f = (2n)~n J e1 X *5 a U ^  (x,Ç ) , L2 (x,§ ) , ^(x,§ ) ) f (Ç ) d§

Remarque : La classe ne dépend pas des supplémentaires choisis de

dans et £ 2 ,et des bases choisies, ce qui justifie la notation 

(ceci est du à 2.4)

Il est montré dans [2] que A est continu de d (E) dan s ^ ( E )  et que si 

a est dans 0PS°’° , il se prolonge en un opérateur continu de L2 (E)

, t  2 /p\ 1 2
dans L (E).

OPS
JC

-m la classe

s.1 2

dans
1
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On sait comment agit le groupe métaplectique (cf [2]) et on peut mon

trer la proposition suivante :

Proposition 2*4

m ,m ,m' m ,m ,m'
Soit P dans OPS „ „ , Q dans OPS alors

n u  
i * 4-m •m +m , m +m0 , m 1 +m1 

P Q i OPS (E)
° ■Cl ’̂ 2

v i rn i m
P est dans OPS (E)

î£2

On renvoie à [2] pour une démonstration analogue .

^1 * ̂ 2
§ 3 Paramétrixes dans la classe OPS (E) (On suppose m ! =0)

«El iX2

On dira dans ce § qu'un opérateur est régularisant s'il est défini par 

un symbole dans Vr) ( ]R^)

Remarquons que :

^ - j y m  -j m +m -j
n o p s /  „ 2 = n ops^ (e ) = o p s  ̂ (e ) 
j * 1 ^ 2  j X £

Autrement dit
m -j m -j 

H OPS 1 
j ,Cl l£2

est régularisant

Notons qu'un opérateur régularisant n'opère pas nécessairement de^ (E)

1
dans^ (E). Ce n'est vrai que lorsque £ = (Ex E )•

La proposition suivante sera utile.

Proposition 3*1

m^ ) 1̂ 2
Soit P dans OPS (E); on suppose qu'il admet un "inverse" à droite Q

¿ 1 1£2

dans OPS- tel que
X 1 ,£2

P° Q = I + R,

JC I¿ L1 .JE¿

z1

-m
1

-m
2
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£1 ’ 2
“ m l ’ " m 2

A l o r s  P  a d m e t  u n  i n v e r s e  à  d r o i t e  Q  d a n s  O P S  t e l  q u e
Il

rvy

P  o Q  =  I  +

o u  R, e s t  r é g u l a r i s a n t .  O n  d i r a  a l o r s  q u e  Q  e s t  u n e  p a r a m e t r i x e  a  d r o i t e  

e t  q u e  P  e s t  e l l i p t i q u e  à  d r o i t e .

— 1 — 1
avec & dans OPS 1 „

L ! é n o n c é  d e  l a  p r o p o s i t i o n  a i n s i  q u e  l a  d é m o n s t r a t i o n  ( f a c i l e )  e s t  à  

r a p p r o c h e r  d e s  p r o p o s i t i o n s  ( 2 . 4 )  e t  ( 2 . 1 )  d u  c h a p i t r e  I I .

P r o p o s i t i o n  5 . 2  :

S o i t  P  u n  o p é r a t e u r  e l l i p t i q u e  à  d r o i t e ,  a l o r s  s f i l  e s t  i n v e r -  

, x ,  -IÏI9
s i b l e  à  d r o i t e  d a n s  a ( E ) .  i l  a d m e t  u n  i n v e r s e  à  d r o i t e  d a n s  O P S

2

D é m o n s t r a t i o n

D e  p a r  l a  p r o p o s i t o n  p r é c é d e n t e ,  P  a d m e t  u n e  p a r a m é t r i x e  

à  d r o i t e  Q  t e l l e  q u e  :

P . Q  =  I  +  R, o ù  e s t  r é g u l a r i s a n t .

P a r  a i l l e u r s ,  i l  e x i s t e  B  c o n t i n u  d e  3 ( E )  d a n s j  ( E )  t e l  q u e  :

P . B  =  I

A l o r s  Q  -  B &  e s t  1 ! i n v e r s e  c h e r c h é *  I l  e s t  e f f e t  m o n t r é  d a n s  [ 2 ]  T h * 5 « l  

q u e  s i  e s t  r é g u l a r i s a n t , J à f t  e s t  r é g u l a r i s a n t  •

O n  a  l a  p r o p o s i t  i o n  " d u a l e  !l •

P r o p o s i t i o n  5 . 5

S o i t  P  u n  o p é r a t e u r  e l l i p t i q u e  à  g a u c h e  d a n s  O P S  « ,  a l o r s  s 1 i l  e s t

W

i n v e r s i b l e  à  g a u c h e  d a n s  ' ( E ) ,  i l  a d m e t  u n  i n v e r s e  à  g a u c h e  d a n s  

-m1 ,-r

¿1 »I2

-m ,-m
iOPS

z 2

z 1 iJC

m
1

m
2

que si ñ

2

2
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P o u r  t e r m i n e r  c e  § ,  d o n n o n s  u n  e x e m p l e  d ' o p é r a t e u r  e l l i p t i q u e  à  g a u c h e .  

E x e m p l e  3 . 4 :

m l  m 2  
¡ S o i t  P .  G O P S  ( E )  ,  P  €  O P S  ( E )  e t  o n  s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  

1  X t  l 2

“ml “m2 
C L  €  O P S , ,  a ( E )  ,  Q q G O P S , ,  * ( E )

£ 1

t e l s  q u e

Qipi = 1 *

S o i t  P  =  P . P 0  +  A  
1  2

A l o r s  P  e s t  e l l i p t i q u e  à  g a u c h e
i
I•

§  4  D é p e n d a n c e  d ' u n  p a r a m è t r e

O n  c o n s e i l l e  v i v e m e n t  a u  l e c t e u r  d e  c o n s u l t e r  l e  §  4  d e  [ 2 ]

, V oo x
O n  s u p p o s e  m a i n t e n a n t  q u e  e t  d é p e n d e n t  d e  m a n i é r é  C  d ' u n  p a r a m é 

t r é  X d e  E * M a i s  d i m £ ^ ( > i )  =  =  c t e  d i m £ 2 ( \ )  = V ^  = c t e  d i m £ ^ ( \ )  H X g i A . )  =

v  =  c t e .

OO ^ 1  * m 2
E t  o n  c o n s i d è r e  d e s  c l a s s e s  C  ( £  : O P S  x / . x ( E ) ) .  a s s o c i é e s

m l ’ m 2  u
à  d e s  s y m b o l e s  d a n s  C  ( E ; S  (  ] R  ) )

U n  o p é r a t e u r  A  e s t  d é f i n i  p a r  :

A ^ f  =  (  2 ti  )  " n  J  e i x ^  a Î À ^ L ^ À ^ x , ^ )  ,  L 2 ( À . ,  x ,  Ç )  ,  M ( \ , x , Ç ) )  î ( Ç ) d §

À. p a r c o u r t  E  ( o u  u n  o u v e r t  d e  E  ) ,  M ( â . , x , § )  d é s i g n e  u n e  b a s e  d e  

JE-, M  H  ZA\)  e t  ( L . ( A . , x , § ) ,  M ( \ , x , §  )) f o r m e n t  u n e  b a s e  d e  £ . ( \ ) ( i = l , 2 )
i M 1 1

O n  p o s e  l a  d é f i n i t i o n  s u i v a n t e  :

D é f i n i t i o n  4 . 1

m .  , m 0
OO/  1 2  \  X X

O n  d i r a  q u e  A ^  d a n s  C  ( E ,  ^ P S ^ ,  ^  ( A . )  e s ^  r e & u l i e r e m e n t

1 2

Q2P2 = 1

m -l,m -1 
a v e c  A €  O P S  ( E )

*1 ’̂ 2

z 2

Q
1
P
1

I %

On suppose maintenant que X1
et JE2

associéesE >),XZ 2
X,Z1

m21
m

OPS

\
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elliptique à droite, s'il existe Q. dans
A.

-ml ’-m2
C (S’°PS£ 1 (à ),x 2 (A)) tel que :

\ Qx = I + R\ avec \  dans c00(s»ops^ a ) fx2(\))

Alors on montre, en utilisant le fait que

n C°°(i:,OPS“JJ ^  = (f°(E,OPS^j(E)) et le § 4 de [2], le théorème
j 1 2J

suivant :

Proposition 4*2 :

m A , m p.
00 / 1 2  \

Soit dans C (Z,OPS^ un opérateur régulièrement elliptique
1 2

à droite

Alors,si en un point X de E A, est inversible dans d i (E) à
/ O / A

O

droite

i) il existe un voisinage V. de X où A- est inversible à
A O À
O

droite

ii) Il existe un inverse à droite Q. dans C (VV ,OPS /,■>)

o '

et on a la proposition duale ;

Proposition 4»5 :

00 1 2
Soit A^ dans C (£,OPS^ un °pérateur régulièrement elliptique

1 2

à gauche

Alors si en un point X de E, A, est inversible dans yi'(E) à gauche,

0 Ao

i) Il existe un voisinage de X q où A^ est inversible à gauche
o

\  00 - m l ’ - m 2
ii) Il existe un inverse a gauche Q, dans C (V, , OPS ,, s ,,,.)

X X  ̂ ( x ) ,¿2( X)

-1 -1

£2
\) X X

m
1

m,
2

X1
X X

OPS
-m

1
-m

2

:x2Z
XZ 1

OPS
m
1

m
2

Z1
\ Z2

X

i) II existe un voisinage V
\
o

Z1
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Les propositions 4.2 et 4.3 permettent de résoudre comme dans [2] 

le problème posé à la fin du chapitre II.

L ’objet des chapitres IV et V sera donc d fétudier 1 finversibilité 

de P̂ , ^ ^ en tout point v de H S*X
1

z
1

n i
z

n s
*
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CHAPITRE IV ETUDE DE L'INVERSIBILITE DANS O  

§ 1 Introduction

On étudie maintenant le problème particulier posé dans 11 introduction. 

Soit P = P1 P2 + Q

l'opérateur considéré et on suppose que Q est un opérateur pseudodiffé

rentiel d'ordre 0 régulier et que P^ (i=l,2) est d'ordre 1/2 et vérifie

(H') \  {pi,p7} > 0 i=l,2

où p^ désigne le symbole principal de P' .

Soit E^ l'ensemble caractéristique de p. :

E. est un sous-cône symplectique de T X\0, on suppose que E et E sont
1 1 w

quasi-transverses.

On veut construire une parametrixe à droite pour P. Grâce à la proposi

tion 2.4 (chapitre II) on se ramène à la vérification de deux points :

point i : L'hypothèse (H') entraine que P^ admet une parametrixe à 

droite dans OPS *(X,E^).

Le point i) se déduit alors de l'exemple 2.5 (chapitre II). 

point ii : Il nous faut étudier fV,
1 2

^  n e2 = pk e 1 n e2 ) • * 2 (xx n s 2 ) + <i(o ’ v)

où q désigne le symbole principal de Q. 

On distingue alors les cas suivants :

cas 1 : E^ et E^ transverses

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que

1 2
E. est défini par u. = 0, u. = 0 (i = 1,2)
i r  i ’ i ’

droite dans OPS
- i 2 -1



- 47 -

1 2  1 2  
i l  Z 2 est défini par Uj = 0, Uj = 0, u2 = 0 ,  u2 =

Les du? sont indépendantes (i=l,2 ; j=l,2).

Alors £. = X .
î î

P ;iv n v = a1 L*(u,D ) + a2 L^(u,D ) i=l,2 
îvE^ 11 S 2 ) i i u 1 î ’ u ’

où L'Jiu.D ) a été défini en III. §1. 
1 ’ u

On omettra dans la suite l'indice (E.flE-) et on désigne par p. le
1 £ 1

symbole de P. c fest une forme complexe sur (ExE'n ) qu'on peut consi
n * j

lérer également comme un élément dans le compléxifié de £/,

le 2-plan associé à S..
x

Remarquons que l'on a la propriété suivante :

Remarque 1.1

ïCp^Pi} - , p i(s1nE2 )-1 ~ I ^pi(z1nE2 ) ’ p i(s1ns2 )-*

c fest la conséquence du fait que l'application P de 0PSm?*(X,E)

00 1
dans C (E,0PSj») conserve les crochets.

Cas B : DimiI^O £ ) = 3

Dans ce cas, on peut choisir des coordonnées de telle sorte que

défini par u^=0, w=0 (i=l,2) 

est défini par u^=0, U 2 =^i w=0 

et du^i ^u 2 1 son^ indépendantes.

Alors

o.

a j
i

e Œ

p
i E

1
n:s

2

I1
est

T
1

n i
2

p
11 z.1 f! I

2
a
i i u, D il D

w
+ ßi

M W , D
u

D
w

i =1,2

E
1



p .  l e  s y m b o l e  d e  P / v  n v  \  e s t  u n e  f o r m e  c o m p l e x e  s u r  ( E x  E  )  q u f o n  

p e u t  c o n s i d é r e r  c o m m e  u n  é l é m e n t  d a n s  l e  c o m p l e x i f i é  d e  

C a s  ( c )  ^  =  Z 2

1 2
A l o r s  e s t  d é f i n i  p a r  u  =  0  ,  u  = 0

o ù  l e s  d u 1  s o n t  i n d é p e n d a n t e s .

P .  =  ( a 1  L 1  +  a 2  L 2 )  ( u , D  )  ( i  =  1 , 2 )

1 E1 1 1  U
a-? 6 <t
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O n  e s t  b i e n  d a n s  l a  s i t u a t i o n  g é n é r a l e  é t u d i é e  a u  c h a p i t r e  I I I ,  l e  f a i t  

q u e  £  s o i t  s y m p l e c t i q u e  e n t r a i n e  d e  p l u s  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  :

( 1 . 2 )  D a n s  l e  c a s  ( a )  [ l ^ ( u , D ^ )  ,  L ^ ( u , D u ) ]  /  0  i = l , 2

D a n s  l e  c a s  ( B )  [ L . ( u , D  )  ,  M  1 /  0  i = . l , 2
i  ’  u  7 J ’

D a n s  l e  c a s  ( C )  [ l 1  ,  L 2 ]  f  0

I l  r é s u l t e  d e  l a  r e m a r q u e  1 . 1  ,  q u e   ̂ q u i  e s t  d a n s

1  2

C ° ( E . n S 0  ,  OPSj ) ,  a d m e t  u n e  p a r a m é t r i x e  Q .  d a n s  C ° ° ( E . n E 0  » O P S T 1 ) ;
1  2  JL . 1  1  2  . L .

1  1

n _  e s t  d o n c  r é g u l i è r e m e n t  e l l i p t i q u e  à  d r o i t e .

1  2

P a r  c o n s é q u e n t ,  e n  v e r t u  d e  l a  p r o p o s i t i o n  4 . 2  d u  c h a p i t r e  I I I ,  i l  s u f 

f i t  d e  m o n t r e r  q u e  e n  t o u t  p o i n t  X d e  E . O X L ,  n _  e s t  i n v e r s i b l e
o  1 2  I '

d a n s  ^  ( E )  à  d r o i t e .

D a n s  l e  §  s u i v a n t ,  o n  v a  m o n t r e r  c o m m e n t  d a n s  l e s  c a s  ( A ) ,  ( B ) ,  ( C ) ,  

o n  p e u t  e n  u n  p o i n t  d e  Z L P X L ,  g r â c e  à  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  s y m p l e c t i q u e s  

m e t t r e  p ^ , p 2 i  L V ,  M  s o u s  d e s  f o r m e s  r é d u i t e s .

§  2  C l a s s i f i c a t i o n  s y m p l e c t i q u e

§  2 . 1  L e  c a s  t r a n s v e r s e  ( A )

L a  c l a s s i f i c a t i o n  e s t  d é t e r m i n é e  p a r  l e  r a n g  d e  l a  2 - f o r m e  c a n o n i q u e

( I 1n £ 2

I i

Alors E.1 E.2

p E1

est inversibleP I 1n s <L

p
i E.1n E2
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"¥t N
üü s u r  ( E x  E  )  r e s t r e i n t e  à  £  =  £ ^ ®  £ 2 *

C e  r a n g  e s t  n é c e s s a i r e m e n t  s u p é r i e u r  o u  é g a l  à  2 ,  c a r  £ ^  e s t  s y m p l e c t i q u e  

O n  d i s t i n g u e  d o n c  d e u x  c a s  :

A u t r e m e n t  d i t ,  £  e s t  s y m p l e c t i q u e .  O n  r e p r e n d  p o u r  ( E x  E  )  l e s

C a s  A . l  R a n g  cjü =  4  

A u t r e m e n t  d i t ,  £  e s 1  

c o o r d o n n é e s  ( x , § ) =  ( x  , . • . , x  • , § 4 )

1 2
C o m m e  j L ^ ( x , § )  ,  L ^ ( x , Ç ) }  /  0  ,  o n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o r t e r  q u e

{L*(x ,Ç) , L2 (x ,Ç)} = 1

I l  e x i s t e  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  s y m p l e c t i q u e  d e  ( E x  E  )  t e l l e  q u e

1 °  $1 “ x i  

l i » » i  = h

O n  n o t e  e n c o r e  

1 2
L  ,  L  l e s  f o r m e s  e n g e n d r a n t  £  d a n s  c e  n o u v e a u  s y s t è m e  d e  c o o r d o n -

iL dt Cà
n é e s  

O n  p o s e

L2’X1} = kil 

L2' 5l> = ki2

i = 1,2

A l o r s  L *  +  § 1  -  k . 2 . X l  =  L ^ 1

1 2
c o m m u t e  a v e c  x 1  e t  Ç e t  d e  p l u s  j L £  ,  L ' 2 }  /  0  ( O n  p e u t  s e  r a m e n e r  a u

c a s  o ù  c ' e s t  é g a l  à  1 )  e n  r a i s o n  d e  l ' h y p o t h è s e  eu n o n  d é g é n é r é e .

O n  p e u t  a l o r s  t r o u v e r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  s y m p l e c t i q u e  s u r  ( x 2 , . . , x ^ ,  

§ 2 » - - i § 4 ) $ 2 t e l l e  <lue

L ' 2 0 i 2 = X 2

. . 2
2 ° ^ 2  = 2

(x 1 X
4

I 1 I I

L
1
1

L
2
1

Alors L
i

2 +
il



On s fest ainsi ramené au cas où

r v  r̂ >

Lî = x i  L2 = * 2 + « 1*1  + Pi  §1 a . ,  p . €  JR

L1 ~ L2 ~ ^ 2 +0t2 Xl + ^2^1 

Si dans le cas considéré ici, on avait pris
 ̂ _

si on avait j  { p ^ p ^  = +1, 

alors après transformation symplectique ,

h = i l i x i  ; P2 ^ a l52 + a 2X2 + P1§1 + P2X1

où a a , a2 , P1? P2 € Œ

2.1

YÎP2 ,p2> > 0

Reto^ §2 + a2 x2 ) = 0  = 0
»

Im(a1 §2 + a 2 x2 ) = 0  = 0

(Conséquence du fait que Rep , lmp définissent £ )

Pl = 5- - iX!

P 2  =  a l  X 3  + a 2 X 2  +  M l  + P 2 X 1

°ù «j» “ 2 , Pl5 P2 ^ Œ et :

2.2
et Re(a. x_ + = 0  x = 0

1 Ü £-i .
«

Im(a1 x^ + a2 X2^ 55 ° X3 = °

(Conséquence du fait que Rep lmp définissent £ )
2L 5 d ¿à
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I
2
i
= Rép

i
L
1
i

Imp
i

e t

+ p. + p^x

X
2

§2

Cas A 2 : Rang (JO

On montre qu'on peut se ramener au cas où

L
1
1

x
1

L
2
1

e
1

L
1
2

L
2

X
3

x
2

+ a,
2

+
r-Nw/
a
1
x
1
+ P1 1

X
1
+ P2 ?1

r>o

a
i

n*j

P1 € ]R

1
i P2 P2

> 0

a
2
x

L
2

1 i

2

2
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L e  r a n g  d e  l a  2  -  f o r m e  s u r  £  =

U n e  é t u d e  d u  m ê m e  t y p e  q u e  p r é c é d e m m e n t  m o n t r e  q u ' o n  p e u t  c h o i s i r  (  à

1 2 
u n e  t r a n s f o r m a t i o n  s y m p l e c t i q u e  p r è s )  L  ( x , Ç ) ,  M ( x , Ç ) ,  L  ( x , § )  d e  t e l l e

s o r t e  q u e  ( l e  c h o i x  d é p e n d  é g a l e m e n t  d e  l a  d o n n é e  d e  p ^  e t  d e  p ^ )  :

§ 2*2 Dimension P - 1 : Le cas (B)

avec

(2.3)

a G Œ , a £ 0 

j\ P2 ,P2} > 0

§  2 » 5  — Suc* « l e  c a s  ( C )

C e  c a s  e s t  c o n n u ,  o n  s e  r a m è n e  a u  c a s  o ù

L j  =  x  ,  L  =  Ç P i  =  § i  -  i  x i  p 2  =  -  i  a  x± a v e c  R e o t  >  0 .

§  2 » 4  C o n s é q u e n c e s  : r é d u c t i o n  d u  n o m b r e  d e  v a r i a b l e s  :

yjj 4  m i  1 m 2  /  4
C a s  A  : P o u r  f  dans 3  (  TR ) ,  u n  o p é r a t e u r  A  d e  O P S  r t d  ï

e s t  d é f i n i  p a r

A f  = ( 2 t i ) - 4  J  e 1 X * 5  a ( l / [ ,  L ^ ,

D a n s  l e  c a s  ( A . l ) ,  o n  o b t i e n t  e n  m e t t a n t  s o u s  f o r m e  r é d u i t e  :

(AfKXj,..,^) = ( 2 n ) - 2  / ei(xl5l + *2?2)

z 1- £2

est nécessairement 2.?tu 1 + £ 2

L
1

x 1

M 1

L x 2
+ a 2

H
1

P 1 § 1 i  x 1

V 2 a x +
1

?
l

+ (32
x

1

z
1

£
2-

JK
JE1

£ 2

L
2
2

A
f ? d |L

1

2

a [x
1 1

x 2 a
1

x
1

P
1

§1 2 ■+ CL2x 1

+ c2 I1
.)

'S
f I1 §2

x
3

x
4

d§1
d?2

a v e c  R e a  > 0 .i  a x 1? 1

-2
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On voit aisément que dans le problème qui nous interesse et xA ne
2

jouent aucun rôle, et on considère que A opère dans ,'î ( ]R )

Dans le cas ( A 2) , on obtient :
i x.__ "1 _ 1 J 1 ru

( Af)(x1 ,x2 ,x3 ,x4 ) = ( 2 n )  J e a(x1 ,§1 ,x2 + a lXl + 0 ^  ,x3 + a 2 xJ +

M l *  Î(51 ’X2 ’X3 ’X4 ) d 5 l

3
x^ ne joue aucun rôle, on considère que A opère d a n s ^ ( ]R ).

Cas B : On obtient :

-1 1 X1 51
(Af ) (Xl ,x2 ,x3 ) = ( 2tc ) J e a(x1 ,§1 ,x2 + a 1x1 + a 2l1 ) f (§1 ,x2 ,x3) d ̂

x^ ne joue aucun rôle .

Cas C :

i  X ^
(Af)(x1 ,x2 ) = (2tc)-1 Je 1 1 a(X l , 'f (§1 ,x2 ) d§1 

x ne joue aucun rôle •

L'existence d'une paramétrixe à droite est donc ramenée à l'étude 

de l'existence d'un inverse à droite dans ^  pour les modèles suivants :

P = P 1 P2 + q , q € i C

Cas A 1

P . = D - i x .
1 x. 1

1

Cas A 2
+  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 )  s u r  a .  , a _  ,  p .  ,  P ,

1 ¿à 1 i

P. = D - ix,
1 x. 1

1

P2 = “ l  ’t 3 i « 2x 2 ^ 1 Dx + P 2 X1
+ conditions (2.2)

X
3

et x
4

ne

p
2

a
1

D
x
2
+ a

2
x
2
+ ß

1
D
x
1
+ ß2

x
1
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Cas B

P„ = D - 1 x.
1 x. 1

1

P = a x + p D + p x + conditions
2 2 1 X1 2 1 (2.3)

Cas C

P . = D - i x.
1 x ± 1

P_ = D - i a x. Rea > 0
2 x. 1

1

C'est cette étude que nous mènerons dans le § suivant .

 ̂ 3 Etude de 1'inversibilité pour le modèle Al

2
On étudie 1 1 inversibilité à droite dans ̂  ( ]R ) de

P = p,p2 + « = <dx -i*i> *“a>2*fi V  * I W  * «
1 2  1

Il résulte des hypothèses précédentes que :

-1 2
(D -ix ) admet un inverse à droite Q dans OPS ( M  ), jv est maintenant 

^1 *̂ 1

4
considéré comme un 2-plan de 1R

—1 2
P admet un inverse à droite Q dans OPS ( 3R ) ; est maintenant

, , 4 2
considéré comme un 2-plan de ]R .

Par conséquent, P P +q est un opérateur elliptique à droite et admet
-1 -1 2

une paramétrixe Q dans OPS 1 ( ]R ) telle que
■^1*^2

PQ = I + R

n o p s “: 
j £1 ,£2

avec R € H OPS“^ " ^  ]R2 )

Mais P O P S ^ ’^  = n O P S ' ^  = OPS^°( ]R2 ) 
j 1 2 j 1 2

F 2
R, est donc régularisant , au sens habituel, i.e il opère dei ( 1R ) dans

^ ( n 2 ).

P = P , P 2 * q = (D -  ¡ I , )
1

( a
1
D
x

2

X1
est maintenant

est maintenantX 2
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O n  e s t  p r e s q u e ,  d a n s  l a  s i t u a t i o n  c l a s s i q u e  s a u f  q u e  P  n ’ e s t  p a s  à  i n d i c e ,  

o n  v a  d o n c  é t u d i e r  P P  q u i  l u i  s e r a  u n  o p é r a t e u r  à  i n d i c e  d a n s  d e s  e s p a c e s  

a d a p t é s .

O n  v a  m o n t r e r  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

P r o p o s i t i o n  5 . 1  :

*7V Ü tmt "X' 2
P P  a  u n  i n v e r s e  d a n s  3 (  K  )  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  K e r ( P P  ) p  3  (  1R )  =  0  

O n  v a  m o n t r e r  q u e  P P  e s t  e l l i p t i q u e  b i l a t è r e .

P P *  =  ( P 1 P 2  +  q ) ( P *  .  P *  +  q )  =  ( P 1P 1 }  ( P 2 P 2 )  ( m o d u l °  )

1 2

■X" * -2  2
( P ^ P ^ )  a d m e t  u n  i n v e r s e  b i l a t è r e  d a n s  O P S ^  (  1R )  ,  d ' o ù  l e  r é s u l t a t .

-2  -2
I l  e x i s t e  a l o r s  Q  d a n s  O P S . ,  ’  t e l  q u e  :

1 ’*2

Q ( P P * )  =  I  +  R  

( P P * ) Q  =  I  +  R '

'x i i  /  i'i )
o u  R, e t  f t ’ s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  c o m p a c t s  d e  j  d a n s  i  e t  d e  ^  d a n s  ^

O n  e n  d é d u i t  q u e  P P *  e s t  u n  o p é r a t e u r  à  i n d i c e  d ’ i n d i c e  n u l  d e  ^ Q r ^ )  d a n s ^ Û R * }

2
O n  e s t  d o n c  r a m e n é  à  l ’ é t u d e  d u  n o y a u  d a n s a i  JR )  •

L e m m e  5 . 2  K e r  ( P P * )  f l  - 3 (  ] R 2 )  =  0

D é m o n s t r a t i o n

I l  s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  K e r  p * p d (  ] R ^ )  =  0 ;  o n  r é é c r i t  P *  

s o u s  l a  f o r m e  s u i v a n t e  :

P *  =  ( D  +  i  x  )  ( o c ( D  +  i  x  )  +  p ( D  - i  x  )  +  y ( D  +  i x J  +  ô ( D  -  i  x  )  )  + X
X1 1 1 X1 1 X2 X2 

= p*p* + \

où P^ est inversible à gauche dansai IR )

modulo OPS
1 ,1
X 1 z 2

)

Il suffit de montrer
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~¥r
a) Si À = 0, il est clair que P est inversible à gauche et donc 

Ker P*fi :U ]R2) = 0.

b) On suppose donc X £ 0 , on introduit les fonctions d fHermite
k x

h (t), k=0,..,oo qui possèdent les propriétés suivantes.

2
i) c'est une base orthonormale de L ( ]R).

ii) (D̂ . + it) h^(t) = ]f2  \ f k + î hk+^(t)

(Dt -it) hk (t) = p  )ftp hk_1(t)

Soit u(x ,x ) une solution dans 3 ( ]R ) de P u = 0, on développe u sur
X ¿à

la base des fonctions d'Hermite :

u(x ,x ) = s a.. h^(x ) hk (x ) = I a h^k
1 2 j,k Jk 1 2 j,k Jk

On veut montrer que P u = 0 « u = 0

or

P(a.-k h^,k) = a.2\f(j + D T J 27 a^k h^+2,k

+ (2(3 j + X) a^k ,k 

+ 2 y (Vd + l ) ( k  + 1))'  h3+1'k+1 

+ 26 (V"( j +l) k ' a h’i+1,k"1

. a
Jk

On en déduit que P u = 0 «

(3.3) ( 2 p j + X) a jk = - 2 a  V’K j - l T 1 a j_2 ,k _ ^  • a j_i,k-l

- 26Vj<k*lVlxd_ljk+1

On suppose, que :

C2P j+ x) A 0 , < jo

Alors (3.3) implique que

aj,k = 0

Si donc (2|3j + X) / 0, ■¥• j , alors P*u = 0  =*. u = 0

Si il existe j tel que :

2Y Jk

* j < jo

¥ k ■V j < jo
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u = (D + i x )
X1

(2pjQ + A.) =0, alors il résulte de (3.4) que

2
avec v dans J ( JR )

Or on vérifie que pour tout X

P> x 1 * i V  =<Dx 1 +1Xl ) PA+2Pào

Par conséquent, lorsque (2pjQ +A.) ■= 0

p!2M  • (dx / ix i'j° - (\  * ix/ o p : 
KJo 1 1

On reconnaît là un procédé de concaténation [8]

Or Ker P  0 5  ( K  ) = 0 (d'après a)) 
o

On en déduit que

P 2 n (Dx + ÎXj) V = 0  » (Dx + i X  )■ ° P Q V  = 0 
p X1 X1 °

» P* v = 0 
o

« v = 0 « u = 0

c . q . f . d .

4 Etude de 1 f inversibilité dans^jU J R pour le modèle A2

3
On étudie dansai ]R ) l'opérateur

P ~ P1P2 + q = (Dx ” i X1^ 0C(DX + i x 1) + P(DX - i ^ )  + Y x2+ 5 x3) + q 

Comme au § précédent, on se ramène à l'étude de PP*

v
o3

P U 0 « P'
*
X

D
x
1
+ i X

1

3 o
V 0

3 *oo3

3 o

o3 3 o

§

3o 3 o¥r
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Proposition 4.1

PP a un inverse dans'tH TR ) si et seulement si pour tout (x ,x.) € IR
cL o

Ker (PP* ' ) n ̂  ( K) = 0 
X2 ,X3

On montre comme au § précédent que PP* est elliptique, c'est à dire 

qu'il existe Q tel que

Q (PP*) = I + R, avec

(PP*)Q = I + '

où £ est le 4-plan engendré par x^,§^,x2 ,x^ , la proposition résulte 

alors de la démonstration du théorème 3.1 de Î2](point (iii) i).

y ÿ

On vérifie alors aisément que Ker (PP ) 0 ü (  ]R) = 0 ; en effet,
X2 ,X3

ceci résulte Ker P* nji( ]R) = 0
X2 ’X3

On montre ce point en remarquant que

« Indice P* = -2 => Ker P* n j ( ü )  = 0
X2 ’X3 X2 ’X3

On montre par la même technique que P est inversible à droite dans
o

( 1R ), ou i ( JR) dans les cas B) et C).

On montre la proposition 4.1

ft € 0PS^°°( ]R3 ) 

R ' € 0 P S “°°( ]R3 )

2

p
2

P
2

> 0

0>P*
11

P

:3
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§ 1 : Enoncé des Théorèmes : le cas quasitransverse

Les propositions 2.4, 2.5 chapitre II, 3.2 chapitre III, 4.2 chapitre III, 

et 3.1, 3.2, 4.1, nous permettent de démontrer le théorème suivant.

Soient P^ et P^ deux opérateurs pseudo-différentiels réguliers sur un

ouvert X de3Rn d fordre 1/2 dont le symbole principal p. (resp. pQ ) 

vérifie l'hypothèse :

(H') j ip,p} - > 0 lorsque p(x,f) = 0 .
1 X, S

Soit le cône caractéristique de p^, on a alors :

Théorème 1.1 : On suppose que et Zg sont quasi-transverses, alors

V A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0, l'opérateur

P = (P^ 0 Pg + A) admet une parametrixe à droite dans OPS-* ’ (X,E^ ) •

Par passage à l'adjoint, on considère la situation exposée dans l'in

troduction : Soient P^ et P^ deux opérateurs pseudodifférentiels régu

liers sur un ouvert X de 1R d'ordre 1/2 dont le symbole principal p^

(resp. Pg) vérifie l'hypothèse.

(H) i ip>p} < 0 lorsque p(x,§) = 0

Alors :

Théorème 1.2 : On suppose que 2^ et Eg sont quasi-transverses, alors

V A opérateur pseudodifférentiel régulier d'ordre 0, l'opérateur

P = (P^P2 + ^  admet une parametrixe à gauche dans OPS-1’ ( X , E ^ )•

En particulier, P^P^ + À est hypoelliptique avec perte d'une dérivée.

§ 2 : Démonstrations des théorèmes 1.1 et 1.2 dans le cas général.

Soit donc à étudier P^Pg + A où p^ et p^ vérifient la condition (H)

CHAPITRE V APPLICATIONS

Soit S
i

Théorème 1.1 : On suppose que S
i

OPS
-1 -ì -1

X E
1

S 2).
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et les hypothèses du § précédent.

E^ est défini dans T**X\0 par Rep^ = 0 , Imp^ = 0

est défini dans T/NX\0 par Rep^ = 0 , Imp^ = 0

On utilise alors une idée de [6 ].
2 / *

On considéré XxlR 9 {x,ẑ ,ẑ )

et Tw ( X x r ) \ 0  3 (x,z1 ,z2 ,Ç,C1 ,C2 )

On
"ïv

identifie T (X)\0 au sous cône z^ = 0 ,  z2 = Cj = 0> C2 = 0

et soit U le cône défini par |Ç1 |+lCoi < e l5|.£ 1 ¿t

Dans ce cône , il est clair que des symboles pseudodifférentiels

sur Ta (X)\0 peuvent être considérés comme des symboles sur U indépen

dants de (z,£).

Ainsi P^, A définissent des opérateurs P^ , A opérant sur les micro

fonctions dans U .e

P^ est caractéristique sur E^ défini dans U par Rep^ = 0, Impg = 0.

On considère défini dans U£ par :

^1
Repi + T7TT75 = 0

^2
Impi + 777172 = 0

et soit P^ 1 1 opérateur pseudodifférentiel sur U de symbole

~  ^1 ^2 
pi  = pi  * j j p s + ^

On remarque alors que E^ et E^ sont transverses dans U et que E^ (i=l,2)

est symplectique de codimension 2 si e est choisi suffisamment petit ; 

en effet :

ï  Cpj/pj} = 4  p°ur C1=0> C2 =°

s 2

e t  s o i t l]z

I 1

L

E 1 2
c2

p 1 p 1 }{



j  l p ^ , p ^ 3  é t a n t  s t r i c t e m e n t  n é g a t i f  l o r s q u e  R e p ^ = 0 ,  l m p ^ = 0 ,  j  £ p ^ > p ^ }  

e s t  s t r i c t e m e n t  n é g a t i f  l o r s q u e  \ç>̂ \ +  I C 2 l < e | | |

Ci

Repi = -777172
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l m p .  =  -
1 ~Ib I1/2

p o u r  e  s u f f i s a m m e n t  p e t i t .  

O n  c o n s i d è r e  l ' o p é r a t e u r  :

P = P1*P2 + A

a l o r s  P  6  O P S * ( U , X ^  e t  v é r i f i e  m i c r o l o c a l e m e n t  d a n s  U  l e s

h y p o t h è s e s  d u  t h é o r è m e ^ l . 2 .

D e  p l u s  l e  s y m b o l e  d e  P  n e  d é p e n d  p a s  d e  ( z  , z  ) .

I l  e x i s t e  Q  d a n s  O P S   ̂9 *  ( U )  t e l  q u e

Q o P = I  + R

o ù  R  e s t  r é g u l a r i s a n t  d a n s  U  ( i e  p o u r  t o u t e  d i s t r i b u t i o n  ^  d o n t  l e  W F  e s t
~  00

d a n s  U ,  R u  e s t  C  ) .

D e  p l u s  l e  s y m b o l e  d e  Q  e t  R  n e  d é p e n d e n t  p a s  d e  z ^ , z ^  e n  u n  s e n s  

é v i d e n t .

S o i t  q  e t  p  l e s  s y m b o l e s  c o m p l e t s  d e  Q  e t  P ,  s i  o n  d é s i g n e  p a r  #  l a  l o i  

d e s  s y m b o l e s  d a n s  U ,  o n  a  :

(2.1) q(x,5,C1 ,Ç2 ) # p(x,§,Ç1 ,C2 ) = l+r(x,§,C1,Ç,2)

o ù  r  e s t  d a n s  S  ( U ) ,  q , p \ r  n e  d é p e n d e n t  p a s  d e  z  ,  z _

O n  d é s i g n e  p a r Q y l a  l o i  d e  c o m p o s i t i o n  d e s  s y m b o l e s  d a n s  T'x\0. A l o r s

(2.2) qix,^,^ ,Ç2 ) # piXj^Çj ,Ç2 ) = q(x,|,Ç1 ,C2 ) €)p(x,§,C1 ,Ç2 )

= i+'ii(x,|,c1 ,c2 )

c2

/V

2

-1 -1 -1
U,s 1

L
2
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# est multiplicative en ^  sur les symboles qui ne dépendent pas
— 00

de (z^,z2 ) (modulo S ).

En effet, on a :

q # p = I (c )

/~s-̂

avec c = (2ÏÏ) n 2  ̂X * ̂ +Z’ ̂ q (  x, §+|, Ç+£)p ( x-x, §, Ç ) dx.dl.dï.dÇ

Formellement, on peut écrire :

I(c) S (2TT)“nJeiX‘ ̂ .p(x-x, |,£) L (2ÏÏ ) ̂ J'qi x, § + § , Q+Ç) eiz" ̂ dz; dÇ] dx d|

= (2ïï)"n Jeix#. ■ p(x-x, Ç,Ç) . q(x,§ + §,£> dx d§

= p( .  , - , 0 ®  q( .

Cette formule est exacte sous des hypothèses convenables d 1intégrabilité 

sur q,p,q.p (Théorème de FubiniK Classiquement q,p, q(.,.,Q),p (.,.,Ç)  

étant des symboles dans un on peut se ramener à ce cas par

intégration par partie (utiliser un opérateur P tel que :

p e i a . s + x ç )  = c t  [ 1 ; ] ) .

On peut faire = 0, = 0 dans (2.2), et on obtient

(2.3) q(x,5,0,0) 0p(x,Ç,O,O) = q(x,§,0,0) ®  p(x,§)

= l+7(x, §,0,0)

Posons q(x,§) = q\x,§,0,0) , q est le symbole complet de la parametrixe 

de P.

La question est de savoir dans quelle classe est q(x,Ç). Il est immédiat 

que q(x, § ) est dans S^ygiT^X) car q(x,§,Ç^,^2 ) est dans S^^ÎU), mais

il est difficile d'être plus précis dans le cas général.

c

avec c = (2TÍ)
-n--2

n e
i x e+ !£j i i

q

c• ? • i

étant des symboles dans un S H
1 2 ’

e
i x I c ) cf 1 1)

On peut faire ci o, £2
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On a le lemme suivant :

Lemme 2.1 : Soit q(x,§,£^,£2 ) dans Sm?kl ,k2 (U,Z^,Z2 ). On suppose

que tout champ tangent à Z^ et peut s'écrire comme la

somme d'un champ tangent à Z^ et Z^ et d'un champ nul sur (Ç^=0,£2=0),

alors q(x,Ç) est dans Sm,kl ’^2(T^X?Z^ ,Z^) •

Il importe de remarquer que l'hypothèse du lemme n'est pas vérifiée 

dans le cas général.

On pourrait par contre, en utilisant ce lemme ramener l'étude du cas 

quasitransverse à l'étude du cas transverse.

Dans le cas général, on a cependant les propriétés suivantes :

Si Q est la parametrixe, Q, QP^ , QP2 , P^Q, P2Q sont dans OPS°^2 (X),

ceci nous suffira pour l'application aux systèmes.

§ 3 : APPLICATION AUX SYSTEMES

Utilisant les théorèmes précédents, on montre les deux théorèmes suivants
s

Théorème 3.1 : Soient P^ et P2 deux opérateurs pseudodifférentiels

réguliers d'ordre 1/2 vérifiant (H').

Alors pour tous opérateurs pseudodifférentiels réguliers d'ordre 0, 

A et B, le système :

admet une parametrixe à droite Q = (Q..) i=l,2 avec Q . . ç 0PS°, (X)
10 j=l,2 1J 1 / Z

\.-------------------

Théorème 3.2 : Soient P^ et P2 deux opérateurs pseudodifférentiels

réguliers d'ordre 1/2 vérifiant (H). Alors pour tous opérateurs 

pseudodifférentiels réguliers d'ordre 0, A et B, le système

pi A
P = 1 r p ) admet une parametrixe à gauche Q = (Q..) i=l,2 avec 

\  2> 1J j=l,2

Ç 0 P S ^ 2 (X). En particulier, le système est souselliptique avec

perte d'1/2 dérivée.

T.
2

(p
F
1

A

B P
2

o
id



Esquisse de la démonstration du Th. 5.2

O n  p o s e

v

P =
P2 ~A i 

-B  P. i

^P2P1-AB LP2,A] 

- L b , p 1 ] - b a + p 1p2

L e s  t e r m e s  d i a g o n a u x  d e  P.P ( e t  d o m i n a n t s )  s o n t  d u  t y p e  é t u d i é  a u  § 2 .

v

O n  e n  d é d u i t  u n  i n v e r s e  à  g a u c h e  p o u r  ( P . P ,  d f o ù  u n  i n v e r s e  p o u r  P.
L a  c l a s s e  o b t e n u e  d a n s  l e  t h é o r è m e  s e  d é d u i t  a i s é m e n t  d u  c a l c u l  s y m 

b o l i q u e .

L e  t h é o r è m e  5 . 2  r é p o n d  à  u n e  q u e s t i o n  p o s é e  d a n s  [ 5 ] .
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V

p p
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