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Introduction

Cette thése se divise en trois parties, dont la premiére est
inédite, et les deux autres ont déja été publiées.

Le tout se rapporte a un méme probléeme, celui de la classifica-
tion des germes de branches de courbes singuliéres. Dans la premiére
partie, 1"on observe la formation d"espaces de modules, qui sont des
parties constructibles d"espaces anisotropes, pourvu que certains
invariants satisfassent a certaines inégalités ; Merle a montré par
la suite que cette restriction peut étre levée et que ce résultat
s"étend aux branches d"intersection compléte, non nécessairement
planes. Dans le cas ou la branche n"a qu®une paire de Puiseux, ces
parties constructibles sont méme des ouverts d"espaces projectifs
anisotropes, qu-“on peut expliciter.

L"apparition de ces espaces projectifs anisotropes incite a en
approfondir 1"étude, ce qui est l"objet de la deuxiéme partie, et les
résultats de Merle s "appuient sur une propriété des sous-monordes
d"intersection complete de N , qui apparatt dans la troisieme partie.

Ayant indiqué la parenté de ces trois parties, je donne quelques
précisions.
Premiéere partie : module des singularités des courbes planes.
Le probleme est le suivant : décrire le quotient de I"ensemble
des morphismes de E-algebres f : <c[[x,Y]]l -~ <c[[t]] soit le normalisé

de I"image A de f , par la relation d"équivalence : les images sont

des <E-algébres isomorphes.
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Il apparait d"abord I"invariant discret r 1image de A par la
valuation naturelle de c[[t]]l ; si n et m sont les deux plus
petits générateurs de F (on écarte le cas des branches lisses ou
T = (N\U {o0}), A admet un développement de Puiseux, c"est-a-dire qu”il
est isomorphe a l"anneau défini par f(X) = tn et
f(y) = tm + am+~tm+” +... ; les classes d"équivalence apparaissent
alors comme orbites de cet espace des développements de Puiseux par

un produit semi-direct du groupe des homothéties : x* = knx ,

kmy , t° = kt , et du groupe des transformations X" = x+p ,

<
I

y+q , t° t(1+p/xX)/n , v(p) > n ,v(Q > m .

L*action infinitésimale de ce dernier groupe met en évidence
1"invariant A , ensemble des variations de AdA rapporté a une base
convenable de <E((t))dt .

JTintroduis des invariants discrets w et e , et des conditions
portant sur eux, CE et CU , qui assurent l"existence et I unicité
a homothétie prés de développements ultra-courts, c"est-a-dire tels
que a» =0 si iI€A et 1”~v ,ou v est I"invariant de Zariski,
un élément particulier de A (prop. 6). Merle montre que ces condi-
tions ne sont en failt pas nécessaires. L"ensemble des développements
tels que A prenne une valeur donnée est une partie constructible
d"un espace affine, évidemment stable par 1 “homothétie, le quotient
est une partie constructible d"un espace projectift anisotrope (prop. 9).
L*"anisotropie provient de l1"effet des homothéties (cf prop. 5).

Dans le cas ou m et n engendrent T (i.e. quand A a une
seule paire de Puiseux), I1"étude des T-ensembles a deux générateurs,
de rang 1 et sans torsion (lemme 10) conduit a une connaissance précise
des valeurs possibles pour A et a une description explicite de
I"ensemble des développements ou ces valeurs sont prises (15). 11
apparait alors que les classes a T et A donnés forment un ouvert
d*un espace projectif anisotrope que I1%on peut expliciter (et qui a

parfois des singularités (comme le prouve I1"exemple cité).
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Enfin, on peut exprimer la dimension de la partie générique de
I"espace des modules des branches a une paire de Puiseux (m,n) en
fonction des coefficients du développement en fraction continue de

N

m/n , conformément a une indication de Zariski (th. 32).
Deuxieme partie : espaces projectifs anisotropes.

On étudie les schémas de la forme P = Proj S , ou S est I"an-
neau des polyndbmes a[Xq,---,Xr] , gradué de facon que les X.1 soient
homogenes de degrés les entiers positifs x~ , éventuellement
différents.

Plusieurs propriétés connues dans le cas classique sont établies
(ou les x™ valent tous 1) sont établies, bien que le schéma ne soit
pas lisse, ni les Op(n) 1iInversibles.

Le complexe de Giraud fournit la cohomologie de P : le groupe
H1(P,Op(n)) est nul, a moins que 1=0 et n>0 , auquel cas il
vaut S, ouque i=r et n<- £Xx, , auquel cas il vaut S__ _ ,
en posant s = £ x™ (83).

Des opérations de 'réduction des degrés'" permettent de se ramener
au cas ou les degrés x™ sont premiers entre eux r a r . On sait
alors déterminer les ouvert ou P est lisse et ceux ou Op(n) est
inversible (81).

Quand les degrés sont réduits, on trouve des isomorphismes
naturels.: Hom(Op(n),0p(m)) Op(m-n) . Si de plus A est noethérien,
on obtient des foncteurs adjoints entre la catégorie des P-modules
cohérents et celle des S-modules gradués de type fini, semblables aux
foncteurs classiques (84). En combinant cette adjonction et les résul-
tats cohomologiques du 83, on étend aux espaces anisotropes la dualité
de Serre : si V est dualisant pour A , alors W = V® A 99(}5» est

dualisant localement et globalement pour P , i.e. on a des isomor—

phismes fonctoriels :
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RHomp (-,w[-r]) ~ RHorm*QRr - ,V)
RHonip (RHomp (-, W)) W) ~ id .

Ceci donne une foison d"anneaux et schémas de Gorenstein non
triviaux.
L*article traite encore quelques questions au sujet de ces

espaces.
Troisieme partie : sous-monordes d"intersection compléte de N.

Le résultat principal est une caractérisation récursive des sous-
monorTdes d-intersection complete de N (muni de I"addition), relative
a leurs générateurs Tinis : pour que G c & engendre un sous-monorde
r(G) numérique dTintersection complete, il faut et il suffit que
116G ou bien que G soit I7union disjointe de deux parties non vides
a1Gl et a2G2 - ou a] €r@2) et a2€F(Gl) sont deux nombres pre-
miers entre eux, et ou ~(@") et rG2”" sont eux-mémes numériques
d*intersection complete (prop. 9).

Ceci peut se traduire comme suit : un sous-anneau monomial A
de c[t] d"intersection complete dont le normalisé est <[t] , est
ou bien <[t] , ou bien de la forme (A1®c A2)/(ul2® 1 - 1C>u%l) , ou
AN est un sous-anneau monomial de <D[uY] dTintersection compléete
ayant <EJu] pour normalisé, ou & et a2 sont deux entiers > 1
et premiers entre eux. L"inclusion A c c[t] correspond aux morphismes
un ¢>tal .La simplicité des équations obtenues donne prise aux cal-
culs de Merle.

La caractérisation récursive suggere un algorithme pour décider
si une partie finie de N engendre un monorde dT"intersection complete

et si oui de donner un générateur de la congruence des relations. On

donne un autre algorithme plus simple a cet effet (14).



SUR LES MODULES DES SINGULARITES DES

COURBES PLANES

par Charles DELORME

Introduction

On considere 1"anneau local complet d"une branche analytique
intégre et singuliere d"une courbe plane sur (€ ; on peut le décrire a
I"aide de développements de Puiseux.

On indique comment voir si deux tels développements décrivent
des anneaux isomorphes (3) et on introduit des iInvariants analytiques
discrets, .faisant intervenir les valuations des éléments de I"anneau et
de ses.formes différentielles dans son normalisé (rD. A partir de ces in-
variants, on obtient des conditions, qui lorsqu“elles sont réalisées,
permettent de construire des développements ultra-courts, ayant le plus
possible de coefficients nuls (6). Certaines “composantes de |I"espace-des
modules apparaissent alors comme des parties constructibles d"espaces
projectifs anisotropes (8).

Quand I"anneau n"a qu®une paire de Puiseux, on peut préciser
les relations entre les invariants, et les coefficients des développements
de Puiseux (WU et 15). On dégage une notion de généricité (16), et on mon-
tre que l"espace des modules des anneaux génériques est un ouvert d“un
espace anisotrope (18), dont on arrive a expliciter la dimension en.frac-
tion continue de la paire de Puiseux (32) ce qui répond dans ce cas a une

question posée par Zariski en novembre 1973.



1 Définition des anneaux de Puiseux

Soient m et n deux entiers tels que 1<n<m et n ne
divise pas m. Soit a = (@, 1 > m) une suite de nombres complexes, telle
que le pgcd de m ,n et des i1 tels que a~ 0 vaut 1.

On appelle A(m,n,a) le sous-anneau complet de B = C[[t 1l
engendré par X = th et y =tm +) an tl.

i>m
Les anneaux ainsi obtenus sont dits de Puiseux.

2 Interprétation géométrique

L*anneau local complet d"une branche analytique intégre et sin-
guliére d"une courbe plane sur E est un anneau de Puiseux : il suffit
de choisir un paramétre transverse X, puis une uniformisante convenable
t du normalisé, puis un paramétre convenable y donnant le contact ma-
ximal. Inversement, un anneau de Puiseux définit une telle branche, dont
la multiplicité est n et dont I"ordre du contact maximal est m, car

B est le normalisé de A(m,n,a).

3 Leinmre

Deux anneaux de Puiseux A = A(m,n,a) et A" = A(m",n",a") sont
isomorphes si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :
() m=m®" et n=n
n il existe €eA, v(c) >n et ne A, v(n) >m, et y G (C,
Yy 58 0, tels que

t-

yt + X 1y nf£
y =y y =t g et
i>m

N _ . / z
ou v est la valuation naturelle de B, et ou \7 1+z = 1+-—

pour tout z G B, v(z) >0.



D'apres (), m et n ne dépendent pas du développement choi-
si. Un isomorphisme AlLAA se prolonge de maniére unique en un isomor-
phisme des corps de fractions et des normalisés. L"uniformisante qui sert
a définir A" a pour image t* dans B, de valuation 1, ce qui permet
de définir Y, et les deux générateurs de définition de A" ont pour
images X" et y", qui permettent de définir C et n satisfaisant les
conditions indiquées.

Inversement, les conditions indiquées permettent de définir wvin

monomorphisme A" A, et c"est un isomorphisme, car X et y" engen-
drent encore A comme anneau complet, puisque les conditions Vv(C) > n
et v(n) >m impliguent ne (x,y)2 et CG (y,x2), ce qui permet.d"écrire
X et 'y sous.forme de séries entiéres en X" et y-".

Dans, la suite, on ne considere plus que des changements de para-

métres du type indiqué.

U Invariants des anneaux de Puiseux

A un anneau de Puiseux A(m,n,a) = A, on associe les objets suivants :

Le monotde caractéristique T= v(A); les deux plus petits géné-
rateurs de T sontn et m; onpose c=1inf{luf r, N+u C r}, Cest
un nombre _fini.

L*ensemble A = v(A+A~) . On-voit que T opére par addition
sur A, qui contient donc T et T +m-n. On pose
v = inf {u€EA, u”~rur +m-n} et 6= iInf(uf & U+u U A}. On
pose aussi A" ={u£A ,u”™NvVv ,m<u<<} |

La. fonction w : A -aT définie par
v(r) = sup{v(p)} .pe A, QqGA, vk-pg) =r

Le nombre e = inf{v(p) } ., pE A, gG A, vV(Q-pg) = «=

On a évidemment 6 < c et e< c.



Montrons que ces objets sont des iInvariants de A, autrement
dit, qu®un changement de paramétre ne les modifie pas.

C"est clair pour T, dont la définition est indépendante du
développement choisi.

On iInterpréte A a lI7aide de formes différentielles. A un
anneau complet R sur C, on associe le R-module I/I2 = !k, ou I est
le noyau de la surjection diagonale RO R ——>R d"anneaux complets.
L"injection A --->B _fournit un morphisme de A-modules U/f\ ------ >n..
Le B-module 1i£> est libre de rang 1, de base dt = t81-1®t, et
le A-module image de 15\ a deux générateurs, savoir dx = n tn N et
dy = (mtm N+ ) i a. tl MNdt. Le sous-B-module de 1tB engendré par

i>m 1
cette image est libre de base dx. On voit que A est I"ensemble des va-

luations des éléments de I"image AdA rapportés a une base du module BdA
engendré par AdA dans 1tJ , ce qui ne. fait pas intervenir le choix du
]

développement.

Voyons 1 ’invariance de w.

Si rGT, alors w(r) =~ -Si rET et rGr+m-n, w(r) = r+m-n.
Si .rGA et rCirur+m-n, il existe p et g dans A tels
que v(q—pq\s =r; alors v(@Q =v(p) +m-n<r5et v(p) <w(r), I1%éga-

lité v(p) = w(r) pouvant étre atteinte par un choix convenable de p
et g. On regarde I ’effet dfun changement de paramétres x1= yll x + C,
y» = \/T]y+ j et t' =yt modulo t2. On peut écrire C = P(X,y), avec
PG (O2,NCCI[ X,Y]] et n=0Q(y) awec QG (X,Y)2C [T X,Y]1 -11
existe p- et q° dans A avec Vv(@" -p° Y =7r w (r) = v(p"),
ou w" est la.fonction attachée au générateur X", y" de A. On a I"éga-

lité, ou.figurent les dérivées partielles de P et Q,

A Q7P IAT)E(A Y G PX(x,Y)-PTQX (0 Y))-(P"Y maP Y (x,y)+p QY (X y)) A



- dx
La valuation de =~ yn+P* (x,y) +PY(x>y)" est °» car

v(yn) = 0, et v(P'X CLY))>0, et v(PY(X.Y) >m-n>0.

La valuation de p"y"g"P"yCx.y) +p"Qy(x,y) est v(p"), puis-
que v ym)=v(p"), v(p QYY) > v(p") et v(Q'Py(X,¥)) >v(q") >Vv(p™*).

On en tire w(r) > v(p") = v*(r), et vice-versa, en utilisant
le changement de paramétres inverse, donc w(r) = w"(r).

On montre de la méme.facon que e ne dépend pas du choix des
paraméetres.

Quand aux autres objets introduits, ils sont tous directement

déduits de T et A , donc insensibles aux changements de parametres.

5 Lemme
L*effet du changement de parametres x" =Y*1x, y" = Y™ y> t* =yt
est a'! -a. Y
1 1
L"effet du changement de paramétres x"=x+p, y"=y+q,
t- -1V T +x est donné par

<$@, tl) <@, t?) = q - p “modulo t2v™ 2n+m

en posant cp@E,H = tm +} , aj tl.
i>m

La premiére partie est évidente. Pous la seconde, on notera

que tl' = t' + F']E\ t1 modulo ©2v(p)-2n+i

On en déduit, puisque *$(a,t) = v,

$@t )=y + ~(ajt modulo  *ZV(P)2ntm

_ 2v -2n+m
y" =y +qg=4@.,t")= F@ELtH)Y+qg-p" mod’ufo t )

6 Proposition
On introduit les conditions. CE et CU
CE FréA* ", r<2w) -2n+m

CU 6<2e-2n +m



en vue des résultats suivants :
©O) Si  un anneau de Puiseux A = A(m,n,a) vérifie CE, il
existe une suite ultra-courte al, c"est a dire at=0 pour tout rf£ A"

telle que A(m,n,a") soit isomorphe a A.

) Si en outre A Vvérifie CU, cette suite ultra-courte est

unique a homothétie prés, c"est a dire que si a" et a'" sont deux
suites ultra-courtes donnant un anneau isomorphe a A, il existe un

nombre complexe y ~ 0 tel que a\ = a”ylm pour tout i >m

D "aprés le lemme G)» si re A" Vvérifie 2w(r) -2n+m>r,
il existe un changement de parametres x* = x+p, y* =y + (¢, avec v(p)=w(r),
dont 1’effet est d’annuler le coefficient de t' sans changer les coef-
Ficients des tl,m <i < r. On.fera donc successivement des changements
de paramétres convenables pour annuler les a,, 16 A”, i1 <c, 1 crois-

sant de proche en proche. A ce moment, )— a. tE£ est un élément de A,
i>c 1

qu“on peut annuler par un changement de parametres évident, sans rien chan-
ger aux a®, i < c.
Ceci prouve (i) et donne la maniére de construire un dévelop-

pement ultra-Court de A si A vérifie CE.

Supposons que a et a" sont deux développements ultra-courts
de A, et que A vérifie CE et CU. Le deuxiéme développement se
déduit du premier par un changement de paramétres : x" =yl x + p,

A Ymy +q et v(t"-yt)>2. Le changement X" =yn X, y. - ym y>

t" = yt donnant une modification homothétique, on se raméne au cas y = 1

Si a est ultra-court, on a v=v(my-nx?) = inf{i ,i>m, a*"0}
[1].De la sorte on est assuré que v(q-p g) est différent de v, ou
bien infini, v(g)>m et v(p) >n. D aprés (G)» on a, (, & )> UT(p)-2n+m,

sinon le changement perdrait la nullité du coefficient du terme de degré



v(g-pg). On prouve au lemme (7) ci-apres que v(p) > e dans ces
conditions. Le changement ne modifie donc pas les ai, m<i<b6<2e- 2n+m,

*

ni les a, i ~>6 qui restent nuls. Cqgfd.

7 Lemme
Si A vérifie CE, I"inégalité v(g-p|™)> 2v(p) - 2n+m, avec

p et g dans A, implique v(p) > e.

Si vig-pg) - r est supérieur ou égal a c, cest gagné car
alors £ € a, donc v(p) > e, par définition de £.

Sinon, on peut trouver t° et qgl»avec v(p) = v(p") et
v(q/-pE) > r. En effet, il existe p" et ", avec v(p')=w(r), et
v(@"-puge = ¢ par définition de v, et on a v(p")>v(p), car
2v(p')-2n+m > r > 2v(p)-2n+m d"aprés CE. Il suffit de prendre

p* = p +Xp" et q°" = g +Xqg'", ou X est un nombre complexe convena-
ble. Bien sOr on a encore v(q"-p° ’\-) > 2v(p" )-2n+m.
En recommencant un nombre fini de.fois cette construction, on

se ramene au cas r > c déja traité.

8 Proposition
L*ensemble des classes d"isomorphisme des anneaux de Puiseux
a}jant des invariants T,A ,w ,e Ffixés est isomorphe a m quotient
(o T o IR o IR o
d"un ensemble algébrique constructible. Si en outre les invariants vérifient

CE et CU, I"ensemble des classes est lui-méme naturellement en bijection

avec une partie constructible d"un espace projectif anisotrope.

Tout d"abord, on sait comment r(A(m,n,a)) se calcule a partir
des exposants caractéristiques (définis en [ 3] 8§ 3). Ona I =>
O0<i<g
avec RQ =n=eQ, R~ m, e™=pgcd(m,n), ei=pgcd(ei_1,3") et

Ri=3i-Ri_1+3i_iei 2/eii Pour 1<i<g .[K]



La condition T-= r, se traduit donc car un nombre ,fini de con-~
ditions a. = 0 ou a. 4 0.

Comme une modification des a”, i > c¢c ne change pas A(m,n,a),
on peut toujours supposer que a* =0 pour i >c¢ (c étant le conduc-
teur) .

On trouve ainsi un espace constructible, dont I"ensemble des
classes d"anneaux de Puiseux de monoide caractéristique r , est un
quotient. Soit E cet espace; ona EC Gi]m,c [

Pour connattre A, v, e, il suffit de connaitre AOQ]m,c [ 5 et
la restriction de w a ArT]m,c[ , et e.

on considére I"espace produit de E par ITespace L? des
couples (p,q) de polynémes de UC[X,Y ] dont les monbmes XXYN a
coefficient non nuls vérifient ni+mj <c. On considere les._fonctions
a et 3 de E x L2 dans N U {m»}, définies par

a(a,p,q) = v(px,y)) et g@,p.,q) = v(@,Y)-p(x,y)|"), ou v,
X, Yy ont la signification déja utilisée.

Ces deux.fonctions sont évidemment semi-continues supérieurement
pour la topologie de Zariski. On en déduit que B \r) H a \s) est une
partie constructible de E x L2, et, puisque L2 est de présentation, finie
sur (C, la projection sur E d"une partie constructible de E x L
est une partie constructible de E.

Il en ressort que la partie de E ou A= AQ,w =V , €=
est constructible, car elle s"interprete comme intersection de projections
sur E de parties constructibles du produit E x L2.

En effet, r & A s"écrit a & 116 (r), et s = w(r) s écrit
a G fllg 1(r) Ha 1) n 1(]s,r[)) et s =-¢e s"écrit enfin
af£ I(3 1(°0) n a 1(s) n j\x 1( [n,s[)), ou M est la projection sur E.

La premiére affirmation est ainsi démontrée.



Si les invariants donnent lieu aux conditions CE et CU, on
obtient une bisection entre les classes d’isomorphisme des anneaux de
Puiseux dont les invariants ont les valeurs voulues, et le quotient par
la relation d’homothétie de I’intersection F de la partie de E ou A,

w, e prennent les valeurs voulues et du.fermé défini par les équations

=0, 1G A”HT]Im,c [ en mettant en correspondance la classe de a,
aft F et la classe de I’anneau A(m,n,a) correspondant (tout ceci ne
fait que répéter autrement la proposition 6).

On a ainsi justifié la seconde affirmation.
9 Le cas des anneaux a une seule paire de Puiseux
Dans ce qui suit, m et n sont premiers entre eux, et 1<n-<m.

Pour toute suite i >m), I’anneau A(m,n,a) est de Puiseux, et son
monoTde caractéristique est T= (Cim +in) U &} ,et ona c= (m-D(-D).

On va préciser les valeurs possibles pour A , v, e et en déduire
que pour certaines valeurs de A, et en particulier pour la valeur géné-
rique de A, 1 ’espace des classes d’anneaux est isomorphe "a un ouvert
d’un espace projectif anisotrope.

On écrira A(a) ou seulement A au lieu de A(mn,n,a) si-au-
cune confusion n’est a craindre.

On étudie d’abord les propriétés des parties de TLyj {5} sur

lesquelles Y opére par addition, a deux générateurs sur Y .

10 Lemme
Soient p et g deux éléments de 7 tels que |pg| ™ Y.
On pose u=inf (r*P) n (rtr @ et u = u+c-mn.
On définit .v par u+v=p+qg+mn et V=V +C-m.

Les relations suivantes ont lieu
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@ C+pPpn @+« C+ruu +V)
D) +pU T+ =C+u-mm) n +v -m)
Gu)i+ ve r+pu @+
(iv). UON+ Wn (r+p) u@+ @) = (r+v- mriGiN+ u)

On peut calculer u et v apartir de p et g comme suit :
si |p-ql £ P, i1l existe un et un seul couple (@,3) e 10,n[x] O,m[ tel
que q~p=am-3n; alors u et v sont, a I"ordre prés, les deux nom-

bres p+am et qg+(n-a)m.

Si r est un élément de 2Z hors de - TU r, il se met de maniére
unique sous la. forme am - On, avec ocE[O,n[ et gG L. pe plus on a
a ™ 0, sinon r serait multiple de n, et 3>0, sinon r appartiendrait
a + T, et 3<m, sinon r appartiendrait a - T. en effet
r =am - 3n = (a-n)m-(3~m)n.

Inversement, un élément r G Z de la.forme am - 3n, avec
(a,3) G ]10,n[x]0,m[ est hors de TU(-r). S"il était égal a a'm+3!n ,
avec a” et 3* positifs ou nuls, on aurait n(3,+f3)=m(a-a")=kmn, et
k>1 car 3+t3* >0, et k< 0 car a- a" <n, ce qui est absurde. De
méme, on ne peut avoir a* et 3* simultanément < 0 avec r = a"m+3"n=am-3n.

Si donc |p—g] ~ T, il existe un et un seul couple
(a,3® G 10,n[x] O,m[ tel que p+am = g+3n. Alors on a aussi
p+(m-3)n = g+(n-a)m. Montrons que les deux nombres ainsi trouvés engen-
drent (r+p)n(r+ ). Bien évidemment, ils sont dans cette intersection,
et on note que leur somme est p+g+tmn. Si r est un élément de 1"inter-
section, on a les relations :

r = p+tAm+yn, 0< A<n, O<y

r=q+A" m+p"n, O0< A" <n, O< Yy

d"ou I"on tire



g-p =am - 3n = X - XDIm+(y - y")n, avec | X— X*[ < n.
Alors de deux choses 1%une
ou bien X - X" =a ,etdonc y> 0 et \>a, donc r£ r+p+am
ou bien X - X" =a-n,et donc y* *"0 et X"~n-a, donc rG r+g+(n-a)m.
On a ainsi prouvé (i) et justifié le calcul de u et .
Comme v-u = [am -(m~3)n] ™ F, on peut encore appliquer (@) a u et v
au lieu de p et q, ce qui donne (if) en translatant de -mn les deux
membres de 1"égalité obtenue.
On trouve alors (iii) et (iv) en intersectant les deux mem-
bres de (ii) avec 3Nv et UN+u , compte tenu des inclusions JN+v C N+,

et 3NHU C r+u-mn " et IN+v C r+v-mn.

Remarque : On a vu en passant qu“il existe une bijection de ]0,n[x]0,m[
vers le complémentaire dans Z de Tu-r, définie par @.,3)1 ~am-Sn.
Ceci permet de retrouver la.formule du conducteur : c¢c = (m-D(-1) et la
formule d"Apéry : le complémentaire de r dans (N posséde c/2 élé-
ments, dans ce cas particulier.

Précisons maintenant les propriétés de A et ses rapports

avec w et e.

11 Notations
Soit g -<g < g.<eee<gj le générateur minimal du T-ensemble

A . On pose E. = U (r+ g\;:?, pour -1<i<J. Onadonc A=E
1 -I<j<i

et g £ EM 1, pour 0<i<J. On pose aussi u® = inf(r + gM)HEN N
pour O<i<J.

On a évidemment g~ =0 et 6q = m-n.

On choisit des éléments 1tk de AdA, tels que v(@k) = gh,

%(/ et ) M= 1

en particulier “g
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On pose en outre

12 Lemme

Pour tout entier £G[0,J] [ on a, en posant u~=u"+c-mn
a) il existe un nombre ¢ Z tel que (H+u”JriEN = (G+uyn(r +cn)
b) il existe une relation o,.,, =5 F. ,,uw., ou les F. ,,

1 -Kj <, J
sont des éléments de A, avec u. = v(F. .)+g, = infF{v(F. . + g.}
* * i * J

jJ

On procede par récurrence sur & de la.facon suivante :
ler point : a)est vrai pour ¢ =0
2éme point : a) est vrai pour t=i+l si a) et b) sont vrais pour I=i
3éme point : b) est vrai pour U=i si a) et b) sont vrais pour
tout | < i.
Si les trois points sont démontrés, le lemme est visiblement

établi aussi.

Preuve du ler point :
C"est le lemme (10), avec p=0 et g=m-n. Ona U =m=u

et Cqg = -n = v-mn.

Preuve du 2éme point :

On sait, par hypothese, que (U +u™n E~r=(U+u) n (r + M),

et aussi que es't au moins égal a u®, donc S™+je N+ u™). Comme
adu i + > >
giff() E;: on en déduit O: ;5 £ (r Ci)' Comme de plus on a 9:,, > U->Cos

on peut appliquer le lemme (0) avec p et g égaux a gi et c?”

+1

ce qui-donne c.+1=c. + g-+1 — ui+l»

Preuve du 3éme point.

Elle peut se faire en 3 étapes.
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lére étape
On sait a priori que «jyq Peut se mettre sous la.forme
> f.to.. par exemple :(t IS 23( . Montrons qufon peut se ramener au
-i < 4d< i J J

cas ou g, + V(f,) > v(f,) + g, >u. etméme, si i<J, w(f,)+g.C (E+u. ).

On dit alors que la décomposition de d@. - sur les uc.), - 1<j<i est
améliorée.
De 1"égalité t..=) f. u.. on tire, ou "bien i =J
1+1 J *

et .f(:i = 0 pour tout J, ce qui convient, ou bien I’iInégalité stricte
vU. +1D)>e(F) - inf{v(fj ((3.), -Kj<i}. Dans cette occurrence, on appel-
le h(f) et k(F) Iles deux plus grands indices J tels que

v(i’j)+gs = e(f), avec h <k (il y a certainement plusieurs valeurs de

G E CE
k h

Jj ou v(fj ui_) prend sa valeur minimale). Alors on a v(f,k)+g -1

En appliquant le lemme 10, on voit que, ou bien
v(fk)+gke (T + ck + mn), ou bien v(fk)+g~G (r + u).

La premiére possibilité implique g™+"G (u+tg™M+v(PH)HU{H} c E, ,
ce qui est absurde si k ™ J, mais convient sinon.

La deuxiéme possibilité convient si k = i. Si k <1, il
existe une. fonction z G A telle que v(fK +zFK ,K)>v(fK). On a alors
S }_i e T U o Fi= o osi i>kel, et Fi=fi+zF

si Jj <k et Fril ~ kel 7 7+ On constate que, ou bien e(f") > e(P),
ou bien e(f") = e(f) et k(F) < k(). Par conséguent, un nombre TFini
d"opérations semblables a celle qui.fait passer de f a .f* fournit

une décomposition améliorée.

2eme étape
On sait épriori quil existe un élément O de AdA, de
valuation v(0O)>u. , tel quen 0= 7 . w., avec
-r<y<t J ¢

u, = inf{v(<()J. )+gJ.} = v(<j_>.)|+g., par exemple z'wé + ZzD-, avec
I 1



v(z)=vu-g~ et v(z")=u"-gj, si 1uG (F + g*), J <i. Montrons qu-on

peut toujours supposer Vv(0) > gE+1* Alors 0O sera dit extréme.

Si v(0)e EN, il existe 0" = + 0, avec v(0") > v(0),
et 0 =) .~ &), avec ¥ = Z%<<P et H = <§ si jJ ™ k. On cons-
A<j<i J$ K K 0

tate que la condition sur les valuations est encore venfiee. On peut
recommencer jusqu"a obtenir v(0) > g™+~ si i <J, ou v(0) > c si

i = J; dans ce dernier cas, une modification du méme.genre; portant sur

$,_‘1 permet de ramener en un coup a v(0) = » = g('&lll

3eme étape

Il._faut maintenant montrer que si 0 est extréme, alors v(0)

14

est et qli6» i<J et si T est améliorée, alors v(fl.):lu. -9--

1+ 1

Comme .fonctions Fjjl' on prendra donc les fJ. si 1 <J, et on prendra
les st 1 =J.

Le cas 1 =J est, en Fait, déja traité dans la 2eme étape.

Dans le cas 1 < J, on procede par I absurde.

Si 0 est extréme et si T est amélioréej on a v(d),>gi+i*
et v(f)+g™ > u. Supposons que I"une au moins de ces deux inégalités

est stricte. Comme V(fi)+gi S (r + ui_), il existe z £ A avec

V(F. ) + 2Bj > w(F.). Soit w' - §. "+ 20 =) A Q., od

| | | 1+1 I+1 —l <j < i
fj' :.f:] + zij?].- D"apres I1"hypothése a démentir, on a Vv(z0) >w(diE+")
et donc v(j! .) est encore égal a + ~n constate aussi que

v(f.D)4g. > v(f.)+g. . Comme v(fA™) > v(f\), on a soit e(Ff") > e(h)
d” 73
soit e(f") = e(F), et k(F')<i. En améliorant la décomposition de
F Y = -, -l
«qqq > ON trouvera Doy =4 fJ. ((}. , avec e(f") > e(f).
L*hypothése a démentir sur 0 et “i+i es™ encore vraie sur
0 et mll+l« On peut recommencer. Comme le nombre e crott strictement

chaque.fois, mais ne devrait pas dépasser 8i+1» on trouve une contra-

diction. Cgfd.
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13 Remarques
Au. cours de cette démonstration, on a vu que le calcul des éléments
extrémes permet en fait de trouver les générateurs gj de A et de cons-
truire des éléments @ de valuation convenable, de proche en proche a
b}

partir de et .

On a pu observer aussi I"inégalité g™+~>un, et I"égalité

C. +U. =m-n + e (@ . - ud).
O<j<i J J
On pose sk+l GStl - Up), pour 0< k <J et s*=0.
0<j<k

IU Proposition

Dans le cas ou il n"y a qu“une paire de Puiseux, les iInvariants w
et e ne dépendent que de A et T.

Explicitement, on a les formules suivantes, avec les notations déja
utilisées :

®

si rGr, wir)

si r€EE» et r~"EM"N,avec O0< k< J, V(D =r-s™~m+n =r-c™-u"

e =Uj - Sj-m+tn = - Cj
Les décompositions améliorées ~;+1 = n ,0< 1 <J vont
donner des égalités “e+l = M+l 7 N+l dx* avec P11 = =®
q = 1=-Pp, les autres pP. et g étant donnés par récurrence, selon
la regl eeee = ZF. P ... = EF. . Q..
a regie Py j.i p. et dii i.i q

Montrons que pour L3> 0, on a v(p2+i) Zv(pt)+V y > et que v(Pg) = OF

La deuxieme égalité est triviale, montrons la premiére par récurrence :

si elle est vérifiée pour 0< i < A , est-elle vraie pour i = | 2

Il s"agit de voir que V(F§>O)+V(pj) atteint son minimum une seule

fois, pour j = A, car on sait que V(FE = UE “ &
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Pour j =-1, v(FjAO)+v(pj) =@ Pour 0 < j < i, on a
|/\
Sj+v(Fj~ > gipvFisi)» donc VEJ I +VvED“VEFEELI)V(PN  est au

moins égal a v(@")-v(PIH+gE-gqj qui vaut, d"aprés 1"hypothése de récur-

rence, e0-&l -~ Yy (u.-g.) = ) g=u. 1, ce qui est stric-
1 1 J<i<£ 1 141

13 j<i<t¢
tement positif. Cgfd.

Ceci prouve déja que e < v(pJ+1l) = Uj-Sj+n-m = - Cj, et que
w@») ™ v(pi) = gh-s™n-m= - cE_ >0< 1< J, en posant c”™ = 0.

On en déduit w(r) > r-s™n-m si r 6 E®, compte tenu de 1"inégalité

évidente  w(r+y) > w(r)+ vy , si ySf.

Soit X =) ) f.io. un élément de AdA, et soit P = E F. p..
-1<i<J+1 11 11
On ne modifie ni X ni P si on change f en T%, avec fj—fa =0 si
J > k+1, avec fJ_f.?J =2z FjJ:E si 1< jJ<k et fFi+l1-fk+, » s.
Si A A-1*arors ou ~ en VFK)TOK R Lriyy.). 6y bien

v(fk)tgk G (T+ cMmn) et dans ce cas VIifAJ+g” 2 chwmn S Cj+mn > Uj.
Donc si e(P) < ujl' et si e(f) = inf{v(fl.)-{g.} est atteint plusieurs
fois, 1’indice le plus grand pour lequel ce minimum est atteint étant
appelé k(F), on peut sans changer X ni P, trouver une décomposition
! telle que ou bien e(f!) > e(F), ou bien e(fF) = e(f) et k(F’) < k(P).
Si X = 0, on peut se ramener de la sorte a e(f) > uJ. Alors
v(fl)+v1(p.) > e(f)—gl+vgp. ) = e(f)—sl+n—m >uJ—sJ+n—m si 0< i<,
v(f_D+v(p_ 1) = » > CJ, et v(FI+1)+v(pI+1l) > v(pI+l) = - Cj. Ceci
termine le calcul de e.
On veut montrer maintenant la formule pour w. On la connait déja pour

r G Eq. On procéde encore par étapes pour les autres valeurs de r.

lére étape : on sS¢c raméne au cas r=2Cy.5 +c-1 0< K< J.

Avec les notations du lemme 10, si on pose O = g+c-1, alors

re C(r+q n(+P) implique ae (r + r). En effet la condition sur
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r implique r-p = pmtyn, avec p<a et y<m-$ ,et on a

d-p=(@- 1m+ (m-g-21)n. On observe encore que A +Qn (r+p
et (»+ 1+ & C (r+ g)-
On applique ceci avec p = 9, et q= C. - Si on démontre 1 égalité

cherchée pour Cre 1 + c - 1, elle sera prouvée pour les autres éléments

de Ek’ hors de E T compte tenu de I"inégalité w(r+y) > w(r)+y, si y G r.

- = _ _a/\ + — = - -
2eme etape : si v(P) > Akl T E }),,EK n—-m= g;’\K 41,, alors

v(Q - pg) £ E . Ceci assure en effet que w (™ ™c-1) a bien la valeur

souhaitee c-g N—l.

Soit donc X = Q - P~ € AdA« Nous allons construire de proche en pro-

che des décompositions \=Z f.U] avec P = £ # , et

@ 3 <K, v@@®) + 6j(H) =vE) + sj(H)+m-n
@ Si j( >0 et jd > k(, les inégalités j(H > k() +1
et e(® > v(f.~j) + ui(®_i oirt lieu> I"une au moins étant stricte.

J, e(®, k(F) sont le plus petit indice 1 tel que ™ 40, 1a plus

petite valuation v(f)+g”, le plus grand indice 1 tel que
() + 9f = e().

La premiére décomposition est X= Q - P%S)L- , QuE convient. Si on

a une décomposition vérifiant () et (), dans chacun des cas (),
(), (), on a la conclusion et dans le cas (d) on modifie la décomposi-
tion comme il sera dit. Comme alors e(f) croit ou k(F) décroit, et
comme k(f) > -1 et e(P) < v(X), on ne peut Faire qu-un nombre Ffini

de modifications. Ce qui prouve bien la deuxiéme étape.

@ k() =K; alors v(X) >v(fK) + gR = v(P) + sk+m-n > c”™ + ¢,

donc v(X) G EN.

Gb) k(F) <K et e(f) n"est atteint qu-une fois; alors
vU) -v(Fk(F)) + ek(F) e\ (H c Vi

© k(P <K et e(F) est atteint deux fois, et e(f) G r+mn +c™Mj,

alors v(X) > e(f) appartient a E,.

v—i "~
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(d) Si aucune de ces conditions n’est vérifiée, on a k = k(f) <K,
e(f) est atteint deux fois et e(f) G r + u*. On remplace T par
- =T+ z(ooK__I - EF’KI'ui) (cF. 12) ou z e A est choisi de facon que

v(fk) > V(fk)fv(fk) > donc v(2) = vGE) + gc“ uk. On a encore P = £F\p~.
Si k(F) = j(F), alors j(F)=j(F) + 1= k+1 et Fx+l=z»doi (1) et

(2), car sRH] =»sk*¥W+ll-«k et e(F?)St@®) = + V(@) et v(Fk)+gk> a1 @)

Si k(F) + 1<j(F), ona j = j(F) et F = fj~, donc encore ()
et (@), Enfin si k(F) + 1 - j(H, on a par (@, v(@) >v(f~~ ), donc
J® = j(f) et v~ fp = v(FArFN), d’ou encore (@) et (@,

On va maintenant donner des précisions sur les espaces signalés a la
proposition 8, dans le cas ou il n"y a qu“"une paire de Puiseux. L"espace

E est l"espace des suites (@, m < i < ©O).

15 Proposition

La partie de E ou A (et aussi w et e) prend une valeur cons-
tante est donnée par un nombre fini de conditions ag = él ,A(a x M< J <i)
et de conditions alf \Iti ,A(aj’ m<a<i)_ ou 1i A est une fraction rati-
onnelle homogéne dont le dénominateur est inversible sur la partie consi-
dérée.

Si A est tel que CE et CU sont vérifiées, I"ensemble des classes

d"isomorphisme des anneaux ayant pour invariants T et A est en bisec-

tion avec un ouvert d"un espace projectif anisotrope.

On considére I"anneau de polynbmes C[X ,.... ,X*,T7] ,ou b = c-m-1.

@
=+

On le munit de la graduation ou les X~ sont homogenes de degré
ol T est homogéne de degré -1.
On définit les polynbmes homogenes particuliers Y =T/~ + | X2T1),

=1 et ﬂﬁo =n’LTI'rJB n (m+ I(lnm-l+i)>k(’iT’l)) et RY); si yS [O,mn[n r,
il existe un unique couple (@,3) 6 1 x 1 tel que y = am + £n; alors

R(y) = TénYa.
On définit un morphisme d"anneaux CG[X,T] + B XN ma-+m et T e t.

L*image de Pe € [X,T] est appelée P().
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On suppose maintenant qu’un ensemble A est donné, compatible

> u.. On cherche pour quelles valeurs

avec la condition nécessaire 91y ;

de a ona AA@)) = A
On va définir des classes de polynémes homogénes

<*<i,s)C (E[Xl,-.. ,XS],pour 1< i< Il et s<b

(i,s) c (EIX T pour 1< i< Jl et s<b

On va définir des polynbémes homogénes
ifF(i,s™,1 < i< J, avec v(@i2™@)=g"
K. eu(i,s), 1< i<l
1]jS

eMijSnN), -1 <i<J, avec déja L_1 =1 et LQ ="
On va montrer que la relation A(A(@)) = A est equivalente a :

'Kxjs(a):o pour 1< | <31 et selVr °K<V’_V_ °a
Jon a posé h. = v(p™M)+m-n et sH1l = Sj + Cj+mn-Uj.

\ Lc(@ No pour 1< X< J.

Pour cela, on procéde par récurrence sur |.

On sait déja que g™ =0 =v(@i2™MN@) et gN-m-n=v(En(a)),
et que L-1 et Lo Sont les coefficients des termes de plus bas degré
en T de i et fi . Ceci est le point de départ de la récurrence.
Pour faire avancer la récurrence, on va prouver que si on a défini les
objets annoncés pour i, O <i < £<] si les LT sont les coeffi-
cients des termes de plus bas degré en T des ns pour -1 < i < £,
si les conditions g¢g.(a) = g- équivalent aux conditions Kx)£S @ =0,
L. @ 10 pour ie |\ fi[ et s appartenant a I ’ensemble indiqué,

alors on peut en failre autant pour i = £.
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On appelle Q *f£,s) la classe des polyndbmes homogénes de (E[X'l"" xs]
de la forme UXg+V >ou VGEI[ ,... ,X ] et ou U est un produit

de puissances des L, k < [~1,£[ et dfune constante non nulle.

On appelle j (£,s) la classe des polyndmes homogenes de (E[X,T]
dont le coefficient de est nul si q < h +s, appartient a
~Jg-hn) si qf[ m™ts, t ] , et est quelconque si q > b.

On forme par récurrence sur a,sx_1 <a<s, des polynbmes Ua
appartenant a ~(£,a).

Pour a = s ., on prend Ua = e s *1_1 - C"est un eléement
de ~U,s
IM**
Pour passer de Ua a U si a<s , i1l yadeux possibilités

%
SiB =M\ +af£Ek n (Ek_r, -1 < k < L, on prend

Uatl = Va " K1aR™B " °U KE£ a eSt le coefficient de T dans ua*

Il est facile de vérifier que si Ua eif(s;,a) alors Ua+ .6 If(fc,atl).

Si 3£ EJ: . alors KXS}CL(a) est nul, sinon B serait g, (@. On prend
- _ 74N - A/ 1 Al A

Ua+1 Ua K|, aT . C"est évidemment un élément de £/4(E,a+l).
On arrive ainsi a Ua, avec a = s,. si | = J+1, c"est terminé, car

SJ+1%* hJ+tl =V * “ ”donc (W+sJ+1+hJ+1) C V  Si < J>°na Kjt,a@® * °»
car alors $ = g)(()(a)- On prend donc ch}m = LX* et Q = UCL- Evidemment UX
et L. satisfont les relations voulues.

On vient également de voir que si les gk(a), 1 < k < Z sont égaux
aux g” donnés, pour que soit bien le g» donné, il faut et il
suffit que les K, o @), sb6 ]s).('_ll,536.[n|;j(E.J~r - h).g) soient nuls et, si
| <J, que L (@ ne soit pas nul. Cgfd.

Compte tenu de la forme particuliére des polynomes Kzsjs et Lb

qui interviennent, la premiére affirmation est justifiée

Soit H 1le complémentaire dans W de

A"-m) U U X 1> sf£[n i - * 6t seit T le ayetient
¢ ™ (1<i<.J+1 dsx SEL CEI V>
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ir
de ¢ par 1 "homothétie anisotrope (c"est a dire (b., 1 £ H et

(bj, 1 G H sont homothétiques s"il existe y G <€, y# 0 avec B = y*b!
pour tout 1 G h)

On met naturellement en bijection les classes d-isomorphisme des an-
neaux de Puiseux ayant T et A comme invariants, tels que CE et
CU soient vérifiées, et les classes d"homothétie des suites (@",m<i <c,Ii¢?A%)
vérifiant les relations Kkjs(a) =0 et Ln(a) ~ 0 pour les valeurs con-
venables de £ et s : la bijection est obtenue en associant la classe
de (an,m<i<c, 1 f?A") et la classe de I"anneau A(a), étant entendu
que a®» =0 si 1 G A".

Compte tenu de la forme particuliére des polyndmes K et L interve-
nant , I"es;oace des classes d"homothétie des suites décrites est lui-méme
en bijection avec I"ouvert de P défini par s nBbs f °, oi

S = 1< L< J} :on prend bszams si sGH et s £ S, on prend

V.(a)

s an+s Ui(a)

si s = s; et Li = UiXs + Vi' L*ensemble S est vide
si et seulement si J = 0, c"est a dire A = E®, ce qui est compatible avec
CE, mais est compatible avec CU si et seulement si 2e -2n+m ™ 6, ce
qui est ici tout calculé : -2n-2n+m ~ c-n, ou encore (nN-2)(m-2) ™ 3. Ceci
se produit dans 3 <cas seulement : n=2 et m impair >3, n-3 et m=H,
n=3 et m=5e

Dans chacun de ces 3 cas, toutes les singularités sont isomorphes,
d"anneau isomorphe a (c[ttn,tm]] = A(m,n,0).

Dans les autres cas S n"est pas vide, et l"ouvert de P est un
ouvert affine d"un espace projectif anisotrope (singulier parfois). C"est
un espace dont la dimension est le nombre d"éléments de H, diminué de

1. (On note que H n"est pas vide, car S c H).

16 Définition

On définit un ensemble A(m,n) C 13U {«} sur lequel r= @GNn+K m) U {»}
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opere par addition, de la maniére suivante

on pose g™~ =0 et 6g =m-n et E” = r , puis par récurrence,
u. = inf((r+gi)rii_1), E. = E.~Ufr+g.) et g.+1 = inf(U +ui)n e.)
pour 170. On appelle J le plus petit indice i1 tel que 31+u* C E.,
ou, ce qui revient au méme, tel que g.+1=» _Alors A(m,n) = Ej.

On dit que A(m,n,a) est générique si son invariant ACA(m,n,a))

S

est égal a A(m,n).

17 Lemme
Tout anneau générique vérifie CE et CU.
Si rer, alors wW(r) = « ,et r <2w(r)-2ntm ou r = « £ a”“.

Si r~Tet re (r+tm-n) et r >m, alors 2w(r)-2ntm = 2r - m > r.
Montrons que [g”~s”™ g~ C A= A(n,n) pour 0 < i< J. C"est vrai
pour i1 =0, car s = 0. Si c"est vrai pour 1 < J, c"est vrai pour 1i+1,
car l1"addibion de ui_P'G r donne [ui—s.i, u.il CA , et ui_?':%[iﬂ_siﬂ«

et la définition de &+l "générique’ donne [V jg™M] C Al
On en déduit aisément sJ < n; sinon gj—n serait dans A et non dans
r+g£, donc dans EJ 1 et 93 serait aussi dans E3—~’i'

On voit aussi que u.-g. G r et u.-g. > 0 implique > n, pour

0 < i<J.Donc g -s -mn >rK si 0<k<J, et ug-sg-mtn > n3+h).

Si rGA, r f- Eq, r f v=g", montrons que I"on a CE, cest a dire
E = 2w(r)-2n+m-r >0. Soit k 1le plus petit entier tel que r G Er.
On a E=r-2sk-~m= (r-g\)-S'\+(g’\— sk-m+n) -n>@-g™ + k-2)n,
Si k>2, ona E>0, si k=1,o0n a of r-glG r,donc r-g~n,
donc E >0.

On voit aussi que 3r+ UJCA, donc aussi I+ Uj -Sj C A, c"est a
dire UJ—SJ > & En outre ujr—sjr—m>nJ. On en tire I"inégalité

2e-2n+m = 2uT - 2s T—m > 6+u -s -m N 6+nJ N S, c"est a dire CU.

o u
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18 Proposition

Il existe un ouvert non vide UC E, tel que la condition aE U
soit équivalente a A(a) est générique (ce qui.justifie I “appellation
générique).

L ’espace des modules des singularités génériques, c’est a dire I ’es-
pace des classes d’isomorphisme des anneaux génériques, est un ouvert af-
fine d’un espace projectif anisotrope, dont la dimension est le nombre d’é-
Iéments du complémentaire dans W +m de A.

M M H x
On applique la proposition 15 Comme les ensembles 1s*-i- si[nK -r hi)’

1<l <J3+1 sont vides, la partie de E ou A prend la valeur généri-

gue est donnée par 0~ 1 T Ma). Autrement dit, chacun des
1< A< J
as+mb s e doit étre différent d’une valeur particuliére qui se calcule

a partir des a d’indice plus petit.

L ’espace des modules s’obtient, d’aprés 8, en coupant U par le fer-
me a* =0 pour tout 1™ A’ et en passant au quotient par 1’homothétie
(o & est affecté du degré 1i-m). D’ou la conclusion, aisément obtenue,
en traitant séparément les cas particuliers n =2 et m entier impair > 2,
n=3 et mhy n=3 et m=5 déja examinés au cours de la démonstration
de (15).

On s"attache maintenant au calcul de la dimension de cet espace.

19 Définition

A un couple d"entiers 2 premiers entre eux, on associe le monorde

T = @m+Un) U {=} 1la fonction T : WAL définie par
fm,r’1\(I_<) = k - card( [ m,m+k[rT rm,n) - card( [ n,n+k[ n rm,n) et le nombre
D = sup T @&
m,n k€ N *n
Evidenment D =D %0 =Ff (0) et D est fini, car k> ¢
m,n n,m m,n m,n

implique fm n(k+1) = fm n(k) -1 (@Gvec c = (m-D(-D).
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On omettra parfois la mention de m et n si aucune confusion n’est

a craindre.

20 Proposition
Le nombre d’éléments du complémentaire A(m,n) dans H +m est
Dn m , pour tout couple d’entiers m,n premiers entre eux, tels que

2<n<m.

Soit A un anneau générique, et soit B son normalisé.
On considére des (C-espaces vectoriels A , B , avec la filtration
donnée par la valuation de B , c"est a dire B™ = B tk et = AHB/.

On a un morphisme A x A “mB, de noyau R et d"image C, défini par

dy _
(p.4) - * dx On pose C]c— co BK.

On a alors une suite exacte O —>Cm —>mB *Q w0, ou la dimension
de Q est égale au cardinal du complémentaire de A(m,n) dans U +m
(car v(C) = A(m,n) si A est générique).

On a aussi une suite exacte 0 R An xAm > Cm + 0, car un élé-
ment de AXA hors de An xA”™ donne par le morphisme un élément de C hors
de Cm , sa valuation ne pouvant étre que m-n ou un multiple de n infé-
rieur a m.

On en déduit des suites exactes :

> +

0O+ \ + (‘@h/ﬁ‘n%k)g(( gﬁih/%#():‘ QmI//E]mH-k- 8

0O+V°m+k*W k *\ =*°

Il est clair que les dimensions de g g ARJAREK  6E Ap/Apti
sont respectivement k, card( [m,mtk [N ) et card( [n5:+k[ N r).

On en déduit aisément

fm,n(k) = dim qz - dim Rk

Comme < Comme est isomorphe a un quotient de Q, on a fm n(K) < dim Q.



25

Pour montrer que Dm = dim Q, il suffit de prouver le lemme

,N

21 Lemme

Si k= Uj-Sj-m, alors dim Q*= dim Q et dim Rk = 0.
On reprend les notaions définies en (1) et (13).

On avuque 6< Uj-Sj. bonc C ~ ~ ce 4u” assure 1 isomorphis-

me entre Q et ft. On a bien dim Q = dim @ .

[C E,

Oon remarque aussi que pour O< i1 <J, ona [u -S +S. ,ul-s _+s.
J u X J J 1+ 1

1
et que 1+ Uj C Ej. la formule de w (cf 1U) montre que pour r > Uj-Sj,
on a w() > uU—sJ—m+n.

On en deduit que tout element w de Cm est de la forme 8—an,*

+K

avec 0.e A et %E An+k' En effet, c"est vrai si v(U) >c,, car on

m+k
peut prendre gq=w et p =0, et si v(u) <gc, il existe pE AD " et
qe “tels que vU) - q + PA") >v(w) , par définition de w. Un nombre

fini "'d"approximations successives™ conduit au résultat voulu.

On peut maintenant prouver que R = 0; autrement dit, que

dx m+k

- - N LANTAN i
implique g G Am+ et pG A . En effet, si A A Gemiks 11
existe =p® G A, et a GA, aec (a-a7) - (p"P*)E*= °» donc

v(p-p °) > e=uJ—sj—m+n=k +n (AY et v(g-q°) =v(p-pT)+m-n>k+m.

Les valuations de p et g vérifient bien les inégalités voulues.

Remarque
Grace a la symétrie de n> on pourra chercher a le calculer sans

se préoccupper de savoir si n<m ou Si n>m

22 Rappel sur les fractions continues

A une suite S de k nombres entiers positifs ou nuls, on associe

un couple NA@E d"entiers positifs ou nuls, avec les regles suivantes
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Si k=0, alors 0 = (@,0)

Si k> 1, s"écrit (p,T) et si ~M = (u,v), alors y(S) = (pu+v,u).
Cette regle permet de définir ‘[> par récurrence sur Kk. Les autres

réegles en découlent.

Si i@ ,d), si H/G.p=@,b) et si (M= ,v), alors

ilJGS,p,7) = (autcv, bu+dv).

Si m=C,v), alors ~(0,T) = (v,u).

Oon a les égalités iliG.p,0) = ip©
y(S,p+l)

t]/(@,p,0,9,T) = ~(S,p+q,T)

t]»(S,p,D

Si *KS) = (c,d), si ~(6S,p) = (@,b) et si IgG.,p.9 = (m,n), on a

bm-an=bc-ad= (-1) b, ou k est la longueur de S;

m = c+ga

n = d+gb

"C® est composé de deux nombres premiers entre eux, et, pour tout
couple de nombres premiers entre eux, il existe une suite S dont

1" image par P est ce couple.

En utilisant les regles 3) et 5) on peut mettre un couple d"entiers
premiers entre eux sous la forme Fi'(S), ou les éléments r~ de S
vérifient m>1 et 1<i<Kk. Si le couple n"fapas 1 parmi se
éléments, on peut supposer r > 2. Quitte a remplacer le couple
par son symétrique, on peut supposer que k est pair (k étant la
longueur de s).

Les preuves sont dans [2 ] , chap. X.



27

23 Définitions

Désormais, m et n sont deux entiers positifs, premiers entre eux,
et (5,p,q) une suite de longueur paire, telle que >KS,p,q) = (m,n),
avec p > 1. On pose (a,b) = |S,p) et (c,d) = ~(S). On a alors

m=ga+c, n=9gb +d, bc-ad =bm-an =1 et cn-dm= ¢g. On a

- H pY

b>pd>d et b>1, et a>pc >c> 1. (Le nombre c n"a rien a

voir avec le conducteur (Mm-D(-1).)
On définit une suite de triplets appartenant a x [0,af x [O,b[
par récurrence. Le premier triplet est 0" = (Xq,Uq,vVqg) = (0,0,0), et

u =u,+c moda, V .=vZ -d modb, et XZ+ est déterminé a partir de

¥ z 471

Xz par la condition hz <hZ T <hZ +na, en posant hZ = (XZ a+uz n + v, m.

On appelle hZ la valeur de OZ . On peut vérifier que hz"*"r - hZ vaut

g si v>d, vaut g-1 si v <d. Conme b et d sont premiers entre

-

eux, la suite v, est périodique de période b, d"image [O,b [ , donc
hz+b =h Z+n. Il y a dans la suite des triplets de valeur arbitrairement

grande.

2( Lemme

Si h:hz et h':hz_r_i.,ona [h,h*[nr = [h,h*[~[h, h+X;.

L*"image de la suite 6 est formée des (X,u,v) tels que
(Xat+tu)n+vm > 0, et de Oq -

Si la suite 0 comporte le triplet (X,u,v) de valeur h, elle
comporte également les triplets suivants

(X,u+l,v), de valeur h+n, pourvu que u<a-1,

(X+1,0,v), de valeur h+n, pourvu que u=a-1,

X,u,v+1l), de valeur h+m, pourvu que v<b-1,

(X+1,u,0),. de valeur h+m-1, lorsque v=hb-1.
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Si h< hta<h®",ona h+a=a(X-a)n + un + vm+a bm. Si donc
0 < ac< X, h+tafr, et si X<a<h"-h, le coefficient de n est négatif,

et celui de m inférieur & n, donc h+aC?r.

Si  O<a<h®-h, le coefficient (v+ab) de m nT"appartient pas
a ®n+ [O,b[ , et h+ta n"est donc pas une valeur d"un triplet de O.
Si deux triplets 0Z et 0" ont méme valeur > 0, ils sont égaux si
q/ 0, et si g0, ona n=d et m=c, et v-v' est multiple de n=d
(car m et n sont premiers entre eux). Si par exemple V' = v + yd, on
a @®z-y = secon(ie assertion est ainsi prouvée.

Le calcul de la valeur des triplets indiqués dans la troisiéme asser-

tion est trivial, et on vient de voir que cette valeur assure qu’ils sont

dans I ’image de la suite 0.

25 Corollaire
La fonction fm n atteint son maximum Dm q Sur 1 ’image de la suite

des valeurs.

Si k< k", ona T(kP)-f(k) =k -k-card([ k+m,kEm[ n r) - card([ k+n,k+“+n[ Hr)
Soit h < k <h1l un encadrement dwun nombre k par les valeurs
de deux triplets consécutifs.
Si k+n £ r, alors [k+n,k+n[ C r, donc Ff(k)-f(h)=- card([ h+m,k+m[nr)
Si k+n N r, alors [k+n,h.*n[ n r=0 , donc FfCh’~-fCk) est égal a
h’-k-cardCf k+m,hfm[ A'r) > 0.
Ainsi si D =f (), 1lune des valeurs de triplets qui encadrent

m,n m,n

k réalise aussi le maximum dé fm n

Lemine
Si hZ < (m-1)(n-1), on a f(hZ+I )—f(hz) =g,, ol g,  est la fonction

de XZ, uz, vZ donnée par le tableau suivant :
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e o iuzad :a2X- Uy
(d> 0 v<d-1 : u<a-1 g-2X - 1)
¢ i uzatl aX-2y
( D vAhd-1 u<a-l g-2X - 2 )
( u=a-1: g2X-3)
( )N

Si hz> m-D(-D), f(hz+l,)-f(hz) et g, sont tous deux des

nombres < O.

En effet, h h., vaut g+l ou g suivang que Y <d ou Y >d.

T 'z

L"intersection [hZ +n,hZ ._il+n[ nr compte X +lZéIéments si u <a;l ou

Xz +2 si uZ =za-1, a moins que hZ“+n>mn, auquel cas les expressions in-
diquées majorent card([h +n,h .1+n[n r). De méme, card([ h +m,hzn**|.-+n[r'|' r

vaut au plus X +1 si v_ . <b-1,o0ou X_ +2 si v_ =Db-1, I"égalité étant
z z+i z z

assurée si h_ ,/Min < @n.
z¥1
On a donc bien f(hz».l)—f(hz):gz Si hz<(m—l)(n—l), et pour

h_>(m-1)(n-1), ona g <f(h .>-f(h )=h -h_ <o

27 Corollaire

Dm n’ qui est le maximum de la suite f(hz) est aussi le maximum de

la suite > g- =T

28 Lemme

On a f;b:(q—l)ab—2a—2b+bc:bm—2a—2b—ab

On sépare lescas d=0 et d~0 pour la démonstration. Pour

d:O,»ona b=c= 1, donc vi:O,_u =1 et X, =0 pour O<i<a.

Donc T%

&= (@-D(@-3) + g™ ce qui convient.
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Pour d >0, conme a et c, b et d, a et b sont premiers entre
eux, (c,-d) est un générateur du groupe (ZZ/az) x (Z/b2Z), donc la
suite v, 0< i1 <ab apour image [O,a[ x [O,b[ . Comptons les
A. égaux a -1 : ils correspondent aux (u.,v.) telsqueu.n+v.m>an,
ce qui impose uw>1 et v*> 1. Si un+vm >an, avec 0 <u < a

et 0O<v<b, ona (a-wn + (b-v)m = 2an +1 - un - vm < an, et vice

versa. Ceci montre qu®il y a (@1)(M-1)/2 Tfois AN = -1 pour O<i<ab.

Les autres A. sont évidemment nuls,
1

Le tableau des valeurs de g donne donc
*~ =gab - (a-1)(d-1)-2(d-1)- 2(a-1)(b-d+1)- 3(b-d+1)+ (a-1)(b-1)

Toute simplification faite, on voit que f"I‘D = (g-1ab -2a-2b+ad+1.

Ce qui convient aussi.

Théoréme

Si m et n sont deux entiers > 2 premiers entre eux, si S est

une suite de longueur paire, si  (m,n) ~(SjPjq), avec p>1 et q> 2

(et on sait qu®une telie suite existe, quitte a intervertir m et n),

si (@,b) = i~G,p), et si (c,d) =ij®, on a :

si gq=2 et d=0 , Dm,n:O
si g=3 et d=0 |, Dm,n:O
si g=2, ¢c=1,d>0 , Dmyn:f*&:Tz
si q-2,d=1,c>1 , Dm,n:f*ab+l

|
*
M
+

stnon I:)m,n_ ab Dm—2a,n—9b

On constate que (m-2a,n-2b) = (m,n) = tp(S,p,q-2), On remargque que
si q>2 ou d>0, on peut encore définir * et g comme précédem-
ment en vue de calculer D . On notera que g = Sz+a™> Q116 Par

m »n

conséguent f’Z‘ + f'é = f;+ab .
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Le cas g=2, d=0, qui donhe n=2 et m=2a+ 1 se traite

aisément : comme < 0 pour tout z, fg =0 est le maximum de ¥*

Le cas d=0 et g=3 se traite de la méme facon.
Dans les autres cas, deux éventualités apparaissent; la premiéere
est : 9, > 0 pour tout z G [O,ab [ , la seconde est : il existe 2z dans

[0,ab] avec 9, < 0.

La premiere éventualité a lieu si d=0 et g>", et aussi si d>0
et g>3. Elle implique que le maximum de f* se réalise avec i>ab,

donc D =F=f% [+F, .et réalise le maximum de T*., qui est

T-ab

D .
m,n

On voit que 9, > 0, sauf si uZ:a-l, vz>d—1, et XZ =0. De tels
triplets ne peuvent étre obtenus que si  (a-IDDn + (d-1)m<an, cTest a dire
(d-Dm-n = (c-1)n-m-g<0, ou encore (d-2)m + (c-2)n-2<0 (cette expres-
sion est la somme des deux précédentes). Si c>2 et d> 2, 1"un des
deux nombres c¢c et d est "3Scar ¢ et d sont premiers entre eux.
L*expression est donc au moins m-2 ou au moins n-2, donc positive. Si
donc ¢c>2 et d> 2, la premiéere éventualité a lieu.

Si ¢c>2 et d=1,ona ((d-Dm-n<0, mais dm-n= (c-2)n+n-2 > O,
il n'y a qu“une valeur de z G [O,ab[ qui donne 9, = -1, les autres
donnent g2j >0.

Si c=1 et d> 1, ona d-Dm-n=-m2<0, dn-n=-2<0, mais
(d+Dm-n~0. 1l n"y a que deux valeurs de z G[O,ab[ qui donnent
gZ = -1, les autres donnent 925*0- (On abien d<b, car b = ad+ 1 et
a c¢c> 1).

Montrons que dans les deux cas, on a g, < 0 si hZ > an. L"inégalité
hZ > an implique XZ > 0. Si XZ > 1, la question est réglée; de méme
si XZ =0 et si u_ = a-1 ou VZ< d-1. Si uZ<a—1, VZ< d-1 et

X :O,ona%n+

N<

m + )Z( an < (d-Dm+(a-1)n < an.
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32

Montrons que dans les deux cas, si gZ = -1 et si z<i<ab, alors
gn<0. Si (d-Dm+ (@1)n< an + un + vm<an, on a sOrement X= 0, car
A =1 ne donne que des valeurs > an et X= -1 ne donne que des valeurs
plus petites que (b-1)m-n = (a-1)n+l-m< (@-1)n+(d-1)m (car m>2 et d>1).
Si u=al et v>d-1,ona g=-1, et si u<al,ona v>d-1,

0.

et ¢
Ces valeurs de g donnent les variations de T*, ce qui donne la

valeur du maximum de f* comme on le voulait.

Corollaire
Avec les mémes notations que ci-dessus, on a les formules, ou -—

est la partie entiére du quotient :

2 2
si d=0, Dn m = (p-1)- b 4_A (on retrouve le résultat de [ )
2
sid> O*‘Dn,m = ab ft + (bc-2a-2b) 5‘+ F.. ou F est donne par le
tableau :
T ! F }
- m——————————
L J11R1-1 i
LS Ng ol ] )
g pair ?—CEﬁZ—T:?Tﬁi'; D, L
\ s d=1 1 j

On obtient ceci a partir du théoreme précédent, en utilisant 1 ’expres-

sion de fzb (lemme 28) et les formules sommatoires des progressions

arithmétiques.

Notations .
Soit R = (el,e2,.... ,e™), avec k>2, e”O et e2>0, telle que
WM,N) = y(R), vérifie N >2 (on a M>N). On définit des nombres A et

TCFfO< i<k de lamaniéere suivante :
I*
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k K
Sl O<i<k, c =a. + t. e., et t =0 si t. =1 et
1-1 i i i-1 [
°i-1 Pair» Ti-1 = Ti = 0 ou s= a"-i impair.

32 Théoréme

Avec les notations ci-dessus, on a

O BN = (-B)N-10 + A+ (k2 ti)e12) -2 ~ £
M-U(N-U) ~ ~ -2 (N-2)

an s <DM,N ~ F

f111% dmt» b dm.h * ik

Giv) Difere gt = Dy ©St donné par le tableau

1 )
- * p J
. 0 :M‘-ItM+T-hei )

>
—
<
1

T . P )
Y T1=1 M -uUM-2 eliro+2t2 Y

(W (M-3)2 < n < (M—ﬁ)Z
U M+N,M M,N ~
Commentaire
Les formules (iii) et (iv) décrivent le comportement de D sous
I"effet d"un éclatement de 1"idéal maximal de A; le cas (iil) concernant

le cas ou la multiplicité ne change pas.

(i) La preuve se fait "par récurrence sur R'".

On constate qu®une modification de R, dans les limites permises pour
R, effectuée selon les- régles 3) du rappel 22, ne change aucun des deux

membres de 1"égalité a démontrer, mais permet de se ramener au cas ou le
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dernier élément de R est $2, en diminuant la longueur de R.

On observe aussi qu’alors le théoréme 29 permet, soit de vérifier
I"égalité voulue (dans les cas R=(e”™ ,2),R=(e™ ,3),
R= ,e ,2 et R= (€ ,1, e , 2)), soit de se ramener au cas

R :(el,.-- » €

er 7 eK—2), compte tenu de I"égalité (lemme 28)

f;o = (m-i0(n-U) - (Mm2a-1t) (n-2b-1t) + 2 ; alors 1la longueur de R ne
change pas, mais la somme de ses termes diminue si on remplace R par R.
Comme la longueur de R et la somme de ses termes ne peuvent dimi-
nuer indéfiniment, on arrive a se ramener au bout dfun nombre fini de
diminutions a l’un des cas de vérifications directe.
(iv) se déduit de (i)
(a* (in, (v) peuvent se déduire de (@) et (iv), mais on peut

également les montrer par récurrence sur R.

S

Les vérifications a effectuer sont toutes obtenues au terme de calculs

simples ec fastidieux.
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Exemple : I"espace des modules pour la paire (5,12).

Voici les valeurs possibles pour A , représentées par leur

générateur minimal comme T-ensemble.

1 0,7 X 0,7,14,33

1 0,7,38 X1 0,7,14,28
i 0,7,33 X1l 0,7,18

v 0,7,28 Xl 0,7,16

\Y 0,7,26 X1V 0,7,14,23

Vi 0,7,26,33 XV 0,7,14,21
Vil 0,7,23 XV1 0,7,14,21,28
(AR 0,7,21 XVII 0,7,13

IX 0,7,14 XVII 0,7,13,26

Voici la partition suivant les valeurs de A de 1lespace des
développements courts (@ = 0 pour H1€Tu (F+tm-n)) , telle que la
proposition 15 permet de la calculer. La figure se lit comme suit
chaque sommet nommé du graphe correspond a une valeur de A , cette
valeur est atteinte quand les fonctions nommant les arétes au-dessous
de ce sommet sont nulles, et quand les fonctions nommant les arétes
au-dessus de ce sommet et issues de lui sont non nulles. Par exemple,
la partie ou A prend la valeur X1V est définie par a=0 ,H=0 et

br0 , G~O

On pourra noter que la fermeture de la partie A=X rencontre

sans la contenir la partie ou A = VIII

On a posé pour ne pas surcharger le diagramme

K = 3bd + b4 - 4c2

H = 12c - 13b2

G = 108d - 133b3

F = (54)2e2 - 1152bh + 38.96b2g - 38(133/18)2b9
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et on a écrit le développement court sous la forme :

t5

X
1

tl12+atl3+btl4+ctl6+dtl8+et21+Ft23+gt26+ht28+kt33+1t38

<
I

£/ Sb

I IX
er WF

VIII NAX
/11f-34be

X 11 X1

g 8§ ~ b \ H
X 11 X1V XV

\ H/ k
XVII ~"X VI

a2+ 2b\ /a
XV Il

]| s"avere que les espaces correspondant a VIIlI , IX et XI1I1

sont singuliers, et tous les autres lisses.
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ESPACES PROJECTIFS ANISOTROPES
PAR

Charles DELORME

R esume. — Cet article traite des espaces projectifs attachés aux algébres de polyndmes
graduées de facon inhabituelle. On y démontre des propriétés analogues a celle du cas
classique : cohomologie, complexe dualisant,... en dépit de différences notables :
ces espaces ne sont pas lisses, les modules associés aux modules gradués libres ne sont
pas inversibles...

On donne comme application la construction de nombreux anneaux de Gorenstein
non triviaux.

Introduction

Cet article présente des propriétés des espaces du type P = Proj 5,
ou S est une algébre de polynémes sur un anneau A, graduée de facon
que les indéterminées soient homogénes de degrés entiers positifs divers,
et que les éléments de A soient de degré 0.

Le chapitre 1indique les réductions de degré qu’on peut opérer, et décrit
les anneaux de coordonnées des schémas étudiés. Dans le chapitre 2, on
recherche parmi les 0P (n) des modules amples, trés amples, ou engendrés
par leurs sections globales.

Le chapitre 3 traite de la cohomologie de ces espaces. Le chapitre 4
établit une correspondance entre les S-modules gradués et les £>-modules
cohérents, semblable a celle du cas classique, ou les degrés valent tous 1

On décrit explicitement, au chapitre 5, le complexe dualisant de P (th. 5.2
et 5.7) et la relation entre la dualité de P et la dualité de S (5.6). La encore
les résultats ressemblent a ceux du cas classique.

Justification

Les espaces projectifs anisotropes sont assez importants pour qu’on
les étudie systématiquement, mais on ne donne qu’une application un peu
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frappante, la construction, au paragraphe 5, de nombreux exemples non
triviaux d’anneaux de Gorenstein.

A titre de curiosité, on montre au paragraphe 6 que toute courbe hyper-
elliptique se plonge dans un plan projectif anisotrope, et peut étre décrite
globalement par une seule équation quasi homogéne, bien que le faisceau
d’idéaux ne soit pas inversible.

1. Réduction des degrés

1.1. Notations. — Soit .v une application de source finie et non vide,
de but I’ensemble N + des entiers > 0.

On appelle :
/(:x) la source de
r(*)+1 = |/ (*) | le nombre d’éléments de | (x);
i (X) la somme X i6I(X) ~ 0');
m (x) le p. p. c. m. des x (i);
d(x,J) le p. g c. d. des images par X des éléments de la partie non
vide J de / (v) :
Jk=1(x)-{k},
e(x) = p.p.c.mjed(x)d(x, Ji) (pour r(x) > 0).
1.2. Notations. — On appelle SA(x) I’algébre graduée A

ol Xxa le degré x (i), et PA (v) le schéma Proj (SA(x)). Dans ces nota-
tions, on omettra parfois A et X si aucune confusion n’est a craindre.

Si M est un S-module gradué, on appelle comme d’habitude M (n)
le module obtenu par décalage de la graduation, c’est-a-dire M (n)p = A/n+p,
31 M le £p-module associé¢ & M, et OP(n) = 21 (S («)), ol Mnest la compo-
sante de degré n de M.

On pose :

£5 = Spec (S(X)) pour ie /; A

DJ = Hies Di = SPeC (S(Xj))> OU XJ = Yliel Xiet OU J est Une Partie
non vide de | (x). Si / ¢ on a Dd3 D/.

1.3. Proposition. — S0it x (x) : | (X)—* N+, définie par lesformules :
Sir(x) =0 :¢(x) = 1 etsinon :x (v) (/) = x (/)/p. p. c. m. kedld (x, Jk).
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On a PA(v) = PA(x (*)), et les modules non nuls de type 6p(n) sur
PA (v) et PA (x (a®) sont les mémes. Autrement dit, on peut supposer que
les r (x) + 1degrés x (i) sont premiers entre eux r (.v) a r (x).

C’est trivial pour r = 0. Sinon, soit T la sous-algébre graduée de S ()
dont les éléments homogénes sont ceux de S (jc) de degré multiple de e (*),
avec la graduation induite. Alors Proj T = Proj (5 (.r)), et T n’est autre
que A[Yilie, od Yt= xf(x,ji)dixtl) a pour degré e @x(*)(/). Ainsi,
on passe de 7 a 5 (x (x)) en divisant tous les degrés par e @), ce qui ne
change pas le schéma Proj correspondant.

Les isomorphismes correspondants
S(t(x)), = Tnt(x) = S(x)ntix)
fournissent des isomorphismes naturels

o*@p (t(>(») - <(NE).
ou g est I'isomorphisme naturel P (x (a)) P (x).

Inversement, si n n’est pas multiple de d (x, /), S (v)(n) = 0; on ne
perd donc rien en simplifiant tous les degrés par leurs p. g.c.d. d (x, /).
Supposons maintenant d (a, /) = 1 Alors x (i) et d (v, Jt sont
premiers entre eux; un entier n se met de facon unique sous la forme
Xtx (i)+diid (x,Ji), 0~ < d (r,Jt). Un mondéme de degré n-fk d(x, J
a donc toujours X*( en facteur. D’ou Iégalité de 7-modules gradués

&CIPECIMIP = © £ [p((Mi€/7i D (SO («-Xj6/Nx(D)))IP-

Les modules OP{x)(n) et &P{X) (n—£ igd Xtx (/)) sont donc isomorphes,
et le second se retrouve comme module associé au S (x (A))-module gradué
S (x (a)) ((«—E£iej kix (i))/e @)- La réduction des degrés ne perd donc
pas de modules du type 0P (n).

1.4. Definition. — Si L est un ensemblefini, y une application L —N +,
n un entier, et d un entier > 0, on appelle A \ 'y, w, d ] le sous-module libre
sur A de Vanneau de polyndmes A \ Xk\ eL engendré par les mon6mes X b

tels que
L erb{k)y(k)®n mod (d\ b (k) ~ o.

La multiplication dans A \XK eL donne a A [y, 0, d~] une structure
de ~-algébre, et aux A [j, w,d] une structure de A [y, 0, d]-module,
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et fournit aussi des morphismes naturels

Aly, n,d] ® Aly, ri, d] -» Ay, n+ri, d],
ALy, n, -y Hom (A [y, ri, d], Ay, n+ri, ¢/).

1.5. Proposition. — S0it J une partie non ride de | (x).

Soit Gj le groupe de rang |J\ —1formé des mondmes X ede S (Xj) tels
que c\l—J — 0, et soit Tj un mondbme de SXj de la forme X\ avec
tjl-J = o,et Y.ejt Ox (/) = d(x, J).

On a alors des isomorphismes de A-modules

P(n)(D))MA[Gj-] [x\I-3, n, d(x, )]

compatibles aux structures de A-algebres, de modules sur elles, et aux mor-
phismes naturels.

OP(n) (Dj) a une base sur A formée des monémes X atels que a (i)~ 0
siiel—Jet que £ie/ a (/) x (i) = n. Le morphisme annoncé est défini par

x- N«niedx?@)/T)(niei_, xv™),

ol Texposant e de Tj vaut (~ieJa (i) x (i)d(x, J)). Les vérifications
sont faciles.

1.6. Corottlaire. — Si J est une partie non vide de /, et si n est mul-
tiple de d (ax J), alors CP (n) (Dj) est libre de rang 1 sur CP(Dj) de base Tk
oun=k.d ¢J).

1.7. Corottaire. — Si J est une partie non vide de I, et sid (x, J) = 1
alors CP(Dj) = A [Gy] [ZiTJ(i)].67.j est un localisé d'une algébre de
polynémes, donc Dj est lisse sur A, et SXj = CP (Dj) [Tj, T}1], donc la
projection n :Spec (S)—{0 }—>rroj (S), restreinte a Dj, est isomorphe
aDjX Spec (A [T, T“1])— Dj.

1.8. Remarques. — D ’aprés la réduction des degrés (proposition 1.3),
les deux corollaires ci-dessus prennent effet sur un ouvert de P qui contient
au moins tous les Z>;).

La proposition 1.5 permet aussi de voir que si X = x (x)etd (x,J) * 1
alors Dj n’est pas lisse, et si n n’est pas multiple de d (x, J), alors 0P (n) (Dj)
n’est pas libre sur 0P (Dj).
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Sim est le p. p. c. m. des X (i ), OP (qm) est inversible, et les morphismes
QP(gm)®0p(P(n)-+<9P(gm + n) et QP(n)H o m ep(GP(gm)90P(gm + n))

sont bijectifs pour tous les entiers g et n, comme on peut s’en assurer en
regardant sur chaque D t.

2. Faisceaux amples

On examine le comportement de Op(n) et Op(nm) pour nassez grand (2.3).
Pour préciser, introduisons quelques notations.

2.1. Definitions. —On appelle G (*) le rationnel défini par les formules :
sir(v)=0:G(xX) = —s (), sinon :

G(x) = -s(x)+(I/r) ("r m (x\J\
| I |

ol r, S9m ont le méme sens qu’en (1.1).

On appelle D x (n) la condition portant sur I’entier n : «si
Le/B(*)x U)=n+km (x),

avec k entier ~0 et BeN1 il existe be N7 tel que B-be Nz et
i) = km(x)». Autrement dit, tout monéme Xe de degré

n+ km (x) est divisible par un monome X b de degré km (y).
On appelle F(x) le plus petit entier tel que n > F(x) implique Dx(n).

On appelle E (.v) le plus petit entier tel que n > m (x) E (jc), et n multiple
de m (x) implique Dx (n) (donc m (x) E (\v) < F (x)).

2.2. Proposition. — F (x) estfini, et F (x) < G (x) (ce qui signifie que
sin > G (x), alors Dx (n) est vérifiée).

On procéde par récurrence sur k et r (x). C’est vrai pour k = 0. C’est vrai
pour r = 0.

Si c’est vrai pour k = 1, avec x fixé, c’est vrai pour tout k > 0. On le
voit en remplagant n par n+ (k—1) m (x).

Si c’est vrai pour les x ;Jh c’est vrai pour X, avec k = 1

En effet, il suffit de trouver be NJ tel qu’un des b (i) soit nul. Il suffit
donc qu’une des r(.v)-hl inégalités soit satisfaite :

£yej,S(y)x(j) > G(x|J,)+ m(x),
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car m (x) est multiple dt m {x\ /,-). Il suffit pour cela que I’inégalité sui-
vante ait lieu :

rC*)1je/ B(j)x(j)
=Y.iei X;ej,B(j)x(j) > Y.i€/ G(x|I)+ m(x)(r(x)+ 1).
Par construction de G, on a justement
L ei G(x|Ji)+ m(x) = r(x) G(x),
d’ou la conclusion : il suffit que

Xie/B(i).x(0 > G(x)+ m(x).
2.3. Proposition.

(i) Le module 0P (m) est ample.
(ii)) Si n > F, le module 6P (n) est engendré par ses sections globales.
(iii) Sin> 0etn > £, alors 0P (nm) est trés ample.

(i) Soit Ve Sv, avec v > 0. Si ue (9P (n) (2)K, u est de la forme U/Vq,
avec q > 0, et UeSqvtH Donc u = UVgmdgV gn avec UVagm ge Sgmvn.
Alors UVgmqgse met sous la forme ou les Uk sont des mon6émes
de degré n et les Vk des mondmes de degré gmv. Or les Uk définissent des
sections globales de €P(n) et les VJVgnsont des sections de OP (Dv).

(iii) Tout mondéme de 5, de degré nmp, pe N+, est un produit de
mon6émes, de degré nm pour Tun, m pour les autres; en effet, comme
nm > E m, onaDx (nm). Donc Xpsn Snmp est engendrée comme /i-algébre
par Snm On applique alors EGA Il ([2], 4.4.2).

(i) CP(m) est inversible et €P(mn) = OP(m)”n est trés ample (1.8),
ce qui suffit, selon EGA Il ([2], 4.5.6).

2.4, D éfinitions. — Soit a (.v) l’injection naturelle de l'image de X
dans N+. On a les inégalités :

s(x) > s(o(x)) si x j*c(x) (i. e. x non injective),
s(x) > s(t (x)) si x ¢¢x(x) (ta été défini en 1.3).

On en déduit que la suite X, x @, a X&), t@(Kx Q)), ... est sta-
tionnaire. On appelle p (a) sa limite.

2.5. Proposition. — On a les ega'ltes
m(x) = m(a(x)) et m(x) = m &X(x)) z (x),
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F(x) = F(a(),
E(x) = E(o(x)) = E(x(X)) = E(p(x)).

Je ne donne pas ici la preuve, qui est fastidieuse.

2.6. Remarques. — Si F(p (X)) < m(p (y), alors E (x) = —1 et
0P (m) est tres ample. Ceci se produit si r(p (y)) ~ 2. C’est trivial si
r(p(x)) = 0. On ne peut avoir r (p (X)) =1. Si r (p (X)) = 2, I'image
de p (x) est formée de trois entiers distincts, premiers entre eux deux a deux.
En les nommant a, b, ¢, on a :

G(p(x)) = (I/2)(afcc + af>+ ac+ bc)—(a+ &+ ¢) < abc = m(p(x)).

Il peut arriver que 0P (m) ne soit pas trés ample, comme le prouve
I’exemple :

x=G6105 B-L42D

car XBest alors dans S2n,maBPas dans I'image de Sm® Sm
Sic=t etm @)> LonaGx) < r(xX)ym(*)—s x).

3. Cohomologie de P

Les démonstrations de ce paragraphe n’utilisent rien des résultats qui
précedent. Les notations sont celles de 1.1 et 1.2.

3.1. Théoréme. — Pour n~ O, le A-module H° (P, (P (n)) est libre
sur A. et a une baseformée des X Btelsquen = £,e/ &) * (o etO ™~ B (1),
le morphisme naturel Sn—, H°® (P, 0P (w)) est bijectif

Pour n < 0, le A-module Hr (P, OP(n)) est libre et posséde une base
formée des XBtelsquen = £ ieJ B (i) x (i) et 0 > B (i).

Les autres groupes de cohomologie sont nuls.

Nous donnons ici la démonstration par J. Giraud de ce théoréme.
Quitte a ordonner les r+ 1variables Xi9on peut supposer | = {0, ..., r }.
A partir d’un S-module gradué M, on construit un complexe aug-

menté M — M * de S-modules gradués par composition des suites exactes :

0* 1 Ail-» Ql-» 0, pour O0< i~
avec Q~I = A/, et C?*'1— A /1lest le morphisme naturel de Q1 1 vers
son localisé A/ = (?i~1 S[A71 mun* de la graduation naturelle.
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Ce complexe augmenté est transformé par le foncteur « faisceau associé »
en un complexe de OP-modules :

0->21AT-*2IM°-> ... ->2lAir-*21Qr->0.

On voit que 91 QI~I—=2TM i est le morphisme d’adjonction
21 6*"1— wf 21 g 1 pour I'immersion ouverte D P

On en déduit trois choses : d’abord, 2i M1 est acyclique pour le fonc-
teur T = H° (P, .) car wj et Dj sont affines; ensuite le support de 21 Q{
est inclus dans le fermé (P-2)"), en particulier 21 Qr = 0; enfin
(A/% — T 21 M lest un isomorphisme.

Supposons maintenant que M = S (n), et posons M ”1= M et
Mr+l = (£. Une base homogéne de M lest constituée des X Bavec B(j) < 0
pour 0~ j <ietB(j)™ 0pour/<j<r, etB(/) quelconque, avec
degré (X*) = £jei B (i) x (i)—n. La différentielle d*: M1—+ Mi+l
envoie A® sur si cette fraction monomiale figure dans labase de M i+l,
sur 0 sinon.

Il en résulte que le complexe 0 =M -1 —+ M° Mr+l — 0 est
exact, ainsi que son transformé par le foncteur 21 qui est exact. La cohomo-
logie de OP(n) est I’nomologie du complexe T 2l M° —* ... T 2L A/r,
qui est aussi — ... =& M0, d’ou la conclusion.

3.2. Proposition. —Si Vest un A-module, la cohomologie de V(£)A (Pp(n)
est donnée par

H"(P, V®Mn))= V® AHpP.<PP(n)).

On applique la construction précédente a N = V®AS (n); le
complexe N* est exact, puisque c’est V(X); M * ou M * est obtenu a partir
de M = S (h), et que M* est plat sur A.

4. Faisceaux cohérents et modules gradués

Dans ce paragraphe, la condition x = x (x) est supposée réalisée.

4.1. Lemme. —Le morphisme naturel
P: V®aOp(n)-* Hom (OP(rt), Op(h+w),
ow Kesi wi A-module, es/ bijectif.
On pose pour simplifier i? = Hom(0OP (n"), V 71a ep ("+ ™)) On écarte
le cas trivial r = 0. Soit jel. Posons Cj = [jejj « (notations 1.1
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et 1.2); Cj est I'ouvert de P, ou Xj est inversible et ol au plus un des Xt
n’est pas inversible. On a les inclusions DJt ¢: Cj ¢ Dj pour i ~ j. On a
donc un diagramme commutatif, ou les fléeches horizontales sont des
morphismes de restriction :

VeOP(MN)D@PHN™ VROPM(C))
[f(D>) i 9Cj)

R(DJ) ACFISD

Sur un ouvert DJt, 0P (n) (Dj) est libre sur 0P (Dj), et a une base X B,
avec B (i) = 0 (car d (x, Jt) = 1). De méme, OP(ri) (Dj) a une base X B\
avec B' (i) = 0. On a

PO)E® X*)(Xr) = ®X*+r,

et X B+B' est encore une base de <P (n+ri) (Dj). Ceci prouve que < (DJt)
est bijectif.

On en tire évidemment que ¢ (CJ) est bijectif. Pqur montrer que (p @©))
est bijectif, il suffit de vérifier que :

(a) La fleche du haut est bijective;

(b) La longue fleche du bas est injective.

(a) V®O0p(n @)— V®OP(ri) (Cj) est bijectif, car la base de
OP (rd)(@®j) sur A, formée de mondmes de degré n dans SXj est I’inter-
section des bases monomiales des OP(n) (DJt), dont la réunion est une
partie de la base monomiale de 0P ) (Dt donc V ® 0P (ri) (Dy) est bien
le produit fibré des V ® 0P (n) (DX) sur V® OP (ri) (DY de méme que
Ve Op@ @), car Ve Op () est un faisceau.

(b) V®O0P(n+ri) OJ)—» V® 0P (n+ri) @) est injectif, car la base
monomiale de OP(n+ri) (OJ) sur A est une partie de la base monomiale
de Op (n+ri) @J). Dol la conclusion, car Dj et D7 sont affines.

4.2. Proposition. — Pour tout Op-modale quasi cohérent N, on pose
I,,N = HomCp(Op(-n\ N) et N = ©n>o0rBiV.

Le foncteur T+ ainsi défini est un adjoint a droite dufoncteur 2T+, res-
triction de 21 & la catégorie des S-modules gradués dont les composantes
de degré < 0 sont nulles.

Pour le prouver, on va définir les deux morphismes d’adjonction
a rid— T+ 2+ et B : 21+ T+ — id.
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Si U est un élément de A/, ot M est un S-module gradué, a (M) (U)
est I’'hnomomorphisme global OP(—)—= 2L M qui a W/Vae@P (—n) (Dv)
fait correspondre WU/Vae2l M (Dv), ot W et V sont deux éléments
homogenes de S dont les degrés w et v vérifient w = av—n et v > 0.

Si W est un morphisme global de (9P (—n) vers un €P-module quasi
cohérent N, et si VeSn p(N) (Dv) envoie W/Ve($1+ T+ N) (Dv) sur
W (\/V)eN (D v).

Il est aisé de vérifier les deux identités habituelles :
@r+*P)°(a* Ir+) ~ Ir+>
(P* I*+)°(Isi+ Od) = 1«+
([1], 1.7, prop. 7 et 8).

4.3.  Proposition. — Si N est un (9P-module quasi cohérent, P (N) est
un isomorphisme.

Ce morphisme est injectif :si W (I/F) = 0, c’est que W est nul sur Dv,
car I/V est une base du 0P (Z)K-module 6P (—ri) (Dv), ou n est le degré
de V. Il en résulte que W}V est nul.

Ce morphisme est surjectif : une section de N sur Dv est de la forme
Ujygm{e+2)» avec jjg Tqm(E+2)N, car @P (m (E+ 2)) est trés ample (2.3),
en vertu de EGA 11 ([2], 2.7.5).

Dans ce qui suit, I’anneau A est supposé noethérien.

4.4, Lemme. — Les 0P (n) sont cohérents.

D ’aprés 2.3, OP(n+ gm) est engendré par ses sections globales pour g
assez grand, et ces sections globales forment un ~-module de type fini,
selon 3.1. D’aprés 2.3, OP (m) est ample, donc €P (n) est localement iso-
morphe a 6P (n+ gm) (1.8), donc localement de type fini.

4.5. Corollaire. — Si M est un S-module gradué de typefini, 21 M est
un (hP-module cohérent.

4.6. Proposition. — Si N est un €P-module cohérent, T+ N est un
S-module gradué de type fini, et réciproquement.

Considérons la sous-algébre graduée 5' de 5, dont les éléments homo-
géenes sont les éléments homogenes de S de degré multiple de m (.v) (qui
est le p.p.c.m. des X (i)), munie de la graduation induite. Alors
P' = Proj (S') est égal a P, et on a (9P (qm) = Op, (qm), qui est ample
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si > 0. Si N est cohérent, Hom (OPi—n), N) est cohérent. Comme
OP(m) = Op> (m) est ample, on a

Fmg+nN = (Hom(0>(— n), N)).

Par conséquent, T+ N = © 0<,,<m(© ~0rm9+n N) est somme directe
de m modules gradués de type fini sur S\ donc est de type fini sur S' et
afortiori sur S. La réciproque a été vue en 4.5.

4.7. Remarque. — Si on ne fait pas I'nypothése x (X) = X, c’est-a-dire
«les x (i) sont r(x) k r (x) premiers entre eux », le lemme 1 tombe en
défaut, car le morphisme naturel n’est plus toujours celui qui décrit I’iso-
morphisme entre les modules V ® 0P (n) et Hom (0P (ri), V. ® 0P (n+ ri)).

4.8. Exemple. — Cet exemple a pour but de montrer que «tout ne se
passe pas comme dans le cas classique ». Soit x = (1.1.2), soit k un corps.
Posons S = Sk(v) et P = Pk(x). Soit M le S-module gradué S/(X0, Zj).

L’anneau de coordonnées de OP (D 2) est isomorphe a

B —k [u, v, uf\luw- v2.

U n’est donc pas régulier (comme on I’avait prévu en 1.8). Le module
0P (1) (D2) est isomorphe a Bu+Bv (ou Bv+ Bw), et n’est donc pas
inversible.

Le Ap-module M est nul sur DO et Du et M (D2 est isomorphe a
B/(uB+v B+ wB)"k.

Le morphisme naturel 0P (1) (x)» OP (1) —=0P (2) ne donne pas un
isomorphisme comme dans le cas classique, mais a un noyau et un conoyau
isomorphes a 21 M.

On peut vérifier aussi que Hom((TP (—1), M), isomorphe a (21 A/)2
n’est pas isomorphe a 21 (M (1)), qui est nul.

Enfin, on peut noter que Ext1(0P (1), CP (1)) est isomorphe a 21 M
pour tout i > 0.

5. Dualité

Dans ce paragraphe, on a X = x (x), et A est noethérien.

5.1. Prétiminaires. — DP est la catégorie dérivée de la catégorie des
(Pp-modules cohérents, D~ P, D+ P, Db P sont ses sous-catégories formées
des classes de complexes limités en degrés positifs, en degrés négatifs, des
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deux cotés, respectivement. De méme DA est la catégorie dérivée de I
catégorie des v4-modules de type fini, etc.

A un complexe F* de Z)+ A, on fait correspondre le complexe (7*de D + P
défini par G* = F* (gJAfIP(—s) [r], le symbole [r] exprimant un déca-
lage des degrés : Gp — F ptr (x)® OP(—s5), car OP(—s) est plat sur A.

On dira que F* est injectivement borné s’il est quasi isomorphe a un
complexe de /T-modules injectifs, nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

On dira que F* est dualisant s’il est injectivement borné et si on a un
isomorphisme fonctoriel sur DA :

id->R Horn(R Hom (., F% F*).

5.2. Théoreme (dualité globale). — Le foncteur RT donne lieu a un
isomorphisme defoncteurs contravariants de D~ P vers DA, qui se prolonge
a DP si F *est injectivement borné,

R Horn (M*, G*)->R Hom~ARTM*, F*).

Si est le foncteur Hom (Hr (P, .), F*), on a un isomorphisme sur
D~ P : R*¥ R Horn”™ (LHr (P, .), F*). Les modules 0P (n), avec n < 0,
sont acycliques pour le foncteur exact a droite Hr (P, .), et Hr (P, €P(n))
est libre sur A, donc acyclique pour Hom (. , F*) (3.1). Comme tout
Op-module cohérent a une résolution a gauche par des sommes de modules
du type 0P (n), on a Iexistence de R 4/, et I'isomorphisme annoncé
sur D~ P ([3], 1.5.4).

Si de plus F* est injectivement borné, les foncteurs LHr (P, .) et
R Hom (.,/'*) sont bornés, par conséquent R 'F est borné aussi et se
prolonge a DP, ainsi que I'isomorphisme

RV-tR Hom (LHr(P, .), F*)

([3], 1.5.4 et 1.7.1).
Le foncteur Hr (P, .) fournit un morphisme :

0: HomP(N, G*) -+ HomA(Hr(P, N), Hr(P, G¥*)).
On va voir que 0 est un isomorphisme si N = CP (n).

C ’est trivial si r = 0.

Dans le cas général, on sait d'apres 4.1 et 3.2, appliqués au complexe F*
au lieu du module V (ce qui est permis grace a la platitude des CP (n) et
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des H T(OP(n)) sur A) que
HomiCyi«), G*) = F*®a0p(—s—n)[r],
Hom (<?,(«), G*) = F*(g)/4r<PJ(-s-n)[r],
Hr(P, G*) = F*®AHTr(P, OP(-s))[r] = F*[r].

L’image par 0 d’un élément v® X B, avec Ve Fm

L.i*(0*(o =
et5 (i)~ 0 pour/e/, envoie A0, avec |Tj€i D (i) x (i) = netD (i) < 0
pour /e/, sur v® AB+D si (B+D) (i) = —1 pour /e/, sur 0 sinon.

D ’ou la conclusion.

Comme tout ~-module cohérent a une résolution par les sommes
de OP (n), cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme sur DP siF*
est injectivement borné, sur D" P sinon :

R Hom (M*, GAK'FCAf*)I/].

En composant cet isomorphisme avec celui déja vu et I’'isomorphisme
d0 au décalage LHr(P,.) = RT(.) [r], on obtient I’isomorphisme annoncé.

5.3. Remarque. — Si F* est composé de ~-modules de type fini, il en
va de méme pour R Hom (M*, G*).

5.4.  Proposition. — Si V est un A-module, et si W = 0P(—s) ® F,
on a ExtE (Op (—n), IV) = 0 pour tout p > 0 et tout ne Z.

La question est locale sur P, on peut donc supposer n > 0, quitte a
remplacer 0P (—ri) par OP (—n—qm), qui lui est localement isomorphe.

On va procéder par récurrence sur r.

C ’est trivial si r = 0.

C’est vrai si r = 1, la condition x = X @9 imposant alors x (i) = 1
pour ie |I; OP(—ri) est donc localement libre sur tout P dans ce cas.

Supposons donc que la proposition est vraie pour r = m ~ 1, et voyons
si elle I’est encore pour r = m + 1. Soit J une partie a deux éléments de /
(qui en a m+ 2). Appelons 7' le quotient de | par la relation d’équivalence
qui confond les deux éléments de J et sépare tout le reste de |. Soit x' la
fonction de /' dans N +, définie par x' ({J}) = d (x, J) et

x'({i}) = x(i)/d(x, I=J)

pour ie |l—=J.
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Si X = t (x), les nombres d (v, /) et d (y, | —J) sont premiers entre eux,
et on a aussi X' = t (x").

On pose enfin A [G,] = A'etV = V A"
On a alors une suite d’égalités (cf. 1.5):
W (Dj)- V'(g)AA'[x\ I-J, -s(x), d(x, ]
= VO®AA'[x\I-J, —s(x|1=7), d(x, 3]
= VO aA'\x"\V-{J}, —s(x'| I"—{3 ), x'({I})]
= V'@a. A'\x"\T-{J}, -s(x),d(x", {{IIM]
= V'@ A<BeA <,.)(-s(x))(D() = W\D{J).

De méme, pour tout n, en prenant un nombre n' tel que n' d (x,1 —J) = n
modulo d tx, J), on a

@pA{X)(~~n)(D}j) —&pA,(x) (~~n")(D{J).

Comme Dj et D{J} sont affines, on en tire que

Zp(Dj) = Extp((PA(x)(-n), W)(Dj)
est égal a
Extp(OPAix* ri), W")(D{])9

nul par la propriété appliquée a /', x', n\ etc.

La réunion des ouverts DJf ot J parcourt I’ensemble des parties a deux
éléments de /, a pour complémentaire le fermé réunion des r+ 1 fermés
isomorphes a Spec A définis par les idéaux (Xj)jeJk, ou k parcourt /.

Les modules Zp,p > 0, étant cohérents et nuls sur les Dj, J ~2,
ont pour support un schéma fini sur A. Ils sont donc acycliques pour T,
ainsi que Z°, qui est isomorphe a V® A€P (n—s), avec n > 0. L’iso-
morphisme bien connu R Hom (., W)—-»R Y R Hom (., W) montre que
les ,4-modules F (Z p) sont isomorphes aux Extp (0P (—n), W), qui sont
nuls pour p > 0, en vertu du théoreme 5.2. On en déduit que les Z p eux-
mémes sont nuls pour p > 0.

c. Q. F. D.

5.5. Corollaire. — €P(n) est acyclique pour Hom (., G*), Le.
RHom((PP(-n)9 G*) —«Hom(0P(-n), G¥*),

tome 18— 1975 — n°2



ESPACES PROJECTIFS ANISOTROPES 217

5.6. Proposition. — Si E* est le complexe de S-modules gradués
F* x)AS (—s) = F* S (—s) le morphisme naturel, oo M est un
S-module gradué de type fini et o0 Hom (M, E*) est muni de sa graduation
naturelle

®: 2lHom (M, E*) Hom (2i M, 21E*)

est un isomorphisme, et se prolonge en isomorphisme sur la catégorie DS
dérivée de la catégorie des S-modules gradués de type fini.

21R Hom (M*, £%)-*KHom (21AT*, 21£*%).

Soit O = 21 Hom (., £*). On a deux isomorphismes naturels définis
sur DS :
KO-21K Hom(., £%),

AO-» AHom (91., 2iE¥*).

Pour le premier, on notera que R Hom (., £*) est borné, donc il suffit
de considérer D~ S. Tout complexe de D~ S est quasi isomorphe a un
complexe de D~ S dont les objets sont des sommes finies de S (n). Ces
modules sont acycliques pour Hom (., £*), et leurs images par ce foncteur
sont acycliques pour 21 qui est exact.

Pour le second, on constate que les gradués libres sont acycliques pour 21,
et leurs images par ce foncteur sont acycliques pour Hom (.,21£%*),
selon 5.5, et (p est un isomorphisme pour les gradués libres (d'aprés 4.1,
applicable a F* pour des raisons de platitude sur A).

En composant ces deux isomorphismes, on obtient les isomorphismes
annoncés.

5.7. Theoreme (dualité locale). — Si F* est dualisant pour A, G* est
dualisant pour P.

Si F* est dualisant pour A, alors Spec A est de dimension finie ([3],
V.7.2). Donc P est aussi de dimension finie.

Si F* est dualisant pour A, F* est aussi ponctuellement dualisant pour A
(évident, par restriction aux spectres des anneaux locaux de Spec A).

Une caractérisation des complexes ponctuellement dualisants est donnée
par (Hartshorne [3], V.3.4) : pour tout point fermé § de Spec A,
R Homx (k (), F*) est quasi isomorphe a k (£) [d (£)], pour un certain
entier d (G).

Soit t) un point fermé de P, et soit C = p (r]) le point fermé de Spec A

p
qui est son image par le morphisme naturel P — Spec A. Le 0 P-module
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cohérent k (rj), concentré en rj, a pour image directe un k (C)-espace vec-
toriel de dimension finie, soit L.

En appliquant le théoréme 5.2, on trouve

R Hom (k(rj), G*) = R Hom (L, F*) s L[d(C]]

car les R1T k (x) sont nuls pour i ~ 0.

Comme le support de A(r]) est de dimension 0, on en tire que I’homologie
de R Hom (k (r]), G*) est isomorphe en degré d (t,) k k (r]), a 0 ailleurs.
Autrement dit, G* est ponctuellement dualisant pour P.

D ’aprés Hartshorne ([3], V.8.2), ceci (et le fait que P soit de dimension
finie) implique que G* est dualisant.

5.8. Construction d’anneaux de Gorenstein. — Le théoreme 5.7,
joint a la proposition 1.5 et au corollaire 1.6, donne les deux résultats
suivants :

Si A est un anneau de Gorenstein, si x = x (x), et si s (x) est multiple
de m (x), alors PA (x) est un schéma de Gorenstein.

Si A est un anneau de Gorenstein,siyl9yl9 .. .9yr9 d sont r-h 1 nombres
premiers entre eux r a r9et si d divise la somme des yi9 Vanneau A \ y90, d J

est de Gorenstein, y désignant Vapplication {1, N définie par
iyt
5.9. Proposition. — Si A est un anneau de Gorenstein, si un quotient

gradué R de S a une résolution graduée libre sur S (avec S° = S) :

0- Sp- S p~I->...-+S°-+R-+ 0,

si R est plat de dimension |+ r—p sur A, si Spest de laforme S (—k)9
(alors Extf (R, S (—5)) est isomorphe a R (k —s) et dualisant pour R)9
en posant Q = Proj R, le complexe 0Q (k—s) [r—/?] est dualisant loca-
lement et globalement pour Q.

En particulier, si k—s est multiple de d (x9J)9 Oq (Dj) est un anneau
de Gorenstein, et si k —s est multiple de m9 Q est un schéma de Gorenstein.

C’est la une application de 5.6.

5.10. Exemples. - Si k est un corps, Pk (1, 6, 14, 21) est un schéma de
Gorenstein de dimension 3 (car s = m = 42), k [(3, 5 6), 0, 7] est un
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anneau de Gorenstein a 13 générateurs, de dimension 3, le schéma
Proj(k[X, vy, Z, T, UJI(X2- YZ, XZ- YTiZ2-XT9UZ, UT)),

ou les degrés de X, Y, Z, T, U, valent respectivement 3, 4, 2, 1, 3, est un
schéma de Gorenstein de dimension 1, etc.

5.11. Proposition. — Pour tout espace du type PA(x), il existe un
A-schéma Q recouvert par des ouverts affines isomorphes au spectre de
Vanneau de polyndmes a r (x) variables sur A (donc Q est lisse sur A) et
un morphisme birationnel et projectif de A-schémas f : Q -+ PA (jo avec
f*0Q=0PetRIf* 0Q= 0pouri~ 0.

Nous ne donnons pas ici de démonstration, la méthode utilisée étant
la méme que celle de [4] (chap. I, § 2 et 3).

5.12. Remarque. — Dans [4] (1.3), il est montré aussi que F* ® AQqgla
est acyclique pour /* ; ce qui permet de dire que R/* (F* (g)a CIQA [r])
est dualisant localement et globalement pour PA (v), si F* est dualisant
pour A.

On arrive ainsi a une autre description du complexe dualisam.

6. Courbes « presque planes »

6.1. Lemme. — Si A estfactoriel, et si P = PA(x), un sous-schéma
fermé Q de P9purement de codimension 1 sans composante immergée, est
défini par une seule équation homogéne.

Ecartons le cas trivial r = 0, qui donne P = Spec (A).

L ouvert U de P qui est la réunion des Dj , /e / (x), contient tous les

points de P de hauteur 1, donc tous les points maximaux de Q. En outre,
la projection n : Spec (S)—{0 }— P est lisse au-dessus de cet ouvert
et localement triviale au-dessus de U (1.7).

Le sous-schéma fermé n~| Q de Spec (5)—{0} a pour adhérence
schématique dans Spec (S) un fermé qui coincide avec lui hors de l'origine.
L’idéal J qui décrit ce fermé est gradué, donc son p. g. c. d. F, qui existe
puisque S est factoriel, est homogéne. Le sous-schéma fermé
Spec (5/F)—{0 } de Spec (5)—{0} coincide avec tc* 1 Q en les points
de hauteur 1de Spec (5)—{0 }, donc aux points maximaux de 7i_1 Q.

Son image par N est le sous-schéma fermé Proj (S/F) de P, qui est inclus
dans Q, car J a F.S, et qui coincide avec Q en ses points maximaux,
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donc partout, puisque Q n’a pas de composante immergée. Donc
Q = Proj (SIF)-

6.2. Proposition. — Si k est un corps parfait, toute courbe hyperellip-
tique lisse sur k admet une immersion réguliére dans un schéma du type Pk (x)
avec r (x) = 2; autrement dit, une telle courbe est «presque plane ».

Pour que la courbe tracée sur P d’équation F soit lisse, il suffit que le
schéma Spec S/F soit régulier en dehors de I’origine, les anneaux localisés
de S/F par des éléments de degré positif étant alors normaux, ainsi que
leurs composantes de degré 0, qui ont la dimension 1 et sont les anneaux
de coordonnées de Proj (S/F).

Les trois variables définissant S sont appelées X, Y, Z, et on choisit
déja x = y: 1 pour le degré des deux premiéres, et on pose u = Y/X
et vssZ/Xz oU zestle degré de Z.

Une courbe hyperelliptique sur k est caractérisée par le fait que son
corps de fonctions K ne contient pas d’élément algébrique de degré 2 sur Kk,
mais a un sous-corps L = Kk (u) transcendant sur k9tel que [AT:Z] = 2.
Soit ve K tel que L (y) = AT

Il s’agit de trouver z et p de facon que la relation de dépendance de v
sur L soit de la forme F (I, u9v) = 0, ou F est homogene dans S et n’a
de zéro commun avec ses dérivées qu’en l’origine de Spec (S).

On peut toujours supposer Vv entier sur k [w], quitte a le multiplier par

un polynéme en u convenable. La relation est alors du type

v2t A v+ B =0 =/(w, V),

ol A et B sont deux polynémes a coefficients dans k.

Si la caractéristique de k n’est pas 2, on peut supposer que A est nul,
quitte a remplacer v par 2v+ A (u). Si P est le polyndme de plus haut
degré parmi ceux dont le carré divise B, on peut remplacer v par v/P (u)9
et se ramener ainsi au cas ol B n’a pas de facteur carré. Puisque k est
parfait, B et sa dérivée n’ont pas de zéro commun.

Si le degré b de B est pair, on choisit z = 0/2. La relation s écrit alors
F=22+2(X9Y)%avec D (1, u) = B(u). D et ses dérivées ne s’annulent
ensemble que si X = Y = 0, ce qui convient.

Si b est impair, on prend z = (6+1)/2. La relation s’écrit
F=22+XD(X9y),
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ou D n’a pas de zéro commun avec ses dérivées hors de l’origine, et ne
contient pas X en facteur. Ce qui convient aussi.

Si la caractéristique de Kk est 2, si/(w, v) = v2+A (u) v+ B(u) et ses
dérivées par rapport a wet p ne s’annulent pas ensemble, les degrés a et b
de A et B vérifiant de surcroit 2a ~ b ou b impair, le plongement est
possible.

Si2a ™ 6,on choisitz = a, etsibestimpair et supérieur a 2 a, on choisit
Zs (6+1)/2. Dans les deux cas, F s’écrit Z2+ C (X, Y)Z+D (X, Y) =0,
mais I’hypothése sur/ et ses dérivées implique que F et ses dérivées ne
s’annulent ensemble que si X = 0; donc Y = Z = 0, a cause des termes
de plus haut degré en F de C et Z) et leurs dérivées.

Tout se raméne a modifier v de fagon que sa relation de dépendance
intégrale sur L soit de la forme indiquée.

Si la forme n’est pas bonne, on va opérer une modification de v qui fait
décroitre strictement la quantité sup (2 a,b). Au bout d’un nombre fini
de ces modifications, la forme/ sera donc convenable.

On rappelle qu’un polyndme a une variable sur un corps parfait de
caractéristique 2 est toujours de la forme C(X) = X C'(X) +C°(X), ou C
et C° sont deux carrés, C' n’étant autre que la dérivée de C par rapport
a X, et C° la partie paire de C.

(i) Sib > 2aeth pair, on remplace v par v+ *B 0.

(ii) Si/= v2+ Av+ B et ses dérivées A et A'v+ B' ont un zéro commun,
c’est que A et A' 2B+B'2 ont un p. g. c. d. non nul. Soit U un facteur
premier de A et A' 2B+B"'2.

Si U divise A\ U2 divise A et A9qui est un carré, donc divise B\ Soit T
le reste de la division de y/B° par U. On peut alors remplacer vpar ?-t+ T)/ U.

Si U ne divise pas A', de A'2B+B'2= 0 mod U, on en tire que B est
congru modulo U au carré d’un polynéme T de degré inférieur a celui de U.
Alors on peut remplacer v par (»'+ T)/U.

7.3. Exemple de courbe qui n st pas presque plane. — On se propose
de construire une courbe lisse, non hyperelliptique, de genre 5, dont le
plongement canonique, qui est lisse, n’est contenu dans aucune quadrique

de rang < 3.

Montrons qu’une telle courbe n’est pas presque plane.
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Si F est I’¢quation dans P = P*(x), avec r (X) = 2, d’une courbe Q
lisse de genre 5, le cobord de la suite exacte

0—+op(—d)—*op—+0a—0

envoie bijectivement H 1(Q, 0Q dans H 2 (P, OP(- d))9d étant le degré
de F. Une base de H1(Q, 0Q est donc formée des classes des monémes X &
avec Xo~<2a(i) x (i) = —d9et a(i) < 0 pour 0 < i< 2 Les a de
ce type sont au nombre de 5 Parmi eux, il y en a certainement 3, soient
G°, a\ a", avec 2a' = a°+a” Ceci correspond a une équation du type
X°® X”=X'2= 0 dans le plongement canonique, donc a une quadrique
de rang 3 qui contient I'image de Q.

Considérons I’espace projectif ordinaire R de dimension 4 sur un corps k
de caractéristique 3, i.e. R = Proj (k [X, 7, Z, T, i/]), et son sous-
schéma Q défini par I'idéal qu’engendrent les trois polyndmes homogénes
du second degré :

(1) X2+ Y2+ ZU,
(2) 72+ T2+ XU,
(3) XY+ZT+U?2.

La matrice des dérivées partielles

X 2Y U O z
v 0 2z 2T X
Y X Z Z 2U

a parmi ses mineurs

() Yyz2+2 YT2+2UTX,
(5) TX2+2 TY2+2UYZ-

Pour montrer que Q est une courbe lisse, il n’y a qu’a s’assurer que le
schéma défini par I’'annulation de 1, 2, 3, 4 et 5 est vide. Ceci veut dire en
effet que la matrice des dérivées partielles est de rang 3 sur tout le schéma Q.

On utilise la combinaison linéaire des polynémes (1) & (5), dont les coeffi-
cients sont respectivement T, Y90, 2, 2 qui vaut (Y+T)(2 TY+ UX+ UZ).
Le reste du calcul est simple et ennuyeux. Q est donc une intersection
compléte dans R, et le cobord itéré de la résolution de Koszul sur R corres-
pondante met en bijection H1(Q, 0Q et H4 (R, OR (- 6)), qui est le dual
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de H° (R,0R (1)) = H®° (Q,0Q(1)). Ceci montre que Q est de genre 5
et que les équations 1 a 3 définissent le plongement canonique de Q.

Reste a voir que parmi les hypersurfaces de degré 2 de R, qui contien-
nent Q, aucune n’est de rang ~ 3. Ces hypersurfaces sont dans la famille
projective de rang 2 engendrée par les hypersurfaces correspondant a (1),
(2), (3) (car Q est intersection compléte dans R). La matrice associée a
une combinaison linéaire de 1, 2, 3 est :

2a ¢ 0 0 b
c 2a 0 0 0
0 0 2b e a
0 O c 2b o0
b 0 a 0 2c
On y trouve des mineurs d'ordre 4 :
(1.1) a(c(b2-c2)-a2b), (4,4) (a2-c2(bc-a2)-absg
(2.2) (b2—c2)(ac- b2)—a3b, (5,5) (a2-c2)(b2-2c)
(3.3) b(c(a2—c2)—bh2a), (2,4) -c2ab,

qui ne peuvent étre nuls simultanément que si a, b, ¢ sont tous trois nuls.

c. Q. F. D.
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ERRATUM

ESPACES PROJECTIFS ANISOTROPES

PAR

Chartes DELORME

Rectifications a I’article paru dans Bull. Soc. Math. France,
103, 1975, p. 203-223.

Par suite d'une erreur typographique, la plupart des symboles Hom et Ext,
représentant des faisceaux d'homomorphismes et d'extensions, ont été
imprimés en caractéres romains.

Il'y a donc lieu de lire Hom et Ext au lieu de Hom et Ext aux endroits
suivants :
- p. 207, ligne 2;
p. 210, lignes 29 et 31;
p. 213, lignes 1, 3, 10, 24 et 26;
- p. 215, lignes 2 et 19;
- p. 216, lignes 28 et 29;
- p. 217, lignes 12 et 19.

Pour la méme raison, dans des formules qui comportaient simultanément
des Hom et des Hom, il faut lire :

- p. 216, ligne 24 : R Hom (., W) — RT R Hom (., H);

- p. 217, ligne 5 : 9 : 31 Hom (A/, £*) — Hom (31 A/, £%);

- p. 217, ligne 8 : 31 R Hom (A/*, £) — R Hom (31 A/*, 31 £%).
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SOUS-MONOIDES D’INTERSECTION COMPLETE DE N

Par Charles DELORME

On donne une caractérisation récursive des monoides d’intersection compléte inclus
dans N, qui permet de les construire aisément avec leurs générateurs minimaux. On donne
aussi un algorithme permettant de décider si une partie de N engendre un monoide d’inter-
section compléte. Un des intéréts de ces monoides est qu’on peut les réaliser avec un point P
d’une courbe lisse X comme ensemble des ordres des pbles en P des fonctions méro-
morphes sur X et réguliéres hors de P (Pinkham [2]).

1. Définitions

Soit r un sous-monoide de N, autre que {0 }.
On considere I’algébre A = © Kt*c K [t], ou Kestun corps. Si aestlep.g.c.d

««r
de T, alors A = K [fa] est le normalisé de A et le conducteur de A est A tc, ou c est le
plus petit entier tel que c+NQO < r. C’est pourquoi on dit que c est le conducteur de T.
Si a « 1, on dit que T est numérique.

On dit que T est a"intersection compléte quand A est d’intersection compléte, ce qui ne
dépend pas de K (Herzog [1], 1.13) :si G est un générateur de T, de cardinal fini g, cela
signifie que la congruence attachée a la suijection naturelle de monoides NG— T admet
un générateur a g—1 éléments.

2. Motivations géométriques

Voici deux occurrences de ces monoides :

A un point P d’une courbe lisse et propre X, on attache le monoide des ordres des pbles
en P des fonctions méromorphes sur X régulieres hors de P. Pinkham ([2], 14.2) indique
gue tout monoide numérique d’intersection complete T peut étre obtenu de cette maniere
a partir d’une courbe. Le genre de celle-ci est ¢/2, ou c est le conducteur de T car T est
symétrique (Kunz [3]).
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Pour qu’un sous-anneau complet de dimension 1de K [[/ ]] soit d’intersection compléte
(autrement dit, pour qu’une branche de courbe analytique géométriquement intégre soit
d’intersection complete), il suffit que ie monoide des valuations soit d’intersection compléte.
Cette condition n’est pas nécessaire, comme le montre un exemple de Herzog et
Kunz ([4], p. 40-41).

3. Notations

Soit G une partie finie et non vide de N, ne contenant pas 0; on appelle g le cardinal de G.

Si L est une partie non vide de G, on note T (L) le sous-monoide de N engendré par L,

et A (L) désigne l'algebre © K f* L’anneau de polyndmes dont les indéterminées
«er<L)
sont les Tx, X e L est noté K (L). On gradue A (L) et K (L) en attribuant a t le degré 1 et

a Tx le degré X. On a alors un morphisme suijectif d’anneaux gradués K (L) — A (L)
qui a Tx fait correspondre t x. Le noyau de ce morphisme est I’'idéal homogéne | (L), qui
est engendré par les différences de mondmes unitaires de méme degré (Herzog [1], 1..4).

On a des inclusions naturelles graduées A (L) ¢ A (G), K (L) c: K (G), ...
Enfin A+ (L) et K+ (L) sont des idéaux gradués maximaux de A (L) et K (L).

4. Suites distinguées

Une suite distinguée (&, sur G est formée d’une suite 9 de partitions de G en parties
non vides, soit & = (Pf, 1~ i~ g) et d’une suite d’éléments de K (G), soit
X =(zZ,,2~ in g)telles que :

(D P°ur *= 2, la partition Pi*l se déduit de Pi en supprimant deux éléments
distincts Lj et L[ de P| et en les remplagant par leur réunion.

(O0O) Zi est différence de deux mondmes unitaires e K (L*) et X[ e K (L,") de méme
degré > 0.

S. Remarques

La condition (~) implique que P4a i éléments, que Pt = G, que Pyest la partition de G
en ses parties a 1 élément.

Les polynémes Zt appartiennent a | (L jU LJ), donc a | (G).

Siga 1, on atout simplement & = (P™ et X = 0.

Si g € 2, une suite distinguée sur G induit naturellement des suites distinguées sur L2
et V2.

6. Lemme. — Pour que T (G) soit d*intersection complete, il faut et il suffit qu'il existe
me suite distinguée (9, S) sur G telle que I (G) soit engendré par 2t.
La condition est évidemment suffisante, car comporte g —1 éléments.
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Si T (G) est d’intersection compléte, un générateur a g-1 éléments de la congruence
attachée & NG— T (G) fournit un générateur & g—1 éléments de 1(G), de la
forme (Y,—Y"', 2 A @), ol Y] et Y', sont deux mondmes unitaires de méme degré,
évidemment > 0, car ces éléments de | (G) ne sont pas nuls.

Nous allons construire (~, J?) de proche en proche. Supposons qu’on ait déja construit
les Pi9 k ™ i~ g, vérifiant (»), et les Zf, k < i g g, vérifiant ( OO) et =Y ,-Y[

C ’est trivial pour k = g :on prend = {{ic}, xgG }. Sionarriveak = 1, le lemme
est démontré. On suppose donc k > 1, et on essaye de diminuer k.

Soit S le produit tensoriel sur K : (@ A (B). On a un morphisme surjectif d’anneaux
BePk

gradués @ : K (G) — S en composant I'lisomorphisme naturel K (G) =% ® K (B) et le
BePk

produit tensoriel des surjections K (B) — A (B). L’image de | (G) par o est appelée J.
Les images (p (Zf), kK < i :g g sont nulles, donc J est engendré par les @(Y*—Y-), 2 * i * k.

Soit B un élément de Pk. On trouve dans J I’élément @(T*—T£), avecX e Bety e G,y £ B.
Donc J n’est pas inclus dans I’idéal engendré par les A+ (B'), B'e Pk, B' # B. Donc il
existe au moins un w, 2 ~ u ~ k, tel que ®(YJ ou (Y') soit dans A (B). Comme P*a k
éléments et comme U ne peut prendre que k—1 valeurs, il existe un v, 2 ~ v ~ k, et deux
éléments distincts B et B' de Pk tels que YpeK (B) et Y' g K (B'). Quitte & modifier la

numérotation des Yy—Y', 2 g ; " on peut supposer v = k. Ce qui permet de
construire P*_! suivant () en prenant L* = B et Lk= B', et Zk= Y*-Y*, ce qui
vérifie et la construction a progressé d’un cran.

7. Lemme. — Soit (&, &) une suite distinguée sur G, avec g ~ 2. On pose

b=pgcdL2V =pgecdL2p=mppcm (6Db); on appelle r le degré de z2.
On a les propriétés suivantes :

(i) si F et F' sont des générateurs minimaux de I (L2) et I (L2), alors F, F', Z2 est un
générateur minimal de (1 (L2), 1 (L2), Z2);

(ii) pour que I (L2), 1 (L2), Z2 engendre 1 (G), ilfaut et il suffit que r = p.

Preuve de (i). — Si on a une relation IA,//+1A ./, /'+vZ2 = 0, homogéne, dans K (G),
comme Z2 est non nul dans I’anneau integre A (L2) ® A (L2) identifié au quo-
tient K (G)/(1 (L2), 1 (L2), le coefficient v de Z2 est nul dans A (L2) ® A (L2), donc
s’écrit Zny-Z+1ii/'l" dans K(G). La relation devient

z K+ z2jif) 1 4-z KFhz2 —o0.

En calculant modulo (K+ (L2)), et en identifiant le quotient] K (G)/(K + (L2)) a K (L2),

on obtient 0 = Z X/ + X2\f)f La minimalit¢t de F donne Xf+ X2\if e K+ (L2),
donc Xf e (K+ (L2, K+ (L2) = K+ (G). De méme, lescoefficients des/' sont dans K + (G).
Enfin le coefficient de Z2 est dans (1 (L2), 1 (L2)) ¢ K+ (G). Ce qui prouve la minimalité
de F, F', Z2.

Preuve de (ii). — Supposons que p = r. On sait que | (G) est engendré par les
Yj Y\ —Y2Y2 o0 Yj et Y2sont des mondmes unitaires de K (L2), et Yi et Y2 sont des

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



148 C. DELORME

mondmes unitaires de K (L2), dont les degrés vérifient yx+y[ = >2+>2. On en
déduit yt-y 2 = y2—y1= tnp, ot m est entier. On peut, quitte a remplacer I’élément
de | (G) par son opposé, se ramener a m A~ 0. On a alors une égalité :

YXY;- YA 2=y, (yxayd+yAy;x? - r+y; yAX- x2),
ol

2= X2—X2.

Bien sdr, on a Yj-X 2Y2el (L2, Yi XmY2el (L2) et X2-X 2nest multiple de Z2.
Ceci démontre la partie il suffit.

Supposons maintenant r > p (il est évident que r est un multiple positif de p).
Comme T (L2) et T (L2) se confondent avec N b et N b' & partir d’un certain rang, leur
intersection se confond avec N p au-dela de ce rang. Il existe donc dans cette intersection
un nombre g non multiple de r. On pourra trouver deux mondmes unitaires de degré (,
I’'un dans K (L2), lI'autre dans K (L2). Leur différence est dans | (G), mais n’est pas nulle
dans (A (L2) ® A (L2))/(Z2), ou elle vaut tq® 1-1 <g/qgmodulo tr(@ 1-1 (g tr. Ceci
prouve la partie il faut.

8. Lemme. — Soit (¢P, 2£) une suite distinguée sur G. Pour que  engendre I (G), ilfaut
et il suffit que la condition ( OOO) suivante soit réalisée :

pour tout U2 ~ i~ g, le degré de z, estlep.p.c. m.desp. g.c. d. deL, et Ll

Ce lemme se démontre par récurrence sur ¢. Il est trivial pour g = 1 Pour g ~ 2,
le lemme 7 qui précéde permet de ramener la question sur G et (A, 3) aux questions
correspondantes sur L2 et L2 et les suites distinguées induites par JF) (rem. 5). En effet,
de (ii), on tire que Z2 doit avoir pour degré le p. p.c. m. des p.g.c.d. de L2 et L2,
grace a (i), on voit que | (L2) et I (L2) doivent étre engendrés par les éléments Z4,
2 < /" g, qui sont soit dans I (L2) soit dans 1 (L2), pour que 21 engendre I (G).
Remarquons qu’alors T (L2) et T (L2) sont d’intersection compléte. Inversement, I’utili-
sation de (ii) montre que la condition ( 0OOO) est suffisante.

9. Proposition. — S0it G le générateur minimal d'un sous-monoide T (G) de N. Pour
que T (G) soit numérique et d'intersection complete, ilfait et il suffit que Fune des conditions
suivantes soit réalisée :

G = {1} (auquelcas T (G) = N);

G est I'union disjointe de deux de ses parties non vides, de laforme axG | eta2 G2, ol a{
et a2 sont premiers entre eux, ol G “et G 2sont les générateurs minimaux de deux monoides
numériques d'intersection compléte, avec les conditions a”eV (G2) et ax$ G2, a2eV (Gt)
et a2i Gt.

Pour démontrer cette proposition, on utilise une suite distinguée sur G vérifiant ( OO0) ,
ce qui montre que la condition est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante, on se

servira encore du lemme 7 (ii).
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Dans le cas ou G a 3 éléments, on retrouve la proposition 3 de Watanabe [5], dont la
démonstration est obtenue par des méthodes semblables. On peut généraliser également
le lemme 1 de Watanabe [5] comme suit

10. Proposition. — Soient et F2 deux monoides numériques, engendrés par G xet G 2.
Soient ax et a2 deux nombres non nuls et premiers entre eux, tels que axe F2 et a2e F 1.
On considére le monoide (visiblement numérique) F = axFx+a2F2:

(i) le conducteur de T est ¢ =axcx+a2c2+ (ax—I) (—I), ol cx et c2 sont les
conducteurs de Fx et F2;

(ii) si les générateurs minimaux Gj et G2 de Fx et T2 comportent gx et g2 éléments,
celuide F enagx+g2ougx+g2—1;

(iii) pour que F soit symétrique, ilfaut et il suffit que Tj et F2 le soient;

(iv) pour que T soit d'intersection compléte, il faut et il suffit que Fx et T2 le soient.

Preuve de (i). — On sait que (tfi—1) (a2—1) est le conducteur de axN+a2N.
Doncaxcx+ a2c2+ (ax—1)(a2- 1)+ N ¢ axcx+taxN+a2c2+a2N ¢ axFx+a2F2= T;
I’expression proposée majore donc C. Si axcx-fa2c2+axa2—ax—a2 appartenait a F,
cela s’écrirait axbx+a2b2, avec et b2eF 2, on aurait pour des raisons de
congruence modulo ax et a2, les égalités bx=cx- \+a2u2 et b2 = c2—1-Faxux,
uxet u2entiers, de somme 1, et tous deux > 0 (caraxe F2eta2g Tj), ce qui est impossible.
L ’expression proposée est bien le conducteur de F.

Preuve de (ii). — Il suffit de remarquer que seul axaz2, s’il appartient 8 axGxu a2 G2,
est susceptible de se décomposer. On peut d’ailleurs préciser le générateur minimal de F,
soit G, et son nombre d’éléments

siaxa2eaxGxn a2G2, alors G = axGxu a2G2a gxtg2—1 éléments;

siaxa2$axGx\ja2G2 alors G = axGxu a2G2a gx+g2éléments;

si axa2 appartient a un seul des ensembles axGx, a2 G2, alors G est axGtu a2G2
privé de axa2 et posséde gi+g2-1 éléments.

Preuve de (iii). — Supposons d’abord que Fx et F2 sont symétriques. Soit uxax+uz2a2

un nombre hors de F. On peut en modifiant la décomposition de ce nombre se ramener
au cas ol uXxest hors de FX, mais ux+a2g Fx. Alors u2—ax$F 2. Alors

C-l-uxax-u2a2=ax(cx-l-u X+ a2(c2-1-u 2+axeF'y

donc T est symétrique.

Inversement, si F est symétrique, soit U un nombre hors de rt. Alors axu$F, et
c—1—axu appartient a T et se met sous la forme axbx+a2b2, avec bxg Fxet b2g r 2.
On a aussi bx= cx—1l—u+va2 et b2=c2—\+ax—vax, donc Vv est ~ 0, et
cx—1—w = bx- va2e Fx\ donc rt est symétrique. De méme pour I 2

Preuve de (iv). —Nous introduisons une modification mineure aux concepts déja utilisés;
au lieu de prendre pour G une partie finie de N +, nous considérons que G est I’ensemble
d’indices d’une famille finie d ’éléments de N + (i. e. de nombres entiers strictement positifs).
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Si les valeurs des éléments de la famille sont toutes distinctes, on retrouve ce qu’on a fait
jusqu’ici en identifiant I’ensemble des indices et I’'ensemble des valeurs. 1l y a lieu de
modifier quelques détails de notations, mais les notions et les propriétés décrites dans
les paragraphes 4 a 8 sont inchangées.

Pour prouver (iv), on pourra utiliser une suite distinguée sur I'union disjointe
ai Gtjla2G2 = G, telle que L2 = atG” L2 = a2G2, et que Z2 soit de degré axa2
(il est clair que de telles suites existent). L ’utilisation du lemme 7 assure I’équivalence
souhaitée : si les générateurs minimaux de 1 (L2) et 1 (L2) ont h et K éléments, avec bien
sirh ~ g, -1 eth'~ g2—1,celuide ! (G)enah+h'+ 1 Lesrelationsh+ h'+ 1= gi+g?2
d’une part, (h = —1 et bl = g2—1) d’autre part sont manifestement équivalentes.

C.Q.F.D.

11. Remarques

Ceci permet de construire des monoides d’intersection compléte, et leur générateur
minimal, mais mieux, cela permet de les construire tous en raison de la caractérisation
récursive que constitue la proposition 9.

En outre, on trouve une expression du conducteur pour un monoide F d’intersection
complete par une application itérée de 10, (i), qui est :

c=p.g.c.d.T—(somme des éléments de G)+ (somme des degrés des Zi92 "~ i~ g),

ol G est une partie de N+ engendrant F, et ou les Zf proviennent d’une suite distinguée
sur G qui vérifie ( OO0) . Cette formule se trouve déja dans [4], 5 10; Herzog et Kunz
donnent un résultat plus fort : on a toujours ¢ f* M, I’égalité ne pouvant étre réalisée que
si T est d’intersection compléte, ot M est le minimum de la somme des degrés de «—1
éléments de | (G) homogénes et linéairement indépendants modulo | (G) K+ (G), corrigé
par la somme et le p.g.c.d. des éléments de G comme ci-dessus.

12. Définition

Si B est une partie non vide de G, différente de G, on appelle E (B) le plus petit élément

positif strictement du monoide T (B) n T (B), ou B est le complémentaire de B dans G.
13.  Lemme. — So0it G une partie finie de N+, engendrant T (G) d'intersection compléte,
soit (&, une suite distinguée sur G vérifiant ( OO0) , et soit k un entier,2 g g * k.

Alors il existe deux éléments distincts B et B' de p*, tels que E (B) = E (B'). De plus,
si X et X' sorti ;fewx mondmes unitaires, de degré E (B), /’wd ¢/ans K (B), Vautre dans K (B"),

il existe une suite distinguée vérifiant ( OOC) , soit X'\ avec Z[ = Z, ¢/ Pj = Pi
pour k < i £ g, avec PE = P* et Zk= X—X".

Considérons un élément BO de P* Il existe un plus petit indice j tel que BOe P
Dans Py-i, il y a un élément Bx, réunion de B0 et d’un autre élément CO de P,. Au signe

prés, Zj est égal a R0O-S 0= WO, ot ROgK (BO0) et SOeK (C 0). Ensuite, si Bx # G,
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il existe un plus petit indice j' tel que Bj €P;_Dans Pr _i9 on trouve B2 = Bj U Cu
et Zy est au signe prés = Rj QO | ol Rte K (B0), QOli e K (C0) et St K (Cj).
Et ainsi de suite jusqu’a Bn+l = G, et Z2 est au signe prés

W,, = RnRo.nQi.n ¢*+«Qn-i,n—SB,

avec S, gK (Cn), R,,gK(BO) et Q, ngK (C,), tous mondmes unitaires.

On peut noter que G est la réunion disjointe de B0, CO, ..., C,. On peut aussi voir,
en appliquant le lemme 7 & Bi+1 = B, UC, et Wf que D = I(G)/K+ (G)I(G) est
somme directe des images des | (C*), de I'image de | (B0), des sous-espaces de D engendrés
par les images de W f.

Soient X et X' deux mondmes unitaires de méme degré, avec X g K (BO) et
X'=UV0.. *V,, ot UgK(B0) et VAgK (C*), tous monb6mes unitaires. A cause
de ( 0OO) , ledegré de V, est multiple de celui de S,,, soit vn= ensnl’égalité de degrés cor-
respondante. On décompose alors X —X' en la somme de trois termes de méme degré :

X ~UR;nV0 ... VHi QU-i,n€1(B,),
UVO...VA2Q 0.,,... QA-~Ar-SAGTW J,
UVO... VAiiSA-VijGIliC,,).

Dans la décomposition de I'image de X —X' dans D, le coefficient de Wn est nul, sauf
si en= 1let Xx = S, auquel cas ce coefficient est 1

Le degré de V*.t Q*it nest multiple de celui de S,,_U en vertu de ( 0OO) » On recom-
mence la méme opération. On finit par arriver sur un élément de | (B0), savoir :

X-URARAV ... R? = X-X"' modulo (WO, . . W,, 1(CO), ..., I(C,)).

Les égalités de degrés ayant servi entretemps sont

(1) X = u+ 0+ ... +Ew,

(2) v,t £ ejdi,j —eisi~ ei(ri+ X 0
Kjgn 0sJ<"

(3) X=u+e0r0+ ... +enrn

Voyons maintenant comment se traduit le fait que X = E (B0) et u = 0 [autrement dit,
X'e K (B0)]. Comme X > 0, I’'un des etest > 0. Soit p le plus petit indice tel que ep ~ 0.
En utilisant la ligne (2) pour 0 ™ i< p, on observe que QiiP = 0 pour 0" i< p.
Donc Wp = R,-Sp. On en déduit E (BO) S. rp- sp, donc E (B,,) = spetep= 1

Ceci montre déja que pour chaque B e Pt, le degré E (B) est égal au degré d’un des Z,,
2~ /£ k. Il yadonc deux éléments distincts B et B' de Pt, tels que E (B) = E (B'),
puisque E associe aux k éléments de Pt au plus K —1 nombres.
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Soit donc X —X' une différence de deux mondmes de degré E (B), avec X e K (B) et
X'e K(B'). La décomposition de X - X\ obtenue en prenant BO = B est de la forme

X-X" = Wpmodulo (I(B0), I(C,), . . I(C,), Wp+l, . . W,),

si p est défini comme précédemment.

Les zj, 2 » g, engendrent | (G) (lemme 8). On obtient un nouveau générateur
de I (G) en remplagant par X —X" celui des Z* qui est égal au signe prés a Wp (son indice]j
vérifie 2 ~ j ~ k). Comme ce générateur est encore formé de différences de mondmes
unitaires de méme degré, on peut user de la construction de suites distinguées exposée
au lemme 6 pour fabriquer (*', J"), avec Pf= PJ pour k Si €& g, avec Zt = Z[ pour
k < i” getavec Zk= X —X".

Cette nouvelle suite distinguée vérifie ( OOO) d’apres le lemme 8. En particulier, E (B)
est le p.p.c.m. des p.g.c.d. de B et B'.

14. Description d’un algorithme

Soit G une partie finie et non vide de N, ne contenant pas 0. Pour savoir si T (G) est
d’intersection compléte, on tente de construire une certaine suite distinguée de proche
est en proche.

On part évidemment de P#, partition de G en ses parties a 1 élément. Si on arrive
a P* k ~ 2, on calcule les E (B), B € P* S’ils sont tous distincts, le monofde n’est pas
d’intersection compléte. Si deux éléments distincts B et B' de Pk vérifient E (B) = E (B"),
on compare E (B) et le p. p. ¢. m. des p. g .c. d. de B et de B'. S’ils sont distincts, le monoide
n’est pas d’intersection compléte. S’ils sont égaux, on prend Lk = B et Lk = B', et on
définit Pfc ! avec (”); on choisit Zk différence de deux mondémes unitaires de degré E (B),
I’'un dans K (B), l’autre dans K (B'). Ce qui fait progresser la construction d’un cran.
Si on arrive ainsi a k = 1, le monoide est d’intersection compléte.

Justification de 1algorithme. — Si on arrive a k = 1, on a construit une suite dis-
tinguée vérifiant ( (1) > donc un générateur de | (G) ayantg — 1éléments. Par la méme
occasion, on dispose d’une évaluation du conducteur de T (G).

Inversement, si T (G) est d’intersection compléte, & chaque pas il existe une suite dis-
tinguée vérifiant ( IT) > dont on connait les termes P, k.~ ~ g et Zf k<ing:
le lemme 12 montre qu’il existe une autre suite distinguée vérifiant ( (0DI) > dont la partie
connue comporte un terme de plus, et se déduit de la partie connue de la précédente comme
il est dit dans I’algorithme. Ceci explique pourquoi les observations formulées dans
I'algorithme permettent, le cas échéant, de nier que T (G) soit d’intersection compléte.

Le lemme 13 et I’algorithme restent valides si G est I’ensemble d’indices d’une famille
finie d’éléments N non nuls.
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15. Exemples

Les monoides, appelés « libres » dans [6], parmi lesquels figurent les monoides de
valuation des branches analytiques de courbes planes, [1], 2.1, Remark, sont d’inter-
section compléte. lls se caractérisent par le fait qu’une des suites distinguées sur un géné-
rateur G, vérifiant est telle que Lget les L-, 2~ / g g sont les parties a un élé-
ment de G. Watanabe ([5], Remark 1) donne un exemple montrant que les monoides
d’intersection compléte ne sont pas tous de cette sorte.

G=4{56,7,8Y0naE{5})=15,E({6}=122,H{7} =14 EH{8}) = 16.
Le monofde T (G) n’est pas d’intersection compléte car les E (B), B e P4 sont distincts
deux a deux.

G ={45¢6,7}y0OnaE{4})=E({6}=12,E{4,6}=E{5} = 10, mais
E({4563}=E{7} = 14 n’est pas égal a 7, qui est le p.p.c. m. de 7 et de
1=p.gcd ({4 5613}). Le monoide T (G) n’est donc pas d’intersection compleéte.

G = {10, 14,1521 3. OnaE({10}) =E({15}H=30,E({14}) = E({21}) = 42,
E({10,15}) = E({ 14,21 }) = 35. Le monoide est d’intersection compléte, son
conducteur est 1—(10+14+15+ 21)+ (30+42 + 35) = 48. Une suite distinguée véri-

fiant ( OOO) est :
P4 = {{10}, {14}, {15}, {21}}, Z4=Tlo-TU,
P3= {{10, 15}, {14}, {21} }, 73= T14-TL,

P2- {{10, 15}, {14, 21}}, Z2= T?20T1S—T 14T 21.

Ces exemples illustrent le fonctionnement de I’algorithme. On aurait pu aussi user de
la proposition 9 pour voir que T ({4,5,6, 7} et T ({5, 6,7, 83} ne sont pas d’inter-
section complete.

On peut insérer G = {10, 14, 15, 21 } dans la formation d’exemples plus compliqués,
selon la proposition 10 :

29 T(G)+ 31 T(G) = T({290, 310, 406, 434, 435, 465, 609, 651})
est d’intersection compléte, son conducteur est 48.29 + 48.31+28.30 = 3720
20r(G)+2i r(G) = r({200, 210, 280, 294, 300, 315, 441})
est d’intersection compléte, son conducteur est 2348
14T(G)+15r(G) = T({140, 150, 196, 210, 225, 294, 315})

est d’intersection compléte, son conducteur est 1574.

Pour terminer, je tiens a remercier le référé, dont les remarques m’ont permis d’améliorer
cet article et de mieux le situer par rapport aux travaux déja existants.
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